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RESUMO

Este trabalho tem o objetivo de aplicar o uso da estatistica multivariada no resultado das
analises de solos e variaveis derivadas de animais. O estudo foi realizado na propriedade do
Sr. José Antonio Bueno, localizado no municipio de Agua Doce, SC, na regido denominada
“Campos de Palmas”. A metodologia de estudo propde inicialmente no resultado de analises
de solo e variaveis derivadas de animais a verificagdo da normalidade dos dados.E através do
teste T> de Hotteling verificar a existéncia de diferengas estatisticas entre vetores de médias
das populagdes referentes aos resultados das andlises de solos.Nesta fase preliminar utilizam-
se técnicas das componentes principais no resultado de analises de solos, varidveis derivadas
de animais com o intuito de resumir o padrdo de correlagdo entre as varidveis e chegar a
conjuntos de varidveis que sejam ndo correlacionados umas com as outras. Outra técnica
estatistica aplicada no resultado de analises de solos e varidveis derivadas dos animais ¢ a
analise fatorial que descreve a estrutura da dependéncia de um conjunto de variaveis através
da criagdo de fatores que medem aspectos comuns. No resultado de analises de solos também
¢ aplicada outra técnica de estatistica multivariada chamada de analise discriminante, que
diferencia ou classifica as referidas populagdes. Para a avaliacdo de fun¢do da classificagao
das diversas amostras ¢ utilizado o procedimento de validagdo cruzada, sugerido por
Lachembruch & Mickey. Outra técnica estatistica multivariada aplicada a variaveis derivadas
de animais e resultados da analise de solos ¢ analise de agrupamentos e andlise fatorial que
compara os grupos quanta as similaridade e dissimilaridade e correlacdo. Para determinacao
dos resultados foram utilizadas fung¢des nos sofwtares MATLAB 7.0 e STATISTIC 5.1.

Palavras-chave: estatistica multivariada, componentes principais, analise fatorial, andlise

discriminante, analise fatorial, andlise de agrupamento, varidveis derivadas de animais,
analises de solos.
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ABSTRACT

This study aims at evaluating the use of multivariate statistics in the analysis of soil and
variables derived from animals. The study was performed in the property of Mr. Jose Antonio
Bueno, located in Agua Doce — SC, a region named “Campos de Palmas”. The methodology
of study proposes firstly the analysis of the soil, the verification of the normality of data, and
through the test T> of Hotteling, to verify the existence of different statistics among the
vectors of the average of population concerning to the soil analysis results. In this preliminary
phase, techniques of the main components were used in the analysis of the soil with the aim of
condensing the standard of correlation among the variables and reach sets of variables, which
are not, correlated each other. Another statistical technique applied in the result of the analysis
and derived variables from animals is the factorial analysis, which describes the structure of
the dependence of a set of variables through the creation of factors which measure the
common aspects. In the result of analysis of the soil, it is also applied another multivariated
statistical technique named discrimninatory analysis, which differentiate or classify the
referred populations. In order to evaluate the function of classification of diverse samples, it is
used a process of crossed validation suggested by Lachembruch & Mickey. Another
multivariate statistical technique applied to variables derived from animals and results of the
analysis of the soil is the grouping and factorial analysis which compare the groups
concerning to similarity and dissimilarity, and correlation. In order to determine the result,
functions in the softwares MATLAB 7.0 and STATISTICS 5.1 were used.

Key words: multivariate statistics, main components, factorial analysis, discriminated,
analysis, grouping analysis, variable derived from animals, analysis of the soil.



1 INTRODUCAO

1.1 JUSTIFICATIVA

Segundo NETO (2004) na vida cotidiana aparecem varios fatores que podem
estabelecer varias decisdes. As vezes, quando ndo se identifica o fator, toma-se uma decisdo a
partir de uma intui¢do. Um grande nimero de variaveis sdo identificadas em todos os
acontecimentos, sejam eles culturais ou naturais através de diversas ciéncias, como humanas
ou naturais em que o homem pode conhecer a realidade e interpretar os acontecimentos. Para
traduzir conhecimentos de um fendmeno analisado ha uma necessidade de controlar,
manipular, medir as varidveis que sdo consideradas relevantes e traduzir essas informagdes.
Algumas informagdes obtidas de conhecimentos podem gerar uma dificuldade, pois a ciéncia
ndo conhece a realidade, ela representa através de modelos e teorias de diversos estudos. Um
ramo do conhecimento que aspira dificuldades da universalidade das explicacdes cientificas e
que implica na padronizagdo dos dados ¢ a avaliacdo estatistica das informagdes. Outra
maneira de fazer ciéncia reduzindo-se poucas variaveis chama-se estatistica univariada. Para a
estatistica univariada existem vantagens e desvantagens quando se tem um estudo frente a
varias varidveis e a uma Unica varidvel. No caso restrito de varidveis independentes ¢ possivel
com seguranca, interpretar fendmenos usando medidas de tendéncia central como média,
moda, etc. e dispersdao dos dados. Na estatistica multivariada o fenomeno depende de muitas
variaveis, com isso nao basta conhecer as variaveis isoladas, mas conhecé-las na sua
totalidade, pois uma depende da outra e as informacdes sdo fornecidas pelo conjunto e ndo
individualmente. Entdo a estatistica univariada analisa cada varidvel isoladamente e nao o
conjunto.

Para a estatistica a pesquisa tem significado se conhecermos o verdadeiro problema
sobre o universo que elegemos, quanto as variaveis e as metodologias de analises.

BUENO et. al (2004) em seu trabalho sobre pastagem nativa melhorada sob distintas
intensidades de pastejo na regido “CAMPOS DE PALMAS” aplicou nas variaveis derivadas
de animais a estatistica univariada, o que confirmou que o manejo de pastagem influenciou a
producao individual de cada animal. Neste experimento agronomico foram também realizadas
analises de solos, variaveis medidas na pastagem, conforme projeto anexo 1. Nas variaveis de
animais, medidas na pastagem e resultado de analises de solos pretende-se aplicar técnicas de

estatistica multivariada para analisar o comportamento do conjunto dessas varidveis.
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Essas técnicas de estatistica multivariada serdo aplicadas neste experimento
agrondmico como: distribui¢do normal multivariada, inferéncia sobre o vetor de médias,
analise fatorial, andlise de agrupamento e analise discriminante. Para a aplicacdo dessas

técnicas pretende-se alcancar alguns objetivos.

1.2 OBJETIVOS

J4

O objetivo geral deste trabalho ¢ explicar o uso da aplicagdo da andlise estatistica
multivariada em um experimento agrondmico. Para se alcancar estes objetivos € necessario
atingir:

e Avaliar a normalidade dos dados.

e Investigar se as populacdes multivariadas t€ém o mesmo vetor de médias.

o Identificar quais sdo os vetores que diferem significativamente.

e Reduzir a dimensdo da matriz de dados.

e Analisar quais as variaveis que explicam maior parte da variabilidade total dos dados.

e Obter combinagdes interpretaveis das variaveis.

e Descrever e analisar a correlagdo das varidveis.

e Encontrar fatores interpretaveis.

e Determinar funcdes das varidveis observadas que permitam classificar ou alocar novos
objetos ou observagdes no grupo mais adequado.

e Identificar e classificar uma amostra de individuos ou objetos em um pequeno niimero

de grupos mutuamente exclusivos quanto a similaridade e dissimilaridade.
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1.3 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

A presente dissertagdo esta estruturada da seguinte forma: introdug¢do, em seguida o
capitulo II, em que ¢ apresentada a Revisao de Literatura que expde estudos sobre aplicacdes
da estatistica multivariada em experimentos agrondmicos e analise estatistica multivariada.

No capitulo III, apresenta-se o material e os métodos e no capitulo IV os Resultados e
a Analise.

As conclusdes do trabalho estdo no capitulo V e consta também neste trabalho os
resultados de andlises de solos, variaveis derivadas de animais e o experimento agronomico

que serviu para referéncia deste estudo.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 USO DA ANALISE MULTIVARIADA EM EXPERIMENTOS AGRONOMICOS

VIDIGAL et. al (1994) estudou a divergéncia genética entre cultivares de mandioca,
avaliando dez caracteristicas morfoagrondmicas ¢ duas variaveis relacionadas a qualidade das
raizes. Foram testados nove cultivares de mandioca adaptadas ao Noroeste do Estado do
Parana através da estatistica multivariada, usando bases candnicas e analise de agrupamento,
com emprego da distdncia generalizada de Mahalanobis como medida da dissimilaridade
genética. Essa técnica permitiu a formagdao de grupos de cultivares semelhantes,e ainda ,
identificar as caracteristicas que menos contribuiram para a divergéncia genética, que foram:
numero médio de raizes, nimero médio de hastes; didmetro médio das raizes: teor médio de
amido; e didametro médio do caule.

Em estudo conduzido para analisar atributos fisicos, quimicos e mineralogicos de
solos do bioma cerrado, GOMES et. al (2004) foi aplicada a analise de componentes
principais, com intuito de avaliar diferencas de comportamento entre solos das superficies
geomorficas Sul — Americanas e Velhas, sob cobertura vegetal nativa. Essa técnica permitiu
agrupar os solos em trés grupos. Além disso, a analise de componentes principais auxiliou no
entendimento das diferengas e similaridades dos ambientes pedoldgicos separados no campo.

Na ciéncia do solo, a estatistica multivariada pode ser aplicada na discriminagio de
unidades de solo. Assim, mediante parametros morfométricos de bacias hidrograficas na
cidade de Botucatu, SP, foram aplicadas técnicas de analise de agrupamento e analise de
componentes principais. O objetivo foi avaliar a acdo conjunta de parametros da bacia
hidrogréfica na rede de drenagem e do relevo. A andlise multivariada mostrou-se eficiente na
discriminacao dos solos, quando utilizaram-se parametros de relevo.CARVALHO et. al
(1990).

FERRAUDO et. al (2004) utilizaram analise multivariada de agrupamento para
avaliar utilizou-se da distincia euclidiana para identificar, segundo variaveis (caracteristicas
do solo) pré-definidas, grupos com atributos de solos similares. E através do
geoprocessamento foi utilizado no desenvolvimento dos mapas tematicos com o objetivo de
mostrar a distribuicdo dos grupos de solos, baseando-se na analise de agrupamento. Este
trabalho foi desenvolvido na Faculdade de Ciéncias Agrarias e Veterinarias, Campus de
Jaboticabal , SP, onde utilizaram a carta de solos do Projeto RADAMBRASIL, Volume 32

(Rio de Janeiro-Vitoria). O resultado deste estudo foi a construgdo de um dendrograma
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resultante da andlise de agrupamento que conteve dois grandes grupos com distancia de corte
no valor de 3,0.0 grupo (G1) contendo os solos eutréficos e o grupo (G2) contendo os solos
distréficos e alicos e com a distancia de corte igual a 2,20 foram formados 4 grupos de solos:
eutrofico, distrofico, distréfico e alico, alico. Quando estimada a distancia euclidiana 1,6
observou-se 7 grupos com as seguintes caracteristicas :eutréfico com textura argilosa e muito
argilosa, distrofico com textura argilosa ¢ muito argilosa, distrofico com textura média e
argilosa, 4lico com textura argilosa e muito argilosa, distrofico com textura argilosa, alico
com textura média e argilosa, alico com textura média com presenca de arenosa. Portanto, os
mapas com maior precisdo foram os gerados com distancia euclidiana de 2,20 e 1,60. As
técnicas de geoprocessamento e analise de agrupamento foram adequadas para estudar a
exploragdo de criagdo de mapas com atributos diagndsticos de solos. Entdo, a ferramenta da
analise de multivariada como andlise de agrupamento auxilia nos planejamentos e
gerenciamentos regionais.

Os estudos cujo objetivo ¢ identificar classes de plantas de acordo com classes de
tolerancia a um dado elemento toxico, como por exemplo a tolerdncia de aluminio (Al), a
analise multivariada podera ser muito util. Assim, por exemplo, DANTAS et. al. (2001)
avaliaram a tolerancia ao aluminio de 18 porta-enxertos somacionais ¢ 3 variedades de
macieira, obtidos por selecdo in vitro. Para tanto, empregaram a analise de componentes
principais e agrupamentos pelo método de Ward separando os clones em trés classes de
tolerancia especificadas, a saber: ndo tolerante ou bem sensivel, moderadamente tolerante e
tolerante.

Com o objetivo de desenvolver e avaliar um método para discriminar solos a partir de
suas respostas espectrais, em uma area do Sudoeste do Estado de Sao Paulo, utilizando um
sensor em laboratorio e modelos estatisticos, NANNI et al. (2004) utilizaram a estatistica
multivariada como ferramenta discriminante. O estudo envolveu um total de 370 amostras da
por¢ao superficial e da por¢ao subsuperficial, coletadas em uma area de 185 hectares, sendo
uma amostragem. A estatistica multivariada permitiu individualizar e distinguir classes de
diferentes solos, com acertos acima de 80%. O acerto global foi de 90,71% quando se
utilizaram todas as classes para a gera¢ao dos modelos e de 93,44% quando se utilizaram as
dez classes com maior nimero de individuos. Portanto, a analise discriminante mostrou-se
eficiente com taxa média de acerto acima de 91%, ou seja, com erro global de apenas 8,8%.
Para um subconjunto de 20% das amostras obteve-se um erro global de 33,9%, e, portanto, a

analise multivariada demonstrou uma redu¢ao na qualidade.
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2.2 ANALISE ESTATISTICA MULTIVARIADA

2.2.1 Introducgéo

BARROSO (2003), informa que a tecnologia disponivel que analisa dados com mais
de uma variavel é conhecida como Analise de Estatistica Multivariada. Com 1isso, 0s
computadores podem analisar grandes quantidades de dados complexos. Portanto, com o
aumento da expansao do conhecimento, essas técnicas estatisticas sdo utilizadas nas
industrias, centro de pesquisas e universidades. Citam-se alguns exemplos da Andlise de
Estatistica Multivariada. Considere a Deinter (divisao territorial de policias) do Estado de Sao
Paulo que reuniu dados referentes as taxas de delitos por 10000 habitantes no ano de 2002,
nas cidades de Sao José do Rio Preto, Ribeirdo Preto, Bauru, Campinas, Sorocaba, Sao Paulo,
Sao José dos Campos e Santos. Os delitos eram: homicidio doloso, furto, roubo; roubo e furto
de veiculos. Para cada municipio obteve-se uma taxa relativa aos delitos.Admita que se deseja
dividir em 4 grupos de regides que sejam homogéneas quanto a incidéncia de homicidios

dolosos e furtos. Qual técnica multivariada ¢ possivel aplicar?

Em outro exemplo, na Universidade de Lavras foi desenvolvido um estudo sobre
meldes hibridos visando frutos mais produtivos e saborosos. As unidades amostrais sdo
conjuntos de meloeiros, para as quais foram tomadas medidas das seguintes varidveis: o
numero total de meldes por hectare; o peso médio dos meldes (kg); a produgdo (kg); o nimero
médio de meldes por planta; o indice de formato (diametro transversal por diametro
longitudinal) e teor de agucar em graus brix .Se o objetivo ¢ obter combinagdes interpretaveis

e entender a estrutura de correlagdo das varidveis, qual técnica multivariada se pode usar?

Em outro exemplo, tem-se um pesquisador que realizou um estudo com variedades de
feijdo para avaliar as relagdes existentes entre 3 componentes primarios versus 4 componentes

secundarios da produg¢do de graos de feijdo. Os caracteres avaliados foram:

e Componentes primarios: numero de vagens/planta; nimero de graos/vagem e o
peso médio dos graos.
e Componentes secundarios: area foliar; nimero de folhas/planta; altura da

planta; peso total da palha.
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2.2.2 Conceitos

Para JOHNSON & WICHERN (1998), o objetivo da investigagdo cientifica com

método multivariado tem os propdsitos:

e Reducdo dos dados ou simplificagdo das estruturas: este fenomeno estudado ¢
representado como uma simplificacdo das possibilidades de varidveis de
informacao.

e C(lassificagdo e Agrupamento: sao grupos semelhantes de objetos ou criacio
de varidveis baseadas em vez de caracteristicas medidas.Alternadamente pode
classificar objetos dentro de um grupo bem definido.

e Entre outras.

Investigacao de dependéncia entre varidveis: a relagdo natural entre varidveis ¢ de interesse.
Sdo todas as varidaveis mutuamente independentes ou sdo uma ou mais varidveis dependentes

uma das outras?

e Previsdo: relacdo entre varidveis determinadas com o proposito de predizer
valores de uma ou mais varidveis bésicas observadas de outras variaveis.

o Construcdo de Hipdteses e Testes: a hipotese ¢ formulada em termos de
parametros da popula¢do multivariada. Esta permite ser uma suposicao valida
ou refor¢ca uma convic¢ao anterior.

Segundo LIMA (2002) os métodos estatisticos multivariados analisam intimeras
varidveis a0 mesmo tempo. A Analise Multivariada ¢ uma metodologia de grande potencial
de aplicacdo, pois ¢ possivel interpretar diversas variaveis aleatorias ao mesmo tempo. As
técnicas de Analise Multivariada ocupam diversas areas do conhecimento e essas técnicas

estdo disponiveis em iniimeros softwares de acesso ao usuario.

Para FERREIRA (1996), a organizagdo dos dados ¢ representada de varias formas
como graficos, tabelas, etc. Os dados de uma pesquisa multivariada sdo relacionados p > 1
variaveis. A representagdo destes dados ¢ feita matricialmente e cada elemento ¢ dado por Xj,
que corresponde ao valor particular da j-ésima unidade amostral na k-ésima varidvel
mensurada. As medidas das p varidveis em n unidades amostrais ou experimentais podem ser

descritas em forma de uma matriz X com n linhas e p colunas da seguinte forma:
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X Xp Xk Xip
Xy X Xk Xop
X =
Xp Xp X ik Xip
_an Xn2 Xnk an_

2.2.3 Estatisticas Descritivas

Para FERREIRA (1996), na extragdo de informagdes visuais de um grande conjunto
de dados tem-se um sério obstaculo, como para obter certos nimeros, média amostral, desvio
padrdo, etc conhecidos como estatisticas descritivas. A estatistica descritiva fornece
informagdes dessas medidas que ndo sdao possiveis visualizar e que medem posicdo, variagao

e associagdo linear sdo enfatizadas a seguir:

Em LIMA (2002) uma medida estatistica central ¢ a média amostral X que ¢ uma

estimacao do vetor médio p,dado pela férmula:

X:[XI,XZ,...XP] com X. =4 para j=1,2..p 2.1

O, O Oy,
2
Z_ 0, O, 05,
c., o o’
rl P2 p

onde o é a variancia das variavel aleatoria X; e G, € a covariancia entre as variaveis X; e

X;.
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Para estimar a matriz de covariancia populacional, X, utiliza-se a matriz de covariancia

amostral, S, que ¢ dada por:

S S Sip
S S S
21 2 2p
S = } .
Spl Sp2 Spp

Onde cada s;; € calculado pela formula:

N 2
z (X i — X j) ¢ a variancia amostral da variavel aleatoria X;. (2.2)

i=1

S. =

1

=

n

Z(Xij —XjX)_(iK —)_(K)

Sy = " ¢ a covariancia amostral entre as variaveis Xj e Xx  (2.3)
n —

P P 0 Py
) N , Par Py 0 Py

A matriz de correlagdo do vetor X ¢ dada por p=| . : : :
ppl ppZ e ppp

O estimador da matriz de correlagdo populacional S ¢ dada pela matriz de correlagdo

amostral R:

I 1, I,
r 1 r
21 2
R = . P
I, I 1

Onde cada elemento da matriz ry ¢ calculado pelas seguintes formulas:
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Iy = —= (2.4)

onde S; € a covaridncia amostral entre as variaveis Xj e Xk € Sj € Sk para os desvios padrdes

das variaveis citadas.

2.2.4 Densidade Normal Multivariada

Para FERREIRA (1996), na Analise Multivariada a densidade normal com uma ou
mais varidveis desempenha um papel muito importante. Na utilizacdo de muitas técnicas de
inferéncia de estatistica multivariada parte-se do pressuposto de que os dados venham de uma

distribui¢cdo normal.
Em JOHNSON & WICHERN (1998), a densidade normal univariada pode ser
generalizada para a densidade normal multivariada com p > 2 dimensdes. A distribui¢cdo

. . . N . 2 ~ . ey ,
normal univariada com média p e variancia ¢~, tem fun¢do densidade de probabilidade ¢é

dada por :
1 RSO
f(x)= e  xeR peReceR’ (2.5)
V2nc?
X — U .
O termo pode ser escrito como:
c

(X;“) = (x—w)(c*) ! (x—p) (2.6)

que ¢ o expoente da funcdo densidade normal univariada e mede o quadrado da distincia de x
para p em unidade desvio padrdo. O vetor das observagdes X com dimensdo p pode ter a

expressao (2.6) generalizada por:
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(x—p)'Z(x—p) (2.7)

Entdo, a fun¢do densidade de probabilidade (f.d.p.) multivariada do vetor X ¢é:

f(X)

~(X-p(X- g] 08

1

A densidade normal p-dimensional pode ser indicada como N (p,X), com analogia a

densidade normal univariada.

2.2.4.1 Verificando a normalidade de uma distribui¢ao

Segundo JOHNSON & WICHERN (1998) a generalizacao da familia da densidade
normal na forma de “sino” para varias dimensdes existem técnicas na analise multivariada.
Quando os dados estdo realmente perto da normal multivariada, a densidade normal
aproxima-se da verdadeira distribuicdo populacional. Outra vantagem da distribui¢do normal
multivariada € que existe tratamento matematico para obter resultados. Com a teoria do limite
central varias distribuicdes amostrais de estatistica multivariada podem aproximar-se da

normalidade.

Pode-se avaliar a normalidade conjunta de dados de distribuicdo com 2, 3...., p
dimensao. Na pratica ¢ suficiente e usual investigar as distribui¢cdes univariada e bivariada. As
observagdes podem ser generalizadas para uma distribui¢do normal multivariada e a
distribuicdo bivariada pode ser normal e que o contorno da constante da densidade pode ser
uma elipse. No grafico scatter plot é possivel exibir uma elipse quando os dados tendem a

uma normalidade.

O contorno da constante da densidade para p-dimensional da distribui¢do normal sdo

elipses definidas por X indicada por (X— E)'Z’l (X— E)= c’. As elipses sdo centradas na p

(média) e tem eixos tc,/A.e; onde Xe, =A.e, para1= 1,2, ..., p onde £ tem que ser uma
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matriz definida positiva com o autovetor e e os autovalores A,. O conjunto da distribui¢do

bivariada é dado por (X— E)'Z’l (X— E)S %5(0,5) e tem probabilidade de 0.5 , ou seja 50%
da observagdo das amostras sdo dadas pela elipse ()_( —)_()'S“ ()_(—)_()S v5(0,5) , onde n

estima X e X' estima S™', caso contrario a normalidade ndo ¢ aceita. Calculando as razdes

dos pontos de contorno e subjetivamente comparando com a teoria das probabilidades usuais.

Um método formal de julgar a normalidade de um conjunto de dados ¢ baseada no

quadrado da distancia generalizada:

d> =(x,-X)s"(X,-X) ,j=1,2, ..n 2.9)

onde X,,X,...X, sdo as observagdes das amostras. O procedimento descrito ndo ¢ limitado

somente para o caso bivariado, mas ¢ valido para p > 2. Quando a populacao aproxima-se de
uma normal mutivariada ¢ n € n-p >25 ou 30, cada uma das distdncias d;,d;,...d>

., - . 2 . Je
comporta-se como uma variavel aleatéria qui-quadrado (X ) Para verificar estes resultados ¢

através da lei dos grandes niimeros:

Seja Y,,Y,,...Y

n

Y +Y,+...+Y
n

sdo observagdes independentes para a populacdo com média

n

E(Y,)=pn, entdo Y =

converge em probabilidade para pe n para o

infinito. Onde € > 0, P[— e<Y-u< 8] e a probabilidade aproxima-se da unidade quando n

tende para o infinito.
Prova:

Como conseqiiéncia a lei dos grandes numeros que ¢ dado pelos vetores X, que
converge em probabilidade para p, , 1=1,2,...,p, X converge em probabilidade para .

Também cada covaridncia amostral S, converge em probabilidade para o, 1,

A

L,K=12,...,p e S(ouX =S) converge em probabilidade para X. Em conseqiiéncia pode

ser indicado por:
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(n-Dsy =3 (X, - X )X, - Xx)

j=1

n

(in M Tl +iiXXiK — g + g —XK)

1

i

=]

(in _“iXXiK _“K)"‘n(ii _HiXXK —I,LK)

j=

Seja Y, = (in —HiijK —pK) com E(Y,) =0, em que o primeiro termo s;; CONverge c;.
e o segundo converge para zero , isto ¢ a lei dos grandes nimeros.

Para analisar a normalidade dos dados mesmo que as distancias ndo sdo independentes
ou exatamente uma distribuicdo qui-quadrado, elas sdo Uteis quando estdo no grafico. O
resultado tragado no grafico ¢ chamado qui-quadrado ou gama, porque a distribui¢do qui-

quadrado ¢ um caso especial da generalizagdo da distribuigdo gama.A constru¢ao do grafico

pela distribuicao qui-quadrado:

1. Ordenar os quadrados das distancias em ordem crescente.

2. O grafico de pares de pontos (qc’p(J_O’SJ,dfj onde qc’p(J_O’s} esta
n n

IOO[&j quartis abaixo da distribui¢do qui-quadrado com p graus de

n

liberdade.

Os quantiles sao especificados em propor¢do € os percentis sao termos em porcentagem.Os

quartis sdao relacdes acima dos percentis da distribuicdo qui-quadrado, particularmente

i—0,5 n—j+0,5
e R

Os pontos que estdao dispersos no grafico quando se traca uma linha reta aproximada

pode acontecer que todos os pontos nao pertencem a reta. Entdo uma curva sistematica sugere
a falta de normalidade. Um ou dois pontos acima da linha indica-se uma grande distancia. Os

pontos que estdo fora da linha reta, chamados de outliers, merecem uma atengdo especial.
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2.2.5 Inferéncia acerca do Vetor de Médias p = E(X).

2.2.5.1 Comparagdes de vetores médias de duas populagdes

Segundo JOHNSON & WICHERN (1998) o teste T* de Hotelling ¢ feito para testar se
dois vetores de médias sdo iguais, seguindo a mesma analogia do procedimento da estatistica
univariada. O teste T> compara a resposta média da populagdo 1 com a da populagdo 2 com
tamanhos das amostras n; e n,. Nestas amostras calculam-se estatisticas que estimam

parmetros populacionais p; e X;.

Quando a diferenga entre as médias das populagdes 1 e 2 for nula, significa que nao
existem efeitos dos tratamentos. Isto ¢ 0 mesmo que testar a hipdtese dos vetores de médias
sejam iguais (H0 Y, = uz) . Os pressupostos para aplicar o teste sdo: que ambas as

populagdes de tamanhos n; e n; sejam normais multivariados e que as matrizes de covariancia

amostral sejam iguais.

Para testar a hipotese H, =p =p_=9,, considera-se que:

o

E(Xl _:2):E(X2)_E(Xz):E1 -, =0e V(Xl _XZ):V(XI)+V(XZ) :[L+LJSP

n, n,

(n, —DS, +(n, —1)S,
n,+n, -2

Onde S, ¢ a matriz de covariancia amostral conjunta, dada por:S =

b

que estima a matriz covariancia populacional X . A estatistica do teste é:

-1
> < 1 1 S < n, +n, —2
T2 = Xl -52_80 |:(_+_jsp:| [)_(1 _)_(2 _SO]N (#] pr, n;+n,-p-1

n, n, n,+n, -p-1

onde F 1 € adistribuicdo F ou Snedecor com p e (n+ny-p-1) graus de liberdade.

p, n;+n;
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2.2.5.2 Comparagao entre vetores médios de varias populacdes

Em JOHNSON & WICHERN (1998),0s tratamentos possuem covariancia % fazendo
um paralelo com o modelo univariado. A técnica Analise da Variancia, usada para comparar e

vetores de médias g populagdes (grupos) ¢ baseada no modelo de observacdes multivariada:

Xy=p+1,+8;,j=12,. ,mei=12,..¢g (2.9)

Onde ¢; sdo variaveis aleatorias independentes Np(Q,Z) em & =c’1. O pardmetro p ¢é o

vetor uma médio global e o, e T representa o efeito do tratamento 1 ( grupo )com
-1

g
Z:niti =0. De acordo com o modelo (2.9), cada componente do vetor de observacdo

i=1
X satisfaz o modelo univariado X +p+1; +¢;. Cada erro dos componentes do vetor X,

sdo ndo correlacionados e a matriz de covariancia £ ¢ a mesma para todas os grupos.

O teste da hipotese nula:

Hy=p =p, =.=p =R equivalentea H =1, =1, =...

[¢]

I
|

I
=)

E feito usando-se a distribui¢ao do lambda de Wilks, detalhado adiante, através da tabela 1 da

manova que segue:
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TABELA 1 - ANALISE DA VARIANCIA MULTIVARIADA

Fonte de variagdo |Graus de liberdade | Matriz da soma de quadrados e produtos
Tratamento g-1 . YY)
B= Zni[zi —X]{Xi —x]
i=1
Residuo g e o _ Y
n;,—g E:z [Xij _Xi](xij _Xi]
i=1 i=1 j=1
Total corrigido g g o _ .\
20 -1 B+E=Y Y (X, - X)X, -X)
i=1 i=l j=I

Em JOHNSON & WHICHERN (1998), o teste da igualdade dos vetores de médias,

H,=p =p =...=p_ envolve varidncias generalizadas. Rejeita-se H, se a razdo das
=1 = =g

E
L, ¢ maior que o valor do

variancias generalizadas dado pelo Lambda de Wilks, A = |B E
+

escore da distribui¢do exata (tabela 2).

A distribui¢do de A € escrito na tabela 2 Bartlett mostrou que se H, ¢ verdadeira e

g
n= Zni ¢ grande, entdo :

i=1

p+g p+e E
- (n -1 —lenA = —(n —l= )mGBUEJ S (3.0)

Assim, esta estatistica tem, aproximadamente distribui¢do qui-quadrado com p (g-1) graus de

g
liberdade. Em conseqiiéncia, para n = Z:ni grande, rejeita-se H, com nivel de significancia

i=1

a SC



_@P4_p+g)m(|ﬂ
2 IB+E]|

2
J > Xp(g—l)

3.1)

27

onde xi(g_l) (o) € um escore correspondente a area de 1 — o da distribuicdo qui-quadrado com

p(g-1) graus de liberdade.

TABELA 2 - DISTRIBUICAO DE LAMBDA DE WILKS

Numero de variaveis

Numero de grupos

Distribuicdo Exata para dados normais

multivariados

2 =p-2 [1—JX
JA

~ F2
p.2(n-g-2)
p ]

p=1 g>2 e
n, —
gllg A
a1 | A ) Fee
p=2 g>2 e |
n —g-
D (I
g-1 A Fyenam-g
p=1 g=2 g
Zni—p—l
i=1 1-A
T
p=1 g=3 {g
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2.2.6 Analise de Componentes Principais

2.2.6.1 Introducao

Andlise de Componentes Principais ¢ uma técnica estatistica que transforma um
conjunto de p varidveis em um conjunto com nimero menor (k) de variaveis aleatorias nao-
correlacionadas. Essas varidveis explicam uma parcela substancial das informagdes do

conjunto original. As p variaveis Y,,Y,,....Y,, sdo denominadas componentes principais, de

modo que Y, ¢ aquela que explica a maior parcela da variabilidade total dos dados, Y»

explica a segunda maior parcela e assim por diante. BARROSO (2003).
Os objetivos da Analise de Componentes Principais sdo:
1) a redug@o da dimensao dos dados originais;

i1) facilitar a interpretacdo das analises realizadas. Com a variabilidade dos dados podem ser
explicadas por um niimero menor de componentes. A andlise de componentes principais €
uma técnica intermedidria, portanto ndo ¢ um método final como uma conclusdo. Ela ¢
aplicada em analise de regressdo multipla em casos de colinearidade ou de multicolinearidade.
Também pode ser aplicada em andlise de agrupamento que sdo utilizados com estimadores de

fatores nas técnicas multivariadas chamadas de analise fatoriais.

BARROSO (2003) diz que, esta andlise resume o padrio de correlacdo entre as
variaveis e as vezes ¢ possivel chegar a algumas varidveis ndo correlacionadas entre elas,
levando assim a um agrupamento. As componentes principais sdo combinagdes lineares das
variaveis originais.

Geometricamente, essas combinagdes lineares representam a selecdo de novos eixos
coordenados, os quais s3o obtidos por rotacdo do sistema de eixos original, representado por

X, X550 X Os novos eixos representam as diregdes maximas de variabilidade.

p

FERREIRA (1996)

Em BARROSO (2003), a Analise de Componentes Principais dependera apenas da

matriz covariancia (£ ) ou da matriz correlagéo (p) de X,,X,,..., X, ouseja do vetor X.
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2.2.6.2 Obtencao das componentes principais

Em JOHNSON & WHICHERN (1998), seja o vetor aleatério X' = [X,X,,...,X, ]

com médias pe matriz covariancia X ¢ autovalores A, >4, 2,...,>A > 0. Considerando as

combinagoes lineares:

Y, =¢,X=¢, X, +¢, X, +...+¢, X,
Y

,=¢,X=c¢,X, +¢c,X, +...+cszp

(3.2)
Y,=¢,X=c,X, +¢c,X,+...+¢, X,
Y, Cii Cp Cip
Y c c c
0uX=C}_(ondeX::2 e C= :21 :22 ?p com :
Yp Cpi Cp2 Cpp
E(Y;) =E(¢;X) = ¢,E(X)=c'p (3.3)
V(Y) = V(e;X)=¢,V(X)e'; =¢;p = ¢ 3¢, (3.4)
Cov(Y,,Y)) = V(e; X, ¢;X) = ¢ 3¢, (3.5)
, p
para i# j=1,2,...,p.E a solugdo normalizada ¢;c; = Zci =1
i=1
As componentes principais s3o combinagdes lineares ndo correlacionadas

Y,,Y,,...,Y,, em que a primeira componente principal € uma combinagdo linear ¢; X que

maximiza V(c¢,X) sujeita a restricdo ¢,¢, =1, a segunda componente principal ¢ a
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combina¢do linear ¢,X que maximiza V(c,X) sujeita a restricdio ¢,c, =1 e
Cov(e, X,¢,X) =0 até j-¢sima componente principal como combinagdo linear ¢;X que

maximiza V(c¢;X) sujeita as restri¢des ¢;¢; =1 ¢ Cov(c;X,¢;X) =0 para todo i<}].

2.2.6.3 Propriedades das componentes principais

Seja X a matriz da covaridncia associada com o vetor aleatorio X =[X,,X,,...,X ]

e com seus pares de autovalores-autovetores (kl,gl ), (Xz,gz),...,( N ), onde A, 2A,>...2

A, 20. A j-¢sima componente principal ¢ dada por:
Y; :g'j)_(: e;X, +e,X, +...+e, X, para j=1,2,...,p onde V(Yj)zggzgj =A; e

Cov(Y;,Y;) = Q;ZQ ; =0 para i# j.Os autovalores A; sdo iguais ¢ a escolha dos coeficientes

dos vetores e, € Y, ndo unicos.
Considere X =[X,,X,,...,X ] com matriz de covaridncia £ com seus pares de
autovalores e autovetores (kl,gl),(Xz,gz),...,(kp,gp) onde A, >A, >,...,> kp >0 . Sendo

Y, =¢X, e,X,...Y, =e, X sdo as componentes principais , entao :

p p
Gl +6y +.t0,, =D Var(X,) =k, +4, +...+ L4, = Y Var(Y))
i=1

i=1

Se Y, =¢,X.Y, =¢,X,...Y

, =¢,X sdo componentes principais obtidas da matriz

covariancia X, entdo:
Py x =—r=— paraij=1,2,...,p (3.6)

Séo correlagdes dos coeficientes entre as componentes principal Y; e a variavel X;, onde

(k] ,€, ), (7»2,92 ),...,(kp,gp) sdo autovalores-autovetores de X .
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A proporg¢ao da variancia total explicada a j-ésima componente principal ¢ :

- ,1=1,2,..,p (3.7)

Cada autovetor e; =[¢ ;,€,;,...,€,] pode auxiliar na interpretagdo da componente principal
Y;. A magnitude de e; mede a importéncia da i-¢sima varidvel X, para i-ésima componente

principal Y;. Na realidade, e, ¢ proporcional ao coeficiente de correlagdo entre Y; e X;.

2.2.6.4 Interpretacdo Das Componentes Principais

A interpretacdo das componentes principais ¢ feita com base nas relagdes entre
varidveis originais e as componentes principais € nos coeficientes dados pelas combinagdes
linecares que levam as componentes principais. As correlagdes sdo medidas de cada
contribuicao individual de cada varidvel ¢ ndo da contribui¢do multivariada das outras
variaveis, mas os coeficientes sao medidas das contribui¢des multivariadas. Geralmente
utilizam-se as primeiras K componentes principais para uma analise, mas quanto menor for a
parte desprezada, melhor o ajuste. Quando se tem 80% até 90% do total das variancias da
populacdo, para um p ( variaveis) grande, pode-se atribuir 1, 2 ou 3 componentes. Estas

componentes podem representar a p variaveis originais com pouca perda de informagao.

2.2.7 Analise Fatorial

2.2.7.1 Introdugao

Segundo BARROSO (2003) a Analise Fatorial ¢ uma técnica estatistica que tem por
objetivo descrever a estrutura de dependéncia de um conjunto de varidveis através de fatores,

que sdo variaveis e que supostamente, medem aspectos comuns.
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FERREIRA (1996), informa que a técnica das componentes principais nao
observaveis diretamente que consiste em uma transformacao ortogonal dos eixos coordenados
do sistema multivariado levando a um dos eixos nas direcdes que tenham uma maior
variabilidade. Existem outras técnicas que podem ser utilizadas dentro da Anélise Fatorial,
como a técnica das componentes principais, mas que tem algumas inconveniéncias, nao pode
variar quanto as mudangas de escalas ¢ ndo possui um critério adequado para determinar
quando uma propor¢do da variacdo total foi explicada pelos componentes retidos. A técnica
de anélise de fatores descreve relagdes de covariancia entre diversas variaveis em fungdes de

poucas e ndo observaveis variaveis aleatérias chamadas de fatores.

Em JOHNSON & WHICHERN (1998), as variaveis aleatorias sdo agrupadas
conforme suas correlagdes. Dentro do seu grupo as variaveis possuem alta correlacdo e entre
os grupos correlacdes fracas. A Analise fatorial pode ser considerada uma extensdo da

Analise de Componentes Principais.

2.2.7.2 Analise fatorial ortogonal

Em JOHNSON & WHICHERN (1998), as observacdes do vetor aleatério X com p

componentes, tem p e matriz de covariancia ¥ .No modelo fatorial X ¢é linearmente

dependente sobre algumas varidveis aleatorias ndo observaveis F,F,,...,F_, ¢ chamado de
fatores e p fontes de variagdes aditivas: g,,¢,,. €, chamadas de erros ou fatores especificos.
O modelo de Analise Fatorial é:

X, -y, =1,F +1,F +...+1,.F, +¢

Im™ m

X, -, =L E+1L,E +...+1, F +¢,

(3.8)
X, =n, =L E+1,F+. .+ F +¢
ou pode ser escrito na notacdo matricial :
X-p=L F+¢ (3.9)
(exh T (PXM) (mxl)  (pxl)
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L E &
Ly Ly - 1, F €

L(me) = . : : mel = . ? §pxl Onde:
1pl 1pz ... 1pm F, £,

o coeficiente I;; ¢ chamado de carga da i-¢sima variavel (X,) do j-ésimo fator (Fj ), € a matriz

L ¢ a matriz dos pesos ou cargas. A i-ésima erro do fator g, ¢ associado com o i-ésimo vetor
(Xi) . Os p desvio de X, —p,X, —p,,....,X, —p, sdo expressos em termos de p+m

variaveis aleatorias de F,F,,...,F €1,€5500,E, quando sdo varidveis nao observaveis. O

modelo fatorial de (3.8) distingue do modelo de regressdo multivariada em que as variaveis

sdo independentes ou seja a posi¢ao do F pode ser observada.

Com a existéncia de uma grande quantidade de varidveis ndo observaveis ficaria
impossivel verificar a dire¢dao das variaveis observadas no modelo fatorial. Assim, os vetores
das varidveis aleatorias de F e €, no modelo (3.8) implica uma relagdo da covariancia que
pode ser verificada.

Assume que:

DEF)=0 Cov(F)=E(FF)=1 E@&)= 0

pxl (px1)

y, 0 - 0
, Doy, e 0
2)Cov(e)=E(eg) =¥ =| . S . (4.0)
pXp : Do
0 0 -y,

3) Feg sao independentes, ou seja , Cov(g,F)= 0 . Essas hipdteses e as relagdes (3.8)

pxm
constituem o modelo fatorial ortogonal.

O modelo fatorial ortogonal implica na estrutura da covariancia:

DI =cov(X)=LL'+¥ ou Var(X,)) =01 +1},+...+L +¥,
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Cov(X, X ) =Ll +...+1 1

. im”Km

2)Cov(X,F)=L ou Cov (X;,F)=1;

A porg¢ao da variancia da i-ésima variavel que contribui para m fatores comuns ¢ chamada de

1-ésima comunalidades. E a por¢do da variancia Var(X,) = o, devido ao fator especifico que
¢ chamado com freqiiéncia variancia especifica (¥,) . Denota-se que a i-ésima comunalidade

dada por h? que é indicado por:
h) =0+ +...+1, 4.1)

A i-ésima comunalidade ¢ a soma dos quadrados dos carregamentos da i-ésima variavel sobre
os m fatores comuns. O coeficiente da varidncia Var(X;) ndo pode passar de 1 em valor

absoluto , caso contrario nao tem solugdo propria.

A exigéncia que m < p dado por m fatores e p variaveis implica que a estrutura dos

dados (fatores comuns) ndo ¢ mais complicado que os fatores observados, caso contrario nao

tem vantagem de usar Analise Fatorial.

2.2.7.3 Método de obtencao de fatores

Segundo FERREIRA (1996), existem dois métodos de estimacdo de parametros do
modelo de fatores; o método das componentes principais. Neste método aplicado, a solucao

pode softrer rotagdes, com o objetivo de simplificar as interpretagdes dos fatores.

2.2.7.3.1 Método das componentes principais

Segundo JOHNSON & WHICHERN (1998), a Andlise Fatorial pela técnica da

componente principal da matriz covaridncia amostral (S) ¢ especificado em termos de pares

de autovalores e autovetores (Xl,él),(kz,ézl...,(Xp,ép) onde A, >2A,>...2A . Sejam < p o

numero de fatores comuns. A matriz dos pesos estimados (lij) ¢ dada por:
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ﬁ:[\/ﬁ &, &0 R, ém} 4.2)

ou pode ser escrito na forma de: L =CD,’?, onde :

S S S A
.~ e, € e . N
a €y 2
R By = 2
Co Cp Cop A,

A

C = autovetores obtidos da matriz correlagao.

N 1/2
D, “=autovalores

Para aplicar o conjunto de dados x,,X,,...,X, primeiro centralizar as observagdes

subtraindo-se da média x . As observagdes centralizadas sao indicadas como:

Xij_Xl
g=| TR i=1,2 43
X;—X= ) para j=1,2,...,n (4.3)
Xpi = Xp

E uma matriz covariancia amostral (S) das observagdes originais. Quando as variaveis tém

escalas diferentes, ¢ usual trabalhar com as varidveis padronizadas:
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X~ X

VS
Xip =X,
zZ. = S5, para j=1,2,...,n
Xip —Xp

pp

Como conseqliéncia a matriz covariancia amostral S ¢ a matriz correlagdo amostral R.

As varidveis especificas estimadas sdo dadas pelos elementos diagonais da matriz

¥=S-LL , assim:

W0 0
A : \’l\]z cee 0 A m A2
Y=, U . . |comW¥=s,->L (4.4)
S =
0 0 v,

As comunalidades sdo estimadas como:

+o+ 1 (4.5)

A matriz residual ¢ dada por:

S— (LL“+) (4.6)

Resulta em uma aproximagao da matriz covariancia S da solucdo das componentes principais.
Os elementos da diagonal ¢ zero e os outros elementos da matriz sdo pequenos, onde

subjetivamente os m fatores do modelo sdo apropriados.
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Segundo BARROSO (2003), outra maneira de avaliar o modelo ¢ que na matriz dos
residuos tenha valores pequenos perto de 15%, indicando assim um ajuste razoavel e

mediano.

2.2.7.3.2 Rotagao de Fatores

Em JOHNSON & WHICHERN (1998), a rotacdo de fatores permite obter estrutura
para os pesos tal que cada varidvel tenha um peso alto em unico fator e pesos baixos ou
moderados nos demais fatores. Nem sempre é possivel obter uma estrutura mais simples.
Pode-se conciliar o método analitico ¢ o método grafico para determinar uma rotagdo
ortogonal de uma estrutura simples. Para m = 2 os fatores comuns sdo considerados dois a

dois a0 mesmo tempo, € a estrutura simples pode ser determinada graficamente. Os eixos
~ . A . % ~
coordenados sdo rotacionados sob um angulo 6 . Os novos pesos rotacionados l; sdo

determinados pela relagao:

L'=LT 4.7)

Onde:

[ cos® send

(sentido anti - horario)
senf cosO

Para dimensdes de ordem 2 podem ser analisadas graficamente e identificados os
fatores comuns. Quando m > 2, a andlise € possivel apenas com programas computacionais

para efetuar a rotagao.
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2.2.7.3.2.1 Rotagdo varimax

Uma medida analitica de uma estrutura simples foi sugerida por Kaiser conhecida

2k

~ . ) A L ' ‘
como rotagdo varimax (ou normal varimax). Define I; =<~ para serem coeficientes finais
h

i
rotacionados escalonados pela raiz quadrada das comunalidades. O procedimento normal

varimax seleciona a transformacao ortogonal T que torna

p ij

Z M- (4.8)

v=l1y
p i=1 p

C

. , . ~ . S . ., .
o maior possivel. A magnitude de rotagdo dos coeficientes |; tem efeito nas variaveis das

comunalidades relativas com pesos pequenos de uma estrutura simples. Depois que a

A

~ , . % ~ . .
transforma¢do T € determinada, os carregamentos de l; sdo multiplicados por h; e as

comunalidades das variaveis originais sdo preservadas. Efetivamente, maximizando V que
corresponde para um maior valor quadrado dos carregamentos de cada um dos fatores sendo

este o maior possivel. Espera-se encontrar nos grandes grupos e coeficientes insignificantes

~ . b
nas colunas da rota¢do dos carregamentos da matriz L .

2.2.7.3.4 Escolha do namero de fatores

Para BARROSO (2003), na analise fatorial a escolha do nimero de fatores tem grande
importancia para se fazer uma interpretagdo. Caso o pesquisador faga uma opg¢do por um
numero reduzido de fatores tera dificuldades na analise dos dados, podendo com isso perder
identificagdes importantes na estrutura, caso contrario com um niimero excessivo de fatores
também terd problemas de interpretacdo. Existem alguns critérios para determinacdo do

numero de fatores tais como:

e C(Critério de Kaiser

e Critério da porcentagem da variancia explicada
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o Critério scree test
e M:¢étodos inferenciais
O método da escolha descreve alguns critérios, sendo de cariter de indicacdo e ndo de

hierarquia:

a) Critério de Kaiser

E um critério desenvolvido por Kaiser (1958) em caso de dados padronizados, o
numero de fatores deve ser igual ao nimero de autovalores maiores ou iguais a um. O valor 1
corresponde a variancia de cada variavel padronizada, pois esse critério descarta fatores que
possuam grau com explicacdo inferior ao de uma variavel isolada. Se a andlise for feita em
cima da matriz covariancia, sugere-se em vez de 1, que se faga como ponto de corte a média

das variancias das varidveis analisadas, BARROSO (2003).

b) Critério da Porcentagem da Variancia Explicada

Determina-se pelo conjunto de fatores comuns que explique uma certa porcentagem

pré-definida da variabilidade global, pode-se adotar 70%, BARROSO (2003).

¢) Critério scree test

Para FERREIRA (1996), scree plot é chamado de “grafico de cotovelos”. Na figura 1

representam-se graficamente os autovalores e as componentes principais:
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FIGURA 1 - DETERMINACAO DO NUMERO APROPRIADO DE COMPONENTES A
SEREM RETIDOS

Componente Principal

Para BARROSO (2003), ¢ comum que a diferenca de explicacdo entre os primeiros
fatores de uma Analise fatorial seja grande e que tenda a diminuir com o aumento no nimero
de fatores. Por este critério, o nimero 6timo de fatores ¢ obtido quando a variacdo da

explicacdo entre fatores consecutivos passa a ser pequena’.

Em FERREIRA (1996), os componentes no grafico tém aproximadamente a mesma
magnitude e sdo relativamente pequenos, com isso ¢ suficiente resumir a variagdo amostral

total.

d) Métodos Inferenciais

Em BARROSO (2003), este método ndo ¢ adequado para dados que nao sdo normais.
E utilizado como um método indicativo, sendo que certas significancias obtidas nio podem
ser interpretadas ao “pé da letra”. Destaca-se o método de Bartlett que verifica o modelo de

analise fatorial estimado pelo método da maxima verossimilhanga.
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2.2.7.4 Algumas conclusdes sobre analise fatorial

Na obtenc¢do de uma Analise Fatorial com um minimo de qualidade ¢ necessario que o
tamanho da amostra seja relativamente grande comparando com o nimero de varidveis
envolvidas. Na literatura estatistica exige-se para uma escolha da amostra em ordem de 20
vezes o0 numero de variaveis envolvidas, outra sugere que seja no minimo 5 vezes o numero
de variaveis ou que seja no minimo 100 observacdes. HAIR (1998), enfatiza que ela ndo deve

ser utilizada em amostras inferiores a 50 observagoes.

Na analise fatorial o sucesso dependera do pesquisador, caso seja uma reducdo de
variaveis que possa explicar uma boa parte considerada da variabilidade do conjunto original

de variaveis. Ha algumas propriedades que interessam a uma solucdo da analise fatorial:

a) encontrar um numero relativamente pequeno de fatores que possuam um alto grau de

explicagdo da variabilidade original dos dados;
b) encontrar fatores interpretaveis.
Tem algumas razdes ainda que resultam no insucesso da analise fatorial como:

1) tamanho insuficiente da amostra, ou seja, uma amostra pequena pode nao conseguir refletir

de maneira precisa a estrutura de interdependéncia dos dados;

11) varidveis com fraca interdependéncia: considere uma escala composta por itens, onde cada
item mede um aspecto diferente do constructo de interesse, nesse caso ¢ possivel que uma

analise fatorial ndo consiga identificar fatores com um grau razoavel de interpretagdo.

iii) a estrutura de dependéncia pode nao ser homogénea em toda a amostra, considere como
ilustragdo, itens de uma escala que se associam diferentemente (possuem estruturas de
dependéncia diferentes) para homens e mulheres, nesse caso, uma analise fatorial aplicada
apenas a um dos sexos pode ser bem sucedida, mas aplicada a amostra total ndo. Parece
razoavel que, no caso de insucesso e quando existirem razdes tedricas para isso, se faca uma

analise fatorial para cada subgrupo de interesse de uma amostra.
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2.2.8 Analise Discriminante
2.2.8.1 Introducao

Andlise Discriminante ¢ uma técnica de analise multivariada freqiientemente utilizada
com o objetivo de diferenciar populagdes e ou classificar objetos em populagdes pré-

definidas, BARROSO (2003).

A Andlise Discriminante e de classificacdo ¢ uma técnica multivariada que faz a
separacdo de uma cole¢do de objetos distintos e que alocam novos objetos em grupos

previamente definidos.
Para BARROSO (2003), os objetivos principais da anélise discriminante sao:

e Discriminagdo: tem o objetivo de encontrar funcdes das variaveis observadas
(fungdes discriminantes) que sdo responsaveis ou que possam explicar as
diferencas entre as g populagdes;

e C(lassificagdo ou alocagdo: tem o objetivo de determinar fung¢des das variaveis
observadas que sejam possiveis para classificar novos objetos em uma das g

populagdes.

2.2.8.2 Analise discriminante para mais de duas populacdes

BARROSO (2003), classifica a populagdo quando tem envolvimento sendo maior que
dois. Seja g o nimero de populacdes, sendo dadas por 11,12,..T, € considere os vetores de

médias das g populagdes denotadas por p.p ,...p e as matrizes de covaridncia por
== =g

2.,%,,...,2,. Esta classifica¢do da populag@o ¢ tratada pelo Método de Fisher.

2.2.8.3 Método de Fisher

Segundo BARROSO (2003), na aplicagao do Método de Fisher ndo € necessario que o
vetor de varidvel aleatorio x possa vir de uma populagdo com distribuicdo normal

multivariada. Mas supde-se que as matrizes de covaridncia sejam  iguais
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£ =%,=..,=X,=%. Seja p o vetor de médias das médias das g populagdes ¢ B, a soma

de produtos cruzados das g populagoes, isto &,

e B=3 (1 -Ep -5 4.9)

_ 1
p=-
g i1

Quando os vetores de médias forem iguais, portanto ndo héa diferenga entre as populacoes e
. . ~ .oy . T ;o1 “A . o g .
B, =0. Seja uma combinacdo das varidveis Y =1 x, a média e a variancia de Y para i-ésima

populagdo sdo dadas por :

w, =E(Y/1)=1'E(x/7, =1'p (5.0)
Var(Y)=Var(l' x) =1" Var(x)1 =1"X1 (5.1)

A média em Y das médias das g populagdes, ¢ dada por:

g g
21 =!T&Z!ng -I'E (5:2)

Onde [r, € a média global univariada e lTE ¢ a média global multivariada.

Para obter combinagdes lineares que discriminam as g populagdes, € que maximiza tem-se a

seguinte razao:
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i=1

soma das distancias ao quadrado entre as médias j i — v & T_
(my —1y) 'p -1'w)’
[ PSS XY

emY de cada populagdoe a média globalde Y
(varianciade Y ) o, 1'Y1

g
D0 - - |l
i=1 1 0=
= = 5.3
1"zl 1"zl )

Os coeficientes da primeira fungdo discriminante sdo os elementos do autovetor padronizado

de X7'B,, associado ao maior autovalor da matriz. O vetor 1 que minimiza a razdo sujeito a

restricio Cov(l, x,1; X)=0 ¢é o autovetor padronizado ao segundo autovalor de B, ea

combinac¢do linear que resulta ¢ chamada de segunda funcdo discriminante. Portanto, a k-

y . ~ . . . , T y . .
¢sima funcdo discriminante ¢ 1 x, onde 1, corresponde k-ésimo autovetor padronizado

sujeito a condi¢do Cov(l; x,1; x) =0, onde i < k. Pela decomposicio espectral de X, temos
que T=TTAT, onde A é a matriz diagonal dos autovalores positivos. Seja a o vetor T'*1,

entao:

o a=1"2"3"21=1"21 (5.4)

¢ o denominador da razdo que maximiza, e

gT 2—1/2B02—1/2 g — !T Zl/Zz—l/zBoz—l/Zzl/Z! — lTBO ! (5.5)

¢ o numerador. Para maximizar (5.3) ¢ mesmo que maximizar:
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T - _
g 2 I/ZBOZ 1/2g

para todo a (5.6)

T

O valor méximo de (5.6) ¢ o maior autovalor de ™"'* B, X™"?, e ocorre quando o é o
autovalor padronizado. Nota-se que as matrizes ' B, sdo iguais a £~ vezes os autovetores

de Z—I/ZB 2—1/2 )

O ntimero de fungdes discriminantes de (s) € igual ao niimero de autovalores ndo nulos e € o
maximo igual ao menor valor entre p, o numero de varidveis observadas e g-1, o nimero de

populacdes menos 1. Seja o vetor y de dimensdo s por 1 cujos elementos sdo fungdes
discriminantes ¢ g, que corresponde o vetor de médias n a i-ésima populacdo. Para
—1y

classificar tem uma regra que consiste em alocar x na populagdo rx se a distancia ao quadrado

entre y e p. for menor que a mesma distancia entre y e g, para todo 1 # k , ou seja,
< iy < iy

alocar x emry se :
~H Y)Y =25 =g || < D0 (- )P (5.7)
=

para todo i # k, onde l; ¢ i-ésimo autovetor padronizado de 'B . Os @ e X sdo

—1

desconhecidos, sdo substituidos por suas estimativas amostrais obtidas de X, Xy, X, €S,

que ¢ a combinagao de S,,S,,.. .S, €sdo dados por:

X, =;Zxﬁ, i=1.2...g (5.8)
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T
S, = ! ]Z(Xij_xij(xij_)_(i J , 1=1,2,..,¢ (5.9)
n 2i

x=—"——="L= (6.0)

B:=) @-9E-3' ©6.1)

W= (n,-DS, = Y 3 (%, - X)(x; - X)' (6.2)
1

S = W (63)

Que ¢ estimador de . Nao ¢ necessario utilizar todas as (s) fungdes discriminantes, somente

as primeiras delas podem ser usadas para alocar os novos objetos nas g populagoes.

2.2.8.4 Problema geral de classificag@o

A funcdo densidade de probabilidade fi(x) ¢ associada 4 populagdo T1; . onde
1=1,2,...,g onde:
e pi:aprobabilidade da observagdo pertencer a populacdor;, i=1,2,...,8;

e c(k/i): custo de classificagdo de um objeto de r; em 1 ( para k =1, ¢(i/i) = 0,

k,i=12,...,g;
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e Ry: conjunto dos x classificados em ry;

e P(k/i) = probabilidade de se classificar um objeto em 1, quando na verdade ele

¢ de Tj.

P(k /i) = j £, (x)dx (6.4)

Para k,1=1,2,...,¢g.

Para cada custo esperado de erro de classificagdo (CEEC) x der; emr, ,r3 .., ouTy, é:

CEEC(1) = PQ2/1)c(2/1) + P(3/1)e(3/1) + ...+ P(/1)e(g/1) = iP(k/l)c(k/l) (6.5)

k=2

Quando o custo de erro de classificagdo ocorre com probabilidade p;, entdo o custo esperado

de erro classificatorio € dado por:

CEEC = p,CEEC(1) + p,CEEC(2) + ... + p,CEEC(g) =

p{i(P(k/lc(k/1]+ +pg[gzl P(k/gc(k/gj Zp{ (P(k/i)c(k/i)} (6.6)

k=2 k=1 i=1 =1,k=#i

Para a regra de classificagdo determina-se R ,R,,...,R que torne minimo o custo do erro
encontrado de classificagdo. E um procedimento que aloca x na populagdo r,k=1,2,...,g

para o qual:

S (pif, (x)e(k /i) 6.7)

i=1,i=k
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seja menor. Caso ocorra um empate, x pode ser classificado em qualquer uma das populagdes.
Quando todos os custos c(k/i), k,i=1,2,...,g sdo iguais, aloca-se x na populagdo ry em que :
g

2 pifi(® (6.8)

i-1,izk

também seja menor, e que o termo excluido p,f, (x) maior. A regra para classificar o custo do
erro encontrado de classificagdo minimo com custos iguais por falhas na classificacdo é:

alocar x em 1y se p,.f,(x)>pf.(x) para todo i#k, ou alocar x em 1 se

In(p, £, (x)) > In(p,f; (x)) para todo i#k.

2.2.8.5 Classificacdo para populagdes normais

Conforme BARROSO(2003), os vetores de varidveis aleatorias x de todas as
populagdes t€m distribuicdo normal multivariada com parametros [ X ,1=12,...,g, ou

seja:

f1(X) : 172 eXp{%l(X_ Ei)TZ(X_ El)}al = 1,2,...,g (69)

B 2n)**[z|

e tem-se ainda c(i/1)=0 e c(k/i)=1 ,k #1, k,i=1,2,...,g tem-se a seguinte regra para alocar x

€m Iy Se.
-1
Inp,f, (x)=Inp, —gln(2n) —%ln|2k| —%(g— i)' D (x—[,)=max; Inp,f,(x) (7.0)
k

A constante 2In(2m) pode ser ignorada, pois ¢ a mesma para todas as populagdes.
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Define-se o escore quadratico de classificagdo Qj(x) para toda populagdo r; como

sendo:

Q,(x) =%llnlsil—%(x—zifsz%x—zwlnpi (7.1)

Para varias populagdes normais, a regra de classificagdo consiste em alocar X em 1y se

Q,(x) =max,Q,(x) para i=1,2,...,g. Se as matrizes de covariancia das populagdes sdo

iguais, os termos que dependem de X; e ndo de p. e sdo constantes para as g populagdes

podem ser ignorados. O escore de classificagdo ¢ linear e ¢ dado por:

L(x)=X; S;'x —%z? S,'X; +Inp, (7.2)

E aregra de classificacdo consiste em alocar x em ry se 1, (x) =max; L;(x) parai=12,...,g.

2.2.8.6 Avaliacao da funcao de classificagao

Conforme BARROSO (2003), para avaliar a classificacdo da populagao conhecida, ¢

necessario verificar se os elementos da amostra foram alocados corretamente ou nao. Para

contornar as possibilidades de erros de alocacdo, pode-se usar um procedimento de validagao

cruzada (cross-validation), sugerido por LACHEMBRUCH & MICKEY (1968). Estes

procedimentos consistem em:

dividir a amostra em pequenos grupos;

retirar o primeiro grupo da amostra;

deter