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Resumo

Neste trabalho abordamos as duas versoes mais conhecidas de caminhadas quanticas
em tempos discretos, denominadas modelo de moeda e de espalhamento. Discutimos e
revisamos a formulagao mateméatica geral para tais caminhadas e revisitamos a demons-
tracao de que tais modelos sdo unitariamente equivalentes em qualquer topologia e para
coeficientes de transicao arbitrarios. Além disso, particularizamos a construcao geral para
o caso de redes regulares, fazendo uma analise detalhada de redes lineares, quadradas e
hexagonais. Para tais redes especificas, realizamos calculos de evolugao temporal con-
siderando diferentes matrizes para as amplitudes quanticas de transicao. Tanto para o
modelo de moeda quanto para o de espalhamento discutimos os casos Hadamard, Gro-
ver, Transformada Discreta de Fourier, além da Transformada Discreta de Hartley (que
¢ incomum na area mas bastante usada e 1til em andlise de sinais). Através de nossos
exemplos numeéricos, discutimos as semelhancas e diferengas entre os modelos de espa-
lhamento e de moeda, bem como verificamos explicitamente a equivaléncia unitaria entre
eles. Por ultimo, abordamos em detalhes caminhadas quanticas na rede hexagonal, o que
nos permite investigar alguns aspectos interessantes desta topologia, tais como, comporta-
mento similar a uma particula livre, caracteristicas de evolucao quando ha simetria axial,

e efeitos de confinamento em anéis da rede.



Abstract

In this paper we approach the two most popular versions of quantum walks in discrete
time, called coin and scattering model. We discuss and review the general mathematical
formulation for such walks and revisit the demonstration that such models are unitarily
equivalent in any topology and arbitrary transition coefficients. Furthermore, reduced the
general construction for the case of regular lattices, making a detailed analysis of linear
lattices, square and hexagonal. For such specific lattices, we performed calculations con-
sidering different temporal evolution matrices for quantum transition amplitudes. Both
the model for coin as for scattering discussed cases Hadamard, Grover, Discrete Fourier
Transform, and Discrete Hartley Transform (which is unusual in the area but widely used
and useful in signal analysis). Through our numerical examples, we discuss the similari-
ties and differences between models of scattering and coin, as well as verified explicitly
unitary equivalence between them. Finally, we discuss in detail in the hexagonal lattice
quantum walks, which allows us to investigate some interesting aspects of this topology
such as behavior similar to a free particle, characteristics of evolution when there is axial

symmetry and confinement effects in ring lattice.
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Capitulo

Introducao

O conceito de caminhadas quanticas foi proposto inicialmente por Y. Aharonov e cola-
boradores [1], sendo basicamente o andlogo quantico dos passeios aleatérios classicos. De
forma bem simplificada (os detalhes serdao apresentados ao longo do trabalho), caminha-
das quénticas representam evolugoes unitéarias, dando-se em um espago discreto (grafos),
cujos estados bases sao localizados e todas as transicoes quanticas ocorrendo nos vértices
do grafo. Desde sua introdugao [1-3], mostrou-se uma classe de sistemas bastante simples
[4], porém de forma até mesmo surpreendente, apresentando aplicagdes em muitas dreas
do conhecimento [5], sobretudo em computagao quantica. De fato, atualmente sao usadas,
por exemplo, para resolver problemas de busca [6-8] (incluindo identifica¢ao e comparagao
de partes de grafos [6-8]), no estudo de propriedades de transporte em sistemas bioldgicos
[9-11], na andlise de redistribui¢ao de condensados de Bose-Einstein [12], e em processos
de decoeréncia [13]. Em computagao, sao titeis como ferramentas para o desenvolvimento
de algoritmos quénticos de diversos propdsitos [14-17]. Obviamente que um desafio im-
portante é a concreta implementacao fisica de tais modelos. Nesta linha, existem varias
propostas (algumas bastante promissoras), dentre elas podemos destacar: armadilha de
atomos em redes Opticas [18], pontos quanticos [19], elementos Opticos passivos [20] e

ressonancia magnética nuclear de estado liquido [21].

Com relacao a dinamica, caminhadas quanticas podem ser formuladas em tempo
continuo [22] ou em tempo discreto [15, 23-26], mas sempre em um espago de posi¢oes
discretas (rede ou grafo). Nesta dissertagido estudaremos apenas caminhadas quanticas
em tempo discreto, que basicamente podem ser implementadas de duas maneiras distin-
tas, com base no que nds assumimos como processos primarios para descrever os estados
quanticos do sistema. Na primeiro caso, usualmente chamada de caminhadas quanticas

de moeda [15, 23], os estados quanticos descrevem o sistema nas posigoes dos vértices da



rede e a particula possui graus de liberdade auxiliares responsaveis em direciona-la a cada
passo de tempo. No segundo caso, chamada de caminhada quéantica de espalhamento [24—
26], os estados quanticos sao definidos sobre as arestas da rede. Ele é baseado em uma,
analogia interferométrica, onde a particula se comporta como um feixe de fétons que se
desloca através das ligagoes da rede, e cada vértice funciona como um divisor de feixe de
um interferémetro otico, que permite a passagem de parte dos fétons e reflete o restante.
Podemos ainda enxergar cada vértice como sendo um centro espalhador, assim ao chegar
por uma aresta em um vértice a particula é espalhada (com certa probabilidades de ser
transmitida e de ser refletida, determinada por amplitudes quénticas especificas). Esses
dois modelos de caminhadas, apesar de terem representagoes (vértices e arestas) contras-
tantes, sao unitariamente equivalentes, pois sempre existe uma transformacao unitaria
que mapeia os estados de um no outro (tal resultado foi demonstrado recentemente na

referéncia [27]).

Um enfoque que também é proposta deste trabalho é salientar similaridades e distin-
¢oOes entre os casos classicos e quanticos. Na verdade, como ja mencionamos, as caminhas
quanticas foram introduzidas como uma proposta de analogia quantica as caminhadas
classicas. Entretanto existem algumas diferencas entre esses modelos. Por exemplo, o
caso classico é definido em termos das probabilidades da particula se deslocar para uma
dada direcao a cada passo de tempo. Além disso, a particula estd sempre em um lugar
especifico do espago (embora sé saibamos as probabilidades de sua localiza¢ao). Ja o
caso quantico ¢ descrito em termos de amplitudes de probabilidades, isto por exemplo,
permite que o sistema se encontre em uma superposicao de estados que podem descrever
posigoes diferentes. Outro aspecto importante que diferencia o quéntico do classico é
como evoluem ao longo do tempo. Nas caminhadas aleatorias classicas, o sistema é go-
vernado por transformagoes estocasticas. Ja nas caminhadas quanticas o sistema, quando
isolado, evolui de maneira unitaria, ou seja, para o caso quantico dado um estado final, é
possivel determinar qual era seu estado inicial, o que nao ocorre no caso classico. Outro
ponto interessante é a dispersao na posicao, Ar. Enquanto para as caminhadas aleatorias
classicas a dispersdo escala com Ar ~ +/t, para as caminhadas quanticas num grande

numero de situagoes é proporcional ao tempo, Ar ~ t.

Apesar do grande nimero de trabalhos sobre caminhadas quénticas e sobre suas duas
mais importantes formulagoes discretas, moeda e espalhamento, e também da demonstra-
¢ao de que tais formulagoes podem ser mapeadas entre si, quase nada existe na literatura
explorando esta equivaléncia. Além disso, em geral as construgoes sao feitas para ampli-

tudes de transicao que tenham o mesmo valor ao longo de toda a rede, e um formalismo



mais geral raramente é proposto. Finalmente, diferentes aspectos de redes regulares (mais
simples de construir) via de regra ndo sao bem explorados e discutidos. Assim, como um
primeiro passo tentando sanar os pontos acima, a presente dissertacao tem por objetivos
construir uma descricdo matematica geral para grafos regulares, descrever em detalhes
trés casos representativos, redes lineares, quadradas e hexagonais, e comparar a evolugao
nestas topologias usando os modelos moeda e espalhamento. De forma mais concreta, o
trabalho esté organizado da seguinte maneira: no capitulo 2 fazemos uma rapida introdu-
¢ao sobre teoria de grafos e discutimos brevemente as caminhadas aleatérias classicas; no
capitulo 3 abordamos os dois modelos de caminhadas quanticas para uma rede linear; no
capitulo 4 desenvolvemos o método geral para implementar as caminhadas quanticas em
tempo discreto em grafos simples com topologias arbitrarias, particularizamos tal meto-
dologia para redes regulares, além de discutir a equivaléncia unitaria entre os modelos de
moeda e de espalhamento; no capitulo 5 implementamos e exemplificamos as caminhadas
quanticas na rede quadrada; no capitulo 6 desenvolvemos duas versdes para implementar
as caminhadas quanticas na rede hexagonal; no capitulo 7 implementamos as formulagoes
desenvolvidas para a rede hexagonal, além de analisar e discutir algumas caminhadas com

trajetérias “tendenciosas”; e no capitulo 8 temos a conclusao deste trabalho.



Capitulo

Grafos e Caminhadas Aleatorias Classicas

Neste capitulo faremos uma pequena revisao de dois topicos importantes para entender
os diferentes aspectos de caminhadas quanticas. Primeiro, discutiremos alguns conceitos
basicos de grafos, que sao a base “geométrica” para definirmos caminhas quanticas. Para
maiores detalhes sobre a teoria dos grafos, as seguintes referéncias introdutoérias sao indi-
cadas [28-30]. Depois, relembraremos as ideias mais elementares de caminhadas aleatérias
classicas. Iniciamos com a caminhada classica unidimensional usual, que como mostra-
remos pode ser vista como um processo em uma rede unidimensional. Tal enfoque para
o caso classico é um bom guia no entendimento da construcao quantica feita no capitulo
3. Em seguida abordamos de forma resumida caminhadas cléssicas em duas dimensoes,
porém em redes discretas. Para tal, consideramos redes regulares (quadrada e hexagonal)
e estenderemos tal conceito para grafos simples genéricos (para o leitor com maior inte-
resse, existem boas referéncias introdutorias sobre caminhadas aleatérias classicas e suas

generalizacoes, com destaque para [31-36]).

2.1 Grafos

A teoria dos grafos encontra aplicagbes em diversas areas da ciéncia, por exemplo,
na engenharia, na quimica, na fisica, entre outras. Na engenharia elétrica ela é usada na
analise de circuitos [37], na quimica para o estudo de compostos quimicos [38] e na fisica

na construcao de grafos quantico [39].

O conceito de grafo foi introduzido por Leonhard Euler, em 1736, ao mostrar que o
problema das pontes de Koénigsberg nao tinha solu¢ao. Koénigsberg (atual Kaliningrado

na Riussia) era uma cidade na antiga Prussia cortada pelo rio Pregel. O problema das
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pontes Konigsberg consistia do desafio, proposto pelos moradores locais, de realizar um
trajeto atravessando apenas uma vez as sete pontes que ligavam duas ilhas e as margens
do rio e retornar ao ponto de partida [28, 38, 40]. Na Fig. (2.1) temos um esquema
das pontes e das ilhas. Euler percebeu que neste problema as distancias percorridas nos
trajetos eram irrelevantes, o importante era como as porgoes de terra estavam conectadas
entre si. Assim, uma maneira de representar o problema ¢é usar o esquema da Fig. (2.2).
Esse esquema é um exemplo de grafo onde cada vértice representa uma porgao de terra e
as arestas representam as sete pontes.

margem C

rio -* rio

margem D

Figura 2.1: Representacao das ilhas e as pontes que as ligam entre si e as margens do rio
Pregel na cidade de Konigsberg.

d

Figura 2.2: Esquema do problema das pontes de Konigsberg, onde os vértices a, b, c e
d representam respectivamente as ilhas A e B, e as margens C e D e cada aresta estéd
associada a uma ponte.

Para resolver esse problema, Euler procurou descobrir em quais tipos de grafos poderia
se fazer um caminho fechado, passando por todas as arestas uma tnica vez. Esse tipo de
caminho foi chamado “passeio de Euler”, e um grafo onde pode se estabelecer um passeio
de Euler foi denominado “grafo de Euler”. Portanto, para saber se o problema das pontes
de Konigsberg tem solucao ou nao, basta mostrar que o grafo correspondente é ou nao
um grafo de Euler. Mostraremos na proxima se¢ao que o grafo da Fig. (2.2) ndo é um

grafo de Euler, logo o problema das pontes de Konigsberg nao tem solucao.



2.1. Grafos

2.1.1 Definicao

Um grafo G é definido pelos conjuntos V', de N vértices, e E, de M pares de elementos

denominados arestas. Denotaremos um grafo por

G=(V.E),
onde
V = (1)1,/()2, Vs, ...UN)
FE = (61762,63, 6M)
com

er = (v;,v5) .

O grafo da Fig. (2.3) é formado por um conjunto de cinco vértices,

V - {U17 V2, U3, V4, U5}

e por outro de quatro arestas,

E ={e; = (v1,v2),e2 = (v1,03) , €5 = (v1,04) ,€4 = (V1,05)} .

Figura 2.3: Exemplo de um grafo com N=5 e M=4.

2.1.2 Adjacéncias

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Dois vértices de um grafo sao ditos adjacentes se existe pelo menos uma aresta unindo-

os, da mesma forma duas arestas sao adjacentes se elas estao ligadas em um mesmo vértice.
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Na Fig. (2.3) os vértices vs, ..., v5 sdo adjacentes a vy e as arestas, e, ..., e4 s20 adjacentes
entre si. A maneira que os vértices estao conectados em um grafo pode ser descrita pela

matriz adjacéncia, A(G) de dimensoes N x N, cujos elementos sao:

m, sewv; # v; ,ondev; e vj estdo conectados por m ligacoes;
Avw; = Avjwy = 4 2m, se v; = v; , e existem m lagos no vértice v;; (2.5)

0, se v; e v; nao estao conectados.

As Egs. (2.6) e (2.7) exemplificam a construgdo das matrizes adjacéncias dos grafos do

problema das pontes de Konigsberg, Fig. (2.2) e para o caso da Fig. (2.3),

Aa,a Aa,b Aa,c Aa,d 012 2
Ay A Ay, A 101 1
A(G) _ b, b,b b, b,d _ 7 (26)
Ac,a Ac,b Ac,c Ac,d 2100
Aga Aap Ade Ada 2100
Apivr Aot Avivs Avios Ao 01111
Ay Avaws Avos Avgos Avgs 100 00
A(G) = A’U3,’U1 AUg,’L}Q AU3,’L}3 Av3,1)4 Avg,vg, = 1 0 0 0 0 : (27)
Avin Avsws Aves Aviws Avgos 100 00
Avgn Avsos Avgs Avs o Avg s 10 0 00

Observe que as matrizes sao simétricas, os elementos da diagonal principal sao nulos, pois
nao ha lagos nos vértices desses grafos. Na matriz da Eq. (2.6) temos elemento com valor

2 pois existem vértices com duas ligagoes no grafo correspondente, Fig. (2.2).

Para simplificar a construcao das caminhadas quanticas, nesta dissertacao nao vamos
considerar grafos com vértices que possuem lagos ou com pares de vértices com mais de
uma ligagao entre si (pares de vértice com multiplas ligagoes em paralelo), neste caso a

expressao dos elementos da matriz adjacéncia se reduz a

1, sew; # v; estao conectados por uma aresta;

A = = ’ J '
Vi, U5 Vj,Vs )

; ; (2.8)

0, sewv;ewv;nao estao conectados ou v; = v;.

Define-se o grau, g, , de um vértice v; como sendo o nimero de arestas ligadas a
) 79
ele (nimero de ligagoes que ele faz com sua vizinhanga), e ele pode ser determinado em

termos dos elementos da matriz adjacéncia,

Gu, = Z Ay (2.9)
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onde N é o namero total de vértices.

O ntimero M de arestas em um grafo também pode ser dado em funcao dos elementos

da matriz adjacéncia,

1 N
M=33% Au, (2.10)

i=1j5=1
Por exemplo, é facil constatar das Eqgs. (2.6) e (2.9) que o vértice a grafo da Fig. (2.2)
possui grau cinco g, = 5 e das Eqgs. (2.6) e (2.10) que tal grafo possui sete ligagoes entre

seus vértices, M = 7.

Voltando ao problema das pontes de Konigsberg, para demonstrar que ele nao tem

solugdo vamos usar o seguinte teorema:

Teorema 2.1.1 Um grafo conexo G é um grafo de Fuler se e somente se todos os seus

vértices sao de grau par.

Para provar o teorema (2.1.1), percebemos que se G é um grafo que admite um
caminho de Euler, entao para cada vértice que visitarmos devemos ter um par de aresta,
uma para entrar e outra para sair dele. Assim se um vértice tiver m arestas, com m par,
podemos entrar e sair m/2 vezes desse vértice por arestas distintas. Caso um vértice tiver
m arestas, com m impar, podemos entrar m/2 vezes por arestas diferentes nesse vértice,
mas s6 poderemos sair (m —1)/2 vezes sem caminhar sobre uma aresta ja visitada. Assim
o caminho nao pode prosseguir, uma vez que vamos cruzar uma aresta mais de uma vez.
Logo para um grafo G admitir um caminho de Euler todos os seus vértices devem ter grau

par.

Analisando o grafo que representa o problema das pontes de Konigsberg, Fig. (2.2),
observa-se que todos os vértices possuem grau impar, logo ele nao admite um caminho de

Euler. Isso significa que o problema nao possui solucao.

2.1.3 Isomorfismo

Dois grafos, G1(V, E) e Go(W, F'), sdo ditos isomorfos quando existe uma correspon-
déncia biunivoca para cada elemento dos grafos, ou seja, para cada vértice e aresta de
(G, existe um vértice e uma aresta correspondente em G5, levando-se em conta o grau de
cada vértice. Além disso as matrizes adjacéncia A(G1) e A(G2) podem ser levadas uma

na outra por simples trocas de linhas e/ou colunas.

A Fig. (2.4) apresenta um exemplo de dois grafos isomorfos. Levando em conta o
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grau de cada vértice em ambos os grafos, eles podem ser mapeados um no outro através

das relagoe de correspondéncias dadas na Fig. (2.5).

U3 V4 w3 Wy
N1
Gy €1 ey €3 Go f3
fa
(%1 (%) wq W2

Figura 2.4: Exemplo de grafos isomorfos

V w

VA Lwy E F
V2 - W1 €1 Af1
U3 - W3 €2 — f3
Vpf———— Wy €3 (’fz

Figura 2.5: Correspondéncias para mapear os grafos da Fig. (2.4).

As matrizes adjacéncias para os grafos da Fig. (2.4) sdo dadas por

Avir Ao Avios Avyog 0011
sz v1 sz v2 Avg’v Av v O O O 1
A(Gy) = ’ ’ R = , (2.11)
A’Ug U1 A’Ug,’vz A’Ug,vg Av3,1)4 1 O O O
Avir Avios Aviws Avsog 1100
Awl,wl Awl,wz Awl,wg Awl,w4 O 0 O ]-
Aw w Aw w Aw w: Awf w. O O 1 1
A(Gg) — 2,W1 2,W2 2,W3 3,W4 — (212)
Avsr Awsas Awgavs  Awso 0100
A A A A 1100

W4, W3 W4, W4

Trocando a primeira coluna pela segunda e depois trocando a segunda linha pela primeira,

a matriz adjacéncia A(G2) é levada na matriz adjacéncia A(G),

C1+C2 LoDy

o O O
= o= Oo O
o O = O
S O = =
= =)
—_ o o o
o o = o
o O = o=
= =)
= o O O
o o O =
S O = =
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2.1.4 Tipos de Grafos

Existe uma grande variedade de grafos, porém vamos nos concentrar apenas nos grafos

simples, regulares e completos.

Um grafo ¢ dito simples quando cada par de vértices adjacentes estao conectados por
apenas uma aresta e eles ndo possuem lagos. Além disso, uma caracteristica dos grafos
simples ¢ que os elementos de matriz A,,,, € {0,1} com os elementos de sua diagonal

principal nulos, A,, ,, = 0.

Os grafos regulares sao grafos simples, onde cada vértice possui o mesmo grau (niimero
de ligagoes). Um grafo simples é completo quando cada par de vértices possui uma ligagao,
ou seja, cada vértice esta ligado a todos os outros vértices do grafo. Pode-se mostrar que
um grafo completo que possui N vértices, o nimero de aresta é dado por N(N — 1)/2

arestas. As Figs. (2.6) sdo exemplos de um grafo simples, um regular e um completo.

(a) (b) (c)

Figura 2.6: Exemplos de um grafo em (a) simples, (b) regular e (¢) completo. Observe
que todo grafo completo é regular e simples, e todo grafo regular é simples.

2.1.5 Redes Regulares

Redes sao sistemas cujos elementos possuem ligagoes entre si, elas podem ser fisicas:
por exemplo, a instalagao elétrica de uma casa, onde cada tomada, interruptor e lampadas
sao elemento conectados pelos fios que conduzem a eletricidade; ou podem ser virtuais:
por exemplo, as redes sociais na internet que conectam pessoas por vinculos de amizade,
de parentesco, de trabalho, etc. No entanto essas redes sempre podem ser representadas
por grafos, onde cada elemento das redes sao os vértices e as ligagoes entre eles sao as

arestas do grafo.

Definimos uma rede como sendo regular quando ela contém uma determinada estru-
tura que se repete de maneira ordenada, veja a Tab. (2.1). Um aspecto interessante das
redes regulares bidimensionais ¢ que existem apenas trés maneiras de recobrir o plano

utilizando um mesmo tipo de poligono regular dispostos lado a lado, sem superpo6-los.
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Isto pode ser feito utilizando apenas tridngulos equildteros, quadrados ou hexdgonos [41].

Nome da Rede Rede Estrutura Base | Grau dos Vértices
Linear 2
Hexagonal 3
Quadrada 4
> <]
| oK
> <]
] <]
. <] >
Triangular > < 6

8

Quadrada-diagonal

Tabela 2.1: Exemplos de redes regulares bidimensionais com todos os vértices de mesmo
grau.

2.2 Caminhadas Aleatorias Classicas

As caminhadas aleatorias classicas, além de serem o analogo classico das caminhadas
quanticas, constituem uma classe de sistemas extremamente estudada em fisica, apresen-
tando uma fenomenologia muito rica, além de possuir uma gama enorme de aplicagoes;
desde de genética populacional (por exemplo, no estudo de propriedades estatisticas de
deriva genética [42]); até na descri¢io de polimeros [43, 44]; e nos fundamentos de uma
ciéncia muito recente, Econofisica [45]. Historicamente, foi usada no entendimento do mo-
vimento browniano, e hoje em dia sendo um elemento chave na compreensao de processos

difusivos arbitrarios [46, 47].

2.2.1 Caminhadas Aleatorias Classicas Unidimensionais

Considere um sistema formado por uma particula classica que estd se movendo em
uma reta, partindo da posicao inicial o = 0 em ¢y = 0. A cada intervalo de tempo 7, ela
percorre uma distancia L com velocidade de médulo constante v. Nas posigoes z; = jL,
onde j é um numero inteiro, aleatoriamente (e instantaneamente) a particula pode mudar
o sentido de propagacao, assim existe uma probabilidade p de sua velocidade ser v = vé,

eq=1—pdeser —v=—vé,.
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Para descrever a mudanca no sentido de propagacao da particula nas posicoes x; = jL
a cada instante de tempo ty = k7, onde k = 1,2, 3, ..., introduzimos as variaveis aleatorias
independentes oy, que podem assumir os valores +1 conforme a escolha do novo sentido

de propagacao. Se o, = +1 a particula vai se propagar no sentido é,, caso contrario

0, = —1 ela vai se mover no sentido —é,,.
j—2 j—1 i j+1 Jj+2
® ? ? L @
[ L 1 éx

Figura 2.7: A propagacao da particula pode ser encarada como dois processos: (i) um
puramente estocastico (escolha das diregoes), que ocorre nos “sitios da rede” jL; e (ii)

outro puramente deterministico (movimento balistico), que ocorre ao logo das “ligagoes
da rede”.

A probabilidade, P(m,n), de encontrar a particula a uma distdncia mL da origem

apo6s n passos de tempo 7 pode ser determinada utilizando a relagdo de recorréncia
P(m,n) =pP(m+1,n—1)+q¢P(m—1,n—1), (2.13)

e as condigoes iniciais

P(0,0)=1e P(m#0,0) =0. (2.14)
Assim pode-se mostrar que
_nt (ntm)/2,(n—m)/2 S — 92 _n:
n+m n—m p q ) s€em = n? n + 27 sy n 27 n?
P(m,n) = (=5 ) (25! (2.15)
0 sem # —n,—n+2,...n—2, —n.

Outros resultados importantes sdo o valor médio, (), e a dispersao, Az da posigdo

da particula. Pode-se mostrar analiticamente que

() =Y P(m,n)mL =n(p—q)L (2.16)

Ax = \/(x?) — (x)? = (Z P,(m)m? — (Z Pn(m)m> ) L? = (2\/pgn) L (2.17)

No grafico da Fig. (2.8) temos a evolugao de trés caminhadas, com L = 7 = 1, em fun-
¢ao do niimero de passos de tempo, n, e considerando-se que particula tem probabilidades
iguais de ir para esquerda ou direita a cada passo de tempo, ou seja, p = ¢ = 0,5. Na

Fig. (2.9) apresenta a distribuigao de probabilidades dada pela Eq.(2.15) apés 100 passos
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de tempo em funcao das posi¢oes, m, da particula. A distribuicao de probabilidades tem
a forma de uma fun¢do gaussiana centrada na posi¢do xg = 0, que é o valor médio da
posicao da particula para qualquer instante de tempo, veja a Eq. (2.16). Finalmente a

dispersao na posi¢io, que é dada por Az = y/n, estd disposta no grafico da Fig. (2.10).

15—

10p

ot
T

—10t

-5 0 20 40 60 80 100

n

Figura 2.8: Trajetoria da evolucgoes de trés caminhadas aleatérias cléssicas.

0.08)

0.06]

= L
£0.04f
E: L

0.02-

0.00
2100 250 0 50 100
m

Figura 2.9: Distribuicao de probabilidades para a caminhada aleatéria apds 100 passos
de tempo e com p = ¢ = 0,5. Apenas as probabilidades para m par foram plotadas.

10l

o 22 1 % %
n

Figura 2.10: Dispersao Az em funcao das etapas de tempo n para p =g = 0.5.
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2.2.2 Caminhadas Aleatorias Classicas Bidimensionais
Rede Quadrada

As caminhadas aleatorias classicas na rede quadrada podem ser consideradas como
uma extensao natural do caso unidimensional. Considere uma particula movendo-se atra-
vés dos vértices de uma rede quadrada, cujo espacamento entre dois vértices adjacentes
nas diregoes x ou y é fixa e vale L, Fig. (2.11a). Portanto as coordenadas de cada vértice

sao dadas por (z; = jL,y, = kL), onde j e k sdo nimeros inteiros.

(a) (b)

j—1 5 j+1 (G, k+1)
k+1
(jflvk) (J+17k)
k
k—1 I
. IL ]7
€y .
- .
€x L

Figura 2.11: (a) Definigbes geométricas da rede quadrada. (b) Definigoes das probabili-
dades de transi¢oes da particula no vértice (j, k) para os seus vértices adjacentes.

A cada passo de tempo fixo, 7, a particula salta aleatoriamente para um vértice
adjacente a sua posicao atual. Esse processo, como no caso unidimensional, pode ser

O'Z(z), al(y)) que podem assumir os valores

representado por pares de varidveis aleatérias (
{(=1,0), (+1,0), (0,—1), (0, +1)}. A escolha do par de varidveis aleatérias (c\”), 0{)) esté
condicionada as probabilidades de transicao p(,,g) entre dois vértices adjacentes, de acordo
com a definicdo da Fig. (2.11b), e que assumimos serem independentes dos vértices da

rede e que devem satisfazer

> (Ploo) +Po.)) =1 € Prag > 0. (2.18)
o==+1

Se a particula partir da origem do sistema a distribui¢ao de probabilidades P((j, k), n)
de encontrar a particula em um dado sitio (j, k) no instante de tempo n pode ser deter-

minada através das condigoes iniciais

P((0,0),0) =1 e P((j # 0,k #0),0) = 0, (2.19)
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e da relacao de recorréncia

PGk = 3 (P P((F = 0,k),n = 1) + pooy P((G k= 0)n = 1)) . (2.20)

Finalmente, lembrando que no plano uma posicao qualquer pode ser indicada pelo
vetor

T = 2y + Y&y, (2.21)
o valor médio e a dispersao das posicoes podem dados, respectivamente, por
(") = (z)éz + (y)éy
(r) = Z P((j, k),n) (xj(n)éx + ye(n)éy)

(F) = ZP g k),n) (jé. + ké,) L, (2.22)

1
2

Jik

Ar=| > P k), ) (25 ()] + [ys()]?) — (ZP((J} k)m)wj(n)) - (Z P((, k)an)yk(n))
: -

2 2\ 2
Ar = ZP((j,k)7 (2 + k%) - (ZP (G, k),n )—(ZP((j,k),n)k> L. (2.23)

Exemplo Numérico de uma Caminhada Aleatéria Classica na Rede Quadrada

Para este exemplo vamos assumir a distancia caracteristica da rede L = 1, o intervalo
de tempo fixo 7 = 1, e que as probabilidades da particula saltar de um sitio para outro sao
P(a,3) = 1/4. Na Fig. (2.17) representamos a evolu¢ao da trajetéria de uma caminhada
ap6s 1.000 passos de tempo, sob tais condi¢oes, em que cada segmento de reta representa
um ou mais saltos que a particula executa entre os vértices conectados por eles a cada

etapa de tempo.

Apés 100 passos de tempo, levando em conta as condig¢oes inciais dadas pela Eq.
(2.19) e a relagdo de recorréncia da Eq. (2.20), determinamos numericamente a distri-
buigdo de probabilidades para esta caminhada, apresentada no grafico da Fig. (2.13).
Tal distribui¢do tem um formato de uma distribuigdo gaussiana centrada no ponto (0, 0),

como no caso unidimensional. Além disso, o valor médio e a dispersao das posi¢oes tam-
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bém seguem o caso linear: com |[(7)| = 0 e Ar = y/n. Na Fig (2.14) temos o grafico da

dispersao das posi¢oes em funcao das etapas de tempo.

10— " — —
e
s peestitRe ,
. m‘:i .o *o
000 o 004 s o
80 so00 9o IHH:E
o ol etseee 0608 ]
.s o4 799 o9 he .
= XYY I==§ toee o4
—5r ' E e eoe ° B
0004041 . o
o i
—10F (¥ 4
_ 15 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L ]
-30 -20 -10 0 10 20

J
Figura 2.12: Trajetoria de uma caminhada aleatéria classica na rede quadrada apds 1.000
passos de tempo.

Figura 2.13: Distribuicao de probabilidades normalizadas apés 100 passos de tempo para
uma caminhada aleatoria na rede quadrada. Estao apresentadas apenas as probabilidades
para os sitios (7, k) com j+ k par, pois as probabilidades dos sitios (j, k) com j + k impar
sao nulas.

100

0 20 40 60 80 100
n

Figura 2.14: Dispersao das posicoes em func¢ao das etapas tempo n.
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Rede Hexagonal

Vamos discutir brevemente a implementacdo das caminhadas aleatérias classicas na
rede hexagonal. Na Fig. (2.15) temos as defini¢des dos rétulos dos vértices das proba-
bilidades de transicao entre dois sitios adjacentes, onde associamos aos vértices os pares
ordenado (j, k), relacionados as dire¢oes x e y. Analisando a Fig. (2.15), observamos que
nem todos os pares de (j, k) representam um sitio, pois a rede hexagonal ndo é uma rede
de Bravais em duas dimensoes [48]. Sem perda de generalidade, vamos adotar a seguinte
convengao de nomenclatura: se k é par, os vértices (7, kpr) sd0 aqueles que possuem
arestas apontando para as dire¢oes norte, sudoeste e sudeste; ja se k ¢ impar, os vértices
(7, kimpar) tém arestas indicando o sul, nordeste e noroeste. Assim os vértices com kg, €

Eimpar Tepresentam dois conjuntos de vértices distintos.

noroeste nordeste
k+3
L .
. \Iﬂ kimpar)
k+1
sul
Epar
1 norte
i,k
j—1  j  j+1 sudoeste sudeste

Figura 2.15: (a) Definigoes geométricas da rede hexagonal, observe que a distancia entre
dois vértices adjacentes é L. Os vértices pretos, que possuem coordenadas (7J, kpq,), € 0s
vértices cinzas, possuem coordenadas (J, kimpar), representam os dois conjunto de sitios
nao equivalentes que compoem a rede.

A Fig. (2.16) representa as probabilidades de transi¢ao entre dois vértices, que devem

obedecer as seguintes condigoes:

D(—1,41) + P+1,41) + P0,1) = P(=1,-1) T P(+1,-1) T Po+1) = 1, Diap = 0. (2.24)

A cada passo de tempo a particula salta aleatoriamente de um vértice para outro e,
assim como no caso da rede quadrada, esse processo pode ser descrito por pares de varidveis
aleatérias (al(x), al(y)) independentes que assumem os valores {(0, +1), (=1, —1), (+1, —1)},
se k for par, e {(0,—1),(—1,4+1), (+1,+1)}, se k for impar. Obviamente a escolha dos
valores dessas varidveis estao associadas as probabilidades de transicao dispostas da Fig.

(2.15a).
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(J—1,k+2) (J+1,k+2)

(G-1Lk-1) (G+1,k-1)

Figura 2.16: Defini¢oes das probabilidades de transi¢oes da particula nos vértices (j, k) e
(7, k + 1) para seus vértices adjacentes.

A distribuicdo de probabilidades apds n passos pode ser determinada através das

condigbes iniciais, admitindo-se que a particula parte do sitio (0, 0),
P((0,0),0) =1 e P((j # 0,k #0),0) =0, (2.25)

e das relagoes de recorréncia

P((j,k),n) = po-nP((J,k+1),n=1) +pi1 0 P((j—1,k—1),n=1)+
+p140P((j+1,k—1),n—1) para k par; (2.26)
P((5,k);n) = po+nP((G,k=1),n=1) + pr1,-P((H—1,k+1),n—1)+
),n

+pc1,-1yP((j+1,k+1),n—1) parak impar.

Analisando a disposicao dos vértices da rede hexagonal no plano cartesiano, vemos

que a posicao de um sitio rotulado por (j, k) é dada pelo par ordenado (z;,yx), onde

@, (2.27a)

<3k 4 9+(_21)(k+1)> . (2.27h)

Xy =

Yk

»-b\}—‘

Observe que a posicao do vértice (j = 0, k = 0) estd na origem do sistema de coordenadas.

O valor médio e a dispersao na posicao sao dados por

(7 =>_P((4,k),n) (z;(n)és +yu(n)é,) , (2.28)
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D=

Ar = ((F-7) = (7) - (7))
Ar = (Zk P((j,k)n) ([z; ()] + [ye(n)]*) —

(SR - (S PGRmm) ) e

Exemplo Numérico de uma Caminhada Aleatéria Classica na Rede Hexagonal

Assim como no exemplo da rede quadrada, vamos assumir que a distancia caracteris-
tica da rede seja L = 1, o intervalo de tempo fixo 7 = 1. Admitindo que as probabilidades
da particula saltar de um sitio para outro sdo p( = 1/3, evoluimos uma caminha por
1.000 passos de tempo. A Fig. (2.17) representa a evolugao dessa trajetéria, onde cada
segmento de reta representa um ou mais saltos que a particula executa entre os vértices

conectados por eles a cada etapa de tempo.

A distribuicao de probabilidades foi determinada numericamente apds 100 passos de
tempo levando em conta as condigoes iniciais dadas pela Eq. (2.25) e as relages de
recorréncia da Eq. (2.26). Tal distribuigdo esta representada no grafico da Fig. (2.18), e
possui uma forma gaussiana centrada na posi¢ao (0,0). Para o valor médio e a dispersao
das posigoes temos: |(7)| = 0 e Ar = /n, assim como no caso das redes linear e quadrada;
onde calculamos |(7)| e Ar usando as Eqgs. (2.22) e (2.23), respectivamente. Na Fig (2.19)

temos o grafico da dispersao das posi¢oes em funcao das etapas de tempo.

_20’\““\““““\““‘ Lo
-25 -20 -15 -10 -5 0 5

Figura 2.17: Trajetéria de uma caminhada aleatéria classica na rede hexagonal apés 1.000
passos de tempo.
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Figura 2.18: Distribuicao de probabilidades normalizadas apds 100 passos de tempo para
uma caminhada aleatéria na rede hexagonal. Estao apresentadas apenas as probabilidades
para os sitios (j, k) com k par, pois as probabilidades dos sitios (j, k) com k impar sdo
nulas.

10l

0 20 40 60 80 100
n

Figura 2.19: Dispersao das posi¢des em funcao das etapas tempo n.

2.2.3 Caminhadas Aleatorias em Grafos

Considere um grafo simples G(V, E). Define-se uma caminhada aleatéria classica
nesse grafo a propagacao de uma particula através dos vértices de G, em passos de tempo
discretos, tal que em cada passo a particula escolhe aleatoriamente e instantaneamente

um vértice adjacente ao vértice que ela se encontra para se deslocar.

Assumindo que em um certo instante de tempo, a particula se encontra no vértice v;,
no passo seguinte ela encontra a probabilidade p,,., de saltar para o vértice v;. Levando
em conta que a particula nao pode saltar entre vértices que ndo possuam uma aresta

ligando-os, Fig. (2.20), py,., pode ser escrito como

(vi) .

, S€ Av- vj — ]-7

Du;w; = b o (230)
0, se Ay, 0, = 0;
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(%

Uj

Figura 2.20: Exemplo do um vértice v; e seu conjunto de vértices adjacentes.

onde A,, ,; ¢ um elemento da matriz adjacéncia dado, pela Eq. (2.8). Além disso, devemos

ter
Gu;

Zpl(”” =1, (2.31)
=1

onde g,, ¢ o grau de v; e pl(”i) > 0.

O valor médio e a dispersao das posigoes da particula dependem dos fatores geométri-
cos da rede (disposigao de cada vértice, distancia entre eles). A probabilidade P,(v;) de
encontrar a particula em um dado vértice v; no instante de tempo n pode ser determinada

em tremos das condigOes iniciais e da férmula de recorréncia

P('Uj, n) = ZAvi,vjpijP(Uia n— 1) (232)



Capitulo

Caminhadas Quanticas Discretas na Linha

Neste capitulo vamos introduzir o conceito de caminhadas quanticas discretas formu-
lando os dois modelos (moeda e espalhamento) como discutido no capitulo 1. Iniciare-
mos com o caso mais simples, a versao unidimensional de tais caminhadas, e através da
construcao e da implementacao de exemplos numéricos vamos discutir algumas de suas

propriedades.

Para termos uma analogia bem clara entre caminhadas aleatérias classicas unidimen-
sionais (descrita na se¢ao (2.2.1)) e a versao quantica no caso 1D, vamos supor que o
espaco de Hilbert em si do sistema quantico pode ser “visto” como a rede unidimensional
do caso cléssico.

J—2 J—1

J+1 J+2
. ? e
{

J
. ° °
1

Aj

Figura 3.1: Rede unidimensional infinita. Associamos a distdncia entre dois vértices
adjacentes a um comprimento caracteristico Aj, onde L — Aj=(j+1)—j=1.

Nas formulacoes das caminhadas quanticas discretas, o sistema evolui unitariamente

em intervalos de tempos discretos, n, tal que,

[¥(n+1)) = Ulp(n)), (3.1)

com os estados [1(n)) descrevendo o sistema no passo de tempo n e

UU=0U"=1=U'=U"" (3.2)

22
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3.1 Modelo de Caminhada Quantica de Moeda

As caminhadas quanticas em redes unidimensionais no modelo moeda sao muito bem
discutidas na literatura, veja por exemplo a revisao em [4]. Vamos abordar a situagao de
maneira geral como feito em [49]. Neste modelo o sistema consiste de uma particula que
se movimenta através dos vértices de uma rede linear infinita. O estado |j), descreve a
“localizacao” da particula na rede, onde o subindice p indica que tal estado esta associado
a posicao do vértice j. O conjunto de estados {|j),} constituem um espago vetorial, H,,
que descrevem as posigoes dos sitios que a particula pode visitar durante a caminhada.

Além disso eles formam uma base para H,, ou seja,
(313 = 05, (3.3a)

1,= > 1w sl (3.3b)

A particula é dotada de graus de liberdade auxiliares (ou de moeda - do inglés “coin”)
responsaveis em direcionar seus saltos a cada etapa de tempo. Esses graus de liberdade
auxiliares sdo descritos pelos estados |o)., com o = £1. Assim, se no instante de tempo
n o estado de posicao da particula é |j), no instante posterior, n + 1, o novo estado
posigao serd |j + 0),. Finalmente os estados |o). formam uma base para espago vetorial

H. (espago de moeda) e obedecem as relagoes de ortonormalidade e completeza
C<0|J,>C - 500’7 (34&)

i.= 3 |0)e.lol. (3.4D)

o==+1

Entao o sistema é descrito pelos estados |, 5), Fig. (3.2), onde

|0,3) = o)e @ 17)p (3.5)
formam uma base para seu espago de Hilbert do sistema, Hcar, que é dado por

Hom = He @ Hy,. (3.6)
Assim, para as relagoes de completeza e ortonormalidade em Hepy temos

<O',j|0',,j/> = 6jj’500"a (37&)
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j-CM = j—c & j—p - Z |O-7j><0-7j|' (37b)
j o=%1
j—2 j—1 j j+1 j+2
- @ ° — @ P ® -
|__7j> |%_7j>

Figura 3.2: Regras para rotular os estados que descrevem as caminhadas quanticas no
modelo moeda em uma rede unidimensional.

A cada passo de tempo o sistema evolui de acordo com a operagao unitaria dada pelo
operador
U.=85x(CVe1i,), (3.8a)

Ul = (e @1,) x s, (3.8D)

c

onde S é o operador unitario denominado operador translacao condicional, pois depen-

dendo do valor de o ele pode deslocar a particula para a direita ou esquerda,

S= > lo,j+o0){oj| (3.9a)
o=%41

St= 3" |o,j—0o){o, ]| (3.9b)
o==+1

e CY é um operador moeda dado por

CD =3 3 Vo) o{o], (3.10)

o=%10/=+1
que atua apenas no espacgo de estados H,. e desempenha a fungao de “rodar” os estados
| £1)., pois sua agao nesses estados é andloga a rotacdo de um vetor no plano cartesiano.
Além disso ele tem uma funcao analoga a escolha do sentido de propagacao da particula
por varidveis aleatérias a cada etapa de tempo nas caminhadas aleatorias classicas. Os
coeficientes ¢, ./ sdo dados em termos dos elementos de matriz de CV) que, na base {|o).},

pode ser representada por

o) @ _ G )
o) _ ( SHUCDT+ 1) (+1OV)] = 1), ) _ ( G G- ) (3.11)

A=1CD| + 1), (=1]CD)| = 1), 99

Levando em conta que os operadores de evolugao temporal, U,, e translagao, S, sao
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unitarios, CU) também tem esta propriedade, que implica na relacéo

S U =3 U =5 g (3.12)
o=%+1 o==+1

Uma vez que as mais importantes aplicagoes das caminhadas quanticas discretas no
modelo moeda sdo em computacdo quantica, é usual definir os elementos de matriz do
operador C) de maneira a associd-los aos operadores de portas légicas quanticas [50]. Isto
explica, por exemplo, a frequente escolha na literatura da matriz de Hadamard (funda-
mental para a manipulagao de ¢-bits). Para compreendermos melhor o papel do operador

CY) vamos fazé-lo independente dos vértices j e dado pela matriz de Hadamard 2 x 2,

. 11
CY = Clgq = ;5 ( L ) : (3.13)

que, ao atuar nos estados |o)., produz o seguintes resultados

Cotaal + 1) — jﬁ (4 Dot | = 1)
Ctad] — 1)e = = (|4 Do — | — 1)),

V2

0s quais podemos escrever simpliﬁcadamente como
C ’ > ! ( | > | > ) (3 14)
Had|O)e = —= (O|0)c + | —0)¢). .
! \/§

A forma mais geral para a matriz que representa o operador moeda, Eq. (3.11), que
obedece as relagoes da Eq. (3.12) e tendo a matriz de Hadamard 2 x 2 como um caso

particular [51-53] é

) — i ezgf cos(0;) 61@: sin(f;) ) (3.15)
e %isin(6;) —e~"% cos(6;)

Finalmente, combinando as Egs. (3.8), (3.9a), (3.10) e usando a relagdo de completeza

da pela Eq. (3.3b), o operador evolugao temporal se reduz a

U= 3 > lhloj+0) (ol (3.162)

j o=%lo/=+1

UL =33 > 7 — o)l (3.16b)

j o=xlo/'=41



3.2. Modelo Espalhamento 26

cuja acao em um estado de base é

Uco,j) = cPlo,j+ o)+ | —0.j—a), (3.17a)
Ullo, j) = 5o, — o) + 90" | — 0,5 — o). (3.17b)

Combinando as Eqs. (3.15) e (3.17a), obtemos

U.lo,j) = 0e’0i77%) cos(0;)|0, j + o) + €077 sin(6;)| — 0,5 — o). (3.18)

3.2 Modelo Espalhamento

As caminhadas quénticas discretas na versao de espalhamento na linha foram intro-
duzidas em [24]. Vamos abordar esse modelo de maneira geral como feito em [49]. Nesta
implementacao o sistema consiste de uma particula deslocando-se através das arestas de
uma rede linear infinita e sofrendo processos de espalhamento nos vértices a cada passo
de tempo. O sistema é descrito pelos estados |j £ 1, j), que representam o deslocamento

da particula do vértice j + 1 para o vértice j, Fig. (3.3).

9 , =L J+h ,
J j—1 —— ] j+1 J+2
° ® ® ® ® -
1J,J—1) J+1,7)

Figura 3.3: Regras para rotular os estados que descrevem as caminhadas quanticas de
espalhamento em uma rede unidimensional (convengao usada na referéncia [24]).

9 , |+ 1,7) , |+1J+1>, ,

J j—1 J j+1 j+2

[ ° ° ° ® -
|—j—1) | —1,7)

Figura 3.4: Regras para rotular os estados que descrevem as caminhadas quanticas de
espalhamento em uma rede unidimensional (convengao usada na referéncia [49)]).

Observe que neste modelo o sistema nao necessita de graus de liberdade auxiliares
para realizar a caminhada. Assim o espaco de Hilbert Hgy, do sistema ndo é mais o

produto direto de dois subespacos, como no caso do modelo de moeda. Para simplificar
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a notacao dos estados do sistema, vamos adotar a nomenclatura utilizada em [49] de tal

forma que

= 0.J) = o, j). (3.19)

Portanto, os niimeros quanticos ¢ = +1 estao associado diretamente com o “sentido” de
propagacao da particula ao longo de uma aresta. Se 0 = +1, a particula esta se movendo
do vértice j — 1 para o vértice j (deslocando-se para a direita); se ¢ = —1, a particula
estd indo do vértice j + 1 para o vértice j (deslocando-se para a esquerda); veja a Fig.

(3.4). Além disso, para as relagoes de ortonormalidade e completeza temos
<O', j|0'/, ]/> == (Sjj/(sgg/ (320)

iSM = Z Z |0-aj><0-7j|' (321)

j o==%1

A cada etapa de tempo, n, o sistema evolui segundo a transformacao unitaria dada

pelo operador evolugao temporal U,
Us=T+R (3.22)

onde T" e R sao os operadores que implementam os processos transmissao e reflexao que

a particula sofre nos vértices da rede. Assim temos

Tlo,j) =t9)|o,j + o), (3.23)
R’U,j> = r(jg,o" - J?j - 0>a (323b)
TT|O-aj> = tc(yj;a)*|07j - 0>7 (323C)

Rilo,j) =190 | —0,j — o). (3.23d)

Usando a relagao de completeza Eq. (3.21), podemos escrever o operador evolucao da
(4

g,

seguinte forma, com os coeficientes I' 3,, definidos adiante,

U= 3 > Tl0i+0)d,l, (3.24a)

j o=%lg/=+1

b= 3 1Yo i = o)o,jl. (3.24b)

j o=%1o/==+1
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cuja acao em um estado de base é

Udo,j) =TD|o,j+ o) +TY) | —0,j — o), (3.25a)
Ullo,j) =T~ |aj—a>+Fg:g)*|—a,j—a>. (3.25Db)

Comparando as Egs. (3.23a-b) com a Eq. (3.24a) e analisando a Fig. (3.5), concluimos
que:

() = ¢0).

o,0 0,0

e se 0/ = o, temos um processo de transmissao, I

e se 0/ = —0o, temos um processo de reflexio, V) = V)

—0,0 — foa

transmissao <— Fgﬁ 11

J—2

I e j+2
° * - e ® -
reflexdo < F(fiﬂ D F(ﬂ{,l — reflexao

F(_J%,_l — transmissao

Figura 3.5: Coeficientes de reflexao e transmissao em um dado vértice j.

Da condigao de unitariedade do operador evolugdao temporal, U] = U; !, pode-se

mostrar que os coeficientes FU ., devem obedecer as seguintes relacoes:

DR SN NS Wl REA WCH S (3.26)

o==+1 o==+1

Para sistemas com reversao temporal, tg]?,

)

_(, _» [p4], as relagoes dadas pela Eq.

(3.26) se reduzem a

[t9) | + |r<j'3.,(,\2 =1, (3.27a)
P9 o1 = 192, (3.27b)
) 9 149y (_JZ,TJ = 0. (3.27¢)

Essas sao exatamente as relagoes satisfeitas pelas amplitudes de reflexdo e transmissao no
problema de espalhamento quantico em uma dimensao [54-58] resultante da unitariedade
da matriz de espalhamento S. As Egs. (3.27) sdo automaticamente verificadas para

qualquer j, se

tl(,j?, = exp [i\;] (./1 — pj exp [imbj]) (3.28a)
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r(,j;g = exp [i\] (a\/p—j exp [iacij (3.28b)

com 0 <p; <1le0 <A\, 05,9 <27

3.3 Determinacao das Probabilidades

A projecao é um ingrediente essencial na definicdo das caminhadas quanticas, que
diferem das caminhadas classicas devido aos efeito de interferéncia. Veja por exemplo a
referéncia [59]. Assim as probabilidades, pgg, de encontrar a particula no j-ésimo vértice
(para o modelo de moeda), e na arestas que ligam os vértices j — 1 e j (para o modelo de
espalhamento), no passo de tempo n, podem ser determinadas calculando o valor médio

dos projetores PY), definidos por:

c,s)

e modelo de moeda

PP = 3" o, j) o, l, (3.29)
o==+1
e modelo de espalhamento
PP =3 Joj+ (0 =1)/2){0,j + (0 = 1)/2], (3.30)
o==+1
logo
p¥)(n) = (b (n)|PY)[e(n)). (3.31)

)

3.4 Equivaléncia Unitaria

Finalmente pode-se estabelecer uma relacdo unitaria de equivaléncia entre os dois
modelos abordados acima [24, 27]. Primeiro observamos que pode-se estabelecer uma
correspondéncia biunivoca entre os estados de base dos espagos de Hilbert e como mos-
traremos no capitulo 4, a dimensao de H¢yps € igual a dimensao de Hgy,. Entao, segue

diretamente a existéncia de um operador unitario isomorfo E : Hgy — Hear dado por
E“Lj)sm = ‘O_>j>cma (332&)

ET|07j>cm - |Jaj>sm (332b)

onde |0, j)sm € |0, J)em s@0 respectivamente estados de base dos espagos de Hilbert dos

modelos de espalhamento e de moeda.



3.4. FEquivaléncia Unitaria 30

Segundo, usando as Eqgs. (3.32), (3.16a) e (3.24a), pode-se mostrar que os operadores

U. e Uy estao relacionados por

U, = E'U,E, (3.33a)
U,= EU,E". (3.33b)

Para as igualdades da Eq. (3.34) serem verificadas, devemos ter as seguintes relagoes

entre os coeficientes de reflexdo e transmissao e os elementos da matriz moeda,

) =0, (3.34a)
A=Y (3.34b)

Como é conhecido, mesmo sendo os dois modelos das caminhadas quanticas discretas
unitariamente equivalentes, as distribuicoes de probabilidades associadas aos vértices e

arestas em geral nao sdo iguais [24], ou seja,
PY) £ EfPUE, (3.35a)

PY) £ EPYET (3.35h)

Para visualizar essa situacao vamos admitir por exemplo que
PY) = EPYET, (3.36)

com PY) e PY) dadas pelas Eqgs. (3.29) e (3.30), respectivamente, e que o sistema no

modelo moeda se encontra no estado

6)em = jﬁ (s 3o + 1= o) . (3.37)

Portanto, a probabilidade de encontrar a particula no vértice j é dada por

P = e (V] ( > \0,j>cmcm<0,j\> ) em
o==+1
. 1
P =5 (em{+: 31+ om (= 1) ( > \o7j>cmcm<o—,j\) (14, Fem + \—,j>cm>]
o==+1
pY = 1.
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Agora vamos determinar a probabilidade usando a Eq. (3.36),

= cm<w‘7)0|¢>cm = cm<¢|EPsET|¢>cm <3'39)
) — O
m (Y| E ( Z o, smsm<‘77] 9 |) ETW’>0m
o==+1
, 1 _ j—o . .
p((:.?) = 3 (cm<+7j’+cm 7.7| ( Z ‘O- smsm<072|) ET (’+>]>cm+|_;]>cm)]
o==+1
, 1 | _ j—o . .
pgj) — 5 (sm<+7j’+sm 7.7| ( Z ‘0- smsm<072|) ET (’+,]>sm+|_7]>sm)]
o==+1
. 1
)
Dbe 9"

Comparando os resultados das Eqgs. (3.38) e (3.39), vemos que a expressao da Eq.
(3.36) nao ¢é verdadeira. Isto ocorre porque estamos escolhendo representagoes contras-
tantes, estados associados aos vértices (modelo de moeda) e estados associados as arestas
(modelo de espalhamento), para descrever o problema. Por exemplo, os dois estados que
correspondem ao sitio j, | £ 1, j)em, no modelo moeda sdo mapeados em dois estados em

ligacoes diferentes no modelo de espalhamento, Fig. (3.6). Assim,
[+ e 2 |4+ 1, )om

corresponde a uma particula se deslocando entre os vértices j — 1 para o j, e
[ =L 3em 2+ | = 1, 3)om

corresponde a uma particula se deslocando entre os vértices j+1 para o j. Portanto, a pro-
babilidade de encontrar a particula em um tnico vértice nao corresponde a probabilidade
de encontrar a particula em uma tnica aresta.
j—1 J Jj+1
e e~ e
|_7.j>cm|+aj>cm

. |+1vj>sm . ‘_]—7j>sm .
j—1 j+1

J
® L 4 L J

Figura 3.6: Representacao geométrica do mapeamento dos estado do modelo de moeda
nos estados do modelo de espalhamento.
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Embora exista uma equivaléncia unitaria na evolucao temporal do sistema nos dois
modelos (moeda e espalhamento), Eq. (3.33), eles ndo sao equivalentes na hora de deter-
minarmos as distribui¢coes de probabilidades usando os operadores Pc(j) e Ps(j). Contudo
esse quadro pode ser contornado simplesmente se definirmos novos operadores de proje¢ao
cruzados,

PY) — EIPUIE, (3.40a)

sle
Py = EPY T, (3.40D)

que atuam respectivamente em Hgps € Hopr. A probabilidade de encontrar a particula em
um vértice, p) (em uma aresta, pl/)) pode ser determinada através dos estados obtidos
da evolugao do sistema no modelo de moda (no modelo de espalhamento) utilizando o
projetor direto Pc(j) (Ps(j)), bem como através dos estados obtidos através da evolucao
do sistema no modelo de espalhamento (modelo de moeda) utilizando o projetor cruzado

75(]') (73(3'))

sle cls

P (1) = e ()| PO (1) )em = s (8 (1) P[0 (1)) s, (3.41a)
PP (1) = an (@) PONE(N)) o = e (8 ()P [(1)) e (3.41b)

3.5 Exemplos Numéricos

Para ilustrar os dois modelos discretos de caminhadas quanticas na linha, vamos
lancar mao do exemplo usualmente feito na literatura [4, 24]. O operador C'Y) para o
modelo de moeda é dado pela matriz de Hadamard Cp,q, Eq. (3.13). Levando em conta
a equivaléncia unitdria entre os dois modelos e a Eq. (3.34), os coeficientes de transmissao

e reflexdo correspondentes no modelo de espalhamento sao

Bt B Dol Mo
Além disso, vamos considerar os seguintes estados iniciais:
9O =+ 1,0}, [6(0))om = BT 5(0)) o (3.42)
O = 5 (1 + 1.0+l = 100n) . 0O = EO)n (343

Calculamos as evolugoes das caminhadas para os dois modelos até n = 100 passos de
tempo. Os graficos das Figs. (3.7)-(3.10) apresentam as distribuigbes de probabilidades
dadas pelas Egs. (3.41a) e (3.41b).
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0,14
0,12
0,10 [
0,08 [

20,06 |
0,04 [

0,02 [

0,00 | ‘ ‘ ‘ ‘
— 100 —50 0 50 100

J

Figura 3.7: Distribui¢ao de probabilidades para o modelo de moeda e estado inicial dado
pela Eq. (3.42). Somente as probabilidades para j par foram plotadas, uma vez que para
J impar elas sao nulas.

0,12
0,10 [
0,08

=, 0,06 |

=
0,04 L

0,02 [

0,00 [ | , |
— 100 —50 0 50 100

Figura 3.8: Distribuicao de probabilidades para o modelo de espalhamento e o estado
inicial dado pela Eq. (3.42).

0,08

0,06 -

0,00 |
— 100 — 50 0 50 100

Figura 3.9: O mesmo que na Fig. (3.7), mas para o estado inicial dado pela Eq. (3.43).
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0,08
0,06 |
0,04 |

=

0,02 |

0,00 -
— 100 —50 0 50 100

Figura 3.10: O mesmo que na Fig. (3.8), mas para o estado inicial dado pela Eq. (3.43).

Os padroes assimétricos das Figs. (3.7) e (3.8) ocorrem porque a matriz de Hadamard
trata de maneira distinta estados associados a sentidos de propagacgao diferentes. Por
exemplo, no modelo moeda, o resultado de sua acdo sobre os estados | £ 1), difere por
um fator de fase —1, veja a Eq. (3.14). Assim, ao iniciarmos a caminhada no estado da
Eq. (3.42), que estd associado ao sentido crescente das posigoes, a matriz de Hadamard
induz mais interferéncias destrutivas nas posicoes mais a esquerda e mais interferéncias
construtivas a direita da origem [4]. Isso pode ser melhor visualizado na Tab. (3.1), onde
os trés primeiros passos da caminha no modelo moeda foram calculados explicitamente.
Essa assimetria pode ser removida iniciando o sistema no estado da Eq. (3.43), que nao

privilegia nenhum sentido de deslocamento da particula.

~ 0 1 2 3
. T
5 —2]-1,-2)
-1 51— 1,-1) s [ -1+ - - -1 -1+ -1,-1)
interferéncia destrutiva
0 [1+10 3(-1L0)+[+1,0)
+1 5|+ 141 s 1= L4044+ + [+ 1,41)
interferéncia construtiva
+2 1+1,+2)
+3 Z1+1,+3)

Tabela 3.1: Célculo explicito dos trés primeiros passos da caminhada no modelo moeda
usando a matriz de Hadamard. Observe que as posigoes a esquerda da origem tendem a
sofrer interferéncias destrutivas em oposi¢ado ao que ocorre nas posigoes a direita.

Um aspecto interessante na evolucao das caminhadas quanticas, consiste na maneira

que a funcao de onda sofre interferéncia. Considere que na etapa de tempo n os estado
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do sistema, no modelo moeda, seja dado por

() =3 Ao, 27) + - AG) o', 25 + 1) (3.44)
J J'
componente par componente impar

onde o as superposicoes de estados, do primeiro termo representa a particula saindo de
vértices com rétulos par (componente par), e do segundo termo representa a particula
saindo de vértices com rétulos impar (componente impar). Apds um passo de tempo,

temos

[h(n+1)) = Uelp(n))
[pn+1) = U (ZAS‘)’U,zﬁ+ZA§§:Zrl]J’,2j’+1))
j 7

j
[Win+1)) = ZAQJ' [cg{)b, 2j+o0)+ c(_2(j,)a| - 0,2 — a>] +
J

o —o' o’

ZA;“;IILI |:C((72/j/+1)‘0'/,2j/ + 1 4 O_/> + C(Qj/+1)| _ O'/,Zjl 4 1— O_/>i| ) (345)
5!

Da Eq. (3.45), observamos que a componente par nao interfere com a componente
impar, pois os estados associados a sitios pares na etapa de tempo n, evoluem para estado
associados a vértices impares, no passo de tempo n + 1, e os estados associados a vértices

impares em n, evoluem para sitios pares em n + 1, veja a Tab. (3.2) e a Fig. (3.11a).

n n+1
componente par em n o, 27) lo, 25 + o)
componente impar em n | |0’,25' + 1) | 0,25 + 1+ o)

Tabela 3.2: Observe que um estado ligado a um vértice par na etapa de tempo n é levado
para um estado ligado a um vértice na etapa de tempo n + 1 (primeira linha), uma vez
que o assume os valores +1, e um estado associado a um vértice impar em n é levado a
um vértice par em n + 1.

Portanto, quando o estado inicial do sistema for uma superposicao de estados cujos os
numeros quanticos j’s sao todos pares, a superposicao de estados resultantes da evolucao
do sistema no passo de tempo n vai possuir apenas componentes com j par, se n for par,
e 7 impar, se n for impar. Isso pode ser visto nas Figs. (3.7) e (3.9), onde temos as
distribuigoes de probabilidades apds 20 passos de tempo, no modelo de moeda, para os

estado iniciais dados pelas Eqgs. (3.42) e (3.42), que representam o sitio com j = 0.

Por outro lado, quando o estado inicial ¢ uma superposicao de estados com j’s de

paridade diferentes, podemos encarar a caminhada como dois processos independentes,
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pois estados resultantes de saltos de sitios com paridades distintas nao interferem entre
si. Por exemplo, ao evoluirmos uma caminhada no modelo de moeda, usando a matriz de

Hadamard e com o estado inicial dado por

9(0)) = ¢1§ (1= 1,-1)+[+1,0)), (3.46)

observamos que o sistema se comporta como duas caminhadas distintas, uma para a
esquerda associada a componente | — 1, —1) do estado inicial e outra para a direita rela-

cionada a | + 1,0), Fig. (3.11).

(a)

0,08

0,06 |

0,04

&J )

0,02 |

0,00 |
— 100 —50 0 50 100

0,08

0,06 [

()
c

0,02

0,00 |
— 100 —50 0 50 100

Figura 3.11: (a) sitios ocupados nos dois primeiros passos de tempo, as setas cinzas e
pretas representam respectivamente estados associados as componentes do estado inicial
| —1,—1) e | + 1,0); (b) distribui¢do de probabilidades apds 100 passos de tempo; (c)
distribuicao de probabilidades decomposta em duas componentes, uma que se propaga
para esquerda (quadrados) e outra que se propaga para a direita (circulos), associadas
respectivamente as componentes | — 1, —1) e | + 1,0) do estado inicial.
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Levando em conta a equivaléncia unitaria entre os modelos de moeda e de espalha-
mento, Egs. (3.33) e (3.34), o mesmo ocorre para o modelo de espalhamento. As com-
ponentes dos estado que descrevem uma particula chegando em um sitio com j par nao
interferem com as componentes que descrevem a particula chegando em um vértice com
j fmpar durante a evolucao do sistema. No entanto isso ¢ mais dificil de ser visualizado
para esse modelo, devido a diferenca na forma que a fungao de onda se propaga ao longo

da rede.

A diferenca na forma de propagacao da funcao de onda pela rede, se deve ao fato
de usarmos representagoes contrastantes dos estados em cada modelo, como discutido
na se¢ao anterior. Enquanto que, no modelo de moedas os estados estao associados aos
vértices, no modelo de espalhamento os estados estdo associados as arestas. Portanto,
podemos ter a situacao onde uma superposicao de estado que representa sitios diferentes
no modelo de moeda pode representar uma mesma arestas no modelo de espalhamento.
Para exemplificar isso, considere o estado dado pela Eq. (3.46), analisando a Fig. (3.12),
observamos que ele representa dois vértices distintos no modelo de moeda e a mesma

aresta no modelo de espalhamento.

(a) (b)

(I =1L-1)+[+1,0) (=1,-1)+[+1,0))
-3 —2 1 0 +1 +2 -3 —2 17 o +1 +2

Figura 3.12: Representagoes geométricas do estado da Eq. (3.46), para o modelo de
moeda em (a), e para o modelo de espalhamento em (b).

A Fig. (3.13) representa a evolugao dos primeiros passos das caminhadas no modelo
de moedas, em (a), e do modelo de espalhamento, em (b), para o estado inicial dado pela
Eq. (3.46). Observe que nao existe interferéncia, em ambos os modelos, para os estados
ligados aos vértices pares (setas em pretos) com os estados associados aos vértices impares
(setas cinzas), como ja discutido. Geometricamente isto é representado pela auséncia de

setas pretas e cinzas em um mesmo vértice ou aresta apontando para um mesmo sentido.

Como abordado nos paragrafos anteriores, quando estado inicial do sistema é uma
superposicao de estados associadas a vértices com paridades diferentes, podemos inter-
pretar as caminhadas em cada modelo como dois processos independentes, um associado
aos vértices pares e outro aos vértices impar. No entanto, quando levantamos as dis-
tribuicoes de probabilidades, esse fenomeno fica dificil de ser visualizado no modelo de
espalhamento, uma vez que a funcao de onda se propaga pela rede através das arestas,

e estados chegando a sitios vizinhos (com paridades distintas) podem contribuir para a
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probabilidade de encontrar a particula na arestas que os unem.

R —
n =20 -~ n =20
-
n=1 ~—o- >~ n=1
—
-— — -— —
n =2 n=2
— — — —
-3 —2 -1 0 +1 +2 -3 -2 -1 0 +1 +2

Figura 3.13: Representacao geométrica, dos primeiros passos, da evolucao das caminhadas

para modelo de moeda em (a), e de espalhamento em (b), com o estado inicial dado pela
Eq. (3.46).

A diferenca das representacoes dos estados no modelo de moeda e de espalhamento,
levam a padroes de distribuicao de probabilidades distintos, o que pode ser observado
comparando os graficos das Figs. (3.7) e (3.9) com os das Figs. (3.8) e (3.10), respectiva-
mente. No entanto sempre podemos obter a distribui¢ao de probabilidades de encontrar a
particula em uma aresta através dos estados do modelo de moeda e vise-versa, utilizando

os projetores cruzados dados pela Eq. (3.40).

Uma vez que os modelos de moeda e de espalhamento sao unitariamente equivalentes,
determinamos a dispersao Ax nas posig¢oes apenas para o modelo moeda, por ele ser mais

semelhante as caminhadas aleatérias classicas. Logo

Ar = Zpgﬂ(n)j? - (Z p((;j)(n)j) . (3.47)

0 20 10 60 80 100
n

Figura 3.14: Dispersao nas posi¢oes em funcao das etapas de tempo. Circulos caminhada
aleatodria classica, quadrado (losango) caminhada quéantica assimétrica (simétrica).

Comparando o comportamento da dispersdo nas posi¢oes em funcao das etapas de

tempo, Fig.(3.14), das caminhadas aleatérias cldssicas e das caminhadas quénticas, ob-
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servamos que na versao classica a dispersao é proporcional a raiz quadra das etapas de
tempo, Az ~ y/n, enquanto que, na versio quantica, usando a matriz de Hadamard,
temos Ax ~ n, veja a Fig. (3.15). Isso se deve ao comportamento das distribuigoes de
probabilidades. Nas caminhadas aleatérias classicas ¢ uma distribuicao gaussiana cen-
trada em torno da origem. Ja nas caminhadas quéanticas, usando a moeda de Hadamard,

ela se espalha no intervalo [—%, %], onde 7' é o nimero total de passos de tempo [4].

0,14

0,12]
0,10}

0,08f

Figura 3.15: Comparacao entre as distribuicoes de probabilidades para uma caminhada
classica com probabilidade igual da particula se deslocar para esquerda ou direita a cada
passo de tempo (circulos) e as caminhadas quinticas no modelo moeda usando a matriz
de Hadamard para os estados da Eq. (3.42) (quadrados) e da Eq. (3.43) (losangos).
Somente a probabilidades para j par foram plotadas, uma vez que para j impar elas sao
nulas.



Capitulo

Caminhas Quanticas Discretas em Grafos

Neste capitulo vamos revisar as formulagoes dos modelos de moeda e de espalhamento
das caminhadas quanticas discretas em grafos simples arbitrarios, bem como discutir
a equivaléncia unitdria destes modelos (como demonstrada na referéncia [27]). Vamos

também particularizar os resultados gerais para o caso de redes regulares bidimensionais.

Figura 4.1: Exemplo de um grafo simples onde ocorrem as caminhadas quanticas. Lem-
brando que para um grafo ser simples, ele deve ser formado por arestas nao direcionais,
seus vértices devem ter no minimo uma ligacdo com um dos seus vizinhos, ndo podem
conter “loops” (auto-ligagbes) e ndo pode haver pares de sitios com mais de uma aresta
conectando-os.

4.1 Modelo de Moeda

Neste modelo o sistema é formado por uma particula quantica que se move em inter-

valos de tempo discretos, n, através dos vértices de um grafo simples G(V, E). Os estados

40
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que descrevem o sistema sao dados por
|Om, 05) = |om)e @ [0;)p, (4.1)

onde |o,,). estd associado a graus de liberdade auxiliares responsaveis por direcionar a
particula a cada etapa de tempo e |v;), estd associado a posicao dos vértices no grafo.
E importante salientar que em cada vértice v; S30 necessdrios g,, estados associados aos
graus de liberdade auxiliares, com g,; sendo o ntmero de ligagoes que v; faz com seus
vizinhos (grau de v;), Fig. (4.2). Além disso, o estado |v;),, apesar de estar associado a

posicao do vértice v;, ndo é necessariamente auto-estado de posigao.

Figura 4.2: Exemplo de estados para o vértice v; em um grafo simples. Observe que
o vértice v; possui quatro ligacoes, portanto sao necessarios quatro graus de liberdade
auxiliares para direcionar a particula para os vértices adjacentes, durante a caminhada.

O espago de Hilbert do sistema H¢ys é dado pelo produto tensorial entre o espago
vetorial dos estados associados aos graus de liberdade auxiliares H. e o espago vetorial

dos estados associados as posicoes dos vértices H,p,
Hov =He @ Hy. (4.2)

Os estados |v;), € |oy). formam, respectivamente, uma base ortonormal para H, e H.,

logo

p<viyvj>p = 5vivj7 (433)
ip = Z [vi)p (s, (4.3b)

J
C<0m|0n>c = 60'm0'n7 (44&)

g”j
1. = Z ‘O'm>c C<0-m|. (4.4b)

m=1

Assim uma base para o espaco de Hilbert Hepy, do sistema é constituida pelos estados
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|om, v;) dados pela Eq. (4.1), tal que

(Ons Vil Om, V) = Ov,0,00,0, (4.5a)
90,

e =101, =) |om, v;){om vjl. (4.5Db)
j m

Observe que cada vértice contribui com g,, estados. Utilizando as Eqgs. (2.9) e (2.10)
pode-se mostrar que a dimensao do espago de Hilbert do sistema ¢ dada pelo dobro do

numero de arestas do grafo,

dim {Hen} =D g0, = D> A, = 2M. (4.6)
J (]

A evolugao temporal do sistema é implementada pelo operador unitario U, com

[Y(n+1)) = Uclp(n)), (4.7)

a cada etapa de tempo n. O operador U, é dado em termos do produto de dois operadores
unitarios

U.=8x(C"@i,), (4.8a)

Ul = () o1,) x s, (4.8b)

O operador S é o operador translagao condicional que atua em Heys e é responsavel

pelos saltos da particula entre dois vértices adjacentes, Fig. (4.3),

Slom, V) = |0e(Oms V), fe(Om, v))), (4.9a)

S0 03) = [9e(Tms v5), JelOm, v7)), (4.9D)
onde as funcdes (f, f.) € (¢e, @) sdo funcoes biunivocas e localmente adaptéveis [27], que
representam, respectivamente, um vértice adjacente a v; e uma dada direcao em tal vértice.
Entende-se por fungoes localmente adaptaveis as fungdes que (i) podem ser construidas
para qualquer vértice v;; (ii) para cada vértice v; elas dependem apenas da estrutura
dos vértices ligados a ele; e (iii) elas sdo bem definidas independentemente do nimero de
vértices ligados a v;. Além disso, da condigao de unitariedade de S, SST = 515 = 1o,

devemos ter

Vi = fc(fC(o-m?Uj)aQsc(O—mavj)); (410)



4.1. Modelo de Moeda 43

Om = QSC(JEC(O-m’Uj)ngC(Uvaj))? (4‘11)
v = Je(@e(om, 0)), felom,v5)), (4.12)
Om = G Ge(Om, V), fe(om,v5)). (4.13)

Utilizando a relacdo de completeza do espago vetorial Hear, Eq. (4.5b), podemos

exprimir S como

S = Z ZJ |¢C<Omvvj)7fC(Umvvj)><Um’vj|> (4'14)

j m=1

S =33 Bl v5), Fol0m 0)) T, (4.15)

7 m=1

(a) (b)

Figura 4.3: Ag¢do do operador translacao em (a), e do seu adjunto hermitiano em (b).
Observe que cada estado |(vj,0m)) (|00, v:)), S (ST) implementam uma translagao para
um tnico estado |0y, v;) (|om, v;)), Eq. (4.9), com v; = fo(0m,v)) € 0 = @c(Om,v;)
(v; = fo(on, vi) € Om = Pc(0n, v;)), Por este motivo o operador S é chamado de operador
translacao condicional.

O operador C*) desempenha a funcdo de “rodar” os estados que descrevem os graus
de liberdade auxiliares |o,,). e atua em H.. Ele tem um papel andlogo ao das varidveis
aleatorias que determinam a direcao em que a particula se desloca nas caminhadas alea-
torias classicas. Por esse motivo, vamos denominé-lo operador moeda. De maneira geral

ele é dado por

Juj Gv;
Ce) = 55" |om)e clol. (4.16)
m=1n=1

Da condicéo de unitariedade de C%), CW)CWIT = @I COW) = ic, os coeficientes cgifl?,n

devem obedecer as seguintes relagoes

9v; 9u;

S k), = 3 ), = G (417
k=1 k=1
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Usando as Eqgs. (4.14), (4.15), (4.16) e (4.3a), o operador evolucao temporal, Eq.

(4.8), pode ser escrito na forma

Ue = Z Z Z an,am|¢c Un:%) fc(UmUj)xUm?Uj‘, (4.18)

7 m=1ln=1

g 97,
D DD I B LU AL ) (4.19)

] m=1n=1

Assim sua agdo em um estado de base resulta em

9o;

Uc,amavj> = Z Caman’¢c(am7vj) fC(UTmUJ» (4.20)
m=1

Ug|0m,% Z Jelom vq) |0nvf6(gmvvj)> (4.21)

Dc(Om,v;5),0n

Finalmente, a probabilidade de encontrar a particula em um dado vértice na etapa de

tempo n, pg ’)( ), é¢ dada por

9 (n) = () [P () (4.22)

onde [1(n)) descreve o sistema no instante de tempo n e P ¢ o operador projetor,

gu;

P = 5" |00, 05) (m, v;]. (4.23)

m=1

4.2 Modelo de Espalhamento

Nesta versao das caminhadas quanticas, a particula se desloca através das arestas do
grafo e a cada etapa de tempo, ao incidir sobre um vértice, ela pode sofrer um processo
de espalhamento (reflexdo ou transmissao). Em geral, na literatura [24], os estados do
sistema sao rotulados pelos vértices conectados pela aresta onde se encontra a particula,

no entanto adotaremos a nomenclatura usada em [27].

Considere um vértice v; de um grafo G(V, E), Fig. (4.1), o conjunto v; = {v( 5, - v, 50}
de g,, vértices adjacentes a vj, onde g,, ¢ o grau de v; (nimero de ligagoes que v; faz
com sua vizinhanca), e o conjunto =; = {o1,...,04,,} de gy, elementos que estao associados
as diregoes e sentidos entre os vértices de V; e v;. Definimos os estados que descrevem

o sistema como |0, v;), que indica que a particula esta se propagando do vértice v(y, ;)
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para o vértice v; através da aresta que os ligam, Fig. (4.4). O estado |0y, v;) apesar de
conter a informagao da direcdo que a particula estda se propagado nao é necessariamente

auto-estado de momentum.

Figura 4.4: Descrigdo geométrica dos estados de base do sistema. Observe que cada aresta
abriga dois estados, um chegando (seta continua) e outro saindo de v; (seta tracejada).

O conjunto de estados {|oy,, v;)} formam uma base para o espago de Hilbert H gy do

sistema, portanto sao validas as relagoes de ortonormalidade e completeza,

<0m7 Uj‘o-na Ui> = 5vjvi50man (424)
9u;

Lonr =32 > 0w, v3){om, vj] (4.25)
j m=1

A dimensao do espacgo de Hilbert do sistema é dada pelo dobro do niimero de arestas
do grafo, o que pode ser verificado contabilizando o nimero dos estados de base de Hgy,.
Assim levando em conta que cada vértice contribui com g, estados de base, e as Egs.

(2.9) e (2.10) temos

dim {Hsm} = go, =D Api, = 2M. (4.26)
J i

O sistema evolui a cada etapa de tempo de acordo com a ac¢ao do operador unitario
Us,
[Y(n+ 1)) = Usl(n)), (4.27)

onde sua acao em um estado de base é definida por

v

Us|0m,vj> = Z Ffbtj(Ln7vj),O'm|¢s(0—n’/Uj), fs(O'n,Uj)>, (428)

n=1

9fs
Uilam,vﬂ - Z p(fs<om,vj>>*,% fs(Om, 7)), (4.29)
n=1

Om,0n
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onde fs e ¢, sao fungoes biunivocas e localmente adaptaveis, tal que fs representa um
vértice que pertence ao conjunto V; e ¢, indica que a particula esta se propagando de v,
para f,. Levando em conta a unitariedade de U,, U,U] = UlU, = 1, se v; e vy, sao dois
vértices adjacentes tal que os estados |0y, v;) € |0y, vy) indicam a diregdo e sentidos entre

v; e vy, conforme a Fig. (4.5) devemos ter:

vy = fs(anavk)a Vg = fs(amavj)a (430)
Om = ¢s(gna Uk)a On = ¢s(0ma Uj); (431)
oL () )
= ¢(Jo'kﬂ}7) Om ¢ O'ky’U7),0'n Z F O'm71)7 Ok ¢(]0'n7v])70'k = 60’m”n' (432)

On d)s(o—m?v])

v; = fS((Unvvk)) '—’ V= fs(gmavj)
Om *¢S(Jnavk)

Figura 4.5: Associacao entre os dois estados em uma mesma aresta e as fungoes f, e ¢s.

Usando a relacio de completeza 1g,, Eq. (4.25), podemos exprimir U, e Ul como

segue

U Z Z Z ¢S(UR7UJ)7JW|¢3(O—n;Uj>7fs(0n7vj)><0_mavj|7 (4'33)

j m=ln=1

gv7 9fs

Z Z Z a{i,g::lmj |Un7fs(amavj)><0'mavj|- (434)

j m=1ln=1

Expandindo a Eq. (4.29) podemos separar a a¢ao de U sobre os estados de base em
duas contribui¢oes, uma de reflexao e outra de transmissao,

Us|0mvvj> ]‘—‘((;:)](g‘m V5),0m |¢s(0mavj) fs Um»vj Z F(U]U ;) |¢)s(0navj) f(sgnvvj)>a (435)
n#m

reflexdo

transmissao

U;f|om,vj> s (om.v;)) |65 (Tm, Vi), fs(Tm,v5)) ZFg{nfg:’””ﬂ))ﬂan,fs(am,vj)> com oy, # Ps(Om, V) -

Tm,Ps (O'm UJ)

reflexao
transmissao

(4.36)
Assim, podemos definir o operador evolugdo temporal, U,, em termos de dois novos

operadores: um de reflexao, R, e um de transmissao, 7',

U=R+T (4.37)
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onde
PL|U(UJ 1)]> - r((;j:(l'm,vj) Om ’¢s(0m7 Uj)’ f5(0m7 UJ')>’ (4.38&)
TloG),0) = 3450 o) ol @5(00,03), F (0, 05)), (4.38D)
n#m
Rlof?), vj> = o i |85 ), (T, v3), (4:38¢)
THoW) oy, Zt((,{i,gr’?’vj O, fs(Om,v))) com o, # Gs(0m,v5),  (4.38d)
e

® T 4(0m ;) 0m = L ¢(0mv;),0m dESCTEVE UM processo de reflexao;

® Li(on.0,)0m = L d(omv;),0m d€SCreve um processo de transmissao;

Dado um estado do sistema, [1(n)), em uma etapa de tempo qualquer, a probabilidade
de encontrar a particula na aresta que liga os vértices v; e v; quando o sistema é descrito

por este estado é dada por

P = pt) = ()P (n)), (4.39)

onde Ps(vi’vj )60 projetor definido por

P = P — |00, v}, 0 + ol vi) (012, v, (1.40)

s

Levando em conta as Eqgs. (4.30) e (4.31) temos

P = |03, 03) (s 03] 4 1050y 05), (0 03)) (D5 (s v, f Oy 0))], (4:41)
P§Ui7vj) = |Una Ui><0nyvi| + |¢s(an7vi)v f(an7vi)><¢s<0na Ui)? f(O'n,Ui)|. (442)

4.3 Equivaléncia Unitaria dos Modelos

A equivaléncia entre os modelos de moeda e de espalhamento em grafos arbitrarios foi
demonstrada na referéncia [27]. Para isso trés passos sao necessarios: (i) estabelecer uma
correspondéncia um a um entre os estados de base dos dois modelo, o que é possivel pois
o espaco de Hilbert tem a mesma dimensao em ambas formulagoes, Eqs. (4.6) e (4.26);
(ii) relacionar adequadamente os dois operadores de evolugao temporal; (iii) construir os
operadores projetores adequados para obter a distribuicao de probabilidade do modelo de

moeda em funcao dos estados do modelo de espalhamento e vice-versa.
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Para distinguir os estados dos modelos de moeda e de espalhamento, vamos usar as
seguintes notacgoes:

o estados do modelo de moeda: |0, ;) em;

e estados do modelo de espalhamento: |0y, V;) sm;

Primeiro temos que relacionar um a um os estados de base dos dois sistemas, para

isso vamos langar mao de um operador isomoérfico unitario E : Hey — Henr [24],
E|07(711)j)7vj>5m = |a(0mavj)avj>cm> (4433)

ENOmy i) em = |6(0m, 05), V5 sm- (4.43Db)

Os operadores E (ET) associam um dado estado das caminhadas quanticas no modelo de
espalhamento (modelo de moeda) que esté chegando (saindo) no vértice v; pela dire¢ao oy,
com um estado do modelo de moeda (modelo de espalhamento) que estd saindo (chegando)
em v; pela direcdo a(v;, o) (&(vj,00m)), veja a Fig (4.6), onde, as funcoes o e & sao

biunivocas e localmente adaptaveis.

(a) (b)

Figura 4.6: Representacao geométrica da agao do operador isomorfico unitério £ em (a),
e do seu adjunto hermitiano em (b).

A equivaléncia unitaria na evolugdo temporal do sistema é dada pelas relagoes entre
os operadores Uy e U,

U, = E'U,E, (4.44a)

U,= EU,E". (4.44b)
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Levando em conta as Eqs. (4.43), (4.18) e (4.33) temos

pUE =YY erzs?m oy E163(00.05), £u(0n,03)) amsmn (. 05 Y,

]mlnl

EUSET Z Z Z 455(0" v;), o'm ¢)6(0nvvj) fs(onvvj))afs(o-navj)>cmcm<a(0'maUj)v'Uj|a

j m=1ln=1

(4.45)

ETU E = Z Z ZC(UJ ET|¢C Un,vj) fc(an,vj)>cmcm<am,vj|E

]mlnl

E'UE = Z Z chﬁ)amm (Pc(0n,v5), felon, V7)), fe(On, V) smsm (B(Tm, vj), vj]- (4.46)

j m=1ln=1

Assim comparando respectivamente as Eqs. (4.45) e (4.46) com as Eqgs. (4.18) e (4.33),
para as relagoes entre U, e Uy, dadas pela Eq. (4.44), serem verdadeiras, os coeficientes que

descrevem a evolucao temporal no dois modelos devem satisfazer as seguintes igualdades:

(vj) (v )

F‘z’s](an Vj),0m (¢S(Un v5),fs(on,v5)),0(om,v;)? (447)
(v)) (v5)

Conom = L a(Be(on),felonu;)iomos): (4.48)

Os operadores projetores P.,, responsaveis pela determinacao das probabilidades de
encontrar a particula em um sitio ou arestas nao podem ser associados de maneira unitaria,
ou seja,

P, + E'P,E, (4.49a)
P, + EP,E". (4.49b)

Isto ocorre uma vez que os estados no modelo de moeda e de espalhamento sdo repre-
sentagoes contrastantes como discutido na se¢ao (3.4) para o caso unidimensional. Para

contornar esse problema definimos novos projetores cruzados

75(|vz':vj) _ ETP(gUf)E, (4.50a)

S|C

7)(”] E’])S(Uiy’vj)ET’ (450b)

cls

que atuam, respectivamente, em Hgys € Hepr com P(Evj ) e Ps ©i3) Jados pelas Eqgs. (4.23)
e (4.40). Logo

) (n) = ()P (n))e = ()P [(n))s, (4.51)

P () = () [P (n))s = o (n) | P () (4.52)
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Assim das Eqs. (4.51) e (4.52) podemos obter a distribuigdo de probabilidade de encon-
trar a particula nos vértices (arestas) diretamente dos estados do modelo moeda (espa-
lhamento) utilizando o operador projetor direto, L) (Ps(vi’vj )), ou a partir dos estados
no modelo de espalhamento (moeda), onde a descri¢ao do sistema é feita sobre as arestas
(vértices), utilizando o operador projetor cruzado, Pslvg’vj (75(5‘1;7)), como no caso unidi-

mensional.

4.4 Caminhadas Quanticas em Redes Regulares Bi-

dimensionais

Nesta secao vamos simplificar a metodologia, desenvolvida nas se¢oes anterior, para
implementar as caminhadas quanticas em grafos simples, quando elas ocorrem em redes

regulares bidimensionais.

Considere uma rede regular bidimensional que possua todos os seus vértices com o
mesmo grau g, por exemplo as redes da Tab. (2.1). De maneira geral podemos rotular
seus vértices pelos pares ordenados (7, k). Assim, levando em conta que todos os vértices
das rede possuem o mesmo numero de ligagoes, os estados de base do sistema, tanto no

modelo de moeda como no modelo de espalhamento sao definidos por

|om, (4, k)), com m=1,....9 e (j,k) € Z. (4.53)

Para o modelo moeda vamos, assumir que o operador translagao condicional, Eq.
(4.14), seja dado por

g
S=>"lom, (felG. ksom), 90, k. om))) (om, (4, k)|, (4.54a)
(j.k) m=1
g
ST 10wy (Feldy by om)s Ge(Fs by 00m))) (Oms (4, K], (4.54b)

onde as funcoes f. e f., da Eq. (4.9), se desdobraram em duas (fe, g.) e (fe,dc) , pois
estamos usando dois indices, (j, k) para rotular os vértices. Vamos admitir que as fungoes
e € P, da Eq. (4.9), se reduzem a

Oc(Oms (G, k) = be(Om, (4, k) = om. (4.55)
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O operador moeda, Eq. (4.16), é dado por

= Eg:i: ) Nom, (G, k) (om, (G, F)]. (4.56)

m=1
Observe que podemos representar C(j’k) Por uma matriz de ordem g XxXg.

Combinando as expressoes de S e CU*) podemos colocar o operador evolucdo tem-

poral, U, = S x (CU® ®1,), na forma

U= 50399 (o (£l ks 0w e b 0))) s G )], (4.57a)

(jk) m=1n=1

> Z:: AelGhan) 3eikon)® |5 ([ (5, k, 00, Ge(dy ks 00))) (0, (G, K], (4.57D)

(k) m=1

cuja acao em um estado de base é dada por

g
Uelon, (3, K)) = D 88 Now, (f(5, ks 0m), 9c(, by om))).- (4.58a)
m=1
g ~
Ullom, (1) = 52 3 cFGbonaGion o, (75,02, 3.k, o)), (458)
(k) m=1

A probabilidade de encontrar a particula em um dado sitio (j, k) pode ser determinada

em termos do operador projecao

g
Z |Jm7 jv O-ma(jv k)l (459)

No modelo de espalhamento, a expressao para o operador evolucao temporal Uy, Eq.
(4.33), se reduz a

g g
Z Z ZF S(o'm (4,k)), |¢s(‘7m7(j7 k), (fs(ds ks om), 9s(d, ks om)))(om, (4, k)|, (4.60a)

(7, k; m=1n=1

g g
> Z DG kon)gsGhon) g (f,(5, k, o), g5 (4, Ky 00)))(0n, (7, k)], (4.60b)

m=1n

(4,

~

assim como no caso do modelo de moeda, a fungao fs, da Eq. (4.33), se desdobrou em

duas, (fs, gs). A agdo de Us em um estado de base |0, (4, %)) é definida por

U |Un7 ]7 Z F jg(gm (]k ),0n |¢s(0ma (]a ))7 (fs(.]a k70m>ags<ja kao-m)»' (461&)

m=1
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g
Ullon(, k) = 32 3 DU UkonasGbond o (£, k,00), oGk, 0))).  (4.61D)

(4:k) m=1

A probabilidade de encontrar a particula em uma dada aresta ligada ao vértice (j, k)

e associada ao nimero quantico o, ¢ dada em termos do projetor

PIR) = oy, (4, k) 0m, (4, k)| + |65, (o 95)) (s, (fs 95)]; (4.62)
onde
¢ = ¢s(om, (4, k),
fs = fslom, j, k),
95 = gs(om, J, k).
Levando em conta a regularidade da rede, a equivaléncia unitaria entre os dois modelos

fica totalmente estabelecida através da agao do operador isomérfico unitario F, Eq. (4.43),

que é definido pelas relacoes

Elom, (4, %)) sm = |Tm; (4, F))em, (4.63a)
Eom, (7. k))em = 0w (5. 5))sm, (4.63b)
(O, (4, k) = O, &lom, (4, k) = o (4.64)

Da relacao entre U, e U, dos dois modelos, Eq. (4.44), e as Eq. (4.48), (4.55) e (4.64)
os coeficientes que descrevem a evolugao temporal nos modelos de moeda e espalhamento

estao relacionados por
Gk =10k (4.65)

Om,On Om,0n "

Os coeficientes cUF) e I'U*)  podem ser representados por matrizes unitérias de ordem
myYn myYn

g X g, assim temos,

N rgm rys . ToR

Ok — Uk — 0532',,,)1 6%’22 CS’]%"’)Q — F‘(’Jf"zl F‘(’j?"% F‘(’]?"’)g (4.66)
cGk)  JGR)  ak) ruk Gk Uk
0g,01 0g,02 0g,0g 04,01 0g,02 0g,0g

Finalmente para implementar as caminhadas quanticas, nas redes regulares bidimen-

sionais, devemos definir devemos seguir trés passos:
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e (i) definir os valores de o,, que caracterizam os estado de base do sistema, |o,,, (j, k));

e (ii) construir as funcdes (f., gc), (fo, Ge), (fs, gs) € @5, em termos de o, € (j, k), para

determinar a evolucao do sistema usando U, ;

e (iii) determinar a distribui¢do probabilidades de encontrar a particula nos sitios da

rede através do projetores diretos e cruzados.

Por exemplo, para a rede linear, discutida no capitulo 3 comparando as Eqs. (3.16a) e

(3.24a) com as Eqgs. (4.57a) e (4.60a) respectivamente concluimos que

fe(d,0) = fs(j,0) = j + o, fc(j,U):j—U, ¢S(j70)207 (4.67)

onde o assume os valores =+1.



Capitulo

Caminhadas Quanticas Discretas na Rede

Quadrada

Aqui e nos préximos capitulos particularizaremos a construcao geral apresentada no
capitulo 4 para dois casos importantes de redes regulares bidimensionais as redes quadra-
das e hexagonais. Neste capitulo vamos construir e ilustrar as caminhadas quanticas na
rede quadrada, representada na Fig. (5.1), que é uma extensao natural em duas dimen-
soes das redes lineares. Também vamos exemplificar numericamente a equivaléncia entre

os modelos de moeda e de espalhamento para tal topologia.

5.1 Construcao do Modelo de Moeda

A rede quadrada é uma rede regular que possui todos os vértices com grau quatro.
Portanto para definir o modelo moeda, cada sitio necessita de quatro graus de liberdade
auxiliares. Seguindo um desenvolvimento analogo as caminhadas aleatérias classicas, feito
na segao (2.2.2), para cada grau de liberdade o,, associado a um estado partindo de (7, k)

vamos atribuir um par de valores (o,,0,), Fig. (5.2), tal que
op=(—1,0), o9 =(+1,0), o3=(0,—1), o4 =(0,+1). (5.1)
Assim, os estados de base sao dados por

|om, (4, k) = (02, ), (4, k), (5:2)

com o, e (0,,0,) estao relacionados pela Eq. (5.1).

54
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j—1 45 j+1

k—1
| E
eyL
—

A~

€x L

Figura 5.1: Defini¢bes geométricas da rede quadrada. Os sitios sdo rotulados por pares
ordenados de nimeros inteiros (j, k), e vamos assumir que L = 1.

(J,k+1)

74} (4, k)

o1 02
o3

(jflrk) (]+1,k)

(j7k_ 1)

Figura 5.2: Associag¢Oes entre os niimeros quanticos o, e as diregoes e sentidos de propa-
gacao da particula entre dois vértices adjacentes.

O operador evolucao temporal é dado pelo produto dos operadores translagao con-
dicional S e o operador moeda C'. Para a rede quadrada o primeiro é uma extensao do

operador translagao do caso unidimensional, Eq. (3.9a), dado por

S= > [l0,0),(j +0,k))(0,0), (5, k)| + 1(0,0), (j.k + 0)){(0,0), (5, k)], (5.3)

o==%1
onde o primeiro termo no somatério da Eq. (5.3) estd associado com as translagdes na
direcao €, e o segundo com as translagoes na diregao é,. O operador moeda CU*) pode

Ser expresso por

4 4
> > e lom)eclonl

m=1n=1

COM = 3 3 () (o0 0)e el (@, 0)] + ¢y 10y (0,0 o0, 0)]) +

o/=+10==%£1

S () 0, (0,07))e (0, 0)] + € (0. (0, 0))e (0, 0)])  (5.4)

o/=+10c==%1
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ou em termos de uma matriz 4 x 4,
5.k gk 3.k 3.k (4,k) (4:k) (4:k) (4:k)
L(Tl O)'l Ct()'l,o)'g Cc(rl,a)g ct(j'l,o)'4 c —0,—0 C—O,+0 C—O,O— c —0,0+
(j,k) (j,k) (j,k) (4,k) (J.k) (4,k) (4,k) (4,k)
O(j’k) o 602,01 Cog,ag 002,03 Cag,a4 C+0 -0 CJrO,JrO C+O 0— C+O 0+ (5 5)
5.k 5.k 3k 3.k (J k) (4,k) (4:k) (J k) '
C((fd 0)1 053,0)2 Cg'g,o)'d Cf(fd 0)4 Co—,—0 Co-30 Co—,0- Co—0+
3.k ik 3k 3.k (4:k) (4:k) (4:k) (4:k)
((7'4 0)'1 61(74,022 Ct(3'4,0?3 ((74,0')4 CO+ -0 CO+,+0 CO+,0— CO+,0+

(J,k) <

com cg ., = (0,,|C9R)|o,). Combinando as Eqgs. (5.3) e

em um estado de base é dada por

(5.4), aacao de U. = Sx (CUM ©1,)

k . k) .
Ue(o, = Y N |00, G+ R) + e |00, (5 k+ ")) (5.6a)
o/'==+1
k . ik .
eAl() = > e (0.6, Gk ) + e 0.0 |(070), (G + oK) (5.6b)

o'=+1

A distribuicdo de probabilidades de encontrar a particula nos sitios da rede é dada

através do operador projecao PU*) definido por

'pc(ij) _ (5.7)

> ([(0,0), (4, k)){(e,0), (j.

o+l

k)l +100,0), (4, k))((0,0), (4, k)]) -

5.2 Construcao do Modelo de Espalhamento
O esquema para o modelo de espalhamento é apresentada na Fig. (5.3), onde os
ndmeros quanticos o, = (0,,0,), para 0,,0, = £1, estdo associados aos estados que

estao convergindo para o sitio rotulado por (j, k) e

o1 =(=1,-1), o9 =(+1,+1), o3=(+1,—-1), o4=(—1,+1). (5.8)
Assim os vetores de base sao |0y, (4,k)) = (04, 0y), (4, k)).
A evolucgao temporal do sistema é dada por Uy, com
Uil(00,0,), R = 30 32 T (w0 B8), (£, B), g(ky e, B))), - (5.9)

a=+1 =41

onde as fungoes f(j, «, 5) e g(k, a, ) foram construidas levando-se em conta a geometria

da rede o os pares de valores atribuidos a o,,. Assim,

ala+ S

5 (5.10a)

fGa.B) =7+



5.2. Construgdo do Modelo de Espalhamento o7

(J,k+1)

(j7k_ 1)

Figura 5.3: Associag¢Oes entre os niimeros quanticos o, e as dire¢oes e sentidos de propa-
gacao da particula entre dois vértices adjacentes.

a —
gk, a, B) =k + M (5.10D)
Os coeficientes F((,Jngm = Fgl’%7(az’ay) representam:
Y — (_ _ (]7k) — (]7k)
e um processo de reflexdo, se (o, 8) = (=02, =0y), U0 o) (0 00) = T(Con—oy)(0n.00)}

e um processo de transmissao, se (o, ) # (—0,, —0y), ngf?),(a,,ay) )

(@,f),(0z,0y)"

Além disso eles podem ser organizados na matriz de espalhamento I'U*) da seguinte forma,

TGH  TGH TGk Tk (O pR Ok k)

Pk — nggko)'l ngf(g nggko)'g Fg2k024 _ rﬁf'f’),, t$f3++ t$f3+, tgf,),+ . (5.11)
Ly, TER, T8, oL, T N L P
57]4@1 Ft(fj4ka22 F<(7]4ko?3 Fg{;ka)zl T(—jf,)—— t(—jf,)++ T(—jf,)Jr— T(—jf,)—+

Para obter a distribuicdo de probabilidades definimos dois operadores de projecao:

um que age nos estados que estao na arestas horizontais se (o, x o, = +1) e outro que

age nos estados das arestas verticais se (o, X 0, = —1),
PO = 3 (0,00, ( + (00 — 1)/2, k) {0200, ( + (00 — 1)/2,K)] (5.12a)
PO = |~ 0y, (1. + (0 = D/D) (=030, .k + (02~ /D] (512b)

Oy
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5.3 Exemplos Numéricos

Para ilustrar as caminhas quanticas na rede quadrada, vamos analisar alguns casos
particulares, onde assumimos que as matrizes moeda C'V*) e a de espalhamento I'U*) sdo
independentes dos sitios (j, k). Levando em conta que os modelos de moeda e de espa-
lhamento sao equivalentes e a construcao das caminhadas em redes regulares, discutida
na secio (4.4), da Eq. (4.65), temos que CW*) = T'UF) ou seja as matrizes moeda e de

espalhamento tem a mesma forma,

00'170'1 001702 001703 00—170'4 PO’l,O'l F01702 F01703 F0—1704

C=T— Coz,01 Cozo2 Cozoy Copou | Loyor Toson Tonos Toson (5.13)
60'370'1 003702 603703 003704 1—‘0'3,0']_ FUSaUQ F03703 F0'370'4
00'470'1 004702 004703 004704 ]‘—‘0'4,0'1 FU4102 FU470'3 FU4704

Evoluimos as caminhadas (nos dois modelos) para quatro exemplos de matrizes, a de
Hadamard desacoplada, de Hadamard acoplada, de Grover e da Transformada Discreta
de Fourier (DFT). Essas matrizes foram escolhidas, pois elas sdo usadas na construgao de
algoritmos quénticos [50] e aparecem com frequéncia na literatura [23, 52, 60]. Assumindo

ordenamento da Eq. (5.13) temos:

(a) Matriz de Hadamard desacoplada

41 41 0 0
1|41 -1 0 o
V2 0 0 41 +1

0 0 +1 -1

Cu,=Tp, = (5.14)

(b) Matriz de Hadamard acoplada

+1 +1 +1 +1
11 +1 -1 41 -1
Hy Hy 2 Y141 -1 -1 ) ( )

+1 -1 -1 +1
(c¢) Matriz de Grover

Ce,=Tqg, =< ; (5.16)
21 #1 41 -1 +1

+1 +1 +1 -1
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(d) Matriz da transformada discreta de Fourier (DFT)

+1 +1 +1 +1

1 +1 +i -1 —
Cprr, =Tprr, = 5 ; (5.17)
201 41 -1 +1 -1

+1 —i =1 1

Calculamos U7, [1(0)) em,sm, onde os estados iniciais sdo dados por

W(O»sm =
W’(O»cm =

(|(+a +)v (Oa 0)> + Z“(fv *)7 (07 O)> + |(*7 +)a (070)> + Z"(+a 7)7 (Oa O)>) ’ (5183)

N =N —

(I(=,0),(0,0)) +i[(0, =), (0,0)) + |(+,0), (0,0)) +i[(0,+),(0,0))),  (5.18Db)

com [1(0))em = E|10(0))sm, onde E é o operador que mapeia, de maneira unitaria, os

estados do modelo de espalhamento no estado do modelo de moeda.

Os resultados das distribuigoes de probabilidade apds n = 20 passos de tempo para as
matrizes de Hadamard desacoplada, Hadamard acoplada, Grover e DFT, sdo apresentadas

nas Figs. (5.4)-(5.7) e foram obtidas, respectivamente, a partir de

(a)  pe(20) = cm(1(20)|Pe|t0(20))erm, (5.19a)
(b)  pe(20) = sm(1(20)|Pycl¥(20)sim, (5.19b)
() ps(20) = sm(1(20)|Ps|1p(20)) sm, (5.19¢)
(d)  ps(20) = cm((20)[Peis9(20)) e, (5.19d)

tal que, p. e p, sao as probabilidades normalizada de encontrar a particula, respectiva-
mente, em um vértice e uma aresta. Os projetores diretos, P. e Py, sao dados pelas Eqs.
(5.7) e (5.12). Os projetores cruzados, 753\0 e 750\5, estao relacionados com P, e P, pela
Eq. (4.50).

Nos graficos das Fig. (5.4)-(5.7) temos a seguinte organizacao dos resultados: (a)
corresponde a distribuicao de probabilidades de encontrar a particula em um vértice obtida
diretamente da evolugao do sistema no modelo moeda; (b) apresenta a mesma distribuigao
que em (a), mas obtida através da evolugao do sistema no modelo de espalhamento; em
(c) temos a distribuicao de probabilidades de encontrar a particula em uma aresta obtida
diretamente da evolu¢do da caminhada no modelo de espalhamento; em (d) temos a
mesma distribui¢ao de probabilidades de (¢), mas obtida a partir da evolugao do sistema no
modelo de moeda; em (e) e (f) temos, respectivamente, as planificagoes das distribuigoes

de probabilidades de encontrar a particula em um vértice e em uma aresta.
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Pc DPs

20 T ; , 20 Fres
- 107 - 10*1
! 102, é 107 ,
10 i ... 10—3
i) 10
10 , i
<z 0 “ 0
-10 | 10
-20 : 7 20 | |
-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20
’ J

Figura 5.4: Distribuicoes de probabilidades normalizadas de encontrar a particula nos
vértices, p,, € nas arestas, ps, na rede quadrada apos 20 passos de tempo, onde coeficientes
que descrevem os operadores evolucao sao dados pelos elementos matriz de Hadamard
desacoplada, Eq. (5.14) e |¢(0)) dado pela Eq. (5.18). Os gréficos (a), (b), (c) e (d)
foram obtidos a partir das Egs. (5.19a-d). Em (e) e (f) temos as planificagdes de p, e ps,
respectivamente.
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(a) (c)
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—20  -10 0 10 20 —20 -10 0 10 20
J J

-20

Figura 5.5: Idem a Fig. (5.4), mas para o coeficientes dados pela matriz de Hadamard
acoplada, Eq. (5.15).
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(a) (c)

i:
L
|.
F
~ 0 :
-10
20 i | -20 Hef |
—20  -10 0 10 20 -20  -10 0 10 20
J j

Figura 5.6: Idem a Fig. (5.4), mas para o coeficientes dados pela matriz de Grover, Eq.
(5.16).
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20 ¢
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Figura 5.7: Idem a Fig. (5.4), mas para o coeficientes dados pela matriz da transformada
discreta de Fourier (DFT), Eq. (5.17).
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Os coeficientes dos operadores evolugao temporal dado pelas matrizes de Hadmard
acoplada, Eq. (5.15), de Grover, Eq. (5.16) e da Transformada Discreta de Fourier, Eq.
(5.17), levam a probabilidades iguais da particula se deslocar em todas as dire¢bes. No
entanto, devido a diferencas de fases que eles impoem a caminhos em dire¢oes diferentes
os padroes das distribuigdo de probabilidades sdo distintos, vejas as Fig. (5.5)-(5.7). E
analisando a Fig. (5.4) observamos que o sistema se comporta como duas caminhadas
unidimensionais independentes, como nos exemplos da segdo (3.5), uma vez que para esse

exemplo a matriz de Hadamard desacopla Cy, nao acopla as direcoes e, e e,.

Analisando as Figs. (5.4)-(5.7), observamos que, mesmo sendo as duas formulagoes
para as caminhadas quanticas completamente equivalentes por transformagoes unitarias,
elas levam a padroes de distribui¢oes de probabilidade diferentes, pois estamos utilizando
representacoes contrastantes como discutido no caso unidimensional. Isso pode ser visto
ao comparar os graficos (a) e (c), que representam respectivamente as distribuiges de
probabilidades obtidas diretamente da evolucao do sistema nos modelos de moeda e de
espalhamento. Entretanto sempre é possivel recuperar a distribuicao de probabilidades de
um modelo através da evolugao do outro, através dos projetores cruzados 753\(; e 750\3, Eqgs.
(5.19), veja as distribuicoes de probabilidades (b) e (d) nas Fig. (5.4)-(5.7). Comparando
graficos (a) com (b) e (¢) com (d) observamos que eles sdo idénticos, o que comprova a

equivaléncia dos modelos.

Para o caso da rede linear, durante a evolugao do sistema, as componentes da funcao de
onda ligadas aos vértices j par nao interferem com as componentes associadas aos vértices
j impar durante uma mesma etapa de tempo. De maneira analoga, para a rede quadrada,
as componentes da fun¢ao de onda associadas aos sitios com (j + k) par nao interferem
com as componentes ligadas a (j + k) impar, isso pode ser verificado inspecionando as
Egs. (5.6) e (5.9). Observe que a agao dos operadores evolucao temporal no dois modelos
em um estado com (j + k) par na etapa de tempo n leva a uma superposicao de estado

com (j + k) impar na etapa de tempo n + 1 e vice-versa,

4
Uc,slgma (]a k)j+k:par> = Z An,m|gna (]’m kn)jn+kn:impar>a (520)
n=1
4
Uc,s’Un’m (]7 k)j+k:impar> == Z An,m‘ana (]na kn)jn+kn:par>- (521)
n=1

Logo, se o estado inicial do sistema é uma superposicao de estados com j + k par, por
exemplo o estado dado pela Eq. (5.18), durante a evolugao da fun¢ao de onda, ela exibira

somente superposicao de estados com j 4+ k par nas etapas de tempo com n par, e j + k
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impar nos passos de tempo com n impar. Associando esse fato a maneira que as fungoes
de onda se propagam pela rede, sobre os vértices para o modelo de moeda, e pelas arestas
para o modelo de espalhamento, observamos que, para os exemplos desta se¢ao, apds 20
passos de tempo, no modelo de moeda, existem apenas probabilidades de encontrar a
particula apenas no sitios com j + k par. Isso pode ser visto nas Figs. (5.4e)-(5.7e), que
apresentam a planificacdo das distribuigoes de probabilidades dadas para o modelo de

moeda.

A dispersao nas posicoes da particula pode ser determinada por

2 2
Ar= 3PP G2+ k) — [ o8P — [ 8Pk (5.22)
]7k ]7k ]7k
onde pU) ¢ a probabilidade de encontrar a particula no vértice (j, k). Na Fig. (5.8) temos
disposta as dispersoes em funcao das etapas de tempo para evolucao do sistema utilizando
as matrizes das Eqgs. (5.14)-(5.17). Observamos assim como no caso das caminhadas na

rede linear a dispersao tem um comportamento Ar ~ n contrastando com o caso classico,

onde Ar ~ /n.

.
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Figura 5.8: Dispersao nas posi¢oes em funcao das etapas de tempo, para a evolugao do
sistema com as matrizes de Hadamard desacoplada (circulos), de Hadamard acoplada
(quadrados), de Grover (losangos) e DFT (tridngulos).



Capitulo

Caminhadas Quanticas Discretas na Rede

Hexagonal

Neste capitulo vamos definir caminhadas quéanticas na rede hexagonal, cuja estrutura
topolégica e nomenclatura é mostrada na Fig. (6.1a). Vamos associar os vértices ao par
ordenado (j, k), relacionados as diregoes e, e e,. Também vamos assumir que a distancia
entre dois vértices adjacentes é igual a um. Cada vértice possui trés ligacoes sendo que
existem dois conjuntos de vértices que nao sao equivalentes em relacao as diregoes das
arestas a eles conectadas. Assim, sem perda de generalidade, vamos adotar a seguinte
convengao de nomenclatura: se k é par, os vértices (7, kp.) s@0 aqueles que possuem
arestas para as diregoes norte, sudoeste e sudeste; ja se k é impar, os vértices (J, Kimpar)

tém arestas para o sul, nordeste e noroeste; Figs. (6.1b) e (6.1c).

Cada vértice faz trés ligagdes com seus vizinhos, assim, tanto no modelo de moeda
quanto no de espalhamento, sao necessarios trés valores para o nimero quantico o,, para
descrever a direcao de propagacao da particula em cada passo de tempo. Desta forma,
vamos usar dois conjuntos distintos de valores para o,,, ®; = {—1,0,+1} e &5 = {0, 1, 2},
o que leva a duas formulagoes distintas, mas equivalentes, para cada versao (moeda e es-
palhamento) das caminhadas quanticas na rede hexagonal. Ao longo do capitulo, veremos
que tais formulagoes privilegiam a descricao de alguns tipos de trajetorias tendenciosas

que a particula pode fazer ao longo da rede.

66
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(a)
-
k+2
k+1

j—=3j—-235-1 35 j+1j5+2j+3

(b) (c)

noroeste nordeste
Yy kimpar)
k + 2: par
k + 1: impar sul
k: par norte
k — 1. impar
sudoeste sudeste

Figura 6.1: Defini¢oes da rede hexagonal.

6.1 Estados de Base

Os estados de base para as caminhadas quanticas em redes regulares bidimensionais
sao descritos por trés nimeros quanticos, |o,, (7, k)), onde o, esté associado com a diregao
e sentido de propagacdo da particula e o par ordenado (j, k) sdo os rétulos dos vértices
da rede. Para definir os estados de base do sistema, precisamos criar uma convencao que
associe os elementos dos conjuntos ®; e 5 com a direcdo e sentido de propagacao da

particula.

Considere os valores do conjunto ®; = {—1,0,+1}. Eles indicam a direcdo e o sentido

da propagagao que vai do vértice (j1, k1) para um vértice adjacente (jo, k2), com
01 :—1, 0'220, 03:+1, (61)
tal que:

e seoy=—1, jo=71— 1;
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e se 0o =0, jo = Jj1;
o se 03 =+1, jo =71+ 1.

Na Fig. (6.2) temos as associagoes de o,, com a diregdo e o sentido entre dois vértices
adjacentes tanto para o modelo de moeda quanto de espalhamento. Observe que ao mudar
a paridade de k, as diregoes e sentidos associados a o,, se alteram. Isto ocorre pois sitios
com k par e k impar nao sao equivalentes, como discutido na secao 2.2.2, para o caso da

rede hexagonal.

(a) (G, k+1) G—-1,k+1) G+1L,E+1)

o1 .
(.77 kimpa'r)
o3

G-1,k-1) (G+1,k-1) (J,k—1)

(b> (4, k+1)

.

(U, kpar)

G-1,k-1) G+1L,Ek-1) (j,k—1)

Figura 6.2: Associagado entre 0y = —1, 09 = 0 e 03 = +1 com a direcdo e o sentido
entre dois vértices adjacentes; em (a) para o modelo de moeda e em (b) para o modelo
de espalhamento.

Também podemos usar os valores dos elementos do conjunto ¢, como a forma de
nomear o numero quantico o,. Neste caso, a formula¢gdo matematica do problema é um
pouco diferente. Note que os valores do conjunto ®5 = {0, 1,2} sdo os tnicos resultados
possiveis para o resto da divisao de qualquer nimero inteiro por trés. Assim considerando
a seguinte notacao [x]y = rmod N, onde [z]|y é o resto da divisao de x por N, definimos

as fungoes 0, (j) como fungdes tal que

o1(j) =01 =1[j—1]3, 020j) =02 =[jls, 03(j) =03 =[] +1]5, (6.2)

que estao associados com a dire¢ao e o sentido entre dois vértices adjacentes de acordo
com a Fig. (6.3).
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<b) (J,k+1) (G-1,k+1) G+1,k+1)

(j) kimpar)

[op) o3
(4, kpar)

G-1,k-1) G+1,k-1) (4, k—1)

(b> (J,k+1) (G—-1,k+1) (G+1L,E+1)

G-1,k=-1) G+1LE-1) (j,k—1)

Figura 6.3: Associacao das dire¢oes com as fungoes o,, dada pela Eq. (6.2); em (a) para
as caminhadas no modelo de moeda; e em (b) para o modelo de espalhamento.

A escolha dos conjuntos ®; ou ®,, para representar o,, tem implicacoes na maneira
como os valores desses elementos estao associados as diregoes especificas da rede. En-
quanto valores dos elementos de ®; estao associados a direcoes fixas de propagacao da
particula ao longo da rede, dependendo de kpqr 0U Kippar, © mesmo nao ocorre com os
valores dos elementos de @5, uma vez que eles dependem do indice j. Isso é ilustrado na
Figs. (6.4) e (6.5). Logo a escolha dos conjuntos ®; ou P, para representar os nime-
ros quanticos o, pode simplificar a descricao de caminhadas com a evolugoes do sistema
com certas caracteristicas especificas. Isso pode ser visualizado considerando a evolucao
de uma sequéncia de passos que resulte em estados com mesmo valores para os numero

quantico o,

|U7 (j07k0)> E) |07 (jlvkl» £> |0v (]27k2)> E) |07 (jN—hkN—l» £> |0v (jNakN)>7 (63)

que resulta em uma evolucao do tipo “balistica” se ¢ = +1 e representa uma particula
confinada entre dois vértices se o = 0, quando o conjunto adotado é ®1, Eq. (6.1). Por
outro lado, tal trajetéria descreve um “loop”, no sentido horario, em um anel da rede se
os valores de o, forem dados por ®5, Eq. (6.2), que neste caso, apés seis passos de tempo

a particula retorna para seu estado inicial.
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(a)

j—=3j-25-1 j j+13+235+3

Figura 6.4: Observe que a sequéncia de 0 = +1 leva a uma trajetéria tipo balistica e de
o = 0 confina a particula entre sitios (j, k) e (j, k + 1), para o modelo de moeda em (a) e
para o modelo de espalhamento em (b).

(b)

j—=3j-25-1 j j+13+235+3

Figura 6.5: Ilustracoes resultantes da associacao entre os nimero quanticos dados por o’s
e as dire¢oes de acordo com as Eqs. (6.2). Aqui k é par e [j]3=0, em (a) para o modelo
de moeda, e em (b) para o modelo de espalhamento.
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6.2 Construcao do Modelo de Moeda

Lembrando que neste modelo o operador evolucao temporal U, é dado em termos dos

operadores de translacdo condicional S e moeda CU*) onde
U-=Sx(CO"o1i,),
Ul = (C(j,k) 2 ip)T « S,

vamos definir S e C¥*) em termos dos elementos dos dois conjuntos de valores para o,,.

6.2.1 U. em Termos dos Elementos de ®;

A acdo do operador translagao sobre um estado de base é dada por

S|U> (]7 k)> = |U’ (f(]a U),g(k,O))), (64)
Sto, (4, k) = lo, (f(4, —0), g(k, —0))), (6.5)
onde
fj.o)=j+o, (6.6)
g(k,0) =k + (=1)* (1 -2|0]). (6.7)

A construcdo acima resulta em SST = S1S = 1y, implicando na unitariedade de U,,

uma vez que o operador moeda CU* é dado por

Z Z o 0)e el (6.8)

o=—1og'=-1
que também pode ser expresso em termos de uma matriz 3 x 3,

R G (G

€141
Uk — (Jﬁ c(()JOk) C(()Jﬁ : (6.9)

(4.k) (G.k)  (G,k)
Ci1,-1 €10 Cii41

e seus coeficientes obedecem as relagoes da Eq. (4.17)

1 .
3 cf,{;f,) ak/; _ Z Cuz; ) Cagnkz — S, (6.10)

o=-—1 o=—1
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Combinando as Egs. (6.4) e (6.8), a agdo de U, em um estado de base é

U, (k) = 32 el (£(7,0), gk, o), (6.11a)
1 .
Ullo, (k) = 30 gt 0 (1, —0), gk, —0))). (6.11D)

A probabilidade de encontrar a particula no sitio (j, k) em uma etapa de tempo n, é

dada por
pUP(n) = (¥ (n)|[PEP |4 (n)), (6.12)

e o operador projetor definido por

= 3 o (G k) (o, (G, ). (6.13)

o=-—1
6.2.2 U. em Termos dos Elementos de &,

A acdo do operador translacao S é descrita por

S|U’ (]a k)) = |Ua (f(j,k’,O'),g(j, k,g)», (6'14)

SYo, (5, k) = lo, (f (4, k; ¢(k, 0)), 9(j, k, d(k, )))), (6.15)
onde

Fky0) = j+ (=1)7 U sgnlo — [ + [k]as], (6.16)

9(G, k,0) =k + (=1)" (1 = 2 sgnfo — [j + [k]a]s]) , (6.17)

¢(k,0) = [0 — (=1)"]s, (6.18)

comsgn[z] = z/|z|, se x # 0, e sgn[0] = 0. Por construcio, SST = S1S = 1y, implicando

na unitariedade de U,. O operador moeda, CU*) ¢ dado por

Jk)_zzcﬂk>|o—cc I (6.19)

0=00'=0
que pode ser expresso em termos de uma matrix 3 X 3,

k k k
C(()JO ) C(()J1 ) C((]J2 )

Ok — (4.k) (k) (Gk) (6.20)

010 C11 012 )

& k k
ng ) cgjl) ngz)
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com seus coeficientes obedecendo as seguintes relagoes

2 .
Z Cacr’ Cajtf) Z CEIJ’,,IZ) Cc(fj”ko = 5 ‘o’ (621)

o=0

Assim, das Egs. (6.15) e (6.19),a agdo de U, em um estado de base é

Udo, (G, k Z o' (f(5,0"), g(k,0"))). (6.22a)

Ullo, (j, k zc TN gu koD 6! (f(5,k, (k,0)), 9(j. k. 6(k,0)))). (6.22b)

Finalmente a probabilidade de encontrar a particula no sitio (7, k) em uma etapa de
tempo n, é dada por

PP (n) = (W ()| PP (n)), (6.23)

onde operador projetor correspondente é

PUR — Z o, (j, k (4, k). (6.24)

6.3 Modelo de Espalhamento

O operador que implementa a evolugao em cada etapa de tempo ¢ dado por
Us=R+T, (6.25)

onde R e T sao os operadores responsaveis pelos processos de reflexao e transmissao em

um dado vértice.

6.3.1 U, em Termos dos Elementos de &,

A acgao do operador evolucao em um estado de base é dada por

Uslo, (4, Z r51o', (f, o), g(k, o)), (6.26a)

Ullo, (j, k z PG00 51 (F(5,0), gk, o)), (6.26D)

o'=—1
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onde as fungoes f e g sdo dadas respectivamente pelas Eqgs. (6.6) e (6.7).

(:k)

0'0'7

Os coeficientes I')" | sdo denominados coeficientes de reflexao e transmissao da rede.

Para cada sitio (j, k) temos nove coeficientes, sendo trés de reflexao e seis de transmisséo,

i,k . ~
e se 0’ = —o0, F( ) = ((,], J) representa um coeficiente de reflexao;

k . I
o se o # —o, F(] ) = t((f U) representa um coeficiente de transmissao;

logo,
Rlo, (j. k) = r90| — o, (f(j, —0), g(k, —0))) (6.27a)
Rilo, (4, k>>—rf‘ “’“’”*r o, (f(j.0), g(k,0))) (6.27b)
Tlo, (4, k ; t (7,0"),9(k, ")) (6.27¢)
T, (j. k) = Y. 990D 6 (1(5,0), g(k, o)) (6.27d)
=

onde aplicamos as relagoes das Eqs. (6.25) e (6.26).

Os coeficientes I'’s, de um dado sitio (j, k), podem ser arranjados em uma matriz

unit éria
i,k i,k i,k
| ‘(]1’) 1 | ‘(]17) I‘(Jl ) 1
i,k N i,k i,k

reo, T TU,

e devem obedecer as relacoes da Eq. (4.32),

Z ij)* jk)_ Z FUJIZ)* Ujk _(50/0//' (629)

o=-—1 o=-—1

Finalmente, a probabilidade de encontrar a particula em uma dada aresta que chega

no vértice (j, k) pela dire¢ao o, é dada pelo valor médio do operador projetor definido por

PO =g, (j,k)) o, (4, k) |+| =0, (f(j. —0), g(k, —0))) (=0, (f(j, ~0). g (k. —))|. (6.30)

6.3.2 U, em Termos dos Elementos de ®,

Definimos a acao do operador U; em um estado de base por

Uslo, (4, k Z i o0k, o), (F(G. K, 6k, 0")), g4, k, &k, 0))), (6.31a)

o=
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Ullo, (j, zrf““”“’ STROEI\ 51 (£ (5, k, d(k, 0)), (4, k, d(k, 0)))).  (6.31D)

onde as fungoes f, g e ¢ sdo dadas, respectivamente, pelas Eqs. (6.16), (6.17) e (6.18).

Lembrando que em cada aresta temos dois estados, um saindo e outro chegando em
um mesmo vértice, uma consequéncia dessa formulacao, no modelo de espalhamento, para
as caminhadas quanticas na rede hexagonal, é que podemos relacionar o valor do nimeros
quanticos oy, que representa o estado entrando em um vértice (7, k), com o,,; associado

ao estado saindo de (j, k) através fungao ¢(k, o), Eq. (6.18), tal que

Oout = ¢(ka 0in)- (632)

Figura 6.6: Exemplo de dois estados chegando e saindo de um vértice por uma mesma
aresta. Os valores de 0y, e 04, estdo relacionados pela Eq. (6.32).

Levando em conta a acao do operador evolucao U, nos estados de base, as agoes dos

operadores de transmissao e reflexdo sao

Tlo, (j.k)) = Y t5) ,0'), (f( ks (ko)) g (s b, Bk, ")), (6.33)
/750.

Rlo, (j, >>= G ol0(k,0), (F(G. K, 6(k, 0)). g0, @k, 0))), (6.34)

o, (j, k Zt k0D 9GROROD® 51 (F(j, k, d(k, 7)), g (G, k, bk, )))) (6.35)
=

Rllo, (j, k)) = rfOkoko)gGkoko) o (£(5, k, ¢(k,0)), g(j. k, d(k,0))))  (6.36)
onde
° F(J k) _ t(] k)

d(kso"),0 (k0"),0 representa um coeficiente de transmissao se o’ # o;

® ['4(k0),0 = To(ko)or Fepresenta um coeficiente de reflexao.
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Os coeficientes de reflexao e transmissao podem ser arranjados em uma matriz unitaria

j j K
ey’ T

k) j k j K
F(J ) — ng,o) ng,l )
g0 g

cujos os elementos devem obedecer a

LGRS i)
Y L T =Y Ty

o=0 7 ’ o=0 '

O operador projetor é dado por

i,k
ik
FSJQ ) ;

ik
Iy’

*1(7,k
F((j.]//g. = 50/011.

P = o, (4. k)0, (1, k)| + é(k, 0), (f. 9){6(k,0), (f,9)]

com

=10k ok,

g=9(J,k, ok,

o)),
0)).

(6.37)

(6.38)

(6.39)



Capitulo

Explorando as Caminhadas Quanticas na

Rede Hexagonal

Neste capitulo exemplificaremos as caminhadas quanticas na rede hexagonal usando
as formulagoes desenvolvidas no capitulo 6. De forma mais especifica, analisaremos o com-
portamento da dispersao na posicao das caminhadas e exploraremos diferentes conjuntos
de coeficientes, que descrevem os operadores de evolucao temporal em cada modelo, que

levam a caminhadas que apresentam simetrias e com “trajetorias tendenciosas”.

7.1 Exemplos de Evolucoes das Caminhadas

Uma consequéncia da equivaléncia entre os modelos de moeda e de espalhamento ¢é
a relacao entre os coeficientes que descrevem os operadores evolugao temporal, que para
Uk — PUR g0 implica na igualdade

o0’ o0’

as caminhadas em redes regulares, ¢ dada por ¢
entre as matrizes moeda e de espalhamento, CU*) = I'G:¥) Para ilustrar a dindmica das
caminhadas quanticas na rede hexagonal, evoluimos o sistema para cinco casos, utilizando
matrizes moedas e suas correspondentes de espalhamento. Escolhemos as seguintes ma-
trizes:

(a) imparcial tipica 3 x 3,

. -1 exp[—mi/3] exp|—mi/3]
Cimps = Dimps = 7 exp|—mi/3] -1 exp[—mi/3] |; (7.1)
exp|—mi/3] exp|—mi/3] -1

77
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(b) Transformada Discreta de Fourier (DFT) 3 x 3,

exp[2mi/3] 1 exp[—2mi/3]
Cprr, = Uprry = ﬁ 1 1 1 ; (7.2)
exp[—2mi/3] 1 exp|2mi/3]

(c) tendenciosa 3 x 3,

, 1 1—v3 1+V3
Cteng :Fteng :§ 1+\/§ 1 1—\/3 X (73)
1—v3 1+3 1

(d) Transformada Discreta de Hartley (DHT) 3 x 3 [61],

' —1+v3 2 —1-3
Cpurs = Upur, = 3 2 2 2 ; (7.4)
-1-v3 2 -1+V3

(e) Grover 3 x 3,

1
(Jggzrggzg 2 -1 2 |. (7.5)

Os dois primeiros casos, Eqs. (7.1) e (7.2), sdo matrizes imparciais (e complexas),
uma vez que seus coeficientes tém o mesmo médulo quadrado, |¢, | = 1/3. Isso re-
sulta em igual probabilidade de deslocamento da particula em todas as diregoes, contudo,
elas introduzem diferencas de fases distintas dependendo do caminho que a particula se

desloca.

A terceira matriz, Eq. (7.3), é fortemente tendenciosa, em deslocar a particula em
uma dada direcao a cada passo de tempo, por causa das diferencas entre os modulos dos
seus elementos, uma vez que cada coeficiente em uma linha representa a amplitude de
probabilidades da particula se deslocar em uma direcao. Por exemplo, considere os trés

coeficientes da primeira linha da Eq. (7.3),

1—+/3 1++/3
—_ Ao = =
37 2 3 ) 3 )

a)p =

assim, |a,|? = 1/9 =~ 0,11, |as|? = 2(2 — /3)/9 =~ 0,06, |as|®> = 2(2 + v/3)/9 =~ 0, 83. Logo

a dire¢do de propagacao da particula associada ao coeficiente ag sera privilegiada.
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A matriz da transformada discreta de Hartley [61], embora ndo seja usualmente consi-
derada em problemas de caminhadas quanticas, é um interessaste exemplo devido as suas
aplicacoes em processamento de sinais [62]. A dltima, versao 3 x 3 da matriz de Grover,
é comumente usada em caminhadas quanticas, e tem aplicacoes na construgao de portas

logicas quénticas [50].

Outro ponto a se destacar sao os processos de interferéncia, assim como nas redes
linear e quadrada, durante a evolugao do sistema, eles s6 ocorrem entre componentes da
funcao de onda associadas a estados com (J, kpar) OU (J, Kimpar), € nunca entre estados
com (7, kpar) € (7, Kimpar)- Isso pode ser verificado inspecionado as Eqgs. (6.11a), (6.22a),

(6.26a) e (6.31a), que podem ser resumidas em

3
Uc,s|0-m7 (]7 k:par» = Z An,m|0na (]ny knimpar))v (76)
n=1
3
Uc,slama (]a kimpar)> = Z An,m‘arw (]na k'npar»' (77)
n=1

Assim, se o estado inicial do sistema é uma superposicao de estados com (j, kpar), por
exemplo os estado dados pelas Eqs. (7.13) e (7.17), durante a evolugdo do sistema, a
funcdo de onda ela exibirda somente superposigao de estados com (7, kpq-) nas etapas de
tempo com n par, e (7, kimpar) n0s passos de tempo com n impar. Este fato fica evidenciado
quando olhamos as distribuicao de probabilidades para o modelo de moeda, o que pode
ser visto nas Figs. (7.3e)-(7.7e) e Figs. (7.9¢)-(7.13e), que apresentam a planificagdo das
distribui¢oes de probabilidades relativas para os exemplos de caminhadas no modelo de

moeda para os estados iniciais das Eqs. (7.13) e (7.17), respectivamente.

7.1.1 Caminhadas Usando a Formulagao com &,

Para evoluir as caminhadas usando a formula¢do com o, = {—1,0,+1}, por conve-
niéncia, trocaremos as colunas 1 e 3 na matriz dos coeficientes IT'UF) da Eq. (6.28), de

maneira que os coeficientes de reflexdao fiquem dispostos na diagonal principal, portanto

Iy Toip Tog ro141 to10 to11
j?k _— j?k _ _
CUM =TUM = Foy1 Too To-1 | =] tos1 700 to-1 |- (7.8)
Fiivr Do Ty tri1 Ty Tyi-1

Analisando as Eqs. (7.1)-(7.5), observamos que as distribuigdes dos elementos dessas

matrizes tem as seguintes formas:
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e imparcial, Eq. (7.1), e Grover, Eq. (7.5),

a b b
I'= a b |; (7.9)
b a
e DFT, Eq. (7.2), e DHT, Eq. (7.4),
a b c
'=10b b b |; (7.10)
c b a
e tendenciosa, Eq. (7.3)
a b c
'=]c¢a b |. (7.11)
b ¢ a

Comparando as Egs. (7.9)-(7.11) com a Eq. (7.8), e levando em conta a distribui¢ao
dos coeficientes de reflexdo e transmissdo em torno de um dado vértice, Fig. (7.1a), vemos
que a distribuigao dos coeficientes ao longo da rede, para as matrizes imparcial, Eq. (7.1),
e de Grover, Eq. (7.5), exibem simetrias de rotacdo em 120° e axial em torno do eixo
ey, Fig. (7.1b); para as matrizes DFT, Eq. (7.2), e DHT, Eq. (7.4), temos uma simetria

axial ao longo do eixo e,, Fig. (7.1c); e para a matriz tendenciosa, Eq. (7.3), temos uma

simetria de rotacao em 120°, Fig. (7.1d).

Figura 7.1: Em (a) temos a distribuigdo dos coeficientes de reflexao e transmissao nos

vértices. Ja a disposicao dos coeficientes para a matrizes imparcial e de Grover ¢ dado
em (b), DFT e DHT em (c) e tendenciosa em (d).
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Assumindo que as matrizes de moeda e de espalhamento, CU*) = I'U#)  sejam dadas

pelas Egs. (7.1)-(7.5) e que os estados iniciais do sistema sao

|¢(O)>sm = |0> <07 O)>sm7 (7.12)
’w<0)>cm = E‘w(o»cm - ‘Oa (Ov 0)>cm> (7'13)

evoluimos os modelos de moeda e de espalhamento, tal que, [1(7)) em,sm = U [¥(0)) em,sm-

As distribui¢oes de probabilidades normalizadas, p. e ps, de encontrar a particula
respectivamente nos vértices e nas arestas, estdo apresentadas nas Figs. (7.3)-(7.7), as
quais estao organizadas de acordo com as Eqs. (7.1)-(7.5). Além disso, os graficos (a),

(b), (c) e (d) nessas figuras foram obtidos, respectivamente, a partir de

Pe(20) = e (¥ (20)|Pe|1h(20)) e, (7.14a)
Ps(20) = s (¥ (20)|Ps[¥(20)) sm, (7.14c)
Ps(20) = e (¥(20)[Peis[1(20) e, (7.14d)

onde os projetores diretos, P. e Ps, sdo dados pelas Egs. (6.13) e (6.30). Os projetores

cruzados, 755\0 e 750|5, estao respectivamente relacionados com P, e P, pela Eq. (4.50).

As distribuigoes de probabilidades, dadas pelas Eqs. (7.14) e plotadas nas Figs. (7.3)-
(7.7), foram obtidas em (a) do modelo de moeda, em (b) do mapeamento do modelo de
espalhamento para o de moeda, (c) do modelo de espalhamento e em (d) do mapeamento
do modelo de moeda para o de espalhamento. Observe que as distribui¢oes de probabili-

dade em (a) e (b), e (c) e (d) s@o idénticas devido a equivaléncia entre os modelos.

As matrizes das Egs. (7.1) e (7.2) s@o matrizes imparciais do ponto de vista da
probabilidade da particula ser transladada para um vértice adjacente a sua posigao atual,
pois para qualquer dire¢ao tal probabilidade é 1/3. No entanto, ao observar os padroes
das distribui¢oes de probabilidades para as caminhadas com essas matrizes, Figs. (7.3) e
(7.4), vemos que eles ndao sao simétricos em todas as diregoes. Esta quebra de simetria
se deve a introdugao de diferencas de fases que dependem das dire¢oes de propagacao da

particula.

A matriz da Eq. (7.3) tem trés coeficientes dominantes, que ao comparamos as Eqs.
(7.3) e (7.8), sdao dados por [ty10]> = [to41|> = |[t_1,1]* = 0,836, Fig (7.2a-b). Isso faz

a funcao de onda se espalhar em torno de uma trajetoria preferencial, que dependendo
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do estado inicial do sistema, Fig (7.2c). Observando a Fig. (7.6), que representa a
distribuicao de probabilidades para a evolugdo de uma caminhada utilizando a matriz
tendenciosa, Eq. (7.3), e considerando o estado inicial do sistema, Eq. (7.13), vemos que

a particula tende a seguir a trajetéria (i) da Fig (7.2c).

(&) ¢ ()

t1o
(4, k)
o+
(b) t0+ e
(4, k)
t4o
L:/\

Figura 7.2: Coeficientes dominantes associados a matriz tendenciosa, Eq. (7.3) em um
vértice, com k impar em (a) e k par em (b), para a formulagao das caminhadas quin-
ticas, no modelo de espalhamento, utilizando o conjunto de valores para o, dados pelos
elementos de ®; = {—1,0,+1}. Em (c) temos as trajetorias mais provaveis da particula
quando o estado inicial do sistema é: (i) |0, (7, kpar)) ou |+ 1, (4, Kimpar): (ii) 10, (4, Kimpar))
ou | + 1, (4, kpar)); (il) | = 1, (J, kpar)) o | = 1, (4, Kimpar)); 0s estados iniciais, no modelo
de espalhamento, para cada trajetéria estao representados nas figuras internas.

A distribuicao de probabilidades para a caminhada utilizando a matriz de Grover
tem um comportamento semelhante a caminhada com a matriz imparcial, Eq. (7.1). No
entanto ela se espalha mais rapidamente que no primeiro caso. Isso pode ser explicado
levando em conta que, para a matriz de Grover a probabilidade de transmissao é maior
que a de reflexdo, enquanto que, para a matriz imparcial, Eq. (7.1), as probabilidades de
reflexdo e transmissao sao iguais. Mostraremos na se¢ao (7.3.1) que essas duas matrizes
fazem parte de uma mesma familia de matrizes, o que explica o comportamento semelhante

nas distribui¢oes de probabilidades.

Por 1ltimo, observamos que as distribuicoes de probabilidades para as caminhadas
utilizando as matrizes imparciais, Eq. (7.1), da Transformada Discreta de Fourier (DFT)
3x3, Eq. (7.2), da Transformada Discreta de Hartley (DHT) 3x 3, Eq. (7.4) e de Grover,
Eq. (7.5), exibem simetria axial ao longo do eixo y. Isto sempre ocorre quando o estado
inicial do sistema ¢ simétrico em relacao ao eixo y e as matrizes de espalhamento e moeda

exibem a propriedade I'y g =1'_, _3.
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Figura 7.3: Distribuicdo de probabilidades normalizadas de encontrar a particula nos
vértices, p. e nas arestas, ps, para uma caminhada quéntica na rede hexagonal apods
20 passos de tempo, onde CUF) = TUH s30 dadas pela matriz imparcial 3 x 3, Eq.
(7.1) e o estado inicial dado pela Eq. (7.13). Os graficos (a), (b), (¢) e (d) foram
obtidos respectivamente através dos projetores P,, 755|C, Ps e 75¢|5, de acordo com as Egs.
(7.14). Nos graficos (e) e (f) temos, respectivamente, as planifica¢oes das distribuicoes de
probabilidades para o modelo de moeda e de espalhamento.
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Figura 7.4: O mesmo que na Fig. (7.3), mas para os coeficientes dos operador evolugao

temporal U, s dados pelos elementos da matriz DFT 3 x 3, Eq. (7.2).
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Figura 7.5: O mesmo que na Fig. (7.3), mas para os coeficientes dos operador evolugao
temporal U, dados pelos elementos da matriz tendenciosa 3 x 3, Eq. (7.3).
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Figura 7.6: O mesmo que na Fig. (7.3), mas para os coeficientes dos operador evolugao
temporal U, dados pelos elementos da matriz DHT 3 x 3, Eq. (7.4).
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Figura 7.7: O mesmo que na Fig. (7.3), mas para os coeficientes dos operador evolugao
temporal U, s dados pelos elementos da matriz de Grover 3 x 3, Eq. (7.5).
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7.1.2 Caminhadas Usando a Formulacao com ®,

Para comparar as duas formulagoes das caminhadas quanticas na rede hexagonal,
desenvolvidas nas segoes (6.2) e (6.3), evoluimos o sistema usando a formula¢do com
on = {0, 1,2}, com as condigoes iniciais corresponderes & Eq. (7.13), e as matrizes moeda,

e de espalhamento

Co,0 €01 Co2 1ﬂo,o Fo,l Fo,z
(4.k) — Uk — _
C =T - Cio Cia1 C12 - I‘1,0 I‘1,1 F1,2 ’ (7-15)
C20 C21 C22 FQ,O F2,1 F2,2

dadas pelas matrizes das Eqgs. (7.1)-(7.5). Considerando o estado inicial dado na Eq.

(7.13), seu correspondente nesta formulagao é

1(0))sm = [1,(0,0))sm, (7.16)
1(0))em = E[1(0))em = 11, (0,0)) e (7.17)

Nas Figs. (7.9)-(7.13) temos as distribui¢des de probabilidades normalizadas, apds
20 passos de tempo, para a evlugao do sistema utilizando as matrizes de moeda e de
espalhamento dadas pelas Eqgs. (7.1)-(7.5), com os graficos (a), (b), (c¢) e (d), em cada

figura, determinados por

Pe(20) = om (1(20)|Pe[¥(20)) cm (7.18a)
Pe(20) = s (¥(20)| Pyt (20) 5 (7.18b)
Ps(20) = sm(1(20)[Ps[t)(20)) sm (7.18¢)
Ps(20) = an (1(20)[Pets |1 (20)cm, (7.18d)

onde P, e P, sdo dados pelas Egs. (6.24) e (6.39), com Py e Py, estdo relacionados com
P. e P, pela Eq. (4.50), e |¢(1))em,sm = UZ[1(0)) emysm-

Ao comparar as Figs. (7.9)-(7.13) com suas correspondentes Figs. (7.3)-(7.7), com
excecao das caminhadas para com a matriz imparcial, Eq. (7.1), observamos que os
padroes das distribui¢oes de probabilidades mudam. Para as caminhadas com a matrizes
DFT, Eq. (7.2), DHT, Eq. (7.4) e de Grover, Eq. (7.5), hd uma quebra da simetria axial,
e para a caminhada com a matriz tendenciosa, Eq. (7.3), a distribui¢do de probabilidades

deixa de se propagar para uma unica direcao preferencial, como anteriormente.
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A alteracao dos padroes de distribuicao de probabilidades se deve a maneira como
as diregoes e sentidos entre os vértices adjacentes estao relacionados com os valores dos
numeros quanticos o para cada abordagem. Enquanto que para a formulagao usando o
conjunto @, essa relagdo se mantém fixa, para vértices equivalentes, o mesmo nao ocorre
com a abordagem usando os elementos de ®,, o que pode ser visto nas Figs. (6.4) e (6.5).
Assim, como os coeficientes de transmissao e reflexao estao diretamente relacionados com
os numeros quanticos o, a mudanga na regra que associa os valores de o com as direcoes

na rede implica na mudanca da distribui¢ao desses coeficientes ao longo da rede, mudando

a maneira que a fung¢ao de onda evolui no tempo, o que explica a diferenca entre as Figs.

(7.9)-(7.13) com suas correspondentes das Figs. (7.3)-(7.7).

Figura 7.8: (a) Distribuigao dos coeficientes de reflexao e transmissao nos vértices, para
um sitio com o3(j) = [j]s = 0. J& a disposigao dos coeficientes para a matrizes imparcial
e de Grover é dado em (b), DFT e DHT em (c) e tendenciosa em (d).

Na Fig. (7.8) temos a distribuigao do coeficientes dados pelas matrizes genéricas das
Eq. (7.9)-(7.11), levando em conta a disposigao das matrizes de moeda e de espalhamento
dada pela Eq. (7.15). Ao compararmos as Figs. (7.1) e (7.8), observamos que as dispo-
sicao dos elementos das matrizes de moeda e suas correspondente de espalhamento sao
completamente diferentes para as formulagdes das caminhadas com o conjunto de valores

de o, dados por ®; e P,.

Mostraremos na se¢ao (7.3) que dependendo da escolha dos coeficientes que descrevem
o operador evolugao U, , a primeira formulagao, utilizando ®; = {—1,0,1}, privilegia a
descricao de caminhadas com uma trajetoria tendenciosa do tipo “balistica”, enquanto a
segunda, com ®y = {0, 1,2}, é melhor para a descricdo de caminhadas com “loops” em

um anel da rede.
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J

Figura 7.9: Distribuicoes de probabilidades normalizadas de encontrar a particula nos
vértice, p., e na arestas, ps, apés 20 passos de tempo, onde CU*) = T'Gk) dadas pela
matriz imparcial 3 x 3, Eq. (7.1) e o estado inicial dado pela Eq. (7.17). Os resultados
em (a), (b), (c) e (d), foram determinados de acordo com as Eqgs. (7.18). Nos graficos (e)
e (f) temos, respectivamente, as planificagoes das distribuigdes de probabilidades para o
modelo de moeda e de espalhamento.
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Figura 7.10: O mesmo que na Fig. (7.9), mas para os coeficientes que descrevem o
operador evolugao temporal Uy, ¢ dados pelos elementos da matriz DFT 3 x 3, Eq. (7.2).
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J
Figura 7.11: O mesmo que na Fig. (7.9), mas para os coeficientes que descrevem o

operador evolucao temporal Uy, ¢ dados pelos elementos da matriz tendenciosa 3 x 3, Eq.
(7.3).
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Figura 7.12: O mesmo que na Fig. (7.9),mas para os coeficientes que descrevem o operador
evolugao temporal Uy, ¢ dados pelos elementos da matriz DHT 3 x 3, Eq. (7.4).
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Figura 7.13: O mesmo que na Fig. (7.9),mas para os coeficientes que descrevem o operador
evolugao temporal Ug, ¢ dados pelos elementos da matriz Grover 3 x 3, Eq. (7.5).
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Na introducao do capitulo 6 mencionamos que as formulacoes das caminhadas com

0, dados pelos elementos dos conjuntos ®; e ®, sdo equivalentes. Levando em conta a
(k) _ plik)

o0 T Tt o0

equivaléncia unitaria entre os modelos de moeda e de espalhamento, onde ¢

as formulagoes discutidas nas segoes (6.2) e (6.3) levam aos mesmos resultados, se:

k é par,

oo, =T, T85, =T, T9h, =TH,, (7.1a)

S AL T s = |

0, = e - e

k é impar,

R <TG T i o g .
D xS e e, |

ST T Y

onde, os coeficientes dos lados direitos, das igualdades na Eq. (7.19), correspondem aos
utilizados na formulac¢ao com o, dados pelos elementos dos conjuntos ®;, e os dos lados
esquerdos aos da formulacao com o, dados pelos elementos de ®,. Além disso, o1, 05 €

o3 sao dados pela Eq. (6.2), e

¢ = ¢(kv Ol)a P2 = ¢(k7 02)7 ¢3 = ¢(kv 03)' (720)

com a funcao ¢(k, 0,,) dada pela Eq. (6.18). Portanto, como os resultados das Figs. (7.3)-
(7.7) ndo correspondem aos padroes das Figs. (7.9)-(7.13), isso significa que o conjunto de
simulagoes realizados anteriormente, para caminhadas na rede hexagonal, nao satisfazem

as relagoes da Eq. (7.19).

7.2 Dispersao na Posicao

Finalmente analisamos o comportamento da dispersdo na posi¢ao da particula, Ar.
Considerando a equivaléncia entre os modelos de moeda e de espalhamento, assim como
nos casos das redes linear e quadrada, determinamos dispersao apenas para o modelo
moeda. Assim, assumindo que o estado |, (7, k))en estdo associados a posicao dos sitio

(7, k), temos

2

Ar = ch(jy k’) (‘Tik ‘|“yj27k) - (ch<], k)xj,k) — (ch(], k})ijk) , (721)
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onde zj € y;x sdo as coordenadas no plano cartesiano do vértice (j, k). Levando em
consideracao que na definicdo das caminhadas quanticas na rede hexagonal assumimos
que a distancia entre dois vértices adjacentes é unitaria, as expressoes que determinam as

coordenadas z; e y; das posi¢oes dos vértices, Eq. (2.27), se reduzem a

_ V3

5 (7.22a)

Ljk
)

9+ (_1>k+1

1
== 3k
ik =\ T

(7.22D)

Nas Figs. (7.14) temos os graficos da dispersao na posigao em fungao das etapas de tempo

(a)

80}
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Figura 7.14: Dispersao na posigao em funcao das etapas de tempo. (a) caminhadas com
o, dado por ®;; (b) caminhadas com o, dado por ®,; para as matrizes imparcial (cir-
culos), DFT (quadrados), tendenciosa (losangos), DHT (tridngulos para cima) e Grover
(tridngulos para baixo) dadas pelas Egs. (7.1)-(7.5).

para o modelo de moedas dos exemplos de caminhas da se¢ao anterior. Observamos que
as caminhadas quanticas na rede hexagonal, assim como na rede linear e quadrada, se

dispersam quadraticamente mais rapidas do que as classicas uma vez que Ar ~ n para o

caso quantico e Ar = /n para o cléssico.

Ao comparar a dispersao das caminhadas realizadas nas se¢oes anteriores, observamos

que elas tendem a se dispersar menos na formulagdo com os valores de ¢, dados pelos
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elementos do conjunto ®,, do que na formulacao com o, dado pelos componentes do
conjunto ®;. Isto estd de acordo com as distribui¢des de probabilidades das Figs. (7.9)-

(7.13), que sdo mais concentradas do que suas correspondentes das Figs. (7.3)-(7.7).

Como discutido na segao (7.1), os coeficientes ¢, ,» = I'y , estdo associados ao valores
que os numeros quanticos o, podem assumir. Assim, para a formulacao com o, dados
pelos elementos de &5 = {0, 1,2}, a distribuigao desses coeficientes se alteram ao longo da
rede, uma vez que as diregoes ligadas aos valores de o,, para essa formulacao mudam de
um vértice para outro, Fig. (6.5). Esta “dinamica” dos coeficientes acarreta em uma maior
concentracao da funcdo de onda para as caminhadas na formulacao utilizando o conjunto
de valores de ®,, para o,, em relacao as caminhadas com o,, dados pelos elementos de @,

nos exemplos discutidos.

7.3 Caminhadas Tendenciosas e Simétricas

Um importante resultado, demonstrado em [27], discutido na segéo (4.3) e exemplifi-
cado para as redes lineares, quadrada e hexagonal, é a equivaléncia entre as caminhadas
quanticas nos modelos de moeda e de espalhamento. Levando em conta que o modelo
de espalhamento é a principio mais facil de ser implementando experimentalmente em
relacdo ao modelo de moeda, pois podemos associa-lo a um problema concreto de espa-
lhamento, analisaremos exemplos de caminhadas nesta formulacao, onde a distribuicao de
probabilidades de encontrar a particula, ao longo da rede, respeita algum tipo de simetria,
desloca-se para uma determinada direcao preferencial, e segue algum tipo de “trajetoria”

durante a evolugao do sistema.

Para realizar as caminhadas quanticas na rede hexagonal, devemos atribuir para um
conjunto de nove coeficientes I',s, em cada vértice. Tais coeficientes regem a evolucao
temporal do sistema descrevendo os processos de reflexdo e transmissao que a particula
sofre a cada passo de tempo. Podemos organiza-los em matrizes de ordem 3, que sao
responsaveis em descrever o operador evolucao temporal, Us,. Além disso, para manter
a condicao de unitariedade de Uy, tais matrizes devem ser unitarias. Por esses motivos,

também analisaremos algumas familias de matrizes de ordem 3 unitarias.

7.3.1 Matrizes Unitarias de Ordem 3

Considere a matriz dada pela Eq. (7.23), vamos chamar o conjunto de coeficientes

dessa matriz de familia ab. Assim temos,
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a beme beiﬂé
Loy = | be™ a  be™ |, (7.23)

beiﬂ'@ beiTrH a

onde, a, b, # sao parametros reais. Levando em conta que, para representar os coeficientes
de reflexdo e transmissao, essa matriz deve ser unitaria, seus elementos devem satisfazer

o seguinte sistema de equagoes,

242 =1
@ (7.24)
b(b+ 2acos (md)) = 0.
Resolvendo o sistema da Eq. (7.24), obtemos a solugao
1

a=— , (7.25a)

\/5 + 4 cos (276)

2 0
po — 2eos(md) (7.25b)
\/5 + 4 cos (270)

Na Fig. (7.15) temos o grafico de |a|? e |b|*> em fungdo da fase relativa 6. As matrizes
imparcial, Eq. (7.1), e de Grover, Eq. (7.5), sdo dois casos particulares da familia ab, com
respectivos valores de = 1/3 e # = 0. Além disso, se considerarmos que os elementos
da diagonal principal representam os coeficientes de reflexdo, a matriz de Grover entao
possui os maiores valores para os coeficientes de transmissao, o que implica em uma maior

velocidade de dispersao da fun¢ao de onda para essa familia de matrizes.

1,0f

0,8

=
o

lal?, [b?

0,4

0,2[

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
0

Figura 7.15: A linha continua representa |a|? e a tracejada |b|?.

Vamos considerar a matriz familia abc, 'y, dada por
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a b ¢
Towpe = c a b , (7.26)
b ¢ a

onde os parametros a, b e ¢ sao reais. Impondo a condi¢ao de unitariedade da matriz Iy,

nos obtemos o seguinte sistema de equacoes

a?+b4ct=1
(7.27)
ab + ac + be = 0.
cuja solucao ¢ dada em termos do parametro a,

1—a—+1+42a—3a?

p— 170 2+ R (7.28a)
1— V14 2a — 3a?

0T 2+ = (7.28h)

Analisando as Eqs. (7.28) observamos que essa solugao é aceitavel apenas para
—-1/3<a<1,

uma vez que fora desse intervalo |a|® + |b> + |c]* > 1.

Na Fig. (7.16) temos os graficos de |al?, [b* e |c|* em fungdo de a. Além disso, a

matriz da Eq. (7.3) é um caso particula da familia abc com a = 1/3.

1ol

e =
o o)

=
IS
T

lal?, b2, |cf?

0,2]

0,0 i ‘ —— ‘ ‘ ‘
0,4 —0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Figura 7.16: A linha continua representa |a|?, a tracejada |b|? e a pontilhada |c|?.

Considere a matriz familia abcdg, I'gpeqq, com os pardmetros a, b, ¢, d e g, reais, tal

que
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a ¢ b

Fabcdg = d g d (729)
b ¢ a

Impondo a condi¢ao de unitariedade da matriz I'44cqq, n6s obtemos o seguinte sistema de

equacoes
A+ +ct=1
(a+b)c+dg=0

(7.30)
2ab+ d* =0
2¢ + g =1,
que possui a seguinte solu¢ao em termos do parametro g,
1
a= QT, (7.31a)
1
p=92 (7.31b)
2
1— o2
c= J , (7.31c)
2
1 o2
d=— T (7.31d)
2
que é valida para

uma vez que para |g| > 1, temos a® +b* +c* > 1 e 2¢2 + ¢*> > 1, o que
Eq. (7.30). Na Fig. (7.17) temos os graficos de |a|?, |b]?, |c|?, |d|? e |g|?

parametro g.

nao satisfaz a

em funcao do

1,0F

= L =
W~ [« [oe]
T
\
\
\
\
’
/
’
/

lal?, b2, [el?, 1dI?, 1gl®

o
[\

L
o

,,,,,,,,,,

— 0,6

0.4

—0,2

0,0

0,2

0,6

g

Figura 7.17: A linha tracejada representa |a|?, a tracejada e pontilhada |b|?, a pontilhada
lc|? e |d]?, e a continua |g|*.
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7.3.2 Caminhadas com “Trajetérias” Tendenciosas

Definimos uma “trajetoria” em caminhadas quanticas como sendo o caminho mais
provavel que uma particula pode executar durante a evolucao temporal do sistema, ou
seja, o trajeto seguido pela probabilidades maxima de encontrar a particula em uma

aresta, e assumindo que tal valor seja uma fracao consideravel da probabilidade total.

Trajetoria do Tipo Balistica

Uma particula executa uma trajetéria do tipo balistica, quando o caminho mais pro-
vavel é dado por um dos seis trajetos descritos na Fig. (7.18). Analisando as formulagoes
das caminhadas quanticas na rede hexagonal, desenvolvidas no capitulo 6, observamos
que a descrigdo com os valores dos niimeros quanticos o,, dados por ®; = {—1,1,+1}, é
mais adequada para a implementacao das caminhadas com trajetérias balisticas, uma vez
que as diregoes associadas a valores de o, s2o as mesmas em vértices equivalentes. Assim,
a ordem de distribuicao dos coeficientes, I'y , que descrevem a evolugao do sistema, nao

dependem se alteram ao longo da rede.

Figura 7.18: As seis trajetérias balisticas que a particula pode executar durante uma
caminhada quantica na rede hexagonal.

Para a trajetéria mais provavel da particula ser um dos trajetos dados na Fig. (7.18),
devemos ter uma dominio dos seguintes coeficientes de transmissao para os caminhos: (i)
(a, ¢, e), tyy, t_gety_, Fig. (7.19a); (ii) (b, d, f), t__, t4o e to4, Fig. (7.19b). Logo, os
valores dos seus médulos quadrados devem ser maior em relacao aos valores dos outros

coeficientes. Além disso, devemos escolher o estado inicial de maneira adequada para cada
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trajeto da Fig. (7.18), Tab. (7.1). Em particular nas trajetérias (a, d), da Fig. (7.18), o
sistema tende a evoluir para estados que possuem o nimero quantico ¢ = +1 de acordo

com a sequéncia

o ELGELE= ) S GRS LG FLE=1) ... (7.32)

Figura 7.19: Coeficientes dominantes para a realizacdo de caminhadas com trajetérias
balisticas. Em (a) para os trajetos (a, c, e), e em (b) para (b, d, f), da Fig. (7.18).

Trajetéria Estado Inicial
a |+ 1, (J, Kimpar)) 0u | + 1, (J, Kpar))
b 10, (4, kimpa?“)) ou | +1, (4, kpar)>
C |07 (]7 kimpm")> ou ‘ — 17 (]7 kpar»
d ‘ — 1, (]7 kimpfﬂ“» ou | - 17 (]7 /{me«»
e |07 (.77 kpar>> ou | — 17 (.77 kimpar)>
f 10, (J, kpar)) ou | + 1, (7, Kimpar))

Tabela 7.1: Estados iniciais adequados as trajetérias balisticas dadas na Fig. (7.18). Na
Fig. (7.20) temos a representagao geométrica desses estados.

(J,k+1) G—-1LEk+1) G+1,k+1)

1, (G, kimpar))

(j7 kimpm')

| +1, (.7» kimpﬂ’f%
10, (4, kpar))

(j’ k:par) |07 (]7 kimpar)ﬁ
|+17(.77 kpary ‘\‘_ 17(j,kpa7')>

G-1,k-1) (G+1,k-1) (J,k—1)

Figura 7.20: Representagao geométrica dos estados da Tab. (7.1).
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Para conseguirmos um conjunto de coeficientes de reflexao e transmissao que fornecam
a condicdo para a realizacdo de uma caminhada balistica, Fig. (7.18), vamos associa-los

aos elementos da matriz dada pela familia abe, Eq. (7.26), tal que:

e para as trajetérias (a, c, e),

t++ = t—O = tO,— =C, (733&)

t__ - t+0 - t0,+ - b, (733b)

r_y =T =T4_ = (7.33¢c)
e para as trajetérias (b, d, f),

t++ = t_o = t()’_ = b, (734&)

t__ = t+0 = t0’+ =C, (734b)

r_4 =T =T4_ =a. (7.34c)

Essa escolha ¢ valida para —0,2 < a < 0,2, onde |c|* é dominante, uma vez que nesse

intervalo de valores de a temos
lc? =1, |a]* =0, > =0, (7.35)

veja o grafico da Fig. (7.16). Logo as matrizes que descrevem o operador evolu¢ao Us

para as trajetérias (a, ¢, e) da Fig. (7.18), é

Gh) k) Gk

ik toio0 i1 a b c
POR =1 408§ 9 =] ¢ a b |, (7.36)
tgzl,zrl tSZl,()) rgﬁl,ll b c a
e para os caminhos (b, d, f), é
ey acb
om0 = | 8 g 8 =] b a e, (7.7
tSZLZq tsﬁu)) 7“3?1,)—1 c b oa

com a matriz da Eq. (7.36) correspondendo a da Eq. (7.16), e a da Eq. (7.37) resultando

da permuta da segunda pela terceira linha, e da troca da segunda pela terceira coluna, na



7.3. Caminhadas Tendenciosas e Simétricas 104

Eq. (7.16). Esses processos de mudancas de linhas e colunas podem ser realizados, uma

vez que eles nao alteram a propriedade de unitariedade da matriz.

Exemplificamos essa caminhada, escolhendo os seguintes valores para o parametros a:

a=0,00 = |a]*=0,00, [b|>=0,00, |c|*>=1,00; (7.38a)
a=0,10 = l|a|*~0,01, [b]*~0,01, |c[*~0,98; (7.38b)
a=0,20 = |a|>~0,04, |b]*~0,03, |c|*~0,93; (7.38¢)

com |b|? e |c|? calculados a partir da Eq. (7.28). Evoluimos o sistema, para os conjuntos

de coeficientes dados pela Eq. (7.38), e com o estado inicial

o) = | +1,(1,=1)). (7.39)

Nas Figs. (7.21-7.23) temos as distribuigdes de probabilidades relativas, ps, de encon-
trar a particula nas aresta, em diversas etapas de tempo. Observamos que a distribuicao
de probabilidades tende a se deslocar de maneira concentrada seguindo uma trajetéria do

tipo balistica.

A combinagao dos coeficientes, Eq. (7.38), com o estado inicial, Eq. (7.39 ), leva a
particula a descrever a trajetéria (a) da Fig. (7.18), se deslocando no sentido crescente
do eixo e,. Para o primeiro caso, Fig. (7.21), temos uma probabilidade igual a um
da particula ser transmitida para a direcdo preferencial, implicando em uma evolucao
livre do sistema. Ja para os outro dois exemplos, Figs. (7.22) e (7.23), existe uma
pequena probabilidade da particula ser refletida ou de ser transmitida para a direcao
nao preferencial, o que leva a baixissimas possibilidade de encontrar o sistema fora da

trajetéria (a) da Fig. (7.18).

Além da distribuic¢ao de probabilidades ao longo da rede, analisamos o comportamento
do valor méximo das probabilidades, p,., em funcao do tempo. Na Fig. (7.24), vemos
que para o caso de a = 0,00, pnq se mantém constante. A medida que aumentamos o
valor do parametro a, pq. tende a diminuir, uma vez que a particula encontra pequenos
valores de probabilidades de ser refletida ou transmitida para a dire¢cao nao preferencial,
mesmo assim, ela continua sendo uma fracao consideravel da probabilidade total para as

etapas de tempo n < 20.
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8
0
-8
8
T o
AT =
-8
8
0
-8

Figura 7.21: Distribuicao de probabilidades relativas para as etapas de tempo: (a) n =0,
(by n =7, (¢c) n = 14 e (d) n = 20; nas figuras planificadas, abaixo, para as oito
primeiras etapas de tempo; com os coeficientes ¢, , € 7, dados pela Eq. (7.33), o valor
do pardmetro a dado pela Eq. (7.38a), e o estado inicial dado pela Eq. (7.39).
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Figura 7.22: O mesmo que na Fig. (7.21), mas com o valor do pardmetro a dado pela Eq.

(7.38b).
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Figura 7.23: O mesmo que na Fig. (7.21), mas com o valor do pardmetro a dado pela Eq.

(7.38¢).
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0 5 10 15 20

n
Figura 7.24: Probabilidade maxima, p,,., em funcao das etapas de tempo, n, para cami-
nhadas com os coeficientes de reflexao e transmissao dados pelos parametros a, b e ¢, e o

estado inicial dado pela Eq. (7.39). Com os valores do parametro a dados por: circulos,
pela Eq. (7.38a); quadrados, pela Eq. (7.38b); e losangos, pela Eq. (7.38¢).

Caminhada em “Loop”

Uma caminhada interessante é aquela em que a particula tende a descrever um “loop”
em um anel da rede. Da associacao dos valores dos niimeros quanticos o, com as direcoes
de propagacgao da particula, para as caminhadas utilizando o conjunto de valores 5 =
{0,1,2}, Figs. (6.5) e (7.25), vemos que uma caminhada dada pela sequéncia de estados
com mesmo o, em cada etapa de tempo, Eq. (6.3), leva a particula a circular um anel no

sentido horario.

j=2j5-1 5 j+13j+2

Figura 7.25: Associacao dos valores dos niimeros quanticos o, e as dire¢cdes de propagagao
da particula ao longo da rede para a formulacao utilizando os elementos de ®5. Aqui
o2(j) = [j]s = 0, veja a Eq. (6.2).

Analisando a Fig. (7.25), concluimos que para realizar uma caminhada com uma
trajetéria em “loop”, utilizando a formulagao com os valores de o, dados pelos elementos

de @5 = {0, 1,2}, os coeficientes de transmissao

I'oo =tos (7.40)
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devem ser dominantes. Isso pode ser obtido considerando os elemento da matriz da familia
abe, Eq. (7.26), onde |a]* — 0, [b]* = 0 e |¢[* = 1, no intervalo —0,2 < a < 0,2, Fig.

(7.16). Portanto, a matriz que representa as amplitudes de transmissao e reflexao é dada

por
gy’ T Tgy ¢cboa

Uk — Fg{bk) I‘g{’lk) Fg{’;) =la c b |, (7.41)
rgy) o Ty boa c

onde obtivemos o segundo membro da igualdade na Eq. (7.41) trocando a primeira pela
segunda linha e em seguida permutando a segunda pela terceira coluna da Eq. (7.26). Os

elementos a, b e ¢ estao relacionados pela Eq. (7.28).

Nas Figs. (7.26-7.28) temos as distribuigao de probabilidades relativas para trés ca-

minhadas para os valores do pardmetro a dados pela Eq. (7.38), e estado inicial dado por

W)O) = |O7 (07 0)>

e}

Figura 7.26: Distribuicdo de probabilidades relativas para os cinco primeiros passos de
tempo, para uma caminhada tendenciosa em “loop”, com os coeficientes de reflexao e
transmissao dados pela Eq. (7.41), com o parametro a dado pela Eq.(7.38a).

Observamos que para o primeiro caso, Fig. (7.26), onde a = 0,00, a particula fica

confinada em um anel da rede, uma vez que, das Eqs. (7.40) e (7.41),
|ra,a’|2 — |tU,U’|2 = 07 OOa

lteo|* = 1,00,
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ou seja, ela sempre encontra probabilidade um de ser transmitida para uma arestas a
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sua direita (sentido horario). A medida que o valor do parametro a vai aumentando, as

no entanto para o intervalo

Y

probabilidades da particula sair do anel deixa de ser zero

, 2, ela possui uma maior probabilidade de ser encontrada no anel que

2<a<0

Y

onde —0

7.27-7.28).

(

contém a aresta do estado inicial, Figs.

J

J

), mas com o valor do pardmetro a dado pela Eq.

).

Figura 7.27: O mesmo que na Fig. (7.26

(

7.38b

Figura 7.28: O mesmo que na Fig. (7.26), mas com o valor do pardmetro a dado pela Eq.

(7.38¢).
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Podemos, também, descrever uma caminhada com trajetoria em “loop”, utilizando a
formulagao com os valores de o, dados por ®; = {—1,0,+1}. Assim, ao incidir sobre um
vértice, a particula pode ser transmitida para uma aresta ligada a pela sua direita (sentido
horério), para uma aresta liga pela sua esquerda (sentido anti-horario), ou pode retornar
no sentido oposto de sua propagacao na prépria aresta que se encontrava devido a um
processo de reflexao. Desta forma, vamos assumir que, do ponto de vista da particula,
os coeficientes de reflexdao e transmissao tem sempre os mesmos valores para um dado
sentido de propagacao, ou seja, ela sempre vai encontrar a mesma probabilidade de ir

para direita, para esquerda ou de retornar independente da aresta que se encontre.

A Fig. (7.29) mostra os coeficientes de transmissao, para direita (sentido horario) e
esquerda (sentido anti-horario). Dependendo da paridade da coordenada k de cada sitio

devemos ter:

e se k é par

tiy) =19, =, =, (7.42a)

9, =98 =198 =y, (7.42b)
k

tOF) = O — 0B — ¢, (7.42¢)

e se k é impar

tiy) =t = =, (7.43a)
k k

t9, = 9 = 10 = 1, (7.43b)

t98 = 1R =498 = ty. (7.43¢)

onde ty, t4 e r sao, respectivamente, as amplitudes de transmissao no sentido horéario,
anti-horério e de reflexdo. Por tanto, para uma caminhada com uma trajetéria em “loop”
no sentido horario, devemos ter um conjunto de coeficientes de reflexao e transmissao onde
ty seja dominante, da mesma maneira para ma trajetéria “loop” no sentido anti-horério,

t 4 deve ser dominante.

Para exemplificar as caminhadas com trajetorias em “loop”, utilizando a formulacao
com os valores de o,, dados pelos elementos de ®;, vamos considerar a matriz da familia

abe, Eq. (7.26), uma vez que |c|* é dominante, como discutido anteriormente. Logo a
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matriz de espalhamento, 'V para k par, é dada por

PO rotg ta a ¢ b
o~ — tgjﬂ r((){ék) t[()j,ki =|ta 7 tg |=]b a c|, (7.44)
tsﬁl,zﬂ t%,()) 7’551,)—1 tg ta T c b a

e para k impar, dada por

T A rota tg a b ¢
L6k = téjﬂ Té{bk) tgj,ki =ty r tg |=| c a b |, (7.45)
tSZlkarl t(+]1,()) 7“%@1 ta tg T b ¢ a

com a matriz da abc para k impar obtida através da permuta da segunda pela terceira
linha, e a troca da segunda pela terceira coluna, na Eq. (7.16), e considerando a relagdao

entre os elementos a, b e ¢, dadas pela Eq. (7.28).

Figura 7.29: Os coeficientes de transmissao para o sentido horério (direita no referencial
da particula), (a) para k par e (c) para k impar. Os coeficientes de transmissao para o
sentido anti-horédrio (esquerda no referencial da particula), (b) para k par e (c¢) k impar.

Escolhendo os valores para o parametro a dados pela Eq. (7.38), e considerando o

estado inicial dado por

WJO) = |07 (07 0)>a

evoluimos o sistema em 20 passos de tempo. As distribuicdo de probabilidades relati-

vas sdo apresentadas nas Fig. (7.30) e (7.32), onde observamos que a distribuigao de
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probabilidades tende a colocar a particula em “loop” no anel que contém o estado inicial.

‘10‘

S

‘10‘

—10

‘10‘

10

J

tro a dado pela Eq.(7.38a).

A

, com 0 parame

J

J

Figura 7.30: Distribuicao de probabilidades relativas para os cinco primeiros passos de
tempo, para uma caminhada tendenciosa em “loop”, com os coeficientes de reflexao e

transmissao dados pelas Eqs. (7.44) e (7.45)

Figura 7.31: O mesmo que na Fig. (7.30), mas com o valor do pardmetro a dado pela Eq.

(7.38b).
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sImie [ = gl
E%g:é ps| T T T )\\L 1L /J
18*4 L L

Figura 7.32: O mesmo que na Fig. (7.30), mas com o valor do parametro a dado pela Eq.
(7.38¢).

7.3.3 Caminhada com Simetrias

Outros tipos de caminhas de interessante, sao aquelas que apresenta algum tipo de
simetria para a sua distribuigdo de probabilidades. Discutimos na se¢ao (7.1) caminhadas
com simetrias axial e de rotagao em 120°, para a formulagao com os valores dos ntimeros
quénticos o, dados por ®; = {—1,0,+1}. Vamos nesta secao discutir novos exemplos

para a evolucao das caminhadas que possuem essas simetrias.

Simetria Axial

Para obtermos uma caminhada quanticas, com simetria axial ao longo do eixo ey,

devemos ter as seguintes relacoes

tU8) = U (7.46a)
T(—JLL = ngl,)—l- (7.46Db)

Além das relagoes para os coeficientes, Eq. (7.46), o sistema deve estar em um estado

inicial simétrico em relagao ao eixo e,.

Levando em conta a Eq. (7.46), e a matriz da familia abedg, Eq. (7.29), assumiremos



7.3. Caminhadas Tendenciosas e Simétricas 115

que
r(jlkll t(_j’llf()) t(_jf)_l a ¢ b
TOR = | 408 w9 ) | = d g d |, (7.47)
tsz’lkarl t(illf()) T(+j1k11 b c a
logo
NI R, (7.482)
t(jl )—1 - tglkzl—l =b, (7.48Db)
Y k()) = til()) =c, (7.48¢)
61 =ty = d. (7.484)
(J - (7.48e)

onde os elementos a, b, ¢, d e g estdao relacionando pela Eq. (7.31).

(b)

Figura 7.33: Em (a), distribuigao dos coeficientes de reflexao e transmissao na rede hexa-
gonal; (b) distribuicao dos elementos da matriz familia abcdg para que os coeficientes de
reflexao e transmissao ter simetria axial ao longo da diregao e,.

Para ilustrar caminhadas com simetria axial, utilizando a familia abcdg para repre-
sentar os coeficientes de reflexao e transmissao, vamos escolher o seguinte valor para o

parametro g:

g=080 = |a]*~0,01, [b>=~0,81, |c[*~0,18, |d|*=~0,18, |g|*=~0,64; (7.49)
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e vamos admitir estados iniciais simétrico ao eixo e,, dados por

1 1
|¢0> = % ngl |J’ (07 0)> (751)

Na Fig. (7.34) temos as distribui¢des de probabilidades relativas com simetria axial,
apés 20 etapas de tempo e com o estados iniciais dados pelas Egs. (7.50) e (7.51). Como
esperado, observamos que as distribuicoes de probabilidades tem simetria axial em torno
do eixo y, como era esperado. A distribuicao de probabilidades para a caminhada com
|1) dado pela Eq. (7.51) é mais rico que o caso com |iy) dado pela Eq. (7.50), pois ele
é composto pela superposicao de trés estados, o que acarreta em uma maior processos de

interferéncia.

NP

»‘..y// ~
fs\\~ Y

S0 SENE
—10 0, 10
J

Figura 7.34: Distribui¢oes de probabilidades relativas para caminhadas com simetria axial
apds 20 passos de tempo, para os coeficientes de reflexdo e transmissao dados pelo ele-
mentos da matriz familia abcdg de acordo com a Eq. (7.48), com o valor do pardmetro g
dado pela Eq. (7.49); em (a) para o estado inicial da Eq. (7.50), e em (b) para o estado
inicial da Eq. (7.51). Nos gréficos (c¢) e (d), temos respectivamente as planificagoes das
distribuigao de probabilidades dadas em (a) e (b).
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Simetria de Rotacao

Para caminhadas com simetria de rotacao em 120°, os coeficientes de reflexao e trans-

missao, Fig. (7.35), deve satisfazer as seguintes relagoes,

tyi41 =110 ="%0-1,

t1,1=1t410=to41,

1,41 = T0,0 = T+1,-1-

(b)

(7.52a)

(7.52b)

(7.52¢)

Figura 7.35: Distribuicao dos coeficientes de reflexao e transmissao para uma caminhada

ter simetria de rotagao em 120°.

Combinando a matriz da familia abc com a matriz de espalhamento, ') temos

. . K
T(_]L_);,_l t(_JL% t(_]L)_l a b c
k) sk j j» ke —
oo = |l g @y =] e a |,
" K ke
t$1,l1 tsﬁu)) 7“Sfl,)—1 b ¢ a

logo

tii4q1 =110 =11 =0,
t1,-1=ty10="1041=¢,
1,41 =700 = T41,-1 = @,

onde os elementos a, b e ¢ estdo relacionados pela Eq. (7.28).

(7.53)

(7.54a)
(7.54b)

(7.54c)

Nas Fig. (7.36) temos as distribui¢do de probabilidades, apds 20 passos de tempo,
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para uma caminhada com os coeficientes de reflexdo e transmissao dados pela Eq. (7.54),

com valor do parametro a dado por
a=2/3 = l|a|*~0,66, [b*>=~0,11, |c|*~ 0,66, (7.55)

e o estado inicial do sistema por

1 1
[%0) = 7 > 10,(0,0)). (7.56)

o=—1

Analisando a Fig. (7.36) vemos que o sistema exibe uma simetria de rotagdo em 120°,
uma vez que as distribuicao de probabilidades ao longo dos eixos ey, €5 € e3, que estao a

120° um em relacao ao outro, sdo idénticas.
(a) ) (b)

20 37

10101

10185

—920!l 7

=20 0 0 0

e

Figura 7.36: Distribuicoes de probabilidades relativas para caminhadas com simetria de
rotacao em 120°, apés 20 passos de tempo, para os coeficientes de reflexdo e transmissao
dados pelo elementos da matriz familia abc de acordo com a Eq. (7.54), com o valor do
parametro a dado pela Eq. (7.55).

Caminhadas com Transmissao Imparciais

O caso mais simples de um conjunto de coeficientes I',/, é aquele independente dos

vértices da rede e dado por
Toro = a, (7.57a)

torg = b. (7.57b)
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Nesta situagao sempre temos os mesmo valores para os coeficientes de transmissao inde-
pendente da direcao adotada. O mesmo ocorre para as amplitudes de reflexdo. Conside-
rado a formulagdo com os valores de o,, dados por ®; = {—1,0,+1}, e assumindo que a

matrize de espalhamento, Eq (7.8) é dada pela familia ab. Eq. (7.23), temos

ro141 o100 to1,1 a b b
POk = tor Too to1 | = b oa b |- (7.58)
141 t410 7411 b b a

Observe que para esse caso, a caminhada exibe simetria axial ao longo do eixo e, e de

rotacao em 120°.

Figura 7.37: Distribuicao dos coeficientes de reflexao e transmissao para uma caminhada
com coeficientes de transmissao imparciais.

Na Tab. (7.2) temos alguns casos especiais para os valores dos coeficientes de reflexao
e transmissdo. Veja que: (i) = 0 temos um maximo nas probabilidade de transmissao e
um minimo para a reflexdo; (ii) = 1/3 as temos as mesma probabilidades da particula
ser refletida ou transmitida; (iii) # = 0,38 a soma das probabilidades de transmissoes é
igual a de reflexao; e (iv) @ = 1/2 a probabilidade de reflexdo é maxima e igual a um e a

de transmissao ¢é nula.

Evoluimos o sistema para os coeficientes de reflexdo e transmissdao considerando a
relagdo da Eq. (7.57), com os valores para o parametro 6 dados na Tab. (7.2), e o estado

inicial do sistema dado por
1 1
= — ,(0,0)). 7.59
|tbo) \/3(7;1 |0, (0,0)) (7.59)
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=0 702 = 1/9 | |tors|®> = 4/9
0=1/3 | |ro|>=1/3 | |ten]* =1/3
0=0,38 | [rons|>~1/2 | [tes]? = 1/4
0= 1/2 ’TU/J|2 =1 |Ifa/g|2 =0

Tabela 7.2: Valores das probabilidades de transmissao e reflexdo para alguns casos parti-
culares de 0, onde r,/, e t,, sao dados, respectivamente, pelos elementos a e b da familia
ab, Eq. (7.25).

Nas Figs. (7.38) e (7.39) temos as distribuigoes de probabilidades normalizadas, as-
sumindo, respectivamente, os valores de 6 da Tab. (7.2). Observamos que de fato as
distribui¢oes de probabilidade exibem simetrias axial ao longo do eixo e, e de rotagao
em 120°. Além disso observamos que a medida que as probabilidade de transmissao
vao diminuindo, a distribuicao de probabilidades tende a ficar concentrada em torno da

origem.

() . ©
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Figura 7.38: Distribuicao de probabilidades normalizadas de encontrar a particula nas
arestas, p,, para caminhada quanticas na rede hexagonal com coeficientes de transmissoes
imparciais, apés 20 passos de tempo. Em (a) § = 0, (b) § = 1/3, (¢) § = 0,38 e (d)
0=1/2.
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7.3. Caminhadas Tendenciosas e Simétricas

0.
J

0. 1
J
Figura 7.39: Planificacao das distribui¢oes de probabilidades dadas na Fig. (7.38).
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Capitulo

Conclusao

Existem dois modelos distintos de caminhadas quanticas em tempo discreto, o de mo-
eda e o de espalhamento, que podem ser empregados em grafos com topologias arbitrarias.
Além disso, como mostrado em [27] eles sdo unitariamente equivalentes. Neste trabalho
um dos principais objetivos foi o desenvolvimento desses modelos de caminhadas quéanticas

para redes com topologias regulares, considerando as redes quadrada e hexagonal.

Tal estudo propiciou a comparacao de diferentes aspectos associados a construgao dos
modelos de espalhamento e de moeda. Especificamente, apresentamos um desenvolvi-
mento para tais modelos em rede regulares, e aplicamos essa metodologia na construcao
das caminhadas quanticas nas redes linear, quadrada e hexagonal. Todos os exemplos
estudados mostraram que o mapeamento entre os modelos de moeda e de espalhamento,
dado pela Eq. (4.43), resulta na equivaléncia unitaria entre os mesmos. Também ilus-
tramos as particularidades dos padroes de distribui¢coes de probabilidade ao longo das
estruturas das redes, que resulta da evolucao temporal para as duas formulacgoes das

caminhadas quanticas.

Iniciamos o estudo das caminhadas quanticas com o caso mais simples, na rede linear,
com o objetivo de compreender melhor os detalhes de tal sistema. Esse estudo serviu de
base na analise das caminhadas em redes mais complexas. No capitulo 4 apresentamos
o desenvolvimento das caminhadas para grafos com topologias arbitrarias e discutimos a
equivaléncia unitaria entre os modelos de moeda e de espalhamento. Além disso, parti-

cularizamos o caso geral para caminhas em redes regulares.

O desenvolvimento e a implementacao das caminhadas quanticas na rede quadrada
foi realizado no capitulo 5, onde calculamos quatro exemplos numéricos da evolugao do

sistema: para as matrizes de Hadamard desacoplada e acoplada, de Grover e da Trans-
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formada Discreta de Fourier, tanto no modelo de espalhamento quanto no modelo de

moeda.

Finalmente, no capitulo 6 desenvolvemos as duas abordagens para atacar as cami-
nhadas em ambos modelos (de espalhamento e moeda) na rede hexagonal. A primeira
abordagem ¢é muito semelhante a versao unidimensional no que diz respeito aos rétulos
dos estados de base associados a direcao de propagacao da particula. A segunda metodo-
logia abordada é matematicamente mais complexa que a primeira. O grande diferencial
entre elas é a maneira que elas tratam as associagbes entre os nimeros quanticos que
descrevem a direcao de propagacao da particula e os vértices da rede. Na primeira, as di-
recoes equivalentes, em todos os vértices, estao associadas a um mesmo nimero quantico,
diferentemente da segunda, em que as dire¢des e os nimeros quanticos associados a elas

dependem diretamente dos vértices da rede.

O fato das duas abordagens tratarem o niimero quantico associado a dire¢do de pro-
pagacao da particula traz diferengas na maneira que o sistema evolui no tempo. Este fato
esta exemplificado no capitulo 7, onde evoluimos as caminhadas nos modelos de moeda
e de espalhamento para tais abordagens, considerando as matrizes moedas (e suas cor-
respondentes de espalhamento), de Hadamard, de Grover, da transformada discreta de
Fourier, a da transformada discreta de Hartley e algumas outras. Uma vez que mostramos
que os modelos de espalhamento e de moeda sao equivalentes, passamos apenas a tratar
do modelo de espalhamento, que é fisicamente mais simples. Assim discutimos quais as
condicoes que os coeficientes de transmissao e reflexdo deveriam ter para que a particula

tendesse a descrever certos tipos de trajetérias tendenciosas e caminhadas simétricas.

Este trabalho ¢ apenas o inicio de uma andlise detalhada de semelhancas e diferencas
das versdes moeda e espalhamento de caminhas quanticas em redes regulares. Obviamente
que diferentes direcoes de estudo podem ser tomadas para os resultados obtidos aqui. A

seguir listamos algumas possibilidades para futuras andlises:

e 0 estudo das caminhadas quénticas em redes regulares com defeitos (buracos, ou

vértices com mais ligagoes);
e 0 estudo das caminhadas quanticas em redes regulares com fronteiras;

e caminhadas quanticas com o sistema formado por mais de uma particula para o

caso de férmions e bosons;

e cstudo da influéncia de um ambiente externo quando o sistema nao estiver isolado;
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e analise das propriedades de transporte de materiais, por exemplo no grafeno utili-

zando as caminhadas quanticas na rede hexagonal.
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