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Resumo

Nesta dissertagao, apresenta-se um estudo a respeito de uma generalizagao
das funcoes conjugadas de Fenchel para funcgoes reais estendidas semi-
continuas inferiormente (sci) de varias varidveis reais. Considera-se para
esta, o produto interno generalizado pelas fungoes continuas de IR" em IR"
e a base tedrica é a generalizacao dos teoremas classicos de separacao para
convexos, a qual possibilita separar por fungoes continuas conjuntos fecha-
dos e, em particular, garante que o epigrafo de uma funcao sci pode ser
separado de qualquer ponto que esteja em seu complementar. Com auxilio
desses resultados, verifica-se que, para funcoes sci, a conjugada proposta é
propria e a conjugacao é simétrica. Prova-se também que esta conjugada
é convexa e sci, e introduz-se os Espacos Duais Conjugados que aumentam
o potencial dessa teoria, pois, dependendo da fungao correspondente, eles
podem ser de dimensao finita. Aplica-se esta generalizacao no desenvol-
vimento de uma dualidade para problemas de programacao semicontinua
inferior (PSCT). Garante-se que o dual desses problemas é de programagao
convexa e dependendo da fung¢ao, pode ser restrito a um espaco dual conju-
gado de dimensao finita. Prova-se que o bidual é o préprio PSCT e define-se
a fungao Lagrangeana relacionada para concluir que seu minimizador em IR"
é solucao do problema primal e a funcao continua que o maximiza é solugao
do problema dual.

Palavras-chave: teoremas de separacao de conjuntos fechados; funcgoes
conjugadas; programacao semicontinua.
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Abstract

We present a study about a generalization of Fenchel conjugate functions
for extended real-valued lower semicontinuous (lsc) functions of several real
variables. For this, we consider the generalized inner product by continuous
functions f : R" — IR™ and the theoretical basis is the generalization of
the classical separation theorems for convex sets. They ensure the existence
of continuous functions that separate two closed sets. In particular, they
say that the epigraph of a lsc function can be separated from any point
that it is in its complement. Thanks to these results one verifies that for
Isc fuctions the proposed conjugate function is proper and its conjugation
is symmetric. We also prove that this conjugate function is convex and
Isc. We introduce the Conjugate Dual Spaces that increase the power of
this theory as they can be of finite dimension in some cases. We apply
this generalization to build up a duality scheme for lower semicontinuos
programming (LSCP). We ensure that its associated dual problem is a
convex programming problem and it can be restricted to a Conjugate Dual
Space of finite dimension. We prove the bidual is the LSCP itself and
present the corresponding Lagrangian function which minimizer in IR" is the
solution of the primal problem and the continuous function that maximizes
it is the solution of the dual problem.

Keywords: separation theorems for closed sets; conjugate functions; semi-
continuous programming.
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Introducao

A teoria de conjugacao desenvolvida por Fenchel [11] associa a cada funcao
f:IR" - RU{+o0o} uma fungao convexa dada por

fr(a) = sup {(a,z) — f(z)}
zeIR™
com a € IR", chamada de funcao conjugada. Esta relacao possui uma importante in-
terpretacao economica: considerando x a quantidade de producao de uma determinada
empresa, f(x) o custo para produzir essa quantidade e a o prego de venda, é possivel
perceber que a conjugada de f modela o lucro otimizado da empresa.

No entanto, nos problemas reais, o preco de venda do produto varia de acordo
com a quantidade produzida. Um exemplo é que quando ha uma quantidade grande de
um determinado produto disponivel para o mercado consumidor, o preco tende a diminuir.
Ja quando ocorre o contrario, ou seja, quando o produto esté escasso, o preco tende a
subir. Partindo dessa filosofia, a conjugada de Fenchel deveria ser modificada para que
incluisse essa variagao de preco na sua modelagem.

Moreau [20] foi um dos primeiros a generalizar a teoria de conjugagio. Ele con-
siderou fungoes ¢ : K1 x Ky — R U {400} em que K; e K, sdo conjuntos arbitrarios e
assim, estendeu a conjugada como

f¢(a) = sup {c(a,z) — f(z)}

reKo

com a € Kj. Cotrina, Karas, Ribeiro, Sosa e Yuan [6] procuraram resolver o problema
da modelagem apresentando uma conjugada na qual ¢ é o produto interno generalizado,
ou seja, ¢(p,z) = (p(z),z) em que p : R" — IR" é uma fung¢ao continua.

Estes autores tinham o interesse em aplicar esta conjugada modificada para cons-
truir o dual de problemas de programagao semicontinua. Os problemas primais associados
tratam de encontrar minimizadores de func¢oes semicontinuas inferiormente que, depen-
dendo de certas condicoes de coercividade, possuem solucao. No entanto, a fungao a ser
minimizada pode nao possuir um bom comportamento como o caso das funcoes que nao
sao convexas. Assim, é muito dificil encontrar a solucao de forma analitica ou numérica,
motivando a investigar um problema dual associado que seja mais facil de ser resolvido.

A teoria de conjugacao de Fenchel foi usada como base para construir a Dualidade
Convexa em [19], mas esta dualidade possui boas caracteristicas para fungoes convexas
semicontinuas inferiormente. O propdsito de Cotrina, Karas, Ribeiro, Sosa e Yuan era,
através de sua generalizacao, enfraquecer estas hipdteses para que fosse possivel construir
uma dualidade bem comportada para fungoes apenas semicontinuas inferiormente.

Em [6], foi também desenvolvido um estudo a respeito dos espagos duais conju-
gados que sao subespagos das fungoes continuas em que a conjugacao modificada possui
simetria. Esta andlise é importante tanto na parte tedrica quanto na pratica, pois para
muitos fins, é necessario o célculo da conjugada apenas nestes subespagos.
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O termo “generalizacdo” dado a conjugada em [6] causou um desconforto entre
muitos pesquisadores que a enxergavam apenas como uma particularidade da conjugada de
Moreau. Deste modo, Sosa investigou as relagoes existentes entre a teoria de conjugacao de
Fenchel com os teoremas de separagao classicos [§]. Estes teoremas garantem a existéncia
de hiperplanos separadores para conjuntos convexos e fechados. Em [23] e [24] é possivel
notar que podemos construir a teoria de conjugacao a partir destes resultados.

Gragas a Michael [21], que separou subconjuntos fechados particulares de IR"
usando fungoes continuas, Sosa conseguiu generalizar em [20] os teoremas de separagao
estendendo os hiperplanos para fungoes continuas e mostrou que a conjugada modificada
em [0] provém destes teoremas.

Cotrina, Raupp e Sosa [7] desenvolveram a teoria de dualidade para a pro-
gramagcao semicontinua e investigaram suas propriedades.

O propésito deste trabalho é fazer uma releitura de [6], [7] e [26] e relacioné-los de
maneira a convencer o leitor que esta proposta da modificacao da conjugada é realmente
uma generalizacao da conjugada de Fenchel.

O primeiro capitulo faz revisao conceitual de alguns tépicos de Anélise Convexa
[2,24], bem como apresenta os teoremas classicos de separacao [§] e a partir deles, constroi
a conjugada de Fenchel. Por fim, resume a teoria de Dualidade para programagao convexa
[9, 19].

O segundo capitulo apresenta os teoremas de separacao para fechados [21], 22] e
através deles generaliza os teoremas de separagao classicos [20].

O terceiro capitulo apresenta a conjugada generalizada [6] e investiga suas pro-
priedades. Sao introduzidos os espagos duais conjugados das fungoes e analisam-se alguns
exemplos.

Por fim, o ultimo capitulo expoe a aplicacao da conjugada modificada na cons-
trugao de uma teoria de dualidade para programacao semicontinua inferior e faz uma
andlise da fungao Lagrangeana correspondente [7].



Capitulo 1

Revisao de conceltos

Esse texto é baseado em [2, 8 O, 23] 24] e apresenta alguns conceitos iniciais
de Anélise Convexa que servirao de ferramenta para o desenvolvimento deste trabalho.
Apresentaremos algumas definigoes como funcao estendida, funcoes convexas e fungoes
semicontinuas. Estabeleceremos uma ponte entre os teoremas classicos de separacao com
a teoria de conjugacao de Fenchel e para finalizar, desenvolveremos um processo de dua-
lidade relacionado com esta teoria.

1.1 Conceitos iniciais

Do ponto de vista tedrico, é interessante trabalhar com funcgoes de valores reais e
definidas em todo IR", mas no contexto de otimizagao e de muitas aplicacoes nem sempre
isso é possivel. Por exemplo, consideremos fi : IR — R; fx(z) = kz para k € IN e

f(x) = sup fi(z).

kelN

Assim, a fungao f atinge o valor 400 por mais que (f;) seja de valores reais para todo k.
Outro caso ¢é das fungoes convexas definidas sobre um subconjunto K C IR" que
nao podem ser estendidas para funcoes de valores reais e convexas. Como exemplo, temos
f : (0,00) — IR dada por f(z) = 1/x. Esta funcao é convexa em (0,00), mas para
qualquer extensao de valores reais, a fungao estendida deixa de ser convexa.
Tomando esses exemplos como motivagao, definiremos as fungoes de valores reais
estendidas.

Definicao 1.1 Consideremos f: K C R" — R. A funcdao de valores reais estendida de
f € definida como:

o {12 755

Podemos estender a funcao impondo que f assuma —oo no complementar de K. Isso é
definido de acordo com o comportamento da funcao f. Notemos que, de acordo com essa
definicao, a funcao estendida mantém a convexidade ou a concavidade da funcao f.

As regras das operacoes aritméticas envolvendo +00 e —oo sao adotadas da se-
guinte forma:

(i) 24 00 =00+ 2 = 400 para —oo < x < +00,

(ii) 2 — 00 = —oc0+ 2 = —o0 para —o0 < = < +00,
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(iii) x (+00) = (+00)x = +00, x (—00) = (—00) x = —o0 para 0 < z < 400,
(iv) x (400) = (+00)z = —00, z (—00) = (—00) = 400 para —oo < z < 0,
(v) inf () = +o0, sup) = —oc.

As expressoes (00 — 00), (—00 4 00), 0(+00) e 0 (—00) sao consideradas indeter-
minadas. Devido a esse fato, devemos estender as fungoes de forma a evitar essa situacao,
incluindo no contradominio apenas +oo ou —oo.

A partir deste ponto do trabalho, serda convencionado que as funcoes serao de
valores reais estendidos, podendo atingir +0o. Vamos definir agora alguns subconjuntos
que serao utilizados na analise de convexidade e semicontinuidade das fungoes.

Definigao 1.2

(i) O epigrafo de uma funcgao f, denotado por epi(f), é a regido que estd acima do seu
grafico, ou seja,
epi(f) = {(z,\) € R"™| f(z) < A}.

(ii) O hipografo, denotado por hip (f), é a regiao que estd abaizo do grdfico, ou seja,
hip(f) = {(z,2) € R""| f(z) = A}.

(iii) O conjunto de nivel de uma fung¢ao f para um escalar X, denotado por Lg(\), €

definido como
LX) ={z € R"| f(z) < A}.

Podemos interpretar o conjunto de nivel como uma projecao em IR" de secoes
horizontais do epi(f). A anélise de suas propriedades topoldgicas é muito importante no
contexto de minimizacao de funcoes, pois para A = inf f, temos que

Li(\) ={zr € R"| f(x) = A\} = argmin f.

Consideremos o préximo exemplo:

L 1)z, >0
Exemplo 1.3 Seja f: IR — R U {400} dada por f(z) = { too, 10
3
2 I [ N [ I I I Y
I epi(f)
I\
1 N
| N
I NEY
0 | L(2) o
-1 0 1 2 3

Figura 1.1: Epigrafo de f e o conjunto de nivel para A = 2.
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Na Figura 1.1, notemos que o hipografo é o grafico de f unido com a regiao que
estd abaixo dele, assim, a intersecao deste com o epigrafo de f é exatamente o grafico de
f. Além disso, os pontos x para os quais f(z) = +00 nao pertencem ao epigrafo de f,
mas pertencem ao hipografo de f. Temos também representado o conjunto de nivel de f
para A\ = 2.

Definigao 1.4 O dominio efetivo de uma fungao f, que serd denotado por dom (f), é a
projecao do epi (f) em R"™, ou seja,

dom(f) ={z € R"| 3N € R, (x,)) € epi(f)} ={zr € R"| f(z) < +o0}.

Neste trabalho, quando estivermos nos referindo a dominio efetivo usaremos ape-
nas o termo “dominio”. No Exemplo [I.3} o dominio de f sdo os niimeros reais positivos.

Defini¢ao 1.5 Uma funcio f: R" — IR U {+o0} € dita prdpria quando existe z € IR"
tal que f(z) < oc.

Uma funcgao que nao é propria é chamada de impropria. Temos como exemplo, a
funcao identicamente +00. Do ponto de vista pratico, as funcoes proprias sao mais inte-
ressantes e aparecem com maior frequéncia. Diretamente da definicao, podemos perceber
que f é propria quando seu dominio é nao-vazio.

Lembramos que um subconjunto K de IR" é convexo quando para quaisquer = e
y em K, o segmento (1 — a)z +ay € K, com a € [0,1]. Assim, vamos definir fungoes
convexas da seguinte maneira:

Definicao 1.6 Uma funcao f € dita convexa quando seu epigrafo é um conjunto convero
em IR™1,

Note que para analisar a convexidade da fungao nos limitamos a trabalhar com a
restrigao de f apenas sobre seu dominio, pois se f(x) = +o0o, entao (z,\) ¢ epi(f) para
nenhum A\ € IR. O préoximo teorema relaciona essa definicao com uma caracterizacao mais
usual de convexidade.

Teorema 1.7 Uma fungdao f € convexa se, e somente se,

f(A-a)z+ay) <(1—-a)f(z)+af(y) (1.1)
vale para todo x ey em R" e para a € (0, 1).

Demonstracao. (=) Dados x e y em IR", se  ou y ndo pertencem ao dom(f) entao (1.1)
se verifica trivialmente. Caso ambos estejam no dominio de f, notemos que (z, f (z)) e

(y, f (y)) estao no epi (f).
Como epi (f) é convexo, entao (1 — «) (z, f () +a(y, f (y)) € epi (f) para todo

a € (0,1). Além disso,
(I —a) (@, f(2) +aly, f) =((1-a)z,(1-a) f (@) +(ay,af (y) =

= (1 -a)z+ay, (I1-a)f(x)+af(y).
Portanto, ((1 —a)x + ay, (1 —a) f (z) + af (y)) € epi(f), implicando que

f(A=—a)z+ay) <(1—a)f(z)+af(y)
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para todo x,y € dom(f) e a € (0,1).
(<) Dados (z, A1), (y, A2) € epi (f), entao, por definigao, f(z) < A; e f(y) < Aa.
Assim, por (|1.1]), podemos concluir que

f(I=a)z+ay) <(1-a)f(z) +af(y) <(1—a)l +ar
para todo a € (0, 1). Portanto,
(1—a)z+ay, (1 —a) A1 + adg) = (1 —a)(x, \) + a(x, \) € epi(f)

com a € (0,1) e assim, epi(f) é um conjunto convexo em R™™. O

1.2 Funcoes semicontinuas

Da literatura, sabemos que IR" é um espaco vetorial com produto interno. Deste
modo, para z e y em IR", lembramos que o produto interno usual é dado por

<ZE, y> = Z TilYi
=1

em que x; e y; correspondem respectivamente as ¢-ésimas coordenadas de x e de y.

A norma em IR" que sera considerada neste trabalho é a que provém deste produto
interno, ou seja, para x € R", teremos que ||z|| = y/(z, x). Esta norma induz a topologia
cuja base sao as bolas abertas B(xg,r) = {x € R"| ||z — 2] <7} com zy € R" e r > 0.

Portanto, diremos que um subconjunto K é aberto em IR" quando cada ponto
dele é centro de uma bola aberta contida em K.

Definicao 1.8 Um ponto xq € IR™ ¢é aderente a um subconjunto K C IR" quando é
limite de uma sequéncia de pontos desse conjunto. O conjunto dos pontos aderentes de
K, denotado por K, é chamado de fecho de K.

Notemos que o fecho de B(zg, ) é a bola fechada
Blzo, 7] = {z € R"| ||z — x0|| < 7} e o fecho de K é o préprio conjunto.

Um subconjunto K de IR™ é dito fechado quando K = K. Uma das propriedades
interessantes é que um subconjunto é fechado se, e s6 se seu complementar é aberto.

Teorema 1.9 Consideremos (K;)jc; uma familia de subconjuntos fechados e convezos
de R" em que J é um conjunto arbitrario de indices. Entao K = ﬂjEJ K; € um conjunto
convezxo e fechado em IR".

Demonstracao. Dados 1 e 2 em K, entao z; e x5 pertencem a K para todo j € J. Como
cada K é convexo, entdo (1 — a)z; + axry € K, para todo j € J e para todo a € (0, 1).
Portanto, (1 — o)z + awy € K para a € [0, 1]. Dessa forma, K é convexo.

Para provar que K é fechado, considere uma sequéncia (z) contida em K que
converge para um certo xo. Assim, (xy) estd contida em K para todo j € J.

Como cada K; ¢é fechado, entao xp € K; para todo j € J. Logo, 9 € K e,
portanto, K ¢ fechado. 0

Antes de definir semicontinuidade, vamos revisar algumas propriedades de liminf
e limsup.
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Definicao 1.10 Dados uma funcao f, xo € R"™ e 6 > 0, consideremos
M (xo,0) = sup{f(x)| € B(xo,0)} e m(xo,0) =inf{f(z)| v € B(xo,0)}.

A medida que § se aproxima monotonicamente de 0, M (xg, §) ndo cresce e m(x, )
nao decresce. Assim, definimos:

Definicao 1.11
(i) liminf, .., f(z) = lims_,o m(x0, ) = Sups~q m(xo, d).
(ii) limsup,_,, f(z) = lims_o M (29, 0) = infsso M (9, ).

Para qualquer sequéncia (J;) que se aproxima monotonicamente de zero, as
sequéncias (M (o, dx)) e (m(xo, d;)) também serao mondtonas. Assim, o limsup,_,,, f(z)
e o liminf, ,,, f(x) sempre existem, independente da sequéncia tomada, podendo admitir
valores +00. Vamos analisar outras caracterizacoes dessa definicao nos proximos teore-
mas. Demonstraremos apenas o item (i) de cada um dos trés teoremas que seguem, pois
a demonstragao do item (i7) de cada um deles é analoga.

Teorema 1.12
(i) Se m =liminf, ,,, f(x) entdo existe (zx) C R" tal que ), — o e f(xx) — m.
(i) Se M = limsup,_,,, f(x) entdo existe (x) C R" tal que x, — x9 e f(xy) — M.

Demonstracao. (i) Consideremos (d) uma sequéncia de nimeros positivos que converge
para 0 e my = m(xo, dx). Por definicao, my — m.

Se my, = 400 para algum ko € IN, entao, como my, é nao decrescente, teremos
my = —+oo para todo k > kg e, consequentemente, m = +oo. Além disso, para cada
k > ko, como my, é infimo do conjunto {f(z)| x € B(xo,dx)}, podemos escolher
xy, € B(xg, 1) tal que f(xp) = +00.

Quando k — 00, a sequéncia oy — 0, z, — xg e f(x) = +00 =m.

No caso em que my < 400 para todo k, novamente pelo fato de my, ser infimo do
conjunto { f(z)| x € B(xo, dx)}, podemos escolher x € B(xg,d) tal que

Fazendo k — oo, teremos 0, — 0. Portanto, xx — x¢ e my — m. Pela desigualdade ((1.2)),
concluimos que f(z) — m. 0

Teorema 1.13

(i) Seja m = liminf, ., f(z). Dado m’ < m, existe 6 > 0 tal que m' < f(z) para todo
x € B(xo,9).

(ii) Seja M = limsup,_,, f(z). Dado M' > M, existe 6 > 0 tal que M' > f(x) para
todo x € B(xo,9).

Demonstragao. (1) Dado m’ tal que m > m/, temos, por defini¢ao, que lims_,om(zg,d) >
m’. Por propriedade de limite, existe algum § > 0 tal que m(zo,d ) > m’, ou seja,

inf {f(x)| x € B(x0,5/)} > m.

Logo, f(x) > m’ para todo x € B(z,6 ). 0
A reciproca dos dois teoremas anteriores é dada a seguir.
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Teorema 1.14 Dada (zg) C R"™ tal que x, — xo e f(xr) — m.

(i) Se para cada m’ < m existe 6 > 0 tal que m' < f(z) para todo x € B(xg,0) entdo
m = liminf, ,,, f(z).

(ii) Se para cada m' > m, existe 6 > 0 tal que m' > f(x) para todo x € B(xg,d) entdo
m = limsup,_,, f(7).

Demonstragao. (i) Como x — xg, para 6 > 0 existe kg tal que zx € B(z,d) para todo
k > ko. Assim, m(x,d) < f(xy) para cada k > ko.

Quando £ — oo, a conservacao de sinal do limite nos permite concluir que
m(zg,0) < m.

Por fim, fazendo ¢ tender a 0, obtemos liminf, ., f(z) < m.

Agora, vamos supor por absurdo que liminf, ,,, f(z) < m. Existe, por hip6tese,
0 > 0 tal que f(x) > liminf, ,,, f(z) para todo x € B(xg, ). Portanto,

m(zo,d) > liminf f(z).

Tr—x0

Absurdo, pois contraria a defini¢ao de liminf. Concluimos assim que m = liminf, _,,, f(x).
0

Definicao 1.15

i) Uma funcao [ ¢ semicontinua inferiormente ou sci em um ponto xo € IR"™ quando
¢ p q
liminf, .., f(x) > f(xo).

i1) Uma funcao f € semicontinua superiormente ou scs em um ponto xy € R" quando
¢ p p q
lim SUPg 20 f(I) < f(l’())

Pelos teoremas provados anteriormente, esta definicao pode ser caracterizada da
seguinte forma:

Corolario 1.16

(i) Se f(xg) = —o0, entdo f € sci em xy. Caso f(xg) > —o0, entdo f € sci em xy quando
dado m' < f(xy), existir 6 > 0 tal que f(x) > m’ para todo x € B(x,0).

(ii) Se f(zo) = 400, entao f € scs em xy. Caso f(xg) < 00, entdo f € scs em xy quando
dado M" > f(xg), existir 6 > 0 tal que M' > f(z) para todo x € B(x,0).

As funcgoes semicontinuas serao o principal objeto de estudo deste trabalho. Va-
mos analisar alguns exemplos:

1, <2

2. 1>2 com o grdfico apresentado na Figura

Exemplo 1.17 Consideremos fi(x) = {
1.2.

Notemos que para xg # 2,

liminf f(z) = limsup f(z) = f(xo)

T—Z0 T—x0

e, portanto, f é scs e sci nesses pontos. Ja para xg = 2, temos que
liminf, ;5 f(x) =1 < f(2) e limsup,_,, f(x) =2 = f(2). Logo, f é apenas scs em 2.
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Figura 1.2: Grafico de f;.

2
1 . :
o x;_é com grafico apresentado na Figura 1.5.

Exemplo 1.18 Seja fo(z) = { 0 1

Analogamente ao caso anterior, para xg # 1,

liminf f(z) = limsup f(z) = f(xo)

T—Z0 T—x0

e portanto f é scs e sci nesses pontos. Mas para xo = 1, temos que
liminf, ,; f(z) = 0= f(1) e limsup,_,, f(z) =12 =1 > f(1). Logo, f é apenas sci em 1.

Figura 1.3: Gréfico de fs.

O préoximo teorema apresenta uma caracterizacao topologica da semicontinui-
dade. Veremos que é possivel classificar a fungao analisando seus conjuntos de nivel ou
até mesmo o seu epigrafo.
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Teorema 1.19 Dada a funcao f, sio equivalentes:
(i) f € sci em todo IR™.
(ii) epi(f) € um conjunto fechado em IR"**.

(iii) Ls(X) € fechado para todo X € RR.

Demonstracao. ((i) = (ii)) Consideremos (xy, Ax)rew C epi(f) tal que (xg, Ax) — (20, Ao)-
Assim x, — xg e A\, — Ag. Por definicao de epigrafo, para todo k, tem-se

f(zr) < Ak (1.3)

Para § fixo, devido ao fato de =, — =z, existe ko tal que x € B(xg,0) para
todo k > ko. Assim, para cada k > ko, m(zo,8) < f(zy) e, pela desigualdade (L.3)),
m(zg, ) < Ag.

Fazendo k — oo temos, pela conservacao de sinal do limite, m(zg,0) < Ap.
Finalmente, fazendo 6 — 0 e pelo fato de f ser sci em todo IR", concluimos que

f(zo) < liminf f(x) < Ao.
T—T0
Assim (g, \g) € epi(f) e, portanto, epi(f) é fechado.
((i1) = (vii)) Para A € IR, notemos que

Lp(A) x {A} = (IR" x {A}) Nepi(f),

em que X denota o produto cartesiano.
De fato,

(x,A) € Li(N) x {A} & f(z) < A& (z,0) €epi(f) N (IR™ x {A}).

Logo, L;(\) x {A\} é fechado. Considerando T : R" — IR™*! dado por
T(z) = (x,\), temos que T é continuo e a pré-imagem de Lg(A) x {A\} por T' é L¢(\),
permitindo concluir que Lf(\) é fechado.

((#3i) = (7)) Seja xp um ponto arbitrario de IR". Vamos dividir em dois casos.

(1°caso: liminf, ,,, f(z) = +o00.) Trivialmente liminf, ,,, f(x) > f(xo) e por-
tanto, f € sci em xg.

(2°caso: liminf, ,,, f(z) < +00.) Pelo Teorema |1.12] existe (z;) que converge
para zo tal que f(xj) converge para liminf, ., f(z). Para todo

A > liminf f(z) = lim f(xg)
T—T0 k—ro0

existe, por propriedade de limite, ko tal que f(zx) < A para todo k > ko. Assim, a
subsequéncia (zy+r)ken estda contida em Ly(A). Como Lg(A), por hipétese, é fechado

entdo xg € Lf(A). Logo f(xg) < A para todo A > liminf, ., f(x).
Agora consideremos a sequéncia (liminf, .., f(z)+1/k). Pelo que ja foi provado,

f(zo) < liminf f(x) +1/k
T—T0
para todo k € IN. Fazendo k — oo, pela conservacao de sinal do limite, obtemos
Zo) < liminf,_,,, f(x) e portanto, f é sci em xy5. Como xg é um ponto arbitrario, entao
0
f € sci em todo R™. 0O
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Com demonstracao analoga, podemos garantir que uma func¢ao é scs quando seu
hipografo é fechado ou quando o conjunto {x € IR"| f(z) > A} é fechado para todo niimero
real \.

Notemos que, pela linearidade do limite, podemos concluir que se f e g sao sci
(scs) entdo cf + g também € sci (scs) para todo real ¢ > 0. Podemos concluir também,
por esse tltimo resultado, que toda funcdo continua é scs e sci, pois os conjuntos L (\)
e {z € R"| f(z) > A} s@o pré-imagens de conjuntos fechados e consequentemente serao
fechados também.

A seguir, vamos analisar a semicontinuidade da seguinte funcao:

Exemplo 1.20 Seja f: IR? = IR U {+o0};
v} /x, >0 e yeR

flz,y) = 0, z=0 e y=0 com grdfico na Figura 1./.
+00, em outros casos

EDH
40
30
- znﬁ

P

Figura 1.4: Grafico de f.

Notamos inicialmente que é possivel concluir que epi(f) é um conjunto convexo
e assim f é convexa. Além disso, f é continua em todos os pontos exceto na origem. De
fato, para o > 0,
m((0,0),8) =0 e M((0,0),d) = oo.

Fazendo 6 — 0, obtemos

liminf f(z,y) = 0= f(x0, yo),

(z,y)—(z0,y0)
limsup f(z,y) =00 > f(xo,%0).
(z,y)—(x0,y0)

Assim, f é sci em (0,0), mas nao é scs nesse ponto. Deste modo, concluimos que f é sci
e convexa em todo IR™, mas nao é scs apenas em (0, 0).
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Vamos apresentar agora dois resultados importantes de semicontinuidade. O
primeiro relaciona semicontinuidade inferior com a superior e o segundo sera utilizado
para caracterizar as funcoes conjugadas.

Teorema 1.21 A funcdo f € sci se, e somente se, —f € scs.

Demonstracao. As seguintes equivaléncias sao validas:

liminf f(z) > f(z¢) & —liminf f(x) < —f(z9) &

<:>(l$i_r>r(1]—inf{f(x)| x € B(xg,0)} < —f(xg) & (lsi_rf(l)sup{—f(x)] z € B(x,0)} < —f(x) &

< limsup —f(z) < —f(x).

Tr—xQ

Deste modo, f é sci em xq se, e s6 se, —f é scs em xy. 0O

Teorema 1.22 Seja (f;).c; uma familia de funcoes sci e convezas em que J é um con-
] jljed ¢ q
Jgunto arbitrdario de indices. Entdo a func¢ao

f(x) = sup f(x)

jed

€ sci e convexa.

200

150

100

a0

_']DD 1 | | | | 1 1 1 1
-10 -8 B -4 -2 a 2 4 B g 10

Figura 1.5: Epigrafo do supremo pontual de quatro funcoes convexas e sci.

Demonstracao. A Figura 1.5 nos motiva a afirmar que

epi(f) = () epilf;).

jeJ
De fato, usando definicao de epigrafo e de supremo, sabemos que, para cada j € J,

(. A) € epi(f) & f(z) S A& fi(x) S A& (2,)) € epi(fy).
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Logo,
(2, 2) € epi(f) & (2. 1) € () epilfy).
jed

Como epi(f;) é fechado e convexo para todo j entdo, pelo Teorema , epi(f) é
fechado e convexo. Portanto, pelo Teorema [1.19, f é sci e convexa. 0O

Para encerrar esta sessao, apresentaremos uma versao do Teorema de Weierstrass
para fungoes semicontinuas inferiormente. Estamos adotando a definicao de compacidade
para espacos vetoriais de dimensao finita, ou seja, um conjunto é dito compacto quando
ele é limitado e fechado em IR".

Teorema 1.23 Seja f : R" — RU{+o0} uma fun¢ao prépria sci e seu dominio um sub-
conjunto compacto em IR"™. Entdo inf f € finito e atingido para algum ponto do dominio.

Demonstracdo. Seja A = inf f. Como f é prépria, entdo A < +o00. Consideremos
I = () +00) e (Lf(\))rer uma familia de conjuntos contida no dominio de f.
Sabemos que L(\) é ndo-vazio para todo A € I. De fato, se L;()) fosse vazio
para algum \ em I, entdo, f(z) > A para todo x € IR" e assim A = ), o que é absurdo.
Como f é sci, logo Ly(X) é fechado em dom(f). Notemos também que
Li(X) C Lg(N) para A < X, pois se x € Lf(A), entao f(z) < A < N e portanto,
T e Lf(/\/)
Dessa forma, para qualquer subconjunto finito {A1, Ay,..., A\,} C I temos que
Mi—y Ly(Ax) é ndo-vazia. Como dom(f) ¢ compacto, entao (o, Ly(A) # 0|
Podemos ver que (,.; Lf(A) = argmin f, logo argmin f é nao vazio e compacto
e, portanto, A € IR e f possui minimizador. O
E possivel também demonstrar que as fungoes scs com dominio compacto atingem
seu valor maximo, o qual é finito.

1.3 Conjuntos de recessao

Os problemas de programacao semicontinua inferior (PSCT) tratam de encontrar
minimizadores de func¢oes sci em um determinado conjunto K, ou seja, esquematicamente,
queremos

minimizar f(x)
sujeitoa x € K,
com f:R" — IRU {400} prépria e sci e K um subconjunto nao-vazio e fechado de IR".

Pelo Teorema [1.23] quando K for limitado e portanto compacto, o problema tem
solugao. Faremos no Capitulo 4 um estudo detalhado desses problemas e apresentaremos
outras condigoes que garantem a existéncia de solugao do PSCI. Faremos agora uma

breve analise dos conjuntos de recessao e veremos alguns resultados que serao necessarios
para a analise dessas condicoes.

Definigao 1.24 Dado um subconjunto K de IR", o conjunto de recessao de K, denotado
por K, € definido por

K*® = {d € Bn‘ dt;, — +00, E|<£L'k) C K, t,;lxk — d} .

Por convengao, 0>° = {0} .

!Toda familia de conjuntos fechados (Fj3)ges contida em um compacto de IR™ tal que, para qualquer
subconjunto finito {S1,82,...,6,} C J, o conjunto ();_, Fp, é ndo-vazio, entdo ﬂﬁEJFg também é
ndo-vazio. Para mais detalhes, ver [18].
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Diretamente dessa definicao, podemos deduzir o seguinte teorema.
Teorema 1.25 K> ¢ um conjunto nao-vazio e fechado.

Demonstracao. Primeiramente, vamos provar que a origem sempre pertence a K. De
fato, se K = (), entao, por convencao K> = {0}. Caso contrario, tome x € K e considere
as sequeéncias ry = = e t, = k para todo k. Assim, t,;lmk = ¢ — 0 e portanto 0 € K.
Logo, K é nao vazio.
Para provar que K> é fechado, considere d, C K tal que d, — d. Dessa forma,
para cada k existem ?, ; C IR e 7, ; € K tais que lim;_,o t; = +00 e lim;_, t,;}xk,j = d.
Assim, é possivel escolher j; tal que

thk >k e Ht,;}kl’k’jk — dkH < 1/]{3

Definimos as sequéncias
Sk = lhkjy € Yk = Thyjy
para todo k € IN.

Deste modo, y, € K e como s, > k, temos que limy_,o S = +00. Além disso,
limy oo s,;lyk = d. De fato, note que

sty — d|| < ||s v — di|| + i — d|| < 1/k + ||dy, — d]] .

Deste modo, quando k£ — oo, a sequéncia (s,;lyk) converge para d. Portanto, d € K* e
assim K ¢ fechado. 0O

Esse teorema caracteriza topologicamente os conjuntos de recessao para um sub-
conjunto arbitrario de IR". No entanto, veremos no préximo teorema que para subcon-
juntos nao-vazios, convexos e fechados, é possivel dar uma caracterizacao mais geométrica
do conjunto K.

Teorema 1.26 Se K ¢é um subconjunto nao-vazio, convexo e fechado de IR", entdo
K*={deR"|z+tde K, Vt >0}
com x sendo um elemento qualquer de K.

Demonstra¢ao. Dado x € K, consideremos d € {d € R"| xz+td € K, Vt > 0}, entao,
definimos a sequéncia
ty =k

para k € IN. Deste modo, t;, > 0 e, portanto, x;, = x + t,d € K para todo k. Além disso,
tlta, =t +tyd) =t '+ d — d.

Concluimos assim que d € K.

Para provar a inclusao contraria, consideremos d € K> e t > 0. Assim, por
definicao de conjunto de recessao, existem t; — +o0o e xp C K tais que t,;lxk — d.
Definimos

dk = t;l(iﬂk — [E)
Assim

: : -1 -1
= =t =d
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e, para todo k, temos que
r+tdy, = +tkt;1(l’k — .CE) =z, € K.

Como a sequéncia () é ilimitada, podemos escolher k suficientemente grande tal
que t < t; e assim t,;lt < 1. Desde que K é convexo,

z+tdy = (1t ' )o +t, t(z + tpdy) € K
para todo k. Ja que K é fechado, entao

r+td = lim (x +tdy) € K™,

k—o0

concluindo assim a demonstracao. 0O
Assim, para um subconjunto K que satisfaca as hipoteses do teorema, os vetores
do conjunto de recessao de K sao as direcoes das semirretas contidas em K.

Exemplo 1.27 Consideremos f: R — R; f(x) = 2°.

Essa funcao é continua, convexa e prépria, portanto o epi(f) é um subconjunto nao-vazio,
convexo e fechado em IR*. Vamos analisar o conjunto de recessio de K = epi(f).

Toda semirreta contida em K ¢é paralela ao eixo y e assim, qualquer vetor do
conjunto de recessao de K é também paralelo ao eixo y. De fato, notemos que o conjunto

{(di,d>) € R*|dy =0edy >0} C K.

Pois, se (di,d2) € {(di,ds) € R*| di =0 e dy >0}, entdo, dado (z,)) € epi(f), temos
que
(2, \) +t(dy,dy) = (x, A+ tdy) € epi(f)

para todo ¢t > 0, concluindo a inclusao.
Por outro lado, dado d = (dy,ds) € (epi(f))™, o vetor (x, A) + td € epi(f) para
(x,\) € epi(f) et > 0. Assim,

(z +td))? <\ +tdy. (1.4)
Desenvolvendo esta expressao, temos que
2+ 2twdy + 2d5 < N+ tdy = 27/t + 2xdy [t + di < NP+ dy/t.
Quando t — oo, temos que d; = 0. Substituindo este valor em , obtemos
A+ tdy > 2® = X+ tdy > 0.

Portanto, dy > 0, pois do contrario, para algum t, o valor A + tds seria negativo. Logo,
todo elemento do conjunto de recessao de K ¢é paralelo ao eixo y.
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I T
-1 1

Figura 1.6: Conjunto de recessao de epi(f).

Analisaremos agora alguns resultados importantes dos conjuntos de recessao.
Teorema 1.28 Um subconjunto K de R™ é limitado se, e somente se, K> = {0} .

Demonstragao. (=)Se K é limitado, entdo, qualquer sequéncia (xy) C K é limitada.
Portanto, para toda sequéncia (t;) — 0o, teremos que limy o t,;lxk = 0. Logo, 0 é o
unico elemento de K*°.

(<=) Suponha por absurdo que K é ilimitado. Entéao, existe uma sequéncia
(zx) C K tal que, para todo k, 73 # 0 e t := |lz|| — oo. Definimos dj, := t; ' x;. Assim,
|di|| = 1 para todo k, ou seja, (di) ¢ limitada e, portanto, admite subsequéncia (dx,) tal
que dy, — d com ||d|| = 1 e assim, d € K*. Absurdo, pois K> = {0} por hipétese.

Teorema 1.29 Sejam K, e Ky subconjuntos de R™. Se K; C Ky entdo (K71)® C (K2)™.

Demonstragao. Se d € (K1) entao existem ¢, — 0o e z, C K tais que t,;lxk — d. Como
K, C Ky entao (x) C Ky e portanto d € (K3)>. 0

Teorema 1.30 Seja (K;)ie; uma familia de subconjuntos nao-vazios de IR"™ em que I é
um conjunto arbitrario de indices. Entao

() E)>™ ()™ (1.5)
iel icl
Demonstragdo. Se d € ((,c; K;)>, entdo existem t, — oo e (x3) C (o, Ki tais que
t.'wy — d. Portanto, (z}) C K; para todo i € I. Logo, d € K para todo i € I e assim
de ﬂz’e[(Ki)w- 0

1.4 Separacao de convexos

A Teoria de Separacao de Convexos foi desenvolvida por Hahn, Banach, Eidelheit
e Dieudonne. No entanto, os teoremas mais citados na literatura foram obras de Hahn e
Banach e constituiram uma forte ferramenta na Analise Funcional. Nesta secao, veremos
os teoremas classicos de separagao que motivaram o estudo das funcoes conjugadas. Os
hiperplanos desenvolvem um papel importante nesta teoria, pois eles possuem a proprie-
dade de dividir um espaco em dois semi-espacos. Deste modo, faremos um resumo desse
assunto.
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Definicao 1.31 Um hiperplano em IR", denotado por H, ¢ um conjunto da forma

{z| {(a,z) = b}
sendo a um vetor nao nulo de R™ e b um escalar.

Se y é um vetor do hiperplano H = {x| (a,z) = b}, entao (a,y) = b e assim
H = {z| (a,z) = (a,y)}.
Dessa forma, podemos formular o seguinte teorema.
Teorema 1.32 Seja H = {z| (a,z) =b} ey € H. Entdo
H=y+{z| (a,x) =0}.
Demonstragao. De fato, seja z = y + z tal que (a,z) = 0. Assim

(a,2) = (a,y) + (a,7) = (a,y) = b,

e, portanto, z € H.

Por outro lado, consideremos z € H. A igualdade z = y + (2 — y) sempre é
vélida. Notemos que z —y € {z| (a,z) =0} pois (a,z) = (a,y), concluindo assim a
demonstracao. 0

Deste modo, H é um conjunto afim que é paralelo ao subespaco {z| (a,z) = 0},
o qual é ortogonal ao vetor a. Assim, a é chamado de vetor normal de H.

Os conjuntos {z| (a,z) > b} e {x| (a,z) < b} sdo chamados de semi-espacos as-
sociados com o hiperplano H. Esses conjuntos estao exemplificados na Figura 1.7.

Figura 1.7: O hiperplano e seus semi-espagos associados.
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Definicao 1.33 Dados dois subconjuntos Ky, Ko de IR". Dizemos que o hiperplano
H ={z| {(a,z) = b} separa K| e K5 quando estes conjuntos pertencem a diferentes semi-
espacgos associados com H, ou seja, quando

(a,21) <b<{(a,z3) Va; € Ki,Vz5 € Ko.
Dizemos que H separa estritamente K1 e Ko quando
(a,21) <b< {(a,xs) V1 € K1,Vas € Ks.

No caso em que K; é um conjunto unitario {z*} que estd contido no fecho de
K5, H é chamado de hiperplano suporte de Ky em x*. Deste modo, dizer que existe um
hiperplano suportando Ky em x* significa que existe a # 0 tal que

(a,x") < (a,x)

para todo z € K.

Figura 1.8: Separacao de conjuntos por um hiperplano.

A existéncia desses hiperplanos esta condicionada a algumas propriedades dos
conjuntos K; e Ky, como convexidade e compacidade. Antes de tratar desse tema, vamos
rever alguns topicos de projecgoes.

1.4.1 Projecao em conjuntos convexos e fechados

Dado um subconjunto K C IR" e um ponto z € IR", vamos analisar o problema
de encontrar um ponto de K que esteja mais proximo de x. Veremos que se K é fechado,
entao este problema tem solugao. Caso K seja fechado e convexo, entao a solugao sera
unica e chamada de projecao de x em K e denotada por projgx.
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Figura 1.9: Tlustra o problema de encontrar um ponto de K mais préximo de .

Lema 1.34 Seja K um subconjunto ndao vazio e fechado de R". Dado x € IR", existe
T € K tal que
|z — 2| < [lz -yl

para todo y € K.

Demonstragao. Consideremos 6 = inf {||z — y||| y € K}. Entao, para cada k € IN, existe
yr € K tal que

1
0<flz —yell <&+ (1.6)

Em particular, ||z —yi| < § + 1 para todo k e assim, y, é uma sequéncia limitada,
portanto admite subsequéncia (ykj) convergente.

Definimos Z := lim; ,o yx,. Como K ¢ fechado, entao T € K. Além disso,
Hx — ykj” — ||z — Z|| . Mas por |D Hx — yij — 0 e portanto § = ||z — ||, comple-
tando a prova. 0O

Notemos que este lema garante a existéncia de solu¢ao do nosso problema. Como
estamos trabalhando em IR"™ e com a norma provida de um produto interno, se K é
convexo, podemos caracterizar projgx da seguinte forma.

Proposicao 1.35 Seja K um subconjunto nao-vazio, fechado e convero de IR". Dado
x € R", T € projecao de x em K se, e somente se, T € K e

para todo y € K.

Demonstragao. (=) Diretamente da definicao de projegao, T € K. Além disso, dado
t € (0,1), pela convexidade de K, temos que (1 — )T + ty € K para todo y em K.
Portanto,

|z =2 <[z -1 =)z -ty = lz —T+tZT —y)|.

Assim,
lz —Z|* < lle =T+ t@ —y)|* = o — 7" + 2t (z — 7,7 — y) + |7 — y*.

Como t > 0, entao
o _ 2
2(z —7,—-(T—y)) <tz —ylI".

Fazendo t — 0, obtemos (x — T,y — ) < 0 para qualquer y € K.
(<)Dado y € K, temos que

Iz = 7)) = [lz — y|* = (z,2) = 2 (2, 7) + (T.T) — (2,2) + 2 (2,y) — (y,y) =
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=—2(,7)+(T.7)+2(x,y) —(y) =y —T,2s -y —7T) =
=y-7.22-2)-(y—2) =y —-7,2(z—-7) - ly—z| <0.

Deste modo ||z — Z|| < ||z — y|| para todo y € K, e por defini¢ao, T = projxx. 0
Para encerrar a discussao sobre projec¢oes, vamos provar que para conjuntos con-
vexos e fechados, a projecao é tnica.

Teorema 1.36 Seja K um subconjunto ndao vazio, convexo e fechado de IR". Dado
x € IR", existe um unico T € K tal que

[ — 7| < [l =yl (1.7)
para todo y € K.

Demonstracao. A existéncia de T é garantida pelo Lema [1.34l Para provar a unicidade,
suponha que existam x; e zo em K que satisfacam a relagao . Pela Proposicao ﬂ,
temos que

(x — 21,09 — 1) <0 (1.8)

(x — x9,m1 — x9) < 0. (1.9)

Equivalentemente a (1.9), (zg — 2,25 — x1) < 0. Somando esta expressao com ([1.8]), ob-
temos
<ZEQ —T1,T2 — [E1> == ||JZ2 — ZL‘1||2 S 0.

Logo, ||ze — x1]| = 0 e assim, xo = ;.

1.4.2 Teoremas de Separacao

Antes de dar inicio a discussao sobre os teoremas de separagao, lembramos que
um ponto x pertence ao interior de um subconjunto de IR"™ quando é centro de uma bola
aberta contida neste subconjunto. Quando x nao pertence ao interior de um subconjunto
convexo K de IR", x ndo pertence também ao interior de K. Dessa maneira, é possivel
construir uma sequéncia de pontos que nao estdo em K e que convergem para .

Proposigao 1.37 Seja K um subconjunto convero nao-vazio de IR"™ e * um ponto que
nao pertence ao interior de K. Entao existe um hiperplano que passa por x* e contém K
em um dos seus semi-espacos, ou seja, existe um vetor a # 0 tal que

(a,2%) < (a,z)
para todo x € K.

Demonstracao. Como x* nao pertence ao interior de K, entao existe uma sequéncia
(73) convergente para z* tal que x, ¢ K para todo k. Como K é convexo, entio K
também é. Deste modo, seja Ty, a projecao de zj em K. Pela Proposicao , temos que
(Ty — T,y — Ty) > 0 para todo y € K. Deste modo,

(T, — Tk, y) > (T — Tk, Th) = (Th — T, Tpp — k) + (T — Tp, Tp) =

= |7, — $k||2 + (T, — Tp, i) > (Th — Ty Th) -
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Definindo _
Ty — Tk
A ‘= 7= )
[T — @]
obtemos
(ak, o) < (a,y) (1.10)
paratodoy € K ek € IN. Como ||ax|| = 1 para todo k, entdo a; admite uma subsequéncia
ag; que converge para um vetor nao nulo a e além disso, <akj,:ck].> < <akj,y> para todo
y € K e j € N. Fazendo j tender para o infinito, concluimos a demonstracao. 0

Zo

Figura 1.10: Ilustra a demonstragao da Proposicao para o caso em que z* € K.

Para o caso em que z* € K, entao o hiperplano referente a proposicao suporta K
em x*. Com o auxilio desse resultado, podemos enunciar o primeiro teorema de separacao.

Teorema 1.38 (Teorema de separagao para conjuntos convexos) Sejam K e Ko
dois subconjuntos converos nao-vazios de R". Se K1 e Ky sdo disjuntos, hd um hiperplano
que os separa, ou seja, existe um vetor a # 0 tal que

(a,21) < (a,z2)
para todo x1 € K1 e x5 € Ks.
Demonstra¢ao. Considere o conjunto convexo
K=Ky,— Ky ={z|z =2y —x1, 1 € Ky, 15 € Ky}

Como K e K, sao disjuntos, a origem nao pertence a K. Assim, pela Proposicao [1.37]
hé um vetor a # 0 tal que 0 < (a, z) para todo x € K. Portanto,

0 <{a,zy— 1) = (a,z1) < {(a,xs)

para todo 1 € Kq e x5 € Ks. 0

Deste modo, a convexidade dos subconjuntos ja garante a existéncia de um hiper-
plano que os separa. Veremos a seguir que se a diferenca entre os subconjuntos é fechada,
entao eles podem ser separados estritamente por um hiperplano.



Revisao de Conceitos 22

Proposicao 1.39 Seja K um subconjunto nao-vazio, convexo e fechado de R". Se K
nao contém a origem entdo existem a # 0 e a > 0 tais que

a < (a,z)
para todo x € K.

Demonstracao. Seja Z = projg(0). Pela Proposigao |1.35 temos que 0 < (Z, 2 — Z) para
todo x € K. Assim
(z,2) =2 (z,2) = |IZI|.

Como Z # 0, pois 0 ¢ K, podemos tomar o = ||Z|| e a = Z para concluir a demonstragao.
O
Teorema 1.40 (Separagao forte) Sejam Ki, Ky subconjuntos convexos nao-vazios de
IR" tais que K1 N Ky =0 e Ky — K seja fechado. Entao existem a € R" — {0} eb € R
tais que

(a,21) <b< (a,xe) Va, € K1,Vas € Ks.

Demonstracao. Considere K = K, — K;. Deste modo, K é um subconjunto convexo
fechado que nao contém a origem. Pela Proposicao [1.39] existem a # 0 e a > 0 tais que
a < {(a,x) para todo x € K. Logo,

<a,x2> > o+ <CL, JZ'1>
para todo z; € Ky e x5 € K,. Portanto,

inf (a,x9) > a+ sup (a,x1) > sup (a,x1).
T2€K>o x1€K1 T1€EK]

Tomando

1
b==( inf
2<a:2H€1K2 <CL, «T2> * z?lelllz'l <a7 x1>)’

concluimos a demonstracao. 0O

Notemos que para dois subconjuntos convexos disjuntos tais que um deles é fe-
chado e outro é compacto, entao a diferenca também é fechada e portanto existe um
hiperplano que os separa estritamente. Este fato nos permite concluir o iltimo resultado
da secao.

Corolario 1.41 Um subconjunto convexo fechado de R" € a intersecao de semi-espagos
que o contém.

Demonstracao. Seja K um convexo fechado e xz ¢ K. Como K e {x} sdo convexos e além
disso, K é fechado e {x} é compacto. Entao existem a, # 0 e b, € IR tais que

(g, ) < by < {ag,y)

para todo y € K. Assim K C {y| b < (a,y)} para qualquer z ¢ K. Portanto

K () {ulbe < (as0)}

¢ K

Por outro lado, se z ¢ K entao z ¢ {y| b < (a.,y)}, logo z & (g5 {y| bz < (as,9)}-

Deste modo
K= () {yl b < (a0, %)}
¢ K
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Figura 1.11: Ilustracao do Coroldrio [L.41]

1.5 Funcoes conjugadas

Como vimos na secao anterior, um conjunto convexo fechado é a intersecao dos
semi-espacos que o contém. Lembramos que o epigrafo de uma funcao propria convexa
sci é um subconjunto convexo e fechado de IR™™'. Dessa forma, ele pode ser encarado
como a intersecao dos semi-espacos associados aos seus hiperplanos suporte. Em Analise
convexa, esta outra forma de caracterizar o epigrafo de uma fungao nos permite entender
a nocao de conjugacao.

Consideremos um hiperplano em IR"** da forma

H={(z,N)] (a,2) + aps1A = b, (a,a,41) € R"', be R}.

Para efeitos da ilustragao grafica, vamos considerar o eixo horizontal correspon-
dente ao IR" e o eixo vertical correspondente a IR. Como estamos interessados em funcoes
proprias cujos epigrafos nao contém hiperplanos paralelos ao eixo vertical, vamos descon-
siderar o caso em que a,.1 = 0. Assim, dado um hiperplano, podemos multiplicar a sua
equacao pelo inverso de —a, 1, obtendo a expressao

< a ,x>—/\: b .
—An+1 —Un+1

Sem perda de generalidade, podemos renomear a = a/(—an41) € b = b/(—a,41). Deste
modo, o hiperplano em IR""! seré caracterizado por

H={(x,\)] (a,z) —=A=b, a e R", be R}.

Podemos reescrever a expressao do hiperplano como A = (a, z) — b. Assim, ela representa
uma reta normal ao vetor (a, 1) e que passa pelo ponto (0, —b). Graficamente, temos:
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A |

A= (a,z) —b.

Figura 1.12: Representagao grafica do hiperplano A = (a,x) — b.

Dada uma funcao f : R" — IR U {+o0} sci e convexa e dado a € IR", queremos
determinar b de modo que a reta A = (a,x) — b seja tangente ao gréfico de f, ou seja,
que o hiperplano H = {(x,\); (a,z) — A =b,a € R",b € IR} seja suporte do epi(f). Na
Figura 1.13, ilustramos essa situacao.

I\
\ epil(f)

“\\\ L~

A= (a,x)

S |

Figura 1.13: Reta A = (a,x) — b tangente ao grafico de f.

Como podemos observar pela Figura 1.13, se tomarmos —b como a distancia
vertical do grafico de f com a reta A = (a,x), ou seja,

—b= nf {f(z)—(a, )}

z€elR™

ou, equivalentemente,

b= sup {{a,z) — f(z)},
zeR™
entao o hiperplano H sera suporte do epi(f) no ponto em que tangencia o grafico da f.
Podemos notar que b estd em funcao de a. Essa discussao geométrica nos motiva a dar a
definicao de fungoes conjugadas.
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Defini¢ao 1.42 Dada uma funcao f: R" — IRU{+o0} prdpria, a funcio conjugada de
f, denotada por f}, € definida como f3:R"™ — R U {400} sendo

fr(a) = sup {(a,z) — f(z)}.

z€eR™

Notemos que f}. estd bem definida, pois como f é prépria, existe um = € dom(f)
tal que (a,z) — f(x) > —oo e portanto fr(a) > —oo para todo a € IR". Essa funcao
¢ também conhecida na literatura como Conjugada de Fenchel ou Conjugada classica.
Notemos que esta definicao é aplicada para qualquer funcao prépria. No entanto, pelo
que vimos anteriormente, para uma funcao f convexa e sci, o hiperplano

H = {(z,N)] {a,2) = A= fr(a),a € R"}

suporta o epigrafo de f no ponto em que tangencia o gréafico da f.

Para cada x € IR", consideramos f, : IR" — IR U {—o0} definido como f,(a) =
(a,z) — f(x). Assim, temos que f, ¢ convexa e sci para todo z e, além disso, fj(a) =
sup {fz(a); x € R"}. Pelo Teorema , a funcao conjugada serd sempre convexa e sci.
Observemos o proximo exemplo.

Exemplo 1.43 f: IR — IR; f(z) =¢€".

Consideremos o caso em que a < 0. Assim, a expressao ax — e cresce infinitamente
quando z cresce no sentido negativo, portanto f(a) = +oo.
Para o caso em que a = 0, temos que

fp(0) = sup {—e"} = 0.

zelR™

Finalmente, para o caso em que a > 0, consideremos h(z) = ax — €. Notemos que
W (x) = a — e*, de modo que o tnico ponto critico de h é T = Ina. Além disso, como

R'(z) = —e® < 0, pelas condigoes de otimalidadeQH, T ¢ maximizador de h. Assim,
frla) =alna —e™* =alna — a.
Portanto
alna—a, a>0
frla) = 0, a=0
400, a <0

Veremos agora algumas propriedades das fungoes conjugadas.

Teorema 1.44 Dada uma func¢ao f propria e f* sua conjugada. Entdao
(i) f(z)+ fr(a) > (a,z) para todos x e a pertencentes a IR".
(ii) infyemr f(z) = —f5(0).

(iii) se f(z) < g(x) para todo x € IR™ entao fr(a) > gr(a) para todo a € IR".

2As condicdes de otimalidade sdo condicdes que a funcdo deve satisfazer para que um ponto critico
seja considerado minimizador ou maximizador. Para mais informagoes, ver [15]
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Demonstragao. (i) E consequéncia direta da definicao de fungao conjugada.
(77) Por defini¢ao de fungao conjugada, temos que

—[f7(0) = = sup {(0,z) — f(x)} = inf {f(z)}.

z€R™ zcR™
(1i1)Se f(x) < g(z) para todo z € R" entéao

(a,2) = f(2) = (a,2) = g(x)

para todos x e a pertencentes a IR". Logo
fr(a) = sup{{a,z) — f(x)} = sup{(a,z) — g(2)} = gp(a)

para todo a € IR". O
E importante notar que os pontos em que f atinge +o0o nao influenciam no célculo
da conjugada de f, pois a expressao (a,x) — f(z) vale —oo nesses pontos e, como f é
propria, quando tomarmos o supremo, estes pontos serao descartados. Logo, quando for
conveniente, podemos tomar o supremo apenas sob o dominio de f, ou seja,

frla)= sup {{a,z) — f(x)}.

z€dom(f)

E possivel obter a conjugada da funcao conjugada, denominada biconjugada e
denotada por f;*. Ela é definida de maneira andloga a funcao conjugada, ou seja, fi* :
R" - R U {+00};

r (x) = (fp)"(x) = sup {(a,z) — fr(a)}.

acR"

O préximo teorema mostra que é possivel caracterizar a biconjugada f* como supremo
de func¢oes majoradas pela f.

Teorema 1.45 Seja G = {g: IR" — R| g(y) = (a,y) + b, a € R", b € R}. Considere-
mos f uma func¢ao propria, entdo

+(x) =sup{g(z)| g(y) < f(y), Yy € R"}.

geG

Demonstragio. Dado x € IR", consideremos s = sup,q{9()| 9(y) < f(y),Vy € R"}.
Definimos

9(y) = (a,y) — fi(a)
para a € IR". Segue do item (i) do Teorema que g(y) < f(y) para todo y € R".
Ainda, g € G e assim,
s 2 g(x) = (a,x) — fr(a)
para a € IR". Tomando o supremo em a, temos que f3(z) < s.

Suponha por absurdo que f;*(xz) < s. Pela propriedade de supremo, existem
a€R"ebe R tais que (a,z) + b > fi(x) e, para todo y € IR",

(a,y) +b < f(y). (1.11)

Reescrevendo ((1.11]),
{a,y) = fly) < —b.
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Tomando o supremo em ¥, obtemos ff:(a) < —b. Concluimos assim que
v (2) <({a,2) +b< (a,2) = fpla) < fi(z).
Absurdo. Logo
F (@) =s=sup{g(@)l 9(y) < f(v), ¥y € R"}
ge

para todo x € IR". 0O
Como corolario direto, temos a seguinte desigualdade.

Corolario 1.46 Dada uma fungao propria f e sua biconjugada f* entao

(x) < f(z)
para todo x € R".

Estamos interessados em investigar quando é satisfeita a igualdade no corolario
anterior. Vamos rever o Exemplo [1.43]
A funcéo f é definida por f(x) = e e sua conjugada é

alna—a, a>0

fr(a) = 0, a=0
~+o00, a<0

Vamos calcular a biconjugada de f. Deste modo, dado = € IR", temos que

F(z) = sup {az — fra)} = sup {ax — fr(a)}.

Consideremos h : (0,+00) — IR definida por h(a) = ax — alna + a. Assim,
h'(a) =z —Ina.

Consequentemente, o tnico ponto critico de h é @ = €. Como h"(a) = —1/a < 0, @ é
maximizador de h e o valor maximo de h é e”.
Notemos que a expressao ax — ff(a) vale 0 no caso em que a = 0. Portanto,

() =sup {0,e"} = e = f(x)

para todo = € IR.

Neste caso, a funcao f é convexa e continua. Devido ao Teorema de Separacao
Forte, a teoria de conjugacao se comporta melhor com funcoes convexas e sci, deste modo,
é esperado que a biconjugada dessas funcoes tenham propriedades mais interessantes,
como veremos nos proximos teoremas.

Proposicao 1.47 Se f ¢ uma funcdo convexa, sci e propria entdo a sua funcao conjugada
fi também € propria.

Demonstracao. Seja xq € dom(f) e Ao < f(z0), ou seja, (xg, \g) ¢ epi(f). Consideremos
Ky = {(x0, o)} e Ky = epi(f). Assim K; é nao-vazio, convexo e compacto e, desde que f
é prépria, convexa e sci, Ky é nao-vazio, convexo e fechado. Portanto K, — K; é fechado.
Pelo Teorema , existem a € IR" — {0}, nimeros reais a,; e b tais que

(a, 7o) + any1Xo < b,
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b<(a,x)+ a1\
para todo (x,\) € epi(f). Em particular, para todo = € dom(f), temos

b<{a,r)+ api1f(x) (1.12)

e logo, (a, xo)+ani1 Ao < (a,x)+a,11f(z). Quando x = xy temos que a,1(f(xg)—Ng) > 0,

entao a,41 > 0. De (1.12)),

a b
<_@n+1’x> N f(m) = _an+1

para todo = € dom(f) e portanto

a a b
ey = s (L) o <o <ie
Qn+1 xedom(f) An41 An1
Assim, o dom(f}.) é nao vazio. 0

Observamos que fj é uma funcao convexa e sci. Assim, quando f é convexa,
sci e prépria tanto f. quanto f7" sao préprias. Para finalizar, apresentamos o principal
resultado da secao.

Teorema 1.48 (Teorema de Fenchel-Moreau) Uma fun¢io propria f € convera e
sci se, e somente se

F(z) = f(x)
para todo x € R™.

Demonstragao. (<) Diretamente da defini¢do, podemos concluir que f5" é convexa e sci.
Desde que f(x) = f;*(z) para todo x € IR", entdo f também é convexa e sci.

(=) Vamos inicialmente supor que f(x) > 0 para todo x € IR". Pelo Coroléario
temos que f5*(z) < f(z) para todo x € R". Suponhamos por absurdo que existe
um zq tal que

£ (o) < f (o).

Claramente [3*(zg) < 400 e (zo, f5(x0)) ¢ epi(f). Consideremos K; = {(xq, [ (x0))}
e Ky = epi(f). Ambos sao nao-vazios e convexos, K; é compacto e Ky é fechado. Pelo
Teorema [1.40, existem a € IR" — {0} e nimeros reais a,41 ¢ b € IR tais que

{a,z0) + ani1f3 (x0) < b, (1.13)

b < {(a,z)+ api1A (1.14)

para todo (x,\) € epi(f).
Notemos que para (Z,\) € epi(f), teremos que (7, \) € epi(f) para todo A > .
Assim,
b (a,7)

~<>Z+ta,

para todo \ positivo e maior ou igual que A. Desde modo, fazendo X crescer infinitamente,
concluimos que a,1 > 0. Dado € > 0, sendo f(z) > 0 para todo z € R", temos que

(a,z) + appA+ef(x) >b+ef(x) > b
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para todo (x,\) € epi(f), ou seja
(a,2) + (ans1 +€)f(x) 2 b

para todo & € dom(f). Como (a,41 + €) > 0, entdo

a b
- _ < 7
< An41 + 67x> f(x) o An41 +€

para x € dom(f). Por propriedade de supremo, temos

a a b
p(——) < sup —— ) — f(z) < ——.
fF( 41 + €> zedom(f) {< 41 + € > f( )} Qp+1 +e€

Da definicao de biconjugada, obtemos

o) 2 (— ) = - 2 ()
nt1 + € Qnt1 + € Qnt1 + € Gpi1+ €

Por fim

{a,20) + (any1 + €) & (20) > b

para todo € > 0. Quando fazemos € tender a 0, concluimos que

(a, o) + ans1f5 (z0) > b.

Absurdo, pois contradiz (L.13). Portanto f*(z) = f(z) para todo z € R".

Vamos agora considerar f arbitraria. Pela Proposicao [1.47, sabemos que
dom(fr) # 0. Assim, consideremos ag € dom(f}) e, para voltarmos ao caso anterior,
definimos a fungao

f(@) = f(#) — (a0, ) + fr(ao).
Notemos que f é convexa e sci, desde que ela é expressa como soma de funcdes convexas
e semicontinuas inferiormente. Além disso, f é prépria, pois f é prépria. Como
fi(ag) = sup,ege {{ao, *) — f(x)} entdo f(x) > 0 para todo € IR". Deste modo,
sabemos que f(z) = (f)**(z) para todo z € IR".

Calculando a (f)* e a (f)**, obtemos

(f)*(a) = sup {{a,z) — f(z)} = sup {{a,2) = f(2) + {ao, z) — fr(ao)} =
zeR™ zeR™

= sup {(a+ag,z) — f(2)} = fi(ao) = fr(a+ ao) — fr(ao).

(P(@) = sup {(a.2) = ()" (@)} = sup {(a.2) ~ fila+ a0) + fi(a)} =

= setg)n {{a+ ao,z) — fr(a+ap) — (ao, )} + fr(ao)

em que a ultima igualdade resulta do acréscimo de (ag,x) — {(ap, ) no argumento do
supremo. Tomando z = a + ag, temos que

(/)™ (x) = sup {(z,2) — fir(2)} — (a0, 2) + fir(ao) = fi"(2) — {ao, z) + f1(av).

zeR™

Como f(x) = (f)**(z) para todo x € IR", entdo
f(@) = (a0, ) + fr(ao) = f(2) = (/)" (x) = [ (z) — {ao, z) + fi(ao)

e assim f(x) = f3(x) para todo z € IR". 0
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1.6 Dualidade convexa

A teoria de dualidade tem o interesse de associar a um problema de minimizacao
(primal) um outro problema, chamado de dual. Sob determinadas condigoes (e num certo
sentido) os dois problemas sao equivalentes. No entanto, as vezes, o dual é mais facil de
resolver.

Para encerrar o capitulo, usaremos a teoria de conjugacao para desenvolver uma
teoria de dualidade cujas relacoes mais fortes sao obtidas quando o problema primal é de
minimizagao convexa. Mas mesmo em casos mais gerais, esta dualidade pode ser bastante
util.

Defini¢ao 1.49 Uma funcio ¢ : R" x R™ — R U {400} € dita perturbacao de uma
fungdo f: R" — IR U {400} quando

o(z,0) = f(z)
para todo x € R".

Notemos que para toda f existe uma fungao perturbacao ¢, pois podemos consi-
derar p(z,y) = f(z) para todo x € IR" e y € R™. Veremos no préximo exemplo um caso
mais interessante de funcao perturbagcao.

Exemplo 1.50 Consideremos o problema de Programagao Linear:
minimizar {(c, x)

sujeitoa v € K ={x e R"| Ax =bex >0},

em que c € R", b € R™ e A € R™" sao dados. A desigualdade em IR"™ é no sentido
de coordenada a coordenada, ou seja, quando dizemos que x > 0, estamos querendo dizer
que cada coordenada de x é nao negativa. O problema é equivalente a determinar

tal que
JAex), zeK
f($)_{ +oo, ¢ K

Dessa forma, podemos considerar ¢ : R™ x R™ — IR U {400} dada por

(c,x), Ax=b+y; >0
~+00, caso contrario

o(z,y) = {
Notemos que p(x,0) = f(z) para todo x € IR" e portanto ¢ € uma funcao perturbagdo de
f-

Lembramos que o produto interno no espago R™ x IR™ para z; = (z1,y1) e
29 = (w9, y2) com x1 e xo em IR™ e y; e yo em IR™ é naturalmente estendido para

(21, 22) = (901,902>1Rn + (y1, y2>mm .

Como f é proépria, entao ¢ também é. Assim, a conjugada ¢} ¢é definida de
maneira natural como ¢ : R" x R™ — IR U {400}, sendo

erlar,a2) = sup  {{ar,2) + (az,y) — o(z,y)}
(z,y)eR"XIR™
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para a; em IR" e ay em R™. A biconjugada ¢} é calculada como

o (z,y) = sup  {{a1,2) + (a2,y) — ¥p(ar,a2)}
(a1,a2)€IR™ xIR™
para r em R" e y em R™.
Seguindo essa extensao, as propriedades da teoria de conjugacgao apresentadas na
Secao 1.5 continuam validas para a conjugacao de ¢.
Dada uma funcao prépria f : R — IR, o problema de minimizar a f em IR" é
chamado de problema primal (P). Esquematicamente, queremos

minimizar f(z)
sujeito a x € IR",
ou equivalentemente, determinar o

inf P).
Jnf flz)  (P)
Agora consideremos ¢ : IR" x IR™ — IR U {+00} uma fungao de perturbagao de
f. Para cada y € IR™, consideremos o problema

inf
Jnf (),

denotado por P,. Cada P, ¢ chamado de problema perturbado de P com respeito a funcao
de perturbacao ¢. Para y = 0, temos o proprio problema primal.
O problema dual associado a P com respeito a ¢ é dado por

sup —¢5(0, a)
aclR™

e denotado por P*.
Voltando ao Exemplo [1.50) dado a € R™, vamos calcular a ¢7.(0,a).

ep(0,a) = sup  {((z,9),(0,a)) —p(z,9)} =  sup  {(y,a) —p(z,y)} =
(z,y)ER"XIR™ (z,y)ER"XIR™
= sup {{y,a) = (c7)} = igg{@‘lw —b,a) = (c,x)} =
Az=bty B
= ig%) {{A'a —c,z) — (a,b)} = ililg {{A'a —c,z)} — (a,b).
Portanto,

. | —{a,b), Ala<c
SDF(O’Q)_{ +oo, Ala>c

Assim o problema dual associado a programacao linear é dado por

sup  (a,b),
{aeR™; Ata<c}

ou seja,
maximizar {a,b)
sujeitoa a € K* = {a e R™; Ala < c} )
Veremos a seguir algumas importantes relagoes entre os problemas primal e dual
que mostram a grande relevancia dessa teoria na Otimizacao.
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Proposicao 1.51 Para qualquer par de problemas primal e dual, temos que

—¢r(0,a) < f(z)

para todo x € R" e a € R™. Em particular,

sup —¢r(0,a) < inf f(x).
acR™ z€R™

Demonstragao. Para a € IR™, temos, por definicao, que

0r(0,a) = sup  {{(z,¥),(0,a)) —p(z,y)} = sup  {(y,a) —p(z,y)}.
(z,y)ER™XIR™ (x,y)EIR™ xIR™

Deste modo,
90;'(07 a) > <y7 CL) - QO(ZE, y)
para todo z € IR" e y € IR™. Em particular, para y = 0 temos que

_@*F(Ova) < 90("”70) = f([E),

concluindo assim a demonstragao. 0O
Segue diretamente o préximo corolario.

Corolario 1.52 Dada uma funcgao propria | e seus respectivos problemas primal e dual
referente a alguma perturbagao ¢, sao vdlidas:

(i) Se existe T € R" tal que f(T) = supyerm —¢5(0,a) entio T é solugio do problema
primal.

(ii) Se existe a € R™ tal que —¢}(0,a) = inf.ere f(x) entdo a é solugao do problema
dual.

iii) Se existem ¥ € R" ea € R™ tais que —p}.(0,a) = f(T) entdo T € solug¢ao do
F
problema primal e @ € solugcao do problema dual.

Deste modo, percebemos que as solugoes desses problemas estao fortemente relacionadas.
Para o caso de Programagao Linear (Exemplo que admita solucao, pode se provar
que sempre existe @ que satisfaz a hipé6tese de (iii) e portanto o valor 6timo do Primal é
igual ao valor 6timo do Dual.

Agora vamos analisar o que ocorre quando repetimos o processo de dualidade.
Podemos encarar a forma dual como um problema de minimizacao, considerando

sup 5 (0,a) = — inf @3(0,a).
aclR™ acR™

Assim, definimos ¥(a) = ¢4(0,a). Deste modo, a fungao g(a,z) = ¢i(z,a) é

uma funcao perturbacao de 1. Para cada z € IR", podemos considerar o problema de

perturbagao
inf g(a,z) (P,).

acR™

Assim, o problema dual de P* com respeito a g, denominado por bidual e deno-
tado por P**, é caracterizado por

— sup {~g;(0,2)} = inf {¢7(=0)}

z€R™
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tal que ¢} é a biconjugada da fungao .

Quando a fungao de perturbagao é convexa e sci, entdo p**(x,0) = p(z,0) = f(x)
para todo z € IR" e assim o problema bidual é idéntico ao primal, logo havera uma simetria
no processo de dualidade. Se a funcao original for convexa e sci, entao podemos garantir
que existe uma funcao de perturbacao com as mesmas propriedades, ja que a propria
funcao pode ser considerada uma perturbacao de si mesma. Deste modo, essa teoria de
dualidade se comporta muito bem em problemas de minimizacao convexa e semicontinua.

Com o proposito de enfraquecer essas condicoes retirando a exigéncia de conve-
xidade, a partir do préximo capitulo, faremos algo semelhante ao que foi desenvolvido no
Capitulo 1 exigindo apenas a semicontinuidade das fungoes para obter resultados analogos.



Capitulo 2

Separacao de fechados

Neste capitulo, nosso objetivo é generalizar os Teoremas de Separacao para sub-
conjuntos fechados de modo que seja possivel construir sistematicamente uma teoria de
conjugacao para fungoes que sejam apenas semicontinuas. Inicialmente, vamos rever al-
guns topicos ja existentes na literatura sobre o assunto e usa-los como ferramenta para
a construcao da nova ideia proposta. O referencial tedrico a respeito da generalizacao é
[26].

2.1 Uma versao simples do teorema de Selecao de
Michael

Na Topologia, existem dois importantes teoremas que separam conjuntos fechados
através de fungoes continuas. Um deles é o Lema de Urysohn, que diz que para dois
subconjuntos K; e K, fechados nao-vazios e disjuntos de IR", existe uma fungao continua
f:R"™ — [0, 1] que vale 0 para todo ponto de K; e 1 para todo ponto de K. Um exemplo
de funcao que satisfaz o lema é

d(I, Kl)
d(ZE, Kl) + d([E, KQ)

fz) =

em que d(z, K) = inf.cx ||z — ¢/ para K # ) é chamada de distancia de ponto a conjunto.
Recordamos que a fungao g(x) = d(z, K) é continua nao negativa e

dr,K)=0src K.

Assim, é facil verificar que f satisfaz as condi¢bes do teorema. O outro teorema, que
serd de grande importancia no desenvolvimento deste capitulo, ¢ uma versao simples do
Teorema de Selecao de Michael:

Teorema 2.1 (Versao simples do teorema de selegao de Michael) Sejam

f: R" - RU {400} uma fungio sci e g : R" — R U {—00} uma fungio scs. Se
g(x) < f(z) para todo x € R™, entao existe uma fungao continua h : IR"™ — R tal que

g(x) < h(z) < f(x)

para todo x € R".

34



Teorema de separacao para fechados 35

grafico da f

grafico da h
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pontos de fngnh

Figura 2.1: Tlustracao do Teorema [2.1]

Nessa versao do Teorema de Selecao de Michael, existe a separagao de dois sub-
conjuntos especiais de IR": o epigrafo de uma fungao sci do hipografo de uma funcao scs.
No entanto, o teorema nao dé muitas informacoes sobre h. Vamos investigar este fato
para um caso particular no préximo exemplo.

Exemplo 2.2 Sejam K e Ky dois subconjuntos converos disjuntos de R". Consideremos

. n o O, ZL‘EKl . n .
f: R %]RU{—l—oo}talquef(x)—{+OO’ v é Ky eg:R" = IRU{—o0} tal que
0, z€K,

g(x)z{ oo, 22K,

Claramente g(z) < f(z) para todo x € R". Além disso, podemos ver que f é sci
e g é scs. De fato, para os pontos que nao estiao na fronteirs] de K; e de Ks, ambas as
funcoes sao constantes e portanto continuas. Para xy na fronteira de K e yy na fronteira
de K, temos que:
liminf f(z) = 0= f(zo) e limsup f(z) = +o00 > f(20),

T—To T—T0

liminf g(y) = —00 < g(yo) e limsupg(y) = 0 = g(yo)

Y—Yo Y—Yo

e, portanto, f é sci e g é scs.
Pelo Teorema [2.1], existe uma funcao h : R™ — IR continua tal que

g9(x) < h(z) < f(x) (2.1)

para todo x € IR". Como g(z) = 0 para todo x € Ky e f(x) = 0 para todo z € K; entao
h satisfaz a equacao (2.1)) se, e somente se atende as seguintes condigoes:

Um ponto x pertence a fronteira de um subconjunto K de IR™ quando toda bola aberta centrada em
x contém pontos de K e do complementar de K.
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(i) h(x) <0 para todo x € K7,
(ii) h(z) > 0 para todo = € K.

Por outro lado, como K e K5 sao convexos disjuntos, pelo Teorema|1.38] existem
a € IR" nao nulo e b € IR tais que

(a,21) < b < (a,z2)

para todo 1 € Kq e 29 € K.

Assim, notemos que a fungao h(z) = (a,x) — b satisfaz as condigdes (i) e (i7) e
portanto satisfaz o Teorema [2.1]

Esse exemplo nos da uma ideia da expressao de h e além disso, relaciona a versao
simples do teorema de Michael com os classicos teoremas de separagao. E com essa
motivacao que queremos estender a ideia de separar conjuntos, usando, além dos hiper-
planos separadores, funcoes continuas. Para obter mais informacoes a respeito do Lema
de Urysohn e do Teorema de Sele¢ao de Michael, veja [211 22].

2.2 Consideracoes iniciais

Denotaremos por C'(IR",IR™) o conjunto de todas as fungoes continuas de IR"
em IR™. Considerando as operagoes usuais de soma (+) e de multiplicagao por escalar (-)
em C(IR",IR™), podemos perceber que (C(IR",IR™),+, -) é um espago vetorial real de
dimensao infinita. Vamos agora introduzir uma topologia nesse espago.

Defini¢ao 2.3 A bola aberta de centro em h € C(R",IR™) e raio € > 0 € definida por

B@m>={fecxmﬁﬂv9|&mﬂf@)—h@m<u}.

zelR™

A topologia a ser considerada nesse espago serd aquela cuja base sejam estas bolas. Esta
topologia é conhecida como topologia da convergéncia uniforme. Deste modo, dizemos
que uma sequéncia (py) converge em C'(IR",IR™) para uma func¢do p quando para todo
e > 0 exista ky € IN tal que

sup [|px(z) —p(z)|| <€
z€R™

para todo k > ko. Isso implica que ||px(z) — p(z)|| < € para todo z € IR". Sendo assim,
a convergéncia uniforme em C'(IR",IR™) implica na convergéncia pontual de fungoes.
Mais adiante, trabalharemos muito com o espago C(IR",IR"). Dessa forma, para
simplificar a notagao, vamos denotar este conjunto apenas por C.
De maneira natural, definimos a bola aberta de centro em (p, A) € C x IR e raio
e > 0 como

M@A»a:&%mecxmwwpmmwm@m<eaﬁ—M<§.

z€eR™

A topologia a ser considerada em C x IR também serd aquela cuja base sejam estas bolas.
Antes de enunciar o proximo teorema, vamos analisar a continuidade de um caso
particular de funcoes.
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Proposicao 2.4 Consideremos g € C(IR",IR) ed > 0. Seja p : R" — IR" definida como

p@»:{gwhﬁ7wu>a‘

g9(x) 5, =l <0

Entdao p € continua.

Demonstracao. Vamos verificar que p € C usando a continuidade de g.

Notemos primeiramente que no aberto B(0,d), p é expressa como produto de
funcgoes continuas. Analogamente, p também é expressa como produto de fungoes continuas
no complementar de B(0,6) (||z] > J), que também é um aberto em IR". Assim, basta
verificar a continuidade de p na fronteira de B(0,9) (||z|| = 9).

Dado =z € IR" tal que ||z|| = J, consideremos (z}) uma sequéncia que converge
para z. Queremos provar que (p(xy)) converge para p(x). Inicialmente, pela continuidade
de g e da norma, notemos que

9(ex) — g(x), (2:2)

k]l — [l]l = o. (2:3)

Consideremos
IN'={k € IN| |Jzx|| >0} e IN"={k € IN| ||zx]] <d}.

Caso o conjunto IN” seja finito, temos que existe kg € IN tal que & € IN” para
J J

todo k > ky. Assim,
Ty

plex) = g(or) 53
para todo k > kg. Por (2.2)),
T T

p(ry) = g(xk)ﬁ — g(x)ﬁ = p().

Portanto p(xy) converge para p(z).
Caso o conjunto IN” seja finito, seguindo o raciocinio andlogo ao anterior, temos
que existe ko € IN tal que & € IN' para todo k& > ky. Dessa maneira,

Tk
p(ax) = 9(@1)—
|
para todo k > ky. Por (2.2) e (2.3)),
T x

p(ay) = glag) —— — g(z)——5 = g(2)= = p(2).
|2 n 5

Iz
e novamente p(xy) converge para p(x).

Caso ambos IN' e IN” sejam infinitos, consideremos as duas subsequeéncias (p(zx))ren’
e (p(zx))renv. Pelo que vimos anteriormente, podemos concluir que

1"

N/
p(xy) — p(z) e p(ar) — p(x).
Assim, dado v > 0 existem k; € IN' e ko € IN” tais que

Ipan) = o)l = ) 25 - oo

5 — <7 (2.4)
||l
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para todo k em IN' maior que k; e

Tl x

Ip(we) = p(@)ll = [|g(e) 55 - g(@)55 ]| < (25)
para todo k em ]N”_ maior que ks. B

Tomemos k = max {kq, k2}. Notemos que cada k > k pertence a IN' ou a IN”.

Por (2.4]) e (2.5)), em ambos os casos
Ip(2x) = p(@)l| < 7.

Portanto, (p(zy)) converge para p(x). Dessa maneira, p € C. 0
Veremos agora um importante resultado das funcoes continuas. Ele caracteriza
os elementos de C'(IR",IR) usando fungoes de C.

Teorema 2.5 Uma funcio h : R" — IR € continua se, e somente se, para todo € > 0,
existem 6 € (0,¢] e p € C tais que

(i) h(x) = (p(x),z) + h(0) — € para todo x ¢ B(0,9);

(i) 0 < (p(x),z) < 2¢ para todo x € B(0,9);

(iii) |h(z) — (p(x),x) — h(0)| < € para todo x € B(0,0).

Demonstragao. (=) Como h é continua em IR", entdo, em particular, h é continua em 0.
Assim, para cada € > 0, existe um § € (0, €] tal que

h(0) — € < h(z) < h(0) + ¢ (2.6)

para todo = € B(0,9).
Consideremos p : IR" — IR" definida como

| (h(x) = h(0) 4+ €) 25, x ¢ B(0,0)
p(z) | :

[l

(h(z) — h(0) + €)5z, x € B(0,6)
(

Se considerarmos g(z) = h(z) — h(0) + €, entdo, como h é continua, entdo g também é
continua e portanto, pelo Lema 2.4 p € C.
Observemos que

{ (h(x) = h(0) + )i = (h(x) = h(0) +¢), o ¢ B(0,0)
(h(x) — h(0) + )22 = (h(z) — 1(0) + ) L2L 2 € B(0,5)

(2.7)

Assim:

(i) Se x ¢ B(0,9) entao h(x) = (p(z),z) + h(0) — €.

(ii) Se z € B(0,0) (||z| < 9), entdao somando (—h(0) + €) na equacdo (2.6)), obtemos
0 < h(zx) —h(0) + € < 2,

logo

l=l® _ ) llll”
0 < (h(z) — h(0) +¢) 5 < 2 52 < 2
pois ||z|| < §. Portanto, por (2.7)),
0< (p(z),z) <2

para todo = € B(0,9).
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(iii) Para = € B(0,6), novamente usando a continuidade de h em 0, temos que
h(z) < h(0) + € & —e < h(0) — h(z).

Usando o item (éi), podemos concluir que

e < h(0) — h(x) < h(0) ~ h(z) + (p(x). 2) = h(0) — A(x) + (h(x) — h(0) + T

Como |[|z|| < d,entdo

—e < h(0) = h(z) + (p(z),z) < h(0) — h(z) + h(z) — h(0) + € = €.

Assim |h(z) — (p(z),z) — h(0)| < € para todo = € B(0,0).

(< )Primeiramente vamos verificar a continuidade de h em 2’ ndo nulo. Deste
modo, tomemos € € (0, [|2/]).
Por hipdtese, existem ¢ € (0,¢] e p € C tais que

h(z) = (p(x),z) + h(0) — e
para todo = ¢ B(0,0).

Como ||2']] > € > 0, entao 2’ ¢ B(0,). Assim h(z) pode ser expressa como uma
composigao de fungoes continuas no complementar da B(0, d), que é aberto em IR". Isso
nos permite conluir que A é continua em x’.

Agora vamos verificar que h é continua na origem. Por hipdtese, dado € > 0,
existe 0 € (0,¢] e p € C tais que

|h(x) = (p(x), ) = h(0)] <€

para todo x € B(0,9). Seja f : R" — IR definida por f(z) = h(z) — (p(z),z). Assim,

[zl <6 = 1f(z) = FO)] = [h(z) — (p(x), ) = h(0)] < €

e, portanto, f é continua em 0.

Notemos que h(z) = f(z) + (p(z),z) e p é continua. Como B(0,0) ¢é aberto em
IR", entao h pode ser expressa como composta de fungoes continuas numa vizinhanca de
0 e portanto é continua em 0. 0

Com o auxilio deste resultado técnico, poderemos provar a generalizacao dos teo-
remas de separacao. Para finalizar a secao, vamos analisar um caso particular do teorema
de selecao de Michael para funcgoes estritamente positivas. Para sua demonstracao, sera
necessario o seguinte resultado de Anélise.

Lema 2.6 Toda sequéncia limitada em IR"™ cujas subsequéncias convergem para um mesmo
ponto € convergente.

Demonstragao. Seja (x)) uma sequéncia limitada cujas subsequéncias convergem para .
Se (x)) nao converge para = € IR", entao existe € > 0 tal que o conjunto

IN' = {k € N; ||zxy — z|| > €} ¢ infinito. A subsequéncia (z})ren’ também é limitada e
portanto admite subsequéncia (zy;)i,en convergente. Por hipétese, (r;),en converge
para z, entrando em contradicao com a definicao de IN'. 0O
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Teorema 2.7 Seja f : R" — R U {400} uma fun¢io sci e propria. Se f(x) > 0 para
todo x € R", entdo existe h € C(IR",IR) tal que

0 < h(z) < f(x)
para todo x € R".

Demonstragao. Consideremos K; = IR" X (—00,0] e Ky = epi(f). Notemos que os dois
subconjuntos de IR sdo nio-vazios, fechados e disjuntos. Para (z, \) € IR™™, definimos

A A>0

e ) = de ), K = gt (=l —al) = (A=l = { 53 2

(w,
do(z,A) =d((z,\), Ky) =  inf  {||lz —w| +|\—al}.

(w,a)€K2

Consideremos D : R"™ — IR definida por

d1 (ZE, )\)
di(z, N) + da(z, X))

D(z,\) =

A funcao D é continua pois é composicao de funcoes continuas. Além disso,
D(z,\) =0 para todo (z,\) € K; e D(z,\) = 1 para todo (z,\) € K.
Como K; e K5 sao disjuntos e fechados, podemos concluir que, para x € IR",

D(z,\) = % S di(z,\) = do(z, A) = di(x,\) =da(z,\) #0=0< A < f(2).

Dessa forma, definimos h(z) = {\; D(x,\) = 1/2}.

1°) Vamos mostrar que h estd bem definida. Para isso, vamos verificar os itens
que seguem:

a) Dado x € R", existe A € R tal que D(z,\) = 1/2.

Consideremos, para x fixo, a func¢do g(t) = D(x,t). Notemos que g é continua
devido a continuidade da funcao D.

Caso x € dom(f), entdo g(t) = 0 parat < 0e g(t) =1 parat > f(x). Portanto,
pelo Teorema do Valor Intermediario? existe A € (0, f(z)) tal que D(z,\) = g(A) = 1/2.

Para o caso em que x ¢ dom(f), consideremos

d=d(.dom(f) = _inf {lle—ull}.

Pelo Lema existe T € dom(f) tal que ||z — | = d.
Vamos agora provar que existe A > 0 tal que da(z, \)
Se T € dom(f), entdao f(T) < +oo. Considerando
teremos que (%, \) € epi(f). Deste modo

SX:dl(x,X) _
A = max {f(z),d+1/2},

do(z,N) < lz =T + N =N =d < X = di (2, N).

Caso f(T) = 400, consideramos, a partir da definigdo de fecho, uma sequéncia
() em dom(f) que converge para T. Além disso, como f é sci, temos que

liminf f(y) > f(T) = +oo.

y—T

30 teorema do Valor Intermediério diz que para uma funcdo continua f : [a,b] — IR tal que
fla) < d < f(b), existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.
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Suponhamos que (f(zy)) seja limitada. Entao existe uma subsequéncia (f(zx))pen
que converge para z € IR. Como (xy)ren converge para T, temos que, para § > 0 existe
ko € IN' tal que m(T,d) < f(xy) para todo k > kq. Portanto, m(z,d) < z e assim

liminf f(z) < z < 400,
Yy—T
que é absurdo. Portanto, (f(z)) é ilimitada.
Deste modo, seja k; € IN tal que

2w, — 7| <1 e f(ag,) >d+ 1.
Considerando A = f(zy, ), temos que (24, A) € epi(f) e que

dg(x,X) <z — x| + ]X—X| <z —=Z| + |7 — zx, || < d+1<\= dl(a:,X).

Assim, g(A) > 1/2. Novamente, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe
A € (0,)) tal que D(z,A\) = g(\) = 1/2.

b) Dado z € IR", existe um tnico A tal que D(z, \) = 1/2.

Consideremos A e Ay distintos tais que D(z, A;) = D(x, A\2) = 1/2. Deste modo,
A =dy(z, M) = da(x, M) € Ay = dy(x, Ag) = da(x, Ng). Sem perda de generalidade, vamos
considerar \; < Ay e € = Ay — A\q.

Por definigao de fnfimo, existe (g, Ag) € epi(f) tal que

||JI—ZL’0||—|—|>\1—)\0| <d2($,)\1)+€:/\1+€:)\2. (28)

Assim,
|z — zo|| < Ao. (2.9)

Temos dois possiveis casos:

e Se \g < A\ entdo (zg, A2) € epi(f) e assim, Ay = dao(z, A2) < ||z — z0||. Por (2.9),
temos que Ay < Ay. Absurdo.

e Se \y < Ay, primeiramente notemos que [As — Ag| = Ao — Aa < Ao — A < [Ag — A1)
Como (g, Ao) € epi(f), temos que

Ay = da(w, A2) < ||lw = @o| 4 [A2 = Ao| < [lz = @o| + [A1 = Aol-
Por (2.8)), podemos concluir que Ay < Ay. Absurdo.
Logo, \1 = Ay

2°) Por fim, vamos mostrar que h é continua.

Dado = € IR", consideremos (x)) uma sequéncia que converge para x. Queremos
provar que (h(zy)) converge para h(xz). Vamos provar inicialmente que h(zy) é limitada.

De fato, suponha por absurdo que nao. Entao existe uma subsequéncia (zy,) tal

que
lim A(zy,) = +oo. (2.10)
j—o0
Deste modo, existe jo € IN tal que f(xo) < h(xy,), ou equivalentemente,
(w0, (7)) € epi(f) para todo k; > kj,. Logo

(k) = Ae; < ka; - xOH + |h(r;) = bl = Hx’% - l"oH
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para todo k; > kj,. Isso é absurdo, pois (73;) é convergente e, portanto (zx, — 7o) é
limitada, contrariando .
Consideremos agora (h(zy,))sew uma subsequéncia que converge para z € IR".
Entao h(xy,) = A, tal que
D, ) = 1/2 (2.11)

para todo s € IN. Deste modo, pela continuidade da D, temos que
D(xy,, A\i.) — D(z, 2).

Mas por (2.11]), temos que D(zy,, \g,) converge para 1/2. Portanto D(x, z) = 1/2 e assim
z = h(x). Pelo Lema , segue que h é continua. 0

2.3 Teorema de separacao para fechados

Nesta secao, vamos generalizar o produto interno usual do espaco IR" de modo a
induzir uma generalizagao dos hiperplanos. Com essas ferramentas, poderemos estender
os teoremas de separagao vistos na Segao [1.4] para conjuntos fechados.

Definigao 2.8 A aplica¢io ¢ : C x R" — IR, denotada por (-,-) e definida como

¢(p,x) = (p,x) = (p(z),x)
€ a generalizacao do produto interno usual de IR".

Notemos que, quando consideramos F' o subespago de C formado por todas as
funcoes constantes e restringimos ¢ ao subespaco F' X IR", podemos concluir que o produto
interno usual é, de fato, um caso particular da aplicagao ¢.

Consideremos agora a aplicagdo T' : C — IR definida por T'(p) = (p,x) para
x € IR" fixo. Notemos que T é linear e continua. De fato; a linearidade é consequéncia
direta da linearidade do produto interno. Para provar a continuidade de 7', considere (py)
uma sequéncia que converge em C para uma fungao p. Entao pi(z) — p(x) para todo
x € IR". Como produto interno também é um operador continuo em IR" x IR", temos que

lim 7 (py) = Jim (p(e), 2} = ( lim p(x), ) = (p, ) = T(p).
k—o0 k—o0 k—o0
Deste modo, definimos o hiperplano em C como
H(z,b) ={p € C[T(p) = (p,z) = b}

parax € IR" e b € R.
Além disso, de maneira natural, os hiperplanos de IR" serao generalizados por
conjuntos do tipo

H(p,b) ={x € R"| (p,x) = b}

compe CebelR.

Notemos que quando p for uma fungao constante, H(p,b) serd um hiperplano de
IR". Em nossas generalizagoes, os conjuntos separadores serao do tipo H(p,b). Assim, de
maneira analoga ao caso dos hiperplanos, vamos definir o seguinte conceito.
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Defini¢ao 2.9 Dados dois subconjuntos Ky, Ky de IR" e (p,b) € C x R, dizemos que
H(p,b) separa K, e Ky quando

(P, 1) << (p,x2) V€ Ky, Vap € K.
Dizemos que H(p,b) separa estritamente K; e Ky quando
<p, I1> <b< (p, [L’2> Vo, € Kl,ng € K.

Para investigar as propriedades dos subconjuntos que garantam a existéncia des-
ses H(p,b), vamos nos preocupar inicialmente com um caso particular: separar o epigrafo
de uma funcao sci f do hipografo de uma funcao scs g.

Pelo Teorema [2.1], j& sabemos que existe uma fungao h continua que separa estes
conjuntos quando g(x) < f(z) para todo x € IR". Do Teorema , existe uma bola
fechada de IR™ centrada na origem em que h pode ser expressa como (p,x) — b para
alguma p € C e b € IR para todo z fora da bola. Deste modo, veremos a seguir, que se
g(0) < £(0), entdao podemos construir esta bola com o raio menor que |f(0) — g(0)| e,
assim, verificar que (p,x) — b satisfaz o Teorema em todo R™.

Teorema 2.10 Sejam f: IR" — RU{+00} uma funcao sci e g : R" - RU{—00} uma
fungao scs. Se g(x) < f(x) para todo x € R™ € (0,9(0)) ¢ epi(f), entao existem p € C e
be R tais que

g(x) < (p,x) —b < f(x)

para todo x € R".

Demonstrag¢ao. Como (0, g(0)) ¢ epi(f), entao ¢g(0) < f(0). Seja € > 0 e v no intervalo
(9(0), f(0)) suficientemente pequenos de modo que g(0) < v —€ < v < v+ € < f(0).

Consideremos f : IR" — IRU{+o0} tal que f(z) = { f(z), i i 8 eg: R" - RU{—o0}

s
tal que g(x) = { 9(737), iig .

Para m’ < f(0) = v, temos que f(0) > v > m’. Como f é sci, pelo Corolério
temos que existe & > 0 tal que f(y) > m/ para todo y € B(0,9). Dessa forma,
f(y) > m/ para todo y € B(0,6), ou seja, f é sci em 0.

Para os pontos distintos de 0, f é escrita como uma funcao sci. Usando raciocinio
analogo, podemos concluir que g é scs. Além disso, g(z) < f(x) para todo z € IR" e,
portanto, pelo Teorema [2.1] existe uma funcao h : R" — IR continua tal que
g(z) < h(z) < f(z) para todo = € IR".

Notemos que v = g(0) < h(0) < f(0) = 4. Logo h(0) =7 e

g(0) < h(0) —e < h(0) < h(0) + € < f(0).
Pela continuidade de h em 0, temos que existe 7; € (0, €] tal que
h(0) — e < h(z) < h(0) + €

para todo x € B(0,n,).

Como g é scs em 0, pelo Coroldrio [L.16] existe 7 tal que g(z) < h(0) — € para
todo x € B(0,n2).

Analogamente, como f é sci em 0, pelo Corolério [1.16| existe 13 tal que
h(0) — e < f(z) para todo = € B(0,n3).
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Assim, para n = min {n, 72,13} < €, temos que
g(x) < h(0) —e < h(xz) < h(0) + € < f(x) (2.12)

para todo x € B(0,n).
Além do mais, pelo Teorema , existe 6 € (0,n] C (0,€¢] e p € C tais que

h(z) = (p,z) + h(0) —n ¥z ¢ B(0,0); (2.13)
0<(p,z) VzeB(0,9J); (2.14)
(p,x) — h(xz)+ h(0) <n Vze B(0,9). (2.15)

Consideremos b = 1 — h(0). Assim, para z ¢ B(0,d), temos que

g(r) < (p,x) —b=h(z) < f(z).

Assim, basta provar o teorema para os pontos de B(0,6). Deste modo, para

z € B(0,9), notemos que, de 1) e 1}

0 < (p,z) <n+ h(xz)— h(0).

Assim, de (2.12]),
0<(p,z)<n+e (2.16)

Por outro lado, como 7 < € e novamente de (2.12]),

g9(x) < h(0) —e < h(0) — 1.

Por fim, combinando (2.14)), (2.16) e (2.12), temos que

g(x) <h(0) =n < (p,x) + h(0) =n = (p,z) =b < e+ h(0) < f(2)

para todo x € B(0,4), concluindo a demonstragao. 0
Gragas a este dltimo teorema, podemos construir a seguir o conjunto H(p,b) que
separa o epigrafo de f do hipografo de g.
Para os préximos resultados da secdo, consideraremos ¢ : R"™ — R"™ uma
funcao continua definida para cada z € R" e A € IR como ¢(x,\) = (p(z), —1) tal que p
¢ uma funcao de C.

Corolério 2.11 Sejam f: R" — RU{+o0} uma funcao sci e g : R" — RU{—00} uma
fungao scs. Se g(z) < f(x) para todo x € R" e (0, ¢g(0)) ¢ epi(f), entdo existe p € C de
modo que H(q,b) separa o epigrafo de f do hipografo de g, ou seja,

<p,Z>—>\1 Sbg <p7y>_)\2

para todo (z, A1) € epi(f) e (y, A2) € hip(g).

Demonstracao. Pelo Teorema [2.10] existem p € C e b € IR tais que

g(z) < (p,x) —b< f(x)

para todo x € IR". Assim, para (y, A\2) € hip(g), temos que

Ao < g(y) < (py) —b=b<(p,y) — .
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Por outro lado, para (z, A1) € epi(f), temos que
p,z) =b< f(2) <A1 = (p,z) — A\ < 0.
Combinado as expressoes, obtemos
(p,2) =M <D< (p,y) — Ao

para todo (z, A1) € epi(f) e (y, \2) € hip(g). 0
O proximo teorema nos mostra que quando o epigrafo de uma funcao sci e o
hipografo de uma fungao scs sao disjuntos entao eles podem ser separados estritamente.

Teorema 2.12 Sejam f: IR" — RU{+o00} uma funcao sci e g : R" - RU{—o00} uma
fungao scs tais que g(x) < f(x) para todo x € R", entao existem p € C e b € IR tais que

g(@) < (p,z) —b < f(x)
para todo x € R".

Demonstragdo. Consideremos f : R” — IR U {+oc} tal que f(z) = 1/2(f(x) — g(z)).
Como —g é sci, segue que f também é. Além disso, por construcdo, f é estritamente
positiva.

Pelo Teorema , existe h € C(IR",IR) tal que 0 < h(x) < f() e assim,
g(x) < g(z)+ h(x) < f(z) — h(z) < f(z) para todo x € R".

Em particular, notemos que (0, g(0) + h(0)) ¢ epi(f —h). Além disso, g+ h é scs
e f — h é sci. Pelo Teorema [2.10, existem p € C e b € IR tais que

9(x) < g(z) + h(z) < (p,x) —b < f(x) — h(z) < f(z)
para todo = € IR", concluindo o resultado. O

Corolério 2.13 Sejam f : R" — R U {400} uma fungio sci e g : R" — IR U {—o0}
uma fungao scs. Se g(x) < f(x) para todo x € R", entao existem p € C eb € R de modo
que H(q,b) separa estritamente o epigrafo de f do hipografo de g, ou seja,

(p,z) =M <b<(p,y) — A
para todo (z, A1) € epi(f) e (y, Aa) € hip(g).

Demonstracao. Pelo Teorema [2.12] existem p € C e b € IR tais que

g(r) <(p,x) —b< f(x)

Assim a demonstragao de que H(q,b) separa estritamente o epi(f) do hip(g) segue ana-
logamente ao do corolario ([2.11)). 0O

Notemos que, no corolario anterior, os conjuntos separados eram fechados sem
necessariamente serem convexos. Veremos em seguida mais um caso particular de se-
paragao de conjuntos fechados: o epigrafo de uma fungao sci de um ponto que esta no seu
complementar.

Corolério 2.14 Seja f : R" — IR U {+o0} uma funcao sci. Se (y,\) ¢ epi(f), entao
existem p € C e b € R de modo que H(q,b) separa estritamente o epigrafo de f de
{(y, )}, ou seja,

(p2) =M <b<(p,y) — A

para todo (z, A1) € epi(f).
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A r=y
—00, X 7é Yy ‘
Notemos que g é scs. De fato, para x # y, g é constante e portanto continua. Para z = y,
temos que:

Demonstragao. Consideremos g : IR" — R U {—o0} tal que g(z) = {

liminf g(x) = —o0 < g(y) e limsup g(x) = A = g(y)

=y Ty

e, portanto, g é scs. Além disso, como (y, \) € epi(f), entao A < f(y). Logo, g(x) < f(x)
para todo x € IR". Aplicando o Corolario [2.13| concluimos a demonstracao. 0O
Por fim, vamos enunciar o principal resultado do capitulo. Sua demonstracao é

baseada no Exemplo [2.2]

Teorema 2.15 (Teorema de separagao para fechados) Sejam K; e Ky subconjun-
tos fechados e disjuntos de IR". Entao existe H(p,b) que os separa estritamente, ou seja,

(p, 1) < b < (p,x3)

para todos x1 € K1 e x9 € K.

Figura 2.2: Tlustracao do Teorema de Separacao para Fechados.

~ . . n . O, T € K1
Demonstragao. Consideremos f : R" — IR U {oo} sendo f(z) = too, x ¢ K,
g:R" - RU{—o0} tal que g(x) = 0. weky . Como vimos no Exemplo 2.2 f
' —00, x & Ko

é sci e g é scs. Além disso, desde que Ky N Ky = (), entao g(z) < f(z) para todo z € R™.
Pelo Corolario [2.13] existem p € C e b € IR tais que

(p,z) — A <b<{(p,y) — A

para todo (z, A1) € epi(f) e (y,A2) € hip(g). Como (x1,0) € epi(f) e (z2,0) € hip(g)
para todo x1 € K e 9 € K5, concluimos que

(p, 1) < b < (p,x3)

para todo 1 € Kq e x5 € Ks. 0

Notemos que as condi¢oes dos conjuntos serem fechados e disjuntos sao essenciais
para a demonstracao, pois permitem a construcao de fungoes f e g semicontinuas de modo
que g seja estritamente menor que f em todos os pontos.
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Consideremos K; e K, subconjuntos convexos disjuntos nao-vazios de IR" tais
que Ky — K; seja fechado. Quando aplicamos o Teorema [2.15| nos conjuntos Ky — K e
{0}, podemos concluir que existe p € C e b € IR de modo que H(p, b) separa estritamente
K e Kj. Dessa forma, o Teorema [2.15 é uma generaliza¢ao do Teorema [1.40} Seguindo
essa motivacao, no préximo capitulo iremos construir uma teoria de conjugacgao a partir
desses novos resultados.



Capitulo 3

Funcao conjugada modificada

Neste capitulo vamos generalizar as fungoes conjugadas de Fenchel a partir dos
teoremas apresentados no capitulo anterior. Queremos analisar as propriedades dessa
modificagao e investigar o seu comportamento para fungoes sci. Neste contexto, vamos
introduzir os espacos duais conjugados que enriquecerao a teoria de Dualidade relacionada.
O referencial tedrico é [6].

3.1 A extensao de Moreau

Na Literatura, a teoria de conjugacao de Fenchel foi estendida por Moreau da
seguinte maneira.

Defini¢ao 3.1 Dados K e Ky conjuntos arbitrdrios e sejam f : K — R U {+oc0} e
g Ky - RU{+o0} fungoes proprias. Consideremos ¢ : K1 X Koy — R U {+oc0}. A
fungdo c-conjugada de f € definida por f¢: Ky — IR U {400} ;

f(y) = sup {c(x,y) — f(2)}-
re Ky
A fungio c'-conjugada de g é definida por g¢ : K; — IR U {+00} ;

C/

9° (x) = sup {c(z,y) — g(y)} -

yEKo

Notemos que quando K; = Ky = IR" e ¢ é o produto interno usual de IR", as
fungdes c-conjugada e ’-conjugada s@o a mesma e coincidem com a conjugada classica.
J& para qualquer outra funcao ¢, teremos uma nova teoria de conjugacao. Assim, temos
uma certa liberdade para estender a conjugada de Fenchel, mas nem todas essas extensoes
sao interessantes. Vamos analisar o proximo exemplo.

Exemplo 3.2 Sejam K; = Ky = (0,400) e ¢(x,y) = log(zy).
Consideremos f(x) = 2 e vamos calcular a c-conjugada de f. Dado y € K>, temos que

fé(y) = sup {log(zy) — 2°} .

>0
Consideremos h : (0, +00) — IR dada por h(z) = log(zy) — 2. Percebemos que

1
W(z) =~ —2
(x) " x

48
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e assim, o unico ponto critico de h é T = \/Li Além disso, como A" (x) = —x% —-2<0,
temos, pelas condicoes de otimalidade, que o maximizador de h é T e o valor maximo que
h atinge é log(\%) — 5. Portanto, f¢(y) = log(\%) — 3 para todo y € K.

Lembramos que a conjugagao classica preserva a convexidade da fungao. Ja neste
exemplo isso nao ocorre, pois f é continua e convexa, mas f¢ nao é convexa. Este fato
é desinteressante no ponto de vista da otimizagdo. Assim, devemos nos preocupar em
estender a teoria de Fenchel sem perder suas principais caracteristicas.

Usando como base tedrica os teoremas de separagao do Capitulo [2, vamos gene-
ralizar a conjugada classica utilizando como fun¢ao ¢ o produto interno generalizado e
veremos que € possivel concluir resultados similares aos da Secao [1.5| exigindo condicoes
mais fracas da funcgao inicial. Esta nova teoria foi desenvolvida para se comportar bem
em funcoes sci, por isso dizemos que essa generalizacao é a funcao conjugada para fungoes
sci.

3.2 Funcao conjugada para funcoes sci

Seja f: IR" — R U {400} uma fun¢ao prépria, consideremos
Dy~ {pecl sw () - J(@)} < +oo.
zeR"

Notemos que, para qualquer p em C,

sup {(p.a) = f(@)} > —oc.

De fato, como f é prépria, entao existe T tal que f(T) < A < +oo para algum A € IR.
Deste modo,

sup {{p,z) = f(2)} 2 {p7) = f(7) > (p,7) = A > —o0.

Com a ajuda do Coroldrio [2.14] vamos verificar que Dy é nao-vazio se a fungao
f for sci.

Teorema 3.3 Dada uma fungdao prépria f: IR™ — R U {+oo} sci. Entao Dy # (.

Demonstrag¢ao. Consideremos y € R™ e A € IR tal que f(y) > A. Como f é sci, entao,
pelo Coroldrio [2.14] existem p € C e b € IR tais que

<pvz>_)\1<b

para todo (z, A1) € epi(f). Se x € dom(f), temos que (p,x) — f(zx) < b. Se
x ¢ dom(f), entdao (p,x) — f(r) = —oo < b. Assim,

sup {(p.a) = f(2)} < b < +oc,

permitindo concluir que p € Dy. 0O

Com esse resultado, a fungao conjugada classica sera estendida para a funcao cujo
dominio seja Dy. Utilizando a Definicao , vamos generalizar a funcao conjugada como
segue.
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Defini¢ao 3.4 Consideremos a fun¢ao propria f : R" — RU{+o0}. A fung¢do conjugada
generalizada de f, denotada por f*, serd definida por f*: C — R U {+o0},

f(p) = sup {{p,x) = f(z)}

z€eR™

Para evitar confusoes, a partir deste ponto do trabalho, a conjugada classica sera
referenciada por conjugada de Fenchel e a correspondente a Defini¢ao|3.4|sera referenciada
simplesmente por conjugada.

Exemplo 3.5 f: R —- R; f(z) ==.
Vamos calcular a conjugada de f para alguns subconjuntos de C. Notemos que

f*(p) = sup {(p,z) — f(x)} = sup {p(r)r —}.

z€IR™ z€R™

Consideremos primeiramente o caso em que
pE {p: R — R| p(z) = a1z + ao; (ay,a0) € R?, a; < 0}.

Assim f*(p) = sup,cpe {017 + apr — x} . Seja h(z) = ayz® + apr — x, entdo podemos
concluir que h'(x) = 2a1x + ag — 1, de modo que o unico ponto critico de h é T =
(ap — 1)/2a;. Como h"(x) = 2a; < 0, pelas condigoes de otimalidade, T é maximizador
de h. Deste modo,

a1<a0 — 1)2 &0(0/0 — 1) ag — 1 . al(ag — 1)2 (CLO — 1)2
4a? 2a, 2a; 4a? 20,

[ (p) =

J4 para o caso em que p € {p: R — R| p(z) = azx>; a3 < 0}, temos que f*(p) =
sup,epe {asz® — xz}. Considerando h(z) = azx? — z, entdao W' (z) = 4azz® — 1. Assim, o
tinico ponto critico de h é T = 1/+/4az. Desde que h’(z) = 12a3x® < 0, pelas condigoes
de otimalidade, T é maximizador de h. Deste modo,

as 1 -3

(VAaz)!  Vaz  4Aay

Para o caso particular em que p(z) = x temos que

[ (p) =

f*(p) = sup {2* —z} = +o0.
zeR"

Como podemos perceber, existe dificuldade em obter uma expressao geral para
a conjugada devido ao fato de estarmos trabalhando em C. No entanto, veremos mais
adiante que para os nossos propdsitos nao sera necessario avaliar a conjugada em todo o
espago.

Lembramos que para calcular a conjugada, assim como no caso de Fenchel, po-
demos nos limitar somente ao dominio da funcao. Assim,

ffp)= sup {(pz)— f(2)}.

z€dom(f)

Vamos agora estender de maneira natural algumas definicoes para fungoes cujo
dominio esteja em C.
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Defini¢ao 3.6 Consideremos a func¢dio g : C — IR U {+o0}. O dominio e o epigrafo de
g serdo definidos respectivamente por

dom(g) = {p € C| g(p) < +oo};
epi(g) ={(p,A) € C x R| g(p) < A}.

Assim como no caso em que o dominio da funcao esta em IR", diremos que a
fungao g : C — IRU{+o0} é sci quando seu epigrafo é fechado em C x IR e diremos que g
é convexa quando seu epigrafo é convexo. Além disso, quando g for uma funcao continua,
também serd sci. Quando dom(g) for nao-vazio, diremos que g é prépria.

Podemos também estender o Teorema [1.2 Logo, se a fungao g é o supremo
pontual de fungoes sci e convexas entao ela também serd sci e convexa. Com este resultado,
podemos garantir o seguinte teorema.

Teorema 3.7 Dada uma fungio f: R" — R U {+oc} prdpria sci. A fun¢do conjugada
f* € propria, convexa e sci.

Demonstragao. Por defini¢ao, dom(f*) = Dy. Pelo Teorema, sabemos que f* é propria.
Para provar a convexidade e semicontinuidade, vamos considerar para cada r € IR", a
fungao T, (p) = (p,x) — f(x). Lembramos que T,(p) = b descreve um hiperplano em C.
Além disso, como ja vimos no capitulo anterior, T, é continuo e linear para todo x € IR",
ou seja, T, é sci e convexa. Como f*(p) = sup,crn {T:(p)}, concluimos a demonstragao.
O

Vamos verificar algumas propriedades da conjugada de Fenchel que continuam
valendo nesta generalizacao.

Proposicao 3.8 Seja f : R" — IR U {400} uma fungao pripria. A conjugada de f
possui as sequintes propriedades:

(i) Para toda h : IR" — R U {+o0} tal que f(x) < h(x) para todo x € R", teremos que
f*(p) > h*(p) para todo p € C;

(ii) f(x)+ f*(p) > (p,x) para todo x € R" e p € C.
(iii) inf,emn f(x) = —f*(0).
Demonstracao. (i) Se f(x) < h(z) para todo z € R", entao

(p;x) — h(z) < (p,z) — f(2)

para todo z € IR". Logo,
h*(p) = sup {(p,z) — h(x)} < sup {(p,z) — f(2)} = f"(p)

zeR™ zeR™

para todo p € C.
(71) O resultado segue direto da definigao da conjugada e da definigao de supremo.
(7i1) De fato,

—f*(0) = = sup {{0,2) — f(2)} = — sup {—f(x)} = inf f(z).

zelR™ zcR™ zeR™

U
De acordo com a extensao dada por Moreau na Defini¢ao podemos construir

uma conjugada para fungoes cujo dominio esteja em C.
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Defini¢ao 3.9 Considere a func¢do propria g : C — R U {+o00}. A func¢do conjugada de
g, denotada por g*, serd definida por g* : R" — R U {400},

g*(x) = sup {(p,x) — g(p)} -
peC
Vamos provar a semicontinuidade dessa conjugada, no entanto nao sera possivel
garantir a convexidade.

Teorema 3.10 Dada uma funcao propria g : C — IR U {+0o0}, a fun¢do conjugada g* é
SCl.

Demonstracao. Para cada p € C, consideremos a funcao ¢,(x) = (p,x) — g(p). Notemos
que ¢, ¢ continuo para todo p. De fato, como o produto interno de IR" pode ser enca-
rado como uma fungao continua, entao ¢, é composicao de fungoes continuas e portanto,
também é continua.

Como g*(z) = sup,ec {¢p(z)}, pelo Teorema , concluimos que g* é sci.

[

Nao podemos seguir a ideia da demonstracao do Teorema para verificar a
convexidade de ¢,, pois a linearidade dessa funcao estd dependendo da linearidade da
funcao p e muitas funcoes continuas nao sao lineares.

Podemos concluir caracteristicas similares as da Proposi¢ao para esta conju-
gada. A demonstragao segue analogamente.

Proposicao 3.11 Seja g : C — RU{+o0} uma fungao propria. A conjugada de g possui
as sequintes propriedades:

(i) Para toda h : C — R U {400} tal que g(p) < h(p) para todo p € C, teremos que
g*(x) > h*(z) para todo x € R";

(ii) g(p) + g*(x) > (p,z) para todo x € R"™ e p € C.
(iii) infyec g(p) = —g7(0).

Com o auxilio da Definicao |3.9, podemos calcular a conjugada de f*, também
denominada biconjugada e denotada por f**. Deste modo, ela é definida como

£ R = RU{+o00};

@) = (f)"(x) = sup {{p,z) — f*(p)} -

peC

Analogamente, a biconjugada da funcao g, denotada por ¢**, é definida como
g C— RU{+o0};

97 (p) = (¢g")(x) = Sup. {(p,7) —g"(2)}.

Como no caso da conjugada de Fenchel, é possivel caracterizar a biconjugada f**
como supremo de fungoes majoradas pela f.

Teorema 3.12 Seja H = {h:R" — R| h(y) = (p,y) +b, p € C, b € R}. Considere-
mos f:R" - R U {400} uma fun¢ao prdpria, entao

[ (x) = }S;lelg{h(x)\ h(y) < f(y), Vy € R"}.
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A demonstracao segue analogamente ao do Teorema [1.45| se considerarmos o
produto interno generalizado. Como consequéncia direta, temos o seguinte corolério.

Corolario 3.13 Dada uma fungao propria f e sua biconjugada f** entdo

(@) < f(x)
para todo x € R".

Podemos enunciar uma versao semelhante do Teorema para a biconjugada
de g, cuja demonstragao ¢ analoga.

Teorema 3.14 Seja H = {h: C — R| h(q) = (¢,x) + b, x € R", b € R}. Se
g: C — RU{+o0} € uma fungdao prépria, entao

g (p) = sup {n(p)| M(q) < g(q),¥q € C}.

Com a ajuda desses resultados, podemos calcular a biconjugada do seguinte exem-
plo.

Exemplo 3.15 f: IR — IR;
0, <0

f(x>:{1,:c>0 '

Primeiramente, vamos considerar x < 0. Pelo Corolario [3.13 f**(z) < f(x) = 0. Agora,
tomando g € C tal que ¢(y) = 0 para todo y € IR", temos que
;@) z q(z)z = f(q) = —f7(0) = inf fly) =0.
Logo, f*(z) = f(x) = 0.
Para cada = > 0, ja sabemos também que f**(z) < f(z) = 1. Consideremos

q € C definida por
-3y 4y’
q(y) =

x4 e
para todo y € IR". Notemos que

—3x3 42> -3 4 1
q(z) = +

i 3 x r

Vamos verificar que f*(q) = 0.
De fato, f*(q) = sup,egr {(¢,y) — f(y)} . Consideremos

_3y4 4y3
+ =5, y<0
h — 7 o — %4 3
(v) =(a,y) — f(y) { sty
Calculando a derivada de h para y > 0, podemos concluir que
—12y%  12y?
! —
h (y) - :1:4 + xg

e assim, o unico ponto critico positivo é z. Como

—36y* 24
W(y) = =+

x 3
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entdo h’(z) = —12/2* < 0 e portanto z ¢ maximizador de h. Como h(z) =0 e
%354 + ii; < 0 para todo y < 0, entao f*(¢) = 0.
Deste modo, f*(¢) + f(z) = q(x)x. Assim

[ (@) > q(x)r — f*(q) = f(z) =1

e, portanto f**(z) = f(z) = 1.

Neste exemplo, temos que f** = f apesar da funcao f ser apenas sci. Como f
nao é convexa, pelo Teorema[1.48] f#*(z) < f(z) para algum = € IR" e de fato, isso ocorre
para todo = > 0, pois

fita) = s (oo = { 2000

Deste modo,

r () = sup {za — fp(a)} = sup {ra—fr(a)} =0 < f(z)

acIR™ acdom(f})

para todo z > 0.
Veremos mais adiante que o Teorema [1.48 sera mais geral quando estivermos
trabalhando com a conjugada generalizada. A préxima proposicao relaciona as Defini¢oes

B34 e[3.0

Proposicao 3.16 Sejam f: R" - RU {400} e g: C - IRU{+o0} fungdes priprias.
Sao equivalentes:

(i) f(z) =g"(x) eg(p) =g (p) paraz € R" ep € C;

(ii) g(p) = f*(p) e f(z) = f*(2) parax €R" e p € C.

Demonstracdo. (i) = (i) Como ¢*(z) = f(z) entio g**(p) = f*(p), logo
9p) =g () = [*(p).

Com isso, temos que g*(x) = f**(x). Portanto

(ii) = (i) Como f*(p) = g(p) entéo f**(z) = ¢" (), logo
J(2) = [*(2) = 9" ().

Assim, temos que f*(p) = ¢**(p). Portanto
9(p) = f*(p) = 9" (p)-

O
Baseado nessa proposicao, dizemos que f e g sao func¢oes conjugadas quando elas

satisfazem (7) ou (i7). Na proxima se¢do, veremos quais as condigdes necessérias para f e
f* sejam conjugadas.
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3.3 Espacos duais conjugados

Para cada subespago vetorial S de C e para uma funcao prépria
f: R" - IR U {400}, podemos restringir a conjugada de f apenas ao subespago S.
Denotaremos essa restrigao por fi. O mesmo pode ser feito para a biconjugada e assim
a fungao f& : IR" — IR U {400} serd definida como

s (x) =sup{(p,z) — f"(p)}.
peES
Lembramos que F' denota o subespaco de C formado por todas as fungoes cons-
tantes e assim, conciliando com a notagao anterior, f7 é a conjugada de Fenchel. Quando
estivermos nos referindo a todo espaco C', denotaremos a conjugada apenas por f*.
Para S,V subespagos vetoriais de C tais que S C V, temos que, por propriedade
de supremo,

§"(x) = sup {(p, z) — f*(p)} <sup{(p,z) — ["(p)} = i (2)

peS peV

para todo x € IR". Assim, podemos provar a seguinte proposigao.

Proposicao 3.17 Seja S um subespaco vetorial de C. Entao

s (z) < f(x)
para todo x € R".

Demonstragao. Como S C C entao f&*(z) < f**(z) para todo x em IR". Pelo Coroldrio

podemos concluir que
s (x) < f7(x) < fla)
para todo z € IR". 0
Novamente, estamos interessados em analisar quando ocorre a igualdade na pro-
posicao. Veremos a seguir que os subespacos em que a igualdade é satisfeita serao cha-
mados de duais conjugados da funcao.

Defini¢ao 3.18 Seja f: R" — R U {400} uma fungao propria, dizemos que um subes-
paco vetorial S de C € um espaco dual conjugado de f quando satisfaz:

(i) SO F
(ii) f(x) = f&(x) para todo x € IR".
Antes de analisar alguns exemplos, vamos ver o seguinte teorema.

Teorema 3.19 Consideremos f : IR" — R U {400} uma fun¢do propria tal que V- é um
espaco dual conjugado de f. Entdo todo subespaco S de C que contém V' € dual conjugado
de f. Em particular, f e f* sao funcoes conjugadas.

Demonstragao. Se V- C S, entao fi*(x) < f&(x) para todo z € IR". Como V é um
espaco dual conjugado de f, entdo FF C V e f(z) = fi*(x) < f&*(x). Logo, F' C S e pela
Proposicao 3.17 f(z) = f&*(z) para todo z € IR™.

Em particular, C é um espaco dual conjugado de f e portanto, f e f* sao conju-
gadas. 0O
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Exemplo 3.20 Uma funcao f: IR"™ — IR U {+o0} prdpria, sci e conveza.

Pelo Teorema [1.48, o subespaco F' é um espaco dual conjugado de f. Ja pelo Teorema
3.19] qualquer outro subsespaco de C que contenha F' também é dual conjugado de f.
Portanto, f e f* sdao conjugadas. Assim, vemos que a conjugada generalizada preservou
esta importante propriedade da conjugada de Fenchel. O proximo exemplo mostra que
ela vale para funcoes nao convexas.

Exemplo 3.21 f: R — IR;
0, 2<0

f(x):{ 1, z>0 "

Como vimos no Exemplo [3.15] F' nao é um espago dual conjugado de f. No en-
tanto, se considerarmos P = {p € C; p(z) = azz® + ax2® + ag, (a3, a2, a9) € R*}, vimos
que f(z) = f5*(x) para todo x € IR™ e portanto P é um espago dual conjugado de f.
Além disso, podemos concluir que f e f* sao conjugadas, ou seja, C é um espago dual
conjugado de f. Veremos a seguir que essa propriedade vale somente para fungoes sci.

Teorema 3.22 Seja f : R" — R U {+oc0} uma fungio prdpria. A funcio f € sci se, e
somente se, C € um espaco dual conjugado de f.

Demonstracao. (=) Dado z € IR", vamos provar inicialmente que A < f**(x) para todo
A < f(x). De fato, para A < f(z) temos que (z,) ¢ epi(f) e portanto, pelo Teorema
2.14] existe p € C tal que

(p,z) — A1 < (p,z) — A

para todo (z, A1) € epi(f). Em particular,

para todo z € dom(f). Logo

fr(p)= sup {(p,2) - f(2)} < (p,x) = A\

ze€dom(f)

Portanto,
A <{p.z) = f*(p) < [ (2) (3.1)
para todo A < f(z).

Agora, pelo Corolério|3.13, temos que f**(x) < f(z) para todo x € IR". Supondo
que f**(z) < f(z) e considerando

NWCETLC)
temos que A < f(z) e assim, por (3.1)),
PR (G i)

implicando que f**(x) > f(z) que é um absurdo. Portanto, f**(x) = f(x) para todo
r € R"™.

(<) Se C é um espago dual conjugado de f, entdo f(z) = f**(x) para todo
x € IR". Pelo Teorema , f** é sci em todo IR" e portanto, f também é. 0

Dessa forma, o propésito foi cumprido. Foi construida uma teoria de conjugacao
que se comporta bem para fungoes sci, nos possibilitando construir uma teoria de dua-
lidade para estas fungoes. Para encerrar, o proximo corolario apresenta um resumo dos
principais resultados do capitulo.
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Corolario 3.23 Seja f: IR" — R U {+o0} uma funcao propria. Os sequintes itens sao
equivalentes:

(i) f € sci.
(i) f(z) = f*(z) para todo x € R".
(iii) C € um espaco dual conjugado de f.

(iv) f e f* sdo funcdes conjugadas.



Capitulo 4

Programacao semicontinua

Neste capitulo, vamos fazer um breve estudo a respeito dos problemas de pro-
gramacao semicontinua. Com o auxilio dos resultados obtidos anteriormente, apresenta-
remos uma teoria de dualidade para estes problemas seguindo o modelo da programacao
convexa e obteremos resultados analogos. Por fim, analisaremos a funcao Lagrangeana
relacionada a estes problemas. Esta teoria é construida em [7].

4.1 O problema PSCI

Nos problemas de programacao semicontinua temos dois objetivos: minimizar
uma fungao f : R" — IR U {400} sci num conjunto nao-vazio e fechado ou maximizar
uma funcio f : IR™ — IR U {—oc0} scs também num conjunto nio-vazio e fechado.

Porém, esses dois objetivos sao equivalentes, pois minimizar f é o mesmo que
maximizar —f e pelo Teorema —f é scs. Logo, podemos analisar somente um dos
problemas, porque os resultados serao analogos para ambos os casos. Assim, sem perda
de generalidade, vamos fazer um estudo do problema de minimizar f, que é conhecido na
literatura como Programagao Semicontinua Inferior e denotado por PSC1T.

Antes de tratar do problema, vamos modificar a fungao f de acordo com os
nossos interesses. Como o nosso propodsito é minimizar a fungao f sci num subconjunto
nao-vazio e fechado K de IR", neste capitulo, cometendo um abuso de notacao, vamos
sempre considerar f da seguinte forma:

| flx), zeK
f(a:)—{ +oo, x ¢ K

Assim, os pontos que nao estao no conjunto K sao descartados nesse processo.

Seguindo essa convencao, quando nos referirmos ao dominio de f, estaremos
falando do dominio da funcao f restrita ao conjunto K e diremos que f é prépria quando
existe € K de modo que f(x) < +o0. O problema PSCI é reformulado como

minimizar f(x)

sujeito a x € IR",

com f:R" — IRU {400} prépria e sci e K um subconjunto nao-vazio e fechado de IR".

Definigao 4.1 O conjunto solu¢ao de um problema PSCI, denotado por S(f, K), € de-
finido como
S(f.K) = {a' € K| f(2)) < f(x) Yo € K}

o8
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Notemos que, de acordo com a maneira como a f estd sendo considerada, os
conjuntos S(f, K) e S(f,IR™) coincidem. Além disso, é possivel perceber que
S(f, K) = Nyerx(IE N Ly(f(2))), permitindo concluir pelo Teorema que S(f, K) ¢
sempre fechado. A seguir, vamos expor uma inclusao que é valida para o conjunto de

recessao de S(f, K).
Lema 4.2 (S(f, K))* € Maerc (K 0 L(f(2)))>.

Demonstragao. Notemos que, para cada x € K, S(f, K) C KN L(f(x)). Portanto,
(S(f, K))>* C (KN Lg(f(x)))>®, permitindo concluir o resultado. 0
Pelo Teoremall.23] quando K for limitado, S(f, K) é nao-vazio e portanto, existe
solugao para PSCI. Muitos autores se preocuparam em encontrar condi¢oes que possi-
bilitassem generalizar esse teorema com base na analise dos Problemas de Equilibrio.

Definicao 4.3 Considere um subconjunto K ndo-vazio, convexo e fechado em IR" e
f: K x K — IR satisfazendo as trés propriedades sequintes:

(i) f(z,z) =0 para todo x € K.
(ii) f.(y) = f(z,y) € sci e conveza para cada x fixrado em IR™.
(iii) fy(z) = f(z,y) € scs para cada y fixado em R".

O problema de equilibrio, denotado por PE, consiste em encontrar x € K tal que
f(z,y) > 0 para todo y € K.

Notemos que para uma funcao f sci, convexa e prépria, se considerarmos
F(z,y) = f(y) — f(z), entao F satisfaz as trés condi¢oes de um PE para um conjunto
nao-vazio, fechado e convexo K. Assim, resolvé-lo é o mesmo que achar o minimizador
de f em K. Logo, o problema de minimizacao é um caso particular dos problemas de
equilibrio.

Em [I0] demonstrou-se a existéncia de solugdo do PE caso K fosse compacto.
Ja em [3] e [5], os autores demonstraram a existéncia de solu¢ao do PE substituindo a
compacidade de K por condigoes de coercividade de f. Em [14], fez-se uso de aproximagoes
assintéticas do conjunto K para obter novas condicoes de coercividade de f, dentre elas,
o desenvolvimento da condicao P5, dada a seguir:

Definicao 4.4 Uma funcao f cumpre a condicao P5 quando para toda sequéncia
(xr) C K/{0} satisfazendo os sequintes itens:

(i) limg oo ||zl = +o0;

(ii) (x—’“> converge fracamente | para um ponto x tal que f(y,y + x) < 0 para todo

llk

y € K;
Eziste (ux) C K tal que, para todo k suficientemente grande,

luell < llzxll e f(wr, w) < 0.

4Em IR", uma sequéncia () converge fracamente para x quando, para cada a € IR", (a, z3) converge
para {a, x)
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Provou-se que P5 é condicao necessaria e suficiente para garantir a existéncia de
solugdo do PE. Em [I3], foram apresentadas condigoes equivalentes & P5. Com relagao ao
PSCI, em [12], a propriedade P5 foi adaptada em forma de duas condigoes equivalentes:

Defini¢ao 4.5 (i) Uma funcao f cumpre a condi¢ao P5' quando, para toda sequéncia
(xr) C K tal que limyg_,o ||| = +00, existe u € K tal que para todo k suficiente-
mente grande tem-se que f(u) < f(xy).

(ii) Uma fun¢ao f cumpre a condi¢ao P5" quando, para toda sequéncia (zy) C K tal que
limy o0 |2k || = +00, existe (ux) € K tal que para todo k suficientemente grande
tem-se que uy, € L¢(xy) N B(0, ||zk).

Finalmente, em [7], fazendo uso de técnicas de recessdao, chegou-se a seguinte
condigao.

Definicao 4.6 Dizemos que uma funcao f cumpre a condigio A quando, para toda
sequéncia (zx) C R" tal que limy_, ||k || = +00, eziste ky € IN tal que

Ly (f (k) N B(O, flzwo[l) # 0.

Quando K ¢ limitado, qualquer sequéncia que satisfaca as hipdteses da condicao
A nao pode estar contida em K. Dessa maneira, existe ko tal que f(xy,) = +o00. Portanto,
Li(f(xk,)) = R" e a fungao f relacionada cumpre trivialmente a condi¢ao. Vamos agora

provar que a condicao A é, de fato, necessaria e suficiente para garantir existéncia de
solucao do PSCI.

Teorema 4.7 Dado um problema PSCI, sdo equivalentes:
(i) A € satisfeita.
(ii) S(f, K) ¢é nao-vazio.

Demonstragao. (=) Como f é prépria, entao existe T € K tal que f(T) < 4+o00. Assim,
para cada k € IN, consideremos

@), Nl < Jl +
fil@) = { oo, lafl > [zl + &

Cada fj, é prépria, entdo existe § € K tal que fx(7) = f(y) < +oo e ||7|| < ||Z]| + k.
Notemos que

KN Ly (fe(@) =A{z € K| fu(z) < fu(@) = [(7) < +oo} C B(O, ||z]| + k),

ou seja, K N Ly, (f,(7)) ¢ limitado. Pelo Teorema [1.28] (K N Ly, (f4(¥)))>® = {0} entao

(S(fu, K))® C [ N Ly, (ful2))® = {0} € (S(fr, K))™® = (S(fi. K))™ = {0}

zeK

Deste modo, S(fg, K) é limitado e assim, compacto.
Como f} € sci, pois seu epigrafo é fechado, tem-se que
epi(fr) = epi(f)N(B(0, ||Z|| + k) xIR), e que seu dominio é compacto, entdo, pelo Teorema

S(fr, K) é nao-vazio.
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Lembramos que a fun¢ao norma é continua, entao podemos considerar
wp = Min(k) = {z € S(fi, K)| [lz]| < [lyll para todoy € S(fi, K)} .

Como fj é prépria, entao zx € dom(f) e ||lzx]| < ||Z|| + k. Além disso, o conjunto
Min(k) nao é necessariamente unitario, mas as propriedades que veremos dessa sequéncia
independem da escolha do elemento deste conjunto.

Suponha que (xj) nao seja limitada, entao existe subsequéncia (zy)ren tal que
T, ﬁ) —+00.

Como A é satisfeita por hipdtese, entao existe ko € IN' tal que

Ly(f(wry)) N B0, [z, # 0.
Para 2z € L;(f(xx,)) N B(0,||2k), temos que

121 < lawo | < N7l + ko e f(2) < Flng) = fro(2ry) < 00

Portanto, z € dom(f) C K e fx,(2) = f(2) < fro(Tk,), implicando que z € S(f,, K).
Absurdo, pois z, é o elemento que possui menor norma em S( fy,, K).

Deste modo, (z) é limitada e assim, existe uma subsequéncia (xy)ien’ conver-
gente para /. Vamos provar que =’ € S(f, X).

De fato, notemos que fi1(z) < fr(x) para todo k € IN'. Assim,

f@r) = feler) < frlz) < froi() (4.1)

para todo z € IR" e natural ¢ menor que k. Isso nos permite afirmar que f(2') < fi(x)
para todo k € IN' e z € IR".

Pois, se para algum z existir k' € IN' tal que fi(x) < f(2') entao, pelo Coroldrio
existe § > 0 tal que f(y) > fu(z) para todo y € B(z',d). Em particular,
f(x1) > fr(x) para k em IN' e maior que k', contrariando (4.1)).

Por fim, para cada z € IR", existe um k € IN tal que ||z|| < ||Z|| + k implicando
que

f@') < filz) = f(2),

concluindo a primeira parte da demonstracao.

(<) Consideremos uma sequéncia (x;) C IR" tal que limy_, ||zk]| = +00. Como
S(f, K) é nao-vazio, tomando z € S(f, K) e ko suficientemente grande de modo que
|zko | > 1|2]|, concluimos a demonstragao. 0

Assim, qualquer outra condigao de existéncia de solugao do PSCT é equivalente a
condigao A e além disso, o Teorema generaliza o Teorema de Weierstrass para fungoes
sci. Na préxima secao, vamos construir a teoria de dualidade para problemas PSCI que
tenham solucao, ou seja, para fungoes que satisfacam a condicao A.

4.2 Dualidade semicontinua

Dado um PSC1I, para a dualidade que serd proposta consideraremos
¢ : R" x R™ — IR U {400} uma fungdo de perturbacao de f quando ¢ for prépria
sci e p(x,0) = f(z) para todo x € IR". Notemos que ela sempre existe, pois podemos
considerar ¢(z,y) = f(z) para todo = € IR".

Para simplificar a notacao, a partir deste ponto do trabalho, vamos considerar
C,=C(R",IR") e C,, = C(R™,IR™). Deste modo,

C<]Rn X Rma]}{n X Rm) ~ Cn X Cm - {(p17p2)| P1 S Cnu D2 S Cm} .
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Podemos também estender a nocao de produto interno generalizado usando ele-
mentos de C,, x C,, da seguinte forma:

((p1,p2), (z,9)) = (p1, )¢, + (P2,¥)c,, = (P1(x),2) + (P2(¥), ),

parax € R" e y € R™.
Assim, a funcao conjugada ¢* sera calculada como

©*(p1,p2) =  sup  {(p1,x) + (P2, y) — @(,y)}
(z,y)eIR" xIR™

para p; em C,, e ps em C,, e a biconjugada ¢** serd dada por

O (x,y) = sup  {(p1,2) + (P2, y) — ¢"(p1,p2)}
(p1,p2)ECnxCp

para x em R" e y em R™.
Com essa generalizagao, podemos recuperar os resultados obtidos no capitulo
anterior. Dessa maneira, pelo Teorema [3.22] o espaco C,, x C,, é o dual conjugado de ¢.
Vamos agora apresentar uma versao da Proposi¢ao para a conjugada modi-
ficada. Este resultado é a principal motivacao para generalizar o processo apresentado na
Secao |1.6

Teorema 4.8 Para todo p € C,, e x € IR", temos que

—¢"(0,p) < f(2)

Em particular,

sup —"(0,p) < inf f(x).
s —¢"(0,p) < inf, f(@)

Demonstracao. Pela Proposicao [3.8], para p em C,,, observemos que

©*(0,p) > (0,2) + (p,y) — v(z,9)

para todo z e y em IR". Tomando y = 0, concluimos a demonstracao. 0
Como vimos no Capitulo 3, a conjugacao modificada é simétrica para fungoes sci.
Deste modo, generalizamos a teoria de dualidade para o PSCI da seguinte maneira.

Definicao 4.9 O problema dual associado a PSCI com respeito a p, denotado por
DPSCI, é definido como
minimizar ¢*(0,p)

sujettoa p € Cy,.
Notemos que, do Teorema a funcao G(p) = ¢*(0,p) é convexa. De fato,
dados p; e py em C,, e t € [0, 1], temos, pela convexidade da fun¢ao conjugada que
G((1 = t)p1 +tpa) = ¢"(0, (1 — t)pr +tpa) = ©*((1 = 1)(0,p1) + £(0,p2)) <

< (1 =)™ (0,p1) + t*(0,p2) = (1 — )G(p1) + tG(p2).
Assim, o DPSCT é um problema de programacgao convexa, o qual é bem visto aos

olhos da Otimizacao. Vamos agora analisar algumas propriedades da dualidade convexa
que continuam valendo nessa nova teoria. Lembramos que

inf ©*(0,p) = — sup —¢*(0,p).
peCm peCh,

Do Teorema [4.8 segue diretamente o préximo coroldrio.
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Corolario 4.10 Dados PSCI e DPSCI referente a alguma perturbagao ¢, sao vdlidas:

(i) Se emiste T € IR" tal que f(T) = sup,cc, —¢*(0,p) entdo T é solugdo do problema
primal.

(ii) Se existe p € C,, tal que —p*(0,p) = inferr f(x) entao p € solugao do problema
dual.

(iii) Se ezistem T € R" ep € C,, tais que —*(0,p) = f(T) entdo T € solugio para
DPSCI ep € solugao para PSCI.

Como DPSC'I é um problema de programacao convexa entao é possivel construir
o seu dual de forma analoga ao que foi feito para desenvolver o bidual na Secao [1.6]
Assim sendo, consideremos w(p) = ¢*(0,p). A funcdo @(p,p1) = ¢*(p1,p) é uma fungao
perturbagao de w.

Deste modo, o problema dual de DPSCI, denominado por bidual e denotado
por DDPSCI, é caracterizado por

— Sup {—W(OJ)} = infn {90**(1770)}
z€R™ z€lR

Como ¢ é sci, entdao, do Teorema [3.22 ¢**(2,0) = ¢(x,0) = f(z) para todo
x € IR". Logo, DDPSCI é o proprio PSCI.

Portanto, a dualidade desenvolvida é bem comportada. No entanto, percebemos
que o DPSCI é um problema de minimizacao em C,,, o qual possui dimensao infinita.
Em alguns casos, como problemas de minimizacao quadratica, é possivel substituir C,,, por
algum de seus subespacos de dimensao finita, devido ao fato de que as fungoes quadraticas
possuem espacos duais conjugados de dimensao finita. Para ver mais detalhes, consulte

7.

4.3 A funcao Lagrangeana

Vamos agora introduzir a funcao Lagrangeana referente ao PSCI. Através dessa
funcao, podemos encontrar uma nova condicao para que o valor 6timo dos problemas
primal e dual coincida.

Defini¢ao 4.11 Dada uma func¢ao f : R" — R U {400} prdpria, definimos a fun¢ao
Lagrangeana L : R™ x C,, = R U {—o00, +o0} relacionada a fun¢do perturbagio ¢ como

L(z,p) = inf {¢(z,y) - p.y)}-

Com o auxilio das propriedades da conjugada generalizada, podemos garantir
duas proposicoes. A primeira relaciona o supremo em C,, da funcao Lagrangeana com a
f e a segunda relaciona o infimo em IR" da Lagrangeana com a conjugada de .

Proposicao 4.12 Para cada x € R",

f(z) = sup L(x,p)

pECH
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Demonstracao. Para cada x € IR", consideremos 0,(y) = ¢(x,y). Vamos dividir a de-
monstracao em dois casos:
(1°caso: 6, é imprépria.) Assim 6,(y) = +oo para todo y € IR" e, em particular,
f(z) = ¢(x,0) = 6,(0) = +o00. Por outro lado, L(z,p) = infyern {0.(y) — (p,y)} = 00
para todo p € C,,. Logo,
sup L(z,p) = +oo = f(z).
PECm
(2°caso: 6, é préopria.) Notemos que 6, é sci. De fato, para cada yo € IR",
consideremos m’ < 0,(yo) = ¢(x,yo). Pela semicontinuidade de ¢, existe § > 0 tal que
©(z,y) > m/ para todo (z,y) € B((x,40),0). Em particular, 0,(y) = ¢(z,y) > m’ para
todo y € B(yo,d). Pelo Coroldrio [1.16] 6, ¢ sci em todo yo € IR™.
Agora, observemos que L(z,p) = —supyern {(p,y) — .(y)}. Deste modo,

sup L(z,p) = sup {— sup { (p,y) — Qx(y)}} = sup —0,(p) = sup {(p,0) — O;(p)} = ;7(0).
peCp, peCnp, yeR" peCnmy peCh,

Pelo Teorema [3.22, podemos concluir que

sup L(z,p) = 0;7(0) = 02(0) = (z,0) = f(x).

peCpmy

Proposigao 4.13 Para cada p € C,,,

inf L(l‘,p) - _90*(0717)

z€eIR™

Demonstracao. Dado p € C,,, temos que

it Do) = inf { inf (oo = )} f = it (o)~ (0. ()} =

zeR™ zeR™ (z,y)eER"xXIR™

== s L0 @) —e@ )} = =" 0.p).

U
Combinando estes dois tltimos resultados, temos que —¢*(0,p) < L(z,p) < f(x)
para todo z € IR" e p € C,,,. Assim, podemos concluir o seguinte teorema:

Teorema 4.14 Dado um problema PSCI, uma funcdo de perturbacao ¢ e sua funcdo
Lagrangeana relacionada L. O ponto (Z,p) € R" x C,, satisfaz a equagdo

inf L(z,p) = L(Z,p) = sup L(T,p) (4.2)

JCE]R” pecm
se, e somente se, f(T)+ ¢*(0,p) = 0.
Demonstragao. (=) Notemos que

f(@) = sup L(7,p) = inf L(z,p) = —¢"(0,p).
pECm zclR
Logo, f(Z) + ¢*(0,p) = 0.
(«) Sabemos que inf,ern L(2,p) < L(Z,p) < sup,ec,, L(T,p). Por outro lado,
temos que
sup L(z,p) = f(7) = —¢7(0,p) = inf L(z,p).

p€Cm
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Portanto
inf L(x,p) = L(Z,5) = sup L(Z,p)
IG]R” pECm

O
Com este ultimo resultado, podemos considerar a seguinte relacao para as solugoes

do par de problemas primal e dual.

Corolario 4.15 Dados PSCI e DPSCI com respeito a funcao de perturbagao ¢ e L a
fun¢ao Lagrangeana relacionada. Se o ponto (T,p) satisfaz a equacgdo (4.2]) entdo

(i) T € solugao do PSCI.
(ii) p € solug¢io do DPSCI.

Dessa maneira, se o valor 6timo de um par de problemas primal e dual coincide e
a solucao p do problema dual é conhecida, T é solucao do problema primal se, e somente se,
(Z,p) cumpre (4.2). Deste modo, podemos usar esta equivaléncia para resolver o problema
primal, pois, para alguns casos, a funcao Lagrangeana possui uma boa estrutura numérica.



Conclusao

Neste trabalho, o nosso propésito foi relacionar [6], [7] e [26] de uma maneira
clara e sistémica. Estas trés referéncias tratam de generalizar resultados da Literatura.
Assim, apresentamos os conceitos classicos no processo construtivo em que eles estavam
inseridos e seguimos o mesmo roteiro para apresentar esta relagao.

Inicialmente, fizemos uma revisao dos teoremas de separacao de convexos em IR".
Vimos que, para dois subconjuntos convexos tais que a diferenca deles é fechada, existe um
hiperplano que os separa estritamente. Gragas a esse resultado, o epigrafo de uma fungao
convexa e sci pode ser entendido como a intersecao dos semi-espacos que o contém. Essa
possibilidade nos permitiu definir a conjugada classica e garantir que, para estas fungoes,
a biconjugada ¢é igual a prépria funcao.

No contexto de otimizagao, mostramos que a teoria de conjugacao de Fenchel
pode ser aplicada na construgao de uma dualidade para Programacao Convexa.

Analisamos uma particularidade do Teorema de Selecao de Michael a qual se-
para com fungoes continuas o epigrafo de uma funcao sci do hipografo de uma funcao
scs. Provamos que esta funcao continua descreve a equacgao de um hiperplano generali-
zado e, considerando os subconjuntos fechados como epigrafo e hipografo de funcoes sci
e scs respectivamente, foi possivel generalizar os teoremas classicos de separagao para
subconjuntos fechados.

Consequentemente, generalizamos de maneira natural a teoria de conjugacgao de
Fenchel usando o produto interno generalizado, pois a Separacao de Fechados garan-
tiu que essa conjugada proposta seria propria para fungoes sci. Observamos que essa
generalizacao mantinha certas propriedades da conjugacao classica como convexidade e
semicontinuidade, no entanto, o dominio da funcao conjugada passou a ser o espago dos
operadores continuos.

Para simplificar os calculos, introduzimos os espacos duais conjugados que sao
subespacos de C cuja conjugacao de uma funcao restrita a eles é simétrica. Com isso,
recuperamos a conjugada de Fenchel para o caso das fungoes sci e convexas. Além disso,
vimos exemplos de espagos duais conjugados de dimensao finita. O principal resultado
obtido foi que a biconjugada generalizada de fungoes sci é a prépria funcao.

Por fim, analisamos os problemas de Programacao Semicontinua e vimos algumas
condicoes existentes na literatura que garantem a existéncia de solugao. Aplicamos a
conjugada generalizada na construcao de uma teoria de dualidade para estes problemas
e verificamos que o Dual do PSCI é um problema de Minimizacao Convexa e o bidual
é o proprio problema original. Definimos a fun¢ao Lagrangeana relacionada e concluimos
que o seu minimizador em IR" é solucao do problema Primal e o seu maximizador em C
é solucao do problema Dual.
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