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RESUMO

A sorgédo de metais pesados, como forma de tratamento em efluentes
industriais vem se tornando cada vez mais necessaria por questbes
ambientais. Devido a isto, cada vez mais se vé a importancia de se conhecer o
processo e determinar a sua dinamica. Para que assim, com os dados obtidos
seja possivel modelar e dimensionar equipamentos industriais mais eficientes
para tratamento.

Diversas abordagens classicas séo utilizadas para prever o fenébmeno da
adsorcdo, como as isotermas de Freundlich, Langmuir e Redlich-Peterson. O
presente trabalho propde comparar estas equacdes com a de um modelo
baseado em equacgdes diferenciais fracionarias (Modelo Epslon), para tornar
possivel a utilizacdo do efeito meméria que as equacdes desta natureza
fornecem a modelagem.

E proposta a validagdo do modelo para sor¢do de chumbo em Jacinto-
de-agua (Eichhornia cassipes). Considerando parametros estatisticos verifica-
se que o modelo fracionario se mostrou viavel e mais eficiente do que os
modelos de isotermas classicos ja conhecidos.

Assim constata-se que o modelo Epslon, baseado no célculo fracionario
apresenta os melhores resultados, provavelmente devido ao efeito de memoaria
gue possui e que € caracteristico de sistemas porosos, como € o caso da raiz

da macrdfita, local da sorcdo do metal pesado.



ABSTRACT

Heavy metals’ sorption, as a treatment of industrial effluents has become
each time more necessary for environmental reasons. Due to this, the
importance of understanding the process and determine its dynamics is each
time more verified. So that, with the data obtained, it will be possible to model
and scale industrial equipment more efficient for the treatment.

Several classical approaches are used to predict the adsorption
phenomenon, such as Freundlich, Langmuir and Redlich-Peterson isotherms.
This master thesis proposes a comparison between these equations and a
model based on fractional differential equations (Epslon model), to make
possible the use of the memory effect that this nature’s equations provide the
modeling.

The validation of lead’s sorption model in “Jacinto-de-agua” (Eichhornia
cassipes) is proposed. Taking into account several statistical parameters, it
appears that the fractional model is viable and more efficient than classical
isotherms’ models already known.

Thus, it is clear that the Epslon model, based on the fractional
calculation, gives the best results, probably due to the memory effect that it has,
which is a characteristic os porous systems, such as macrophyte’s roots, the

local of heavy metal’s sorption.
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CAPITULO 1 — INTRODUCAO

1.1 — INTRODUCAO

A recuperacdo de metais pesados representa um importante desafio
tecnoldgico, haja vista seu grau de toxicidade. Diversas alternativas tém sido
utilizadas com sucesso, como por exemplo, técnicas eletroquimicas, troca
ibnica e biossor¢cdo. No entanto, a modelagem matematica dos dados de
equilibrio é de fundamental importancia para o0 correto projeto de
equipamentos. Atualmente, esta modelagem é feita com base em modelos
classicos, como por exemplo, Langmuir, Freundlich, Redlich-Peterson.

Observa-se, porém, o surgimento de uma nova tendéncia, envolvendo a
aplicacdo de um ferramental matematico, baseado no uso de equacles
diferenciais de ordem fracionaria. Entre outras, o poder de generalizacdo de
modelos é um consideravel atrativo. Desta forma, trabalho tem como finalidade
propor e validar um modelo alternativo, através de derivadas fracionarias, para
0 estudo da sorcdo de metais pesados em alga. Para tanto, serdo utilizados
dados de laboratério da dinamica da sorcdo de Chumbo em Jacinto-de-agua
(Eichhornia crassipes). A partir destes dados serdo coletados os pontos de
saturacdo para desenvolvimento de um novo tipo de isoterma baseada em

comportamento de derivadas fracionarias.

1.2 - OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho € a aplicacdo do calculo fracionario a
sorcdo de metais pesados visando o desenvolvimento de novas isotermas.
Especificamente, o trabalho teve os seguintes objetivos:

1) Estudo da sor¢cédo de metais pesados por macrofitas;
2) Estudo de isotermas classicas de sor¢ao;

3) Estudo do calculo fracionario;

4) Estimacédo de parametros;

5) Validacéo estatistica de modelos.



CAPITULO 2 — REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 — INTRODUCAO

Neste capitulo sera apresentada uma breve revisdo bibliogréfica sobre
sorcdo de metais pesados, mais especificamente, sobre modelagem
matematica do equilibrio. Serdo também revisados trabalhos sobre a aplicacdo
do calculo fracionério a sorcdo de metais pesados.

2.2 — CALCULO FRACIONARIO

O calculo fracionario tem sua origem em 30 de Setembro de 1695 em
uma carta escrita por I'Hospital ao seu amigo Leibniz, na qual é proposto e
discutido o significado de uma derivada de ordem meio. Essa nota levou ao
surgimento da teoria das derivadas e integrais de ordem arbitraria, chamada de
Célculo Fracionario, que durante trés séculos foi tratada como um campo
matematico puramente tedrico sem grandes aplicacbes em outras areas
(HILFER, 2000). No final do século XIX esta teoria tomou forma principalmente
devido aos trabalhos de Liouville, Grinwald, Letnikov e Riemann, somado as
contribuicbes de outros brilhantes matematicos, como Euler, Lagrange,
Laplace, Fourrier, Abel, Heaviside, entre outros (CAMARGO, 2009).

A partir da década de 60, M. Caputo, resolveu problemas de
viscoelasticidade e sismologia; utilizando uma nova definicdo, proposta por ele,
para a derivada de ordem fracionaria, embora a assim chamada derivada
fracionaria de Grinwald — Letnikov, tenha se mostrado bastante eficiente no
campo do calculo numérico. Ao final do século XX, Lorenzo E Hartley
propuseram uma interpretacdo geomeétrica para a derivada de ordem nao-
inteira de Granwald — Letnikov (CAMARGO, 2009). Apesar de surgirem novas
teorias, o foco principal das pesquisas foi a aplicacdo do ferramental existente
as ciéncias experimentais, visando a descricdo matematica de sistemas
poliméricos, eletroquimicos, bioldgicos, bem como a descricdo de fendmenos
de transporte e o desenvolvimento de técnicas de controle de processos
(ISFER, 2009).



As equacdes diferenciais fracionérias sdo um excelente instrumento para
a descricdo de propriedades de memoria e hereditariedade de varios materiais
e processos e tal estudo foi desempenhado por DENG (2007), dentre outros.
Esta é a principal vantagem das derivadas de ordem n&o-inteira em
comparacao com as derivadas de ordem inteira, onde tais efeitos séo de fato
negligenciados (ISFER, 2009). Em seus estudos, DENG (2007) prova que um
operador diferencial de ordem inteira € somente um operador local, enquanto
um operador fracionario € um operador ndo-local. A propriedade da nao-
localidade de um operador consiste do fato de que o préximo estado de um
sistema nao s6 depende de seu estado atual, mas também de todos os
estados anteriores a partir do estado inicial (DENG, 2007), refinando assim a

representacdo matematica de sistemas naturais.

2.2.1 — Representacéao

A forma de se representar uma derivada inteira de ordem n, sendo neZ
, de uma forma mais generalizada pode ser observada, como segue:
df(x) . 1 & (n)
=lim=->» (-O"-{. |- f(x-r-h
o im. ZO( ) | )T )

onde (2.1)

ny_ nN-n-)-(n-2)-...-(n—-r+1)
(r)_ r!

£ (x) =

As derivadas de ordem fracionaria constituem uma generalizacdo da

expressdo acima, permitindo que a ordem da derivada, S seja tal que SR,

ao contrario do que ocorre no caso de derivadas de ordem inteira, onde neZ
(OLDHAM e SPANIER, 2006). Enquanto derivadas de ordem inteira
necessitam apenas de um valor do dominio da funcdo, aquele no qual se
deseja obter o valor da derivada, a representacédo e o célculo de derivadas de
ordem fracionaria necessitam de dois valores. Além daquele valor, no qual se
deseja a derivada, torna-se necessario um segundo valor representando um
valor a qualquer, tal que a<x, que tem o papel de atuar como um terminal

inferior, definindo o limite do dominio da funcdo ou da derivada (ISFER, 2009).



Assim, a representac@o de uma derivada de ordem fracionaria g, sendo SeR

dada por:

df(x)

f(B)( )_ o~

= _D%(x) (2.2)

Existem diversas formas de célculo e representacdo de D’ f(x), sendo

gque cada uma representa vantagens e desvantagens. As formas de
representacdo mais comumente utilizadas sado apresentadas na Tabela 2.1
(HILFER, 2000):

Tabela 2.1. Formas de representacdo mais comuns de derivadas fracionarias.

Grunwald - 1 Q ;
LD (x) = lim —-> (-1 -(B)-f(x—r-h) 23
Letnikov hoo hP ZO: r (2.3)
Riemann- DLf(x) = dmr:l |:T(X —)"" -f(r)-dr} onde
jouvi & L (2.4)
Liouville

m<B<m+1lpBeRemeN

x  f(m)
Dif(x) = = {[ f ([Q_m dr] onde
F(m=p) |1 (x—1)

Caputo (m-B) (2.5)

Mm<B<m+1;peRemeN

P SR f(x)-f(t
Hamardad D (x) = r(1-p) ! (XDM dt (2.6)
X-|In| =
L T -
1 [3f9-f(x)
DPf . d
Marchaud _Df(x) = T(1-p) _[O (=" T} (2.7)
Chen DYF(x) = — . 3 _If(r)-(x—r)_ﬁ d«:} (2.8)
T(1-B) dx|;

Devido a quantidade e a complexidade de representacfes existentes

para derivadas de ordem fracionarias, a existéncia de uma interpretacao fisica



torna-se ndo tao clara e objetiva quanto para a ordem inteira (MACHADO,
2003). Segundo o autor, diversos pesquisadores propuseram diferentes
aproximacbes para tal interpretacdo, porém uma alternativa plausivel é a
abordagem probabilistica.

Para ilustracdo, MACHADO (2003) considerou a representacdo de
Griunwald-Letnikov indicada a seguir, obtida a partir de derivadas retrégradas:

D* [x(®)] = lim {hi 3 (k) x(t—k- h)}onde
o T(a+) (2.9)
y(ak)=(-2) KM (a—k+1)

A partir dessa representacdo, observa-se que a derivada de ordem

fracionaria pode ser vista como uma soma ponderada, > y(a.,k)-x(t—k-h)de
k=0

valores da funcéo x(t) para k=0 e valores passados de x(t), obtidos para k>1,

ou seja, para x(t—h),x(t—Zh)...e assim por diante. O fator de ponderacéo de
X(t), dado por y(a,k), serd sempre 1 para 0<a <1, sendo y(«,0)=1; para os

demais valores, quanto mais proximo for do valor presente, x(t), mais proximo
de 1 é o fator de ponderacéo (ISFER, 2009). A Figura 2.1 ilustra graficamente o
calculo de uma derivada de ordem fracionaria.

Observa-se que a definicdo de Grunwald-Letnikov para a derivada

fracionaria corresponde a inclinagdo & do triangulo composto pela sua base h“”
, dada por x(0), valor presente e E(X), situado em t=h“, que representa a
média dos valores ponderados. Sendo a base paralela ao eixo t, quando a =1,
todos os valores de y sd&o iguais a zero, e o valor imediatamente antes da

informacé&o presente tem valor igual a 1, resultando na formula da tangente. Ja,

guando «a =0, todos os valores de y s&o iguais a zero, e apenas o valor
presente que € igual a 1, resultando no préprio valor da fungdo. Assim, ao

passo que h—0, 6 — D“[x(t)] (ISFER, 2009).
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Figura 2.1 — llustracdo da interpretacdo geométrica em perspectiva probabilistica da
derivada de ordem fracionaria. Fonte: Machado, 2003.

2.2.2 — Algumas aplicacbes

Nos ultimos anos, o progresso da ciéncia motivou o estudo da teoria do
calculo fracionario, para ser aplicado nas areas da fisica, quimica e engenharia.
Uma das principais aplicacbes de equacOes diferenciais de ordem fracionaria
esta relacionada a modelagem de processos de difusdo (CRANK, 1980) e em
meios heterogéneos e anisotropicos (LENZI et al.,, 2006). Encontra-se
aplicacdo também em sistemas particulados (KHAN, 2005) e biologicos
(MAGIN, 2010).

Segundo DENG (2007), o célculo fracionario tem sido aplicado a
modelos acusticos e sistemas térmicos, reologia e modelagem de materiais e
sistemas mecanicos, processamento de sinais e sistemas de identificacéo,
controle e robdtica, entre outros. Além disso, muitos sistemas modelados com
a ajuda do célculo fracionario apresentaram um excelente comportamento,
como € o caso de sistemas viscoelasticos, efeito da camada limite em dutos,
ondas eletromagnéticas, cinética fracionaria, polarizacdo eletrodo-eletrélito
(DENG, 2007).



2.3 - METAIS PESADOS

Os metais pesados sdo normalmente definidos como aqueles que
apresentam densidade relativa maior que seis. Eles fazem parte da vida
humana participando de vérias etapas do metabolismo celular, assim como em
outros seres Vivos, e estdo presentes naturalmente na crosta terrestre (Martins,
2004; Bueno, 2007).

Os metais tendem a acumular-se nos ecossistemas devido a sua facil
assimilacdo na cadeia alimentar dos seres vivos. O aumento da concentracéo
destes metais pesados lancados ao meio ambiente por processos industriais,
como extracdo de minério, tem sérias consequéncias a saude humana e ao
bem estar dos seres vivos em geral (Sheng et al., 2004; Tunali et al., 2006).

Nos seres humanos os efeitos toxicos dos metais pesados resultam no
bloqueio de grupos funcionais e substituicdo de metais essenciais, reducao da
taxa de crescimento, inibicdo enzimatica, paralisacéo cerebral entre outros. Os
metais mais perigosos sdo o mercurio, chumbo, cadmio e o cromo, pois nao
desempenham nenhuma funcéo biolégica (Jayaram e Prasad, 2009; Bueno,
2007).

Como consequéncia tem sido crescente o cuidado ambiental devido as
restricbes, cada vez maiores, imposta pelos regulamentos legais levando a
necessidade de um controle mais rigoroso da emissado desses poluentes por

parte das fontes emissoras.

2.4 — METODOS DE REMOCAO DE METAIS PESADOS

Toxicidade cumulativa e o impacto ambiental dos metais pesados tém
motivado preocupacdo no decorrer dos Ultimos anos, elevando
significativamente as pesquisas com o intuito de desenvolver tecnologias
alternativas para a remocao de substancias nocivas ao ambiente provenientes
de efluentes industriais (Volesky e Holan, 1995; Reddy et al., 2009).

Gracas aos efeitos toxicos dos metais pesados nos diversos

ecossistemas, legislagfes cada vez mais exigentes tém levado as industrias a
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reverem seus sistemas de tratamentos de efluentes para atender aos limites
estabelecidos.

Tratamento de efluentes contaminados com metais pesados
normalmente é feito por meio de processos como precipitacdo quimica,
coagulacdo, troca ibnica entre outras, mas esses processos Sao pouco
eficientes, custosos e podem gerar lamas toxicas. A seguir métodos
empregados no tratamento de efluentes contendo metais pesados serdo
abordados (Sari et al., 2007; S6lener et al., 2008; Vimala e Das, 2009; Cabuk et
al., 2006).

e Precipitacdo Quimica

Técnica baseada no principio de que alguns metais sdo insollveis em agua
em um determinado pH. E ao adicionar agentes precipitantes, os mais usados
sédo hidréxido de sodio, hidroxido de calcio e carbonato de sb6dio, a uma
solucdo contendo metais pesados eles sao precipitados como hidroxidos,
carbonatos ou sulfetos do metal.

A precipitacdo quimica € o meétodo mais utilizado, pois é de simples
operacdo e indicado para efluentes com altas concentracbes e vazdes.
Apresentando desvantagens como: grande formacao de lama, o disposicdo da
lama, sua eficiencia pode ser afetada pela acidez do meio, presenca de

solventes e outros sais na solucao.

e Troca I6nica

Técnica baseada no emprego de um sélido capaz de trocar ions
(permutador de ions) com a solucdo que esta em contato. Para a remocéao de
metais pesados o solido (permutador) deve trocar cations.

O meétodo de troca-ibnica € utilizado para o tratamento continuo de
efluentes com concentracfes baixas. O material mais utilizado na indastria para
promover a troca-ibnica sdo as resinas organicas sintéticas, mas para
processos em larga escala as resinas sdo muito custosas, tendo a alternativa
do uso de zeodlitas (alumino-silicatos hidratados). Esse método por ser de
aplicacdo cara e nem sempre seletivas é mais utilizado na retencdo e

regeneracao de metais nobres.
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e Eletroquimico

Técnica baseada na desestabilizacdo de contaminantes presentes numa
solucdo aquosa através da passagem de uma corrente elétrica na solucao. E
tem sido cada vez mais comum o0 uso dessa técnica no tratamento de
efluentes. Ao tratar solu¢des contendo metais pesados, que sao ions positivos,
eles migram para o catodo onde acontece a oxidacao.

As vantagens dessa técnica sao reciclagem do metal recolhido, remocéao
numa Unica etapa e tratamento de efluentes com altas concentracfes. Mas o
elevado custo para operar o sistema visando alcangar niveis satisfatorios e o
perigo da utilizacdo de elevada poténcia elétrica sdo as grandes desvantagens

desse método.

e Biossorcao

O processo de biossorcao apresenta grande potencial no tratamento de
efluentes industrias surgindo como alternativa competitiva frente as tecnologias
convencionais, porém 0s principios que o cercam precisa ser bem conhecido
evitando o fracasso do tratamento. O estudo dessa tecnologia foi iniciado no
comeco da década de 80 (Davis et al.,, 2003; Volesky et al., 2001), as
pesquisas mostraram que muitos materiais biolégicos tém potencial para
remover metais pesados. A biossorcao faz uso de células vivas ou mortas, mas
a toxicidade dos poluentes presentes no efluente pode representar um
problema quando utilizar células vivas.

A biossorcao € definida por Volesky (1986) como um processo onde o
material solido de origem vegetal ou animal e seus derivados (biossorvente)
sdo usados para remover 0s metais contidos na solu¢do aquosa (sorvato).

A captura dos ions metalicos feito pela biomassa no processo de
biossorcéo se da através de interacdes fisico-quimica entre os ions metalicos e
0s grupos funcionais contidos na biomassa. Esse € um processo relativamente
rapido e adequado para remover metais, pois podem ser reversiveis, além de
ser seletivo e dispensar o uso de reagentes adicionais.

As interacfes entre o material biolégico e 0s ions metalicos apresentam

basicamente duas categorias que sdo: acumulagdo realizada pela biomassa
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morta e a bioacumulacao realizada por biomassa viva. As células vivas tém
capacidade de recombinagdo e mutacdo o que melhora o processo de captura
dos ions metalicos.

Em geral o processo de biossorcdo € baseado em vérias etapas,
adsorcdo, separacdo solido-liquido e recuperacdo do metal adsorvido. O
processo sofre influéncia de fatores como pH, concentracdo de biomassa,
concentracdo de metais pesados na solucdo, temperatura, presenca de outros
ions na solucao, entre outros (Akar e Tunali, 2006).

Sao varias as vantagens da tecnologia de biossorcdo comparado aos
métodos tradicionais de remocdo de metais pesados: uso de materiais
biolégicos que sédo de baixo custo, possibilidade de reutilizagdo do biosorvente,
minimizacdo do volume de lama quimica, tratamento de grandes volumes de
efluente, baixo custo operacional, alta eficiéncia ao tratar efluentes diluidos
(Schiewer e Balaria, 2009; Hasan, Srivastava e Talat, 2009).

Biossorventes sdo materiais organicos de origem vegetal ou animal
podendo ser classificado de acordo com sua origem em: biomassa natural,
produzida naturalmente; biomassa produzida, cultivada com a finalidade de se
ter um produto comercializavel; e biomassa residual, subproduto de atividades
agroindustriais.

Pesquisas tém sido realizadas para destacar o potencial dos
adsorventes naturais com origem biolégica, os biosorventes, como material
alternativo na remocao de remocédo de poluentes contidos em efluentes. O
interesse maior por esses materiais € devido o fato de ter baixo custo e ser
abundante.

A capacidade da biomassa em recuperar poluentes contidos em
efluentes depende de suas propriedades fisicas, quimicas e bioldgicas. Varios
tipos de biomassa podem remover metais pesados, mas as mais convenientes
ao processo em larga escala devem ter elevada capacidade e seletividade ao
ligar metais. Uma infinidade de materiais biolégicos como bactérias (Beolchini
et al., 2004; Sannasi et al., 2005), residuos agricolas (Pehlivan et al., 2007;
Schiewer e Patil, 2007), fungos (Huang et al., 2009), algas (Gong et al., 2004;
Kumar, Singh e Gaur, 2008; Freitas et al., 2007), plantas aquéticas (Santos e

Lenzi, 1999; Schoenhals et a., 2009) tem sido investigado.
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As algas sao consideradas como um dos tipos mais promissores de
biossorventes devido a sua alta capacidade de absorcdo, baixo custo e
abundancia, ela esta presente em vérias partes dos oceanos do mundo.

A biossorcdo de metais pesados por algas apresentam duas fases
distintas: (i) na primeira fase ocorre uma acumulacao réapida e reversivel, e séo
estabelecidas as ligacbes na superficie das células durante um curto periodo
de contato do microorganismo com o metal; (ii) na segunda fase a acumulacéo
€ lenta e irreversivel, envolvem o transporte de ions metalicos para o interior da
célula e dependem do metabolismo.

Estudos tém sido realizados sobre o0 uso de algas na acumulagdo de
metais como o realizado por Gupta e Rastogi (2007) estudaram a biossorgéo
de Pb(Il) por algas verdes ( Spirogyra sp.) e contataram que essa espécie é
eficaz ao tratar Pb(ll).

2.5 — ISOTERMAS DE SORCAO

A eficiéncia da biossorcdo de um ion metalico em relacdo a um
biossorvente, na maioria dos casos, € baseada nas isotermas de adsorcao e no
controle dos parametros operacionais.

As isotermas de adsorcdo expressam a relacdo entre a quantidade do
metal que € sorvido por unidade de massa do biossorvente e a concentracao
do metal em solucéo no equilibro, numa dada temperatura constante. O calculo
da quantidade de metal sorvido € baseado no balan¢co de massa do sistema de
sorcdo. Geralmente a isoterma € expressa graficamente por uma hipérbole
com o valor de captura da biomassa e uma aproximacao do valor da completa
saturacao do material sorvido a altas concentracfes (Volesky, 2003).

Os estudos de equilibrio fornecem informacfes sobre a capacidade de
remocao de metais pesados. O valor da capacidade maxima de adsorcdo €
uma caracteristica importante para o desempenho da biomassa e obter sua
caracterizacdo. Algumas das formas mais comuns de isotermas estao
apresentadas na Figura 1. As isotermas convexas sdo favoraveis, pois grandes
guantidades adsorvidas podem ser obtidas com baixas concentracdes de

soluto. Nas isotermas lineares a quantidade adsorvida é proporcional a
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concentragdo do fluido. Isotermas concavas indicam processos de adsorcao

desfavoraveis.

Irreversivel

avoravel

Extremamente
favoravel

Linear

W (g adorvidalg sélido)

c, ppm

Figura 2.2 — Tipos de isotermas de adsorgéo

As isotermas derivadas empirica ou teoricamente, normalmente, sao
representadas por equacfes simples que relacionam diretamente o volume
adsorvido em funcdo da concentracdo de adsorvato e as mais utilizadas para
representar a biossor¢cdo de metais séo as de Langmuir e Freundlich. Existem
outros modelos de isotermas de adsor¢cdo como as de Brunauer-Emmett-Teller

(BET), Redlich-Peterson entre outras.

2.5.1 — Isoterma de Langmuir

O modelo de Langmuir é baseado na adsor¢do ocorrendo em sitios
uniformes com recobrimento em monocamadas e afinidade idnica
independente da quantidade de material adsorvido (Atkins, 1994).

O modelo de Langmuir considera que:

e O sistema é ideal.
e As moléculas sdo adsorvidas e aderem na superficie do

adsorvente em sitios ativos definidos e localizados.
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e Cada sitio ativo pode acomodar uma Unica espécie adsorvida
(monocamada).

e A energia da entidade adsorvida é a mesma em todos os sitios da
superficie, apresentando interagdo desprezivel entre as moléculas
adsorvidas.

E o modelo mais simples das isotermas de adsorcdo, podendo ser
expresso pela equacao abaixo:
g=fuC (2.10)

1+K,-C
onde,

g: representa a quantidade de metal adsorvido por unidade de massa de
adsorvente (mg.g™)

C: representa a concentracdo do ion na solugcdo quando esta em
equilibrio (mg.L™).

Ki: representa a maxima capacidade de cobertura na monocamada (
L.g™);

Ks: representa o grau de afinidade (L.mg™);

2.5.2 —Isoterma de Freundlich

O modelo de Freundlich € empirico e considera a existéncia de uma
estrutura em multicamadas, a adsor¢cao ocorre em sitios ndo uniformes e nao
prevé a saturacao da superficie (Ferreira et al., 2007). Ela corresponde a uma
distribuicdo exponencial de calores de adsorcdo. E expresso pela equacdo

abaixo:

q=K,-C* (2.11)

onde,
g: representa a quantidade de metal adsorvido por unidade de massa de
adsorvente (mg.g™);

C: representa a concentracéo do metal em solucéo no equilibrio (mg.L™);
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Ki: coeficiente de adsorgéo, relacionada a distribuicdo dos sitios ativos
do adsorvente;

Ka: constante do equilibrio de adsorgéao.

2.5.3 —Isoterma de Redlich-Peterson

O modelo de Redlich-Peterson € um modelo empirico e incorpora trés

parametros ajustaveis:
K,-C

T 14K, -C (2:40)

onde, Kr1 (L.g7), Krz € Krs S80 as constantes do modelo de Redlich-Peterson.

O parametro Krz assume valores entre 0 e 1 e quando Kgrsz=1 0 modelo se

resume no modelo de Langmuir, para concentracdes elevadas (Kg,. CeKR3>>1),

a equacéo reduz-se ao modelo de Freundlich (Limons, 2008).

2.6 — CALCULO FRACIONARIO NA SORCAO DE METAIS PESADOS

A modelagem da sorcao de metais pesados utilizando calculo fracionario
foi reportada por RYBA (2011), envolvendo dados experimentais de biossor¢cao
de mercurio reportados na literatura foram utilizados para o desenvolvimento
de modelos de biossorcdo do referido poluente. No entanto, foi conduzida a
modelagem dinamica e ndo a modelagem de equilibrio. Dois modelos de
pseudo-primeira ordem com derivadas de ordem inteira, de area superficial
constante (Modelo 1) e variavel (Modelo 2), os quais foram obtidos a partir de
balancos materiais de mercurio nas fases liquidas e soélidas do sistema de
adsorcao, foram propostos. Um terceiro modelo de ordem inteira e de pseudo-
segunda ordem, frequentemente reportado na literatura, também foi
investigado (Modelo 3). Um quarto equacionamento matematico alternativo,
baseado no modelo de pseudo-primeira ordem de area constante, porém
assumindo derivadas de ordem fracionaria da concentracdo de mercario em
relacdo ao tempo, também foi sugerido (Modelo 4). Todos os modelos

envolvem um coeficiente global (aparente ou efetivo), o qual teoricamente
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representa uma combinagdo de resisténcias ao transporte (difusivas e
convectivas) e a adsorcdo do mercurio. O efeito da concentracdo inicial de
mercurio na fase liquida (500, 1000 e 2000 ppm) e sdlida, bem como a
influéncia do tipo de biossorvente (Eichhornia crassipes, Eichhornia azurea,
Salvinia ariculata), sobre a cinética de biossorcdo e sobre a concentracdo no
equilibrio foram considerados. Os resultados evidenciaram que 0s modelos
semi-empiricos de pseudo-primeira ordem com area superficial constante e
derivadas de ordem inteira (Modelo 1) e fracionaria (Modelo 4) sdo os que
melhor descreveram os resultados experimentais de referéncia. Um Unico
coeficiente efetivo foi capaz de descrever a cinética de adsorcao nas diferentes
condicdes investigadas, 0 que indica que a cinética de biossorcdo é governada
pela convecgdo externa. As areas superficiais especificas estimadas dos
biossorventes e o parametro c3 da isoterma de Langmuir-Freundlich
evidenciaram uma maior capacidade adsortiva da S. ariculata. Os resultados
calculados também demonstraram que a area superficial da macréfita com
maior potencial de adsor¢do esta muito aquém das encontradas nos melhores
adsorventes. Entretanto, considerado-se o grande volume de material
adsorvente requerido em uma unidade de tratamento de metais pesados e o
baixo custo dos biossorventes analisados, considera-se que as macrofitas
investigadas apresentam potencial consideravel de remocdo de mercurio de
aguas residuarias.

Desta forma, este trabalho ird suprir uma lacuna da literatura referente
ao uso do calculo fracionario para a modelagem da sorcédo de metais pesados,

mais especificamente, a situacéo de equilibrio.
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CAPITULO 3 — METODOLOGIA

Neste capitulo sera apresentada a metodologia empregada para a
execucao deste trabalho. Mais especificamente, serdo apresentados tdpicos
referentes a descricdo dos dados experimentais utilizados, técnicas de
estimacdo de parametros, obtencdo da variancia paramétrica, bem como a
analise e diagnostico da estimacdo e sua aplicacdo a modelos baseados em

equac0es diferenciais fracionarias.

3.1 - DADOS EXPERIMENTAIS

Os dados experimentais utilizados foram obtidos por SANTOS (1999) e
DOS SANTOS & LENZI (2000), que consistiu na coleta de macrofitas em uma
lagoa situada no Distrito de Sdo Domingos, Parana, Brasil para serem
utilizadas na remocdo de chumbo. As plantas coletadas apresentavam o
mesmo padrdo de tamanho, idade, nimero de folhas. Depois de coletadas
foram submetidas a limpeza para eliminacdo de residuos. Em seguida foram
postas em cada de vegetacédo para climatizacao.

Os experimentos foram realizados em uma casa de vegetacdo, o0s
experimentos realizados em baldes plasticos de capacidade de 20L, nos quais
foram acondicionadas diferentes razées de quantidade de macréfita por volume
de solucao, sendo neste estudo utilizada a concentracdo de 20 gmacrsfita/L. APOS
a preparacao da macrdfita, teve-se inicio o experimento pela adicdo de solucéo
contendo efluente sintético de chumbo. Este foi preparado com solucfes
aquosas de Pb(NO3),, fornecido pela ECIBRA, Brasil, com grau de pureza
superior a 99% e usado como recebido sem etapas de purificacdo. Foram
preparadas solucdes contendo de concentracdes 10 mgep/L; 15 mgpp/L;
30 mgpp/L; 60 mgpp/L; 120 mgep/L a serem utilizadas como concentracédo inicial
Co para a concentracdo de macroéfita de 20 gmacretita/L. A Tabela 3.1 apresenta

os resultados de concentracdo de chumbo na solugcdo [C — mgpy/L] € na
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macroéfita [ — mMgpu/Qmacrsiita]  Utilizados para modelagem das isotermas

efluentes sintético.

Tabela 3.1 — Dados experimentais utilizados para modelagem de isotermas

r = 20g/L
C — [mgpy/L] 0,49 0,61 4,31 30 87,8
g — [MIro/Imacrefital 5,89 9,09 16,22 19,15 20,33

3.3 — ESTIMACAO DE PARAMETROS

A estimacdo de parametros possui papel fundamental na identificacao
de processos. Os parametros devem ser escolhidos de forma a minimizarem a
distancia entre o valor observado e o valor predito pelo modelo (HIMMELBLAU,
1970). Desta forma, para um modelo definido por y™ = y"(x,0), os valores dos
parametros, os quais compdem o vetor 6, sdo tais que minimizam uma dada
funcado objetivo, F, considerando o conjunto de dados experimentais disponivel

formado por variaveis independentes t e dependentes y=. Uma expressao de F

muito utilizada é dada pela equacédo a seguir, a qual também representa uma
funcao de verossimilhanca (PINTO & SCHWAAB, 2007).

1
L (WE _ MY" E_yM
Fo = (9| [(Vj } (¥ ") ey 3.1)
(NEXNE)

A matriz {v } €, em geral, formada pelas variancias e covariancias

y
=—_J(NExNE)

experimentais, sendo formada conforme a seguir.

| 62 E 62 E_\E e 62 E_\E W
(Y1 ) (yl —Y2) (y1 _yNE)
§2 . &2 ] e 82 Co.
|:VyE i| — (yl._yZ) (Y2) . (yz ._yNE) (32)
(NEXNE) : : .. :
62 E_\E 82 E_\E e 62 E
B (Y1 _yNE) (Y2 _yNE) (yNE) J

2

(%)

disponivel, admite-se que seja valida a hipétese de erro constante (PINTO &

Caso a variancia individual de cada experimento, & .., ndo esteja

SCHWAAB, 2011). Desta forma, todos 0s experimentos possuem a mesma
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variancia, a qual pode ser calculada experimentalmente por meio do numero de

réplicas (NR) de uma Unica condi¢do experimental conforme a equacgao:

—\2
Ui Y, (3.3)
8VE_§ NR-1 ' _Z‘ﬁ

No entanto, em algumas situacBes, a execucao de réplicas torna-se
inviavel, neste caso, a variancia experimental pode ser estimada a partir de

todo o conjunto de dados e do conjunto de parametros que minimiza a funcéo

objetivo, Q# ,modelo matematico ajustado, conforme:

, ¥ (y:E —yiM(Q;Xi))z
5 =2 Ne-np (34)

i=1

Portanto, em ambos os casos, a matriz {v} € dada por:
y
(NEXNE)

10 0
[V} 52 01 -0 .
v (NEXNE) ol r ( . )
00 1

De acordo com BARD (1974) e HIMMELBLAU (1970), a estimacéao pode
ser conduzida considerando duas estratégias distintas:

e obter o vetor gradiente de F em relacdo aos parametros e resolver o
sistema de equacdes algébricas linear ou ndo-linear resultante, a partir
de algum método numeérico conhecido (PINTO & LAGE, 2001)

e considerar a estimacdo como um problema de otimizacdo e utilizar
técnicas deterministicas (HIMMELBLAU & EDGAR, 1988) ou
estocasticas (MARTI, 2010).

Independentemente da abordagem a ser escolhida, a estimacdo de
parametros em modelos ndo-lineares nos parametros € feita numericamente.
Desta forma, uma dificuldade é a escolha de estimativas iniciais adequadas.
Assim, ISFER et al. (2010) sugerem que inicialmente devem ser utilizados
métodos estocasticos para a obtencdo de solugdes plausiveis. Em seguida,

estas solucbes devem ser utilizadas como estimativas iniciais em métodos
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deterministicos. Para estimacgdo preliminar, foi utilizado o algoritmo genético
descrito por ISFER et al. (2010), apresentado no Quadro 3.1.

Quadro 3.1 — Procedimento do algoritmo genético utilizado

Etapa 01 — Parédmetros e Inicializagdo

Passo 1: Definir a quantidade de individuos N (cada individuo é formado pelo conjunto de
parametros 0={01; 0; ...; Oxp} ).

Passo 2: Definir a quantidade de gerages M.

Passo 3: Definir a probabilidade de cruzamento (PCRUZA) e a probabilidade de mutagéo
(PMUTA).

Etapa 02 — Calculo da Geracéo 1
Passo 4: Escolher a populacgédo inicial (ou seja, N conjuntos 0).
Passo 5: Calcular a fungéo objetivo para cada individuo.
Célculo da Geracéo J, (J=2..M)
Célculo do Individuo | (I=1..N) da Geragéo J
Passo 6: Sortear 2 individuos da geragao anterior
Passo 7: Sortear um nimero aleatorio A entre O e 1.
Passo 8: Se A < PCRUZA entdo fazer o cruzamento.

Passo 8.1: Cada um ds elementos formadores do individuo I, {0;; 65;...; Oyp}, S80
calculados pela média aritmética dos respectivos 01; 05;...; Oyp dos individuos escolhidos no
passo 6.

Passo 9: Se A > PCRUZA entdo NAO fazer o cruzamento.

Passo 9.1: O individuo | é formado por {61; 6,;... Oyp} do individuo sorteado no
Passo 6 que possui 0 menor valor da funcdo objetivo.

Passo 10: Sortear um numero aleatério B entre O e 1.
Passo 11: Se B < PMUTA entéo fazer a mutacao.

Passo 11.1: O individuo | é formado por {0;; 0,;... Oxp} acrescidos ou decrescidos
de 10% de seu valor.

Passo 11.2: Calcular a funcdo objetivo para os pardmetros {6;; 6,;... Oyp} dO
Passo 11.1.

Passo 12: Se B > PMUTA entio NAO fazer a mutag&o.

Passo 12.1: O individuo | é formado por {6:; 0,;... Oxp} acrescidos ou decrescidos de
uma porcentagem de seu valor.

Passo 13: Se B > PMUTA entio NAO fazer a mutag&o.
Passo 13.1: Se houve cruzamento, calcular o valor da funcéo objetivo.
Passo 14: 1 « 1 +1

Passo 15: Se | < N, entdo ir para o passo 6 (ainda ndo foram obtidos todos os
individuos da geracao J).

Passo 16: Sel> N, entdo J« J +1

Passo 16.1: Se J < M entdo ir para o passo 6 (foram obtidos todos os individuos
da geracao J, deve-se iniciar o célculo da geracao J+1).

Pass0 16.2: SeJ>M — FINALIZAR A ESTIMACAO.
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Os resultados da estimacdo utlizando o algoritmo genético foram
considerados como estimativas iniciais para o metodo de otimiza¢do por meio
de técnicas deterministicas para a minimizacdo da funcdo objetivo. Uma das
principais dificuldades no uso de técnicas deterministicas é o célculo de
derivadas tanto de primeira como de segunda ordem da fungdo objetivo. Por
outro lado, um dos aspectos positivos é o nimero reduzido da quantidade de
calculos da funcdo objetivo. Neste trabalho, foi utilizado como método
deterministico, o método de quasi-Newton (HIMMELBLAU & EDGAR, 1988),

com estimativas iniciais fornecidas pelo método do algoritmo genético.

3.4 — VARIANCIA PARAMETRICA

Uma vez estimados os parametros, torna-se necessario avaliar sua
significancia estatistica, ou seja, calcular a variancia parameétrica. De acordo
com BARD (1974), estes valores sé&o obtidos a partir da matriz de covariancias

paramétricas, |:V9 , que pode ser calculada pela expressao a seguir, desde

=j|(NPxNP)

gue considerada a Equacéao (3.1) como funcao objetivo:

[ﬁlmpmp) - [(i)ll,\lpmp) 'U:i:LNPXNE) '[VyE :|(NE><NE) '[i}(NEXNP)] | [(i)llNPXNP) (56

0,~0xp)

82 62 . 82
Vv } _| -0, (6) (62-6up) _
|:=e (NPXNP) : : : (3 7)
2 2
(elfeNP) 8(927GNP) 8(GNF')

A partir da matriz [Ve}
=_(NnPxNP)

pode ser obtida a matriz de correlacao
paramétrica, dada pela expressdo a seguir, sendo que o0s valores estdo
contidos no intervalo [-1;+1]. Deve-se ressaltar que quanto mais préximos de

zero forem os valores da covariancia entre dois parametros, r, mais

(0-0;)”
eficiente € a estimacdo de parametros. Além disso, quando ha elevada
correlacdo, pequenas alteracbes em um dos parametros sdo compensadas

pelo outro ao qual esta correlacionado.
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1 6(291’92) . 6(291*9»1;-)
\16(291) ' \]6(292) \'8(291) ’ VS(ZQNP)
l r(ofoz) " r(ol’ONp) 2 2
r( ) 1 . r( ) (6,-67) 1 . (6,—0yp)
0,-6, 0,-0np —
[i:LNPxNP) - - \'6(291) ' 06(292) \l8(292) ' \IS(ZQNP) (38)
Toow) fo0w) 1 , , ' '
(F’lfeNP) (92 ’QNP) e 1
L \Js(zel) ’ VS(ZGNP) 06592) ’ QS(ZSNP) B
Sendo que a matriz Hessiana [He} e a matriz [Gy} sdo
==_(NPx NP) = (NPXNE)
definidas, respectivamente, por:
0,7 00,00, 90,00,
azl:OBJ azFOBJ 82FOB.]
[H } = 20,00, 00, 26,00, (3.9)
==-(NPx NP) . . . .
62FOEsJ azFOBJ . azl:OBJ
| 00,00, 80,00, 0y’ |
00,0y; 00,0y, 00,0 e
azFOBJ 82FOBJ . aZFOBJ
[Gy} =| 20.0%r 200y 00,0Y e (3.10)
=—(NPxNE) . . . .
azFOBJ azFOBJ . azFOBJ
| 00y 00ye0Y, 90pOYne |

O calculo da matriz [G} por ser feito utilizando a matriz de
y
==_(NPxNE)

sensibilidade [E:I(NEXNP) definida a seguir:

o o o]

o0, 00, 0,p

oy oy
[E}(NEXNP): 6?1 8?2 ) aQNP (311)

We Ve . Ve

|0, 08, Oyp |
Pode-se mostrar, ainda, que € valida a seguinte relacdo entre [G} e

==_I(NPxNE)

[E:I(NEXNP) :
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N

A .
==_|(NPxNE)

&),

'[(E)T lwwa 'HVVE ”<> (3.12)
G .

Conforme BARD (1974), os elementos [h;] da matriz Hessiana [H} da

{
=—_I(NPx NP)

m

\
y

funcao objetivo dada pela Equacgéo (3.1) sao:

2
TFos _ TERMOL+ TERMO2
26,00,

TERMO1=2-

oy’ . . oy
6, ( - 00, (313)
(1xNE) (NEXNE) 1/ (NEX)

TERMO2 =-2 oy 3 E_yM
~ 7 2000 T Yy .(L_L)(NEXI)
71/ (1xNE) (NEXNE)

<

<

2,
Observa-se que o segundo termo de 9 Foes :
2000
iYj

1) éigual a zero para modelos lineares nos parametros;
2) pode ser desprezado para modelos nao-lineares nos parametros,
guando desvios, (yE—yM), muito pequenos sdo observados e quando

estes desvios flutuam aleatoriamente em torno de zero.

Desta forma, a matriz Hessiana pode ser simplificada para:

[ileXNp) ~2 [(E)T ](prNE) KE)T '[E](NExNP) (3.14)

(NEXNE)

Na Equacdo (3.6), o termo [G} [v} _[GT} pode ser
(nexng) L= |nexng) (NEXNP)

simplificado conforme apresentado a seguir:

[|:_Gy:| . I:V - } . |:_GT:| ] -
y y
— (NPXNE) (NEXNE) S (NEXNP)

:[z'[(E)TlNPXNEY[[Vf)1LEWEJ'MNEXNE>'{2'[(§)T}(NPXNE,[(VYEJLXNJ -
] (w) |l
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Utilizando-se a Equacéo (3.14), resulta em

uilmm ' [VVE lNExNa ' [ilmw)} i
9. [2 : [(E)T j|(NP><NE) : KVVE J_l} | '[E](NExNP)] =2 [ilepr)

Por tanto, a matriz de variancias paramétricas pode ser aproximada por:

Y W [ R 2 A [ e A @17

Finalmente, caso a matriz Hessiana ndo esteja disponivel, a matriz de

(3.16)

(NEXNE

variancias paramétricas pode ser calculada pela aproximacdo dada pela
Equacéo (3.14).

] = [[(B)T](NPXNE) {[v ”() ~[B](NEpr>]
i [G] . [[Gylnme) ' [VYE lNExNa ' [G:;lNExNP) Dl - '[UGlePXNE) ' [VyElNExNa . [G;}(NEX“"JT

Entretanto, conforme PINTO & SCHWAAB (2007), uma terceira

-1

(3.18)

abordagem pode ser considerada para o céalculo da matriz [Ve . Para

=:|(NPXNP)

tanto, utiliza-se a Equacéao (3.17), desprezando as simplificacdes para o calculo

da matriz Hessiana, ou seja, para o célculo de [He € utilizada a

=:|(NPXNP)

Equacéo (3.13) e ndo a aproximacao dada pela Equacéo (3.14).

Neste trabalho, sera utilizada como funcdo objetivo a Equacédo (3.18),
obtida a partir da Equacao (3.1) considerando a hipétese de erro experimental
constante. Como mencionado, uma estimativa do erro experimental € dada

pela Equacéo (3.4).

NE

Fogs = Z( y:E - y:vl (Q’ X ))2 (3.19)

i=1

3.5 - DIAGNOSTICO DA ESTIMACAO
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Para que a identificacdo do processo seja completa, apenas a estimacéo
dos parametros ndo é suficiente. Torna-se necessario um diagnoéstico dos

resultados utilizando analises estatisticas (numéricas e gréficas) (OTTO,1999).

3.5.1 — Anélise Gréfica

bY

Em relacdo a analise gréfica os seguintes tipos de diagndstico séo
possiveis:

1. gréfico de y5(x) e yM(x) em funcéo de x. Se o modelo for perfeito, ou
seja, Y5(x) = yM(x), os pontos experimentais devem estar sobre a curva
gerada pelo modelo mateméatico e/ou dentro da regido de confianca das
predicdes do modelo (ver secéo 3.2.6.5).

2. grafico de y5(x) em funcéo de yM(x). Se o modelo for perfeito, o gréfico
deve ser uma reta com inclinagéo de 45° passando pela origem.

3. gréfico de residuos (y5(x) — y"(x)) em funcéo de x. Se o modelo for
perfeito, o grafico deve ser uma reta horizontal sobre o eixo X, ou em
uma situacdo mais realista, o0s residuos devem ter meédia
estatisticamente nula e devem estar aleatoriamente distribuidos, assim,
possiveis diferencas ocorrem devido a erros experimentais e nao erros

sistematicos por deficiéncia do modelo.

3.5.2 — Anéalise Numérica

A andlise grafica é importante para confirmacéo de varios diagndésticos,
mas podem ser passiveis de diferentes tipos de interpretacéo, o0 que nao ocorre

com diagnoésticos numeéricos.

3.5.2.1 — Célculo do coeficiente de correlacéo - r

O primeiro teste consiste no calculo do coeficiente de correlacao, Moy -

A Tabela 3.2 (VUOLO, 1992) apresenta as equacdes a serem utilizadas para o

célculo do coeficiente de correlagdo. O valor de Mo esta contido no intervalo

dados por [-1;1], no entanto, considera-se um bom ajuste se o médulo de r for
maior ou igual a 0,9 (PINTO & SCHWAAB, 2007).



Tabela 3.2— Equacbes para o célculo de Mo
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Descri¢cao Equacéao
Dados Experimentais (xi; y; ), i=1..NE (3.20)
Média dos Dados Experimentais yF = Z[:IE] (3.21)
l NE —\2
Variancia dos Dados Experimentais &% = [EJZ(YF —YE) (3.22)
- i=1
Conjunto de Dados Preditos pelo ) .
) Mool P (x; yM), i=1..NE (3.23)
Média dos Dados Preditos Y= Z[,ﬁE] (3.24)
1 NE —\2
Variancia dos Dados Preditos 8 = (NE—_jZ(y.M —YM) (3.25)
Co-variancia entre Dados Preditos 2 - ”ZE:(V'M‘VM) (v -¥°) (3.26)
e Dados Experimentais = NE-1 '
62E7 M
Coeficiente de Correlagéo Me g = 5= (3.27)

3.5.2.2 — Teste do valor médio dos residuos

A auséncia de erros sistematicos do modelo pode ser considerada valida

se os residuos tiverem meédia igual a zero. Assim, ha um forte indicativo de que

as diferencas entre valores experimentais e preditos pelo modelo sao

aleatdrias. Desta forma, deve-se realizar um teste t, para verificar este cenario,

sendo que a Tabela 3.3 apresenta a sequencia de etapas do teste,

considerando um nivel de confianca de 100-(1-o)%.

3.5.2.3 — Teste de Comparacéo de Conjuntos

A qualidade do ajuste pode ser avaliada a partir de testes de hipétese de

média (teste-T) e de hipotese de variancia (teste-F). OTTO (1999) apresenta

um teste para a comparacdo de médias e variancias de dois conjuntos

distintos. Assim, compara-se o conjunto de dados experimentais ao conjunto de

dados preditos pelo modelo. De acordo com o autor, inicialmente devem ser

comparadas as variancias considerando um nivel de confianca 100-(1-o)%

estipulado, conforme a sequéncia de equacdes apresentadas na Tabela 3.4.
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Tabela 3.3 — Equacbes para teste de comparacgao do residuo

Descricao Equacéo
Hipotese Inicial delta=0 (3.28)
L . —— (E(delta, ) E(yF-yY
M delta= L= L
édia dos residuos ;( NE j ;L NE (3.29)
1 NE
Variancia dos residuos 82 = (—j : Z(deltai —delta)2 (3.30)
NE-1) ‘=
delta— 0
Parametro t e perIMENTAL = ‘—2‘ ~NE (3.31)
\lsdelta
Valor critico do parametro t, o
obtdo a  partir da| lgpe0 = t(l——;(NE —1)] (3.32)
distribuicao t-Student 2

A hipétese inicial € verdadeira se: teyperventar < lerimico

FONTE: OTTO (1999)

Tabela 3.4— Equac6es para teste de comparacio — PARTE 1: VARIANCIA

Descricao Equacéo

Hip6tese Inicial 555 = 5§M (3.33)
2
FexpervenTAL = 8_5 » para 6; >8|€/|
Parametro F experimental Z' (3.34)

_ ™M 2 2
FEXPERIMENTAL - 8_2’ para 8M>8E
E

Valor critico do parametro F
obtido a  partr da|E

Pt (3.35)
distribuicdo de Fischer CRiTICO

(NE-1),(NE-1)

A hipétese inicial € verdadeira se: Feyoermenta <F:

CRITICO
FONTE: OTTO (1999)

Na sequencia, deve ser feito o teste de hipétese das médias. A Tabela
3.5 apresenta as equacdes para o teste de hipotese das médias. Desta forma,
0 ajuste é considerado bom se tanto o teste de variancia como o teste de
média for satisfeitos, o que significa que os conjuntos tém, estatisticamente,
mesma média e variancia. Caso somente um dos testes ou nenhum seja
validado, o ajuste é considerado ruim, devendo ser revisto inicialmente a

guantidade de parametros, seguida da revisdo da prépria estrutura do modelo.
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Tabela 3.5—- Equaces para teste de comparacio — PARTE 2: MEDIA

Descrigcao Equacéo
Hipétese Inicial yE =yM (3.36)
) y" - y"
Parametro t b pERIMENTAL = " JNE (3.37)
52 + 82
E M
Valor critico de t, obtido a
partir da distribuicdo t- o
Student para o caso em que | lerimco =t 1_5’(NE_1)'2 (3.38)
82 =87
Valor critico de t, obtido a [ ]2
partir da distribuicdo t- a 82 +8;
Student para o caso em que | teritco =1 1—5?('\”5—1)' ] (3.39)
o] +[3]

82 # &7

A hipétese inicial é verdadeira se: typermental <1

CRITICO

FONTE: OTTO (1999)

3.5.2.4 — Regiao de confianca paramétrica

Como visto anteriormente, a incerteza parameétrica € calculada a partir

da Equacédo (3.6) ou (3.18). A partir destes, pode ser obtido o intervalo de

confianga do parédmetro 6.,

considerando o valor

(HIMMELBLAU, 1970):

ei# B t(l—%}(NE—NP) i

estimado

-8, <0 <0 +t

para o nivel de confianca 100-(1-a)% e

07, utilizando expressdo a seguir

(1—%}(NE—NP) 9 (3.40)

No entanto, podem ser estimadas regibes de confianca paramétrica.

Uma aproximacao inicial € dada pela equacdo a seguir, a qual considera o
problema linearizado (ENGLEZOS & KALOGERAKIS, 2001).

T -1 NP a
[(Q - Q#) llxNP) ‘ {(ﬁ) :|(NF’XNP) . [(Q - )}(prl) = Fomy (Q#) ‘NE-NP F'E‘lp’(N)EfNP)

(3.41)

No entanto, uma abordagem mais realistica da regido de confianca

paramétrica € dada pela equacao a seguir, a qual considera a natureza nao

linear
KALOGERAKIS, 2001).

do problema de estimacdo de

parametros (ENGLEZOS &
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NP L
Foss (8) < Fogy (Q#)-[1+W-F§P(NENP)) (3.42)

3.5.2.5 — Regiao de confianca da predi¢cdo do modelo

A variancia da predicdo de resultados experimentais utilizados para a
estimacao dos parametros é dada pela Equacéo (3.43), reportada por PINTO &
SCHWAAB (2007), a qual considera os erros (desvios) de modelagem, erros
(desvios) de experimentais, bem como a correlagéo entre ambos.

.
I:VVW:|(NE><NE) - [E](NEXNP) .[ilNPxNP) |:(§) ](NPXNE) i |:VyE:|

desvios de modelagem

(NEXNE)

desvios exp erimentais

GO (SR CA N AR | o

correlagdo entre desvios experimentais e desvios de modelagem

7, fel L] e

correlagéo entre desvios experimentais e desvios de modelagem

Consequentemente, o intervalo de confianca da predicdo obtida com o

conjunto 6timo de parametros, y\'*, dos respectivos valores experimentais da

variavel dependente, y-, utilizados na modelagem é dado é dado pela

expressdo a seguir, sendo que os valores de SyM,, sdo obtidos a partir dos

elementos da diagonal principal da matriz da Equacéo (3.43). Alguns autores
(PINTO & SCHWAAB, 2007) reportam, também o calculo dos intervalos de

confianca paramétricos utilizando como base a distribuicdo normal e ndo a

distribuicdo t-student, sendo que ambas sao iguais quando (NE—NP) — 0,

M# M# M#
Yi _t(l,ﬂ}( O <Y <Y+t “O s (3.44)

> NE-NP) Vi (1,%}(NE,NP) Yi

Para predicdo de experimentos futuros ou nao utilizados na estimacao

de parametros, os termos de correlacdo entre desvios experimentais e desvios

de modelagem ndo devem ser utilizados e a matriz [B](NE )’ deve-se
= X

substituida pelo vetor gradiente do modelo obtido em relacdo aos parametros:

[B®:|(1XNP): ¥ ¥ Y

00, 00, 30,

(3.45)
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Desta forma, resulta uma expresséo da variavel independente, x, a qual

€ utilizada para o célculo da variancia de predi¢des futuras, sendo dada por:

8§P”® - ([z]amp) '[£:|(NPXNP) [(ﬁ)T }(prl)j +(8§F) (3.46)

O intervalo de confianga da predicdo do experimento y*® obtido pela

variavel independente X, é dado pela expressao a seguir. Analogamente a
Equacao (3.44), o valor da distribuicdo t-student pode ser substituido pelo valor
da distribuicdo normal obtido para 0 mesmo nivel de confianca:

M® M® M®
Y —t( B <Y<Y, +t( “ 0 (3.47)

1—%],(NE—NP) Yi 1—EJ,(NE—NP) e

Podem ser geradas regides de confianca para predicao de experimentos
futuros, de forma que a variancia do modelo satisfaca o teste F dado pela

expressao a seguir, na qual SjM@ é funcdo da variavel independente, x. A partir

desta expressdo, pode-se, também, ser estimada a regido de validade do
modelo estimado, ou seja, quais os valores da variavel independente podem
ser utilizados.

82M®

| l-a
Syz < FIEIP,(N)E—NP) (3-48)

yE

3.6 — MODELOS FRACIONARIOS

Neste trabalho serdo utilizados modelos derivados de equacdes
diferenciais de ordem fracionaria lineares, os quais podem ser resolvidos pela
técnica de transformada de Laplace (RICE & DO, 1994). A Tabela 3.6
apresenta a solucdo para trés tipos de modelos fracionarios e a respectiva

solucéo analitica, considerando Z(x) uma funcéo Heaviside.
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Tabela 3.6 — Modelos Fracionarios?

Caso 01: Modelo de 1 termo

d"y(x) d°Z(x) (3.49)

b. 2 2\3)

a-— i thy(X)=—1s

y(x)= E-go(x, —E; m, m+1—coj (3.50)
a a

tZ(s) — Degrau (Funcao Heaviside)

Para o calculo dos valores de y(x) € necessario o calculo da funcéo

d°Z(x
Epsoln, &k(p1,y;a,p). Para ®=0, o termo % corresponde a funcédo
X
. d°Z(x) . :
Heaviside. se w=1, o termo — resulta a fungao Delta de Dirac.
X

& (PupzioB) = (p) ™" EY (P, (p)") (3.51)

Para tanto, torna-se necessario o calculo da funcdo Mittag-Leffler,
Equacéao (4.8), bem como de sua k-ésima derivada, dada pela Equacao (4.9),
conforme PODLUBNY (1999).

j

:;F o J+B) (3.52)
k) R (j+k)r-x
= B _J_Zojl F oc j+o- k+B) (3.53)

3.7 — VARIANCIA PARAMETRICA EM MODELOS FRACIONARIOS

Sera apresentado o desenvolvimento das equacdes para calculo da
variancia paramétrica do modelo fracionario apresentado na Tabela 3.6.
Manipulando-se a Equacédo (3.50) com auxilio da Equacao (3.52) e (3.53) e
considerando »=0, resulta o seguinte modelo fracionério:

o j ( i+1))
y.“”ZL,fl,)(b 1)+1)} (3.54)

i=0 '(J+
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Para a estimacao de parametros 6 = {a,b,m} seréd utilizada a Equacéo

(3.19) como fungéao objetivo, resultando em:

© 1 j . bj . Xi(m~(j+1))
delta, = yF —y! = yF _[Z[ jfl ) )

=l a -F(m-(j+1)+1 (3.55)

NE 2
Fog, = Z(deltai)
i=1

Portanto, resultam as seguintes expressfes para o calculo dos

elementos da matriz [E](NExNP):

00 j j (m'(j+1)) 1
ayM (1) b’ x; (j+1)
epsaye, = =) | —— . 3.56
PoRYe = aa ; a”?.T(m-(j+1)+1) (3:56)
B I B | (M)
oy (1) b x ]
epsbye, = ——= : 3.57
PEOYE =50 g‘ a™-r(m-(j+1)+1) (3:57)
I iy M) (s i
AR (1) -b'-x ~(J+l)-(ln(xi)—‘P(m-(J+1)+l))
ePSMY®: =5 JZ(,:[ aj+1.1“(m.(j+1)+1) (3.58)
Para o gradiente da funcao objetivo, tem-se
OF, &
a—‘; = i;(—2 -(delta,))- epsaye, (3.59)
Foey _ NZE:(—Z -(delta, )) -epsbye. (3.60)
Gb — i i .
Fosy _ NZE:(—Z : (delta.)) -epsmye, (3.61)
om — i i .
Para o célculo de [Gy} , Sao utilizadas as expressfes a seguir:
=_(NPXNE)
0°Fq
ngg =-2-(epsaye, ) (3.62)
aZFOBJ __n.
—abayF =-2-(epsbye,) (3.63)
azl:OBJ
omoy -2-(epsmye, ) (3.64)

Para o célculo de |:He:| , Sao utilizadas as expressfes a seqguir:

(NPXNP)



OBJ Z((Z epsaye, ) 2~deltai~epsaai)
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o | (-2) 01X (141 + (D) (3.65)
epSaai:;|: a?.r ( _(]+1)+1)
% :iNZ?((z ' (epsbyei)z)—z -delta, ~epsbbi)
- (_1)J.b(i—2>,x(m 1) (J- _J) (3.66)
epsbbi = ;[ aj+1‘1—‘( (]+1) )
6;';’? = Ni ((2 -(epsmye, )2) ~2-delta, -epsmmi)
2| (<) b Xm0 (1) ((In(xi)—\P(m.(j+1)+1))2—‘P(lm.(j+1)+1)) (3.67)
epsmm, :j:zo aj+1.r(m_(j+1)+1)
6;1:2;? |N:E1 ((2'(epsayei)-(epsbyei)) ~2-delta, -epsabi)
o [ (<1) b0 () (j-(j+1) (3.68)
epsabi=§{— a?.r ( (J+1)+1)
(22:52 = Ni ((2- (epsaye,)- (epsmye,)) - 2- delta, - epsam,)
o [ (-1) 0 X" (j42) - (<In(x,) + ¥ (m-(j+1) +1)) (3.69)
epsam, 120[ ai+2 r(m(J+1)+l)
% = iEl ((2-(epsbye,)- (epsmye; )) - 2- delta, - epsbm,)
(3.70)

. {(—1)j~b("1) Xm0 (J (j+1)) (In(xi)—‘P(m~(j+1)+1))}

epsbm, =3 a*t.r ( (J+1)+1)

0

A funcdo Gama, definida como r(x jet gt POSSUI as seguintes

propriedades relacionadas a sua derivada (LEBEDEV, 1972):

w78

r'(x) = [e -t In(t)dt

(3.71)
(3.72)
(3.73)

(3.74)

(3.75)
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CAPITULO 4 - RESULTADOS E DISCUSSOES

Este capitulo apresenta os resultados referentes ao desenvolvimento de
isotermas de adsor¢cdo baseadas no calculo fracionario para a modelagem de

sistemas envolvendo metais pesados.

4.1 - MODELAGEM

Uma das principais etapas da modelagem da sor¢do de metais pesados
consiste no estudo da condicdo de equilibrio do sistema, a qual é quantificada
por meio de isotermas de sor¢do. A abordagem mais usada para esta tarefa
consiste no emprego de modelos classicos (DO, 1998), tais como Langmuir,

Freundlich, Redlich-Peterson, apresentados na Tabela 4.1.

Tabela 4.1 — Isotermas Classicas

Langmuir Freundlich  Redlich-Peterson

_ k-C
1+k, -C*s

k,-C
q=—t

_ k. .k
1k, c 47k C7 q

No entanto, em alguns cenarios, estes modelos podem n&o ser capazes
de conseguir descrever o comportamento de equilibrio, quando estruturas
porosas € nao uniformes, por exemplo, estruturas fractais, sdo usados como a
fase solida do processo de sorgao. Isso possivelmente acontece devido ao papel
fundamental desempenhado pelos efeitos de memodria (GIONA & ROMAN,
1992). Com o intuito de melhorar a descricio matematica dos dados
experimentais, pode-se notar que o modelo de Redlich-Peterson tem
caracteristicas dos modelos de Langmuir e Freundlich. A literatura (DO, 1998)
também relata outros modelos diferentes isotermas, que acabam por ser as
modificagées de modelos classicos, acrescentando outros parametros de ajuste.

De acordo com a extensa quantidade de resultados experimentais ja
reportados sobre em sistemas de equilibrio em sor¢céo de metais pesados, para
concentragdes mais baixas de metal pesado na fase fluida, a concentragao de

equilibrio na fase sdlida pode ser consideravelmente alterada para uma
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mudancga na concentragdo da fase fluida. No entanto, para concentra¢des de
metal pesado mais elevadas na fase fluida, esta mudanca pode nao ser
significativa. Quando analisados com cautela, estas caracteristicas se
assemelham a um comportamento um tanto exponencial, o qual pode surgir a
partir de equacgdes diferenciais de primeira ordem. Consequentemente, o modelo
exponencial para isoterma de sor¢cédo apresentado a seguir pode explicar alguns

resultados experimentais.

d
kl.£+k2.q:1 q(C=0)=0 (4.1)
q= 1 .(1_e‘("2’k1)'c) (4.2)
K, '

Desta forma, uma generalizacdo do modelo acima pode melhorar a
predicdo dos dados experimentais. Neste contexto, pode-se lancar mao do
calculo fracionario para tal finalidade. Assim, pode-se considerar uma isoterma

EPSLON, conforme observado a seguir.

(-89 qo1 g(c-0)-0 (4.3)
dcks
1 K
q:(k_j.go[c,k—z;ks,k3+1] (4.4)
1 1

Deve-se notar que considerando o parametro ks igual 1 na Equacao
(4.3), a Equacéao (4.2) é reestabelecida. Finalmente, o parametro kz possui um
papel chave no modelo, pois conforme o valor, a funcdo Mittag-Leffler possui
uma estrutura funcional diferente.

Antes da estimacdo de parametros, os dados foram normalizados

conforme a Equacéo (4.5), para evitar problemas de convergéncia numérica.

R el VI
ONorRmM =7 —
Ovax — Amin (4 5)
c _ C-Cun '
NORM = =~

CMAX - CMIN
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4.2 - RESULTADOS

A Tabela 4.2 apresenta os dados experimentais originais e os dados
normalizados que foram utilizados para a estimag&do dos parametros. Ressalta-
se que foram utilizados dados referentes a isoterma obtida para r=20g/L. Para
fins de comparacgédo, foram estimados os pardmetros das isotermas classicas

apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.2 — Dados experimentais utilizados — r=20g/L

Original — r=20g/L

C — [mgp/L] 0,49 0,61 4,31 30 87,8
g — [MOpu/Omacrefital] 5,89 9,09 16,22 19,15 20,33
Normalizado — r=20g/L
C_norm 0 0,001374 0,04375 0,3379 1
g_norm 0 0,2216 0,7154 0,9183 1

Neste trabalho, foi utilizada a linguagem de programacdo FORTRAN
para execucdo de todas as tarefas de estimacdo de parametros, sendo
considerado como critério de convergéncia da serie com limite superior « o fato
do i-ésimo termo ser menor ou igual a 107*°°. A subrotina DUMINF (IMSL, 2006)
foi utilizada para resolver o problema de estimacdo de parametros. Esta
subrotina utiliza o método de quasi-Newton (HIMMELBLAU & EDGAR, 1988) e
faz uma aproximacéo do gradiente a partir de diferencas finitas, sendo utilizado
10™ como critério Unico de convergéncia numérica para estimacdo dos
parametros.

Inicialmente € apresenta a viabilidade do uso da isoterma Epslon, para
tanto foi utilizada a concentracdo de alga de 20g/L, cujos resultados da
estimacao de parametros sdo apresentados na Tabela 4.3.

Verifica-se que a isoterma Epslon apresentou menor valor da funcéo
objetivo (Fogj), quando comparado aos demais modelos. Este resultado é
esperado na comparacdo com a isoterma de Langmuir e a isoterma de
Freundlich, pois estes possuem 2 parametros de ajuste. Assim, esta
comparacao torna-se mais realista entre a isoterma Epslon e a isoterma de
Redlich-Peterson, uma vez que ambos possuem 3 parametros a serem

estimados. Ressaltando que a isoterma Epslon apresentou valor com
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aproximadamente uma ordem de grandeza menor. E importante mencionar que

todos os modelos apresentam coeficiente de correlagéo (ryEfyM) elevado,

superior a 0,98.

Podem ser observados os desvios padrdo das estimativas dos
parametros. Para todas as isotermas, foi considerada a matriz Hessiana
completa, assim a variancia paramétrica foi calculada conforme a Equacgdo
(3.6). Para fins de comparagéo, foi calculada a varidncia paramétrica para a
isoterma Epslon considerando a simplificagdo dada pela Equagéo (3.18).

Neste contexto, é importante mencionar que os parametros da isoterma
de Langmuir apresentaram valores de desvio padrdo maiores que 0sS
respectivos parametros, além de elevada correlacdo paramétrica, como pode

ser observado na matriz [V} Assim, hd uma caréncia de significancia

fo

estatistica dos parametros, com isso, esta isoterma ndo a adequada para

representacdo dos dados experimentais, apesar do elevado valor de ¢ e
y

e
baixo valor de Fog;.

Este fato também pode ser observado ao serem analisados os intervalos
de confianca dos parametros, obtidos para um nivel de 95% de certeza Esta
situacdo ndo € observada na isoterma de Freundlich, na qual os parametros
estimados sdo maiores que 0s respectivos desvios padrao. Verifica-se que a
correlacdo paramétrica é baixa, aproximadamente 0,53, bem como os
intervalos de confianca para 95% de certeza sdo pequenos. Na isoterma de
Redlich-Peterson, os desvios padrdo dos parametros sao inferiores as
respectivas estimativas. No entanto, para o calculo do intervalo de confianca
dos parametros k; e kp, os valores podem ndo ser estatisticamente

significativos.



Tabela 4.3 — Resultados da estimacéo de parametros — r=20g/L®*
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kiit(igj( I
Modelo Parametro 59i k+zz' 5 [Ve:| [er:l M v FosJ
g — —
— 0,1692 £ 0,0114
ki | 0,1692| 2,66-10°° 0,1692;0,0052 7,08.10° -2,02.10° -5,36-10° 1 -0,039 -0,38
EPSLON | k. [0.8340| 19610 | 05999200892 |1-2,02.10° 3,83-10" 9,37-10° || |-0,039 1 089 | | 0990 | 1,3810°
@ [04se7| 538207 | 0488700231 | 536.10° 937-10° 289-10° ||| 038 089 1
2861,6 £ 5139,4
i |28616] 11944 | Sore Do 143-10° 136-10° 143-10' 1 098 039
pererson | ke 27171 11608 | TR TR0 136-10° 135.10° 184-10' 098 1 041 0985 | 23210
 |0.8358| ooage | 083801674 143-10" 184-10" 151.10°° 039 041 1
, , 8358 10
o | 117.0 | 163 11713107 2,66-10° 2,99-10° (1 099] ;
LANGMUIR 123.9+583.6 " Py 0,989 | 1,78:10
ke | 1239 | 1834 1239 1 3505 2,99-10" 3,36-10 10,99 1 |
1,0608 + 0,2511 _ _ - -
FREUNDLICH o | 10008 o.0mee 1,0608 + 0,154/ 6’23.103 142.103 ! 0.53 0,982 | 2,85107
0,1765 + 0,1086 10-3 103 * e
k. | 0,1765| 0,0341 0.1765 £ 0.0669 1,42.10° 117-10 1053 1 |
_ 0,1692 + 0,1342
i |0.1692] 312007 | 01205 'oe11 9,74-10* -157-10° -134.10°° 1 -087 -095
EPSLON' | k, [0,8840| 576107 |  O9940%02471 || -157.10° 3,31.10° 193107 087 1 074 | |og9 |13810°
_ 0:4887i0:1948 — .10°° .10°° .10 —
o |0age7| as210 | 0488701948 134-10° 193-10° 2,05-10 095 074 1
100-(1-a)%=05%:{ oty = ot = <4300 oo =loara = 31820 oy =7, ) =0 =196

# Apenas para o modelo Epslon, o célculo do IC foi efetuado considerando a abordagem simplificada (Eq. 3.18)
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A isoterma Epslon apresentou todos os parametros significativos,
inclusive ao serem calculados os intervalos de confiangca. No entanto, deve-se
observar a importante diferenca nos resultados quando é compara a variancia
paramétrica calculada pela Equacdo (3.18) com a variancia paramétrica
considerando a matriz Hessiana completa, dada pela Equacéo (3.6). Verifica-se
gque os parametros k., e ks apresentam elevada correlacdo paramétrica
independentemente da abordagem. No entanto, verifica-se que a correlacéo
paramétrica tende a aumentar quando considerada a abordagem simplificada.

A Tabela 4.4 apresenta a comparacdo entre o conjunto de dados
experimentais e o conjunto de dados preditos pelo modelo. Verifica-se, que
para o nivel de 95% de confianca, todos os modelos de isotermas geram
predicbes que possuem meédia e variancia estatisticamente iguais a média e

variancia do conjunto de dados experimentais.

Tabela 4.4 — Comparacéo entre dados experimentais e preditos — r=20g/L*

EPSLON | REDLICH-PETERSON | LANGMUIR | FREUNDLICH

Hipdtese Inicial 5)2,5 = Sf,M
FexperivEnTAL 1,015 0,926 0,940 1,077
Feritico 9,6045*
Conclus&o 5)2,5 = 5§M 855 = Sf/M 855 = Sf/M 555 = 832/“”
Hipdtese Inicial F _ W
LexperIvENTAL 2,20.107° 2,36-107 4,2.107° 1,47-107°
Leritico 2,306
Concluséo F:W F:W F:W Fz_""
100 o0t B <RE R ssosiy 200

Outro importante teste de validacéo a ser feito € a analise de residuos.
Inicialmente, a Tabela 4.5 apresenta resultados referentes ao teste de hipotese
da média do residuo, a qual, para um nivel de 95% de confianca € igual a zero
para todos os modelos de isoterma, indicando que os modelos sdo adequados.

A partir da Equacdo (3.43) sdo obtidos os valores da variancia
(consequentemente, desvio padrdo) das predicbes dos dados experimentais

utilizados para a estimagédo dos parametros. Por outro lado, a partir da
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Equacdo (3.4) podem ser calculados os valores da variancia dos dados
experimentais. Portanto, a partir destes valores, pode ser obtida a variancia do

residuo, conforme apresentado na Tabela 4.6.

Tabela 4.5— Teste de verificac8o de igualdade do residuo a zero — r=20g/L *

EPSLON | REDLICH-PETERSON | LANGMUIR | FREUNDLICH
Hipétese Inicial delta=0
delta 6,15.10™" -6,44.107" 1,12:10 -4,76.10"°
82 3,44.10™ 5,7510°° 4,2810°° 7,11.10°
O detta 1,85-107 7,58-107° 6,54-107° 8,43-107
teperivENTAL | 7,42-107 1,89-10°" 4,07-10™ 1,26-10
tCRiTICO# 2,776
Concluséo delta=0 delta=0 delta=0 delta=0
*100-(1-0)%=95%, logo t =t o755 = Losrsa = 2,776

[1—%],(NE—1)

Tabela 4.6 — Célculo a variancia do residuo — r=20g/L"

Modelo y* SyE yM Sym delta=y® —y" | 8yora =+ ,555 + 55M
0 0 0,0272 0 0,03778
0,2216 0,2237 | 0,0272 —0,00204 0,03778
EPSLON 0,7154 | 2,62.102 | 0,6835 | 0,0235 0,03185 0,03525
0,9183 0,9309 | 0,0193 —0,01266 0,03260
1 1,0141 | 0,0189 —0,01408 0,03238
0 0 0,0774 0 0,10770
REDLICH. 0,2216 , 0,3272 | 0,0774 —0,1056 0,13263
PETERSON | 0:7154 | 10,7-10 0,6268 | 0,0859 0,08850 0,13777
0,9183 0,8806 | 0,0887 0,03773 0,13955
1 1,0528 | 0,0593 —0,05279 0,12295
0 0 0,1157 0 0,139035
0,2216 0,1374 | 0,1157 0,08411 0,139035
LANGMUIR | 0,7154 | 7,70-102 | 0,7978 | 0,0897 —0,08247 0,118267
0,9183 0,9230 | 0,0672 —0,00472 0,102257
1 0,9374 | 0,0722 0,06251 0,105617
0 0 0,0645 0 0,09754
0,2216 0,3315 | 0,0645 —0,10996 0,11694
FREUNDLICH | 0,7154 | 9,75.102 | 0,6106 | 0,0762 0,10470 0,12379
0,9183 0,8759 | 0,0802 0,04228 0,12629
1 1,0608 | 0,0526 —0,06082 0,11086
0 0 0,0370 0 0,04537
0,2216 0,2237 | 0,0370 —0,00204 0,04537
EPSLON* 0,7154 | 2,62.102 | 0,6835 | 0,0232 0,031852 0,03499
0,9183 0,9309 | 0,0273 -0,01266 0,03788
1 1,0141 | 0,0252 -0,01408 0,03641

" Apenas para o modelo Epslon, o célculo do IC foi efetuado considerando a abordagem
simplificada (Eq. 3.18)
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A Figura 4.1 apresenta o grafico dos residuos e as respectivas barras de
erro. Observa-se que o modelo Esplon apresenta as menores barras de erros
de residuo, devido ao melhor ajuste, consequentemente, a melhor
representacdo dos dados experimentais, independentemente da forma de
calculo da matriz de varidncia paramétrica. Ressalta-se, que os residuos dos
modelos ndo apresentam tendéncias claras para 0os pontos experimentais 3, 4,
5. Nas isotermas de Freundlich e Redlich-Peterson, observa-se uma clara
tendéncia de queda, ao passo que na isoterma de Langmuir, esta tendéncia é
de aumento dos residuos.

A Figura 4.2 apresenta os valores experimentais plotados em funcao dos
valores preditos pelos modelos, com as respectivas barras de erros.
Novamente, observa-se que o0s valores preditos pela isoterma Epslon
apresentam-se muito mais proximos dos dados experimentais quando
comparadas as predicdes dos modelos classicos. Observa-se, também que a
variancia da isoterma Epslon é a menor, conferindo ao modelo uma melhor
exatidao das predi¢cdes dos dados utilizados na estimacado do modelo, portanto,
tornado a isoterma Epslon o modelo mais verossimil do que os modelos
classicos.

A Figura 4.3 apresenta a regido de confianca paramétrica da isoterma
Epslon considerando a aproximacao linear (Equacdo (3.41)) e a regiao real
(Equacéo 3.42). De forma similar, a Figura 4.4 apresenta as regides referentes
a isoterma de Redlich-Peterson, a Figura 4.5 apresenta as regides referentes a
isoterma de Freundlich e a Figura 4.6 apresenta as regides referentes a
isoterma de Langmuir — r=20g/L.

Na Figura 4.3-A, é comparado o efeito da matriz de variancia
paramétrica ser aproximada ou nao. Verifica-se que 0 uso da aproximacgao leva
a uma regiao de confianga maior, uma vez que a variancia paramétrica € maior.
No entanto, uma importante conclusdo € que o processo € de fato de ordem
fracionaria, uma vez que o parametro k3 ndo atingiu o valor 1. Ressalta-se que
a regido elipsoidal apresentada pela Figura 4.3-A surge em funcdo de uma
aproximacado linear, desta forma a Figura 4.3-B, mostra uma regido de
confianca mais real, portanto maior, verificando-se novamente que o parametro
ks ndo atinge o valor 1, corroborando com a natureza fracionaria dos dados

experimentais. E importante ressaltar que a forma geométrica da Figura 4.3-B
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nao necessariamente deve ser elipsoidal, pois ndo corresponde a aproximacao.
Da Figura 4.3 pode ser observada a elevada correlagdo paramétrica entre k, e
ks, em funcdo da inclinacdo e achatamento da regido elipsoidal. Cenério
semelhante pode ser observado na Figura 4.4, referente a isoterma de Redlich-
Peterson. Verifica-se que a regido de confianca real (Figura 4.4-B) € muito
maior que a regido aproximada. Este fato deve-se a elevada correlagdo entre
alguns parametros, neste caso kj e k.

Ao ser analisada a Figura 4.5-A, observa-se que a regido de confianga
paramétrica € mais abaulada do que a regido apresentada na Figura 4.6-A.
Esta situacao decorre, novamente, da correlacdo paramétrica fraca para o
modelo de Freundlich (0,53) e extremamente elevada para o modelo de
Langmuir (0,999). Como mencionado anteriormente, a presenga de correlagao
paramétrica elevada faz com a regido de confianca real seja muito maior do
gue a regidao aproximada, como pode ser observado pela comparacdo da
Figura 4.5-B e da Figura 4.6-B.

A Figura 4.7 apresenta a variancia da predicdo de experimentos futuros,
nao utilizados na estimacéo de parametros. Observa-se que a isoterma Epslon
apresenta menor variancia, portanto, representa o modelo cujas predicdes
tendem a estar mais proximas da realidade, bem como apresentarem maior
grau de exatiddo. E importante observar a influéncia da abordagem utilizada
para o calculo da matriz de variancia paramétrica, uma vez que a abordagem
completa leva a menores valores para a variancia da predicdo. As isotermas de
Freundlich e Redlich-Peterson apresentam comportamento similar. No entanto,
ressalta-se a elevada variancia das predi¢cdes da isoterma de Langmuir para
baixos valores da variavel independente [0; 0,1].

Assim, verifica-se que o modelo Epslon, baseado no calculo fracionario
apresenta os melhores resultados, provavelmente devido ao efeito de memdria
gue possui e que é caracteristico de sistemas porosos, como € o caso da raiz

da macrdfita, local da sorcéo do metal pesado.
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CAPITULO 5 - CONCLUSOES

A disponibilidade de modelos matematicos adequados para modelagem
de dados de equilibrio é fundamental para o projeto adequado de
equipamentos para a sor¢cao de metais pesados. Abordagens classicas sao
comumente utilizadas, como por exemplo, as isotermas de Langmuir,
Freundlich, Redlich-Peterson.

Recentemente, a modelagem de processos utilizando céalculo fracionario
vem rapidamente se desenvolvendo, com aplicacbes principalmente em
sistemas eletrénicos e mecanicos. Desta forma, concluiu-se, neste trabalho,
gue o calculo fracionario pode ser utilizado com sucesso para a modelagem de
dados de equilibrio de sor¢cdo de metais pesados.

Partindo-se de dados da literatura, foram ajustados modelos classicos e
um modelo baseado no calculo fracionario, denominado Epslon, o qual foi
desenvolvido considerando a hipotese de variacdo fracionaria entre a
concentracdo de metal pesado na macrdfita e na solugcdo aquosa.

Foram utilizadas diversas técnicas estatisticas para a validacdo dos
modelos, sendo que o modelo Epslon apresentou menor valor da funcao
objetivo, coeficiente de correlacdo proximo a 1, bem como parametros
estimados foram estatisticamente significativos. Fato corroborado pelo célculo
do intervalo de confianca, bem como regides de confianca paramétrica. O
residuo da predicdo tem média estatisticamente igual a zero e flutuacao
aleatdria, além do conjunto de dados preditos ser equivalente, em termos de
média e variancia, ao conjunto de dados experimentais. Finalmente, ressalta-se
gue o modelo fracionario apresentou menor variancia para a predicdo de
resultados experimentais futuros.

Assim, verifica-se que o modelo Epslon, baseado no calculo fracionario
apresenta os melhores resultados, provavelmente devido ao efeito de memdéria
gue possui e que é caracteristico de sistemas porosos, como € o caso da raiz

da macrdfita, local da sorcéo do metal pesado.
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