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Resumo

As equacOes para o célculo dos deslocamentos de uma viga de
Timoshenko s&o deduzidas para o Método dos Elementos de Contorno - MEC. E
desenvolvida uma formulacdo do Método dos Elementos de Contorno, do tipo de
dominio, para a analise dindmica das vigas de Timoshenko. O método de
Houbolt é empregado para o esquema de marcha no tempo. Vigas com 0s tipos
de apoio usuais, submetidas a diferentes tipos de cargas dindmicas sao
analisadas. Os resultados sdo comparados com as solugdes analiticas disponiveis
ou com as solucdes fornecidas pelo Método das Diferencas Finitas. O Método
dos Elementos de Contorno — Dominio mostrou ser uma técnica numérica
eficiente e possuir excelentes qualidades para a resolucdo dos mais diversos

problemas dentro do estudo das vigas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno - Dominio. Viga de

Timoshenko. Tensdo de cisalhamento. Método de Houbolt.
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Abstract

BEM equations for the computation of the displacements for
Timoshenko beams are presented. A BEM formulation is developed for the
dynamic analysis of Timoshenko beams. The Houbolt method is employed for
time-marching. Beams subjected to different dynamic loads are analyzed. The
results are compared with the available analytical solutions and with those
furnished by the Finite Difference Method. Boundary Element Method - Domain
proved to be an efficient numerical technique and has excellent qualities for

solving problems in the study of beams.

Key-words: Boundary Element Method - Domain. Timoshenko beams. Shear
stress. Houbolt Method.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 — Viga de Timoshenko

O procedimento classico da teoria de vigas de Euler-Bernoulli analisa
as deformagdes de uma viga submetida a um carregamento qualquer
considerando apenas o efeito do momento fletor resultante dessas cargas; quando
é considerado também o efeito do esfor¢o cortante e da inércia rotacional tem-se
0 estudo da teoria de vigas de Timoshenko [28], autor que mostrou a real
importancia da deformacdo por cisalhamento na descricdo das reacBes dessas
vigas.

Ocorre que, durante a flexdo, as se¢cdes de uma viga executam nao
somente um movimento de translacdo, mas também giram; assim, a rotacdo do
eixo de uma viga depende ndo s6 da rotacdo associada a flexdo pura da secéo
transversal, mas também do angulo formado com o eixo horizontal, devido ao
cisalhamento.

Em Seminario para qualificacdo de doutorado, Maria Smith de Souza
Borges [3], em 1996, analisou o efeito da deformabilidade por cisalhamento na
flexdo de vigas e calculou os coeficientes de cisalnamento para dois tipos de
secao transversal, retangular e circular.

Para resolver o sistema de equacdes diferenciais resultantes do estudo
dos deslocamentos e das rotacdes do eixo de uma viga, além do procedimento

analitico usual, também podem ser utilizados métodos numeéricos, tais como o
1



Método das Diferengas Finitas, 0 Método de Elementos Finitos ou o0 Método dos

Elementos de Contorno.
1.2 — Método dos Elementos de Contorno

Atualmente, o Método dos Elementos de Contorno tem se mostrado
uma ferramenta numérica importante; um dos motivos do seu sucesso é a
reducdo em uma unidade da dimenséo espacial, conduzindo a uma discretizacdo
numérica mais eficiente. Uma das técnicas utiliza o Teorema da Divergéncia, que
transforma uma integral de volume em wuma integral de superficie;
desenvolvimento nesse sentido ja se podia encontrar nos trabalhos de Lagrange e
de Laplace.

No que segue, sera feita uma descricdo de alguns estudos que
contribuiram para o desenvolvimento desse método.

Kelvin apresentou, em 1848, uma expressao para a equacdo integral
dos deslocamentos, a qual requer uma solugdo fundamental em um ponto no
espaco infinito.

Betti [2], em 1872, introduziu o Teorema da Reciprocidade, uma das
mais célebres relacGes da Mecanica, e que se trata de uma generalizacdo do
Principio da Reciprocidade definido anteriormente por Maxwell.

Fredholm [12], em 1903, estudou as equacdes integrais como um
método para resolver problemas da deflexdo de uma viga sujeita a uma carga
distribuida, e provou a existéncia e unicidade da solucdo da equacdo integral
linear. Sugeriu ainda um procedimento de discretizacdo para resolver essas
equacOes; essa ideia ndo progrediu e sua utilizacdo se limitou ao trabalho
analitico.

Somigliana desenvolveu uma representacdo integral para o0s
deslocamentos, hoje conhecida como a ldentidade de Somigliana; Volterra, em
1907, apresentou a solucéo para os deslocamentos em elasticidade.

Uma contribuicdo de grande importancia foi o método proposto, em
1908, por Ritz, considerado o precursor do Método de Elementos Finitos. A ideia

béasica incluia o uso do Metodo Variacional e de Fungdes de Base para encontrar
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as solucgdes aproximadas de problemas de valor de contorno. O procedimento
envolve a integracdo no dominio da solucdo e, por esse motivo, é considerado
como um Método de Dominio e ndo um Método de Contorno.

Trefftz, em 1926, apresentou um método que requer a integracao de
funcbes no contorno do dominio do problema. Hoje em dia, esse método €
utilizado com frequéncia por se tratar de um procedimento muito simples.

A partir dos anos sessenta, em virtude da ampla disponibilidade de
computadores eletrénicos, teve inicio o rapido desenvolvimento do Método de
Elementos Finitos, do Método dos Elementos de Contorno e de outros métodos
NnUMEricos.

Jaswon [14], em 1963, usou a equacdo de Fredholm do primeiro tipo
em duas dimensOes para a solugédo de problemas de Dirichlet, e obteve boas
respostas.

Kupradze [15], em 1964 e 1965, apresentou um método para encontrar
solucBes aproximadas de potencial e elasticidade em problemas estaticos e
funcionais e 0 chamou de Método de Equacdes Funcionais.

Massonet [20], em 1965, apresentou Varios estudos usando equagdes
integrais de contorno para resolver problemas de elasticidade.

Rizzo [23] publicou artigo, em 1967, onde aplicou um procedimento
numérico para resolver a ldentidade de Somigliana em problemas elastostasticos.

Considera-se que o termo Método dos Elementos de Contorno - MEC
seja uma criagéo coletiva do grupo de pesquisa da Universidade de Southampton:
Brebbia, Dominguez, Banerjee e Butterfield; ele é usado para indicar o método
por meio do qual se divide o contorno de um dominio em uma série de
elementos, sobre os quais as fungbes em estudo podem variar de modos
diferentes, de maneira semelhante ao Método de Elementos Finitos.

Brebbia e Dominguez [4] e Brebbia et al [5] apresentaram o Método
dos Elementos de Contorno utilizando o conceito dos Residuos Ponderados.

No Brasil, Mansur, Halbritter e Telles [19], em 1978, na oportunidade
da comemoracéo dos 15 anos da COPPE/UFRJ, Instituto Alberto Luiz Coimbra



de P6s Graduacgdo e Pesquisa de Engenharia, contribuiram com um trabalho a
respeito dos procedimentos basicos para o desenvolvimento de um programa
computacional, visando a resolver problemas de elasticidade bidimensional;
concluiram que os resultados obtidos com o Método dos Elementos de Contorno
sdo satisfatorios e comparaveis aos obtidos com o Método de Elementos Finitos,

e apresentam grande vantagem na preparacdo dos dados de entrada.

Em 2005, Cheng et al [9] apresentaram abrangente artigo contendo
amplo retrospecto sobre a histdria inicial do Método dos Elementos de Contorno,
sua fundamentacdo matematica em termos da equacdo de Laplace, a existéncia e
unicidade da solucdo de problemas de valor de contorno, os teoremas de Gauss e
Stokes, as identidades e a funcdo de Green, as equacdes integrais de Fredholm e
a extensdo da formula de Green para acustica, elasticidade e outros problemas

fisicos.

O problema da analise dinamica das vigas pode ser resolvido mediante
0 emprego de diferentes formulacdes do Método dos Elementos de Contorno. No
contexto da teoria classica de Euler-Bernoulli, podem ser citados os trabalhos de
Providakis e Beskos [21], Schanz [25], de Langre et al [16] e Carrer et al [8].

O primeiro desses trabalhos tem ligacdo com as vibracdes fletoras,
livres e forcadas, nas quais o problema da vibracao forcada é tratado com a ajuda
das transformadas de Laplace e a resposta é obtida por uma inversdo da solugéo
transformada.

O segundo trabalho emprega um método de quadratura da convolucéo,
ver Lubich [17, 18], para realizar a convolucdo na equacdo integral dependente
do tempo.

No terceiro trabalho, é empregada a formulacdo dependente do tempo
do MEC, MEC-TD. Embora interessante sob o ponto de vista matematico, a
complexidade da solugdo fundamental, que envolve integrais de Fresnel, e a
dificuldade na obtencdo de resultados estaveis, tornou essa formulacdo menos

atrativa que as outras.



O trabalho de Carrer et al [8] trata com a assim chamada formulagao
MEC-D, com D significando dominio; em lugar da solucdo fundamental
dependente do tempo, é adotada uma solucdo fundamental da estatica e, como
consequéncia, as equacdes do MEC apresentam uma integral de dominio
adicional, contendo a derivada temporal de segunda ordem do deslocamento
vertical. Os resultados encorajadores encontrados demonstram que numMerosos
trabalhos de pesquisa serdo necessarios antes de ser atingida uma concluséo
definitiva, se assim for possivel, a respeito de qual formulacdo seja a mais
adequada para o tratamento do problema.

Atualmente tem sido dada grande atencdo ao desenvolvimento de
formulacdes MEC com base na teoria das vigas de Timoshenko.

Como exemplo, pode-se citar o trabalho de Antes [1], que estabeleceu
uma equacao integral para o calculo da deflexdo, da rotacdo, do momento fletor e
do esforco cortante dessas vigas. Junto com as equacgdes integrais para 0S
deslocamentos e as forcas axiais em barras tensionadas, a formulagdo
apresentada possibilitou a modelagem de estruturas planas arbitrarias por meio
de combinagdes adequadas dessas equacoes.

Este trabalho tem o propésito de mostrar a possibilidade efetiva do
emprego do Método dos Elementos de Contorno — MEC para o calculo dos
deslocamentos de uma viga de Timoshenko quando submetida a diversos tipos de

carregamento.

1.3 — Estrutura do trabalho

O Capitulo 1 consiste nesta Introducéo.

No Capitulo 2, sdo mostradas as hipoOteses basicas adotadas, e as
equac0es diferenciais governantes dos deslocamentos de uma viga, considerando
os efeitos do esforco cortante e da inércia rotacional; sdo analisadas vigas com 0s
tipos de apoio mais usuais, sujeitas a uma carga estatica, uniformemente
distribuida em todo o véo, e concentrada.

A seguir, sdo apresentadas as equacOes diferenciais parciais
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governantes dos deslocamentos de uma viga de Timoshenko quando submetida a
cargas dinamicas. Para o caso de uma viga simplesmente apoiada, é apresentada
uma solucdo analitica.

No Capitulo 3, desenvolve-se uma formulacdo para a analise dindamica
das vigas, denominada “de dominio”, MEC-D, baseada no emprego de solucdes
fundamentais ndo dependentes do tempo, para o célculo daqueles mesmos
deslocamentos.

S&o analisados os mesmos tipos de vigas estudados para cargas
estaticas, porém sujeitas a quatro diferentes categorias de cargas dindmicas, a
saber:

i) uniformemente distribuida atuando continuamente no tempo;

i) concentrada atuando continuamente no tempo;

iii) concentrada harmonica;

iv) impulsiva.

Para atender ao esquema de marcha no tempo é empregado o método
de Houbolt.

No Capitulo 4, sdo deduzidas as equag6es analiticas correspondentes a
vigas com diferentes apoios, sujeitas a carga estatica uniformemente distribuida e
a carga concentrada, mostrados exemplos numéricos de aplicacdo dessas
equacoes, e depois seus resultados sdo comparados graficamente com as solucoes
obtidas mediante a utilizacdo do Método de Elementos de Contorno.

Para o caso de carga dinamica, é efetuada a comparacéo grafica com a
correspondente solucdo analitica quando se trata de uma viga simplesmente
apoiada; na auséncia de uma solucdo analitica para os outros trés tipos de viga, a
saber: biengastadas, engastadas e apoiadas e em balango, a comparacdo se fez
com os resultados fornecidos pelo Metodo das Diferencas Finitas (MDF).

No Capitulo 5, sdo apresentadas as conclus@es a respeito das analises
efetuadas e algumas sugestdes para trabalhos futuros.

Além das referéncias bibliograficas, foram incluidos apéndices

contendo as solu¢des analiticas para o céalculo dos deslocamentos de uma viga de



Euler-Bernoulli, com a consideragdo de varios tipos de apoio e cargas, as
equacOes integrais de contorno, no caso de uma carga estatica, as integrais de
dominio que aparecem por ocasido do estabelecimento das equacdes integrais de
contorno, quando se consideram células lineares e células quadraticas, a deducéo
da expressdo, ou aproximacdo, utilizada no Método de Houbolt, defini¢cdes
relativas ao Método das Diferencas Finitas, e as comparacdes iniciais efetuadas
para a definicdo do ndmero de células, lineares ou quadraticas, utilizadas nos

calculos com o MEC.



Capitulo 2

Teoria de Vigas de Timoshenko: Analise Dinamica

Neste capitulo sdo mostradas as equacfes que governam 0S
deslocamentos de uma viga de Timoshenko submetida a diferentes tipos de
carregamentos.

Primeiro, considera-se a existéncia de uma carga estatica e, em seguida,
as equacdes sdo generalizadas para o caso de uma analise dinamica.

O problema em questdo é descrito por um sistema de duas equacfes
diferenciais: a primeira delas tem como varidvel principal o deslocamento

transversal, v, e a segunda, a rotacdo y da secdo transversal devida a flex&o.

2.1 — Hipoteses basicas

Considerou-se uma viga de comprimento L, com area constante da
secdo transversal A. Os eixos coordenados foram tomados com origem no centroide
da secéo da extremidade esquerda da barra, com o eixo x coincidente com o proprio
eixo da viga em repouso e ndo carregada, € com 0s eixos y e z contidos no plano
da secdo transversal da extremidade esquerda, formando desta forma um triedro
direto com o eixo x.

O carregamento é suposto atuante sobre o plano xy de simetria da
viga, de maneira a permitir que seu eixo flexionado permaneca nesse plano.

Além disso, considerou-se que as mudancas de configuracdo do

sistema estrutural séo suficientemente pequenas, a fim de permitir a utilizacdo de
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relacBes deformacao-deslocamento lineares e de que seja possivel escrever as

equac0es de equilibrio com base na geometria inicial.

Ainda mais, qualquer ponto do eixo da viga sofre deslocamento
segundo a vertical que contém esse ponto, as se¢Oes planas e normais ao eixo da
viga antes da flexdo permanecem planas, mas ndo necessariamente normais ao
eixo apo6s a flexdo; o material da viga € homogéneo, isétropo e linearmente

elastico; as tensbes normais no eixo ysdo muito pequenas em relacdo a tensdo

normal no eixo x e, portanto, sdo ignoradas nas relagdes tensdo-deformacao.
2.2 — Deslocamentos

Seja a figura 2.1, a sequir:

x

VA4

Figura 2.1 — Eixo de uma viga deformada pela flexao

As componentes do deslocamento de um ponto genérico P de uma
viga nas dire¢cOes dos eixos coordenados podem ser escritas respectivamente:

U, =—yseny ~ —ytgy ~ -y (X)

u, ~V(X) (2.1)



onde v(x) @ a componente do deslocamento do ponto P, pertencente ao eixo da
viga na direcdo do eixo y, e w(x) € a rotacdo da secdo de abscissa x nesse

mesmo ponto.
2.3 — Relag¢oes deformacao-deslocamento

Em funcdo das hipoOteses antes estabelecidas, as componentes da
deformacéo sdo as seguintes:
_au,

£ = (2.2)
ou, ou
Vxy :E+8_xy (2.3)

Substituindo nestas duas relagdes as expressoes dos deslocamentos u,

e u, mostradas em (2.1), encontra-se:

_o=yy)
o, =2y, (2.4)
SO Ny (2.5)

7y oy o

Na figura 2.2, tem-se um trecho da viga compreendido entre duas
secOes transversais S; e S, situadas entre si a uma distancia dx na configuragéo
anterior a deformacéo.

Em primeiro lugar, quanto ao efeito isolado do cisalhamento, a secéo
S, desloca-se somente na vertical, em relacdo a secdo S,, até atingir a posicao 1,
ou seja, 0 eixo da viga forma um angulo A(x) = »,, com a horizontal. A seguir, a
secdo S; é submetida a uma rotacdo adicional w(x), associada a flex&o pura, e,
assim, o elemento passa para a posicéo 2. A rotacdo do eixo da viga 9(x) =V' €,

entdo, resultado da associacéo de duas contribuigdes:
0(x) =Vv'= B(x) +y (x) (2.6)
E importante observar que a distorcio 7, medida pelo angulo

S(x)na figura 2.2, se mantém constante em todos 0s pontos ao longo de uma

secdo transversal de abscissa x.
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posicao 1

posigao 2

yv

Figura 2.2 — Efeito do cisalhamento associado a flexdo pura

2.4 — Relacoes tensdo-deformacao

As componentes da deformagdo, ¢, e y,, relacionam-se com as

tensdes, o, € r,, respectivamente, por:

Xy !
o, = Eeg, (2.7)
Ty =Gry (2.8)
onde E é o mddulo de elasticidade longitudinal e G é o mddulo de elasticidade
transversal do material da viga.
Em virtude das expressdes (2.4), (2.5), (2.7) e (2.8), resulta uma
distribuicdo uniforme das tensoes de cisalhamento 7, ao longo da secao.
sdo variaveis

Entretanto, as distor¢bes y,, e, portanto, as tensdes r,,

ao longo da secdo; porém, para efeito de simplificacdo, mantém-se », como
funcdo apenas da coordenada espacial x e, na expressao (2.8) para as tensdes de

cisalhamento, introduz-se um fator de correcdo x denominado coeficiente de

cisalnamento, a fim de compensar a referida variagéo, ou seja, faz-se y,, = xf(x).

Desta maneira, a nova relacdo para as tensdes de cisalhamento sera:

*

7, =G (2.9)
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Com este procedimento, as relagbes tensdo-deformacgédo utilizadas
neste estudo serdo as fornecidas por (2.7) e (2.9); o fator de correcdo « €
determinado em funcéo do tipo da secéo transversal da viga, ver Borges [3].

Assim, as tensbes o, e 7, ficam expressas em termos dos
deslocamentos correspondentes da seguinte maneira:
o, =-Eyy' (2.10)

7y = kG(V'-y) (2.11)
2.5 — Relagoes entre os esforcos solicitantes e os deslocamentos

Considerando os esforgos solicitantes positivos, € possivel obter-se,
mediante integracdo ao longo da area A da secdo transversal, as expressdes do

momento fletor M e do esforco cortante Q resultantes da distribuicdo das

tensGes normais o, e de cisalhamento z,, ao longo da segéo em estudo.

M
o | -
-
¢ O Q
'-
Yy
Figura 2.3 — Momento fletor e cortante
Tem-se:
M = [[o,ydA (2.12)
A
Q= [[r,,dA (2.13)
A

Substituindo os valores dados por (2.10) e (2.11) nas integrais (2.12) e
(2.13), obtém-se:

M :—Ey/'jAjysz (2.14)
Q=xG(v'—y)|[dA (2.15)

Finalmente resulta:
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M =-ELy' (2.16)
Q=xGA(V'-y) (2.17)

2.6 — Equacoes diferenciais que governam o problema

Tomando, agora, um elemento de uma viga, conforme mostra a figura

2.4, submetido a um carregamento q(x) distribuido por unidade de comprimento,
positivo no sentido positivo do eixo y, e também aos esforcos solicitantes
indicados, que atuam em duas segdes vizinhas S, e S, distantes dx uma da outra,

tem-se:
-Q+Q+dQ+q(x)dx=0
M-M-dM +Qdx =0

| M A M+dM
o VTR T
_— o
Q Q+dQ
A 4 dx

Figura 2.4 — Equilibrio de forgas e de momentos
As equacdes de equilibrio de forcas e de momentos de uma viga
submetida a uma carga distribuida q(x) serdo:

Q

= q(x) (2.18)
dM ”

e —Q=-Ely (2.19)

Substituindo as expressdes dadas em (2.16) e (2.17), para 0 momento
fletor e para o esforco cortante, nas equacdes de equilibrio (2.18) e (2.19), chega-
se a:

kGA(V"—yw")=—(q (2.20)
—ElLy" = kGA(V' —y) (2.21)
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Derivando a equacgéo (2.21) em relacdo a variavel independente x e
substituindo em (2.20), a expresséo resultante depende apenas de w(x):
El,y"=q (2.22)
De (2.21), ainda se pode escrever:
ElL,y"—xGAy + kGAV' =0 (2.23)
As equacOes diferenciais (2.22) e (2.23) constituem as chamadas
equacdes governantes do problema estatico para o caso de aplicacdo de uma
carga uniformemente distribuida. Quando existe uma carga concentrada P,
aplicada em um ponto situado a uma distancia a da extremidade esquerda da

viga, sdo consideradas as equacdes diferenciais (2.17) e (2.19).
2.7 — Equacoes governantes para carga dinamica

Para analise da influéncia do tempo no estudo da flexdo em uma viga
de Timoshenko, as componentes do deslocamento de um ponto genérico vao

depender também desse novo parametro:

v, (XY, 2,t) ==yp (x,1) (2.24)
v, (X,y,2,t)=0 (2.25)
v, (X,Y,2,t) =v(x,t) (2.26)

As equacOes governantes dos deslocamentos dos pontos de uma viga,

supondo uma carga q, sdo escritas, de acordo com Shames & Dym [24]:

_g(pAv)+a—i[;<GA(v’—y/)]+q(x,t)=0 (2.27)

0 0
——(pl.w)+—(ElLy')+xGA(V —
6t('0 Zg//)+8x( Z(//)+ (V (//)

0 (2.28)
onde as notacBes V' e ' designam as derivadas espaciais das variaveis v
e y, respectivamente, e v e y designam as derivadas temporais das mesmas
variaveis.

Quando se tem valores constantes para p,E,|

1 iz

G eA, as equacOes

diferenciais se escrevem:
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PAV—kGA(V'-y')—q(x,t))=0 (2.29)
Pl —ELy"—kGA(V —y)=0 (2.30)
As condicOes de contorno essenciais para este caso sdo:

Deslocamento vertical; v=Vv

Rotacdo associada a flexdo: v =y

As condicdes de contorno naturais séo:

Momento fletor: M =—El, %—W
X

Esforco cortante: Q = KGA(% —y/j
X

Neste trabalho serdo analisados problemas com condigdes iniciais

nulas.
2.8 — Viga simplesmente apoiada - solu¢do analitica

O sistema de equac0es diferenciais formado pelas equacdes (2.29) e
(2.30) possui solucdo analitica para o caso de uma viga simplesmente apoiada.
No que segue, serd apresentada a deducdo dessa solucdo, cujo desenvolvimento
deve-se ao professor Luiz Fernando Taborda Garcia, autor de varios livros textos,
entre os quais pode ser citado o trabalho indicado na referéncia [29].

Supondo atendidas condigdes de contorno homogéneas nos extremos,
tem-se, em x=0eem x=L:

v(0,t)=0
XZO:{M (0,t)=—ELy'(0,t)=0 = y’(0,t)=0

v(L,t)=0
X=L=
M(Lt)=-ElLy'(L,t)=0 = y'(L,t)=0
Adotando o método padrdo de separacdo das variaveis para resolver
a equacdo diferencial referente a uma viga simplesmente apoiada, as séries
abaixo sdo admitidas como solugdes analiticas das equacdes (2.29) e (2.30),

tendo em vista que v é simétrico e y é antissimétrica em relacdo a abscissa
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x=Ls:
v(x,1) = i V,, (t)sen (?j

m=L3,...

(2.31)

pixt= 3 Q, (t)cos(mﬂxj (2.32)

m=13,... L
A expressdo geral para a variavel dependente do tempo, V_(t), é

fornecida por:

. mz )’ 1
vm(t)={plQm(t)+{El (Tj +@A}Qm(t)}m (2.33)
L

A expressdo para a variavel Q (t) depende do tipo de carregamento,

enquanto que Q, (t) ¢ calculada a partir da expressdo de Q_ (t)

Para os quatro tipos de carregamento considerados neste trabalho os
resultados séo apresentados a seguir:

a) No caso de uma carga uniformemente distribuida, atuando de forma
continua no tempo, q(x,t) =q, obtém-se:

4qL°
El, (mz)" (57 -0

m

Q,(t) = )[9; C0S(3,t)— 52 cos (O,t) + (5% — 63 )} (2.34)

As frequéncias naturais 6, e o, que aparecem em (2.34) sdo dadas

por:
On =\ = P (2.35)
O =0 + B, (2.36)
onde:
A+ pl, (1+ K'EG][””L”)Z
a, = (2.37)
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o
kG

A menor frequéncia, 6,, dada pela equagdo (2.35), corresponde ao

modo de deformacéo associado a flexdo pura, e a maior, ¢, dada pela equagéo
(2.36), corresponde ao modo de deformacdo associado ao cisalhamento, Rao
[22].

b) No caso de uma carga concentrada de intensidade P, que atua na

posicdo x=x, durante todo o tempo da analise, isto é, para a carga
q(x,t)=PS(x—Xx,), tem-se:

2P

)= E|Z(mﬁ)3(5j -62)

[0; cos(,t)— 5% cos(6,t) +(&7 —aﬁ)} sen( mfx"j (2.39)

c) No caso de uma carga concentrada com frequéncia «, (carga

harmoénica), aplicada na posicdo x=X,, isto é, para a carga definida por

q(xt)=PS(x—x,)sen(at), tem-se:

Qm (t) = 2L—I§ nlﬂ- |:a)[ Senéemt) — >N (5mt)] + Sen (Wt)} 2 2 Lz 2 (240
(%j (@*-6)(@*=5n) )

m m
Se w=6, ou w=4,, ocorre ressondncia. Quando @— 4, surge a

seguinte expressao:

mzX,
Q=227 [( 525m sen (6nt) 5th°3(5mt)—Sen(5mt)]Sen( L j (2.41)

_LZ(pHZJ -8) 6 i 257 (62-62)
kG

Para a situacdo em que @ — 6, , a expressdo resultante é:
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sen(mﬁxoj
2P mz { g, sen(s,t) sen(@mt)amtcos(amt)] L (2.42)

Qm = E & (éﬁ _9;) o, " 26)51 (éﬁ _6)5‘)
kG

d) Para o caso de uma carga impulsiva aplicada na posicdo x=x,, em

t=0, isto é, para a carga definida por q(x,t)=P&(x—x,)5(t-0), tem-se:

sen 7%
2P mz | sen(6,t) sen(§mt)} L

- e e T
kG

(2.43)
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Capitulo 3

Meétodo dos Elementos de Contorno

O problema em estudo é essencialmente unidimensional: o dominio é

representado pelo segmento [0,L], em que L €& o comprimento da viga, 0

contorno é constituido pelos nés em x=0ex=L, e as integrais de dominio
requerem discretizacdo do dominio.

Adota-se a designacdo MEC-D para as formulagdes caracterizadas
pelo uso de solucBes fundamentais estaticas, em lugar daquelas dependentes do
tempo, com a presenca nas equacgdes integrais de uma integral de dominio cujo
integrando é o produto da solucdo fundamental pela derivada temporal de
segunda ordem da variavel basica. Em consequéncia, a solucdo de problemas
dependentes do tempo requer que se efetue uma aproximacdo da derivada
temporal de segunda ordem; com este proposito, 0 método de Houbolt [13] é

empregado com sucesso.
3.1 — Formulaciao MEC-D

Para a analise de uma viga de Timoshenko submetida a uma carga
dindmica, mediante a utilizacdo do Método dos Elementos de Contorno, apresenta-
se na sequéncia uma formulacdo MEC-D. As equacgOes diferenciais (2.29) e
(2.30) que governam o problema, vistas no capitulo anterior, sdo tratadas de
modo separado e, para cada uma delas, adota-se uma solugdo fundamental

especifica e escreve-se uma equacdo integral correspondente; a primeira tem

19



como variavel principal o deslocamento transversal, v, e a segunda, a rotacao, v,

da secdo transversal devida a flexao.
Nestas condigdes, aplica-se uma sentenca de residuos ponderados na

equacdo (2.29), na qual a funcdo de ponderacdo v'(¢&,x) € a solugdo fundamental
que satisfaz a equacéo (3.1) abaixo, onde x 0 ponto campo e & o ponto fonte:

oV (&,
%:5(%5) (3.1)

em que &(&,x) é a funcéo delta de Dirac.

Obtém-se entdo a seguinte expressao:

v(&it)= {%v(x,t)}x_L —[%v(x,t)}x_o -
{V*(‘S’X)%}X_L +[v*(§, X)avg((,t)l_o .

1 (L.

(3.2)

<

L (L o« .

(5,x)q(x,t)dx+z.|-0 V(& X)V(x,t)dx -
'[OLV*(f,x)%dx

A equacdo (3.2), como esta escrita, ainda ndo é apropriada para o
desenvolvimento de uma formulagdo do MEC: as derivadas do deslocamento
vertical com relacdo a variavel x, que aparecem no terceiro e no quarto termos
do segundo membro da equacéo, contribuem no calculo do esforco cortante, mas
isoladas ndo desempenham um papel importante nas equacgdes governantes.
Assim, sdo necessarias transformacOes adicionais de forma a se reescrever essa
equacao de maneira mais adequada.

A integracdo por partes da terceira integral de dominio proporciona 0s

arranjos necessarios para este proposito. Tem-se:

e 2o v (0 (k)] -

Vx| 2 (e

Substituindo a equacédo (3.3) na equacéo (3.2), esta Ultima reescreve-

(3.3)

Se como:
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et~ iy | A E | -

{V*(f,x)[a"g’t)—v/(xi)} +{V*(§,X)(%_W(x,t)ﬂ - )
%_L o .

1 L. L . ..
[V (Ex)a(x o2 [V () (x x

J~L8V*(§,X)
o X
Tendo em vista a expressio para 0 esforco cortante,

l//(x,t)dx

Q(x,t)=«GA(V' -y ), pode-se escrever finalmente:

v(g,t){dv*f’x)v(x’t)L{dv*f’x)v(x’t)l_o‘

X X
[v*(m)Q,fgg)L+[v*(f,x>%} -
é OLV*(§,X )a(x dx+ J. X) Vi (X, t)dx — (3.5)
[ éf’x) (%, t)dx

onde a solucdo fundamental tem o seguinte valor
ENE (36)

Pode-se observar que, depois de seguido o procedimento padrdo do
MEC, a equacdo integral associada a primeira equacdo diferencial exibe trés
integrais de dominio; uma relacionada com a carga, outra que contém a derivada
temporal de segunda ordem do deslocamento transversal, tipica das formulagdes
MEC-D, e uma terceira, que contém a rotacao y . Esta ultima integral de dominio
se deve a ligacdo existente entre as duas equacdes diferenciais.

Por outro lado, para a segunda equacdo governante, pode-se
reescrevé-la como segue:

0w (x.t)
ox?

— By (xt)+ p——’ ( Y gtﬁ(x,t) (3.7)

onde se fez:
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_ kGA
El

z

B (3.8)

E oportuna a observacdo de que este valor ndo deve ser confundido
com o parametro g,, utilizado no estudo da equagéo da onda e relacionado com o
intervalo de tempo At.

A solucdo fundamental para este caso deve atender a equacao:

%—ﬁw’k(é X)=8(x=¢) (3.9)

onde 5(¢&,x) € afungdo delta de Dirac, e tem o seguinte valor:

V(e x)=%j£‘§| (3.10)

Depois de aplicada uma sentenca de residuos ponderados a equacéo

(3.7) e, em vista da equacdo (3.9), obtém-se:

y(E)= {MV,(M)L {Mw(x,t)}xo _

OX OX

V(e E0| oy @11

dx dx
Pl o« N L, 8V(X,t)
EIO % (f,x)gy(x,t)dx—ﬂj0 % (§,X)de
Seguindo raciocinio semelhante ao que permitiu escrever a equacao
(3.2) em uma forma conveniente, a segunda integral de dominio na equacao

(3.11) é integrada por partes. A expressao resultante é dada abaixo:

foL‘/’*(fvx)%x't)dx{Vf(f’ Xv(xt)] - (3.12)
[1//* (¢, x)v(x,t)]x:0 —ﬁ%‘f’x)v(x,t) dx

Substituindo a equacdo (3.12) na equacéo (3.11) vem:

22



(a0 E | < P

OX OX o
[V/*(é,x)awa(;’t)} {W*(é,x)agﬂ;j’t)} - (3.13)

ﬁ’[y/*(f, X)V(X't)]X:L +ﬂ[z//*(§, X)V(X’t)]x:o +

Loy (&,
ﬂ_[o %v(x,t)dx

Depois de considerar a expressdo para 0 momento fletor,

M (x,t)=—Ely', a equacdo integral final é escrita abaixo:

e[ e] 2]

X OX

. M (x,t) . M (x,t)
[‘” =07, L{W SR }_ (3.14)
ﬁ’[(/(g‘,x)v(x,t)]m+ﬂ[y/*(§,x)v(x,t)]xzo+

L ., . Lo ) , X
21 (i (e o] L

A equacdo integral associada a segunda equacao diferencial apresenta
uma integral de dominio que contém a derivada temporal de segunda ordem da
rotacdo e outra que contém o deslocamento transversal v. A explicacdo é a
mesma dada anteriormente: a primeira integral de dominio é relacionada com a
formulacdo MEC-D e a segunda a equacdo diferencial acoplada que descreve o
problema. E importante apontar que, mesmo no desenvolvimento eventual de
uma formulacdo MEC-DT, estardo presentes integrais de dominio envolvendo as
variaveis acopladas, junto com a integral relacionada com a carga.

A consequéncia imediata da presenga das integrais de dominio nas
equacdes (3.5) e (3.14) é que o sistema final de equacdes também contém como
incognitas as variaveis nos pontos internos. Na forma matricial, o sistema de

equacoes resultante pode ser representado como:

23



B Hcc Pcc 0 Pcd_ VC
Nj¢¢  Pece Ly cc ped ¢
(N<-P<) H* -P* 0 ||y
_Hdc Pdc I Pdd Vd
(Ndc _pe ) HY p I \|1d
_Gcc 0 fc
(_;cc c
0 Ql, )0,
Gdc 0 Mc fd
I 0 (_;dc 0
‘Mc 0 M9 o0 |[v
0 Mcc 0 Mcd \'.|'lc
M* o0 ™M™ o0 ||V
i 0 Mdc 0 Mdd \'I'Id

(3.15)

Na equacdo (3.15), o sobrescrito c¢ significa contorno, d significa

dominio (pontos internos), e o sobrescrito duplo se interpreta como segue: 0

primeiro da a posi¢éo do ponto fonte e o segundo, a posi¢do do ponto campo.

Ainda tem-se o vetor f, relacionado com a carga externa, e a matriz

identidade 1.

As submatrizes ndo relacionadas com as integrais de dominio sdo

definidas da seguinte maneira:

1o
he_| 2 72
I
2 2
| 1 —COSh(\/EL)_
me |2 2
~cosh( /AL 1
L 2 2 |
, A
N 2
)
L 2 i
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(3.16)

(3.17)

(3.18)



0o ——
o (3.19)
— 0
2%GA
I senh(\/ﬁL)_
G*= 2078 (3.20)

—senh(\/,?L)
| 2/pm,

Com a adocdo de N pontos internos, as seguintes submatrizes estao

0

associadas para um ponto interno genérico &, k=1,2,...,N:

H“°=:% ﬂ (3.21)
e =_C08h(2ﬁ§k) COSh[ﬁZ(L_ék)}] (3.22)
N“ﬁsenz(ﬁék) ﬁsenh[f(Lék)]] (3.23)
G“—Z_féA {253)} (3.24)
e

Para a discretizacdo do dominio foram empregadas tanto células
lineares como células quadraticas. As expressdes correspondentes, resultantes da
integracao, estdo apresentadas nos apéndices A.11 e A.12, respectivamente.

Para uma carga uniformemente distribuida, as componentes do vetor

de carregamento sdao dadas por:

O S
T 4GA|L (3.26)
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12+(L_§1)2
fd__ qu 52 +(L_§2)
4kGA | (3.27)

5& +(L_§N)2
Para uma carga concentrada definida por q(x,t)=P&(x-x,), as

componentes do vetor de carregamento sao:

pro_ P )%
 2kGA | L%, (3.28)
e
& =%
. =) |§2_X0| ((329)
~ 2%GA|T
|§N_X0|

Para uma carga harmonica definida por q(x,t)=P&(x—x,)sen(et), as

componentes do vetor de carregamento so:

e_ P X
f*= —ZKGA{L_XO}SGHW) (3.30)
e
& =%
p |§2_X0|
f = GAl” sen(at) (3.31)
|§N_X0|

Para uma carga impulsiva definida por q(xt) = P§(x—x,)8(t-0), as

componentes do vetor de carregamento sao:

fc__ P XO i
 2GA|L-x ] At (3.32)
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& —x)|

. P |§2_X0| i

- 2GA|T At (3.33)
|§N_XO|

3.2 - Método de Houbolt

O método de Houbolt [13] foi adotado para efetuar-se a aproximacao
das derivadas de segunda ordem em relacdo ao tempo de v=v(x,t)na equacao
(3.5) ede v =w(x,t) naequagéo (3.14).

Obtém-se a expressdo do método de Houbolt, apéndice A.13, a partir
da interpolacdo cubica de Lagrange de v=v(x,t) e de w =w(x,t), desde o tempo
t.,=(n—-2)At ao tempo t,,=(n+1)At, onde At é o intervalo de tempo. A

derivacdo exata em relacdo ao tempo da a seguinte aproximacdo, escrita em

notacdo simplificada, para a derivada temporal de segunda ordem:
y 1
Vn+1 = A_tz[zvml - 5Vn + 4'Vn—l - Vn—2] (334)

onde, por exemplo, v,,, =v(x.t,,,).

Para a resolugéo do problema em estudo, a equagéo (3.15) foi escrita

para o tempo t=t_, e as derivadas temporais de segunda ordem de v e w foram

n+1

substituidas por suas aproximacgdes correspondentes, dadas pelo método de
Houbolt; a partir dai, tem inicio o processo de marcha no tempo.

Problemas com condigdes iniciais ndo nulas apresentam, no inicio da
andlise, isto é, para n=0, os valores ficticios v,, v,, w, e w,. Suas
contribuicbes ndo podem ser esquecidas e o0 seguinte procedimento apresentado
por Carrer et al [7] pode ser seguido para superar essa dificuldade:

Empregam-se as formulas para a diferenca finita progressiva e para a
diferenca finita regressiva em t=0, e assume-se que as duas expressdes sejam

iguais, isto é:
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Emprega-se a formula da diferenca finita central:

e A A
V0 = =
At At
donde:
v, =2V, -V,
. V=V
O =
2At
donde:

v, =2AtV, +V |
Finalmente obtém-se:

V., =V, —Aty,

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

Para a determinagdo de v ,, pode ser seguido um procedimento

semelhante: calcula-se inicialmente v, empregando as formulas das diferengas

progressivas e regressivas em t=-At e assume-se que os dois valores sejam

iguais:

donde:

V,=2V, -V,
Finalmente:

vV, =V, —2Atv,

(3.40)

(3.41)

(3.42)

De igual maneira, obtém-se os seguintes valores para y :

y. =y, —Aty,

W =W, — 2Aty,

(3.43)
(3.44)



Capitulo 4

Exemplos Numéricos

A seguir sdo apresentados exemplos numeéricos relativos aos
deslocamentos de uma viga de Timoshenko submetida a alguns tipos de

carregamento, estaticos e dinamicos.

Em todos os exemplos numeéricos foram consideradas vigas com secdo
transversal retangular constante, de coeficiente de cisalhamento x=5/6, ver
Borges [3]; adotou-se uma secdo 0,20m x 0,60m, portanto com area da secdo,
A=0,12m*e momento de inércia da area da secdo em relagdo ao eixo z.
I, =0,0036 m*; densidade, o =2.500kg/m®, modulo de elasticidade longitudinal
do material, E =50 GPa e coeficiente de Poisson, v=0,2.

Considerou-se uma viga de comprimento L=4m para 0S trés

primeiros casos de apoio e L =2 m para a viga engastada em um extremo e livre
no outro.
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4.1 — Carga estatica

Para o MEC, tanto na suposicdo de uma carga uniformemente
distribuida como para carga concentrada, foram utilizadas 64 células lineares. Foi

efetuada a comparacdo com a solucéo analitica deduzida no inicio de cada caso.

4.1.1 — Viga simplesmente apoiada
4.1.1.1 — Carga uniformemente distribuida

a(x)

D207 Z

L
| |

Figura 4.1.1.1 — Viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida

As equacdes diferenciais abaixo regem os deslocamentos de uma viga
de Timoshenko, submetida a um carregamento q qualquer:
ElLy"=q
ElL,y"—xGAy + kGAV' =0
Trata-se de uma viga simplesmente apoiada em seus extremos,
submetida a um carregamento q(x) uniformemente distribuido. As condicdes de
contorno s&o:
v=0

Parax:O:{
W:

0; deslocamento e momento nulos

v=0
Parax=L:q |, 0 deslocamento e momento nulos
[// =

Integra-se sucessivamente a primeira equacao diferencial:

El,y"=qx+C,
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2

Ely' = qx?+clx+C2
x® x°
El,y = q?JrC1?+sz+C3
Considerando a segunda e a quarta condi¢des de contorno, resulta:

C,=——1¢e C,=0

Chega-se a seguinte expressao para a rotacdo da secao:

Elzgu:ﬂxe'—q—l'x2 +C,

Na segunda equacao diferencial se tem:

KGAV' :@(ﬂﬁ _atye +C3j—qx+%
El,L \ 6 4 2

z

Depois da integracdo, fornece:

KGAV:@(ix4 _4b s +C3xj—ﬂx2 WL%XJFC4
El, \ 24 12 2 2

Introduz-se a primeira e a terceira condi¢des de contorno e obtém-se:

gL’
C.=—1 e, =0
3 24 4

Substituindo estes valores na equacdo, resulta a expressao:

v :L(x4 2L + L:*X)JFL(—X2 + LX)
24El, 2kGA

que fornece o valor do deslocamento em cada ponto do eixo da viga; a primeira
parcela do segundo membro desta equacdo corresponde a contribuicdo da teoria
classica de Euler-Bernoulli, enquanto a segunda parcela é a contribuicdo do
cortante.

Para uma carga q(x) =100 kN /m, tem-se o grafico 4.1.1.1 mostrado a
seguir. E possivel observar-se que os resultados obtidos pelo MEC e pela solugéo

analitica sdo praticamente iguais.
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Viga de Euler-Bamoulli

P = s
3 — BEl— 1] viga da Timoshanko

MEC - B4 calulas linsares

0002 —

D.Oo0016 —

00012 —

00008 —

deslncamentos (m)

0000 —

o 3 T T |
2 3 =
abscissas (m)

Grafico 4.1.1.1 — Deslocamentos dos pontos de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida

4.1.1.2 — Carga concentrada

1

L

Figura 4.1.1.2- Viga simplesmente apoiada
Carga concentrada em X = a

Neste caso a viga esta submetida a uma carga P concentrada aplicada

a uma distancia igual a x =a de seu apoio esquerdo.
As equacbes governantes dos deslocamentos de uma viga de

Timoshenko podem ser assim escritas:
EIZW”=—Q
Q=«GA(V' —y)
No trecho da viga anterior ao ponto de aplicacdo da carga, as

condic¢bes de contorno séo:
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v, =0
Parax=0: < o; deslocamento e momento nulos
v, =

Por integracdo sucessiva da primeira equacao governante:

Ely; =-Qx+C,

2

El.y, :_Q1X7+C1X+C2

Considerando a segunda condigéo de contorno, resulta C, =0.
Da segunda equacdo governante se obtém:

2
vV =— Q X—+ G, + Q

' El, 2 El, xGA

Integrando:

vlzi _—le3+C2x 2 x+C,
ElL\ 6 xGA

Introduz-se a primeira condigdo de contorno e obtém-se C,=0:

Substituindo estes valores, resulta:

vlzi(_—le%rsz}r Q
ElLLL 6 xGA

que fornece o valor do deslocamento em cada ponto do primeiro trecho do eixo
da viga.

Tem-se também para a rotacgao:

1(-Q Q
=—| —x°+C, [+—
¥ EIZ( 2 2) «<GA

' _Ql
=—<Lx
Vi El

No trecho da viga posterior ao ponto de aplicagdo da carga, as
condigdes de contorno sao:

v,=0
Para x=L: { 2 0’ deslocamento e momento nulos
V,=

Por integracédo sucessiva da primeira equacao governante:
Ely, =-Q,x+C,
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2

Ely, :—QZX?+C4X+C5

Considerando a segunda condigéo de contorno, resulta C, =Q,L.
Da segunda equacdo governante obtém-se:

2
v’——QZ X C, X+ G + Q

? EI,2 El, El, xGA

Integrando:
v2:i _—Q2x3+&x2+csx + x+C,
EI,L 6 2 K

Introduz-se a primeira condi¢do de contorno e obtém-se:

Cl,c QL QL
El, ° 3El, «GA

Entao:

V, =

L[ x3+Q2Lx2+C5x - x+C,
EILL 6 2 KGA

que fornece o valor do deslocamento em cada ponto do segundo trecho do eixo
da viga.

Tem-se também:

1 _Qz 2
=—| —2x2+Q,Lx+C
v, E|Z( 5 Q, 5]

_Q
Va=g (—x+L)

Aplicam-se agora as condigdes existentes no ponto de aplicagédo da
carga x=a,com P=Q, -Q,:

a) Os momentos sdo iguais: y;(a) =y, (a). Portanto:

_Qla:_Qza+QzL.
El, El, EI’°

(Q,-Q)a=Q,L; —-Pa=Q,L

donde:

_—Pa

: _P(L-3)
Q=" ¢ Q=—7

b) As rotagBes séo iguais: v, (a) =y, (a). Portanto:
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_Qla_2+ Cz :—Q23._2+Q2La+ Cs
El, 2 EI, EI, 2 ElI, EI,

—(QZ;Ql)aZ—QZLa:CS—CZ

c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

_ 3 . 3 2
Q2 C . Q. 92 oLa C . O .o
El, 6 EIl, «xGA El, 6 EI,L 2 EI, xGA

(Qz—Ql)aS_ QZL a2+(Q1_Q2)a: C5—C2 a+C6

6 2El, kGA El,
_ Pa P&’
° kGA 6El,

Obtém-se ainda:

B Pa(ZL2 +a2)
5 6L
Pa(2L2+a2—3La)

? 6L

Assim:

Trecho anterior ao ponto de aplicacéo da carga:

__P 3 2 .2 P(L-a)
vl(x)—a[—(L—a)x +a(2L +a —3La)x]+wx
Trecho posterior ao ponto de aplicacao da carga:

6LEI, KGAL

[xg —3Lx? +(2L2 +a2)x— La2}+

As primeiras parcelas dos segundos membros destas equacdes
correspondem a contribuicdo do momento fletor, enquanto as outras parcelas

representam a contribuicdo do cortante no valor dos deslocamentos do eixo da

viga.
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Para uma carga concentrada P =1.000 kN, aplicada no ponto em que
a=3L/4, tem-se o grafico 4.1.1.2. Os resultados obtidos pela utilizacdo do MEC

e pela solucdo analitica se mostraram bastante aproximados.

Ly — AA— 2\ Viga de Euler-Bernoulli
=3 — BE]1— 1 Viga de Timoshenko

MEC - 64 células lineares

0.006 —

0.004 —

cedacanatos ()
\

0.002 —

o
\ \ \

abscissas (m)

Grafico 4.1.1.2 — Deslocamentos dos pontos de uma viga simplesmente apoiada
Carga concentrada em a = 3L/4

4.1.2 — Viga engastada nos extremos
4.1.2.1 — Carga uniformemente distribuida

q(x)
>

L

Figura 4.1.2.1 — Viga engastada nos extremos
Carga uniformemente distribuida

As condicdes de contorno séo:
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v=0 N
Para x=0: { O; deslocamento e rotacdo nulos
[// =

v=0 ~
Para x=L: { O; deslocamento e rotacédo nulos
[// =

Integra-se sucessivamente a primeira equacao diferencial e se tem
El,y"=qgx+C,
2

Elzyf':qx?+c1x+c:2

3 2

X X
ElLy = q€+Cl?+C2x+C3
Considerando a segunda e a quarta condi¢cdes de contorno, resulta:
qL? L
C2 :—?—Clg e C3 :0
Portanto, a expressdo para a rotacao da secéo sera:

2
Elzt//:ﬂxe’jtﬁx2 —ﬁx—Clkx
6 2 2

Levando na segunda equacéo diferencial, tem-se:

2
KGAV = XA ﬂx3+ﬁx2_£x_q£x —gx—C,
El, {6 2 6 2

z

Depois de integrada, torna-se:

2
kGAV:@ Gy Gy Ot e Gk —ﬂxz—C1x+Cz
El, (24" 6 12 4 2

Introduzindo a primeira e a terceira condi¢des de contorno, obtém-se:

_ gL(«GAL*+12El))  qL
2kGAL® + 24El 2

1

e C,=0

Finalmente, substituindo esses valores na equacéo relativa a v, pode-
se escrever:

_ 9 4 a1 3, 12,2 q .2
v(x)_24EIZ(x 2Lx° + L2X )+2K‘GA( X% + LX)

A primeira parcela do segundo membro desta equagéo corresponde a
contribuicdo do momento fletor, enquanto a segunda parcela € a contribuicdo do

cortante no valor dos deslocamentos da viga.
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Para uma carga uniformemente distribuida q(x) =100 kN /m, se tem o

grafico 4.1.2.1. Observa-se que os resultados obtidos pelo MEC e pela solucéo

analitica sdo bastante aproximados.

Py — 2 — 2N Wiga de BEuler-Bernoulli

[ — El— £ 1 wiga de Timoshenko
0.0005% — — MEC - 84 cé&lulas lineares

00004 —
Q0002 —

00002 —

(BSI0Camentos Im)

00001 —

o 2 T I T I T I T

abscissas (m)

Gréfico 4.1.2.1 — Deslocamentos dos pontos de uma viga engastada nos extremos
Carga uniformemente distribuida

4.1.2.2 — Carga concentrada

L

Figura 4.1.2.2 — Viga engastada nos extremos
Carga concentrada em x = a

Para o trecho da viga anterior ao ponto de aplicacdo da carga, as

condigdes de contorno sao:

v,=0 .
Para x=0: O; deslocamento e rotacdo nulos
v, =
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Por integragéo sucessiva da primeira equagao governante:
Ely!=-Qx+C,
2

Elzl//lz—le?—i-ClX—i-Cz

Considerando a segunda condigéo de contorno, resulta C, =0.
Da segunda equacdo governante se obtém:

2
vV =— Q X—+ G, X+ Q

' El, 2 El,” «GA

Integrando:

v =—— LR Gy j+ o X+C,
EI,\ 6 2 xGA

Introduz-se a primeira condi¢do de contorno e obtém-se C,=0:

Substituindo os valores encontrados, resulta:

v, = Q& x3 +—L x? +—Ql X
EI 6 2 xGA

que fornece o valor do deslocamento em cada ponto do primeiro trecho do eixo
da viga.

Tem-se também:

-Q 2
+C,x
=T ( 2

1 (Cqx+c)

W, = El ’

Para o trecho da viga posterior ao ponto de aplicacdo da carga, as

condigdes de contorno sdo:

v, =0 .
Para x=L: 0 ; deslocamento e rotagdo nulos
Y, =

Por integragéo sucessiva da primeira equagao governante:
Ely, =-Q,x+C,

2

Ely, =—Q2X?+c4x+05
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Considerando a segunda condicdo de contorno, resulta:

2
C,L+C, = szL )

Da segunda equacdo governante se obtem:

r__sz_2+C4 X+C5+ QZ

’ EI,2 El, El, xGA

z

Integrando:

v, = Qo Caye +CX |+ Q& X+C,
EI 6 2 xkGA

Introduz-se a primeira condi¢do de contorno e obtém-se:

C4L2+C5L+C6:Q2L3_Q2L
2EI, El 6EI, xGA

Entdo valor do deslocamento em cada ponto do segundo trecho do
eixo da viga é:

v, = Qs 4x2+Cx Q, x+C,
EI 6 2 xkGA

Tem-se também:

-Q, .2
X“+C,x+C
V,= El ( 2 4 5

_Q
V2= = (-x+C,)

z

Aplicam-se agora as condigdes existentes no ponto de aplicagédo da
carga x=a,com P=Q, -Q,:

a) Os momentos sdo iguais: ;(a) =y, (a). Portanto:

_Qla 1 _Qz

+ - a=C,-C
El, El, EI EI (Q:-Q)a=C,-C
C,-C,=-Pa

b) As rotagBes séo iguais: v, (a) =y, (a). Portanto:
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_Q1a_2_+_c1a:_Q2a_2+ C4 a+ Cs
El, 2 ElI, El, 2 EI, EI,

(Qz_Ql)az — (C4_C1)a+ Cy
2El, El, El,
Pa’
C =
T2

c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

. 3 _ 3 2
Qa G a’+ < a= Q2 C a—+ > a+ Q, a+C,
El, 6 EI, «xGA El, 6 EI, 2 EI, «xGA

(Qz—Ql)a3+(Q1—Q2)a:C4—C1 o2 Co a+C,

6EI, KGA 2EI, El,
Pa® Pa

6 — +—
6El, xGA

QL C, QL Pa’? Pa6El (L+a)+xGALa(2L-a)
T2 L 2 2L L 12EI1, + kGAL?

2 6El (L—a)+xGAL(L—-a)’
C,—C,+Pa-L P2 o, PabEl(L-a)+«CAL(L-2)
2 2L L 12El, + kGAL

Pa 12El, + kGAa (3L -2a)

O =T 1261 1 4GAL

0-0.+ _ pL2EI (L-a)+«GA(L*-3La® +22°)
2L 12El, + kGAL®

Assim:

Trecho anterior ao ponto de aplicacdo da carga:
1 Q
v, (X x* +3C,x% )+ —L-x
()= 6EI, oer @ ) KGA
Trecho posterior ao ponto de aplicacéo da carga:
v, (x)= L [ Q,x*+3C,x* +3Pa’*x - Pa’ ]+L(Q2x+Pa)
6El, xkGA

Para uma carga concentrada P =1.000 kN , aplicada no ponto em

que a=3L/4, tem-se o grafico 4.1.2.2. E possivel observar-se a
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coincidéncia existente entre os resultados obtidos pelo MEC e pela solugéo

yyn
analitica.
0.0016 —
/A — A — —Z/\ Viga de Euler-Bernoulli
=3 — BE1— -1 viga de Timoshenko
| —_— MEC - 64 células lineares
0.0012 —
€
0.0008 —
0.0004 —

o
‘ \ \ \

abscissas (m)
Gréfico 4.1.2.2 — Deslocamentos dos pontos de uma viga engastada nos extremos
Carga concentrada em a = 3L/4

4.1.3 — Viga engastada em um extremo e apoiada no outro

4.1.3.1 — Carga uniformemente distribuida

a(x)
7

L

Figura 4.1.3.1 — Viga engastada em um extremo e apoiada no outro
Carga uniformemente distribuida

As condicdes de contorno sao:

v=0 .
Parax=0: { 0; deslocamento e rotacédo nulos
V/ =
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v=0
Parax=L: < | O; deslocamento e momento nulos
(/j =

Integrando sucessivamente a primeira equacéo diferencial, tem-se:
El,y"=0x+C,
2

Elzz//'=qx7+clx+c2

3 2

X X

ElLy = q€+Cl7+C2x+C3

Considerando a segunda e a quarta condi¢cdes de contorno, resulta:
2

C, :—%—QL e C,=0

E chega-se a seguinte expressdo para a rotacao da se¢éo:

2
Ciye —£X—C1LX
2

2

4,

El v = +
zl//6

Levando na segunda equacéo diferencial, tem-se:

2
KGAV = KA gx3+&x2—£x—Cle —-qx-C,
El, | 6 2 2

A

Depois de integrada, se torna:

2
KGAV:%(EX“ +&X3_£X2 _GL

X —ﬂxz—ClijC4
24" "6 4 2 2

Introduzindo a primeira e a terceira condi¢des de contorno, obtém-se:

2
Clz_qL(SKGALZ +12E1) c, -0
8(xGAL’ +3EI)

e a equacdo Se escreve:

2

V=
24E1,

1
x? —6qL%* +4C x-12C,L)————(gx® + 2C,x
(ax* - 6q 3 L)-5-x X)

Ou ainda, fazendo C, =—qLC:

q(5-8C)
48El

z

g
v(x)= %80, (2x* —5Lx* +3L°X° ) + (L —-3L°%*)
+L(—x2 —2CLx)

2kGA

onde:
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_ 5kGAL® +12EI,
8(xGAL” +3EI, )

A primeira parcela do segundo membro desta equacdo corresponde a
contribuicdo do momento fletor, enquanto as outras duas parcelas representam a
contribuicdo do cortante no valor dos deslocamentos da viga.

Para uma carga uniformemente distribuida g(x) =100 kN /m, se tem o
gréfico 4.1.3.1. E possivel observar-se que os resultados obtidos pelo MEC e pela

solucdo analitica sdo bastante aproximados.

/A — A — —/\ Viga de Euler-Bernoulli
3 — E]1— 1 Vviga de Timoshenko

MEC - 64 células lineares

0.001 —

0.0008 —

0.0002 —

o e
\ \ \

» D

(o] 1 2 3
abscissas (m)

Gréfico 4.1.3.1 — Deslocamentos em uma viga engastada em um extremo e apoiada no
outro
Carga uniformemente distribuida
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4.1.3.2 — Carga concentrada

& e o

L

Figura 4.1.3.2 — Viga engastada em um extremo e apoiada no outro
Carga concentradaem x = a

No trecho da viga anterior ao ponto de aplicacdo da carga, as
condigdes de contorno sao:
v, =0 x
Para x=0: ; deslocamento e rotagédo nulos
w, =0
Por integragéo sucessiva da primeira equagao governante:
Ely!=-Qx+C,
2

Elzl//lz—le?—i-ClX—i-Cz

Considerando a segunda condigéo de contorno, resulta C, =0.
Da segunda equacdo governante se obtém:

2
V) = Q X—+ G, X+ Q

" El, 2 El," «GA

Integrando:
vl:i Qe Sy ] 2 x+C,
EIL\ 6 2 kGA

Introduz-se a primeira condi¢do de contorno e obtém-se C, =0.

Substituindo estes valores, resulta:

Vl:i __(21)(3_{_&)( +&X
EIL\ 6 2 KGA
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que fornece o valor do deslocamento em cada ponto do primeiro trecho do eixo

da viga.
Tem-se também:

i(_—Ql X% + Clx)

TR
' _Ql Cl
S -
"TETTEL

No trecho da viga posterior ao ponto de aplicacdo da carga, as

condigdes de contorno sao:
v,=0

Parax=L:{ ° _;deslocamento e momento nulos
y, =0
Por integragéo sucessiva da primeira equagao governante:
El zWé = _QZX + C4

2

Ely, =—Q2X?+c4x+c:5

Considerando a segunda condig&o de contorno, resulta C, =Q,L.
Da segunda equacgdo governante se obtem:

r__QZX_2+C4 X+C5+ QZ

V2
El, 2 EI," El, xGA

z

Integrando:

v, = 1% x3+Q2Lx2+C5x + X+ C,
EILL 6 2 XxGA

Introduz-se a primeira condi¢do de contorno e obtém-se:

GL,c _QL QL QL
El, ° 6El, 2EI, «GA

Tem-se também, por derivacao:

v, i(_Qz x2+Q2Lx+C5j+ Q,

2TEL 2 KGA
A :S—IZ(—X+ L)
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Aplicam-se agora as condigdes existentes no ponto de aplicagédo da
carga x=a,com P=Q,-Q,:

a) Os momentos sdo iguais: ;(a) =y, (a). Portanto:

-Qa C, -Q,a Q,L
+ = + ; -Q)a+C, =Q,L; C =Q,L+Pa
El, El El, El (2-Q) =@, =@,

z

b) As rotagOes séo iguais: v, (a) =y, (a). Portanto:
_Q1a_2+c1a:_Qza_2+Q2La+ Cs
El, 2 EI, EIL 2 EI, El
(Q,-Q) 2 (Q,L+Pa) a-Qla, C
2El, El, El, El
_pa’
2

C5

c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

. 3 2 _ 3 2
Qla—+ G, a., Q a= Qza_+Q2La_+ G a+ 2 a+Cy
El,6 EIL2 xGA  El, 6 EIL 2 EI xGA

(QZ_Q1)a3+(Q2L+Pa)a2+(Q1_Q2)a:Qzl-az+ Pa’ ‘C,

6EI, 2EI, xGA 2EI,  2EI,
Pa® Pa

6= T
6EI, xGA

Obtém-se ainda:

_ Pa6El, +xGAa(3L-a)
L 6El, +24GAL?

sz

. 6El, + xGAa(3L-a)
) 6El, +2xkGAL?

KGA(2L% -3La+a’)
=Pa
! BEI, +2xGAL?

p 6El,(L-a)+xGA(2L°-3La*+a°)
L 6EI, + 2xGAL?

ASssSIim;
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Trecho anterior ao ponto de aplicacdo da carga:

= Qo]
Vl(x)_GEIZ[ x° +3C,X :|+KGAX

Trecho posterior ao ponto de aplicacéo da carga:

Q,x+Pa

v, ()= ﬁ(—sz3 +3Q,Lx* +3Pa’ - Pa®)+ e

Para uma carga concentrada P =1.000 kN, aplicada em a=3L/4,
tem-se o grafico 4.1.3.2. E possivel observar-se a grande aproximaco existente

entre os resultados obtidos pelo MEC e pela solucédo analitica.

0.004 —
Viga de Euler-Bernoulli

I — AN— N\
[F — =E1— £ Viga de Timoshenko

— —_— MEC - 64 células lineares

0.003 —

g
g 0.002 —

0.001 —

o
! \ \ \

(o] 1 2 3
abscissas (m)

Gréfico 4.1.3.2 — Deslocamentos em uma viga engastada em um extremo e apoiada no outro
Carga concentrada em a = 3L/4
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4.1.4 — Viga engastada em um extremo e livre no outro
4.1.4.1 — Carga uniformemente distribuida

a(x)
%

L

Figura 4.1.4.1 — Viga engastada em um extremo e livre no outro
Carga uniformemente distribuida

As condicdes de contorno sao:

v=0 x
Para x=0: { O; deslocamento e rotagdo nulos
[// =

y'=0
Para x=L: : momento e cortante nulos
V-y=0=y"=0

Efetua-se a integracdo sucessiva da primeira equacdo diferencial e se
tem:
El,y"=qx+C,
2

Elzz//'=qx7+clx+c2

El w:qX—3+C X—2+C x+C

2 g Tyt 3
Considerando a segunda e a quarta condi¢cfes de contorno, resulta:
C,=—qL e C,=0

Chega-se a seguinte expressao para a rotacdo da secao:

q.: qL .
El.y =—=—x"-—x“+C.,X
zl// 6 2 2

Leva-se este valor na segunda equacao diferencial e se tem:

KkGAV' =@(ﬂ 9k 2 +C2xj—qx— qL
El 6 2

Depois da integracéo, resulta:

49



KGAV=@(1X4 _Bb s Loy ] Gy —gLx+C,
El, \ 24 6 2 2

Introduzindo a primeira e a terceira condi¢cdes de contorno, obtém-se o
valor das constantes arbitrarias:

2
CZ:% e C,=0

Substituindo estes valores na equagéo, obtém-se:

_ 9 VIR 2,2 qa , .2
V(X)_24EIZ(X 4LX° +6L°x )+2KGA( X° +2LX)

A primeira parcela do segundo membro desta equacdo corresponde a
contribuicdo do momento fletor, enquanto a segunda parcela € a contribuicdo do
cortante no valor dos deslocamentos da viga.

Para uma carga uniformemente distribuida q(x) =100 kN /m, se tem o
grafico 4.1.4.1. Observou-se que os resultados obtidos pelo MEC e pela solucéo

analitica sdo praticamente iguais.

0.0016 —

0.0012 —
L — A— —Z\ Viga de Euler-Bernoulli
[F — E1— F1 Vviga de Timoshenko

— _—— MEC - 64 células lineares

(@}

0.0008 —

fo=s!

0.0004 —

o 0.4 0.8 1.2 1.6 2
abscissas (m)

Gréfico 4.1.4.1 — Deslocamentos dos pontos de uma viga engastada em um extremo e livre
no outro
Carga uniformemente distribuida
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4.1.4.2 — Carga concentrada

L {

Figura 4.1.4.2 — Viga engastada em um extremo e livre no outro
Carga concentrada em x = a

No trecho da viga anterior ao ponto de aplicacdo da carga, as

condicdes de contorno séo:
v, =0

~_: deslocamento e rotag&o nulos

Parax:O:{
y, =0

Por integracdo sucessiva da primeira equacao governante:
Elzl//lr = _Q1X+Cl

2

EIZWI:—Q1%+C1X+C2

Considerando a segunda condigéo de contorno, resulta C, =0.

Da segunda equacgdo governante se obtem:

2
Vv =-— QX &
El, 2 El,  xGA
Integrando:
vl:i Qe Gy +&X+C3
EL( 6 2 xGA

Introduz-se a primeira condi¢do de contorno e obtém-se C,=0:

Substituindo estes valores, resulta:

ELLL 6 2 xGA
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valor do deslocamento em cada ponto do primeiro trecho do eixo da viga.
Por derivacgéo:

V) = L(_—Ql x* + Clxj +—Ql
ElL\ 2 KGA

" 1
Vi = E(_Q1X+C1)

No trecho da viga posterior ao ponto de aplicagdo da carga, as
condigdes de contorno sao:

v, =0

; momento e cortante nulos
y, =0

Para x=L: {

Por integracédo sucessiva da primeira equacao governante:
El,y, =—Q,x+C,

2

Ely, :—QZX?+C4X+C5

Considerando a primeira condigédo de contorno, resulta C, =Q,L.
Da segunda equacdo governante se obtém: Q, =0.
Portanto: C,=0 e Q, =P
Assim:
, C
Integrando:

v, :IS—IE’XJrCG

z

que é valor do deslocamento em cada ponto do segundo trecho do eixo da viga.
Aplicam-se agora as condicdes existentes no ponto de aplicacdo da
carga x=a,com P=Q -Q,:
a) Os momentos sdo iguais: y;(a) =y, (a). Portanto:

P2, G g s
El, El

b) As rotagBes séo iguais: w, (a) =y, (a). Portanto:
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Pa* Pa’ C, . Pa’
_ + — : C5 -
2El, El El

z z z

c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

Pa Pa’ . Pa® Pa’
xGA 6El, 2El 2El

Pa® Pa
6 T
6EI, «GA

AssIim:

vl(x):%[—x3+3ax2J+EPAx

Pa’ Pa
v, (X)= 6EI. [3x—a]+—KGA

As primeiras parcelas dos segundos membros destas equacdes
correspondem a contribuicdo do momento fletor, enquanto as outras parcelas
representam a contribuicdo do cortante no valor dos deslocamentos do eixo da
viga.

Para uma carga concentrada P =1.000 kN , aplicada no ponto médio da
viga, tem-se o grafico 4.1.4.2. E possivel observar-se que os resultados obtidos

pelo MEC e pela solu¢do analitica sdo praticamente coincidentes.

0.006 —

L — A — X\ Viga de Euler-Bernoulli
3 — E]1— 1 viga de Timoshenko _ -
———— MEC - 64 células lineares -~

0.004 —

0.002 —

e — = \ \ \ \ \

o o.4a 0.8 1.2 1.6 2
abscissas (m)

Grafico 4.1.4.2 — Deslocamentos dos pontos de uma viga engastada em um extremo e livre

no outro

Carga concentrada no ponto médio da viga
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4.2 — Carga dinamica

Quatro casos de carga foram levados em consideracdo: distribuida ao
longo do comprimento da viga, concentrada, concentrada harmonica e impulsiva.
Com a Unica excecdo da concentrada harmdnica, a intensidade da carga e seus
pontos de aplicacdo sdo constantes ao longo da anélise.

No caso da viga simplesmente apoiada foram comparados o0s
resultados obtidos mediante a utilizacdo do Método dos Elementos de Contorno
com a solucdo analitica mostrada no Capitulo 2 e, para os outros casos, com 0s
resultados obtidos pelo Método das Diferencas Finitas. Observou-se uma boa
concordancia entre eles, como pode ser observado nos graficos apresentadas a

sequir.
4.2.1 — Viga simplesmente apoiada

Considerou-se a mesma viga apoiada nos extremos, com secao
retangular; para o MEC, tomou-se numero de intervalos de tempo ndt=1.250 e

At =0,00004s , 64 células lineares e 32 células quadraticas.

4.2.1.1 — Carga uniformemente distribuida

Considerou-se uma carga q(x)=100 kN /m.
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4 — E1—
S -o-

-+ 1 MEC - 64 células lineares
- MEC - 32 células quadraticas
MDF - Solucao analitica

0.004 —

0.003 —

0.002 —

0.001 —

“0.001 \ \ \ \ \

(] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
tempo (s)

Grafico 4.2.1.1 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida

4.2.1.2 — Carga concentrada no ponto médio da viga

Considerou-se um carregamento de P =1.000 kN aplicado no ponto

médio da viga.

[F — BE]l— 1 MEC - 64 células lineares
& — ©— €O MEC - 32 células quadraticas
Solugcao analitica
0.016 —
0.012 —
\\
\
g
g 0.008 —
@ I
0.004 —
o 2]
\ \ \ \ |
o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05

tempo (s)

Grafico 4.2.1.2 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga concentrada aplicada no ponto médio da viga
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4.2.1.3 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga

Considerou-se uma carga P =1.000 kN aplicada no ponto médio da

viga e frequéncias do carregamento » =50 Hz (baixa) e ®=1.000 Hz (alta).

0.01 — 3 — BE]1— 1 MEC - 64 células lineares
S — ©— €O MEC - 32 células quadraticas
— ——— Solucao analitica
0.008 —
£ o0.006 —]
:@ 0.004 —
0.002 —
o &=~ \ \ \ \ \
(o] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
tempo (s)
Grafico 4.2.1.3.1 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga harménica aplicada no ponto médio da viga; w = 50 Hz
= — BE]— 1 MEC - 64 células lineares
O — ©— O MEC - 32 células quadraticas
0.008 — _— Solucao analitica
0.004

desdocanatos ()
o

-0.004 —

~0.008 \ \ \ \ \

(0] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
tempo (s)

Gréfico 4.2.1.3.2 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga harmdnica aplicada no ponto médio da viga; w = 1000 Hz
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4.2.1.4 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga —
ressonancia associada a flexao
Considerou-se uma carga P =1.000 kN aplicada no ponto médio da

viga. Tomou-se como a frequéncia do carregamento o valor o=46, =461,73Hz,

igual a frequéncia natural, para os dados escolhidos, que corresponde a

ressonancia associada ao modo de deformacéo devido a flexao.

0.12 — 4 — BE]1— £ 1 MEC - 64 células lineares
O — ©— €O MEC - 32 células quadraticas
— Solugao analitica

-0.04

~0.08 \ \ \ \ \

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
tempo (s)

Grafico 4.2.1.4 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga harménica aplicada no ponto médio da viga
Frequéncia correspondente a ressonancia associada a flexdo

4.2.1.5 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga —

ressonancia associada ao cisalhamento

Considerou-se uma carga P =1.000 kN aplicada no ponto médio da

viga. Tomou-se como frequéncia do carregamento o valor o=, =15.744,49Hz ,

igual a frequéncia natural para os dados escolhidos, correspondente a ressonancia
associada ao modo de deformacéo devido ao cisalhamento.
Efetuou-se uma discretizacdo mais refinada com 64 células

quadréticas. O intervalo de tempo adotado foi At=0,000001s .
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Em virtude da grande quantidade de dados, os resultados foram

colocados em dois graficos separados para possibilitar a sua comparacao.
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Gréfico 4.2.1.5a - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga harmdnica aplicada no ponto médio da viga

Frequéncia correspondente a ressonancia associada ao cisalhamento

Solucdo analitica
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_ ——  MEC - 64 células quadraticas
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-0.0002 —
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(0] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
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Gréfico 4.2.1.5b - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga harménica aplicada no ponto médio da viga

Frequéncia correspondente a ressonancia associada ao cisalhamento

MEC - células quadraticas
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4.2.1.6 — Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga

Considerou-se uma carga aplicada no ponto medio da viga de
P =1kN . Efetuou-se novamente uma discretizacdo mais refinada com 64 células
quadréticas e o intervalo de tempo adotado foi At=0,000001s. Os resultados

foram colocados em dois graficos para possibilitar a sua comparagéo.
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-0.006 \ \ \ \ \
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Gréfico 4.2.1.6a — Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga

Solucdo analitica
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MEC - 64 células quadraticas

0.004

-0.004

0.006 — \ \ \ \ \

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
tempo (s)

Gréfico 4.2.1.6b — Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga
Método dos Elementos de Contorno
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4.2.2 — Viga engastada nos extremos

Considerou-se uma viga engastada nos extremos, com a mesma Sec¢ao

retangular dos exemplos anteriores; para 0 MEC, tomou-se nimero de intervalos

de tempo ndt=1.250 e At=0,00004s, e, para 0 MDF, tomou-se ndt=10.000 e

At =0,000005s. Admitindo os resultados obtidos com o MDF como base para

comparacdo, observou-se que a formulacdo MEC forneceu resultados confiaveis.

Foram tomadas 64 células lineares e 32 células quadraticas para o

Método dos Elementos de Contorno, e 101 nds para o Método das Diferencas

Finitas.

4.2.2.1 — Carga uniformemente distribuida

Considerou-se uma carga ¢(x)=100 kN /m, e observou-se haver uma

boa coincidéncia entre os resultados obtidos com os dois métodos utilizados.
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4.2.2.2 — Carga concentrada no ponto médio da viga

Considerou-se um carregamento P =1.000 kN aplicado no ponto
médio da viga e observou-se haver uma boa coincidéncia entre os valores obtidos

com 0s métodos utilizados.
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Grafico 4.2.2.2 - Deslocamentos no ponto médio de uma viga engastada nos extremos
Carga concentrada no ponto médio da viga
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4.2.2.3 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga

Considerou-se uma carga P =1.000 kN aplicada no ponto médio da

viga, e frequéncia do carregamento @ =1.000 Hz ; observou-se existir uma boa

coincidéncia entre os valores obtidos com os métodos utilizados.
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4.2.2.4 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga —

ressonancia associada a flexao

Considerou-se uma carga P =1.000 kN aplicada no ponto médio da

viga. Adotou-se a frequéncia » =6, =970Hz, igual a frequéncia natural para os

dados escolhidos correspondente a ressonancia associada ao modo de
deformacao devido a flexdo.
Verificou-se existir uma boa coincidéncia entre os resultados obtidos

com a utilizacdo dos dois métodos.
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4.2.2.5 — Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga

Considerou-se uma carga aplicada no ponto medio da viga de
P =1kN . Para efeito de comparacdo, em virtude da grande quantidade de dados,

os resultados foram colocados em dois gréaficos.
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Grafico 4.2.2.5a — Deslocamentos do ponto médio de uma viga engastada nos extremos
Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga
Meétodo das Diferencas Finitas
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Grafico 4.2.2.5b — Deslocamentos do ponto médio de uma viga engastada nos extremos
Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga
Método dos Elementos de Contorno

4.2.3 — Viga engastada em um extremo e apoiada no outro
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Considerou-se uma viga engastada em x=0 e apoiada em x=L, de

secdo retangular; para o MEC, tomou-se nimero de intervalos de tempo

ndt=1.250 com At=0,00004s ;

para o MDF, adotou-se

ndt =10.000 e

At =0,000005s. Foram tomadas 64 células lineares e 32 células quadréaticas para

0 Método dos Elementos de Contorno e 101 nos para o Método das Diferencas

Finitas.

Observou-se uma coincidéncia quase completa entre os resultados

obtidos pelo MEC e pelo MDF.

4.2.3.1 — Carga uniformemente distribuida

Considerou-se uma carga por unidade de comprimento
q(x)=100kN/m.
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Grafico 4.2.3.1 — Deslocamentos do ponto médio de uma viga engastada em um extremo e
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Carga uniformemente distribuida
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4.2.3.2 — Carga concentrada no ponto meédio da viga

Considerou-se um carregamento P =1.000 kN aplicado no ponto

médio da viga.
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Grafico 4.2.3.2 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga engastada em um extremo e
apoiada no outro
Carga concentrada aplicada no ponto médio da viga
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4.2.3.3 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga

Considerou-se uma carga P =1.000 kN com frequéncia « =1.000Hz,

aplicada no ponto médio da viga.
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4.2.3.4 — Carga harmonica aplicada no ponto médio da viga —

ressonancia associada a flexao

Considerou-se uma carga P =1.000 kN aplicada no ponto médio da

viga. Adotou-se a frequéncia =6, =708Hz, correspondente, para 0s dados

escolhidos, a ressonancia associada ao modo de deformacdo devido a flex&o.
Observou-se uma coincidéncia total entre os resultados obtidos com a utilizagao

dos diferentes métodos.
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4.2.3.5 — Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga

Considerou-se uma carga P =1kN aplicada no ponto medio da viga.

Para efeito de comparagdo, em virtude da grande quantidade de dados, o0s

resultados foram colocados em dois graficos.
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Gréfico 4.2.3.5a — Deslocamentos do ponto médio de uma viga engastada em um extremo e
apoiada no outro

Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga
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Grafico 4.2.3.5b — Deslocamentos do ponto médio de uma viga engastada em um extremo e
apoiada no outro

Carga impulsiva aplicada no ponto médio da viga

Método dos Elementos de Contorno
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4.2.4 — Viga engastada em um extremo e livre no outro

Considerou-se uma viga engastada no extremo x=0 e livre em x=L;
para 0 MEC, tomou-se numero de intervalos de tempo ndt=1.250 e
At=0,00004s; para o MDF, adotou-se ndt=12.500 e At=0,000004s. Foram
tomadas 64 células lineares e 32 ceélulas quadraticas para o Metodo dos
Elementos de Contorno e 101 n6s para o Método das Diferencas Finitas.

Observou-se uma boa coincidéncia entre os resultados obtidos pelo
MEC e pelo MDF.

4.2.4.1 — Carga uniformemente distribuida

Considerou-se uma carga q(x) =100 kN /m.
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Grafico 4.2.4.1 - Deslocamentos na extremidade de uma viga engastada em um extremo e
livre no outro
Carga uniformemente distribuida
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4.2.4.2 — Carga concentrada aplicada na extremidade livre

Considerou-se um carregamento P =1.000 kN aplicado no extremo
livre da viga.
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4.2.4.3 — Carga harmonica aplicada na extremidade livre

Considerou-se uma carga P =1.000 kN, aplicada no extremo livre da

viga, com frequéncia do carregamento o =1.000Hz .
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Gréfico 4.2.4.3 - Deslocamentos na extremidade livre de uma viga engastada em um
extremo e livre no outro
Carga harménica aplicada no extremo livre da viga
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4.2.4.4 — Carga harmonica aplicada na extremidade livre —

ressonancia associada a flexao

Considerou-se um carregamento P =1.000 kN aplicado no extremo

livre da viga. Adotou-se o = 6, = 668Hz, frequéncia correspondente a ressonancia

associada ao modo de deformacéo devido a flexdo, para os dados escolhidos.
Observou-se existir uma completa coincidéncia entre os resultados

obtidos pelos diversos métodos.
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Gréfico 4.2.4.4 - Deslocamentos do extremo livre de uma viga engastada em um extremo
e livre no outro

Carga harménica aplicada no extremo livre da viga

Frequéncia correspondente a ressonancia associada a flexdo
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4.2.4.5 -

Carga impulsiva aplicada na extremidade livre

Considerou-se uma carga P =1kN , aplicada no extremo livre da viga.

Para efeito de comparagdo, em virtude da grande quantidade de dados, 0s

resultados foram colocados em dois graficos.
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Gréfico 4.2.4.5a — Deslocamentos na extremidade livre de uma viga engastada em um
extremo e livre no outro

Carga impulsiva aplicada no extremo livre da viga
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Gréfico 4.2.4.5b — Deslocamentos na extremidade livre de uma viga engastada em um
extremo e livre no outro

Carga impulsiva aplicada no extremo livre da viga

Método dos Elementos de Contorno
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Capitulo 5

Conclusao

O objetivo basico deste trabalho foi analisar a utilizagdo do Método
dos Elementos de Contorno no estudo dos deslocamentos de uma viga de
Timoshenko quando por ocorréncia de carga estatica e de carga dinamica.

No caso da existéncia de uma carga estatica, as equacdes analiticas
correspondentes foram deduzidas, ocasido em que se procurou evidenciar a
influéncia do esforgco cortante nos deslocamentos; visando a facilitar a
comparacao entre os resultados encontrados com a aplicacdo das duas teorias,
nos apéndices A.1 até A.8 também foram deduzidas as solucdes analiticas para
uma viga de Euler-Bernoulli, tomados os mesmos casos de apoio e carga.

Na sequéncia, foram apresentadas as equagdes diferenciais
governantes de uma viga de Timoshenko, no caso da existéncia de carregamentos
dinamicos.

As correspondentes solucbes mediante o0 uso do Meétodo dos
Elementos de Contorno foram entdo deduzidas. O problema se mostrou
governado por um sistema de duas equacdes diferenciais parciais, de modo que
aparecem, na formulacdo do MEC, duas equacdes integrais basicas associadas
aquelas equacoes.

A primeira delas apresenta trés integrais de dominio: a primeira é dita
integral do carregamento, pois a primeira equacgéo diferencial € ndo homogénea;
a segunda, relacionada com a derivada temporal de segunda ordem do

deslocamento transversal, aparece devido ao emprego de uma solucdo
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fundamental ndo dependente do tempo e é, de uma forma geral, a responsavel
pela formulagdo chamada MEC-D; finalmente, a terceira integral tem origem por
existirem duas equacdes diferenciais simultaneas.

A segunda equacdo integral apresenta duas integrais de dominio: uma
relacionada com a derivada temporal de segunda ordem da rotacdo devido a
flexdo, em virtude do uso de uma solucdo fundamental ndo dependente do tempo
no desenvolvimento da equacao integral MEC, e a outra € devida a existéncia das
duas equacdes diferenciais governantes, como ocorreu na primeira equagao
integral.

Para o esquema de marcha no tempo, o método de Houbolt foi
empregado, e sua deducdo é mostrada no apéndice A.13.

As expressdes matematicas apresentadas neste trabalho foram
implementadas em cddigos computacionais escritos em linguagem de
programacao Fortran, e foram utilizadas tanto células lineares como células
quadréticas; para buscar a op¢do mais adequada para a analise, foram efetuadas
inicialmente comparac@es utilizando células lineares, células quadraticas e o
Método das Diferencas Finitas, mostradas no apéndice A.15.

A sequir, os resultados encontrados foram comparados graficamente
utilizando-se o software Grapher 4. Os exemplos consistiram dos tipos mais
comuns de vigas: simplesmente apoiada, duplamente engastada, engastada e
apoiada, e engastada e livre, submetidas a uma carga uniformemente distribuida
ou concentrada, atuando de forma continua no tempo, e também sujeitas a carga
concentrada harmonica e carga impulsiva.

Para a representacdo gréafica dos resultados obtidos pelo MEC no caso

de existéncia de uma carga estéatica, foram considerados:
i) Carga uniformemente distribuida: q(x)=100kN/m, com 64 células
lineares.
i) Carga concentrada: P =1.000 kN, com 64 celulas lineares.
Para as vigas simplesmente apoiadas, duplamente engastadas e

engastadas e apoiadas, a carga concentrada foi aplicada no ponto a = 3L/4 e, para
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vigas engastadas em um extremo e livre no outro, a carga concentrada foi
aplicada no ponto médio da viga.
No caso de aplicacdo de uma carga dindmica, foram considerados:

i) Carga uniformemente distribuida ¢(x)=100kN/m, com 64 células

lineares, 32 células quadraticas e intervalo de tempo At =0,00004s .

i) Carga concentrada P=1.000kN, com 64 células lineares, 32 células

quadraticas e intervalo de tempo At =0,00004s .

i)  Carga harmonica: P=1.000 kN, frequéncias ®=50Hz e @=1.000Hz,
com 64 células lineares, 32 ceélulas quadraticas e intervalo de tempo
At =0,000004s .

Iv) Carga harmdnica com frequéncia correspondente a ressonancia associada
ao modo de deformacéo devido a flexdo e ao cisalhamento: P =1.000 kN, com 64

celulas quadréticas e intervalo de tempo At =0,000004s .

V) Carga impulsiva: P=1kN, com 64 células quadraticas e intervalo de
tempo At =0,000001s .

Para vigas simplesmente apoiadas, duplamente engastadas e
engastadas e apoiadas, a carga concentrada foi aplicada no ponto médio da viga
e, para vigas engastadas em um extremo, e livres no outro, a carga concentrada
foi aplicada na extremidade livre da viga.

No caso de vigas simplesmente apoiadas, 0s resultados obtidos com o
MEC foram comparados com as correspondentes solugdes analiticas; para os
outros trés tipos de vigas, os resultados MEC foram comparados com o0s
resultados fornecidos pelo Método das Diferencas Finitas — MDF. Em todos 0s
exemplos mostrados, houve boa concordancia entre os resultados MEC e aqueles
considerados como basicos.

Foram testados varios espacos de tempo At com valores inferiores aos
utilizados neste texto e ndo se observou nenhuma mudanca nos resultados
obtidos, conservando-se a mesma acuracia.

Portanto, como é possivel observar, o Método dos Elementos de

Contorno — Dominio (MEC-D) mostrou ser uma técnica numeérica eficiente e
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com excelentes qualidades para ser utilizada no estudo dos mais diversos
problemas dentro da teoria das vigas; espera-se que 0s resultados apresentados
possam servir de estimulo para o desenvolvimento de formulagdes dependentes
do tempo em outros problemas semelhantes.

Existe a possibilidade de serem utilizadas formulagdes dependentes do
tempo na andlise de vigas em base elastica e na analise de vigas continuas;
igualmente cabe a pesquisa sobre o emprego de solucBes fundamentais que sejam
dependentes do tempo ou, ainda, que sejam empregados outros esquemas de
avanco no tempo, tais como o esquema de Newmark, que ja é amplamente

utilizado com o Método dos Elementos Finitos.
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A.1 — Viga de Euler-Bernoulli simplesmente apoiada — Carga

uniformemente distribuida — Solu¢ao analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus

extremos, submetida a um carregamento q(x) uniformemente distribuido. A
equacao diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

ElVY =qouv® =——
El

z

Por integracéo sucessiva se tem:

1
V" =——(gx+C
Elz(q Y
1 x?
V'=—|g—+Cx+C
Elz(q 5 1 2}

As condicdes de contorno sao:

n

v=0
Para x=0: 0; deslocamento e momento nulos
V' =

v=0
Para x=L:< 0 deslocamento e momento nulos
V' =

Considerando as duas primeiras condi¢Ges de contorno, resulta:
C,=0eC,=0
Considerando a terceira e a quarta condigdes de contorno, resulta:

3
S P
2 24

Substituindo esses valores na expresséo de v, resulta:

v(x) :%(x4 —2Lx% + L3x)
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A.2 — Viga de Euler-Bernoulli simplesmente apoiada — Carga
concentrada — Solucio analitica
Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus

extremos, submetida a uma carga aplicada em um ponto x=a. A equagao

diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

EIZVW:_Q OU VI”:_ Q
El,

Por integracdo sucessiva se obtém:

V'=—=x+C,
El,
v=——2 +Cx+C,
2EI,
v e Sy +C,x+C,
6EI, 2

Para o trecho da viga anterior ao ponto de aplica¢do da carga:

v, - Qe Gy +C,x+C,
6EI,
" _Ql
V) = x+C
1 EI 1

As condicGes de contorno séo:

v, =0
Para x=0: { 1,,_ - deslocamento e momento nulos, resulta:

v =0
C,=0eC,=0,

Substituindo esses valores:

v1:&x3+czx
6EI,
' _Ql 2
v=—=-—X"+C
'2EL 2
Vf:—%
El
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Para o trecho da viga posterior ao ponto de aplicagdo da carga:

v, = Q2 —4x* +C,x+C,
6El,
" _Qz
Vv, =—=X+C
2 El 4

z

As condicdes de contorno sao:

,=0
Para x=L: { "o’ , deslocamento e momento nulos, resulta:
v =
3
c.=%L cric =2k
El, e 3El,
Entéo:
_ 3
v, = Ll x3+Q2Lx2—Q2L +Cx-C,L
ElLL 6 2 3
r_ Q2 2
A _ﬁ(—x +2Lx)+C,
" Q
v —X+L

Aplicam-se agora as condicOes existentes no ponto de aplicacdo da

carga x=a, com P=Q, -Q,:

a) Os momentos sdo iguais: v;(a)=v,(a). Portanto:

_Qla _Qza Qz _ — . -
El, El EI (Q-Q)a=QL -Pa=QL
donde;:
_—Pa, B P(L-a) _—Pa
Q. = L’ Q= L © C4_EI

z

b) As rotagBes séo iguais: v;(a)=v;(a). Portanto:

_Ql 3-_2 +C. = _Qz Qz

)= a+C,
El, 2 El 2 El
(QZ_Ql)a2+ P a’=C,-C,
2El El,
Pa’
C.-C, =
° % 2EI,
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c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

. 3 . 3 2
&a—+ = Qza—+Q2La—+C5a+C6

El,6 ° ElI, 6 EI 2

(Qz_Q1)a3_ Qzl—
6 2El,
P&’

°  BEI

a’=(C,—-C,)a+C;

Obtém-se ainda:

B Pa(ZL2 +a2)

° 6LEI

Pa(zL2 +a’ —3La)

? 6LEI,

Assim:

Trecho anterior ao ponto de aplicacéo da carga:
— P 3 2 2
v, (X) _E[—(L—a)x +a(2L% +a —3La)x}
Trecho posterior ao ponto de aplicacdo da carga:

Pa
V2 (x) = 6LEI

[x:*—SLx2 +(2L2 +a2)x— Laz}
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A.3 — Viga de Euler-Bernoulli engastada nos extremos —

Carga uniformemente distribuida — Solucao analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus
extremos, submetida a um carregamento q(x) uniformemente distribuido. A
equacao diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

q

ElvV=qouv'=—o
=1 El,

Por integracéo sucessiva se tem:

1
V'=—(gx+C
Elz(q )
l 2
v”_E—IZ(q—+C1x+C2j
1 (X X2
\" :E—IZ(qE+C1—+C2X+C3J
1( x x? X
V=—-09—+C—+C,—+C,x+C
Elz(q24 ‘e 2 “j

As condicdes de contorno sao:

v=0 x
Para x=0:4 , _;deslocamento e rotagao nulos

v=0 x
Para x=L:<  ;deslocamento e rotacéo nulos

Introduzindo as duas primeiras condi¢cGes de contorno, obtém-se:
C,=0eC,=0

Considerando a terceira e a quarta condi¢cdes de contorno, resulta:

2
S
2 12

Substituindo esses valores na expresséo de v:

v(x) :%(x4 —2Lx% + L2x2)
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A.4 — Viga de Euler-Bernoulli engastada nos extremos —

Carga concentrada — Solucao analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus
extremos, submetida a uma carga aplicada em um ponto x-a. A equagéo
diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

Q

EIV'=-Q ou V'=——-
El,

Por integracdo sucessiva se obtém:

V'=—=x+C
El,
v’:—&x +Cx+C,
2El,
v:&x +C x> +C,x+C,
6El, 2

Para o trecho da viga anterior ao ponto de aplicacédo da carga:

v, = Ql —x? +C,x+C,
6El, 2

v, = ity x> +Cx+C,
2El,

As condicdes de contorno s&o:

Para x=0: { , ., deslocamento e rotacdo nulos

l
Portanto: C,=0¢ C,=0.

Substituindo esses valores, resulta:

v, = 9 6, Gy
6EI, 2
= < x? +C,X
2EI,

" _Ql
Vv, = X+C
1 EI 1
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Para o trecho da viga posterior ao ponto de aplicagdo da carga:
Qz

Vv, =— —4x* +C,x+C,
6El, 2

' Qz 2

vV, =— X“+C,x+C

2 2E| 4 5

z

As condicdes de contorno sao:

Para x=L: { ? ig deslocamento e rotagdo nulos
V=
Portanto:
C“LZ +C.L+C, = Q2L3
6EI,

C,L+C, = QL
Resulta

, = GQ?leanr Lx* +Cx+Cy

! = 2%2 x> +C,x+C,
v, _E—?ZX+C4

Aplicam-se agora as condicdes existentes no ponto de aplicacdo da

carga x=a, com P=Q,—Q,:
a) Os momentos s&o iguais: v/(a)=v;,(a). Portanto:

_Q1a+Cl:_Q2a+C o (@-9)

; a=C,-C

El, El, ¢ El v
Pa
4 1 T E_|Z

b) As rotagBes séo iguais: v;(a)=v;(a). Portanto:

Qa Ca—_Q2—+Ca+C
El, 2 El, 2
(2-Q) .

261, a’=(C,—-C,)a+C,
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_ pa’
° 2EI,

c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

_ 3 _ 3 2
&a—+C1a2: Qza—+C4a—+C5a+C6
El, 6 El, 6 2
(QéE_,Ql) a®=(C,-C,)a*+C,a+C,
_ pa’
°  BEI

Obtém-se ainda:

c QL C _QL Pa®
* 2ElI, L 2El, 2El

Pa QL Pa’ Pa

C =C,+ = +
EI, 2EI, 2LEl, El,
Pa’®(2a—3L)
QT
P(L3—3La+2a2)
Q1=Q2+P= B
e também:
_Paz(a—ZL)
YT LE
2
_Pa(L-a)
Y LPEI
Assim:

Trecho anterior ao ponto de aplicacdo da carga:

P(L°-3La’+2a°) o Pa(L-a)" ,
6LEl, 2L°El,

v, (x)=

Trecho posterior ao ponto de aplicacdo da carga:

2 — 2(a_ 2 3
v,(x) = Pa (23a 3L)X3+Pa (? 2L) 2, Pat  Pa
6L°El, 212El, 2El, " 6EI

z z
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A.5 — Viga de Euler-Bernoulli engastada em um extremo e
apoiada no outro — Carga uniformemente distribuida —

Solucio analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus
extremos, submetida a um carregamento q(x) uniformemente distribuido. A
equacao diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

Elv'=q ou v" :%. Por integracéo sucessiva:

v’”:EiIZ(qx+Cl)
v”_Eilz(qX?2+Clx+Czj
v’:Eilz(q%3+C1X72+sz+C3j
v:Eilz(q;—;+cl%3+czx?2+csx+C4}

As condicdes de contorno sao:

v=0 x
Para x=0:<  _; deslocamento e rotagéo nulos

v=0
Para x=L:< 0 deslocamento e momento nulos
V' =

Introduzindo as duas primeiras condi¢Ges de contorno, obtém-se:
C,=0 e C,=0
Considerando a terceira e a quarta condi¢es de contorno, obtém-se:

2

Substituindo esses valores na expresséo de v, resulta:

v(x)= 48(I15I (2x4 —5Lx° +3L2x2)
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A.6 — Viga de Euler-Bernoulli engastada em um extremo e

apoiada no outro — Carga concentrada — Solu¢ao analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus
extremos, submetida a uma carga aplicada em um ponto x=a. A equagao
diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

Q

EIv =—Q ou V'=——-
Q El,

Por integracdo sucessiva se obtém:
"_ _Q

V'=—=x+C,
El,
v’=—&x +Cx+C,
2El,
v=&x +C x> +C,x+C,
6EI, 2

Para o trecho da viga anterior ao ponto de aplica¢do da carga:
& X3 +

v, = Lx?+C,x+C,
6EI,

’ _Q]_ 2

Vv, = X" +Cx+C

1 2E|Z 1 2

As condicGes de contorno séo:

v,=0
O; deslocamento e rotacdo nulos

Para x=0: {
A

Portanto: C,=0¢ C,=0.

Substituindo esses valores, resulta:

vo %y, C
6EI, 2
v, =— Q& x? +C,X
2El,

v, = Qlx+C

El

z
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Para o trecho da viga posterior ao ponto de aplicagdo da carga:

v, = Q2 —4x* +C,x+C,
6El,
" _Qz
Vv, =—=X+C
2 El 4

z
As condicdes de contorno sao:

=0
"o’ ; deslocamento e momento nulos

l\)

Para x=L:{

l\)

Resulta:

3
c.=%t clic, =2k

] 3EI .

Entéo:
. 3
v, = ! x3+Q2Lx2—Q2L +C.x—C,L
ElLL 6 2 3
r_ Qz 2

Vz—ﬁ(—x +2LX)+C5
V) = Qz( —X+L)

Z

Aplicam-se agora as condig0es existentes no ponto de aplicagao da

carga x=a, com P=Q, -Q,:

a) Os momentos sdo iguais: v;/(a)=v,(a). Portanto:

ﬁ+c Qza Qz (QZ_Ql) +C, = Q,L. C1:Q2L+Pa

El, ' El EI El El El

z Z Z

b) As rotagOes séo iguais: v;(a)=v,(a). Portanto:

p— 2 p—
Q& . 0 oL
El, 2 El, 2 EI
(QZ—Ql)a2+(Q2L+Pa)a:Q2La
2El, El, El,
_ pa?
° 2EI,

——a+C,

+C,
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c) Os deslocamentos sdo iguais: v,(a)=v,(a). Portanto:

. 3 2 3 2
Qla—+ 1a = Qza—+%a—+05a+C6
El, 6 2 EI, 6 €EI 2
- L+ Pa 2 3
(Qz Q1)a3+(Q2 + )azzQzLa +Pa +C,
6EI, 2El, 2El,  2EL
_pa’
°  6El,

Obtém-se ainda:

P(3L-a)a’
Q= ( 2|_3)
P(2L3—3La2+a3)
1 213
__P(3L—a)a2
T 2L%E
P(2L2—3La+a2)a
b 21%El,
AssIim:

Trecho anterior ao ponto de aplicacdo da carga:

P(2L°-3La’ +a°
v, (X) = ( BUE] )xz(—x+3La)

Trecho posterior ao ponto de aplicacdo da carga:

Pa?

v, (X) =m[(3|_—a)x3 ~3L(3L-a)x" +6L°x—2L% |
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A.7 — Viga de Euler-Bernoulli engastada em um extremo e
livre no outro — Carga uniformemente distribuida — Solucao

analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus
extremos, submetida a um carregamento q(x) uniformemente distribuido. A
equacao diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

Elv'=q ou v" :%. Por integracdo sucessiva:

v’”:EiIZ(qx+Cl)
v”_Eilz(qX?2+Clx+Czj
v’:Eilz(q%3+C1X72+sz+C3j
v:Eilz(q;—;+cl%3+czx?2+csx+C4}

As condicdes de contorno sao:

v=0 x

Para x=0: 1 | 0 deslocamento e rotacdo nulos
V =
v, =0

Para x=L: 4 ; momento e cortante nulos
v, =0

Considerando as duas primeiras condi¢@es de contorno, obtém-se:
C3 = O e C4 = 0
Considerando a terceira e a quarta condi¢des de contorno, obtem-se:

2
C,=-qL e sz%

Substituindo esses valores na expressédo de v, resulta:

v(x)= 24?3 (x“ —4Lx3 +6L2x2)
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A.8 — Viga de Euler-Bernoulli engastada em um extremo e

livre no outro — Carga concentrada — Solucao analitica

Tem-se uma viga de comprimento L, simplesmente apoiada em seus
extremos, submetida a uma carga aplicada em um ponto x-a. A equagéo
diferencial abaixo rege os deslocamentos de uma viga de Euler-Bernoulli:

Q

EIV'=-Q ou V'=——-
El,

Por integracdo sucessiva se obtém:

V'=—=x+C
El,
v’:—ix +Cx+C,
2El,
v:&x +C x* +C,x+C,
6El, 2

Para o trecho da viga anterior ao ponto de aplicacédo da carga:

v, = Ql —x?+C,x+C,
6El, 2

v, = ity x> +Cx+C,
2El,

As condicdes de contorno s&o:

Para x=0: { , ., deslocamento e rotacdo nulos

l
Portanto: C,=0¢ C,=0.

Substituindo esses valores, resulta:

v, = _Ql +—x
6El, 2
v =— Qe +C,X
2EI,
" Ql
v, = X+C
1 EI 1

z
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Para o trecho da viga posterior ao ponto de aplica¢do da carga:

v, :—&x3+&x2+c5x+c6
6EI, 2
! Qz 2
vV, =— X +C,x+C
2 2E|Z 4 5
" _Qz
V) = Xx+C
2 EIZ 4
v, =0
Para x=L: " : momento e cortante nulos
v, =0
Portanto:
Q=05 C,=2-=0; Q=P

Resulta entéo:
v, =C,x+C;
Aplicam-se agora as condigdes existentes no ponto de aplicagédo da

carga x=a, com P=Q,-Q,:
a) Os momentos sdo iguais: v;/(a)=v,(a). Portanto:

Pa c-0 c-F2
El El

b) As rotag@es séo iguais: v;(a)=v;(a). Portanto:
-Pa’> Pa’

_ — s

El, 2 2El,

_ pa?
° 2EI,

c) Os deslocamentos sdo iguais: v, (a)=v,(a). Portanto:

—Pa’ . Pa® Pa’

= +C,
6EI, 2El, 2El,
__Pa’
=
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AssIim:

Trecho anterior ao ponto de aplicacéo da carga:
v, (X) =Lx2(x+3a)
6EI,

Trecho posterior ao ponto de aplicacdo da carga:

Pa’
V. (x) = 6El

(3x-a)
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A.9 — Viga de Timoshenko — Carga estatica — MEC — Primeira

equacio integral de contorno

A equacdo (2.20) pode ser reescrita como:

Vn__y//::_"_ll__

xkGA
As equacbes do Método de Elementos de Contorno séo obtidas pelo
Método dos Residuos Ponderados; considera-se, por exemplo, v como a
condigdo de contorno referente ao extremo x=0, e v’ como a condi¢do de
contorno referente ao extremo x=L.

Isto posto, sejam w e W duas funcdes de ponderacdo a determinar;

adotando-se a funcdo v° como a solucdo fundamental, tem-se:

L . L . N -
L (V' —y'W dx+'[0 év dx=(v-v)w  + (v -V)w

x=L

Depois de duas integragdes por partes, obtém-se:

L
Ivvdx vv‘ —vdv d—dx
0 dx dx?

e resulta:

L

poo*

I v—dx _[ wl dx+j —v “dx =

0

=(v— \7)v_v|X:O +(v =7") W‘H

J‘OLvddj(V2 X — _[ VA% dx+f —v “dx =

:VW| —vw| +vw| -Vw| -
x=0 x=0 x=L x=L

. . dv” dv”
—V'v ‘ +V'v ‘ +V—r —V—

x=L x=0 dx dx
x=L x=0

Faz-se:
. dv” _oadv

| vE] —osw=2s

x= dx |, dx
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=0=>W=V

x=L

V'W‘ LV

A expressdo resultante é:

*

2 *
Lvd—vzdx= Ll//'v*dx—_[LLv*dx+vdi
0 dx 0 0 kGA dx |,

L

vV
0

-
Com a admisséo de que v* seja tal que ddxvz =8(x—¢), onde 5(¢&,x) é

a funcéo delta de Dirac, a expressdo anterior se reescreve como:

«|L
r*L

A

b L g = dv
v(f)—fot//v dx—L@vdXJrvao

0

Integra-se por partes a primeira integral de dominio na equacéo
Q _ p(x) e chega-se a

anterior e, em vista de ser Q=xGA(V -y), faz-se

equacdo integral de contorno relativa a primeira equacao diferencial:

Copbodv L g -« dv’
V(é:)——jo l/ladx— Oﬁv dX+VW

L
0

— pV*
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A.10 — Viga de Timoshenko — Carga estatica — MEC -

Segunda equacio integral de contorno

A segunda equacdo governante pode ser escrita da seguinte forma:

r_KGA  KCA L _ 0. ou ainda, fazendo g=~CA:
el " ElL El
"= By + ' =0

De forma analoga ao procedimento efetuado para a primeira equacao,

considera-se v como a condi¢do de contorno relativa ao extremo x=0, e y'
como a condicgéo de contorno relativa ao extremo x=L.

Sejam W e w funcGes de ponderacdo a determinar; adota-se como

solucdo fundamental a funcdo ", e tem-se:

[ =pwy ax+ [ pvydx=(y —i)u|

H(y' -

x=L

Ao se integrar duas vezes por partes obtém-se:

d?
[ vy dx= l//w\—'// Il/f de
donde:

[l LAY dX+w'w*\L—wM +[ iy dx =
dx? 0 dx |, o

=(y-y)w_ +(v' -y )W _

L (d%y” . Lo,

Io 1,1/( d)l:; ]dX:—IOﬂVw dx+

+ WV_V|X:O - l/}v_v|x:0 -

[ [ dl//* _ dl//*

X:L+l//y/ X:O+V/ dX L l// dX o

Faz-se:

Vo v dx =0=w= dx



1= *

V/WX:L_V/'W*X:L:O:V:V:W
e resulta:
L dzl//* * L . * "dl//*
LV’( e jdX——foﬂVl/f dX_WWH
n o dy”
Yy | tYY |ty
“ x=0 dX x=L
L (d¥y” . Lo, o« ~dy”
_[OW( e }dX——JO Py dX—wFXZO
n o dy”
Yy Y|ty
. x=0 dX x=L
i x = d?y” "
Admite-se, agora, uma fungéo y tal que e - By =6(x—-¢), onde
X

5(&,x) € afuncéo delta de Dirac; a expressao resultante se escreve como:

L

—y'y

*

L - dy
=—| ANy dx+y——
(@) =-[ By dx+y i

L

0

0

Assim, a equacdo integral de contorno referente a segunda equagéo
diferencial é:

«|L

L ody” S d
w(&)= Bl vy k= pw |y
0

L

~y'y

0
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A.11 — Viga de Timoshenko — Células lineares

No caso de wuma célula linear definida no intervalo
Q, =[x1",x2"], 1< j<(N+1) e uma variavel genérica w(x,t) que assuma o valor
de v(x,t)ou w(x,t), na equacdo (3.5), ou w(x,t)ou v(x,t), na equacdo (3.14),

tem-se (com a integracdo que envolve o carregamento tratada separadamente, de

acordo com o tipo de carga):
w(x,t) = glw(x! t)+glw(x),t)

na qual:

com h=xJ —x/

A integracdo de dominio deve levar em consideracdo a posicdo
relativa do ponto fonte &, 0<¢ <L, em relagdo a célula Q, =[x1‘,x2’]. Foram
considerados dois casos: no primeiro, & <x, e no segundo, & >x,. As
expressoes resultantes, para cada caso, séo dadas adiante:

1) So<x
As seguintes integrais aparecem na equagéo (3.5):
J.:l‘z V(&) (xt)dx = [mlkj mg‘]{zj}
e:

I:%(Xi)dh[pf" p?]{f}

J
2

Os termos dados pelas expressdes abaixo contribuem na montagem
das submatrizes M*“, M, M* e M :
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my =IXZ (% —x) (X_g)dx =J‘Xzf(xz —§—U)gdu
X AL 2 %-¢ AL 2

_i _ X, =& _ X =& 2
=5aT {(x2 §)Ll_§ udu Ll_g u du}

1 (=&Y =(=¢) | [(e=8)-(x=¢) ]

=oar | ¢) > - 3

mki — XZ(X_Xi)(X_f)dXZ g (U+E—x)
2 x AL 2 X-¢ AL

_L . . XZ_‘f Xz_f 2
- 2AL{ (% fj)jxr§ udu+jx1_§ u du}

__1 —(x _5)[()(2 _5)2_(&—5)1+[(x2_§)3_(xl_§)3}
2AL 2 2 5

Hdu
2

Os termos dados pelas expressdes abaixo contribuem para a
montagem das submatrizes P, P*,P* e P**:

g e (e=X)(1) 1 o
w= L (de_zm_( 1)f,,., ud

AL
1 ea 1 u?

2AL 70 2AL 2

4

0

0l = j@(l} dx=—— [ udu

% AL \2) 2ALY

1 AL 1 u? - AL
=—— | udu=—"— ==
2AL Jo 20L 2|, 4

Na equacdo (3.14), aparecem as seguintes integrais:

[ eoptopocems ]l

e:
% Oy (%) i
L LA
As submatrizes M, M, M* e M* sdo construidas com a contribuic&o
dos termos:
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2cosh[\/ﬁ(x3 —§)}—2(1+ ﬂhZ)cosh [\/E(Xl —5)} ~

my’ = 47’
Jph {IBsenh[\/E(xl —5)} + senh[\/ﬁ(xg —f)]}
4ﬂ2h2
B _cosh[\/ﬁ(xl— } cosh[f(x— }
2 = ﬂ 2K2
\/ﬁh{senh[\/ﬁ(xl—f)}+senh[\/ﬁ(xg—5)]}
'BZhZ

As submatrizes P*“,P“,P* eP" sdo construidas com a contribuicdo

dos termos abaixo:

= [ Lo a0 E) e -peosin)

P AL 2 we AL 2
1 X=¢ 2=¢
= m{(x2 —é)J‘HV cosh(au)du - o ucosh(au)du}
1 |x[senh(ax,)-senh(ax)] [xsenh(ax,)-xsenh(ax)]
2AL a a
! [ cosh(ax,)—cosh(ax,)]
2AL a?

o _IXZ(X x, ) cosh (a (x —5))dx =Ixz_(:(u+g‘—xl)cosh(ozu)du
2 X% ~¢ AL 2

2AL{ (%, - §)J. COSh(au)du+_[ ucosh(au)du}

1 {_ X, [ senh(ax,)—senh(ax,)] N [ x,senh (ax, ) - x,senh (axl)]}

B 2AL o o

1 {[cosh (ax,)- cosh (axl)]}
2AL

2
a

i) & >x,
Os resultados para este caso sdo iguais aos dados pelas equacdes

mostradas anteriormente, porém multiplicados por -1.
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A.12 — Viga de Timoshenko — Células quadraticas

No caso de uma célula quadratica definida no intervalo
o :[xf,ng], 1< j<(N+1) e uma variavel genérica w(x,t) que assuma o valor
de v(x,t)ou w(x,t), na equacdo (3.5), ou (x,t)ou v(x,t), na equacdo (3.14),
tem-se (com a integracdo que envolve o carregamento tratada separadamente, de

acordo com o tipo de carga):

w(x,t) = giw (X!, t)+ gw (], t) + gw(xdt)

na qual:
(1) (x=x)
A= 2h?
" =(X_X12]£X_X3)
,_(xexd)(xx)
# = 2h?

com h=xJ —x/ =x) —x/J
A integracdo de dominio deve levar em consideracdo a posicdo
relativa do ponto fonte &,0<¢& <L, em relagdo a célula Q; =[x}, x} |. Foram

considerados trés casos: no primeiro, & <x, no segundo, & =x, e, no ultimo,
& =X, . As expressoes resultantes, para cada caso, sdo dadas adiante:

1) &o<x
As seguintes integrais aparecem na equacéo (3.5):
v/
I:gv*(f, x)(/'(x,t)dx:[mlkj my mg“} v)
e:

. A
¥ OV (f, X) : - . :
|, = vxyae=[p! pf pY] t/fzj
Vs
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Os termos dados pelas expressdes abaixo contribuem na montagem
das submatrizes M*“,M*“ ,M* e M*:

g _(x=%)h

m/ : ml;j:(XZ_é:)h.mkj:()%_é:)h

6 3 7 6
Os termos dados pelas expressbes abaixo contribuem para a
montagem das submatrizes P, P, P* e P**:

_h. 4 20 4 h
pl=i b =P =

3
Na equacdo (3.14), aparecem as seguintes integrais:

..J'

72
[*v (e xtyic=m m ]l

X )

.
3

e:
o' (6.%) v
X OW X o o iy A
["——=Fv(xt)dx=[ps Py pY]iv]
X oX J.
V3
As submatrizes M, M, M* e M* sdo construidas com a contribuic&o ¢
dos termos:

- Zcosh[\/ﬁ(x3 —5)]—2(1+ fgh? ) cosh [\/ﬁ(x1 —5)}

mK
m- =

4°h?
\/ﬁh{Ssenh[\/ﬁ (%, —&)]+senh[ B (x, _5)}}
45°h?
i _ cosh [\/E(x1 — 5)] —cosh [\/E(x3 — 5)] N
2 ﬂZhZ
JBh {senh[\/ﬁ(x1 —§)}+ senh[\/ﬁ(x3 —5)}}
IBZhZ
o 2(l+ﬂh2)COSh|:\/E(X3 —§)}—2cosh[\/ﬁ(xl—§)]
my = 4ﬂ2h2 -
\/Eh{senh [\/ﬁ(x1 —5)}+33enh [\/ﬁ(x3 —5)}}
4ﬂ2h2
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As submatrizes P*“,P*,P* e P* sdo construidas com a contribuicdo

dos termos abaixo:

, 23enh[\/ﬁ(x3 —§)]—2(1+ ﬂrﬁ)senh[\/ﬁ(x1 —(f)}

wk _
P = -

457202
\/ﬁh{Bcosh[\/ﬁ(xl—5)]+cosh[\/ﬁ(x3—5)]}
4ﬂ2h2
_; _ senh [\/ﬁ(x1 — 5)] —senh [\/ﬁ(x3 — g‘)]
Py = ﬂzhz +
\/Eh {cosh [\/ﬁ(xl - 5)] + cosh [\/ﬁ(x3 - 5)]}
pren’
i 2(l+ﬂh2)senh[\/ﬁ(x3 —5)]—25enh[\/ﬁ(xl —5)]
P = 45702 -
\/ﬁh{cosh[\/ﬁ(xl—5)}+3cosh[\/ﬁ(x3—g)}}
ap7h?

i) & =x
Na equacdo (3.5), se tem:

m"j=h—2; mkj:h—z; 5 I
g’ ? 4 8

. h . . h
pl =i Py =0pl =

Na equacdo (3.14), se tem:

" (2+ﬂh2)cosh(\/ﬁh)— 2[1+ ph senh(\/ﬁh)}

1 ZﬂZhZ
L 2[1—cosh(\/ﬁh)+\/ﬁh senh(\/ﬁh)} + ph?
2 ﬂZhZ
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(2+17) cosh(\/ﬁh) - 2[1+ JBh senh(\/ﬁh)}

ki

m' = Zﬂzhz
e:
» cosh(\/ﬁh)—\/ﬁh senh(\/ﬁh)—l
LT 2h
p; =0
iy \/ﬁh senh(\/ﬁh)—cosh(\/ﬁh)ﬂ
Py = 2/h
i) & =>x,

Os resultados para este caso sdo iguais aos dados pelas equacdes

mostradas anteriormente, porém multiplicados por -1.
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A.13 — Método de Houbolt

Conhecidas as posicdes v, ,,v, ,,v.,v,, de uma variavel v nos tempos

t .t ,,t,t  respectivos, distantes entre si de At unidades de tempo, deseja-se

n-1?"n? "n+l

calcular o valor do polindmio de Lagrange que interpola esses pontos, assim

d®py(t) d’p ()

como o valor de : :
dt dt

e, apartir desse ponto, estabelecer o

=ty

t=t,
Método de Houbolt para o célculo das derivadas de primeira e de segunda ordem
de v em relacdo ao tempo.

Ora, um polinbmio de Lagrange de 3° grau pode ser escrito sob a

forma:
p(t) =Vl () +v L () + VL L () VAL L ().
com:
t , =t —2At
t =t —At
t ., =t +At

Tem-se assim:

L (t) _ (t_tn—l)(t_tn)(t_tn+l) — (t_tn—l)(t_tn)(t_tn+l) —
" (tn—Z - tn—l)(tn—z - tn )(tn—Z - tn+1) (_At)(_ZAt)(_3At)

(t—t, -t -t.,)

—BAt?

L ()= (t-t -t -t.) (-t )t )t-t.,) _
i (tn—l o tn—z)(tn—l o tn )(tn—l - tn+1) (At)(_At)(_ZAt)

(t—t,,)(t-t)t-t..)

2At°

L (t) = (-t -t )t-t.,) _ (-t )E-t)t-t.) _
B (S A [ A [ S Y (2At)(A)(-At)

(t—t, ) -t )(t-t.,)

—3At?
L ()= (-t -t )-t) (-t )=t )t-t) _
T (o) —t ) (g ) (3At)(2At)(At)
(t_tn—z)(t_tn—1)(t_tn)

BAL°
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Portanto, o polindmio sera:

(-t )t-t Ht-t) (-t )=t )t-t )

t =Vn+1. n—2 n-1 n +V". n—2 n-1 n+1
P:(1 BAL® —2At°
Vn_l. (t _tn—z)(t _tn)(t _tn+l) +Vn—2. (t _tn—l)(t _tn)(t _tn+l) _
2AL3 —6At®
Vn+l(t _tn—z)(t _tn—l)(t _tn) —3u" (t _tn—z)(t - tn—l)(t _tn+1) +
BAL?
VM-t )t -t )t =t ) -V (=t (-t )(t-t )
BAL®

Derivando o polindmio em relacdo a variavel t:

[(t—t ) —t)+ -t )t—t,)+ -t _)t—t _)]v" -
dp, 1 |=3[(t—t )=t )+ (-t )t —t,,)+ (-t )t -t )]V +
dt At +3[(t—t, )t =t )+ (t—t )t —t,,)+ (=t )t -t )]v"" -
—[t—t )t =t )+ =t =t )+t -t )(t—t)]v"

Fazendo t=t,,, resulta:

dp, = i(llvn+l -18v, +9v, , -2v, , ) '

Vy =—2
"odt|, . 6At

que fornece o valor da derivada de primeira ordem da fungéo v, para t=t, ;.
Derivando o polindbmio novamente em relagéo a t:

[t—t, +t—t  +t—t +t—t ,+t—t  +t—t ,|v"" -

d2p, 1 | SB[t-tua b=ttt -ttt =t ]V +

dt®  6At° |13t -t

—[t-t

e A e A e ML o A £ A VA

n+1

+t—t, =t +t—t v

n+1

+t—t +t—t

n+1 n+1

d?p, 1 |[Bt—6t,+6At]v"" ~3[6t—6t, +4At]v" +
dt*  BAL® | +3[6t—6t, + 2At]v" —[6t—6t, V"

d’p, _ 1
dat> At

Fazendo t=t,, resulta:

{(v”+l —3v" 43V VTR (- t) - (VT -2V + v”’l)At}

_ 1
At?

t=t,

d*p,

dtz (Vn+1 - 2Vn + Vn—l)

ou seja:
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d*p,
dt? .

1
= E[v(tn +At) - 2v(t,) +v(t, - At)]

n

que € a expressdo utilizada para o calculo da derivada de segunda ordem de v no
caso de uma aproximacéo do tipo Diferenca Central, no Método das Diferencas
Finitas.

Por outro lado, também pode-se escrever:

d’p, 1 {[a ~2(3t,,, —6AL)|v" ~3[6t - 2(3t,,, ~ SAL) V" +}

dt®  BAL® |+3[6t—2(3t,,, —4AL) V" —[6t —2(3t,,, — At) V"
a*p, _ 1 {(v”+1 —3v" +3v" —v”‘z)(t —t ) +2(6v" —15v" +12v" —3v”‘2)At}
dt>  6At’
Fazendo t=t_,, resulta:
d?p, 1
= =—>(2v_, -5V +4v_, -V
dt2 . Atz ( n+1 n n-1 n—2)

que traduz o Método de Houbolt para exprimir a derivada temporal de segunda

ordem de v no tempo t=t ,, em fungdo do valor de v nos tempos t, ,, t ,, t

n+l? n

et

n+l *
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A.14 — Método das Diferencas Finitas

O Método das Diferencas Finitas, MDF, é um procedimento por meio
do qual, dada uma equacao diferencial e um valor inicial, 0 dominio continuo do
problema é substituido por uma série de pontos discretos, 0s nos.

As derivadas que aparecem na equacédo original sdo aproximadas por
formulas discretas de diferencas. A aplicagdo dessas formulas aos pontos do
dominio discretizado gera um sistema de equacdes algébricas, cuja solugédo
fornece os valores das incognitas do problema.

Denomina-se diferenga progressiva a aproximagdo definida pela

equagéo

dv] V(% +AX)-v(X)

dx X:XlN AX

Denomina-se diferenca regressiva a aproximacdo definida pela
equacao

dv]  v(x)-v(x-AX)

dx X:x1~ AX

Denomina-se diferenca central a aproximacéo definida pela equagéo

dv
dx

V(% +AX)—v(x —Ax)
N 2AX

X=X

A aproximacao para a derivada de segunda ordem é uma aproximacao
do tipo diferenca central
V(X +Ax)—2v(x )+ V(X —AX)
AX?

~

Para a resolucdo numérica de um problema que envolva derivadas

temporais, utilizando aproximacoes de diferenga central, tem-se:

j+l j-1
\'/_j ~ Vi Vi
' 2At
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i vij+1—2vi"—vi"‘1
V' =~
At?

onde o indice i refere-se a abscissa do n6 considerado e os indices j referem-se

ao tempo t; = jAt.

Para j=0,1,2,..., os valores de v,

j+l

sdo obtidos a partir dos valores ja
conhecidos de v, e v,,.
No inicio do processo de marcha no tempo (j=0) € necessaria a

determinag&o do valor de v_, ; das formulas de aproximagéo, pode-se escrever:

1 0,1 1yt
\-/-ozvi_zvi Vi e \-/o_Vi_Vi

i At? B IN
Resolvendo-se para v;*, obtém-se:
Vi =2A +v !

-0 -1 0 -1
o (2Atvi +V; )—2vi +V;
At?

ou
1
vfzﬁ—WM+§WM2

Os valores de v’ e v’ sdo conhecidos (condigdes iniciais), e da
propria equagdo diferencial pode-se determinar o valor de V.

Por ocasido da implementacdo numeérica da equacédo 2.29, chega-se as

seguintes expressoes:

KGAV"—KGAW'+ g +2v) —yJ™
PA PA PA

Vi = A2 kGA( vl —2v] +v!, _At? KGA( wily—vwil,
AX? pA 2AX
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Por ocasido da implementacdo numérica da equacdo 2.30, chega-se as

seguintes expressdes:

. El, , kGA , xGA
o=ty ——V ———y
Pl Pl Pl

_ El o

RN B RVNLACAVRC A I WA
pl, pl, pl,

wi™ = At? El (v -2y +vil, 4 At2 kGA( vl -],

' ol AX? pl, | 2Ax
_AtzﬁlA‘//ij +2y! —y™

Pode surgir algum problema quanto ao termo v/™ que, para o tempo
j =0gera um tempo negativo. Para isso, pode ser usada a seguinte condi¢éo:

ov(x,t=0)
ot

que, usando diferenca central na discretizacdo, fica da seguinte forma:

Vij+l _ Vij—l _ 0
2At

ou

Pode surgir outro problema no termo v!, para o qual, na Ultima

i+1

iteracdo espacial de i, seria necessario calcular um valor inexistente na viga, isto
é, além do extremo da viga. Para sua resolucdo, pode ser usada a seguinte
condicéo:

ov(x=L,t)
OX

que, usando diferenca central na discretizacdo, fica da seguinte forma:

i i
Via =Via —
2AX

ou

i i
V), =2AX+V
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A.15 — Comparacoes iniciais entre os métodos utilizados

Considerou-se 0 caso de uma viga apoiada nos extremos, com sec¢éo

transversal retangular, portanto de coeficiente de cisalhamento x=5/6, ver

Borges [3], submetida a uma carga uniformemente distribuida q(x)=100 kN /m;

adotou-se uma secdo 0,20m x 0,60m, com area da se¢do, A=0,12 m*e momento

de inércia da area da se¢do em relagdo ao eixo z, 1,=0,0036 m*; densidade,

p =2.500 kg /m*, médulo de elasticidade longitudinal do material, E =50 GPa,

coeficiente de Poisson, v =0,2, e comprimento da viga, L=4m.

Em primeiro lugar, estudou-se a convergéncia dos resultados do

MEC com a utilizacdo de células lineares. Os resultados obtidos com 64 células

mostraram-se bastante bons.

- 8 células lineares

16 células lineares
32 células lineares
64 células lineares

Solugcao analitica

Y% Y% Y MEC
N\ AN /\ MEC -
[ (| 1 MEC -
O O O MEC -
0.004 —
A2\ A\
0.003 —| L 3 o ~
f > T o
A a o ~ ©\
_ [ i o
S ad v ~ o)
v B v
F 2 d « af”¥ a5
€ o0.002 — [ S v .
v ~ Y oA A o
= v v
_ _— - iy
- = v d
¥ o001 —| ¢ B S - ° =
a a - =\
- -
— a) a < v o\
v z a
o0 — RP-N RO W =
-0.001 i i
o 0.01 0.02

0.03

tempo (s)

Gréafico A.15.1- Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada

Carga uniformemente distribuida

Método dos Elementos de Contorno — células lineares
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A sequir, foram utilizadas células quadraticas; a partir de 16 células ja
se observou uma grande convergéncia entre os valores obtidos; tomou-se 0

numero de intervalos de tempo com sendo ndt =5.000 e At =0,00001s .

—+ —+ —+ MEC - 8 células quadraticas
PAN /\ /\ MEC - 16 células quadraticas
1 1 [ MEC - 32 células quadraticas
O O O MEC - 64 células quadraticas
0.004 —— - Solucéao analitica
-y X [ pd
B - X “ - - -
& \ A + ) 4 A " & N %
0.003 — ‘ . . L N + A
+ + *
+ 4 +
] R . N
+ +
¢ -+ B & [ 5] ¥
€ o0.002 — . R E .
-+ + -
é . .
| - .
- -
- -
& “& & .Y h &
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Gréfico A.15.2 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Método dos Elementos de Contorno — células quadraticas

Utilizou-se também o Método das Diferencas Finitas para a
discretizagdo espacial e temporal; tomou-se 0 nimero de intervalos de tempo

ndt =5.000 com At=0,00001s; os resultados foram semelhantes aos obtidos

anteriormente pelo MEC com células lineares.
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Gréfico A.15.3 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Método das Diferencas Finitas

A seguir, foram comparados os resultados obtidos em cada método, de

acordo com o nimero de células utilizadas, e com a solucédo analitica.
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Grafico A.15.4 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparacdo entre os resultados obtidos com os varios métodos - 8 células
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Gréafico A.15.5 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparacdo entre os resultados obtidos com os varios métodos - 16 células
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Gréafico A.15.6 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparacao entre os resultados obtidos com os varios métodos - 32 células
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Gréfico A.15.7 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparacao entre os resultados obtidos com os varios métodos - 64 células

Em seguida, foram efetuadas novas comparagdes entre os resultados

obtidos com ceélulas lineares, com células quadraticas e com a solucéo analitica.
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Grafico A.15.8 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparacdo entre 16 células lineares e 8 células quadraticas — MEC
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Grafico A.15.9 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparagdo entre 32 células lineares e 16 células quadraticas — MEC
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Gréfico A.15.10 - Deslocamentos do ponto médio de uma viga simplesmente apoiada
Carga uniformemente distribuida
Comparacdo entre 64 células lineares e 32 células quadraticas — MEC

Observou-se uma quase perfeita coincidéncia entre os resultados
obtidos pelo MEC com 64 células lineares e 32 células quadréticas, e com a
solucdo analitica.
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