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Resumo

Consideramos o problema geral de busca aleatoria Markoviana onde um forrageador
procura alvos aleatoriamente distribuidos e separados pela distancia caracteristica A, em
um ambiente de busca n-dimensional. A estratégia de busca é governada por uma heuris-
tica arbitraria e o forrageador além de nao ter conhecimento das propriedades ambientais,
sO detecta alvos dentro de um raio de visao 7, ao longo da trajetoria de busca. Nesta
tese propomos uma formulacao matematica geral para busca aleatéria, assumindo um
processo estocastico composto, no qual as variaveis relevantes sao a distancia percorrida
e a quantidade de passos executados pelo forrageador entre dois eventos de detecgao. Tal
construcao permite-nos definir diversas grandezas importantes para caracterizar o pro-
blema (i) a eficiéncia estatistica; (ii) o balango energético; (iii) a taxa liquida de ganho
energético e sua densidade; além da (iv) probabilidade de morte, caso o ganho energético
nao seja suficiente para manter o processo. No caso limite de busca deterministica, em
que basicamente o nimero de passos entre alvos é igual a 1, temos a solucao exata para
espacos de busca tipo Weibull. Para a busca aleatéria, o ntimero de passos entre dois
eventos de detecgao é arbitrario e dependente da heuristica. Para este caso, desenvolve-
mos um algoritmo que fornece aproximacoes via simulagoes computacionais e permite o
tratamento semi-analitico do problema. Estratégias de Lévy, para os quais os passos do
forrageador sao sorteados através de distribuicoes tipo Leis de Poténcia, sao discutidas em
detalhes. Finalmente, um modelo baseado em simulagoes numéricas e ajustes analiticos é
usado para descrever busca em grupo, onde seguidores devem manter-se préximos de um
lider. Se regras dinamicas especificas sao adotadas para garantir a integridade estrutural
do grupo, evitando assim a dispersao de seus membros, é possivel usar uma dinamica su-
perdifusiva para os seguidores. Isto permite otimizar a busca aleatoria e ao mesmo tempo

manter a coesao do grupo.



Abstract

We consider the general problem of Markovian random search, in which a searcher
looks for targets randomly distributed and separated by an average distance A in a n-
dimensional environment. The search strategy is ruled by arbitrary heuristics and the
searcher does not have knowledge about the environment features. Also, it only can de-
tect targets within a vision radius r, along the search trajectory. Given such context, in
this Thesis we address the following aspects. The development of a general mathema-
tical framework for random search, assuming stochastic processes for which the relevant
variables are, respectively, the traveled distance and the number of steps taken by the
searcher between detection events. Such construction allow us to define different impor-
tant quantities characterizing the problem, namely: (i) an statistical efficiency; (ii) the
net energy; (iii) the energetic gain rate and its corresponding density; and (iv) the death
probability, in the case the energy is not enough to sustain the process. In the limiting
situation of deterministic search, basically when the number of steps between targets is
equal to 1, we present an exact solution for Weibull search spaces. For an actual random
search, where the number of steps is arbitrary and dependent on the specific heuristics, we
propose a computation algorithm which gives proper approximations and allows to treat
the problem semi-analytically. Moreover, Lévy strategies, where the searcher steps are
drawn from power law-like distributions, are discussed in details. Finally, a model based
on numerical simulations and analytical fittings is used to describe collective search, in
which Followers must try to be close to a specific Leader. If proper rules to maintain the
group are considered, it is possible to use a superdiffusive dynamics as the group strategy.

This leads to an optimal random search, yet allowing to hold the group together.
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(a) Densidade da taxa liquida de ganho energético na ADL para a busca
ideal no AB Weibull. (b) Gréfico da figura (a) na escala Log-Log. Para-
metros: f={1,2,3}, Ag=1, A=5X g, e=A/[A], Qo= =¢€/N\.. .. ..

(a) Esquematizagao do AB. Os quadrados pequenos representam os alvos
aleatoriamente distribuidos. (b) A, em funcao de L/\,. Para L/\, > 1
(regime 2D), A, é a constante 1/4/N, enquanto que para L/\, < 1 (1D),
Aq segue como 1/(NL). O cruzamento tem lugar para L/, em torno da
unidade. Os parametros que definem os regimes 1D, 2D e o regime de

transicao estao definidos na secao 5.3.2. . . . . .. ...

(a) Densidades da métrica na ASC, determinadas pela FDP da distan-
cias entre alvos mais préximos ﬁ(ﬁ) = j/’;(x/ o), para trés valores de L/,
correspondentes aos casos 2D (cruz), 1D (triangulo), e regidao de transi¢ao
(diamante). Estes valores foram definidos na segao 5.3.2, como segue: o
limite 2D com L/\, ~ 497856 (L = 1 e A, = 2.00861 x 10~%), o limite 1D
com L/, ~ 9.99474 x 1073 (L = 2 x 1077 e A\, = 2.00105 x 1073) e na
transicao, D, L/\, ~ 4.21598 (L = 8.82 x 107 e A, = 2.09204 x 107%).
Note que a curva intermedidria (regime de transigao) estd préximo do caso
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—aqui no PBI, corresponde a métrica— para os mesmos parametros que na
figura (a). Os triangulos (cruz) representam o limite 1D (2D). As curvas
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5.9 (a) Fracdo numérica de alvos visitados, x como uma funcao de L/\,. (b)
Aumento de resolucdo na regiao de transicao indicada pela seta em (a). As

curvas continuas sao apenas guias para os olhos. . . . . .. ..o L

6.1 (a) Dinamica do tipo “siga o lider” em duas dimensoes mostrando o lider
e trés seguidores. Quando o lider se desloca, os seguidores movem-se de
acordo com as regras descritas no texto, a fim de manter-se agrupados de
forma compacta, em torno do lider. (b) Ilustracao de quantidades médias

relacionadas a um “seguidor tipico” e o lider. . . . . . . . .. ... ... ..

6.2 Modelo coletivo browniano com comportamento browniano do lider (mo-
delo A). Tlustracao da caminhada tipica do lider com 6 seguidores, usando
T, =100, 0, =0e (a) 0, =30 e 0y =0; (b) 0, =0e 0p =7/4; (c)
o, =30 e 0g = /4. A circunferéncia em torno do lider é apenar um guia

paraosolhos. . . . . ..
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6.4
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6.6

6.7

Modelo Coletivo de Pareto Médio Truncado com o comportamento do lider
Pareto Truncado (Modelo B), utilizando puy = 1.1, Zyaer = 10°, 7, = 1,
e 10* passos lider (somente os primeiros 10* sio mostrados): (a)Trajetéria
de busca da caminhada aleatéria bidimensional do lider; (b) Sequéncia de
comprimento de passos do lider no j-ésimo passo; (c) Raio do grupo, r;; e

(d) Coeficiente de separago ¢;. . . . . . . . ..o
O mesmo que na figura 6.3, mas para pur, =2. . . . . . ... ... ... ..
O mesmo que na figura 6.3, mas para gy, =3. . . . . . .. ...

Dependéncia do raio médio do grupo, (r), como funcao do expoente de
Pareto do lider p1y, (o lider executa 10° passos; outros parametros como nas

figuras 6.3-6.5.) para diferentes modelos de busca coletiva, usando pug = 1, 1

€ Tmax,L—50- As linhas sélidas representam calculo analitico de (r) (ver texto).128
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Capitulo

Introducao

Procurar objetos sem qualquer informagao prévia sobre sua localizacao é uma ati-
vidade simples e muito comum nas mais diferentes situagoes. Envolve indeterminacao,
tomada de decisoes (muitas vezes automaticas) e procedimentos de busca. Chamando
isto tudo de estratégia, parece ser claro que algumas estratégias serao mais eficientes que
outras, dependendo do exato ambiente (espago) de busca. Assim, dada esta breve descri-
¢ao coloquial (porém objetiva) de uma busca, bem como dos fatores que a compoem, nao
¢ de estranhar que idéias fisicas e matematicas possam ajudar a escolher qual estratégia
seguir em cada situacao particular. Na verdade, hoje em dia o assunto é uma area de ativa
pesquisa dentro de Mecanica Estatistica, Teoria de Probabilidades e Estatistica Aplicada.
Desta forma, a presente tese de doutorado tem como foco discutir alguns aspectos rele-
vantes deste problema geral tao comum a nés todos e extremamente recorrente cada vez

que perdemos nossas chaves da casa ou do carro.

A seguir, iremos contextualizar os trés principais topicos analisados ao longo do tra-

balho, rapidamente descrevendo nossos propositos ao abordar cada um deles.

Processos de busca aleatéria Markoviana constituem fenémenos complexos [2-5], que
como mencionado, vém encontrado aplicagoes em diversas areas do conhecimento [4-
12]. Em particular, sdo de grande importancia no ambito bioldgico. Neste contexto, os
processos de busca aplicam-se a modelagem da dinamica de seres vivos buscando abrigo,
parceiros, ou alimento [4, 5, 13-17], na atividade chamada de forrageamento animal.
Através de inumeros estudos empiricos, por exemplo, de chacais (Canis adustus [18]),
macacos-aranha (Ateles geoffroyi) [19] e predadores marinhos [20, 21], determinou-se que
0s mesmos movem-se em seu ambiente ao longo de trajetérias aparentemente erraticas a
procura de presas. Tais trajetérias podem ser bem descritas como caminhadas de Lévy

[22] (ver préximo capitulo). Assim, entender as propriedades estatisticas gerais de tais



trajetérias podem nos dar importante informacao de como os animais se comportam, e

como agem para tentar melhorar suas chances de encontrar o que procuram.

De fato, na busca de descrever de forma apropriada comportamento animal (e possiveis
implicagoes evolutivas), a segunda metade do século XX viu um aumento notével no
interesse em modelos de forrageamento 6timo [23]. Estes modelos baseiam-se na hipétese,
experimentalmente motivada [14, 15, 24], de que animais utilizam estratégias de buscas
que otimizam o desempenho na deteccao de alimento. Exemplos sao o da dieta ideal,
primeiramente testado por John Goss-Custard, que descreve o comportamento de um
forrageador que encontra diferentes tipos de presas e deve escolher qual atacar [25-29], ou
de selecao de caminhos, descrevendo a melhor dinamica de um forrageamento quando as
presas entao concentradas em pequenos aglomerados com distancias consideraveis entre
eles [4-9, 30-32]. Mais recentemente, dados empiricos [14, 15] descrevendo forrageamento
animal [4, 19, 22, 33] sugerem que existe uma tendéncia de divergéncia da variancia na

distribuicao de deslocamentos dos mesmos durante o processo de busca.

Tal descoberta mostrou que ha uma forte ligacao entre o problema de busca aleato-
ria e diversos fenomenos superdifusivos. De forma geral, processos com difusao anomala
superdifusiva sao caracterizados por deslocamentos quadraticos médios, que para tem-
pos suficientemente longos, crescem de acordo com t* com « > 1 [34, 35]. Em particular,
parte deles também sao associados com caminhadas e voos de Lévy [36, 37|, cujas distribui-
¢oes das variaveis relevantes apresentam invariancia de escala. Na verdade, em processos
estocasticos como caminhadas aleatorias, existem diferentes razoes que conduzem a ob-
servacao de superdifusao e distribuicoes com caudas longas dadas por Leis de Poténcia.
Como ilustracao, podemos mencionar: (i) evolu¢ao governada pela equagao de Fokker-
Planck fracional [10, 38]; (ii) sistemas dicotomicos, nos quais dois tipos de escalas podem
ser identificadas, microscopica e macroscopica [39]; (iii) existéncia de correlagbes entre os
eventos relacionados as varidveis relevantes [35]; (iv) processos multiplicativamente ale-
atérios, na presenca de condigoes de contorno [40, 41]. Finalmente, mencionamos que a
distribuicao de Lévy também ¢é observada em situacoes tais como a diversidade de espé-
cies em Ecologia evoluciondria [42-44] como mecanismos de protegao para evitar eras de

extingdo em cendrios de baixa disponibilidade de recursos energéticos [45].

Assim, nossa primeira proposta é desenvolver uma descricdo matematica geral para
o problema de busca aleatéria, através de uma construcao analitica que incorpore especi-
ficidades do ambiente de busca e que assuma Leis de Poténcia (distribuigdes de Pareto)
para as quantidades relevantes que definem a dinamica do buscador. Nos Capitulos 3 e 4

discutimos as estratégias étimas de acordo com tal formalismo.



Os sistemas citados acima sao basicamente processos aleatorios. Porém, o processo
de busca também pode ter limites parcialmente deterministicos, descritos por caminha-
das deterministicas [46-53] (aqui o parcial é usado para salientar que o ambiente é ainda
constituido de alvos aleatoriamente distribuidos, assim nao conhecidos a priori). Nestes
casos, as regras dinamicas de locomocao do forrageador nao sao baseadas em densida-
des de probabilidade. Em vez disso, sao condicoes claras e nao ambiguas que regem o
movimento, conduzindo a uma dinamica de movimento deterministica [53|. Caminhadas
deterministicas normalmente apresentam as dificuldades técnicas comuns a sistemas dina-
micos nao lineares [46-48] e podem dar origem a processos superdifusivos [53]. Trata-se de
uma classe relativamente nova de modelos conhecidos em teoria de otimizacao como o “O
Problema do Turista” [46-48]. Em contraste com os exemplos anteriormente menciona-
dos, de caminhadas puramente aleatorias, para caminhadas deterministicas nao existem
condicoes gerais que indiquem quando a evolucao gera uma distribuicao Lei de Poténcia

para as variaveis dinamicas.

Neste trabalho estudaremos uma situacao, que embora nao sendo geral (e ndo podendo
o ser devido a ultima observacao acima), ilustra quando pode haver a emergéncia de Leis
de Poténcia em buscas deterministicas. Iremos mostrar como regras de “seguir o alvo
mais préximo”, aplicadas a geometrias particulares, podem gerar Leis de Poténcia para
a distribuicao dos passos do buscador. Isto acontecendo mesmo com a distribuicao dos
alvos sendo do tipo Poisson. As andlises com relagao a este exemplo sao apresentados no

Capitulo 5 da tese.

Talvez, a situagao mais desafiante em busca aleatéria é determinar em quais situagoes
a tarefa pode ser realizada de forma eficiente, mas em grupo. O problema nao é tao simples
como possa parecer, pois nao basta “apenas” otimizar o processo para cada individuo. O
grupo precisa ser mantido, ou seja, nao podemos permitir que a difusao leve a separagoes
espaciais tao grandes de tal forma a fragmentar o mesmo. Portanto, este é um tipico
problema de muitos corpos com vinculos, notériamente dificil de tratar em fisica. Porém,
dado o grande nimero de animais que vivem em grupos, o estudo de busca coletiva [54]

tém grande importancia em ecologia e, portanto, sendo de grande interesse.

Na situagao mais simples (e ndo a tnica possivel), temos um lider (a quem os demais
devem tentar permanecer proximos) e diversos seguidores buscando coletivamente alvos
aleatoriamente distribuidos e compartilhando os beneficios de protecao do bando e ganho
energético proveniente dos alvos detectados. De fato, o estabelecimento de um bando pode
ser vantajoso devido a muitas razoes, tais como o intercambio de informagoes e aumento

geral na capacidade coletiva de encontrar alvos [55]. A flexibilidade tipica de Bandos



auto-organizados [56] pode ser também muito 1til quando o ambiente de busca estd em
constante mudanga [57]. Para situagbes criticas, por exemplo, a beira da fome [45], a
cooperacao pode tornar-se um ingrediente fundamental para evitar extin¢ao. Obviamente
um bando nao tem como unica finalidade a busca coletiva, assim sua formacgao pode

envolver mecanismos complexos [54, 58, 59|, que ainda nao sao totalmente compreendidos.

Aqui abordaremos o problema de otimizagao de busca coletiva para um bando como
descrito acima, ou seja, constituido de um lider e de Seguidores. Discutiremos quando o
processo como um todo pode se beneficiar de estratégias de Lévy, e ainda manter a sua
integridade coletiva, evitando uma dispersao que possa fragmenta-lo. Para tal, mostrare-
mos que regras dinamicas extras precisam ser impostas, além daquelas usuais da propria
busca. Finalmente observamos que existem muitos casos nos quais a busca coletiva ocorre
com todos os elementos tendo exatamente o mesmo papel, ndao havendo lider [60, 61].
No entanto, também é comum o desenvolvimento de uma estrutura hierarquica, em que
o bando define um lider que orientard a busca [58]. Na verdade, um grande conjunto
de evidéncias empiricas para muitas espécies animais [62-64] mostram que individuos
isolados podem tomar decisoes por todo o bando (as vezes chamado de comportamento
“desp6tico”). Ainda mais interessante, experiéncias com um tipo particular de primata du-
rante o forrageamento [65] mostram o surgimento natural de uma relacao lider-seguidores.

Aprofundamos esta discussao no Capitulo 6.

Podemos finalmente resumir a organizacao da presente tese como se segue. No Capi-
tulo 2 apresentamos uma revisao completa, baseada nas referéncias [66, 67] dos conceitos
basicos necessarios para se desenvolver uma teoria de busca aleatéria. No Capitulo 3
discutimos a estruturagao bdsica (inédita na literatura) de uma descrigdo matematica
geral do problema. No Capitulo 4 estendemos o alcance dos resultados para ambientes
multi-dimensionais e abordamos diferentes aspectos da teoria desenvolvida. No Capitulo
5 simulamos um sistema que apresenta um limite deterministico simples de se obter (e
cuja motivacao empirica é a dinamica de forrageamento de primatas). Nossa construgao
formal dos Capitulos anteriores é entao testada neste caso. No Capitulo 6 discutimos a
busca coletiva, considerando diferentes modelos de vinculo ao bando e determinando exa-
tamente aqueles que possibilitam otimiza¢ao do processo via estratégias de Lévy, mas nao
levando a fragmentagao do grupo. Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos consideragoes
gerais finais e listamos possiveis continuacoes para os trabalhos aqui desenvolvidos. A
notagao e os simbolos mateméaticos usados neste trabalho estao descritos na pagina xix.
Apresentamos um breve glossario na pagina 158 e a lista de siglas na pagina xvi. Na

pagina WEB [68] disponibilizamos videos ilustrativos de simulagdes computacionais.



Capitulo

Conceltos Basicos em Busca Aleatoria

2.1 Fundamentacao Teodrica

Neste capitulo abordamos o problema da busca aleatéria generalizada [4-9] no con-
texto da teoria de processos estocasticos Markovianos [69] e, portanto, fundamentado na
teoria de probabilidades [70]. Nesta secao apresentamos os conceitos bésicos da teoria
de probabilidades (baseada na se¢ao 8.2.1 de [71]) e processos estocésticos, desenvolvi-
dos ao longo do século XX. Comecamos definindo os processos estocasticos e seguimos
demonstrando um dos principais teoremas da teoria de probabilidades, conhecido como
teorema do limite central (TLC) e algumas das suas generaliza¢oes mais importantes [72].
Na sequéncia apresentamos, de forma geral, as distribui¢oes notaveis, Binomial, de Pois-
son, Johann Carl Friedrich Gaussiana e distribuicao de Lévy, que estao certamente entre
as distribuicoes mais frequentemente observadas na natureza. Munidos destas informa-
goes preliminares, passamos a teoria de caminhadas aleatérias A. A. Markovianas [73] e
suas aplicagoes em algumas dreas do conhecimento como Fisica [74-76], Economia [77] e
Biologia [19, 22, 33].

2.1.1 Probabilidade

Embora as ideias sobre probabilidade sejam muito antigas, o desenvolvimento da
teoria da probabilidade como disciplina cientifica, comecou realmente em 1654, quando
B. Pascal (1623-1662) e P. de Fermat (1601-1665) analisaram jogos simples de acaso
em uma correspondencia publicada pela primeira vez em 1679. Nesse meio tempo, o
conceitos basicos da teoria da probabilidade foram claramente definidos e utilizados por

C. Huygens (1629-1695) em seu tratado “De Ratiociniis em AleaLudo” publicado em 1657.
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No inicio do século XVIII, J. Bernoulli (1654-1705) provou a lei dos grandes nimeros,
ao passo que A. de Moivre (1667-1754) estabeleceu uma primeira versao do teorema do
limite central. No inicio do século XIX, contribui¢coes importantes, essencialmente sobre
teoremas de limite, foram feitas por P. S. M. de Laplace (1749-1827), J. C. F. Gauss
(1777-1855) e S. D. Poisson (1781-1840). Estes resultados foram estendidos no final do
século XIX e inicio do século XX por P. L. Chebyshev (1821-1894), A. A. Markov (1856-
1922) e A. M. Lyapunov (1857-1918). A axiomatizacdo da teoria comegou com as obras
de F. Bernstein (1878-1956), R. von Mises (1883-1953) e E. Borel (1871-1956), mas a
formulacao com base na nogao de medida, que tornou-se geralmente aceita, foi dada por

A. N. Kolmogorov (1903-1987) em 1933.

De acordo com A. N. Kolmogorov [78], um espago de probabilidade é uma tripla
ordenada ( ,A, P), onde ¢é o espago amostral ou espago de eventos elementares, A é o

conjunto de todos os eventos ( o-algebra ) e P é a medida de probabilidade definida em

A.

Definicao 2.1.1. O complementar do evento B, denotado por B¢, é o evento que ocorre

quando B nao ocorre, ou seja,
B¢ = {z € |v¢ B}

Definigao 2.1.2 (o-élgebra). Uma classe de todos os subconjuntos de , representada

por A, é denominada uma o-algebra se satisfaz as seguintes propriedades:

1. €A

2. Se B € A, entao B¢ € A;

3. Se B; € A, i > 1, entao UBi € A,
i=1
Exemplo 2.1. Considere o espago amostral = {1,2,3}.
(a) O conjunto A; = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} é uma o-dlgebra
de

(b) O conjunto Ay = {0, {1},{1,3},{2,3},{1,2,3}} ndo é uma o-algebra pois {1, 3}° =
{2} §é As.
(c) O conjunto Az = {0, {3}, {1,2},{1,2,3}} é uma o—4&lgebra de

Defini¢ao 2.1.3 (Defini¢ao axiomatica de probabilidade). Uma fungao P, definida na
o-élgebra A de subconjuntos de e com valores em [0, 1], é uma probabilidade se satisfaz

os Aziomas de Kolmogorov:
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2. Para todo subconjunto B € A, P(B) > 0;

3. Para toda sequéncia Bi, Bo, ... € A, mutuamente exclusivos, temos
o0 o0
P <U Bi> =) P(B
i=1 i=1

Com os axiomas de Kolmogorov pode-se demonstrar com rigor matematico, diversas

propriedades de probabilidade apresentadas a seguir.

2.1.2 Principais Propriedades da Teoria de Probabilidades

Apresentaremos nesta secao algumas das propriedades de probabilidade que decorrem

diretamente ou quase diretamente dos axiomas da definicao 2.1.3.

Considere os eventos B, B; e C'em ( , A, P).

1. Denotando por () o evento impossivel, temos que P(()) = 0;

2. B¢ é o complementar do evento B, entdao P(B¢) =1 — P(B);

3. Sejam B e C' dois eventos de , P(C') = P(C'N B) + P(C N B°);

4. Sejam B e C dois eventos de  tais que B C C, tem-se que P(B) < P(C);

5. Regra da adigao de probabilidades P(BUC) = P(B) + P(C) — P(BN(C);

6. Para quaisquer Bi, B>, ... tem-se, P <U B> < Z P(B

=1
Defini¢ao 2.1.4 (Fungao frequéncia). Considere um espago amostral —com N eventos
simples. Seja A o evento de  composto de n eventos simples. A frequéncia de A, que
denotaremos por f(A), é definida por

A = +
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2.1.3 Probabilidade Condicional

Definicao 2.1.5 (Probabilidade condicional). Considere os eventos B e C' em ( , A, P).
Sendo P(C') > 0, a probabilidade condicional de B dado que ocorreu C; é dada por

P(BNC)

P(BIC) = =g

(2.1)

caso P(C') = 0, definimos P(B|C) = P(B).

Propriedades 2.1.1 (Regra do produto de probabilidades). Para os eventos By, Ba, ..., B,

em ( , A, P), com P <ﬂ B,») > 0, a regra do produto de probabilidades, ¢ dada por

i=1

P(BiNBs...NB,) = P(B))P(Bs|By)...P(By|BiNBy...N By_1).  (2.2)

Definigao 2.1.6 (Partigao). Os eventos Aj, As, ..., A, formam uma particao do espago

amostral — se:

1A £0,i=1,2,...n

2. AinA; =0, para i # j; (A; e A; mutuamente exclusivos)

s (-
=1

Teorema 2.1.1 (Lei da probabilidade total). Suponha que os eventos Cy, Cs, ..., C, em
( , A, P) formam uma particio de e todos tem probabilidade positiva, entao, para

qualquer evento B temos

ZP P(B|C)). (2.3)

Prova: Observe que P(C;)P(B|C;) = P(BNC;), pela regra do produto de probabilidades.

Também, para i = 1,2,...,n os eventos BNC; sao disjuntos. Entao Z P(Cy)P(B|C;) =

=1
ZPBm(J — P Bm([)@)
=1

i s é
Teorema 2.1.2 (Teorema de Bayes). Suponha que os eventos Cy, Cs, ..., Cpem (| A, P)

U(Bﬂci)

i=1

B) uma vez que a uniao dos

formam uma particao de e todos tem probabilidade positiva. Seja B um evento qualquer
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com P(B) > 0. Entao, para todo j = 1,2,...,n, temos
P(B|C;)P(C5)

Z P(B|C;)P(C;)

P(Cy]B) = (2.4)

Prova: A demonstragao é imediata aplicando 2.3 em 2.1.

Encerramos esta secao definindo o conceito de independéncia de dois eventos B e C':

a ocorréncia do evento C' nao altera a probabilidade atribuida ao evento B.

Defini¢ao 2.1.7 (Independéncia). Os eventos B e C' em ( ,.A, P) sdo independentes se
P(B|C) = P(B), (2.5)

e decorre de (2.1) que

P(BNC) = P(B)P(C). (2.6)

2.2 Variaveis Aleatorias

Definigao 2.2.1 (Varidveis aleatérias (VA)). Considere ( , A, P), chamamos de varidvel

aleatoria qualquer funcao z: — R tal que
1) = {we |z(w) e} e A, (2.7)

para todo intervalo I € R. Em outras palavras, £ é VA se sua imagem inversa para

intervalos I € R pertence a o-algebra A.

As VAs que assumem valores em conjuntos enumeraveis sao denominadas VAs dis-
cretas e aquelas que assumem valores em um intervalo da reta real sao denominadas VAs

continuas.
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2.2.1 Distribuicao de Probabilidade de VAs

Funcgao Distribuicao de VAs Continuas

Definicao 2.2.2 (Fungao distribuigao de probabilidade (FD)). Seja ¢ uma VA continua
em ( , A, P), sua fungao de distribui¢ao é definida por

Fi(z) = P(2 € (—o0,z]) = Pz <x), comuz€R. (2.8)

Uma FD de uma VA continua x em ( , A, P) obedece as seguintes propriedades:

1. lim F(z)=0e¢ lim F(z) =1;

T—r—00 T—r00

2. F é continua a direita, ou seja, lim F(z) = F(a);
z—at

3. F é nao decrescente, isto é, F(z) < F(y) sempre que x <y, Vz,y € R.

Densidade de VAs Discretas

Defini¢ao 2.2.3 (Funcao massa de probabilidade (FMP)). Seja £ uma VA com valores

inteiros x1, s, ... parat =1,2,... temos

Pz =ux;) = Plwe |z(w)=ux]. (2.9)

A FMP de uma VA z em ( , A, P) satisfaz:
I.OS P(z;) <1, Vi=1,2,...;

2. ) P(x;) = 1.

Com a soma percorrendo todos os possiveis valores assumidos por .

2.2.2 Densidade de Probabilidade de VAs

Definicao 2.2.4 (Funcao Densidade de probabilidade (FDP)). A FDP de uma VA con-

tinua, z, é uma funcao fz(z) > 0, tal que

/00 fi(x)de = 1. (2.10)
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A probabilidade de uma VA 2 pertencer a um intervalo (a, b] é dada por P(a < 2 <b) =

fab fa(x)dz, ou seja, é obtida através da integral da FDP neste intervalo. Assim,
b
Pla<i<b) — / fu(@)dz = F(b) — Fla). (2.11)

Definigao 2.2.5 (Fungao caracteristica). A funcao caracteristica de uma VA continua,

z, é a transformada de Fourier da FDP de z, ou seja

p(s) = F{fi(x)} (2.12)

2.2.3 Esperanca, Variancia e Momentos

Defini¢ao 2.2.6 (Esperanca de VAs discretas). A esperanca matemdtica (ou valor espe-
rado) de uma VA discreta & que assume os valores x;, com as respectivas probabilidades

Plz = z;], para i =1,2,... é dada por
E(#) = (&) = > aP(i=u1). (2.13)
i=1

Defini¢ao 2.2.7 (Esperanca de VAs continuas). A esperanca matemdtica de uma VA

continua , com densidade de probabilidade f(x) é dada por

E(z) = /_00 xfi(z)de. (2.14)

o0

Se as esperancas das VAs x e y existem, entao existe a esperanca de & + y e, se ¢ é

uma constante, tem-se

E(z+y) = E(@)+E(y),
E(ct) = cE(#). (2.15)

Definigao 2.2.8 (Variancia, 0?()). A varidncia de uma VA &, denotada por () ou
por Var(z), é definida por
o?(1) = E(z — E(2))> (2.16)

Pelas propriedades (2.15) podemos reescrever a equagao (2.16) por

o(i) = E(#?) — (E@)). (2.17)
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Definicao 2.2.9 (Desvio padrao, o(z)). O desvio padrao de uma VA z é a raiz quadrada

da variancia, denotada por o(z).

Definigao 2.2.10 (Momento de ordem k, my(¥)). A esperanca de ¥ é denominada

momento de ordem k da VA x para k=1,2,3,...

Para uma VA discreta  temos

me(2) = B(#F) = meP(%:xi). (2.18)

Para uma VA continua & com densidade de probabilidade f(x), temos

me(3) = B(#) = /_ () e (2.19)

o0

Vimos, nas definigoes 2.2.2 e 2.2.3 que a toda VA estd associada sua distribuicao de proba-

bilidade. Vamos associar a  uma outra fun¢ao, chamada funcao geradora de momentos.

Defini¢ao 2.2.11 (Funcao geradora de momentos, M;(s)). A fun¢do geradora de mo-

mentos da VA z, denotada por M;(s), é definida por
My(s) = E(e), (2.20)

para todo s € (—00,00), em que a esperanga seja finita.

Para VAs discretas, a fungao geradora de momentos se escreve da seguinte maneira:
[ee]

Mi(s) = > ™ P(i = ). (2.21)
i=1

Para VAs continuas, a funcao geradora de momentos esta totalmente determinada pela

transformada de Laplace da FDP avaliada em x = —s, ou seja L{f(z)}, assim
My(s) = L{f(—s)} = / ¢ f(2)da. (2.22)

Os momentos sao caracteristicas importantes de distribuicoes de probabilidades e de
acordo com o teorema de Hausdorff (F. Hausdorff, [79]) uma funcao de distribuicao pode
ser caracterizada por seus momentos. Um contraexemplo apresentado por C. C. Heyd é
a distribuicdo Log-Normal, [70]. Felizmente distribuigdes importantes em aplicagoes estao
cobertas pelo teorema de Hausdorff assim, para os propdsitos mais comuns, o conheci-

mento dos momentos, quando eles existem, equivale ao conhecimento da distribuicao de
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probabilidade, no sentido de que eles revelam todas as propriedades da distribuigao. Os
momentos de uma VA podem ser determinados pelos coeficientes da série de MacLaurin

da funcao geradora de momentos.

2.3 Variaveis Aleatorias Multidimensionais

Definicao 2.3.1 (Funcao de densidade de probabilidade conjunta). Uma funcao f; 4(x,y),
nao negativa, definida para as VAs {z,y: x,y € Re — —oo < x,y < 0o}, satisfazendo
a condicao

/ feg(z,y)dody = 1,

¢ denominada uma funcao de densidade de probabilidade da VA bidimensional continua

(2,9) se para todo subconjunto B de pontos do R? tivermos

P[(z,y) € B] = //Bfi,@(x,y)dxdy. (2.23)

Defini¢ao 2.3.2 (Funcdo massa de probabilidade conjunta). A fungao de massa do par

de VAs discretas (z,y) é dada por

Figlw,y) = P@<zg<y) = > Y Pli=mz,7=1y) (2.24)

L <w Jiy; <y

Defini¢ao 2.3.3 (Funcao de distribui¢ao conjunta). A funcao de distribuigao do par de

VAs continuas (z,y), que serd denotada por F; ;(z,y), é dada por

Ty
Fis(r,y) = Pe<z,y<y) = / / fip(uw, v)dudv. (2.25)

Definigao 2.3.4 (Funcao massa de probabilidade marginal). Seja (z,y) VA bidimensional

discreta, a funcao massa de probabilidade de x é obtida calculando-se para i =1,2,...,n
Fy(r,y) = P(e=a.,9) = Y Pli=w.§=y). (2.26)
j=1

Definigao 2.3.5 (Funcao de distribuicao de probabilidade marginal). Seja (z,7) VA bidi-
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mensional continua, a funcao de distribuicao de probabilidade de x é obtida calculando-se
o o y
Fiey) = Pli=aii) = [ foslosi)dy (227

e a FD marginal de y é obtida de modo analogo. Para j =1,2,...m

Fy(z,y) = P(&,j=y;) = Y P(i=umx,5=y), (2.28)
i=1
Fy(xz,y) = P(z,y=y,;) = / fap(z,y;)dx. (2.29)
Definigao 2.3.6 (Independéncia de VAs multidimensionais). As VAs discretas x1, Zo, . .., T
sao ditas independentes se para todos os valores 1, o, ..., z, tivermos

P([i’l = ZL’l,JOZQ = X9, ... ,[)ci’n = ZL‘n) = P([%l = [L’l)P(i‘g = 1'2) te P([i’n = In). (230)
Definicao 2.3.7. Para VAs continuas temos que

feg(w,y) = fa(@)fy(y). (2.31)

Definigao 2.3.8. As VAs z e g, com funcao de distribuigao Fj; ;(z,y), sdo independentes

se, e somente se,

Fig(z,y) = Fi(x)Fy(y), (2.32)
onde Fj(z) e Fy(y) sao as funcoes marginais de z e de .

Definigao 2.3.9. Se as VAs z e g, sao independentes, tem-se

E(zy) = E(z)E(y). (2.33)
Definicao 2.3.10. Sejam 1, Zs,...,T, VAs independentes cujas funcoes geradoras de
momentos sao denotadas por ¢;,, para i = 1,2,...,n. A funcao geradora de momentos

de 1 + 25 + ... + x,, que designaremos por My, 14,4+ 14, (s) satisfaz, para todo s:

M taot.tan(8) = Mz, (5)Miy(s) -+ M, (s). (2.34)

2.3.1 Probabilidade Condicional Multidimensional

Uma definicao formal de probabilidade condicional é necessaria a fim de permitir

definir e classificar os processos estocasticos neste trabalho. Vamos usar a notacao de
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Risken [76].
Se considerarmos somente as realizagoes de r variaveis aleatérias gy, . . . , 9., onde as 1l-
timas r—1 variaveis aleatorias assumem os valores fixos 95 = xs, ..., ¥, = x,, obtemos uma

certa densidade de probabilidade para a primeira VA chamada densidade de probabilidade
condicional, escrita como P(z1|xs,...,z,). A probabilidade W, (z,...,z,)dx; ...dz,, da
VA y; (i = 1,...,7) estar no intervalo z; < ¢; < x;+dz; é a probabilidade P(x1|xs, ...z, )dx;

da primeira variavel estar no intervalo x; < y; < 1 + dx; e das outras variaveis assumi-

rem valores y; = x; (i = 2,...,r) vezes a probabilidade W,._i(xs,...,x,)dxs...dx, das
ultimas r — 1 varidveis estarem no intervalo z; < ¢; < x; + dx;(i = 2,...,r), ou seja,
Wiz, ...,x,) = P(x1|xe, ... 2)Weiq(xa,. .., x,). (2.35)

Como W,_; segue de W, (detalhes em [76], segao 2.3.2 pagina 30) podemos expressar

a densidade de probabilidade condicional em termos de W,

Wiz, ..., x,
P($1|[E2,...$r) = Wi(;Q x))’
Plailws,..ay) = el ) (2.36)

J Wiz, ..o 2 )dey

2.4 Processos Estocasticos

Em teoria de probabilidade, um processo estocdstico (ou processo aleatério) é a con-
trapartida de um processo deterministico. Fixada uma condicao inicial, o sistema podera
evoluir por intimeros caminhos. Todos os caminhos sao possiveis, (dadas certas restri¢oes
inerentes ao sistema) mas alguns podem ser mais provaveis que outros. Esta indeter-
minagao ¢ introduzida pelas distribuicoes de probabilidade que governam a evolugao do

processo. Um processo estocdstico (definigao extraida de [80]) define-se como segue.

Definicao 2.4.1. Um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatorias
{X(t,x):teT,ze },

definidas em um espago de probabilidade, indexado por um parametro ¢, onde ¢ varia
no conjunto 7' e x é uma variavel aleatoria, ou seja, é uma funcao definida num espaco

amostral

Para um ¢ = t0 fixo, X (t9,x) = Xjo(z) é uma varidvel aleatéria denotada por z;, ja

que x varia no espago amostral . Por outro lado, fixando x = g, X (¢; x¢) = X, (t) é uma
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funcao que s6 depende de t, e é chamada de uma realizacao do processo. é claro que se ¢
e x sao fixos, X (¢, ) é um numero real. Para facilitar a notacao, X (¢) sera usado daqui
por diante para denotar um processo estocastico. O conjunto T é chamado de espaco
de parametro. Os valores assumidos por X (¢) sao chamados de estados, e o conjunto de
todos os possiveis estados ¢ chamado de espago de estados do processo estocastico e é
denotado por E. Se o conjunto T é discreto, entao o processo estocastico é dito ser de
tempo discreto, nesse caso ele também pode ser chamado de uma sequéncia aleatéria. Se
T é continuo, entao o processo é dito ser de tempo continuo. Se E é discreto, entao o
processo ¢é dito ser um processo de estados discretos, e pode ser chamado também de uma

cadeia. Se E é continuo, entao o processo ¢é dito ser de espago continuo.

2.4.1 Classificacao dos Processos Estocasticos

Podemos definir a densidade de probabilidade condicional de uma VA ¢ no instante ¢,
com a condi¢ao da VA no instante t,,_; < t,, assumir o valor x,,_1, no instante t,,_o < t,,_1
assumir o valor z,_», e assim sucessivamente, até finalmente no instante t; < t, assumir

o valor z; tal que

P(xna tn|xn717 bn1,---,21, tl) = <6(xn - ﬂ(tn)» |?3(tn71)=2n71,m,??(tl):?ﬂl7
(tn, >th—1 > ...>11). (2.37)

De acordo com a equagao (2.36) podemos expressar a densidade de probabilidade

condicional em termos de W,

Wn(Ina tn; IR ) tl)
anl(xn717 tn717 ceey X, t1>,
Wn(xny tn7 <oy 21, tl)
S Wi (@, tn, ... 21, t)day,

P(a:n,tn]a:n,l,tn,l,...,:L‘l,tl) =

P('r'rw tn|$n717 tnfh <oy 21, tl)

(2.38)

Classificamos assim os processos estocasticos descritos pela VA y segundo M. C. Wang
e G. E. Uhlenbeck [69] como segue:

e Processo Puramente Aleatério: chamamos um processo de puramente aleatério,
se a densidade de probabilidade condicional P,(n > 2 arbitrario) ndo depender dos

valores z; = y(t;)(¢ < n) da VA nos instantes prévios t; < t,.

P(In,tn|In_1,tn_1,...,l‘l,tl) = P(l‘n,tn) (239)
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e Processo Markoviano: para um processo Markoviano, a densidade de probabili-
dade condicional depende apenas do valor da VA 7(t,_1) = x,_1 no dltimo instante

e nao depende de y(t, o) = z,_o e demais valores.

P(xﬂn tn|xn—17 tn—h ceey X1, tl) - P(x’ru tn|xn—17 tn—l)- (240)

e Processo Geral: o processo é dito geral quando a densidade de probabilidade

condicional depende dos valores da VA nos dois tltimos ou mais instantes.

2.4.2 Processo de Lévy

Na teoria da probabilidade, um processo de Lévy é qualquer processo estocastico de

tempo continuo que comeca em zero e possui incrementos independentes e estaciondrios®.

Definicao 2.4.2. Um processo estocéstico { X (t,z) : ¢t € T,z € } ¢é dito ser um

processo de Lévy se,

2. Incrementos independentes: para qualquer 0 < ¢t < ty < --- < t, < 00, Ty, —
Tty Tpy — Ttyy .., Ty, — Ty, _, s@0 independentes;

3. Incrementos estacionarios: para qualquer s < t, x; — xs € igual em distribuicao a

Ti—s -

Usamos a notagao da definicio 2.4.1 de forma que z;, = X(t = ty,x) é uma varidvel

aleatoria.

2.4.3 Processo Estocastico Composto

Um processo composto é um processo estocastico de tempo continuo com saltos. Os

saltos acontecem aleatoriamente, por algum processo, e o tamanho dos saltos também ¢é

[N

aleatorio com uma distribuicao de probabilidade especificada. Um processo composto

um processo { y(t) : t > 0} dado por

i=1

LA expressao incrementos independentes e estaciondrios para uma varidvel aleatéria é andloga a ex-
pressao independentes e identicamente distribuidos para varidveis aleatérias.
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onde { N(t) : t > 0} é um processo estocdstico arbitrario e {#; : i > 1} sdo varidveis
aleatorias independentes, identicamente distribuidas e com fungao de densidade f;(z),

que sao também independentes de { N(t) : ¢ > 0}.

Usando esperanca condicional [E,(y) = Ex(E(j|N ))], o valor esperado do processo

pode ser calculado como segue

() = (N(D) (@), (2.41)

onde usamos E(§(t)|N(t)) = ng) (#;) = N(t)(&) para obter a segunda linha.

Fazendo uso similar da lei da variancia total [Var,(y) = En(Var(y|N))+Vary (£ (5| N))],

a variancia do processo composto pode ser obtida como

Var(j(t)) = En(Var(§(t)|N (1)) ) + Vary( E@(0)|N (1))
Var(§(t)) = Ex(N(t) Var(#)) + Varx(N (1) (&) )
Var(§(t)) = Var(&) (N (£)) + () Var(N (2)). (2.42)

onde usamos Var(y ( )\N( ) = Zﬁ(t) Var(#;) = N(t) Var(#) e mais uma vez usamos

E(j(t)|N(t)) = S D () =
termo Vary (N (t)(z)) = >, ( (x

mos termo a termo como segue

N(t)(&) para obter a segunda linha. Para desenvolver o
) —

(N >( >> I (N;) expandimos o polindmio e soma-

Vars(N(0)#) = 3 (M) = ()40)) (%)
- Z (@22 = 2Ni(@)2 (9) + (2)2(02] £V

(o Z N2y (N) = 2022 (N) 3 Nefiy (N + (V)@ 3 Fu(N

As equagdes (2.41) e (2.42) fornecem o valor esperado e a variancia do processo esto-

céstico se conhecermos valor esperado e a variancia de z e N(t)
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2.5 Alguns Processos Estocasticos em Fisica

2.5.1 FEinstein e o Movimento Browniano

Em 1905, Albert Einstein publicou seu artigo seminal sobre movimento Browniano, no
qual estudou a difusao de uma particula cuja trajetéria é governada pelas colisoes com as
moléculas de um fluido, figura 2.1. O foco do trabalho era determinar uma expressao para
o movimento das moléculas do fluido que servisse para calcular o nimero de Avogadro.
A expressao determinada por Finstein foi D = (RT/N4)(1/6r), onde R é a constante dos
gases, T' é a temperatura, N4 é o nimero de Avogadro, e r é o raio da molécula. Medindo
D e conhecendo os outros parametros, calcula-se N4. Podemos reescrever a equacao de

forma mais geral

D = uKgT, (2.43)

onde Kp é a constante de Boltzmann e u = uq/F é a mobilidade definida como a veloci-
dade de deriva p4 induzida por uma dada forga F. A lei de forga para o problema tratado
por Einstein é mv = F — av, onde a é um coeficiente de atrito. A equacao diferencial

, . -7 . . N . ’ 2
estocéastica unidimensional associada a lei de forca é % = DgTé’ ou de forma geral

- = DV?p, (2.44)

D = — (2.45)

onde 02 é a variancia da distribuicao de deslocamentos da particula, 7 o tempo decorrido
entre duas colisoes. A conexao entre (2.43) e (2.45) pode ser estabelecida considerando-se
um processo estocéstico de Bernoulli unidimensional (se¢ao 2.10.2) com a probabilidade
da particula espalhar para direita apds a colisdo ser P(z = +a) = ¢ e para esquerda ser

P(z = —a) = p =1 — q, definindo-se ainda velocidade de deriva como

v = (&)/T = alg—p)/T (2.46)

Do modelo acima, usando a equagao (2.45) com o2 = (2?) — (x)? obtemos

2 2
p = “P% (2.47)
T
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Figura 2.1: Difusao de uma particula cuja trajetéria é governada pelas colisdes com as
moléculas de ar da atmosfera.

a
Assumindo agora os desvios proporcionais a forca F', temos ¢ — p = Ve TF, (neste
B

ponto ainda nao é possivel estabelecer Kp como a constante de Boltzmann e T como

temperatura), e entao
F vir
v o= D+ —|. 2.48
ot (P+'7) 29

Supondo finalmente que D e v sao constantes no limite 7 — 0, podemos escrever

N o —— 2.49
v e (2.49)

e entdao definindo a mobilidade como u = v/F, encontramos a relagdo de Finstein esta-

belecida em (2.43).

2.5.2 Teoria de Langevin

Trés anos apds a publicagao do artigo de Finstein, [74] seguiu-se o desenvolvimento
da teoria do movimento Browniano com Langevin. Este publicou um trabalho [75] enfa-
tizando que a particula descrita no modelo de Finstein nao experimentava deslocamentos
independentes. A particula tende a preservar uma componente do momento apds as coli-
soes com as moléculas do ar devido a sua inércia. Visando introduzir o efeito das colisoes

aleatorias, escreveu a lei de forca para a particula como

mv = F —av+ml(t), (2.50)



2.5.  Alguns Processos Estocasticos em Fisica

21

onde « é um coeficiente de atrito e I'(¢) um ruido Browniano —ruido branco— que satisfaz

r@) = 0o,
(LOrE) = q¢ot—1).

(2.51)

A equagao acima é comparavel a uma versao continua de caminhada aleatéria com passos

independentes e identicamente distribuidoss (IIDs) e ¢ é equivalente a 2D, configurando

um processo de Ornstein-Uhlenbeck para a velocidade. Na equagao (2.50) o termo asso-

ciado ao ruido nao é multiplicado por v entao a equacao reduz-se a equacao diferencial

estocastica de Wiener-Ito quando F' = 0, ou seja, dv = —yvdt + /D, dz, onde v = a/m.

A equagao de Fokker-Planck equivalente para a FDP p(v,t) (densidade da velocidade) é

dp 8,01} PP
o o ov?’

a densidade que satisfaz a equacao acima é

v—70 2
eXp (_ (20'11((:))3 >

270, (t)?

pv,t) =

)

onde 9(t) = vgexp(—7t) e ,(t)? = Dy(1 — exp(27t)) /7.

No estado estacionério (¢t — 0o) temos v = 0 e 02 = D, /7, entao

oo0) = 2 e (<22
v,00) = 4/ —/—=—exp|—
P\, T -Dv p Dy )

que comparando com a distribuicao de Mazxwell

\[ KpT ( 2KBT>

leva-nos a
mv? v
2KpT 2D
ou finalmente
KgT
DU = S Utzermal

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)
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2.5.3 Equacao de Fokker-Planck

A maneira usual de obter a FDP de um processo estocastico é resolver a equacao de

Fokker-Planck associada. Para o caso unidimensional

0 o

I _ [_% PO+ L D(z)(:c)} ) (2.57)

ot 0x?

onde D@ (z) > 0 é o coeficiente de difusdo e DM (z) é o coeficiente de deriva. Estes

coeficientes também podem depender do tempo. Em N dimensoes temos

N

o _ | N9 o
ot [_;axiDi (r) + axiaijij (r)| . (2.58)

i,j=1

com Dgl) > 0 ¢ o vetor de deriva e Di(?j) ¢ o tensor de difusao.

A equacao de Fokker-Planck pode ser resolvida por varios métodos, tais como: mé-
todos de simulacao; transformacao da equacao de Fokker-Planck em uma equacgao de
Schrédinger; integragao numérica e solugoes analiticas para alguns potenciais. Para uma

revisao completa, consulte [76].

2.6 Processos Estocasticos em Biologia: Teoria de

Forrageamento

A teoria de forrageamento, “Foraging Theory”, ¢ um ramo da ecologia comportamental
que estuda as estratégias de busca de alimentos executada por animais em seus ambientes
nativos. A teoria considera o comportamento de busca com relacao ao custo-beneficio
obtido a partir de diferentes opcoes de procura, presumindo que as opgoes que maximi-
zam os beneficios —por exemplo, ganho energético decorrente da ingestao de alimento—
e minimizam os custos —por exemplo, desgaste energético devido a caminhada em busca
de alimento, que implica na reducao da reserva de gordura e perda de peso— favorecem o
animal e maximizam a funcao de avaliacao ou “fitness”,? num contexto de selecao natural.
Robert MacArthur e Eric Pianka (e em um trabalho independente de J. M. Emlen em
1966) propuseram pela primeira vez uma teoria de forrageamento 6timo. Existem hoje,

muitas versoes de forrageamento 6timo relevantes em situagoes distintas. Algumas sao:

2A funcdo de avaliacdo é o critério utilizado para decidir que espécies prosperam e sobrevivem no
contexto da selecao natural.
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e O modelo da dieta ideal, primeiramente testado por John Goss-Custard, que des-
creve o comportamento de um forrageador que encontra diferentes tipos de presas

e deve escolher qual atacar;

e Modelo de selecao de caminhos, descrevendo a dinamica de um forrageador cujas
presas estao concentradas em pequenos aglomerados com distancias consideraveis

entre eles;

e Modelo de ponto central, onde o forrageador precisa retornar a um local particular

a fim de consumir sua presa.

Existe uma grande quantidade de resultados experimentais disponiveis [14, 15] des-
crevendo a dinamica da busca de alimento realizada por animais. Trabalhos recentes
[4, 19, 22, 33] sugerem que a distribuigao de deslocamentos durante o forrageamento é
bem aproximada por distribuicoes de cauda longa “Long Tail Distribution”, nas quais a
probabilidade de percorrer grandes distancias, sem eventos de reorientacao, nao ¢ des-
prezivel. Esta verificagao empirica sugere a divergéncia do segundo momento da distri-
buicao de deslocamentos e qualifica as distribuicoes de Lévy como a escolha adequada
para ajustar estes resultados experimentais. Na secao 2.12.1 discutiremos um modelo de

forrageamento.

2.7 Algumas Distribuicoes Notaveis

No apéndice B detalhamos todas as distribuigoes relevantes para este trabalho, tam-
bém discutimos como obter o estimador de maxima verosimilhanca (EMV) e expressao
adequada para o gerador de nimeros aleatérios (GNA). Nesta secdo apresentaremos as
distribuicoes Binomial, de Poisson, Gaussiana e Lévy pois sao certamente as mais fre-
quentemente observadas na natureza, figura 2.2 de cada distribuicao. Nas secoes 2.8 e
2.9 veremos que o TLC e o teorema do limite central generalizado (TLCG) ajudam a en-
tender e justificar a onipresenca destas distribuicoes em matematica e em sistemas reais.
Como exemplo, considere repetidas tentativas independentes onde apenas dois resultados
podem ser alcancados. Este experimento convencionalmente chamado de tentativas de
Bernoulli (“Bernoulli Trials”) em homenagem a Jacob Bernoulli (1654-1705), conduz a
distribuicao Binomial - como mostraremos a seguir. Se o niimero de tentativas for elevado,
entao a probabilidade de k sucessos em n tentativas pode ser aproximada pela distribui-

¢ao de Poisson. A distribuicao Binomial e a distribuicao de Poisson aproximam-se da
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Figura 2.2:  (a) FDP Gaussiana fi(z) = - 127r exp [—% (%)Q] FDP Binomial,

A

fo(z) = (") p" (1 — p)"~". FDP Poisson, f;(z) = *5—. FDP Pareto, fi(x) = z7*" (va-
ridncia infinita). As distribui¢oes aqui mostradas, certamente sao as mais frequentemente
observadas na natureza. Note que as distribuicoes Gaussiana e binomial se sobrepoem
porque plotamos a Gaussiana com média y = np e variancia 0® = np(1 — p), que corres-
pondem a média e variancia da distribuicao Binomial. A distribuicao de Poisson aparece
com média e variancia A = np. (b) Gréfico da figura (a) na escala Log-Log. Parametros:

n=>50,p=0,3, A=np=15, u=np=150=/np(l —p) =3,24, zppin =l e a = 1.

distribuicao normal quando o niimero de tentativas é suficientemente grande. O mesmo é

o caso da distribuicao de Lévy, mas nos sistemas onde eventos raros sao nao despreziveis.

2.7.1 Distribuicao Binomazal

Considere um experimento booleano onde apenas dois resultados, sucesso e fracasso,
podem ser obtidos, respectivamente com probabilidades p e ¢, satisfazendo p + ¢ = 1.
Apdbs n tentativas é possivel obter sequéncias combinando fracassos e sucessos, em ordem
diversa. Como as tentativas sao independentes, a probabilidade de qualquer sequéncia
particular de k sucessos e (n — k) fracassos é o produto das probabilidades p*(1 — p)"~*.
Aqui usamos, ¢ = 1 — p e (n — k), respectivamente como a probabilidade e a quantidade
de fracassos. O numero de sequéncias equivalentes, (Z), multiplicada pela probabilidade

de se obter cada sequéncia, p*(1 — p)"~*, fornece a distribuicio de probabilidade de se

obter k sucessos com probabilidade p apds n tentativas, resultando em

filksn,p) = (Z) PP —=p) Tt (2.59)

Esta é a chamada distribuicao Binomial. Note que a distribui¢ao tem pico nas pro-

ximidades de np, que é uma quantidade importante na distribuicao Binomial. De fato,

2

a média da distribuicao é g = np e sua variancia é 0° = np(1 — p) fornecendo o desvio

padrao o = \/np(l — p). Mostramos o grafico da distribuigao na figura 2.2.
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2.7.2 Distribuicao de Poisson

A distribuicao de Poisson pode ser deduzida como um limite da distribuicao Binomial
(portanto, com n tendendo a infinito e p tendendo a 0, de modo que np = \ = constante)
ou derivada diretamente em diferentes processos reais. Como exemplo interessante, men-
cionamos o experimento onde queremos medir a probabilidade de detectar k fétons em
um detector, considerando um intervalo de tempo entre t e t 4+ dt. Encontramos entao
que

thet

filk;t) = o (keN) (2.60)

que ¢é a distribuigao de Poisson (ver figura 2.2). Uma caracteristica interessante da dis-

tribuicao de Poisson é o fato de possuir média A = np igual a sua variancia o? = np.

2.7.3 Distribuicao Gaussiana

Essa distribuicao aparece em diversos fenomenos na natureza, e em particular em pro-
cessos relacionados a difusao normal ou Browniana. A razao da presenca praticamente
universal da distribuicao Gaussiana se deve ao fato de emergir naturalmente como uma
distribui¢ao limite para processos aleatérios, como consequéncia do TLC (ver a segao
2.8.1). Sendo invariante por agregagao de varidveis aleatérias, a distribuigao Gaussiana é
estavel. O TLC explica assim porque distribui¢oes com segundo momento finito conver-
gem gradualmente para a distribuicao estavel Gaussiana. A distribuicao Gaussiana (ver

figura 2.2) é caracterizada por dois parametros: média u e o desvio padrao o. Uma VA

_% (93;“)2] (2.61)

que é usualmente tomada como a distribuicao Gaussiana padrao, quando a VA & tem

Gaussiana, T, possui a FDP abaixo

fz(xa 12 0) -

média nula e desvio padrao unitério (4 = 0 e 0 = 1). Embora os valores |z| < o da
parte central da distribuicao possuam maior probabilidade de ocorréncia, sao as caudas

das distribuicoes que fornecem informagoes relativas aos valores extremos.

2.7.4 Distribuicao de Lévy

Existem muitos processos na natureza que sao regidos por distribuicoes de Lévy, como

o ritmo cardiaco de individuos saudaveis ou a foto-condutividade em semicondutores amor-
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fos [77]. Para variaveis independentes e identicamente distribuidas e sob condigdes que se-
rao descritas na segao 2.9, podemos encarar a distribuicao de Lévy f;(r) = L(r; p, a, v, B)
como solucao da equagao de Bachelier? (2.81) que governa os processos Markovianos. Sua
funcao caracteristica pz(s) = £(s; u,a, o, B) ¢é

ius — als|® (1 — iB= tan (%oz)), sea#1

Is|

ins — als| (1 — Z'Bizlog|s]>, sea=1

Is| =

In £(s; p,a,, B) = . (2.62)

onde a > 0, u é real, —1 < B < 1 ¢ o terceiro cumulante —“skewness™ e 0 < a < 2
—“peakedness”. Estamos interessados na distribui¢ées de Lévy simétrica (B = 0) e com

média nula (= 0), reduzindo a equacao (2.62) a

£(s;a,a) = exp(—als|¥). (2.63)

Os casos especiais importantes da distribuigoes de Lévy surgem com o = 1,2

£(s;a,2) = exp(—als*) FDP Gaussiana generalizada (o = 2),

(2.64)
£(s;a,1) = exp(—als|) FDP Cauchy-Lorentz (a = 1).

A representacao no espaco ordinario é obtida via transformada inversa de Fourier da

equagao (2.62)

1

L(r;u,a,a,B) - (271_)5

/ ST L(s; s a, a, B) ds”. (2.65)

2.7.5 Expansoes da Distribuicao de Lévy para (r > 1) e (r < 1)

A fim de obter a distribuicao de Lévy em uma dimensao r = x, vamos substituir a
funcao caracteristica (2.63) em (2.65) e calcular a transformada inversa de Fourier no
limite z > 1. Como £(z;a,«) é simétrica (e par) podemos explorar a simetria usando a

transformada inversa de cossenos de Fourier, obtendo

L(z;a,a) = l/Oooexp(—aso‘) cos(sx) ds. (2.66)

T
Agora, integrando por partes, encontramos

L(z;a,a) = o Msa_l exp(—as®)ds, (2.67)

T Jo T

3discutiremos a equacdo de Bachelier na secio 2.9.1
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fazendo a mudanca de variavel z = sz, dz = xds

L(z;a,0) = aa / 271 sin(2) exp(_az ) dz, (2.68)
0

7T£E1+a Tre

tomando o limite x — oo

L(z;a,a) ~ ﬂ/ 21 sin(z) dz. (2.69)
0

ﬂ-xl—s—a

Finalmente, a solucao da integral é expressa em termos da fungao de Euler, I'(a) sin( %),

fornecendo o limite assintético (x> 1)

ao T'(ar) sin(7%)

ﬂ-xl—i-a

L(z;a,a) ~ (2.70)

Assim vemos que para valores grandes de z, a distribuicao de Lévy comporta-se como
lei de poténcia, com expoente 1+ «. Verificamos também que o segundo momento diverge

para processos com 0 < o < 2.

Para obter o comportamento da distribuicao de Lévy quando x < 1, considere a

equagao (2.66) com a expansao de Taylor para cos(sz)

L(z;a,a) = l/Ooexp(—aso‘) Z%d& (2.71)

T Jo n=0 (

usando a mudanca de varidvel z = as® e dz = aas® 'ds

L(z;a,a) = % 2/000 exp(—2) % (E>2n/a e (2.72)

o) (5

Estamos interessados apenas em avaliar esta equacao quando x < 1 e vamos portanto

desprezar termos de ordem superior a zero, logo

. I = (=)™ () 2n+1
L(ZL‘, a,a) ~ ; nzg (QTL)' O{aanl r o ) (273)
fornecendo (1
1 =
L(z;a,a) ~ - aELOé)’ (2.74)

ou seja, para x < 1 a distribuicao cresce a medida que av — 0.
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2.7.6 Distribuicao Lei: de Poténcia

Leis de poténcia podem ser definidas sobre variaveis continuas, governadas por nu-
meros reais, ou discretas, quando a variavel aleatoria assume apenas valores discretos,
normalmente inteiros positivos. Seja x uma varidavel aleatéria com distribuicao Lei de

Poténcia. Sua FDP, f;(z), é tal que fi(z)de = P(x < & < x + dz), entdo
fa(x) = Cx™. (FDP Lei de Poténcia) (2.75)

onde x é o valor observado e C é a constante de normalizacao. Claramente, esta densidade
diverge quando = — 0 e a equacao (2.75) nao pode ser valida para todos os valores x > 0 e
deve possuir algum truncamento inferior. Denotaremos este truncamento por x,,;,. Dado

a > 1, torna-se trivial obter a constante de normalizacao C'. Encontramos

a—1 T -

falz) = < > , (x € R), (FDP Pareto). (2.76)
Lmin Lmin

No caso discreto, x podemos tomar somente um conjunto discreto de valores. Neste

trabalho consideraremos somente os casos de valores inteiros com FDP da forma f;(z) =

P(x = z) = Cxz~®. Novamente esta distribui¢ao diverge em zero, entao devemos impor

um truncamento inferior x,,;,. Calculando a constante de normalizacao, obtemos

filz) = m (z €M), (FDP Zeta) (2.77)
onde .
C(O[, xmzn) - Z(n + l‘min)_aa
n=0

é a funcao Zeta generalizada. Em muitos casos é 1til considerar também a FD, denotada
por F;(x) e definida como Fj(x) = P(x > z), tanto no caso discreto quanto no continuo.

No caso continuo assume a forma

LTmin

Fi(z) = / )y = ( ‘ )_QH. (FD Pareto).

e no caso discreto
(FD Zeta)
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2.7.7 Distribuicao de Pareto Truncada

A distribuicao de Pareto truncada (neste trabalho também chamaremos de distribui-
gao de Pareto Mantegna-Stanley) corresponde a distribuigdo de Pareto, vista na segao
anterior, desprezando-se a cauda longa, x > b. A FDP segue da equagao (2.75), normali-

zada no intervalo [a, 0]

a 1

B e —— se, a < x <b,
falx) = a z (FDP Pareto Truncada) (2.78)

0 caso contrario.

Com « sempre positivo, pois @ < 0 fornece distribuicoes nao normalizaveis, inaceitaveis

no contexto da teoria de probabilidade.

Uma VA 2 com FDP dada pela equagao (2.78) possui a seguinte esperancga

a® 1 —p 1 gba

a®—b* a—1

(1) =

(2.79)

Neste ponto observamos que a esperanca da distribuicao de Pareto diverge para a =
1, mas isto nao ocorre aqui na distribuicao de Pareto truncada. A singularidade em
a = 1 foi removida e substituida por uma indeterminacao. Usando regra de L’Hopital,
vemos que (x) assume valores bem definidos em todos os pontos onde a distribui¢ao de
Pareto é singular. Nao poderia ser diferente, ja que toda distribuicao truncada deve exibir

esperanca bem definida.

A variancia de uma VA & com FDP dada pela equagao (2.78) é

. o ((ao‘ —0%) (b*a™ — a*b™) a (ba® — aba)2> | (2.80)

(@™ — bo)? a—2  (a—1)?

finita mesmo para a =1 ou o = 2.

2.8 Teorema do Limite Central

O TLC ¢ um alicerce da teoria de probabilidade e de fundamental importancia em
Mecanica Estatistica. Intuitivamente, este teorema garante que a soma de N varidveis
independentes, quando N — oo, tende a uma certa lei (a qual comporta-se como um
atrator no espago das distribui¢oes). Quando a distribuicao de varidveis independentes

tem variancia finita, o atrator para a soma serd a distribuigao Gaussiana [70] (ver uma
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demonstracao na secao 2.8.1). O TLC explica a frequente ocorréncia da distribuigao
normal na natureza. Sua primeira manifestacao em matematica foi devida a Abraham de
Abraham de Moivre em 1733, seguido independentemente por Pierre-Simon de Laplace
em 1774. A distribuigao foi redescoberta por Robert Adrian em 1808 e entao finalmente
por Carl Friedrich Gauss em sua famosa teoria de erros [81]. Um resultado central é
a distribuicao Binomial aproximar-se da distribuicao Gaussiana para N — oo, apds
ser apropriadamente centralizada e reescalonada (esta propriedade pode ser facilmente
verificada na figura 2.2). Isto pode ser considerado como a primeira manifestagao histérica
do TLC e é frequentemente referenciado como teorema de Moivre-Laplace. Uma breve

revisdo histérica sobre o tema pode ser vista em [82].

2.8.1 Demonstragcao Multidimensional do TLC

Nesta secao apresentamos uma demonstracao simples, apropriada ao contexto de ca-
minhada aleatoria, originalmente apresentada por Chris H. Rycroft e Martin Z. Bazant
[83]. E uma demonstracao multidimensional do TLC. Uma derivagao mais rigorosa pode

ser encontrada em [70].

Considere uma caminhada aleatéria com N passos de tamanho |r|, independentes
e identicamente distribuidos segundo fi(r), onde r é um vetor com métrica Euclidiana
em (-dimensoes (neste trabalho r; R e s, S denotam vetores em rA ) Desejamos avaliar
fa(R; N), que é a FDP associada a probabilidade de encontrar o caminhante na posigao

R apds N passos. Para deslocamentos 11D, a FDP de posigao final satisfaz a recursao

faR;N+1) = /ff(r)fR(R —r; N)drﬁ. (2.81)

Esta é a equagao de Bachelier ~homenagem ao matematico francés, Louis Jean-
Baptiste Alphonse Bachelier (1870-1946)—, onde 8 é a dimensao espacial (§ = 1 recupera
o caso unidimensional comumente visto em demonstragoes do TLC). A premissa chave é a
independéncia dos passos (independéncia condicional), a qual permite a probabilidade de
uma transicao de R — r para R no N-ésimo passo ser obtida pelo produto das probabilida-
des independentes, como indica (2.81). Note ainda que supomos a posi¢ao futura —indice
(N+1)- dependente apenas da posi¢ao atual —indice N— e nao de toda a trajetéria. Estas
duas propriedades sintetizadas pela expressao independéncia condicional sao as condigoes

necessarias e suficientes para caracterizar este sistema como um processo Markoviano.

Partindo da equacao (2.81) e sob o argumento de fz(R;N) variar em escalas muito

maiores que um r tipico, quando N — oo, expandimos fz(R —r; N) em série de Taylor
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para obter

faR:N+1) = /fr [ (R;N) — - Vfs(R;N) + —r-VVfﬁ(R;N)-r+... dr,

02P
feB;N+1) = frBR;N) — 0 + ZZ il 8R8]]V% + ...,
fa®;N+1) = fa(R;N) + <2—5>V2ff{(R; N) + .... (2.82)

O termo de primeira ordem anula-se sob o argumento isotrépico (o valor esperado de
f#(r) é zero, pois assumimos que r seja identicamente distribuido em todas as diregoes).
Assumimos ainda que os passos sao tomados em intervalos de tempo At e definimos o

tempo como t = NAt, obtendo

fa@®;N+1) = fg(R;N) (%)
At  2B8At

Vfa(R;N) + (2.83)

Com N — oo, a distribui¢ao limite pg (R;?), definida por fg(R;N) = pg(R; NAt?),
satisfaz a equacao de difusao

Opa(R; 1)

— 2. .

com D = (r?) /28At. Como a caminhada comega na origem, a condigao inicial é pg (R;0) =
d(R). Para resolver esta equacao diferencial parcial, vamos tomar a transformada de Fou-

rier, definida por

ps(Sit) = / ¢S pg(R;1) dR”, (2.85)
pa(Rit) = 6 s(S:t) dsP. (2.86)
No espaco de Fourier a equagao diferencial parcial original apresenta-se como a equa-
cao Ops
pe(S;t
0130 pisipg(s:. (287)
cuja solucao é
ps(Sit) = exp(—DISPt)pg(S;0) = e IS, (2.88)

Tomando a transformada de Fourier inversa temos

exp(—|R[?/4Dt)
(4xDt)B/2

pr(R;t) = (2.89)
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para termos correspondéncia com o problema discreto com N — oo, escrevemos

| _ en(=BRE/2() )

a(Ry N
i (27 (2) N/)P/2

(2.90)

Este é o limite de fg(R;N) para valores elevados de N, numa caminhada isotrépica
em [ dimensoes. A FDP para a posicao tende para uma distribuicao Gaussiana (ou distri-
buigao normal) cuja largura depende apenas da variancia dos deslocamentos individuais
—variancia de fi(r). A derivagdo prevé o mesmo limite assintético para qualquer FDP

bastando que (7%) exista.

Para caminhadas isotrépicas, podemos facilmente calcular a FDP da distancia |R| a

partir da origem multiplicando (2.90) pela area da casca hiperesférica definida por |R)|
fa(IREN) = 75/RIP £ (R N, (2.91)

onde B é a area da hipersuperficie da hiperesfera unitaria em § dimensoes (y; = 1,7, =
27,3 = 4, ...). Isto conclui a demonstracao. Na se¢ao seguinte mostramos as proprie-

dades de difusao dos processos que satisfazem (ou nao) o TLC.

2.8.2 Difusao Normal e Superdifusao

Como o TLC demonstrado na segao 2.8.1 sugere, as propriedades estatisticas da ca-
minhada aleatoria tendem para uma distribuicao universal apés um ntmero elevado de
passos. No caso da FDP da posicao final fz(R;N), o resultado para caminhadas isotré-
picas constitui-se em uma generalizacao do TLC para soma de variaveis independentes
e identicamente distribuidas. Desde que o segundo momento (r?) exista para a distri-
buigao de deslocamentos, f;(r), a forma assintética de fg(R; N) serd dada pela equacao
(2.90). Como consequéncia do TLC a variancia da posigao ]O%N, apés N > 1 passos, ¢

proporcional a variancia dos deslocamentos r
Var([Ry|) = N Var(|f|), (2.92)

valido para deslocamentos independentes e identicamente distribuidos. Este resultado

caracteriza a chamada difusao normal

(Ry|) « V2N « N2 (2.93)
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Figura 2.3: Processos onde (|Ry|) o NY com v = 1/2 evoluem com difusio normal e
satisfazem o TLC. Com v # 1/2 diz-se que o processo possui difusdo anomala, sendo
que v < 1/2 caracteriza subdifusdo e v > 1/2 caracteriza superdifusdo. (a) Trajetéria
de um caminhante Browniano que se move com distribuigao de deslocamentos fi(r) ~
exp(—|r|) —variancia finita— em uma caminhada isotrépica ilustrando a difusdo normal.
(b) Trajetéria de um caminhante andémalo que se move com distribui¢ao de deslocamentos
fi(r) ~ |r|~? —variancia infinita- em uma caminhada isotrépica ilustrando a superdifusao.
Em ambos os casos a caminhada consiste de 2000 passos independentes comecando na
origem. Compare as escala e note como o processo super difusivo afasta-se da origem mais
rapidamente que no caso com difusao normal.

Sempre que <!RN|> x NV com v # 1/2 diz-se que o processo evolui com difusao
anomala, sendo que v < 1/2 caracteriza sub difusdo e v > 1/2 caracteriza superdifusao.
A figura 2.3 exemplifica as duas situagdes no caso de caminhadas aleatérias (ver segao
2.10).

Nas situagoes onde as premissas do TLC nao sao satisfeitas podemos verificar que a
distribuicao assintética para a posigao final nao converge para uma Gaussiana. Quando
a variancia da distribuicao de deslocamentos, fi(r), diverge, o atrator é a distribuicao de
Lévy [70] em conformidade com o TLCG (ver a segao 2.9). Outra forma de violar o TLC
¢é estabelecer correlacao entre os saltos ou interacao entre os caminhantes de modo que
(IRy|) o N¥ se dard com v # 1/2. Nestes casos o limite assintético é mais abrupto e

conduz a varias generalizacoes da equacao da difusao.

2.9 TLC Generalizado

Existem algumas extensoes do TLC, quando a variancia é finita (primeiro e segundo
momentos finitos), que relaxam a condigao de eventos independentes e identicamente dis-
tribuidos, permitindo a presenca de certos tipos de correlacao fraca entre os eventos, a

exemplo da condicao de Lindeberg e da condi¢ao de Lyapunov. Outra generaliza¢cao muito
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importante do TLC ¢é aquela que permite distribui¢oes com variancia infinita. Publicada
em 1927 pelo matematico frances, Paul Pierre Lévy (1886-1971) [72], esta extensao es-
tabelece que a soma dos valores independentes e identicamente distribuidos da varidvel
aleatéria T, que nao possui o segundo momento —eventualmente também nao possui o
primeiro momento— e comportamento assintético fi(r; o) ~ ‘r'ﬁ, para |r| > 1, é atraida
para a distribuicdo de Lévy, L(r;«a) [70], com mesmo parametro « da distribuicdo de

deslocamentos f:(r; ). Este teorema é conhecido como TLCG.

2.9.1 Demonstragcao Multidimensional do TLCG

Obviamente, o método apresentado na se¢ao 2.8.1 nao engloba processos onde f;(r)
possui variancia infinita (superdifusao). Assim, precisamos de uma argumentacao dife-

rente 70, 83] para resolver a equagao de Bachelier
faRR;N+1) = /ff-([')fﬁ(R —r; N)dr. (2.94)

Como a equacao de Bachelier é uma convolucao, temos
JaBR;N) = fi(r; N)*x fg(R; N — 1), (2.95)

onde “ * ” denota convolugao. Note que fg(R; N —1) é por si mesmo o resultado de uma
convolucao e entao podemos escrever fz(R;N) em termos de todos os passos anteriores
(1---N)eda FDP da posigao inicial fg(R;0), tal que

faR;N) = fi(r;1) * fo(r;2) * fea(r;3) = - - - fi(r; N) * fg(R;0). (2.96)

Assumindo que a caminhada se inicia na origem, logo fz(R;0) = 6(R), usando o

teorema da convolucao e lembrando que ¢ denota a funcao caracteristica de f, temos

g(S;N) = @s(s;1) * ps(s;2) * ps(s;3) % - - - ps(s; V),
0g(S;N) = Hcpg(s;n). (2.97)

Agora usando a transformada inversa, obtemos a FDP da posicao final como

1 - iS-RN Q.
RN = o /_ K ggos(s,n) is. (2.98)
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Esta é uma solugao exata, apesar da integral nao poder ser resolvida analiticamente em
termos de fungoes elementares exceto em alguns poucos casos. Porém, estamos geralmente
interessados no limite de tempos longos, N — oo, onde a integral pode ser aproximada
via andlise assintética. Uma demonstragao formal do TLCG (que é bastante técnica) foge

ao escopo deste trabalho e pode ser encontrada em [70].

2.10 Caminhada Aleatoria

2.10.1 Historia e Origens

Referéncias intuitivas a caminhadas aleatorias decorrentes de observacoes empiricas
tém sido feitas hd séculos. Em 1827 Robert Brown, botanico inglés, publicou suas obser-
vagoes a respeito dos movimentos irregulares de pequenos graos de polen em um liquido.
Blaise Pascal, Pierre de Fermat e Jacob Bernoulli trataram problemas adjacentes ainda
no século XVI porém, a teoria se estabeleceu no inicio do século XX com a publicacao de

trabalhos que ressaltaram caminhadas aleatérias como processos estocéasticos.

O termo “random-walk” foi originalmente proposto por Karl Pearson em 1905 [73,
83] e posteriormente adotado como nomenclatura padrao. Em uma carta a Nature, ele
apresentou um modelo simples para descrever a infestagao de mosquitos numa floresta.
A cada incremento de tempo, um tnico mosquito move-se uma distancia fixa a, em uma
direcao aleatoriamente escolhida. Pearson queria saber qual a distribuicao de mosquitos
apos muitos voos terem sido executados. A carta foi respondida por Lord Rayleigh, que
j& havia resolvido uma forma mais geral deste problema em 1880, no contexto de ondas

de som em meios heterogéneos (ver a segao 2.10.3).

Primeiramente a teoria de caminhada aleatéria foi também desenvolvida por Louis
Bachelier em sua notéavel tese de doutoramento, “La Théorie de la Spéculation” publicada
em 1900 [84]. Bachelier propos a caminhada aleatéria como um modelo fundamental
para séries temporais em economia. Suas ideias béasicas permanecem como base para a
moderna teoria de financas. Aparentemente Bachelier foi o primeiro a perceber a conexao

entre caminhadas aleatorias discretas e a equacao de difusao no continuo.

Curiosamente, em 1905, no mesmo ano da carta de Pearson a revista Nature —consulte
a secao 2.10.3— Albert Einstein publicou seu artigo seminal sobre movimento Browniano,
no qual estudou a difusao de uma particula, cuja trajetéria é governada pelas colisoes

da particula com as moléculas do fluido. O objetivo era determinar uma expressao que
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Figura 2.4: Distancia percorrida X ~(p) em uma caminhada aleatéria unidimensional
com passos unitarios idénticos, partindo da origem, obtida via simulagao computacional
com N = 200. Note que representamos a caminhada ao longo do eixo = e que p é a
probabilidade de ocorrer um salto no sentido negativo do eixo x e 1 —p a probabilidade de
haver um salto no sentido positivo. A figura com p = 0.1 mostra uma deriva para o sentido
positivo, analogamente com p = 0.9, a deriva ocorre para o sentido negativo. Ambos os
casos sao anisotrépicos devido ao alto grau de correlagao entre os deslocamentos.

servisse para calcular o nimero de Avogadro por meio de medidas do coeficiente de difusao.

2.10.2 Caminhada Aleatéria Unidimensional (8 = 1)

Considere uma caminhada com N passos de mesmo tamanho a, executada ao longo
de uma linha [1, 85]. Seja p a probabilidade de um passo ser dado para a esquerda, e
q a probabilidade do passo ser para a direita. Assuma também n; o nimero de passos
tomados para a direita e ny 0 ntimero de passos para a esquerda. As quantidades p, q,

ni, ny € N se relacionam por

p+q = 1,

Note que a segunda equacao conecta as duas VAs fixando n, para cada valor assumido
por nq. Examinando a probabilidade de tomar exatamente n; dos N passos para a direita,
existem (N ) = ("1+”2) maneiras de tomar n; passos para a direita e ny para a esquerda.

ni ni
A probabilidade de obter uma sequéncia particular de n; e ny passos é p™¢"2. Por isso

! N!
P — (n1+n2> R —'pm(l_p)N*nl’ (2100)

n1!n2! nl‘(N—nl)

onde n! é o fatorial de n. Note que a equacao acima é simplesmente a distribuicao
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Binomial, discutida na segao 2.7.1, portanto, o nimero médio de passos para a direita é
(in) = PN, (2.101)

e o niimero médio de passos tomados para a esquerda é (ny) = N—(n;) = N(1—p) = gN.

Similarmente, a variancia é dada por o = (n3) — (n1)*> = Npg e o desvio padrao é

on, = /Npq. (2.102)

Agora considere a distancia Xy {X , XeENe — —N <X <N} percorrida apos

um dado nimero de passos,

Xy = fy—hy = 20y — N, (2.103)

como sendo a distancia liquida percorrida em uma certa direcao. As figuras 2.4 mostram
Xn(p) para N = 200 e dois valores de p, 0.1 e 0.9. Claramente observamos a tendéncia

de andar em uma certa dire¢ao de acordo com o valor de p.

Para uma caminhada aleatéria com p = 0.5, (ver a figura 2.5) a probabilidade
(X, N,p) de atravessar certa distancia X apdés N passos aparece na tabela-2.1. Nesta
tabela as linhas subsequentes sao obtidas pela adicao de metade do valor de cada célula
em uma dada linha para cada uma das duas células diagonalmente abaixo. De fato, isto
é simplesmente o triangulo de Pascal preenchido intercaladamente com zeros e com cada

linha multiplicada por um fator 1/2. Os valores dos coeficientes sao dados por [86]
o 1 N
reer = o6 (L), 2.10)
2
sendo que os momentos sao dados por

X=—N,—(N-2),.N

fornecendo p1 = 0, o = N, u3 = 0 e py = N(3BN — 2). O valor esperado da distancia
absoluta apdés N passos é dada por
N
(IXnl) = > XX ). (2.106)

X=-N,—(N-2),..N

Esta soma pode ser feita simbolicamente, considerando-se separadamente os casos com N
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Figura 2.5: Distancia percorrida Xy (p) em uma caminhada aleatéria unidimensional com
passos unitarios idénticos, partindo da origem, obtida via simulacao computacional com
N = 200. Lembre-se que p ¢ a probabilidade de ocorrer um salto no sentido negativo
do eixo da caminhada e (1 — p) a probabilidade de haver um salto no sentido positivo.
A caminhada isotrépica se verifica com p = 0.5 de modo a obter saltos identicamente
distribuidos. Neste caso, para tempos dilatados N > 1, observamos flutuacao de X ~N(p)
em torno da origem. Também mostramos a FMP, f¢ (X, N,p), para uma caminhada
aleatoria unidimensional com passos unitarios idénticos, partindo da origem, obtida via
simulagao computacional com N = 1500 e p = 0.5 —caso isotrépico.

par e impar, ver os detalhes em [1]. Para valores grandes de N obtemos

IXnl) = 22 (2.107)

™

Tabela 2.1:  Nesta tabela as linhas subsequentes sao obtidas pela adicao de metade do
valor de cada célula em uma dada linha para cada uma das duas células diagonalmente
abaixo. De fato, isto é simplesmente o triangulo de Pascal preenchido intercaladamente
com zeros e com cada linha multiplicada por um fator 1/2. Os valores dos coeficientes sao
dados pela equacao (2.104). Note que os valores da tabela acima sugerem uma distribuigao
normal [1] e, de fato, é o que obtemos como mostra a figura 2.5.

Xy =
W -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
0 1
1 1/2 0 1/2
2 14 0 2/4 0  1/4
3 18 0 38 0 38 0 1/8
4 116 0 4/16 0 6/16 0 4/16 0 1/16
5 1/32 0 5/32 0 10/32 0 10/32 0 5/32 0 1/32
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Figura 2.6: (a) Diagrama X x Y da trajetéria de caminhada de apenas um forrageador.
(b) Diagrama X x Y da trajetéria de caminhada de 2000 forrageadores independen-
tes. (c) Histograma, fz(R, N) mostrando a probabilidade de encontrarmos o caminhante
afastado da origem por uma distancia |R| apds N passos, para uma caminhada aleatéria
bidimensional com passos idénticos de tamanho a = 0.01, partindo da origem. Obtida
via simulacao computacional com N = 2000 e 2000 caminhantes independentes. O his-
tograma, fz(R,N) corresponde a equacao (2.108) proposta por Lord Rayleigh em 1905
como solucao para o modelo de Pearson.

2.10.3 Caminhada Aleatéria bidimensional (§ = 2)

Como vimos na se¢ao 2.10.1, o modelo de Pearson [73, 83|, figura 2.6, enviado a Na-
ture, propunha-se a descrever a infestacao de mosquitos numa floresta. A cada incremento
de tempo, um tnico mosquito move-se uma distancia fixa a, em uma direcao aleatoria-
mente escolhida. Pearson queria saber qual a distribuicao de mosquitos apds muitos voos
terem sido executados. A carta foi respondida por Lord Rayleigh, que ja havia resolvido
uma forma mais geral deste problema em 1880, no contexto de ondas de som em meios
heterogéneos. Um modelo de ondas de som se propagando por um material pode ser
pensado como a soma de vetores de onda com k constante e fase aleatéria. Ondas so-
noras em materiais possuem vetor de onda aproximadamente constante e suas diregoes

sao alteradas por espalhadores dentro do material. Com o objetivo de encontrar a fungao
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Figura 2.7: (a) Diagrama X x Y da trajetéria de caminhada de apenas um forrageador.
(b) Diagrama X xY da trajetéria de caminhada de 2000 forrageadores independentes. (c)
Histograma, fz(R, N) mostrando a probabilidade de encontrarmos o caminhante afastado
da origem por uma distancia |R| apds N passos. Trata-se de uma versao super difusiva do
modelo de Pearson, com os deslocamentos, I, independentes e identicamente distribuidos
segundo a lei de poténcia fi(r) ~ |r|~? —variancia infinita—. Novamente simulamos a
caminhada, partindo da origem, com N = 2000 passos e 2000 caminhantes independentes.
Observamos que fy(R) ~ L(R;«) com o parametro, o — 1, —distribuicao de Cauchy-
Lorentz, ver a equagao (2.64)— em concordancia com o TLCG.

densidade de probabilidade de uma onda de som apds muitas interagoes, Lord Rayleigh
considerou fg(R; N) = P [f{ = R; N] como a probabilidade de atravessar a distancia entre

R e R+ dR em N passos. Para passos de comprimento unitario e N — 0o, encontrou
2|R 2
faR;N) ~ |T|6|Rl Al (2.108)

Vemos que o valor esperado da distancia percorrida cresce como a raiz quadrada do

nimero de passos, <R2> ~ N, o que é tipico de fenomenos de difusao.

Encontramos a solugao analitica para este problema na secao 2.8.1, onde demonstra-

mos o TLC em um espago [-dimensional onde o caminhante se move segundo a distribui-
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¢ao de deslocamentos fz(r) e obtemos como atrator a distribuigdo Gaussiana (2.91). No
problema de Pearson, em duas dimensoes d = 2, fi(r) = 6(|r| — a) e (r?) = a?, reduzindo
a equacao (2.91) a

. Q‘R’ —|R|2/a®?N
fa(RiN) = e IRI/a*N (2.109)

Este resultado concorda com a solucao (2.108) encontrada por Lord Rayleigh ja que
considerou deslocamentos unitarios a = 1. O problema proposto por Pearson e resolvido
por Lord Rayleigh pode ser, hoje em dia, facilmente tratado via simulagao computacional.
Fizemos isso e o resultado para uma caminhada de Pearson —isto é, uma caminhada
aleatoria bidimensional com passos idénticos de tamanho a = 0.01, partindo da origem
com N = 2000- pode ser vista na figura 2.6. A FMP f;(R, N) mostrando a probabilidade
de encontrarmos o caminhante afastado da origem por uma distancia |R| apés N passos,

corresponde a equagao (2.108), proposta por Lord Rayleigh.

Consideramos também um versao super difusiva do modelo de Pearson onde os ca-
minhantes (mosquitos) executam voos identicamente distribuidos com deslocamentos

2 _yariancia infinita—. Novamente simulamos a

segundo a lei de poténcia fi(r) ~ r~
caminhada, partindo da origem com N = 2000 passos de 2000 caminhantes indepen-
dentes, como mostra a figura 2.7. Desta vez a FDP obtida no histograma, fy(R) da
posicao R apdos N passos, nao corresponde a um atrator Gaussiano. Em vez disso ve-
mos fy(R) ~ L(R;«a) com o parametro a — 1 —distribui¢ao de Cauchy-Lorentz, ver a
equacao (2.64)— em concordancia com o TLCG que prevé a distribuigdo de Lévy como
atrator para soma de vardveis independentes e identicamente distribuidas por fi(r) com

comportamento assintdtico, |r| > 1, escalando com |r|~'7.

2.11 Sistemas Discretos

2.11.1 Primeira Visita e Probabilidade de Retorno

A probabilidade P() de um caminhante retornar a um sitio [87] durante uma cami-
nhada discreta (ver a figura 2.8), num ambiente S-dimensional, é P() = 1 paral < g <2
indicando que todo o espaco esta acessivel e sera visitado para tempos suficientemente
longos. Ja em espagos com ( > 2, a probabilidade de retorno é menor do que a unidade,

como demonstrado por Pdlya em 1921.

Para dimensodes superiores [88-91]|, Watson em 1939, McCrea e Whipple em 1940,
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Figura 2.8: Caminhada discreta comegando na origem e seguindo com 1000 passos idén-

ticos em diregoes discretas e identicamente distribuidas num ambiente bidimensional.

Domb em 1954 e Glasser e Zucker em 1977 mostraram que
P3) = 1— —= = 0.3405373296.. ., (2.110)

onde

3 Y dzdydz
3) = = 1.5163860592. 2.111
u(3) (27r)3/_7r/_7r/_7r (3 —cosx — cosy — cos z) ( )

Formas analiticas para > 3 ndo sao conhecidas, mas Montroll em 1956 [92] mostrou

que para 3 < 3
P(B) = 1—[u(B)]", (2.112)

u(f) = /OOO [[0 (%)}66_%&. (2.113)

In(z) é a funcao de Bessel modificada de primeira ordem. De acordo com Montroll

onde

em 1956, Flajolet e Finch em 2003, a equagao (2.113) pode ser avaliada numericamente

[92-94], fornecendo os resultados para P(8 > 3), mostrados na tabela-2.2

Tabela 2.2:  Valores numéricos para P(S > 3) de um caminhante retornar a um sitio
durante uma caminhada discreta em ambientes com dimensao 5 > 3.

B 3 4 5 6 7 8
P(5) 0.340537 0.193206 0.135178 0.104715 0.0858449 0.0729126
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2.12 Processo de Busca

Um processo de busca (PB), combina uma caminhada aleatéria com um processo es-
tocéastico que determina como passos sao dados e um procedimento de detecgao de alvos.
Definiremos o PB mais formalmente no proximo capitulo. Na proxima secao revisaremos
um processo de busca particularmente interessante aos nossos propositos, que chamaremos

de Modelo de Viswanathan.

2.12.1 Modelo de Viswanathan

Entre os anos de 1996 e 2004, G. M. Viswanathan e colaboradores desenvolveram
um modelo de busca aleatéria [4-9] proposto originalmente por Viswanathan em 1996
[4]. Trata-se de uma aproximagao de campo médio que consolidou-se na literatura e

estabeleceu-se como modelo mais relevante atualmente disponivel.

Nosso interesse no modelo de Viswanathan vai muito além da ilustragao de um pro-
cesso de busca biolégicamente motivado. O propdésito principal desta discussao € introduzir
o modelo de Viswanathan como modelo de referéncia que permita a comparagao com a
eficiéncia energética exata obtida no modelo analitico, que apresentaremos nos proximos
capitulos. Outro propdsito é a implementacao de um modelo de busca coletiva onde o
comportamento de cada forrageador, participante da busca coletiva, inspira-se no modelo

de Viswanathan.

Um processo de busca é constituido por um ambiente de busca e uma heuristica que
governa a dinamica do processo. Iniciaremos a revisao do modelo de Viswanathan descre-
vendo as propriedades do ambiente e dos alvos que ele encerra. Em seguida passaremos a
apresentacao da heuristica que orienta o forrageador. Concluiremos estd se¢ao discutindo

a eficiéncia energética do processo e o balanco energético do forrageador.

2.12.2 Ambientes de Busca

Na busca bioldgica, os animais estao sujeitos a inimeros vinculos impostos pela natu-
reza, como limites determinados por acidentes geograficos ou por fronteiras com territorios
de vizinhos concorrentes, além de variantes causadas pelo clima que pode afetar drastica-
mente a distribuicao e a disponibilidade de alimentos —alvos da busca. Em sistemas tecno-
l6gicos como busca em bancos de dados, os dispositivos de indexagao podem ser limitados

ou até mesmo nem existir e o ambiente pode ser dinamico, modificando aleatoriamente a
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Figura 2.9: Ilustragao de um ambiente de busca em duas dimensoes contendo uma den-
sidade p de alvos posicionados aleatoriamente segundo uma distribuicao homogénea, ga-
rantindo que todo o espago de busca seja igualmente preenchido (na média sobre varias
configuragoes) resultando num espagamento médio tipico entre alvos dado por A\. O am-
biente pode ter qualquer dimensao e supomos que os alvos podem ser de trés tipos:
destrutiveis (¢ = 1), ndo-destrutiveis (§ = 2) ou regenerativos (1 < £ < 2). Assumimos
que as propriedades ambientais sao controladas pelos parametros A e &, que determinam
o ambiente de busca.

disposicao dos alvos —como na “Internet”. Certamente, em primeira aproximacao, vamos
nos limitar ao caso mais simples onde o ambiente ¢é estatico e a distribuicao de alvos é

homogeénea.

Definimos o ambiente de busca como o espago cartesiano S-dimensional contendo uma
distribuicao homogénea de alvos espalhados aleatoriamente. Os alvos sao caracterizados
por suas propriedades regenerativas sintetizadas no parametro &, de tal forma que, com
¢ = 1, os alvos sao volateis (destrutiveis) indicando que cada alvo sé pode ser visitado
e consumido uma vez. Assim ao ser detectado, o alvo serd completamente destruido
tornando-se indisponivel a visitas futuras. Com & = 2, o ambiente corresponde ao caso
nao-destrutivo onde os alvos podem ser visitado intimeras vezes, permanecendo acessiveis
a visitas futuras. Nos casos intermediarios, 1 < £ < 2, obtemos o ambiente regenerativo,
figura 2.9, e neste caso podemos considerar intuitivamente que todo alvo encontrado é
destruido tornando-se inacessivel por um certo tempo 7, até que aconteca sua auto rege-
neracao. Decorrido o tempo de regeneracao, o alvo estard novamente disponivel e voltara
a ser detectavel exatamente na mesma posicao onde foi detectado e destruido anterior-
mente pelo forrageador. O parametro & = 1 corresponde ao limite 7 — 00, enquanto que,

¢ = 2, corresponde a 7 — 0. Simulacgoes computacionais justificam a conexao entre £ e 7.

Nao importando qual seja o ambiente de busca, ele sempre encerra uma densidade de
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alvos
n

=, (2.114)
V3

p

e estamos interessados em como a concentracao de alvos afeta o desempenho na busca. A
densidade de alvos é definida como a quantidade de alvos n por unidade de hipervolume
Vﬁ’ onde o indice f é a dimensao espacial. Em uma dimensao os alvos encontram-se
distribuidos ao longo de uma cadeia de comprimento V; o< M, em duas dimensoes, sobre
uma area V5 o< M2, e assim por diante, conduzindo & Vﬁ x MB , onde M é o diametro
caracteristico do ambiente. Por meio da densidade de alvos definimos A, o livre caminho

médio entre alvos sucessivos, dado por

1

A= .
2ryp

(2.115)

Aqui r, é o alcance visual do forrageador e seu papel serd melhor definido na secao
seguinte. Adiantamos que os parametros A e r, serao de grande importancia nas secoes
futuras onde a razao \/r, seréd utilizada como uma espécie de parametro de mobilidade
do forrageador indicando (em unidades do alcance visual) quanto é preciso caminhar em

média antes de um alvo estar visivel.

Nesta secao estabelecemos, em resumo, que o ambiente de busca se materializa num
espaco J-dimensional tendo uma densidade p de alvos distribuidos homogeneamente, resul-
tando num continuo de alvos separados pela distancia relativa média A. Os alvos apresen-
tam propriedades de regeneracao controladas pelo parametro £. Finalmente, o ambiente
estara completamente determinado ao fixarmos os valores dos parametros 0 < A < oo e

1 <& < 2. Veremos como estes parametros afetam o desempenho da busca.

2.12.3 Heuristica Levyniana

A heurfstica? determina a técnica ou estratégia que orienta o processo de busca.
Quanto maior a habilidade cognitiva do forrageador ou quanto maior o conhecimento
das propriedades do ambiente de busca, maior serd o refinamento e a complexidade da
heuristica. Considere como exemplo a busca de um registro particular em um banco de
dados. Este processo de busca pode ser muito facilitado se os dados estiverem arma-

zenados segundo alguma regra de ordenamento (ordem alfabética, numérica, etc.). No

1A palavra heuristica deriva da palavra grega heurisko, literalmente “descubro” ou “acho” [95]. Define-
se procedimento heuristico como um método de aproximacao das solugoes dos problemas que nao segue
um percurso claro, mas se baseia na intuicdo e nas circunstancias a fim de gerar conhecimento novo. E
0 oposto do procedimento algoritmico.
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Figura 2.10: Ilustracao da trajetoria de busca com o forrageador inspecionando a area
delimitada pelas linhas pontilhadas, o circulo demarca o alcance visual em cada evento de
reorientacao, onde uma nova dire¢ao de voo sera escolhida isotropicamente e uma nova
distancia de voo serd sorteada aleatoriamente segundo a equagao (2.116).

caso biologico, habilidades de memoria podem permitir que o forrageador lembre-se das
fontes de alimento mais produtivas, evitando caminhadas desnecessarias. De modo geral,
niveis elevados de cognicao podem conduzir a percepcao de aspectos decisivos do ambi-
ente de busca e fornecer pistas a respeito de onde procurar alimento. A fim de manter
o modelo tao genérico quanto possivel, nao vamos presumir o conhecimento de qualquer
particularidade do ambiente, que possa permitir o refinamento da heuristica a ser esco-
lhida. Assim, nesta primeira abordagem, a busca nao é orientada por qualquer habilidade
cognitiva como memdria ou processamento das informacoes ambientais®, isto corresponde

a assumir que a heuristica estara determinada por dois fatores:

1. o tipo de caminhada aleatoria realizada pelo forrageador, que é determinado pela

distribui¢ao de deslocamentos f;(z), definido abaixo pela equagao (2.116);

2. a maneira como o forrageador inspeciona o ambiente a procura dos alvos, ver a figura
2.10, no modelo proposto (ver a se¢ao 2.13), isto serd determinado exclusivamente
pelo alcance visual r,. Considere como exemplo o caso biolégico, onde a interagao
com os alvos é feita por meio dos sentidos do animal (visdo, olfato, etc.) e em
sistemas tecnoldgicos, a interagao com os alvos se da pela inspecao direta ao acessar
cada um dos registros. Aqui assumiremos apenas que o forrageador detecta apenas

alvos que estiverem dentro do raio de visao 7, em torno da posi¢ao do forrageador.

SPara mais informagdes sobre processos de busca cognitiva sugerimos a referéncia [96].
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Figura 2.11: Tlustragao da caminhada de Lévy governada pela distribuicao de passos defi-
nida na equacao (2.116). Os trés exemplos mostram caminhadas percorrendo a distancia
total de 1000 unidades, note como u, o expoente da lei de poténcia afeta a frequéncia
dos deslocamentos com tamanho muito superior a média. No limite p — 1, observa-se
superdifusao enquanto u — 3, recupera o comportamento Browniano.

Definimos a heuristica no processo de busca aleatoria apenas pelas caracteristicas dos
deslocamentos do forrageador durante sua caminhada aleatéria e sua interagao com os
alvos via alcance visual r,. Fixamos o tipo da caminhada aleatéria simplesmente defi-
nindo f;(x), a distribuicdo dos deslocamentos z; do forrageador. Fazemos isto de modo
a alcangar o comportamento anémalo de Lévy (superdifusdao) e o comportamento Brow-
niano (difusdo normal) variando um simples parametro. Uma alternativa é considerar a
lei de poténcia [36, 37, 97-99]

falz) ~ a™*, (2.116)

conhecida como distribuicao de Lévy generalizada, onde o parametro y = o+ 1 pode ser
ajustado a fim de se obter a dinamica difusiva (u > 3) ou a dinamica super difusiva (1 <
p < 3) e a distribuigdo possui a propriedade de auto-afinidade, f;(Ax;) ~ A" fi(z;). A
variancia da distribuicao de Lévy diverge para 1 < p < 2, isto corresponde ao movimento
com super difusdo anomala [36, 97]. O forrageador se move com velocidade constante
unitaria v = x;/t; = 1, portanto, deslocar-se a distancia x; consome uma unidade de
tempo cuja magnitude é [t;] = [z;] (aqui [*] denota o operador que extrai a magnitude
adimensional da grandeza *) [24, 100]. Esta distribuigao também pode ser vista associada
a difusao em sistemas cadticos e modelos de tempo continuo [2, 101]. Pretendemos apenas
confrontar a heuristica Browniana com a de Lévy a fim de saber qual maximiza a funcao de
avaliacao generalizada —ver se¢ao 2.13. Por isso, a principio, nao exploraremos a correlacao

entre os saltos, considerando uma caminhada isotrépica onde os deslocamentos ocorrem
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com a mesma probabilidade em todas as diregoes. Portanto, os x; sao independentes
e identicamente distribuidos. A dire¢ao de voo 0 < 6 < 2w, sera escolhida de forma
aleatoria e isotropica, sem privilegiar qualquer direcao particular. Isto pode ser feito
apenas arbitrando que P(f), a distribuigao de diregoes de voo, é constante em relagao a

0. Ver na figura 2.11 (pagina 47) algumas trajetérias de busca para vérios valores de .

2.12.4 Vantagens das Estratégias Levynianas

Uma questao interessante é entender de que forma a caminhada de Lévy pode fa-
vorecer o forrageador superando em eficiéncia energética as caminhadas Gaussianas ou
de Poisson. As razoes que justificam as observacoes empiricas, de caminhadas de Lévy
no forrageamento bioldgico nunca foram totalmente compreendidas, mas alguns trabalhos
tém oferecido algumas pistas. Levandowsky e colaboradores [14, 15] sugeriram que a razao
pela qual microrganismos executam caminhadas de Lévy em ambientes tridimensionais é
o fato da probabilidade de retorno ser menor que a da caminhada Browniana independen-
temente do valor de p [24]. Uma explicacao relacionada, apresentada por Shlesinger [24],
sugere que o forrageador pode preferir a caminhada de Lévy por aumentar o niimero de
novos alvos visitados correspondendo a maior ergodicidade das trajetorias de busca na ca-
minhada de Lévy superando a ergodicidade da difusao normal dos processos Brownianos
[102-105]. A divergéncia de um grupo de forrageadores, inicialmente préximos executando
caminhadas de Lévy, também é mais rapida evitando a competigao pelos recursos (alvos).
A estratégia de Lévy também é uma boa solucao para o problema de n estacoes de radar

rastreando m alvos [106].

2.13 Eficiéncia Energética do Processo de Busca

Nas secoes anteriores 2.12.2 e 2.12.3 definimos o processo de busca fixando as propri-
edades do ambiente de busca 0 < A < o0 e 1 < ¢ < 2 e a estratégia de busca, governada
pela distribuigao de deslocamentos do forrageador dada pela equagao (2.116) onde os pa-
rametros 1 < p < 3 e 0 < r, < oo determinam a heuristica. Resta ainda definir 7, a
funcao de avaliacao generalizada capaz de qualificar o desempenho de cada estratégia de
busca 1, num dado ambiente caracterizado por A e £ fixos. Vamos manter em mente que
o comportamento de n(u, r,, A, &) deve crescer em fungao de B, o beneficio generalizado

obtido pela busca, e diminuir em virtude de C, o custo generalizado gerado pelo desgaste
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envolvido na busca. Assim temos de forma simples

B(M7T'U7A7£7"'>'
C(/’L7Tv7)\7§7"')

npsre, A, &) = (2.117)

Certamente B(f, 7y, A\, &, ...) e C(p,ry, A&, ...) podem ser fungdes complexas depen-
dentes de intimeras variaveis, particulares a cada sistema, mas em favor da generalidade
vamos trata-los da forma mais simples e genérica possivel. Como os alvos sao o objeto
da busca é natural supor que os beneficios aumentam com o aumento de v, o nimero de
alvos encontrados durante uma busca. Por isso, vamos admitir em primeira aproximacao
que B « v. Quanto ao custo, vamos supor que seja proporcional a distancia generalizada

média (L, ), percorrida para encontrar os v alvos. Com isso a funcao de avalia¢io assume

a forma
1
) va)\yé— = OL — T, 2].18
7](:“ r ) <LU> <€> ( )

onde <E> = <LV">, é a distancia média percorrida entre dois alvos sucessivos, detectados
pelo forrageador. Podemos ver que n(u, 1, A, §), é inversamente proporcional a distancia
percorrida e que tanto (Ll,> como (€> dependem das grandezas que caracterizam a busca, i,
Ty, A e & Vamos eliminar a dependéncia em v pois nao fazé-lo implicaria em avaliar o limite
assintotico de n, quando v — oo. Fazemos algo equivalente, simplesmente redefinindo <E>,
pela estimativa

() = N, (), (2.119)

onde Ny, é a estimativa do nimero de saltos necesséarios para percorrer a distancia entre
dois alvos sucessivos detectados e (z) = ffooo xp(z)dx, é o passo médio da caminhada
(primeiro momento da distribui¢ao de deslocamento do forrageador na equacao (2.116)),

fornecendo

n(p, o, A, &) = (2.120)

N, (&)
Esta funcao de avaliacao foi proposta em 1999, por G. M. Viswanathan e colaboradores
[4, 5].

A integral do passo médio nao precisa ser avaliada em todo espaco, pois os desloca-
mentos sao estritamente positivos, além disso vamos proibir deslocamentos menores que
r, pois nao fazeé-lo equivaleria a realizar a busca dentro da area ja inspecionada visual-
mente conduzindo ao comportamento artificial de caminhada com infindaveis passos de

tamanho insignificante, que sé fazem o forrageador oscilar dentro da area visualmente
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(a) Caso 1D, Ny

A
Y

(b) Caso fB-dimensional destrutivo, Ny

.: :Q: :.
A A

(c) Caso -dimensional nao-destrutivo, N,

.: :.4—)
A ry A

Figura 2.12:  Os circulos fechados representam alvos. (a) Caso unidimensional com
condigao de contorno de absorgao. O ambiente consiste de um segmento [0, M] (b) Caso [3-
dimensional destrutivo. O circulo aberto central representa um alvo previamente visitado,
consumido e destruido. (c) Caso -dimensional nao-destrutivo. O circulo fechado central
representa um alvo previamente visitado e que pode ser revisitado.

inspecionada. Segue que

A _ co

[Datrde + N[ aTtde
° Ty A
() =~ — : (2.121)
f rHdx
Ty
onde o denominador ¢ um fator de normalizagao requerido para area unitaria e a segunda
integral do numerador é espécie de aproximacao de campo médio que se fundamenta
no argumento da nao provavel execucao de saltos muito maiores que A, ja que este é o
espacamento tipico entre os alvos. Em tultima analise, esta aproximagao corresponde a
um truncamento na distribuicao de deslocamentos do forrageador proibindo, ; > A o que
reflete o truncamento dos saltos longos pelo ambiente. A solucao da integral fornece

. w—1 A2H — 7“3_“ A2
(¥) =~ ( ) ( — o (2.122)

2_/JJ Ty
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2.13.1 Quantidade de Saltos entre Eventos Sucessivos de De-

teccao de Alvos
Caso Unidimensional, N,

A forma funcional de Ny, foi calculada por S. Buldyrev em [107] e é definida num
contexto da busca unidimensional admitindo que a caminhada de Lévy comeca numa
posi¢ao arbitrdria x, dentro do intervalo [0, M], com condigao de contorno de absorgao
(ver a referéncia [108] onde problemas similares foram tratados). O nimero médio de

passos do forrageador antes de alcancar os limites do ambiente (ver a figura 2.12 (a)) é

p—1

N, — C(M> (2.123)

onde a constante C' ndo depende de z, nem de M. Na caminhada Browniana (1 > 3),
recupera-se o resultado Ny = (M — x)r; 2. A estimativa do ntimero de saltos entre dois
eventos de detegao de alvos, para ambientes com dimensao superior (d > 1) foi aproximada
pela equagao (2.123) assumindo-se que a origem vista na figura 2.12 (a) estd na posigao

do alvo previamente visitado (alvo central nas figuras 2.12 (a) e (C))

Caso (-dimensional Destrutivo, Ny

Considere o caso destrutivo (ver a figura 2.12 (b)), em que todo alvo detectado é
destruido tornando-se inacessivel a visitas futuras. Esta situacao corresponde a equacao
(2.123) para o caso onde considera-se que o forrageador inicia a caminhada na posi¢ao do
alvo previamente destruido, o qual encontra-se afastado dos alvos vizinhos pela distancia
média A, conduzindo a x =~ A e M — x =~ A, assim Ny, o nimero médio de passos entre

dois alvos para o caso destrutivo, é dado por

Ny ~ (i) LH. (2.124)

TU
Caso (-dimensional Nao-destrutivo, N,

Para o caso nao-destrutivo (ver a figura 2.12 (c) na pagina 50), também com distribui-
¢ao esparsa de alvos, a equagao (2.124) superestima o nimero de passos entre dois alvos
sucessivos em razao do ambiente nao destrutivo permitir que os alvos sejam revisitados

inimeras vezes. Em termos da equagao (2.123), esta situac¢ao corresponde ao caso onde
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Figura 2.13: Produto entre o livre caminho médio A e a eficiéncia 1 versus p o expoente
de Lévy que define a estratégia de busca para o modelo analitico em duas dimensoes.
(a) Caso nao-destrutivo (b) caso destrutivo. Densidade de alvos p = 107, alcance visual
ry = 1, A/r, = 5000.

o forrageador parte das proximidades da posicao do tltimo alvo visitado, mais precisa-
mente a uma distancia r, do alvo e, o préximo alvo da vizinhanca encontra-se afastado
pela distancia A\, conduzindo a x = r, e M — x = A, portanto NV,,, o niimero de passos

entre dois alvos sucessivos no caso nao destrutivo, é dado por

©

N, ~ (i);, (2.125)

Ty

com 1 < p < 3. Note que para (A > r,), temos (Ng > N,,).

Eficiéncia Energética do caso $-dimensional Nao-destrutivo

Para o caso nao-destrutivo (ver figura 2.13 (a)) a eficiéncia maxima do processo é
obtida levando as equagoes (2.125) e (2.122) em (2.120) e derivando com relac¢ao a p. A
a eficiencia 6tima é

fopt = 2 — 6, (2.126)

onde § ~ 1/[in(\/r,)]®. Portanto, na auséncia de conhecimento prévio a respeito da
distribui¢ao dos alvos, e quando A/r, assume valores grandes, a estratégia 6tima de busca

configura-se com iy ~ 2.

No problema nao destrutivo os sitios sao preservados e isto permite que as estratégias
Brownianas, ;n — 3, caracterizadas por pequenos voos altamente frequentes, recebam o
beneficio de encontrar sucessivas vezes o mesmo sitio, visto que os voos longos ocorrem com
frequéncia desprezivel. Esta aparente vantagem apresenta uma contrapartida prejudicial.

Devido a distribuicao esparsa de sitios o forrageador pode levar muito tempo e caminhar
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grandes distancias em pequenos e infindaveis saltos até que seja capaz de encontrar outro
sitio, isto faz com que o nimero de voos N aumente, diminuindo assim a eficiéncia 7.
Para as estratégias superdifusivas, u — 1, os voos sao extremamente longos e portanto é
muito provavel que o forrageador encontre um sitio durante um voo, contudo, apesar de
encontrar os sitios com certa facilidade as distancia percorridas entre dois sitios sucessivos
sao gigantescas e isto naturalmente afeta a eficiéncia de forma negativa. Nos limites onde
iw—1ep— 3, acurva da eficiencia assume valores minimos como discutido. Portanto,
entre os minimos deve haver um maximo. A eficiéncia méaxima ocorre quando pu ~ 2,
como mostra a figura 2.13 (a), e isto deve-se a uma estratégia que combina de forma mais
equilibrada as frequéncias dos voos longos e curtos, conseguindo assim encontrar muitos

sitios a um baixo custo (em distancia percorrida).

Eficiéncia Energética do caso f-dimensional Destrutivo

Para (1 < 1 < 3), o expoente (u — 1), corresponde a dimensao fractal do conjunto de
alvos visitados [24]. A equacao (2.124) ndo depende de x e M, que sao as varidveis do
problema unidimensional. Em vez disso introduzimos o parametro A\, que é bem definido
em qualquer dimensao pelas equagoes (2.114) e (2.115). A situacao de interesse pratico
se configura quando a distribuigao de alvos é esparsa (A > r,), substituindo nas equagoes
(2.123) e (2.122) levando em (2.120) verificamos que 7 ndo assume maximos e os menores
valores de p conduzem ao forrageamento mais eficiente, como mostra a figura 2.13 (b).
Note que 1 — 1+ ¢, com € — 0%. No problema destrutivo os sitios sao eliminados apds
serem visitados uma tunica vez, isto torna o forrageamento nas proximidade do regime
Browniano, p — 3, pouco eficiente devido seu carater redundante que torna muito pro-
vavel retornar a um mesmo local repetidas vezes. Quando p — 1, o carater superdifusivo
das trajetérias torna menos relevante o fato dos sitios se destruirem pois o forrageador
diverge rapidamente, sem permanecer muito tempo nas proximidade de qualquer alvo
destruido. Isto justifica o resultado obtido onde a eficiéncia nao possui valor g méaximo,

mas aumenta a medida que p — 1, como mostra a figura 2.13 (b).

Generalizagao de N, para os casos Destrutivo e Nao-Destrutivo

Podemos generalizar (2.124) e (2.125) introduzindo o parametro &, resultando em

p—=1

N, ~ (3)5. (2.127)

Ty
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Figura 2.14: Produto entre o livre caminho médio A e a eficiéncia n versus p o expoente de
Lévy que define a estratégia de busca. As curvas mostram a eficiéncia para varios valores
de &, que controla as propriedades regenerativas do ambiente. Por definicao, dois valores
tem significado & = 2 corresponde ao caso nao destrutivo e £ = 1, a dinamica destrutiva.
Para valores (1 < £ < 2) observamos transigao suave entre a dinamica destrutiva e nao
destrutiva. Aqui temos densidade p = 1074, r, = 1, A/r, = 5000.

Por definigao £ estd restrito aos valores 1 (no caso destrutivo) ou 2 (no caso nao
destrutivo), porém podemos assumir valores intermedidrios (1 < £ < 2) como mostra a
figura 2.14. Tal intervalo parametriza os alvos regenerativos onde 7 = 7(¢) apesar desta

funcao nao ter uma forma simples.

As equagoes (2.120), (2.122) e (2.127) fornecem uma aproximacao estatistica que per-
mite comparar a eficiéncia da busca Browniana e da busca de Lévy ao variar o parametro
p fixando r,, A e £, permitindo plotar curvas 7(u) versus u, que mostram o desempenho

das estratégias de busca em cada ambiente, como mostra figura 2.13 e a figura 2.14.

2.13.2 Eficiéncia Energética sob Condigoes Ideais

Em concentragoes elevadas \/r, ~ 1, o ambiente de busca aproxima-se do limite de
saturacao de alvos, indicando que nao é mais necessario caminhar para detectar o alvo
mais préximo nas vizinhancas, ja que o alvo esta imediatamente visivel. Podemos verificar

esse regime considerando que para A/r, < 1, temos
() ~ A e N, ~ 1. (2.128)

Levando (2.128) em (2.120), n torna-se invariante com rela¢ao a estratégia p. As curvas

de eficiéncia para varios valores de concentracao de alvos sao mostradas na figura 2.15.
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Figura 2.15: Produto entre a eficiéencia 1 e o livre caminho médio A versus g em uma
dimensao para varios valores de A, obtido a partir das equagdes (1) e (2) com r, = 1 para
o caso nao destrutivo. Densidade p = 107%, r, = 1.

2.13.3 Balanco Energético de Raposo- Viswanathan

Frequentemente a busca ocorre vinculada a algum tipo de balango energético que im-
pede o forrageador de prosseguir caso nao seja capaz de reabastecer suas reservas. No
contexto em que o modelo analitico foi construido precisamos redefinir a funcao de avali-
agao 1, a fim de considerar adequadamente o desgaste energético e para isto introduzimos
f (<€)), uma funcao de desgaste ou custo, arbitraria, associada a distancia média percorrida
entre dois alvos sucessivos. Esta fungao estd condicionada apenas a ser monotonicamente
crescente. A energia total liquida por unidade de distancia percorrida durante um pro-
cesso de busca é (Q) ~ (AE)/(&), onde AE ¢ a energia total ganha ou perdida, durante
uma busca que percorreu a distancia total média (&) Podemos aproximar <€t> = V<E>,
onde v denota o numero de alvos visitados e <€> a distancia média percorrida entre dois
alvos detectados. A energia média liquida, <AED]>, obtida pelo forrageador ao encontrar
alvos pode ser similarmente escrita como (AE) = V<AEalv0>> com <AEalvo> =e— f((é))
sendo a energia liquida média por alvo encontrado e € a energia bruta ganha por alvo
detectado e consumido. Neste ponto introduzimos o vinculo natural £ = E + (AE) > 0,
refletindo o fato de que a reserva energética E do forrageador deve se manter positiva,
como condicao de sobrevivéencia. Assim
(AE

~ Baol _ (s i, (2129)

)
() (0
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onde 7 é a eficiéncia energética definida na se¢ao 2.13. A maximizagao de Q implica em
F(n) g—z = 0, com F(i)) = e — f — nidf /dij. Os possiveis extremos de € implicam ou nos
extremos de 1) ou nos zeros de F. Evocando a condicao (AE,;,,) = €— f({({))) > 0e
observando que df /dn < 0, pois f é uma fungao crescente de (¢) = 1/7, temos F > 0 e
os extremos de ng coincidem com os de 7. Finalmente como d?n/du* < 0 os extremos
sao maximos de eficiéncia energética. Apesar da introducao de uma funcao arbitraria de
custo nao afetar os valores de pp, ela pode limitar significativamente os valores p que

satisfazem a condigao (AE) > 0.



Capitulo

Formulacao Matematica geral do Processo de

Busca Aleatoria: Aplicacoes em 1D

Neste capitulo propomos um modelo analitico de busca Markoviana. O mérito desta
contribuicao consiste no fato de ser uma formulagao exata. Desconhecemos a existéncia de
qualquer descricao desta natureza, até a presente data. As abordagens descritas na lite-
ratura usualmente tratam o problema via simulagoes computacionais ou aproximacoes de
campo médio. Este capitulo esta estruturado como segue: iniciamos apresentando nosso
modelo de busca aleatéria e discutindo a construcao de todas as grandezas relevantes e de
suas densidades de probabilidade. Tlustramos a teoria considerando um processo de busca
deterministico unidimensional e finalizamos descrevendo a aproximagao de campo médio

e o algoritmo computacional para simular o sistema e aproximar solugoes numericamente.

3.1 Consideracoes Iniciais

A compreensao de alguns conceitos deste capitulo envolvem consideragoes gerais, mas
ja discutidas na revisao bibliografica. Assim aqui podemos passar diretamente a descri¢ao
do modelo. Recomendamos ao leitor nao familiarizado com a teoria de probabilidade e
processos estocasticos consultar o capitulo 2, especialmente as segoes 2.1, 2.2, 2.4, 2.4.2,
2.4.3 e 2.12. Alternativamente as referéncias [4-9, 67] podem ser relevantes, como curso

introdutorio.

o7
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3.2 Definicao do Modelo

Nosso modelo é definido como um processo estocdstico composto! cuja métrica /-
solugao do problema— é completamente determinada pelo ambiente de busca © e pela
heuristica de busca =. Neste trabalho, os ambientes de busca podem ser fundamental-
mente descritos pela distribuicao de espacamento entre os alvos. Denotamos esta distancia
pela varidvel aleatéria w que tem FDP f;(w). O processo de busca constitui-se em cami-
nhadas aleatérias com duracao de N passos entre dois eventos sucessivos de deteccao de
alvos. O tamanho do passo da caminhada é denotado pela VA & que tem FDP f;(z). Es-
tas sao as principais variaveis do modelo e cada uma delas sera apropriadamente definida

nas proximas segoes.

3.2.1 Ambiente de Busca

Definicao 3.2.1 (ambiente de busca (AB)). Variedade topoldgica 5-dimensional que com-
porta uma distribuicao arbitraria de alvos. As propriedades topolégicas do ambiente bem
como as propriedades que caracterizam os alvos sao descritas pelo vetor de parametros
abaixo

© = {01,605, ....0,}. (Ambiente) (3.1)

No exemplo 3.1 ilustraremos um ambiente de busca unidimensional. No capitulo 4
definiremos ambientes multidimensionais, que chamaremos de ambientes Weibull. Todos
os ambientes considerados neste trabalho podem ser interpretados como variantes Weibull.
No inicio de cada capitulo definiremos detalhadamente a construcao do ambiente a ser

discutido. Na secao 2.12.2, da revisao bibliografica, ja discutimos um ambiente de busca.

3.2.2 Heuristica

Definigao 3.2.2 (Heuristica). Estratégia de busca. Trata-se de um conjunto de diretri-
zes e regras dinamicas que governam o comportamento do forrageador. A heuristica é

parametrizada de forma que fica completamente definida pelo vetor de parametros

E = {&,&%, &) (Heuristica) (3.2)

Em favor da generalidade e robustez do modelo, impomos que a heuristica de busca

I Discutimos o processo estocastico composto na secio 2.4.3.



3.2. Definicao do Modelo 59

seja determinada pela estratégia de caminhada? e pela distancia minima de interacao entre
o forrageador e os alvos. Segue que o vetor de parametros, =, serd composto por r, —raio
de interagao entre o forrageador e os alvos— e pelos parametros que definem f;(x) ~FDP do
passo da caminhada aleatoria. Como exemplo, considere uma caminhada aleatéria onde
o tamanho do passo do forrageador ¢é fixado por uma densidade gaussiana, com média

e desvio padrao o. Neste caso a heuristica terd o vetor de parametros, = = {r,, i, o}.

Nossas simulagoes assumem a FDP de Pareto truncada como distribuicao do tamanho

do passo da caminhada aleatéria®. Portanto, o vetor de parametros da heuristica serd

E = {ry, @, Timin, Trmaz }- (Heuristica de Pareto) (3.3)

Na exemplo 3.2, ilustraremos nosso modelo considerando um PB deterministico. Neste
caso, a caminhada aleatoria nao é governada pela heuristica de Pareto e sim pela heuristica
ideal. Esta heuristica conduz a caminhadas deterministicas com eficiéncia méxima e tem
grande apelo didatico e valor ilustrativo, pois pode ser tratada analiticamente exempli-
ficando o formalismo aqui desenvolvido. No capitulo 4 discutiremos um sistema real
—empiricamente motivado pelo forrageamento de primatas— governado por uma heuristica

ideal.

Definigao 3.2.3 (Caminhada Aleatéria). O forrageador caminharda deslocando-se em

passos de comprimento T : x E Ry € — Tyin < T < Ty, com FDP

o 1

falx) = (FDP da Caminhada Aleatéria) (3.4)

a~ o — b—a xa-{—l

onde « é o parametro de cauda, x,,;, € Tymae SA0 08 truncamentos a direita e a esquerda.

3.2.3 Nosso Modelo de Busca Aleatdria

Definigao 3.2.4 (Processo de Busca). Dados, o ambiente de busca © e a heuristica =,
considere o espago de probabilidade ( , A, P). Seja z : x € Ry e = Tpin < T < Tipaw
uma VA continua e seja {N(t > 0):t€T, N e Ne — 0<N <oo} um processo

estocéastico. Definimos a métrica do nosso modelo como o processo estocdstico composto,

2Introduzimos a caminhada aleatéria, na definicio 3.2.3. Ver a revisiao completa, na secdo 2.10
30s parametros {a, Tpin, Tmae } definem a distribui¢do de Pareto truncada. Consultar a secao 2.7.7.
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o

{t>0):teT, leRe = lpin <l <lnw}, cOmo segue

i(t:©,2) > (3, (Métrica do PB) (3.5)

onde / corresponde a distancia percorrida pelo forrageador entre dois eventos sucessivos de
deteccao de alvos. Denotamos a fungao caracteristica e a FDP da métrica respectivamente
por ¢ E(S) e f 6(8) Neste trabalho a VA & depende apenas da heuristica e corresponde
ao passo da caminhada aleatdria da defini¢ao 3.2.3. A caminhada aleatéria possui fungao
caracteristica ¢z (s) e FDP, fi(z). O processo estocdstico N(t), corresponde ao nimero
de passos executados entre dois eventos de deteccao, sua FMP é denotada por f (V)

dependente da heuristica e do ambiente.

3.2.4 Informagoes Requeridas pelo Modelo (“Inputs”)

Ao modelar um PB o ambiente, ©, a heuristica, =, e a caminhada aleatoria, x, sao
empiricamente motivados e fixados de forma relativamente simples. Por outro lado, N, a
quantidade de passos entre dois eventos de deteccao, nao pode ser expressa analiticamente

de forma simples. Podemos resumir os elementos do modelo como segue

© = {61,0s..,0,} (Ambiente)

= = {&,&%,..8) (Heuristica)
fi(x;Z) = Lei de Pareto Truncada (FDP da Caminhada Aleatoria)
[x(N;©,Z) = Indeterminada. (FDP da Quantidade de Passos)

Observagao 3.2.1: O resumo acima engloba uma gama consideravel de processos de busca
aleatoria. Neste ponto chamamos a atencao para as heuristica que produzem busca ideal.
Estes processos deterministicos constituem uma classe particularmente tratavel pelo nosso
modelo. Nestes casos a caminhada aleatéria é induzida ou determinada pela distribuicao
de alvos, conduzindo a f;(z) = fy(w). A FDP da quantidade de passos é definida por

fx(N) = dn1. Definiremos a busca ideal na segao 4.1.

3.2.5 Informagao Obtida com o Modelo (“Output”)

Nosso modelo fornece a métrica do processo de busca, equacao (3.5), que é o objeto

mais importante e informativo para a discussao das propriedades dinamicas do sistema.



3.3. Métrica do Processo de Busca, / 61

Uma vez conhecida a métrica definimos diversas grandezas relevantes como fungoes
particulares da métrica. A eficiéncia energética, 77, o balango energético, E , 0 ganho ener-
gético liquido por alvo detectado, é, e a taxa ganho energético liquido por alvo detectado,
(02, sao alguns exemplos de fungoes derivadas da métrica. Discutiremos cada uma destas

grandezas e a obtencao das suas densidades de probabilidade nas segoes subsequentes.

Nosso objetivo imediato é obter, analiticamente, a densidade de probabilidade da
métrica, f g(f) Faremos isto na proxima secao. Nas secoes 3.7, 3.8 e 3.9 discutiremos

solucoes alternativas e métodos de aproximagao.

o

3.3 Meétrica do Processo de Busca, /

3.3.1 Densidade de Probabilidade da Métrica

Em um processo estocastico composto a FDP da métrica, f l;(ﬁ), é obtida pela funcao

caracteristica ¢ g(s) como segue

fi0) = FH{ei)} (3.6)

onde o operador F~! denota a transformada inversa de Fourier. Se o processo estocéstico
composto tem N (t) independente de z, a fungao caracteristica, ¢ Z(S)’ pode ser expressa

como esperanca da N-ésima poténcia da funcao caracteristica de z, ou seja,
pj(s) = Ex ([ps())"). (3.7)

Segue das equagoes (3.6) e (3.7) que flg(f) = FHEN ([ea(s)1V) } = Ex (F {lea(s)]"}),
ou de forma explicita,
+00 +00 '
£ = 3 £aV) [ e o) ds 33)

—00

pela definicao de transformada inversa de Fourier,

F@) = 3 Fx(N) F7H s ()}



3.3. Métrica do Processo de Busca, / 62

Expandindo o somatorio obtemos a FDP da métrica, na forma mais relevante ao nossos

propdsitos, como segue

F0 = fy@) f:(0) + fx(2) F ' {ea(s)?} + o+ fyV) FH{ea(s)"}, (3.9)

onde identificamos f;(¢) = F ' {z(s)} no primeiro termo do somatério.

Para determinarmos a equacao acima, devemos conhecer a FMP fy(N) e a fungao
caracteristica ¢z (s). Neste ponto, observamos que, para os nossos propésitos, arbitramos
a forma funcional da FDP de z. Nossas simulagoes assumem a FDP de Pareto truncada
como distribuigdo do tamanho do passo da caminhada aleatéria. Portanto f;(z) estd de-
terminada pela equagao (3.4). Sempre seremos capazes de obter sua funcao caracteristica,
©z(s). Porém, ainda nos resta determinar fi (V) e isto é uma tarefa complexa. Como
mostra a equacao (3.5), N depende da heuristica e do ambiente. Qualquer conclusao
a respeito da forma funcional de f5 (V) estard restrita ao ambiente e a heuristica onde
a investigacao for realizada. Com estas observagcoes em mente, fica claro que nao serd
possivel evoluir ou simplificar a equagao (3.8) enquanto nao especificarmos um ambiente,
pois somente assim fy (V) podera ser determinada. Nao percamos de vista que é muito
improvavel obter uma forma funcional exata para fy(N) que seja vélida para ambientes
e heuristica arbitrarias. Na pratica s6 podemos conhecer casos particulares da FMP de
N por meio de simulagoes computacionais ou formas exatas para ambientes e heuristica

especificas.

3.3.2 Valor Esperado e Variancia da Métrica

O valor esperado da métrica é a esperanca do processo estocastico composto —ver a
segao 2.4.3, equagao (2.41)— e pode ser calculado sem a necessidade da FDP da métrica.

Usando-se esperanca condicional temos, (£) = (((|N)) = (N (#)), portanto
(0) = (N)(&). (3.10)

Este resultado tem importancia central. Usaremos o valor esperado da métrica para obter
aproximacoes de campo médio de todas as variaveis relevantes, faremos isto na secao 3.8.
Dando sequéncia, calculamos a variancia da métrica —consultar a secao 2.4.3, equacao

(2.42)— fazendo uso similar da lei da varidncia total, var(f) = (var(¢|N)) + var(({|N)) =
(N var(z)) + var(N (&)), portanto temos

var(f) = var(#)(N) + (&) var(N). (3.11)
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Nesta secao obtivemos a densidade de probabilidade, esperanca e variancia da métrica
do PB, expressas respectivamente pelas equagoes (3.8), (3.10) e (3.11). Estas sdo as propri-
edades estatisticas da métrica relevantes ao contexto deste trabalho. Nas secoes seguintes
introduziremos diversas grandezas de interesse, definidas como fungoes da métrica. Nosso

proximo objetivo é a obtencao da FDP da eficiéncia energética, fﬁ(n).

Exemplo 3.1. Dado um ambiente © = {f,r, A\, Ao, 7}, ou seja, um ambiente unidimen-
sional (3 = 1) que encerra um continuo de alvos adimensionais (r = 0) e indestrutiveis*
(t — 0), espacados pela distancia tipica A > A\g. Considere um PB deterministico,
governado pela heuristica ideal®, na qual o forrageador salta visitando alvos imediata-
mente vizinhos a cada salto, (N = 1). Neste caso, a FDP da caminhada aleatéria, fi(x),
corresponde a distribuigdo de espagamento entre os alvos, fi(w). Em uma dimensao,
a distancia entre alvos primeiros vizinhos segue uma distribuicao Poisson-Exponencial,
fo(w) = exp (5 — %), normalizada no intervalo Ay < w < oo. Usando f3(z) = fi(w),
queremos determinar (a) a densidade da métrica, f g(ﬁ) e (b) o valor esperado da métrica,

(£).

Solugao: (a) A densidade da métrica segue do somatério (3.9), truncado em N = 1, ou
£ = F(L) £il0)

Na busca ideal temos N = 1, portanto a massa de probabilidade apropriada ¢é a
delta de Kronecker fi(N) = dni. Verificamos imediatamente que fy(1) = 1. Segue do
enunciado que f;(z) = fy(x), entdo devemos usar f;(¢) = f;(¢) na equagao acima. A

FDP da métrica torna-se
1 A 14
f(0) = 5 exp (—0——). (Ao < £ < 00)

O gréfico da FDP da métrica, pode ser visto na figura 3.1 (a).

(b) Quando a FDP da métrica é desconhecida, podemos calcular o valor esperado

da métrica via equacao (3.10). Neste exemplo, conhecemos a densidade da métrica e

4Todo alvo, detectado e consumido, regenera-se, na mesma posicao, apés um tempo 7. Na aproximacao
de alvos indestrutiveis temos (7 — 0). Neste caso o alvo poderd ser revisitado indefinidamente.

®No capitulo 4 definiremos formalmente a busca ideal em ambientes B-dimensionais. Os resultados
deste exemplo serao reobtidos como caso particular quando g = 1.



3.4. Eficiéncia Energética do Processo de Busca, 1) 64

1» - (a) F.D.P da Métrica na B.I. 1D

fi(0)

0/\

Figura 3.1: Processo de busca ideal unidimensional. (a) Densidade da métrica, f;(¢),

discutida no exemplo 3.1. (b) Densidade da eficiéncia energética, f;(n), discutida no
exemplo 3.2.

podemos usar a defini¢cao usual do valor esperado,

(0 = /:éfg(f)df = {—@“)exp (AOA_E)]OO

Ao

o

) = X+ o

Se optassemos usar f;(w) normalizada no intervalo 0 < w < oo, terfamos fi(w) =
L

e_% e A o
N fil) = - ¢ () = \. Esta escolha seria inconveniente pois conduziria a divergéncia

da eficiéncia energética, em ¢ = 0, como veremos na proxima se¢ao.

3.4 Eficiéncia Energética do Processo de Busca, 7

Defini¢ao 3.4.1 (Eficiéncia do PB). A eficiéncia energética do PB, denotada por {n(t >
0):teT, neERe = Nmin <N < Nmaz}, com FDP a ser determinada, fﬁ(n), define-se

pelo reciproco da métrica do PB da definicao 3.2.4, como segue

1
(t,0,2) = ———, Eficiéncia Energética do PB 3.12
Ul ) o) ( ) (3.12)

Na secao 3.2.4 definimos a métrica {E leERL e = lpin < U< /lpe}, com

émin = /\0 € gmaz = OQ. (313)

onde Ay corresponde ao menor espacamento permitido entre dois alvos arbitrarios. Esta

condigao se faz necessaria para evitarmos divergéncias e singularidades em (3.12).
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A equagao (3.12) conecta os limites da métrica e da eficiéncia, impondo um escopo

semelhante para a eficiéncia {n: 7 € Ry ¢ = Npin < 1 < Maz b, da seguinte forma

Nmin = 1/‘€max € Nmaz = 1/‘€m'm (314)

3.4.1 Densidade de Probabilidade da Eficiéncia

Sejam Fg(ﬁ) e fg(ﬁ) respectivamente a FD e a FDP de /. Sejam, Fn(fr;) e fn(n)

respectivamente a FD e a FDP de 7. A FD de 1 segue da probabilidade de observarmos
5 > 1/, portanto

r
Ry = |7 <]
1/Nmin
B = [ g0dr = Fy )~ Fy1/m) (3.15)

Observe que 71 assume valores partindo de 7),,;, até Mnq. correspondendo ao intervalo de

integracao [Comin, bmaz] de /.

A densidade de probabilidade de 7, determinada pela sua fungao de distribuicao fica

d Fip (1)
Ui
o = . 3.16
) = (3.16)
Levando a equacao (3.15) na equagao (3.16) e lembrando que Fé’<1/77min) = 1, obtemos a
expressao mais geral para a densidade.
d F5(1/n)
14
> = - —. 3.17
) - (3.17)

Para avaliarmos a equagao acima ¢é mais conveniente usarmos, a variavel ¢, ou seja,

Fé(l/n) = Fg(ﬁ) Em seguida aplicamos a regra da cadeia

dF5(0) g
fam) = — dgg dn
al
To(n) = = FL/m) oo (3.18)
d F(0) de de

aqui reconhecemos,

d1 1
J = — —. Levando o resultado na equagao (3.18), obtemos a densidade de probabi-

dn U

o fz(ﬁ) = flg(l/n). Resta avaliar d—n, como segue d_77 =
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lidade procurada

1 1
f,;](n) = p fz (5) , (FDP da Eficiéncia Energética) (3.19)

com f ; <%> dado em (3.8). A equacdo acima é a FDP reciproca, uma densidade espon-
taneamente normalizada que pode ser obtida imediatamente da FDP da métrica. Este

resultado encontra-se detalhadamente derivado na secao A.1 do apéndice A.

3.4.2 Valor Esperado da Eficiéncia Energética

O valor esperado da eficiéncia energética é
w = [ utyeman

lembrando que 7 é estritamente positivo e definido no intervalo (9min, Mmaz ), dado em 3.14,

e ] (1
w= [ (G) (3.20)

obtemos

com fg <%> dado em (3.8).

Exemplo 3.2. Aqui queremos usar a FDP da métrica obtida no exemplo 3.1 para calcular:

(a) a densidade da eficiéncia, fn(n) e (b) o valor esperado da eficiéncia, (1).

Solugao: (a) A densidade da eficiéncia segue da equacao (3.19) com fg(ﬁ) =1exp (% —%).

1 1 1 Ao 1
ho =5 4(5) = e (35)

O grafico da densidade da eficiéncia energética, pode ser visto na figura 3.1 (b).

(b) Usando a densidade da métrica na equagao (3.20) obtemos o valor esperado,

e 1 (1
(n) = /nmm Efé <5) dn

portanto
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onde Ei(x) denota a fung¢do Exzponencial Integral, Bi(x) = — [t 'e~'dt. Aplicando os

limites de integracao obtemos o valor esperado da eficiéncia energética.

() = % exp (%) r (0, %) ,

onde I' denota a fungao Gama Incompleta, I'(a, x) = fxoo t*~le~tdt. Repare que (1) escala
inversamente com o espacamento tipico entre alvos, A. Isto é consistente com a defini¢ao
n=1 /f Na busca ideal a métrica é fixada pelo espacamento entre alvos, temos (= .
Lembre-se que, no exemplo 3.1, obtivemos (€> = A+ Ag. Este resultado, juntamente com
resultado do item (b) nos impele a questionar se uma aproximacao do tipo, (ij) ~ 1/(f),
seria aceitavel. Trataremos esta questao na secao 3.8 e veremos que esta aproximagao

—aproximacao de campo médio— pode oferecer 6timos resultados sob certas condigoes.

3.5 Balanco Energético do Processo de Busca, E

Vamos utilizar o balango energético proposto por E. P. Raposo e colaboradores em
2003 [6]. Este conceito encontra-se detalhadamente descrito na segao 2.13.3. Desta dis-
cussao seguem imediatamente as definicoes do balanco energético, E, ganho energético
liquido por alvo detectado, ¢ e taxa de liquida de ganho energético por alvo detectado,

o

(), respectivamente definidos como segue:

Defini¢ao 3.5.1 (Balango energético). A reserva energética E >0 de um forrageador é

definida como
E = Ey+AFE, (Balango Energético do PB) (3.21)

onde Ej é a reserva energética inicial do forrageador e AE = v € ¢é a variagao da reserva

energética apos a deteccao de v alvos.

Defini¢ao 3.5.2 (Energia Liquida). O custo ou ganho energético envolvido na detecgao
de cada alvo, denotado por é, é a energia liquida resultante da busca e consumo de um

alvo detectado. & é definida como segue
¢ = e— f(0), (Ganho Liquido por Alvo) (3.22)

onde introduzimos €, a energia bruta ganha por alvo detectado —consumido— e f (E), uma

funcao de desgaste ou custo, arbitréria, associada a distancia média percorrida entre dois
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alvos sucessivos.

Defini¢ao 3.5.3 (Ganho por Unidade de Deslocamento). O custo ou ganho energético

por alvo detectado e por unidade de distancia percorrida é definido como

= [e— f(O)] 7, (Taxa Liquida de Ganho por Alvo) (3.23)

3.6 Balanco Energético na Aproximacao de Desgaste

Linear (ADL)

Em particular podemos assumir que a funcao de desgaste, f (2) é proporcional a dis-

tancia percorrida, (¢), da seguinte forma,
)y = Q¥ (Desgaste Linear) (3.24)

onde )y é a energia minima consumida pelo forrageador por unidade de deslocamento.
Trata-se de um parametro metabédlico que depende exclusivamente do forrageador e sem
qualquer dependéncia com relacao ao ambiente. O ambiente fornece energia para o
forrageador a uma taxa Qw, onde

Qp = (Taxa de Ganho Ambiental) (3.25)

€
210)7
limitado ao intervalo 0 < Q,, < Q,™**. Aqui €,™*" é determinado pelo espacamento

minimo entre alvos, A\g. Usando a notacao de eventos criticos denotaremos a taxa maxima

por duas estrelas (2, assim

o = Q" = )\i (Taxa Critica de Ganho Ambiental). (3.26)
0
Valores tipicos de (alw podem ser obtidos considerando-se o valor esperado de Qw, que por

, €
sua vez, escala aproximadamente® com —. Portanto

(w)

Q= (Q,) ~ (Taxa Média de Ganho Ambiental) (3.27)

6A definigao precisa seria Q* = (€2,,) = <i> = [~ Q—lw fo <ﬁ) AQy,.
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O* e (I sao valores criticos que limitam transi¢coes de fase no balanco energético e na
probabilidade de sobrevivéncia. As estrelas sao usualmente utilizadas para denotar cri-
ticalidade, por exemplo estabilidade, equilibrio ou transicoes de fase. O vinculo natural
impoe que o forrageador consuma energia a uma taxa menor que a taxa média €2* oferecida

pelo ambiente, portanto,

Q > QO (Garantia de Morte) (3.28)
Qy < O (Condicao de Sobrevivéncia) (3.29)

Na aproximagao de desgaste linear (ADL), 3.24, a condi¢ao acima é uma garantia minima
de sobrevivéncia. No caso de violagoes da condicao de sobrevivéncia, interpretamos que
o forrageador nao tera —em média— energia para alcancar os alvos vizinhos sem esgotar a
energia € ganha com o consumo do alvo previamente visitado. Neste caso, hé grande taxa
de mortalidade pois o ambiente é incapaz de sustentar, a longo prazo, um forrageador com
taxa metabdlica y > Q*. A situacao é ainda pior quando 2y > 2**, a morte inevitavel

acontecera depois de alguns passos, apds esgotar sua reserva inicial de energia.

O balanco energético, E , e a taxa de liquida de ganho energético por alvo detectado,

), ficam respectivamente definidos, na aproximacao de desgaste linear, como segue

o

E = Ey+ ve — vQl, (Balango Energético na ADL) (3.30)
Q = —Q + en (Taxa Liquida de Ganho na ADL)  (3.31)

O balanco energético esta definido nos limites Fyp;, < E < FEgez, onde
EMin =0 e EMa:E = Eo + ve — l/Qo )\0. (332)

Similarmente a taxa liquida de ganho energético esta limitada ao intervalo 27, < O <
Qfaz, onde
QMin - _QO € QM(Z(L‘ - _QO + o=, (333)

Podemos ver que E ¢ estritamente positivo —condigao de vida— enquanto Q) pode assumir
valores negativos. O tamanho do intervalo de Q é, por definicao, Qnrae — Qarin = .
Veremos que a probabilidade associada a regiao negativa de O corresponde a probabilidade

de morte enquanto a regiao positiva esta associada a probabilidade de sobrevivéncia.
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3.6.1 Densidades de Probabilidade na ADL

Observe que nas equagoes (3.30) e (3.31) Eq, v, € e  sdo constantes. Portanto E ¢
uma transformacao linear de /. Similarmente, Q é uma transformacao linear de 7. Logo

a FDP de E é determinada pela FDP de { e a FDP de Q pela FDP de 7). Precisamos

apenas levar as equagoes

o E— Ey—ve
/(= =0 " 3.34
o (3.34)
QO+ 0
§ = — Tt (3.35)

€

respectivamente nas equagoes (3.9) e (3.19). O resultado sdo as FDP, ndo normalizadas,

abaixo
1, (B — B
) = (PR, (3.36)
1 € 2 €
I =7 (Q+QO) i (Q+QO>‘ (3:37)

Note que ambas as densidades sao determinadas pela FDP da métrica. As constantes [g
e I correspondem a integragao sobre todo o intevalo de definigao das variaves, E e ().
Como estas varidves sao definidas pelas transformacoes lineares acima, podemos adiantar

que Ig escala com v€)y enquanto I escala com e.

3.6.2 Valores Esperados na ADL

Conhecidas as densidades de probabilidade podemos calcular o valor esperado do
balanco energético, <E>, ganho energético liquido por alvo detectado, ((’3), e taxa ganho

o

energético liquido por alvo detectado, (€2). Essas grandezas ficam entao respectivamente

definidas, na aproximagao de desgaste linear, como segue

(E) = E, + v{(€), (Esperanca do Balango Energético) (3.38)
() = e — Qf), (Esperanga do Ganho Liquido) (3.39)
Q) = —Qu 4+ @), (Esperanca da Taxa de Ganho) (3.40)

Exemplo 3.3. Nas condigoes do exemplo 3.1, seja € a energia bruta obtida por alvo

consumido e * = ¢/(f) a taxa média de energia fornecida pelo ambiente. Considere trés
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forrageadores com as respectivas taxas metabdlicas Qg = {0.5Q*,1.002*, 1.5Q2*}. Assuma
que os forrageadores sao capazes de absorver e estocar energia, proveniente do consumo
dos alvos, até o limite E,; = 50e. Assumimos ainda que os forrageadores iniciam a busca
com a energia Ey = 20e. (a) Queremos deduzir a expressio geral para (E(v)), o valor
esperado da energia do forrageador em funcao de v, 2y e Q*. Também mostrar (E(V))
para os trés forrageadores e ilustrar graficamente os resultados. (b) Deduzir a expressao
para o numero de alvos visitados pelo forrageador antes de esgotar sua reserva de energia
(E =0). (c) Deduzir a expressao para o nimero de alvos visitados pelo forrageador antes

de atingir a saturacao energética e esgotar sua reserva de energia (E = Fyy).

Solugdo: (a) Levando o ganho liquido, equacao (3.39), no balango energético (3.38) po-
demos colocar (£) em evidéncia e utilizar a condigio de sobrevivéncia (3.27) para eliminar
e. Obtemos

(E(v)) = Ey + v {0) (2 — Q). (3.41)
Vemos pela equagao acima que a energia do forrageador aumentara ao longo da caminhada
somente quando 2y < Q*. Temos o grifico da equacao (3.41) para os trés forrageadores

na figura 3.2 (a).

Para o primeiro forrageador, (€y = 0.50*), logo com 2 < Q*, 0 mesmo sobrevivera.
Na busca ideal podemos usar Q* = ¢/ (i) = ¢/({), pois a equacao (4.4) no teorema 4.1.1

garante que os dois valores esperados sao idénticos. Assim obtemos

Vemos que o valor esperado da reserva energética do forrageador permanece inalterado.
Repare que se a energia inicial Fj for nula o forrageador violard a condigao de sobrevi-
véncia. No exemplo 3.4 calcularemos a probabilidade de sobrevivéncia e a probabilidade

residual de morte para este forrageador.

Para o terceiro forrageador, (£29 = 1.52%), temos

<E<V)> = Fky — 03

O valor esperado da reserva energética do forrageador decresce com o niimero de passos

v. Este forrageador morrerd apos vpsore passos. Calcularemos vy e a seguir.
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s (d) .. ]
SR \ ]
e
s — Qo=

5 F Qo = QO

—or D050 050 o
Eventos de deteccao de alvos, v Taxa liquida de ganho, 2

Figura 3.2: Processo de busca de trés forrageadores com as respectivas taxas metabdlicas
Qo = {0.50*,1.0Q%,1.5Q*}. (a) Valor esperado do balanco energético, (E(v)), discutidos
no exemplo 3.3. (b) Densidade da taxa de ganho liquido, fg(€2), discutida no exemplo
3.4. A area hachurada cinza corresponde a probabilidade residual de morte, Prys, do
forrageador.

(b) O numero de alvos visitados pelo forrageador antes de esgotar sua reserva de

energia é obtido pela raiz da equagao (F(v)) = 0. Resolvendo para v temos

v S (3.42)
Morte — <Z> (Q*—QO) .

(c) O numero de alvos o visitados pelo forrageador antes de esgotar sua reserva de energia

é obtido pela raiz da equacao (F(v)) = Fg,. Resolvendo para v temos

Vsat = M- (343)
(0) (€ — Qo)

Substituindo Qy = {0.50*, 1.0Q2*, 1.50*} e usando Q* = ¢/(f) para climinar (£), as equa-
¢oes acima podem ser avaliadas para cada forrageador. O forrageador (£2y = 0.50*) execu-
tara 60 passos antes de atingir seu limite de saturacao energética, enquanto o forrageador
(Qo = 1.502*) morrera apés visitar 40 alvos. Para o forrageador (€y = Q*) o nimero
de eventos de deteccao pode ser arbitrariamente grande. Os resultados para os trés

forrageadores estao resumidos na figura 3.2 (a).

3.6.3 Probabilidade de Sobrevivéncia e Morte na ADL

A probabilidade de morte pode ser entendida como a probabilidade do forrageador
defrontar-se com um evento que impossibilite sua subsequente evolucao, definido como

segue.

Definicao 3.6.1 (Evento Mortal). Um evento mortal se verifica quando o forrageador
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visita um alvo cujo vizinho mais proximo encontra-se a uma distancia maior do que o

forrageador poderia cobrir sem esgotar sua reserva energética.

Integrando a densidade de probabilidade da taxa liquida de ganho energético, fQ(Q),
podemos estimar a probabilidade de sobrevivencia e morte do forrageador. A integragao
no intervalo {2 > 0 fornece a probabilidade de sobrevivéncia enquanto a integracao sobre

o intervalo €2 < 0 fornece a probabilidade de morte.

Probabilidade de Morte, Py,

Defini¢ao 3.6.2 (Probabilidade de Morte). A area associada ao intervalo negativo de 2
corresponde a probabilidade de ocorréncia de um evento mortal, ou seja, probabilidade
de morte. De (3.33) vemos que este intervalo comeca em 2y e termina no menor valor
entre zero € Qprq., isto é, Min (0, Qp74.). Podemos definir a probabilidade de morte como

segue

hAin,(0,£2A4az)
Py = / [o(Q)dQ = Fo(Min(0, ). (3.44)
Q

Min
com Qpzin € Qprar dados em (3.33). Usamos o teorema fundamental do célculo, avaliando
a FD FQ(Q) nos limites de integracdo. Note que FQ(QMm) = 0, pois ) nao é definido

em valores menores que 2p7;,.

Probabilidade de Sobrevivéncia, Pg

O carater booleano —vida ou morte— do balango energético sugere que devemos de-
finir a probabilidade de sobrevivéncia através da probabilidade de morte e da condicao
de conservagao da probabilidade total, ou seja Ps = 1 — Pj;. Nao ha problemas em
proceder desta forma, mas podemos calcular a probabilidade de sobrevivéncia de forma

independente, dispensando a necessidade de calcular a probabilidade de morte.

Definicao 3.6.3 (Probabilidade de Sobrevivéncia). A drea associada ao intervalo positivo
de €2 corresponde a probabilidade de evitar um evento mortal, ou seja, a probabilidade
de sobrevivéncia. De (3.33) vemos que este intervalo comega em zero e termina no maior
valor entre zero e Qurar, isto é, Max (0, Qprq,). Podemos definir a probabilidade de

sobrevivéncia como segue

MaX(O,QNIGI)
Ps = / S ()2, (Q < ) (3.45)
0



3.6. Balango Energético na Aproximagao de Desgaste Linear (ADL) 74

ou usando a FD FQ(Q)

Ps = Fy(Max (0, QRyas) — Fp(0) = 1— Py (3.46)

com Qpr, dado em (3.33). Aqui usamos FQ(M&X(O, Qpaz ) = 1, pois corresponde a
integragao sobre todo o intervalo. Além disso a probabilidade de sobrevivéncia s6 faz
sentido quando temos (p7., > 0, neste caso identificamos FQ( Min(0, Qpraz) ) = FQ(O)

como a probabilidade de morte obtida em (3.44).

Probabilidade Residual de Morte, Pg)/

Um caso particular da probabilidade de Morte ocorre quando €2 assume valores posi-
tivos, isto é, a probabilidade de sobrevivéncia nao é nula. Mesmo quando a probabilidade
de sobrevivéncia tende a unidade teremos necessariamente um probabilidade de morte as-
sociada ao intervalo —{2y < 2 < 0. Chamamos a probabilidade associada a este intervalo

de probabilidade residual de morte, definida abaixo

Definigao 3.6.4 (Probabilidade Residual de Morte). E a probabilidade minima de morte,

Min(Py,). Corresponde a édrea associada ao intervalo —§y < Q <0

0
Pry = / fQ(Q)dQ = FQ(O) = Min(Py), (Qo < Q) (3.47)

Qnrin
Com Qi = —Q < 0, temos Pry > 0V Q. Concluimos que todo forrageador estara

sujeito a uma probabilidade minima de morte, mesmo que seja capaz de realizar buscas

consumindo quantidades arbitrariamente baixas de energia.

Exemplo 3.4. Nas condicoes do exemplo 3.1, seja € a energia bruta obtida por alvo
consumido e Q* = ¢/ <€) a taxa média de energia fornecida pelo ambiente. Considere-
mos forrageadores com as respectivas taxas metabdlicas Qg = {Q**, Q*}. Para ambos os
forrageadores queremos obter: (a) a densidade da taxa de ganho liquido, fQ(Q); (b) O
intervalo de definicao de €. (c) O intervalo de 2 associado as probabilidades de morte e

sobrevivéncia. (d) A probabilidade de morte e de sobrevivéncia.

Solugdo: (a) A densidade da taxa de ganho liquido, fQ(Q)7 segue de (3.35) multiplicada

pelo fator 1/¢, que fornece a normalizagao adequada no intervalo €, < Q < Q0

€ Ao €
T = S o & (7 YR QO)) ‘
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(b) O intervalo de definicao de € segue de (3.33). Para o primeiro, forrageador
obtemos {2 : Q € [—Q2**,0]} pois

QMin = — Q" € QMa:v = 0.
Para o segundo forrageador, temos {Q : Q € [-Q*, —Q* + Q**]} pois

QMm = —Q e QMCM = — Q*—FQ**.

(c) Para o primeiro forrageador 2 é estritamente negativo, portanto todo o intervalo

esta associado a probabilidade de morte.

Quanto ao forrageador com taxa metabdlica 2%, o intervalo associado a probabilidade
de morte é 2* < < 0 e o intervalo associado a probabilidade de sobrevivencia é 0 <

Q< -0+ Q. Note que ** > O, portanto trata-se de um intervalo positivo.

(d) Nao ¢é preciso efetuar qualquer cdlculo para obter a probabilidade de morte do
forrageador com taxa metabdlica critica, **. Como vimos no item anterior, €2 é estri-
tamente negativo para este forrageador, portanto a probabilidade de morte é Py, = 1.
Obviamente a probabilidade de sobrevivéncia serd Ps = 1 — Py, = 0. Veja o gréafico, na
figura 3.2 (b). A cuva pontilhada corresponde a densidade fQ(Q) para o forrageador com

taxa metabolica critica, 2**. Observe que a funcao esta restrita ao eixo negativo de €.

A probabilidade de morte, Py, do forrageador com taxa metabdlica Q0* é a probabili-

dade residual de morte, Prys

0
Py = Ppy = /_Q* fQ(Q)dQ = FQ<O)7

A
com fQ(Q) obtido no item (a) a integracao fornece a FD, FQ(Q) = exp (70 _ m) |
assim
Ao € 1
FO — - - ‘
(0) = exp ( ) AQ*) ~ = 0,367879
€ € €
Usamos O* = — = — = —— pois assumimos’ f:(¢) = f,(w), logo devermos ter
W) By A+ T F3(0) = fu(w), log

(i) = (f). Calculamos (/) no exemplo 3.1. Portanto a probabilidade de morte ¢ 36,8%.

"Definimos o processo de busca ideal, préximo capitulo. O teorema 4.1.1 assegura (i) = ().
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A probabilidade de sobrevivéncia, Ps, do forrageador com taxa metabdlica 2* é

7Q*+Q*‘k
Py = / fa()dQY = Fo(—4+ Q) — Fe (0
S o Q( ) Q< ) Q( )

Py = 1—F§°2(O) = 1-0,367879 = 0,632121.

Usamos Fle (—Q* + Q**) = 1 pois corresponde a integragao sobre todo o intervalo. Ante-

Q

riormente calculamos F Q(O) Portanto a probabilidade de sobrevivéncia é 63, 2%.

3.7 Solucoes Alternativas e Métodos de Aproximacao

Nosso modelo analitico permite reproduzir uma grande variedade de sistemas com
alvos nao-destrutiveis. No entanto, para obtermos a densidade de métrica precisamos
conhecer a densidade de N e em seguida calcular a transformada inversa de Fourier. Na
maioria dos casos isto é uma tarefa complexa e a transformada inversa nem sempre pode
ser obtida em termos de funcoes elementares. Nestes casos podemos considerar as solugoes

alternativas abaixo:

e Aproximagao de campo médio (ACM): corresponde a substituir a VA pelo seu

valor esperado. Faremos isto na secao 3.8;

e Aproximacgao via simulagao computacional (ASC): implica em construir um
ambiente computacional representando todos os elementos do sistema. Simulacoes
computacionais permitem estimar valores esperados e FDP das grandezas de inte-
resse por meio de médias e de histogramas. Mostraremos como fazé-lo na segao
3.9;

e Aproximacao semi-analitica: ¢ a utilizacao de resultados experimentais, compu-
tacionais ou campo médio para obter alguma informacao faltante no modelo ana-
litico. Por exemplo, podemos obter a FDP da métrica experimentalmente ou via
simulagoes computacionais e em seguida utilizd-la no modelo analitico. Faremos uso

deste expediente no capitulo 5.
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3.8 Aproximagoes de Campo Médio

3.8.1 Eficiéncia, nACM

Podemos ver na equacao (3.9) que a FDP exata da métrica e da eficiéncia energética
dependem da FDP de N, que é desconhecido, exceto para alguns casos particulares. Uma

alternativa é usar a aproximacao de campo médio para estimar a eficiéncia energética,

i = (3) = o =M

a equagao (3.10) fornece o valor esperado da métrica de um processo composto, <€) =

COoImo segue

o

(N){¢), portanto
1 1

(0 (V)@

Esta é a aproximacao de campo médio. Podemos ver que sua expressao corresponde

exatamente ao resultado obtido por G. M. Viswanathan e colaboradores, como mostra a

equagao (2.120).

3.8.2 Balanco Energético e Taxa de Ganho, 0ACM

A aproximacao de campo médio para o balango energético segue de (3.38) e coincide
com o resultado exato, portanto nao pode ser encarada com uma aproximacao. A taxa

ACM

liquida de ganho segue imediatamente de (3.40) com () =n , Ou seja

:_QO+€77 )

3.9 Aproximacgao via Simulacao Computacional (ASC)

Como vimos, obter solugoes exatas para ambientes e heuristica arbitrarias pode ser
uma tarefa dificil. Alternativamente podemos obter aproximacoes via simulagoes compu-
tacionais. A principal vantagem de fazé-lo é que podemos tratar, virtualmente, qualquer

ambiente ou heuristica.
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3.9.1 Ambiente Computacional

Simulacoes implicam em armagzenar, na memoria do sistema, as representacoes do
ambiente de busca. Esta particularidade logistica introduz limitagoes especificas quanto

a quantidade de alvos representados e o diametro do ambiente.

Definigao 3.9.1 (Restrigoes do Ambiente Computacional). O ambiente computacional,

somente serd representavel quando as condigoes abaixo forem satisfeitas:

1. Diametro finito, M;

2. Quantidade finita de alvos, N,.
As condigoes da defini¢ao 3.9.1 tem implica¢oes imediatas sobre algumas grandezas,
como o espacamento tipico entre alvos® e o truncamento do passo da caminhada aleatéria.
Defini¢ao 3.9.2 (Implicagoes do Ambiente Computacional). As condigoes da definigao

3.9.1 implicam em:

1. Condigao de contorno. Segue inevitavelmente da condigao (1) na defini¢ao 3.9.1;
2. O hiper-volume de ambientes [-dimensionais escala com Vﬁ ~ MPB ;

/B
o)

3. Espacamento médio entre alvos dado por, A\, = ( N

4. Truncamento do passo da caminhada aleatéria, x, em, x < Vﬁl/ p ~ M.

3.9.2 Heuristica Computacional

Definigao 3.9.3 (Heuristica Computacional). Em condigoes de simulagao, a heuristica
de busca se materializa em conjunto de regras dinamicas que governam as acgoes do forra-

geador. Vamos resumi-las como segue:

1. Condigao Inicial: sorteio da posicao dos alvos e escolha da posi¢ao inicial do

forrageador.

2. Caminhada: trata-se da maneira como o forrageador escolhe a orientacao e com-
primento do passo da caminhada. Nas nossas simulagoes a direcao ¢é sorteada com

FDP constante e o comprimento do passo com FDP de Pareto truncada;

8Estamos supondo ambientes com distribuicio homogénea de alvos.
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3. Busca: refere-se a forma como o forrageador inspeciona o ambiente computacional
a medida que caminha. No nosso caso o forrageador interage apenas com alvos que
estejam distanciados da trajetoria de busca por uma distancia inferior a distancia

minima de interacao , r, —limite do alcance visual do forrageador;

4. Deteccao de alvos: corresponde a definicao do evento de deteccao de alvos.
Nas nossas simulacoes o evento de deteccao se verifica quando a distancia entre

o forrageador e um alvo arbitrario é inferior a distancia de minima de interagao, r,;

5. Recursao: a simulacao deve ser recursiva de modo a permitir o calculo de médias
sobre varios eventos de deteccao de alvos. Usualmente isto implica na implemen-
tagao de “loops” que executam todas as regras citadas acima até que a condicao de

parada seja verificada;

6. Condicao de parada: a simulacao termina quando verifica-se o evento definido
como condicao de parada. Esta condicao usualmente é definida pelo niimero maximo
de alvos visitados, porém diversos outros critérios podem ser usados, por exemplo :
(i) um tempo maximo de busca; (ii) uma distancia maxima coberta na busca; (iii)
esgotar a reserva energética —neste caso a condigao de parada é a morte; (iv) saturar
a reserva de energia —neste caso a condi¢ao de parada ¢ atingir o limite de ganho de

peso;

3.9.3 Meétrica Computacional, (ASC

Definicao 3.9.4. Para dois eventos sucessivos de detecgao de alvos a distancia percorrida
pelo forrageador entre o alvo j — 1 e o alvo j é denotada por [;_;, ;, sua média sobre vg

réplicas aleatérias do ambiente é

1 VR v )
ASC _ oy Z Z l](-z_)Lj. (Métrica Computacional Média) (3.50)

i=1 j=1

Usando a funcao frequéncia, f(/;_1 ;), —retorna a frequéncia de cada evento do seu
argumento, ver a definicao 2.1.4— podemos construir histogramas normalizados, que cor-
respondem a aproximacoes da FDP da métrica. Faremos isto nas aproximagoes semi-

analiticas.



3.9. Aproximagao via Simula¢do Computacional (ASC) 80

3.9.4 Eficiéncia Computacional Média, nAS ¢

A eficiéncia energética associada a busca aleatoria e deteccao do j-ésimo alvo é

1
n; = l , (Eficiéncia Computacional) (3.51)
Jj—1,7

onde [;_; ; é a métrica computacional. Assumindo simulagoes com condicao de parada

definida pela deteccao de v alvos, podemos utilizar a definicao de eficiéncia abaixo.

Definigao 3.9.5 (Eficiéncia Computacional Média). Definimos a eficiéncia média do pro-

cesso de busca como

ASC _ — _ 1 5,0
n =7 = VRVZZUJ- . (3.52)
i=1 j=1

Para incorporar a variancia associada a condicao inicial tomamos a média da equacao

(3.51) sobre vg réplicas aleatérias do ambiente. Onde (i) indica a i-ésima réplica do AB.

3.9.5 Balanco Energético Computacional pASC
A energia do forrageador ao detectar o j-ésimo alvo é
E;, = Ey + ve — vyl (Balango Energético Computacional) — (3.53)

onde [;_; ; é a métrica computacional. Assumindo simulagoes com condicao de parada

definida pela deteccao de v alvos, podemos utilizar a definicao de eficiéncia abaixo.

Definigao 3.9.6 (Balan¢o Energético Computacional). Definimos a energia média do

forrageador como a média aritmética

gASC _ F = S S EY. (3.54)

Para incorporar a variancia associada a condicao inicial tomamos a média da equacao

(3.51) sobre vg réplicas aleatérias do ambiente. Onde (i) indica a i-ésima réplica do AB.
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3.9.6 Probabilidade de Morte Computacional

Definicao 3.9.7. A probabilidade de morte PA‘?S C ¢ definida como a frequéncia do evento

mortal da definicao 3.6.1. Ou seja
PSC = §(E; <0). (3.55)

A probabilidade de sobrevivéncia é calculada através da probabilidade de morte e da
condicao de conservacao da probabilidade total, ou seja P§45 ¢ _ 1—PA§S C' Construfmos
um espacgo amostral contendo vi v eventos, onde temos v passos em cada uma das vy

réplicas do ambiente.



Capitulo

Processo de Busca Ideal no Ambiente

Weibull Indestrutivel

No capitulo anterior introduzimos nosso modelo e formulacao matematica geral, dis-
cutimos casos particulares da busca ideal em ambientes unidimensionais. Neste capitulo
vamos estender os resultados anteriores para ambientes com qualquer dimensao. Inici-
almente definiremos o ambiente Weibull e descreveremos suas principais propriedades.
Derivaremos a distribuicao Weibull como densidade apropriada para descrever a distan-
cia entre alvos em qualquer dimensao topoldgica (observamos que nao encontramos esta
derivagao na literatura). Estes resultados permitem-nos obter a métrica exata para um
processo deterministico de busca ideal em ambientes S-dimensionais. Seguiremos compa-
rando a solucao exata com a aproximacao de campo médio. Finalmente discutiremos o
balanco energético e a probabilidade de sobrevivéncia. Seguiremos a notacao do capitulo

anterior.

4.1 Processo de Busca Ideal

4.1.1 Definicao da Busca Ideal

Defini¢ao 4.1.1 (Busca Ideal). A busca ideal tem lugar quando o forrageador consegue
o melhor desempenho possivel. Entenda-se por melhor desempenho possivel detectar um
alvo a cada passo (N = 1). O forrageador caminha realizando movimentos balisticos,
visitando o alvo imediatamente vizinho. A FDP dos deslocamentos do forrageador, f;(z),

corresponde a FDP da distancia entre alvos, f;(z). Na busca ideal as condigdes abaixo

82
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devem ser satisfeitas

N =1
falzx) = folo). (4.2)

4.1.2 Propriedades da Busca Ideal

Lema 4.1.1 (FMP de N na Busca ideal (BI)). Segue da definicio 4.1.1 que na busca

ideal a massa de probabilidade adequada para N é a delta de Kronecker
Fo(N) = ox1. (4.3)
Prova: Da equagao (4.1) devemos ter N = 1, portanto a massa de probabilidade é

1 se, N=1,
fy(N) =
0 se, N#I.

Adicionalmente deve satisfazer a condicao de normalizacao

> fx(N) =L

As condicgoes introduzidas pelas equacoes acima correspondem justamente a definicao da
funcao delta de Kronecker. Portanto a equagao (4.3) é a FMP procurada. Isto conclui a

prova.

Teorema 4.1.1 (FDP da métrica na Busca Ideal). Na busca ideal, a FDP da métrica

corresponde a FDP dos alvos —primeiros vizinhos— como segue

fil) = fu(0). (4.4)

Prova: Levando as equagoes (4.1) e (4.2) em (3.9) somente o primeiro termo da série

restara
fill) = fx1) fu(0).

Pela equacgao (4.3) sabemos que, a massa de probabilidade é f; (1) = 1. A partir disto,

obtemos o resultado, pois a equacgao final é (4.4).
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4.2 O Ambiente de Busca Wezbull

4.2.1 Consideracoes sobre os Espacos Multidimensionais

No ambiente Weibull o espacamento entre alvos, w, escala com A\. A FDP de w
é bem definida em qualquer dimensao 3. Antes de seguir a obtencao desta distribuicao
precisamos introduzir o conceito de hipervolume e estimar o espacamento médio, A\, entre

N, alvos aleatoriamente distribuidos em um hipervolume Vj.

Hipervolume é a generalizacao do conceito de volume, formalmente é definido via

tensor métrico ou por uma métrica apropriada. Aqui definiremos utilizando a Norma.

Definigao 4.2.1 (Hipervolume). Seja Z C R/ , um conjunto limitado no espaco Fuclidi-
ano. A colegao de pontos z € R/ que pertencem ao conjunto Z satisfazem {z : |z| < w}.

O menor hipervolume, V3, em um espago -dimensional, capaz de conter Z ¢é
Vi = y(B)w”, (Hipervolume em /8 dimensoes) (4.5)

onde
B/2 2 B2
T(Z+1) AL

No espago ordindrio, 5 = {1, 2, 3}, temos () = {2, 7, 47/3}.

v(8) = (4.6)

Definigao 4.2.2 (Espagamento Médio Multidimensional). O espacamento médio, A,

entre N, alvos aleatériamente distribuidos em um hipervolume Vjp é

V/B 1/B
A pu— —_— 4-
e

levando a transformagao

X = [7(B)]V7 N, (4.8)

na equagao (4.7) e resolvendo para N,, obtemos uma relagao importante

N, = (%)B . (4.9)

Suprimos (/) e expressamos o nimero de alvos em fungao da distancia entre alvos,

w, e da distancia tipica entre alvos, \.
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(1D)

Figura 4.1: Ilustragoes do ambiente Weibull para as trés dimensoes espaciais ordinarias,

B={1,2,3A=0eA=1/5
4.2.2 Definicao do AB Weibull

Defini¢ao 4.2.3 (Ambiente de Busca Weibull). Variedade topoldgica [-dimensional en-
cerrando uma distribuicao arbitraria de alvos adimensionais. O ambiente é descrito pelo

vetor de parametros
O = {61\ N, 7} (Ambiente Weibull) (4.10)

Trata-se de um ambiente continuo, com dimensao /5. Os alvos s@o adimensionais (r = 0),

indestrutiveis' (7 — 0) e espagados pela distancia tipica A > Ay > 0.

4.2.3 Densidade do Espacamento entre Primeiros Vizinhos

Aparentemente P. Hertz, em 1909 [109], foi o primeiro a tentar descrever a FDP
da distancia entre primeiros vizinhos em uma configuracao aleatéria de alvos. Em 1943
S. Chandrasekhar [110] derivou a lei de distribuigao para primeiros vizinhos (LDPV) em
ambientes tridimensionais. Aqui, vamos generalizar o resultado de Hertz-Chandrasekhar

estendendo a LDPV para ambientes S-dimensionais.

1Todo alvo detectado e consumido regenera-se na mesma posicao, apés um tempo 7. Na aproximacao
de alvos indestrutiveis temos (7 — 0). Neste caso o alvo poderd ser revisitado indefinidamente.
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Figura 4.2: (a) Distribuicao Weibull para as trés dimensoes espaciais, conforme equagao
(4.12),, isto é, FDP do espagamento entre alvos —primeiros vizinhos— no ambiente Weibull.
(b) Gréfico da figura (a) na escala Log-Log. Parametros: 5 = {1, 2, 3}, \g =0 e A = 10.

Definicao 4.2.4 (Lei de Hertz-Chandrasekhar Multidimensional). A FDP que descreve
o espacamento entre alvos, primeiros vizinhos, deve satisfazer a condicao

v N,d
fo(w) = [1 —/ fu;(w)dw} —ﬁ, (LDPV Multidimensional) (4.11)
0 V,B dw

com N, e Vp, definidos anteriormente. A equagao acima assume que a probabilidade de
um alvo arbitrario estar a uma distancia w de seu primeiro vizinho é a probabilidade
—fator entre colchetes— de nao haver um alvo dentro de um hipervolume V3, centrado
no alvo considerado, multiplicado pela probabilidade de haver um alvo na casca esférica

encerrada pelo hipervolume.

Estabelecemos que a FDP da distancia entre primeiros vizinhos, no ambiente Weibull,
deve satisfazer a LDPV. Derivando-se a LDPV multidimensional elimina-se a integral, re-
sultando em uma equagao diferencial ordinaria em f;(w). Além disso, quando w — 0
a regiao de integracao na equagao (4.11) anula-se. Neste caso a probabilidade entre col-
chetes é maxima e igual a 1. A equacgao resultante constitui uma condicao de contorno
apropriada. Usaremos estes argumentos na demonstracao do teorema a seguir, que pro-

vavelmente, constitui o resultado mais importante deste capitulo.

Teorema 4.2.1 (FDP do Ambiente Weibull). A FDP Weibull satisfaz a LDPV multi-
dimensional, portanto é a densidade associada a distancia de separagao entre primeiros

vizinhos.

fu(w) = %? (%)5_1 exp [— (%)5} . (FDP Weibull) (4.12)

onde [, é a constante de normalizacao obtida pela integracao sobre o intervalo de definicao,

{w: 0 <w < o0}. Ver o grifico da distribuigao Weibull na figura 4.2.

Prova: Derivando a equagao (4.5) podemos expressar a probabilidade de haver um alvo
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N,dVs N, -
sobre a casca do hipervolume como Vd_ﬁ = —ﬁ Usando a equagao (4.9), obtemos
g aw w

NodVs _ B ()

Ve dw — X\

Levando em (4.11) e integrando, a LDPV multidimensional torna-se a equagao diferencial

< [5 (3)ﬁ1fw<w>] — — falw) (413)

abaixo

£ \w

com a condicao de contorno

CRCE

>

; quando w — 0. (4.14)
w

A solucao geral é

Folw) = CuP! exp {_ (%)B] |

Levando na condigao de contorno, obtemos C' = /\B’%IA. Portanto

() e[~ (3)]

fu(w) =

>

CQD.

Um demonstracao alternativa consiste em derivar a FD Weibull em vez de sua FDP.

Prova: O resultado particular de Hertz-Chandrasekhar, em trés dimensoes, conduz a uma
equagao diferencial ordindria equivalente a nossa equagao (4.13) expressa como fungao de

N, como segue,
% e_Na .

falw) = ——

Reconhecendo dFy(w) = fu(w)dw = e NdN, na equagao acima, podemos integrar a

equacao e obter imediatamente

Usando a equagao (4.9), obtemos

Fa(w) = 1—exp {— (%)ﬁ]

Esta é a FD Weibull. CQD. Isto conclui a demonstracao do teorema 4.2.1.
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4.2.4 Distancias Notaveis no Ambiente Weibull

Algumas distancias tipicas entre alvos desempenham papel importante na aproxima-
¢ao de campo médio e na determinacao do escopo das grandezas de interesse. Antes de
discutir estas distancias tipicas precisamos renormalizar a densidade Weibull no intervalo
Ao < w < 00. Esta medida previne problemas de divergéncia das grandezas derivadas da

métrica, como a eficiéncia energética por exemplo.

Renormalizagao de f;(w) no intervalo Ay < w < o0

A distribuigao vista na equagao (4.12), tem I,, = 1, pois estd normalizada no intervalo
0 < w < oo. Este intervalo é problematico. Permitir w = 0 implica em aceitar ¢ = 0,
que por sua vez, conduz a divergéncia de 7. Note que estarfamos permitindo visitar
alvos sucessivos com deslocamento nulo do forrageador. Para evitar este inconveniente
impomos Ay como a distancia minima entre alvos e renormalizamos a distribuicao no

intevalo \yg < w < 0o. A constante de normalizacao é

Ao

I, = Oofu")(w)dw — exp [— (%)ﬁ] (4.15)

O valor esperado da distancia entre primeiros vizinhos é

@) = [ whiwde = xeo (%)ﬁr

Ao

1+ % (%) 5] , (4.16)

onde T' denota a funcao Gama Incompleta, T'(a,z) = [ t* e~ dt.

Passemos agora a definicao das distancias notaveis. Usaremos estas constantes fre-

quentemente para normalizar as grandezas relevante e para resolver a escala em graficos.

Definig¢ao 4.2.5 (Distancias Tipicas entre Alvos). As distancias mais relevantes, escritas

em funcao de A, sao

Ao = Min(w), (Distancia Minima) (4.17)
A o= (W), (Primeiro Vizinho, eq. (4.16)) (4.18)
AN = [vB) PN (Vizinho Médio, eqs. (4.7) ¢ (4.8)) (4.19)

Usando (/) dado em (4.6) vemos que para as dimensoes ordinérias 8 = {1, 2, 3}, temos

A1/ = {0.55, 0.504647, 0.554468}. Portanto, para § < 3 podemos usar a aproximagao
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Figura 4.3: (a) FDP da métrica da busca ideal em ambientes Weibull. A figura mostra
fa(n) para as trés dimensoes espaciais, conforme equagao (4.20). (b) Gréfico da figura

(a) na escala Log-Log. Parametros: 5 = {1, 2, 3}, A\g =1 e A = 10\,.

A1/Aq &~ 1/2; especialmente em duas dimensoes. A relacao exata é

A (w)

Aa X [(B)]Y7

pT(1/2)

2 h/2

)'ifie

1
6’

ol

Isto conclui nossa discussao sobre o espacamento entre alvos no AB Weibull.

Passemos agora a aplicacao destes resultados no processo de construcao da métrica do

processo de busca ideal (PBI). De posse da métrica obtemos a eficiéncia energética, ba-

lango energético e probabilidade de sobrevivéncia no ambiente Weibull. Todo o formalismo

foi descrito no capitulo anterior. Definimos a busca ideal no inicio deste capitulo. Assim,

ja foram introduzidos todos os conceitos necessarios a obtencao da solucao exata do PBI

no AB Weibull, permitindo-nos obter rapidamente, nas préximas secoes, as densidades e

valores esperados das grandezas relevantes.

4.3 Solucao Exata para o Processo de Busca Ideal no

Ambiente de Busca Wezibull

4.3.1 Meétrica do Processo de Busca Ideal

Nas condigoes da busca ideal, definida na secao 4.1, a FDP da métrica do PBI é

determinada pela densidade de espagamento entre alvos, f;(w). No ambiente Weibull, a

densidade da métrica do PBI é

fill) = § (;)B_leXp [(

al
A

) -(

B
) ] : (FDP da Métrica)

(4.20)
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Figura 4.4: (a) FDP da eficiéncia energética da busca ideal em ambiente Weibull. A figura
mostra f;(n) para as trés dimensoes espaciais, conforme equacao (4.22). (b) Gréfico da
figura (a) na escala Log-Log. Parametros: = {1, 2, 3}, A\g =1 e A = 10\,.

onde usamos o teorema 4.1.1 na equagao (4.12) com [,, dado em (4.15).

Segue ainda da definicao da busca ideal —teorema 4.1.1- que a métrica herda todas
as propriedades estatisticas da FDP do ambiente. A equacdo (4.4) assegura (i) = (f).
Portanto o valor esperado da métrica é dado pela equagao 4.16
; Mo’ L (x) "
(6) = Xexp Y L1+ 7\ : (Valor Esperado da Métrica)  (4.21)
No exemplo 3.1, calculamos a densidade e o valor esperado da métrica do PBI unidi-
mensional. Assumindo [ = 1 nas equagoes acima, vemos que os resultados do exemplo 3.1

decorrem imediatamente da densidade da métrica S-dimensional, expressa pela equacao

(4.20), bem como seu valor esperado, visto na equagao (4.21).

Podemos ver, na figura 4.3 (a), os graficos da métrica para as dimensoes ordindrias,
p ={1, 2, 3}. Para evidenciar as consequéncias do truncamento esquerdo ¢ > )\, a figura

4.3 (b) mostra a escala Log-Log das curvas vistas em (a).

4.3.2 Eficiéncia Energética Exata do PBI, 7p;
Densidade Exata da Eficiéncia Energética, f;(1z)

A densidade da eficiéncia energética segue da aplicagao da métrica, (4.20), na definigao

da FDP da eficiéncia, (3.19).

falnr) = AA (%)Mexp [(%)ﬁ - (%)ﬂ] (1.22)
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Figura 4.5: (a) Valor esperado da eficiéncia energética da busca ideal em ambiente Wei-
bull. A figura mostra (npr) para as trés dimensoes espaciais, conforme equagao (4.25).
(b) Grafico da figura (a) na escala Log-Log. Parametros: 8 = {1, 2, 3}, A\ = 1.

A integracao direta da densidade acima fornece a FD

Fy(nsr) = exp [(%)B - (n%)ﬁ] (423)

Em geral as FD permitem avaliar facilmente as integrais da densidade por meio do teorema

fundamental do calculo. Podemos calcular a probabilidade, P,

m n2+ de um processo de busca

se a eficiéncia ocorrer ente 17 > min € N2 < Mz COMO Segue

P771772 = /n2 fﬁ(n) dn, = Fﬁ(n2)_Fﬁ(n1)' (424)

Valor Esperado da Eficiéncia Energética, (1z)

Uma vez conhecida a densidade podemos calcular o valor esperado de eficiéncia ener-

(iBr) = % exp [(%)ﬂ] r [1 - % (%)B] . (4.25)

Na figura 4.5 mostramos o valor esperado da eficiéncia energética da busca ideal no

gética via (3.20), ou

AB Weibull para as trés dimensoes espaciais. O grafico mostra que (1) diminui com
o aumento da dimensao espacial #. Além disso, o caso unidimensional torna-se mais
eficiente, frente aos casos com [ > 1 a medida que o espacamento tipico A cresce frente

ao espagamento minimo Ay (na regiao A > 3\ ).

Sabemos que a distancia média entre primeiros vizinhos, (w), é méxima quando 5 = 1

e minima quando 8 = 2. Sabemos ainda que (w) cresce com 3 > 2, tendendo ao valor
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esperado do caso unidimensional quando S — oo. Como a eficiéncia é o reciproco da
métrica, isto nos deixa uma questao interessante, se (w) é maximo em § = 1, por que o
caso unidimensional é o mais eficiente? Além disso, por que a eficiéncia do processo de

busca unidimensional melhora com aumento de A7

As duas perguntas podem ser respondidas com o mesmo argumento. A razao desta
aparente contradi¢ao esta na densidade da métrica unidimensional. Observamos na figura
4.3. O caso f =1 é o unico onde a probabilidade de ocorréncia do espacamento minimo
¢ = )\g = 1 é maior que a probabilidade associada ao espacamento tipico £ = XA = 10\,.
Note-se que, apenas no caso unidimensional a probabilidade cresce a medida que ¢ — )\,
enquanto nos casos [ > 1 o pico de probabilidade encontra-se nas proximidades de ¢ =

A = 10)\g. A resposta as nossas perguntas estd resumida entao na observacao 4.3.1.

Observagao 4.3.1: No caso unidimensional, a probabilidade de saltar a distancia minima
entre dois alvos é expressivamente maior do que nos casos 3 > 1. Isto deve-se a FDP
da métrica unidimensional —Poisson-FExponencial— que é decrescente em todo o intervalo.

Portanto, o valor esperado da métrica € superestimado, deslocando-se para a esquerda.

\S}
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Figura 4.6: (a) Comparativo entre a eficiéncia unidimensional exata, (fpr) (curva sélida),
expansao de Taylor em segunda ordem, 7,—o((1p;)) (curva tracejada) e a aproximagao de
campo médio corrigida, na¢™ = A\2~!(a\)~® (curva pontilhada). (b) Grafico da figura (a)
na escala Log-Log. Parametros: S =1, \g =1e A = 10\,.
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Figura 4.7: Nas figuras de (a) até (f) mostramos o comparativo entre a eficiéncia exata,
(npr) (curva sélida), expansao de Taylor em segunda ordem, 7,,—2((np;)) (curva tracejada)
e a aproximacao de campo médio, na¢ (curva pontilhada). (a) e (b) AB unidimensional
(8=1). (c) e (d) AB bidimensional (5 = 2). (e) e (f) AB tridimensional (5 = 3). Na
coluna direita, das figuras de (a) até (f) vemos versoes Log-Log dos gréficos a esquerda.
As figuras (g) e (h) mostram a razao, denotada por I's ) ,,, entre a eficiéncia exata,

(np1), e a aproximacio de campo médio, ngS™, eq. (4.27). (g) s, contra A. (h)

', contra f.
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4.3.3 Eficiéncia Energética na ACM do PBI, nﬁICM

A eficiéncia energética, avaliada na aproximacao de campo médio, segue da aplicacao
do valor esperado da métrica, (4.21), diretamente na defini¢ao de eficiéncia. Da equagao
(3.48) e do teorema 4.1.1, a eficiéncia na ACM para o PBI no AB Weibull é

nad™M = (A exp [(%)ﬁ] r 1+%, (%)B )1. (4.26)

4.3.4 Comparativo (ng;) versus nﬁICM

Vamos checar se (4.26) fornece o comportamento assintético da eficiéncia energética

exata, (Npr), da equacao (4.25).

Na figura 4.7, de (a) até (f), mostramos o comparativo entre a eficiéncia exata, (1zr)
(curva sdlida), expansao de Taylor em segunda ordem, 7,—o((1p7)) (curva tracejada) e a
aproximacao de campo médio, nA¢M (curva pontilhada). As figura (a) e (b) correspondem
ao AB unidimensional (8 = 1). (c) e (d) mostram o caso bidimensional (§ = 2). Nas

figuras (e) e (f) temos o caso tridimensional (5 = 3).

A razao entre a solucao exata e a ACM é denotada por I'g y \, = %, ou seja,
BI

Tsan = €Xp [2 <%>5] I |1+ % (%)ﬁ] r [1 - % (%)B] . (4.27)

Quando 3, A\ — oo a exponencial aproxima-se da unidade e as fungoes Gama conver-

gem para I'(1,0) = 1, portanto Bl/\im s = 1. Nas figuras 4.7 (g) e (h) mostramos
JA—00

que I'g 5 ), tende a unidade mesmo para valores pequenos de 3 e A.

Em duas e trés dimensoes verificamos 6tima concordancia entre os resultados. No
caso unidimensional —veja as figuras 4.7 (a) e (b)— vemos que a aproximagao de campo
médio falha. Esta discrepancia é, mais uma vez, explicada pela observacao 4.3.1. A média
superestimada conduz a divergéncia. Podemos reavaliar a aproximacao de campo médio
de modo a fitar o resultado exato. A expressdo corrigida é nA¢™ = \a~'(a)\)~?, com

a = 3/4. Mostramos os resultados na figura 4.6 e podemos verificar a concordancia.
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Figura 4.8: (a) Densidade do balanco energético na ADL para a busca ideal no AB
Weibull. (b) Gréfico da figura (a) na escala Log-Log. Parametros: § = {1, 2, 3}, \p =1
e A= 10).

4.4 Balanco Energético na ADL

4.4.1 FD e FDP na ADL

As FD Fi(E) e Fg(Q2) seguem da integracao das densidades (3.36) e (3.37)

Fo(Q) = exp (%)ﬁ - <m>1 (4.29)

As FDP fi(E) e f5(€2) seguem das derivadas das FD acima, ou diretamente das
equagoes (3.36) e (3.37). Temos

— ve\ !

B = s () ) (4.30
; B+1

we = 2 ata) RO (451)

Nao devemos perder de vista que as distribui¢oes acima sao aplicaveis somente no
intervalo de definicio das varidveis E e de €, respectivamente dados em (3.32) e (3.33).
Fora destes intervalos as distribui¢oes anulam-se. Mostramos os graficos da FDP do
balango energético na figura 4.8 e a FDP da taxa liquida de ganho energético na figura
4.9.

Os valores esperados seguem das equagoes (3.38), (3.39) e (3.40) com (¢) e (n) dados,
respectivamente, em (4.21) e (4.25).
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Figura 4.9: (a) Densidade da taxa liquida de ganho energético na ADL para a busca ideal
no AB Weibull. (b) Gréfico da figura (a) na escala Log-Log. Parametros: = {1, 2, 3},
)\0:1,)\:5/\0,62/\/[)\}790: *:€/>\1.

No item (a) do exemplo 3.3 obtivemos (E(r)), o valor esperado da energia do forra-

geador apos detectar v alvos, como

o

(B(v)) = By + v{0) (0 —).

Utilizando o valor esperado da métrica do PBI no ambiente Weibull vamos estender

o resultado para ambientes [-dimensionais. Segue de (4.21) que

1+ % (%)ﬂ] . (4.32)

Para qualquer dimensao, observamos resultados qualitativamente idénticos aos ilus-

(E()) = Ey + v( — Q) exp (%)B r

trados no exemplo 3.3, figura 3.2 (a).

4.4.2 Ganho ou Perda Energética?

Dado um ambiente Weibull, @ = {f,r, A\, Ao, 7}, com alvos que fornecem energia
bruta €, e probabilidade Pf_j de observarmos a redugao da reserva energética de um
forrageador, com taxa metabdlica €2y, durante um PBI corresponde a area limitada pelo

intervalo (0, Ey]. Portanto

Pyop, = p(E)dE = Fy(Ey) — Fp(0) = Fg(Eo), (4.33)
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onde usamos Fz(0) = 0 pois [ ¢ definido sobre o intervalo estritamente positivo. Usando

a FD em (4.28) encontramos Py_p (8, Ao, A, {2) expresso via

/\0 B € g
PE<E0 (8,20, A, ) = exp BN — /\_Qo . (4.34)
Nas mesmas condigoes, a probabilidade de ganho energético, Py_p , é¢ dada por
Emuz
Py, = /E fa(E)YAE = Fg(Epa) — Fe(Ey) = 1 — Fp(Ep). (4.35)
0
Este é o resultado esperado e segue da conservagao da probabilidade total.
Exemplo 4.1. Dado um ambiente ® = {5,r, A\, A\, T, €}, consideramos o PBI e va-

mos discutir a probabilidade de perda/ganho energético de um forrageador, com taxa
metabdlica: (a) 2y = Q2 e (b) Qy = Q*.

Solucao: (a) Para o forrageador com Qy = Q** = ¢/ a equagao (4.34) fornece

B -]

Portanto a probabilidade de reducao da reserva energética é de 100%.

PE°<EO(57>\0,>\, Q) = exp

(b) Para o forrageador com Qy = Q" = €/, a equagao (4.34) fornece

B B
Py (B Ao ) Q) = exp [(%) - (%) ] <1

usamos Ay > \g, que garante o argumento negativo na exponencial.

Neste caso podemos obter probabilidade nao-nulas de ganho energético. Neste exem-
plo concluimos, novamente, que €2y < 2* é uma condicao para sobrevivéncia e €2 > Q**

¢ uma garantia de morte.

4.4.3 Probabilidade de Sobrevivéncia e Morte na ADL

Conhecemos a FD da taxa liquida de ganho, Fu(Q2). Usando as defini¢oes 3.6.2 e

3.6.3 expressas em termos de Fg(€2) calculamos imediatamente a probabilidade de morte
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e sobrevivéncia respectivamente via Py, = Fg(Q2) e Ps =1 — Py.

PM = FQ(MHl(O, QMaa:) ),
Ps = 1 — Fa(Min(0,Qyas) ). (4.36)

com Qprin € Qprer dados em (3.33) e Fip(€2) dado em (4.29).

Garantia de Morte, () > Q0*)

Neste caso, temos Min(0, Qpsez) = Qprae < 0, portanto 2 nao estard definido sobre
o intervalo positivo. A integracao sobre o intervalo negativo é necessariamente igual a 1,
pois corresponde a integracao sobre todo o intevalo de defini¢ao de 2. Com isto em mente

e aplicando a conservagao da probabilidade, obtemos

PM - FQ(QMaa:) = 17
Ps = 1—Fy(Qna) = 0. (4.37)

Esperanca de Sobrevivéncia da Busca Ideal no Ambiente de Busca Weibull,

(QO < Q**)

Neste caso, temos Min(0, Qys,.) = 0, portanto €2 estard definido sobre o intervalo

positivo e negativo. As probabilidades de morte e sobrevivéncia sao

ru = w0 = oo (2) - ()

Ps = 1—Fy(0). (4.39)

, (4.38)

Note que para Qy = Q** = €/)\¢ o argumento da exponencial se anula, resultando
em garantia de morte Py = 1. Repare ainda que Qy < ** garante que Fg(0) sera
uma exponencial com argumento negativo, portanto, quanto menor a taxa metabdlica
2y, mais negativo o argumento e menor a probabilidade de morte. Como ja haviamos
adiantado no capitulo anterior, concluimos que a probabilidade de morte s6 pode ser nula
para um forrageador com taxa metabdlica nula. Estas conclusoes sao as mesmas obtidas

no exemplo 4.1, pois a equagao (4.38) fornece o mesmo resultado obtido em (4.34).
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Coeficiente de Adaptacgao

Uma espécie com taxa metabdlica {2y estard adaptada ao AB quando a probabilidade
de sobrevivéncia for maior do que probabilidade de morte. Portanto, o coeficiente de

adaptacao é definido como a razao C'y = 1% = PLM — 1. Usando (4.38), obtemos

(o) -~ (3)

Temos C'y = 0 para 0y = Q**. Espécies adaptadas ao ambiente Weibull -na ADIL—

Cs = exp - L (4.40)

deverao satisfazer a condicao de adaptacao C'4 > 1. Vamos expressar esta condicao em

funcao da taxa metabdlica €2y da espécie como segue

Oy < ;[(%)Bﬂn@)

Para todo 8 temos A &~ (w). Notamos que a condi¢ao acima ¢é semelhante a condigao

-1/8
(Espécies Adaptadas) (4.41)

de sobrevivéncia definida em (3.29).

4.5 Consideracoes Finais e Conclusao

Nosso modelo de busca aleatéria descreve sistemas deterministicos (basicamente quando
N = 1) como casos particulares. Um caso particularmente relevante é a busca ideal, que
conduz a maximizacao da eficiéncia energética. Introduzimos o conceito de processo de
busca ideal visando usé-lo como limite de busca aleatéria. Definimos AB multidimensi-
onais e mostramos que a FDP do espagamento entre alvos adimensionais é descrita pela
distribuicao Weibull. Em seguida descrevemos as propriedades dos AB Weibull. Mostra-
mos que, nas condi¢oes do PBI, o teorema 4.1.1 fornece a densidade exata da métrica,
expressa em termos da densidade do espacamentos entre alvos do AB. Utilizando a mé-
trica, aplicamos o formalismo do capitulo anterior para obter a densidade da eficiéncia

energética e o balango energético.



Capitulo

Processo de Busca Ideal no Ambiente
Weibull Destrutivo: Simulacao
Empiricamente Fundamentada na Busca

Deterministica Observada entre Primatas

(Ateles geoffroyi)

Neste capitulo simulamos um sistema que se aproxima de um ambiente ecolégico real
e que satisfaz as condigoes, vistas na definicao 4.1.1, de um processo de busca ideal. Es-
tudamos as questoes gerais anteriores para uma caminhada deterministica. O processo de
busca tem lugar em ambiente de busca Weibull com alvos destrutivos que, uma vez de-
tectados e consumidos, tornam-se indisponiveis para visitas futuras. Nosso foco é estudar
como a métrica é afetada por perturbacoes na topologia ambiental, por isso, variamos as
dimensdes do ambiente retangular fechado (A/L x L), de modo a produzir uma variedade
de ambientes com dimensao topoldgica 1 < < 2. Como esperado, a métrica do processo
de busca apresenta escalas caracteristicas em uma (L — 0) e duas (A/L ~ L) dimensoes.
No entanto, encontramos invariancia de escala para uma geometria intermediaria, quando
o ambiente é uma faixa estreita. Este resultado é geometricamente induzido por um me-
canismo dinamico de armadilhas, conduzindo a uma distribuicao de Lei de Poténcia para
o tamanho dos passos. Este fenomeno foi primeiramente reportado por um experimento
de campo realizado no Santudrio de Otoch Ma’ax Yetel Kooh, na area de floresta ao redor
do lago Punta Laguna, na Peninsula de Yucatan, México. Os resultados aqui discutidos

estendem a andlise previamente publicada em [96].
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5.1 Consideracoes Iniciais

5.1.1 Notacao

Neste capitulo utilizaremos simulacoes computacionais. Denotaremos os estimado-
res de densidades de probabilidade —histogramas gerados na aproximagao via simulagao
computacional- com um acento circunflero. Desta forma, o estimador da FDP da mé-
trica f;(¢) e da FDP dos alvos f;(w) sdo, respectivamente ﬁ(f) e ﬁ,(w) Denotaremos
os estimadores dos valores esperados com o supraescrito (ASC) ou pela notacao de média

aritmética. Assim, o estimador de (/) e (w) sdo representados por @ e /.

5.2 O Experimento

Os dados foram coletados na &rea de floresta ao redor do lago Punta Laguna (2 x 0,75
km), na Peninsula de Yucatan, México (20°380" N, 87°380° W, 14 m de altitude). Esta
regiao ¢é caracterizada por um clima sazonalmente seco, tropical, com temperatura média
anual de cerca de 25°C e precipitacao média anual de cerca de 1500 mm, dos quais 70% se
concentra entre maio e outubro. O fragmento florestal principal, perto do lago, consiste
de 60ha de floresta semi verde. Este, por sua vez, é cercado por uma floresta de sucessao
secundaria sobre 30 — 40 anos de idade em uma &area de 5,367ha que recentemente foi
declarada como uma area protegida, o Santudrio de Otoch Ma’ax Yetel Kooh, na area de

floresta ao redor do lago Punta Laguna.

Macacos-aranha usam ambos os tipos de vegetacgao, apesar de gastar mais de 70% do
seu tempo didrio e todas as noites na floresta intermedidria [111]. Trilhas foram cortadas
em todo o fragmento de floresta intermediaria e por uma parte da floresta sucessional.
Nessas trilhas, arvores e outros marcos foram usados para fazer mapas precisos da area.
Condicoes de visibilidade sao muito boas, especialmente quando os macacos utilizam as
copas em alturas de 5 a 25 m. Mais detalhes sobre o local de estudo, incluindo a compo-
sicao de arvore e uma densidade de espécies importantes de arvores, pode ser encontrada

em [111].
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5.3 Ambiente Computacional

Consideramos o modelo de caminhada determinista que foi originalmente apresentado
em [33], para descrever a locomoc¢ao dos macacos-aranha durante o forrageamento [19, 22,
111]. Definimos uma regiao retangular da area A e comprimento Ly = L e Ly = A/L
ao longo da diregao vertical (eizo-y) e horizontal (eizo-x), respectivamente. Dentro deste
dominio, um total de N, pontos alvos sao inicialmente distribuidos aleatoriamente. A
configuragao da regiao de busca estd representada esquematicamente na figura 5.1 (a).
Em todas as simulacoes, definimos N, = 2.5 x 10" ¢ A = 1. Nestes experimentos as
fontes de alimentos sao destruidas ao serem consumidas sugerindo um ambiente destrutivo.

Aproximaremos este ambiente utilizando AB Weibull destrutivos.

5.3.1 Definicao do AB Wezbull Destrutivo

Defini¢ao 5.3.1 (Ambiente de Busca Weibull). Variedade topoldgica S-dimensional en-
cerrando uma distribuicao arbitraria de alvos adimensionais. O ambiente é descrito pelo

vetor de parametros
O = {5,r\ )\, 7} (Ambiente Weibull) (5.1)

Trata-se de um ambiente continuo, com dimensao /3. Os alvos sd@o adimensionais (r = 0),
destrutiveis (7 — oo0) —pois o tempo de regeneracao de um alvo previamente consumido

¢é arbitrariamente grande— e espacados pela distancia tipica A > A\g > 0.

5.3.2 Parametros dos AB 1D, 2D e Transicao (D)

Na figura 5.2 (a) apresentamos a distribuicdo f(w/w) da separacio das distancias
w; para as trés seguintes situacoes: O limite 2D com L/)\, ~ 4978.56 (L = 1 e A\, =
2.00861 x 107%), o limite 1D com L/\, &~ 9.99474 x 1072 (L =2 x 107 e A\, = 2.00105 X
1073) e na regiao de transicio com L/)\, ~ 4.21598 (L = 8.82 x 107 e A\, = 2.09204 x
104). As distribuicdes esperadas, Poisson-Exponencial f(w/w) = explw /W] e a Weibull-

Gaussiana ﬁu(w/w) = (7/2)(w/w) exp[—7w?/(4w?)], sdo recuperadas nos casos 1D e 2D.



5.3. Ambiente Computacional 103

(a) " (b)
. 12 A E
Alvos 74- . ' I < -
\. .o
1 3 b ."Oioo..... 1
12 ! 1 R B B
A/L L/)\a

Figura 5.1: (a) Esquematizacao do AB. Os quadrados pequenos representam os alvos
aleatoriamente distribuidos. (b) A, em funcao de L/\,. Para L/\, > 1 (regime 2D),
Aq 6 a constante 1/v/N, enquanto que para L/\, < 1 (1D), A, segue como 1/(NL). O
cruzamento tem lugar para L/)\, em torno da unidade. Os parametros que definem os

regimes 1D, 2D e o regime de transicao estao definidos na secao 5.3.2.
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Figura 5.2: (a) Densidades da métrica na ASC, determinadas pela FDP da distancias
entre alvos mais préximos ]?é(é) = ]/‘;(Ji/ o), para trés valores de L/\, correspondentes
aos casos 2D (cruz), 1D (triangulo), e regido de transicao (diamante). FEstes valores
foram definidos na se¢ao 5.3.2, como segue: o limite 2D com L/\, =~ 4978.56 (L = 1
e s = 2.00861 x 10~%), o limite 1D com L/, ~ 9.99474 x 103 (L = 2 x 1075 ¢
Ao = 2.00105 x 1073) e na transigao, SD, L/, ~ 4.21598 (L = 8.82 x 107 e )\, =
2.09204 x 107%). Note que a curva intermedidria (regime de transicao) estd préximo do
caso 2D. (b) FDP normalizadas do tamanho do passo da caminhada Fa(z/Ae) —aqui no
PBI, corresponde a métrica— para os mesmos parametros que na figura (a). Os triangulos
(cruz) representam o limite 1D (2D). As curvas mostram os ajustes 1.3 exp[—0.92¢/\,]
(tracejado) e 3.1(¢/\,) > (continua). Observe que as curvas do regime 1D (triangulos)

sao idénticas nas figuras (a) e (b). Este resultado motivou a proposi¢ao 5.5.1.
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5.3.3 Propriedades Ambientais

Inicialmente o AB Weibull destrutivo é idéntico ao ambiente da defini¢ao 4.2.3, discu-
tido no capitulo anterior. A medida que o processo de busca evolui o forrageador detecta

e consome alvos, fragmentando o ambiente e alterando a distancia entre alvos para 5 > 1.

Como discutimos na secao 3.9.1, o ambiente computacional esta sujeito a limitacoes
especificas quanto a quantidade de alvos representados e o diametro do ambiente. Isto
tem implicacdo sobre algumas grandezas, como o espacamento tipico entre alvos' e o

truncamento do passo da caminhada aleatoria.

Propriedades 5.3.1 (Ambiente Computacional). O ambiente computacional, usado na

simulagao tem as propriedades abaixo:

1. Ambiente de busca retangular com area unitaria, A = 1. Largura L e comprimento
A/L;

2. Quantidade finita de alvos, N,. Varia em funcao da densidade de alvos considerada;
3. Condicao de contorno de paredes rigidas;

4. Truncamento do passo da caminhada aleatéria nao é necessario no processo de busca
ideal;
Vﬁ 1/8
5. Espacamento médio entre alvos dado por, A\, = (F) ;
a

6. As distancias notaveis da definicao 4.2.5 sao vélidas para o AB inicial;

7. O valor esperado da separagao entre primeiros vizinhos, (w), é estimado via
1 e
‘g

Como L pode ser tomado no intervalo [0, 1], temos dois casos limites. Quando
L = O(1) o processo de busca ideal tem lugar num espago 2D. O espagamento mé-
dio segue da equacao (4.7), A\, = \/1/—Na Por outro lado, como L — 0 o dominio é 1D
e A\, = 1/(LN,). O cruzamento entre estes dois regimes é encontrado pela variacao L.
A figura 5.1 (b) mostra A, calculado numericamente como uma fungao de L/\,. Os dois
comportamentos limites sao claramente vistos e separados por uma passagem emergente

em torno de L/\, ~ 1. A seguir, vamos usar L/\, como o parametro principal do modelo.

Estamos supondo ambientes com distribuicio homogénea de alvos.
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5.4 Heuristica Computacional

Definicao 5.4.1 (Heuristica Computacional). Descrevemos a heuristica de busca utili-

zada na simulacao, baseada na secao 3.9.2. As regras dinamicas sao:

1. Condigao Inicial: Construimos um ambiente Weibull sorteando aleatoriamente a
posicao dos alvos. Em seguida, sorteamos a posicao inicial do forrageador, sobre um

dos alvos;

2. Caminhada-busca: um vez posicionado sobre um alvo inicial, o forrageador passa

diretamente para o alvo disponivel mais préximo;

3. Deteccgao de alvos: o forrageador nao volta a qualquer sitio visitado anteriormente,
a busca é destrutiva, ou seja, o numero total de sitios diminui a medida que sao

encontrados ao longo da caminhada;

4. Recursao: a regra (2), caminhada-busca, é repetida recursivamente até que a

condicao de parada seja verificada;

5. Condicao de parada: O evento que determina o fim da simulacao é a deteccao de

v = 10° alvos;

6. Réplicas do AB: As densidades de probabilidade e valores esperados sao aproxi-
mados por histogramas e médias obtidas pela média aritmética dos resultados de

vr = 102 réplicas do AB.

A figura 5.3 ilustra uma trajetéria de busca governada pela heuristica descrita acima.

O AB ilustrado corresponde ao caso da transicao descrito na segao 5.3.2.

- }_?asso Longo

Figura 5.3: No regime de transicao, o AB é uma faixa estreita. Neste caso o forrageador
move-se em média para uma direcao, quando a trajetoria de busca se auto-intercepta, o
forrageador é forcado a executar um salto muito longo para retornar a direcao original de
caminhada.
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5.5 Discussao e Analise dos Resultados

5.5.1 Parametros Tipicos

Consideramos ambientes com area A = 1, encerrando distribui¢oes homogéneas de
N, = 2.5 x 107 alvos aleatoriamente posicionados. A simulacdo do processo de busca
termina quando 10° < v < 10° alvos sao visitados. Repetimos o processo de busca
sobre 10? < vz < 103 réplicas do AB para calcular valores médios e histogramas, que
correspondem a valores esperados e densidades de probabilidades na aproximagao via

simulagao computacional.

5.5.2 Meétrica do Processo de Busca Ideal na Aproximacao via

Simulacao Computacional

Revisitamos um modelo deterministico originalmente proposto em [33, 111]. Os resul-
tados aqui discutidos estendem a andlise previamente publicada em [96]. Trata-se de um
processo de busca ideal destrutivo onde a topologia ambiental muda, de uma para duas di-
mensoes. Como reportado em [33], para certas condigoes topoldgicas, muito particulares,
este tipo de dinamica surpreendentemente revela uma métrica superdifusiva, com FDP
Lei de Poténcia. Aqui vamos revelar os mecanismos que conduzem ao tal comportamento,
mostrando que a transi¢ao associada a determinadas topologias do ambiente deve-se a um
efeito de espiralamento —proposicao 5.5.2. As consequéncias deste fenomeno assemelham-
se a um ponto critico em termodinamica, mesmo que nao haja nenhuma transicao de fase

no sistema real (porém este aspecto nao sera discutido em detalhes no presente trabalho).

A figura 5.2 (a) mostra a FDP do espacamento inicial entre alvos, ﬁu(w) A figura 5.2
(b) mostra a densidade da métrica na aproximacao via simulagdo computacional —obtida
em uma caminhada de v passos— para trés valores de L/, correspondente aos casos
2D (cruz), 1D (triangulo), e regido de transicao (diamante). Estes valores encontram-se

definidos na secao 5.3.2.

Comparativo das curvas 1D (tridangulo), nas figuras 5.2 (a) e (b)

Observagao 5.5.1: Métrica 1D. Aparentemente o processo de busca ideal no AB Weibull
destrutivo unidimensional nao ¢ influenciado pela natureza destrutiva dos alvos. No pro-
cesso de busca ideal o forrageador caminha saltando até o vizinho mais proximo. Quando

B = 1 observamos uma situacao muito particular. Na condi¢ao inicial, se o forrageador
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estiver sobre um alvo, cujo vizinho mais préximo esteja situado a sua direita (esquerda),
o forrageador, necessariamente, tera que caminhar para a direita (esquerda) até o fim da
simulagao. Portanto, o forrageador nunca podera revisitar a regiao do AB que foi modi-
ficada. Desta forma a caminhada do forrageador nao é afetado pela natureza destrutiva

dos alvos.

Comparativo das curvas 2D (cruz), nas figuras 5.2 (a) e (b)

Observagao 5.5.2: Métrica 2D. No caso bidimensional, ﬁ(ﬁ/ Aq) difere marcadamente
do padrao de Weibull (isto é, uma distribuigdo Gaussiana ponderada) da distancia mais
proxima fw(w/w) A curva é mais larga, mas pode ser bem ajustado por uma Lei de
Poténcia rapidamente decrescente com expoente proximo de 5.3. Na verdade o com-
portamento é Gaussiano, baseado no teorema do limite central com segundo momento

convergente [36, 112, 113].

Comparativo das curvas transicao (diamante), nas figuras 5.2 (a) e (b)

Observagao 5.5.3: Métrica da transigao. Na regiao de transigao, ¢/\, ~ 4.21598, a
métrica claramente exibe uma cauda muito longa, como mostrado na figura 5.2. H4 uma
probabilidade pequena, mas nao desprezivel, de caminhadas longas. Neste caso, aplicamos
o formalismo do apéndice B para estimar a melhor distribui¢ao candidata para descrever
estas densidades de probabilidade. Encontramos numericamente que f[(f [Aa) () Ng)~H
com [i &~ 2.2 (ji &~ 2.15 considerando apenas o intervalo 10 < /), < 10%). Assim, a dis-
tribuicao tem um comportamento da Lei de Poténcia com segundo momento divergente,
semelhante aos processos de Lévy. Ilustramos, na figura 5.3, o fenémeno de espiralamento

—veja a proposicao 5.5.2— que produz a cauda longa da métrica.

5.5.3 Meétrica do Processo de Busca Ideal Unidimensional

A observagao 5.5.1 sugere que o processo de busca ideal no AB Weibull destrutivo
unidimensional preserva a dinamica do processo de busca ideal nao destrutivo discutido
no capitulo anterior. No caso unidimensional, a dinamica destrutiva parece nao trazer
implicacgoes sobre a métrica e vemos exatamente a mesma dinamica do processo de busca
ideal no AB Weibull, discutido no capitulo anterior. Detalhamos estas verificagoes na

proposigao 5.5.1
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Figura 5.4: (a) Caso intermedidrio (diamante). Aqui, o ajuste é 0.23(¢/\,)"%%. (b)
A distribuigao j/}(é/)\a) ajustada como (¢/\,)"*. Os parametros sao L/, = 2.37954 e
@ = 2.3155 (triangulo aberto); L/A, = 4.21598 e 11 = 2.22267 (circulo cheio); L/\, =
9.74390 e 11 = 2.40229 (circulo aberto); L/\, = 22.1615 e i = 2.65706 (quadrado cheio);
L/\, = 38.2288 e 11 = 2.96385 (quadrado aberto)

Proposicao 5.5.1. As propriedade dinamicas do processo de busca ideal no ambiente
Weibull destrutivo unidimensional correspondem aquelas vistas no processo de busca
ideal no ambiente Weibull nao-destrutivo. Demostramos esta afirmacao, confirmando
que a métrica do caso destrutivo é idéntica a métrica do caso nao-destrutivo. Nos dois
casos obtivemos a FDP dos alvos primeiros vizinhos no ambiente Wesbull unidimensional:
fw(w) = %exp (ATO - %) Nos convencemos disto comparando as curvas com triangulo
nas figuras 5.2 (a) e (b). Ambas correspondem a fy(w) do caso 1D. Assim, temos uma

verificacao do teorema 4.1.1. Veja a observagao 5.5.1.

Todos os resultados discutidos nos exemplos 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4 aplicam-se aqui.

5.5.4 Meétrica da Transicao
Estimador da FDP da Métrica, J/‘;;(K//\a)

Os resultados discutidos até o momento sugerem que o passo médio da caminhada
aumenta na regiao de transi¢ao. De fato, dentro do intervalo de 2 < L/, < 30, a métrica,
fg(f/)\a), pode ser muito bem ajustada via fg(ﬁ/)\a)_“ com 2 < i < 3. Isso nos leva a
considerar os seguintes modelos como candidatos —veja a se¢ao B.2— capazes de reproduzir
a distribuicao de cauda dos dados: Ezponencial®, Exponencial Esticada®, Log-Normal e

distribuicao Pareto truncada.

2Este ndo é um modelo promissor mas é relevante a titulo de comparacdo pois seu fracasso fortalece
a hipdtese da distribuicao de cauda longa.

3A distribuicio exponencial esticada também é conhecida como a distribuicio de Weibull Cumulativa
Complementar. Notdvel por ser a funcao caracteristica da distribuicdo de Lévy simétrica alfa-estavel.



5.5. Discussao e Analise dos Resultados 109

Nao podemos descartar a possibilidade de termos deixado de fora uma distribuicao que
se ajuste ainda melhor aos dados, porém os modelos considerados aqui, ja sao apropriados
para analisar a situacao. As FDPs que melhor se ajustam sao: Pareto truncada, Fxponen-
cial Esticada, Log-Normal e Fxponencial. Listadas em ordem decrescente de qualidade de

ajuste no intervalo /X, > 10.

O procedimento, descrito no apéndice B, consiste em utilizar os EMV e a estatistica
de Kolmogorov-Smirnov para validar um modelo como candidato legitimo (modelo capaz
de descrever os dados) e em seguida comparar os modelos utilizando o teste da razao
de verossimilhanca logaritmica. Utilizamos os métodos discutidos e implementados por
A. Clauset e colaboradores [114]. Estes autores gentilmente disponibilizam os algoritmos
tratados no artigo [114], na pagina WEB [115]. Atualmente implementacoes em linguagem

R e Matlab estao disponiveis.

Na tabela 5.1 mostramos o expoente u = « + 1, da Lei de Poténcia, para alguns
valores de L/),. Algumas das densidade listadas na tabela podem ser vistas na figura 5.4
(b). Para fins de comparagao, graficamos na figura 5.4 (a), a densidade correspondente

ao expoente [ mais negativo observado.

Tabela 5.1: Expoentes da Lei de Pareto na Transi¢ao. Estimativas do expoente, [, para
a métrica ﬁ(ﬁ /) ajustada via (¢/A,)*. Mostramos alguns AB no intervalo préximo da

regiao de transigao, 2 < L/\, < 30.

L/, 237 317 421 558 7.38 974 1282 16.86 22.16 29.10
w2315 2285 2222 2283 2334 2402 248 252 265 2.78

Para entender os resultados acima, retornamos a dinamica do processo de busca de-
terminista. No limite 1D (L — 0), o forrageador tende a seguir uma linha quase reta,
com apenas algumas mudancas de dire¢ao, ocorrendo principalmente durante os primeiros
passos. Veja a figura 5.5 (¢) que mostra a coordena X da posigao do forrageador ao longo
do processo de busca. Por outro lado, o limite 2D (L — 1) é caracterizado por um espago
disponivel muito maior em ambas as dire¢oes. Embora a destruicao dos locais visitados
anteriormente faca com que o forrageador tenda a mover-se para a frente com maior pro-
babilidade, ha uma fragao finita de grandes angulos de retorno ao longo do processo de
busca. Veja a figura 5.5 (a) que mostra a coordenada X da posi¢ao do forrageador ao
longo do processo de busca. Note o comportamento isotropico exibido pela trajetéria de

busca, indicando que o forrageador oscila em torno da posigao inicial. A figura figura 5.5
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Figura 5.5: Numero de passos versus a projecao horizontal da posicao do forrageador sao
mostrados para a regiao no 2D (a), regiao de transigao (b), e 1D (c). Note os passos
essencialmente longos na regiao de transigao (b). (d) Distribui¢ao angular dos angulos de
retorno entre passos consecutivos. Os triangulos (1D), cruzes (2D), e diamantes (regiao de
transigao) correspondem aos mesmos casos das figuras (a), (b) e (¢). A curva pontilhada
(para os triangulos) é apenas um guia para os olhos.

(b) mostra a coordena X da posicao do forrageador para o AB correspondente a transicao.
Observe a quebra do regime isotrépico marcado pela tendéncia de se mover predominante
mente em uma diregao. O resultado mais marcante sao as mudancas bruscas de dire¢ao in-
dicadas pelas “ranhuras” vistas na figura. Cada um destes desvios direcionais corresponde

a um evento de espiralamento (ver a figura 5.3).

Proposicao 5.5.2 (Efeito de Espiralamento). Espiralamentos se verificam quando a traje-
toria de busca se auto-intercepta. Este fendmeno é um processo dinamico particularmente
sensivel a distancia entre as duas bordas horizontais ou equivalentemente, para os valores
de L/\,. Na verdade, para L/\, muito pequeno (1D) nao hé caminhos antiparalelos,
enquanto que para L/\, grande (2D) a diregao vertical extra fornece “rotas de fuga” de
regioes pouco densas, impedindo grandes saltos nas regices depauperadas. Nenhum des-
ses dois aspectos, o viés direcional no caso 1D e uma dimensao extra fornecendo muitos

caminhos de “escape”, estao presentes na regiao de transi¢ao. Ver a figura 5.3.

Para quantificar estes comportamentos, apresentamos na figura 5.5 (d) a distribuigao
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Figura 5.6: (a) Aproximagao semi-analitica da FDP da eficiéncia energética do processo
de busca ideal no ambiente de busca Weibull. A figura mostra f;(n) para as trés expoentes
de Lévy. (b) Gréfico da figura (a) na escala Log-Log.

angular §(6) de angulos entre dois passos consecutivos correspondentes aos exemplos das
figuras 5.5 (a), (b) e (c¢). No limite 1D, a distribuigao atingiu um pico de valores de angulos
muito pequenos, indicando que o forrageador raramente se desvia de um determinado
sentido (esquerda ou direita, definida logo apds poucos passos iniciais). No limite 2D
existe um viés em direcao a frente, no entanto, maiores angulos de retorno sao também

provaveis de acontecer.

5.5.5 Aproximagao Semi-Analitica da Eficiéncia Energética

Com base nos resultados obtidos na secao 5.5.4, assumiremos a distribuicao de Pareto

~ « 1
fZ(E) - E_a —£*a ga-i-l’ Emin

min mazx

<0< b,
como a métrica apropriada para descrever os dados. Usamos i /Aa = 10 € lpar/Na =
10*. Os resultados da tabela 5.1 e da figura 5.4 sdo consistentes com as observacoes de
campo do experimento [19, 22, 33, 111]. A métrica pode ser bem aproximada via leis de

potencia.

Usando a métrica obtida na aproximacao via simulacao computacional podemos apli-
car o formalismo do capitulo 3 em um aproximagcao semi-analitica. A densidade da eficién-
cia energética segue da aplicacao da métrica de Pareto na definicao da FDP da eficiéncia,
(3.19), ou

Fa(n) = an*". (FDP da Eficiéncia Energética) (5.3)

A integracao direta da densidade acima fornece a FD

fa(n) = n°. (FD da Eficiéncia Energética) (5.4)
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Figura 5.7: (a) Métrica computacional média, ¢, em unidades de )\, tomada pelo
forrageador durante a busca em fungao de L/\,. A regiao onde { apresenta um pico,
indicado pela seta, é mostrado em detalhe em (b). As curvas continuas sao apenas guias
para os olhos.

Quanto mais longa a cauda (« < 1) mais a FDP concentra-se sobre 7,

Por outro lado, quanto menor a cauda (a >> 1) maior a concentra¢ao sobre 7., veja a

figura 5.6,
a>1, ﬁz(n) — 5(77_77mam) <77> — Mmaz-

5.5.6 Robustez do Efeito de Espiralamento

Outra quantidade relevante é a média da métrica, £/),, mostrada na figura 5.7 (a)
como uma funcao de L/\,. Da figura somos levados a concluir que o comprimento de
passos na regiao de transicao é realmente maior do que o observado nos limites de 1D e
2D. Temos um pico para £/\, na regido de transicdo, com o maximo correspondente a
L/X\, = 1.99 ~ 2. Mostramos, em maior detalhe, a regido correspondente a transi¢cao na
figura 5.7 (b).

O cendrio acima é confirmado através da analise de duas grandezas relacionadas com a
dinamica do processo de busca determinista. Em primeiro lugar, calcula-se a velocidade da
deriva normalizada ao longo da dire¢ao horizontal x, definida como (| X — Xy/n|)/\, onde
Xy é a coordenada inicial e X é a coordenada do passo n. Mostramos na figura 5.8 (a) a
velocidade de deriva como uma fungao de L/\,. Como esperado, anula-se no limite 2D. No
entanto, o comportamento da curva na regiao de transicao é particularmente interessante,
como visto na figura 5.8 (b). Aqui, temos um minimo local em torno L/\, = 1.7094.

Além disso, o primeiro maximo local apés este minimo é L/\, = 2.0368 ~ 2, a mesma
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Figura 5.8: (a) A velocidade de deriva numérica ao longo do eizo-z, (|X — Xo|/n)/A,
como uma fungao de L/\,. A seta indica a regido de transi¢ao, onde hd um ponto de
inflexdo para a deriva. (b) Aumento da regiao marcada em (a), mostrando um minimo
local em torno de L/\, = 1.7094. As curvas continuas sao apenas guias para os olhos.

posicdo para o maximo de £/)\, visto na figura 5.7 (b). Até o presente momento, nao

temos uma clara explicacao para tal fenomeno.

A segunda grandeza relevante é a fragao de alvos visitados ao longo da trajetéria do

forrageador, definida por
Mvis
My

X = (5.5)

Aqui, M,;s é o numero médio de alvos visitados na area de busca do forrageador e
My é o nimero total de alvos iniciais nessa drea. A area de busca é definida pela regiao
[Xonaz — Xmin) X [Yimaz — Ymin), onde os subscritos “min” e “max” representam os valores
minimos e maximos das coordenadas alcancados pelo forrageador durante uma caminhada
completa. Assim, y representa uma eficiéncia de varredura do forrageador. Para o regime
1D, todas os alvos sao encontrados ao longo do caminho, de modo que xy = 1. Por outro
lado, no regime 2D, x assume um valor constante pequeno. A passagem de um limite para
o outro, como uma fungao da L/\,, ¢ mostrada na figura 5.9(a). Novamente observamos

um minimo local na regiao de transi¢ao, como visto no “Zoom” da figura 5.9 (b).

5.6 Consideracoes Finais e Conclusao

Motivado pelos resultados de estudos anteriores, investigamos em mais detalhes —
usando uma abordagem mais rigorosa aqui desenvolvida— um modelo de caminhada de-
terministica onde o ambiente de busca destrutiva pode ser mudada de uma geometria 2D
para uma 1D por meio do ajuste de um parametro de controle tnico, chamado, L/\,.
O movimento do forrageador é regido pela regra dinamica do processo de busca ideal “ir

para o alvo mais proximo”. Em uma primeira analise, parece que o modelo deve levar a
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Figura 5.9: (a) Fragao numérica de alvos visitados, x como uma funcao de L/\,. (b) Au-
mento de resolugao na regiao de transi¢ao indicada pela seta em (a). As curvas continuas
sao apenas guias para os olhos.

um processo de Poisson, uma vez que a distribuigao inicial dos alvos (que sao destruidos
apos visitados) é aleatéria. De fato, em ambos os casos limitantes, 1D e 2D, a métrica
tem variancia finita. No entanto, para alguns valores intermedidrios de L/\,, um pro-
cesso dinamico nao trivial com variancia muito grande tem lugar, combinando um grande
niumero de passos relativamente pequenos com raros passos longos. Ele da origem a uma
distribuicao Levyniana em que pode ser bem aproximada por uma distribuicao de Pa-
reto truncada, com expoentes caracteristicos, 2 < i < 3. Por exemplo, i =~ 2.2 para o
caso mais difusivo, mostrado na figura 5.2 (a). Além disso, para valores do parametro
de controle neste regiao de transicao, observamos mudancas na velocidade de deriva e na
fracao de alvos visitados. Tais descobertas sao interessantes uma vez que elas mostram
que distribuicoes Lei de Poténcia também podem resultar em uma dinamica simples de

curto alcance combinados com uma restricao geométrica.

Assim, embora o presente estudo indique que o sistema estd passando por um cruza-
mento entre os dois limites diferentes, a partir da discussao acima, nao podemos descartar
por completo a possibilidade de uma transicao dinamica. Esta questao esta atualmente

sendo investigada e serd reportada no devido tempo.



Capitulo

Processos de Busca Aleatéria Coletiva:
Manter a Agreagacao do Grupo Usando

Estratégias de Lévy

O carater superdifusivo das caminhadas governadas por leis de poténcia é sabido ga-
rantir a dispersao rapida de n forrageadores Levynianos que inicialmente estejam agrupa-
dos, [104, 105]. Entao como efetuar buscas de Lévy sem fragmentar o grupo? Neste Capi-
tulo, abordamos os processo de busca aleatdria coletiva em que um grupo de forrageadores,
guiados por um lider, estao a procura de alvos aleatoriamente localizados. Em tal tarefa
hé a necessidade de se manter o grupo agregado, de forma que existe uma restricao na
dinamica de forrageamento. Aqui discutimos entdao quatro modelos diferentes para o
comportamento do sistema coletivo, com o lider e seguidores realizando buscas gaussia-
nas e/ou de Pareto truncadas. Em ambientes com baixa densidade de alvos mostramos
que o forrageamento de Pareto é vantajoso para todo o grupo, quando comparado com
a estratégia gaussiana. Mas para isso, mostramos que certas regras extras devem ser
incorporadas na dinamica dos forrageadores garantindo um compromisso entre manter
o grupo em conjunto e aumentar a eficiencia global da busca seja cumprida. O exato
carater dessas regras depende de detalhes especificos do processo de forrageamento, como

regeneracao de alvos e custos de energia, [5, 6, 8, 116, 117], o que serd mostrado a seguir.

115
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6.1 Consideracoes Iniciais

6.1.1 Notacao

Discutimos um processo de busca aleatéria bidimensional e denotamos o vetor posicao
do forrageador por R = X + Y, cuja norma é x = |R|. Escolhemos a varidvel = pois
corresponde a notagao utilizada nos Capitulos anteriores para denotar o comprimento
do passo do forrageador. Usamos coordenadas cartesianas R = (X,Y) para ilustrar
as trajetérias de busca e coordenadas polares R = (z,¢) para definir as densidades de
probabilidade. A FDP da caminhada bidimensional é a densidade conjunta fg(R) =
fi(x) [4(#). Tratamos duas classes de forrageadores (ou Buscadores). A primeira é a
do forrageador lider —identificado pelo indice L— e a segunda classe, é formada pelos
sequidores —identificados pelo indice S. Denotamos a densidade da caminhada do lider
via fr(R) = fr(x)fL(¢) e a dos seguidores fs(R) = fs(x)fs(¢). Similarmente, Ny
e Ng correspondem, respectivamente, a quantidade de passos executados pelo lider e
a quantidade de seguidores (nimero de individuos) presentes no bando. As grandezas
relevantes —detalhadas na segao 6.4— sao: (i) a posigao do i-ésimo seguidor apds o j-ésimo
passo do lider, denotada por R;; = X;; + Y, ;; (ii) o centro de massa do conjunto’ de
seguidores ap6s o j-ésimo passo do lider, Ry j; (iii) o raio do bando apds o j-ésimo passo
do lider, 7;; e (iv) o coeficiente de separagao entre o bando e o lider apés o j-ésimo passo

do lider, c;.

6.2 Ambiente Gerado Computacionalmente

6.2.1 Definicao do Ambiente de Busca

Utilizamos as duas variedades de ambientes Weibull definidos nos Capitulos anteriores.
O ambiente de busca Weibull nao-destrutivo foi definido na secao 4.2.3 e o destrutivo na

secao 5.3.1

Defini¢ao 6.2.1 (Ambiente da busca aleatéria coletiva).

Onp = (B,7,\ X, 7 —0) (AB Weibull Nao-Destrutivo) (6.1)
Op = (B,1,\ N, T = ) (AB Weibull Destrutivo) (6.2)

! Alguns autores usam a expressao bando em vez de conjunto ou grupo.
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Trata-se de um ambiente continuo, com dimensao 8. Os alvos sao adimensionais (r = 0)
e espacados pela distancia tipica A > Ay > 0. No caso nao nao-destrutivo, os alvos
sao regenerados imediatamente apés serem detectados e consumidos (7 — 0). No caso

destrutivo os alvos s@o eliminados da simula¢ao apés serem visitados (7 — oc0).

6.2.2 Propriedades Ambientais

Inicialmente o ambiente de busca Weibull destrutivo é idéntico ao ambiente nao-
destrutivo, mas a medida que o processo de busca aleatoria evolui, o forrageador detecta

e consome alvos, fragmentando o ambiente e assim alterando a distancia entre alvos.

Como discutimos na se¢ao 3.9.1, o ambiente (computacional) estd sujeito a limitagoes
especificas quanto a quantidade de alvos representados e o diametro do ambiente. Isto
tem implicacdo sobre algumas grandezas, como o espacamento tipico entre alvos® e o

truncamento do passo da caminhada aleatoria.

Propriedades 6.2.1 (Ambiente Computacional). O ambiente computacional, usado na

simulagao, tem as propriedades abaixo:

1. Ambiente de busca de geometria quadrada, com lado M;
2. Quantidade finita de alvos, N,. Varia em funcao da densidade de alvos considerada;
3. Condicao de contorno periddica;

4. Truncamento do passo da caminhada aleatéria, x,,,, = M;

M2 1/2
5. Espacamento médio entre alvos dado por, A\, = ( N ) ;

6. As distancias relevantes definidas em 4.2.5 sao validas aqui no ambiente de busca

inicial;

7. O valor esperado da separagao entre primeiros vizinhos, (w), é estimado via

(wy ~ w = Niaza:wj. (6.3)

2Estamos supondo ambientes com distribuicio homogénea de alvos.
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6.3 Heuristica Computacional

Definicao 6.3.1 (Heuristica Computacional). Descrevemos a heuristica de busca utili-

zada na simulacao, seguindo de perto a secao 3.9.2. As regras dinamicas sao:

1. Condigao Inicial: Construimos um ambiente Weibull sorteando aleatoriamente a

posicao dos alvos. Em seguida, sorteamos a posi¢ao inicial do forrageador;

2. Caminhada-busca: O bando caminha de acordo com o modelo de caminhada
aleatoria coletiva definido na segao 6.4.4. Cada seguidor inspeciona a area circular
de raio r, ao longo da sua trajetéria de busca. Se um alvo é detectado, o forrageador

procede de acordo com a regra (3);

3. Deteccao de alvos: Um alvo serd detectado se estivar a uma distancia inferior a
r, de um forrageador. O mesmo alvo pode ser revisitado intimeras vezes na busca
nao-destrutiva enquanto na busca destrutiva cada alvo sera detectado e consumido

no maximo uma vez.

4. Recursao: a regra (2), caminhada-busca, é repetida recursivamente até que a

condicao de parada seja verificada;

5. Condicao de parada: O evento que determina o fim da simulacao é a detecgao de

v = 10° alvos;

6. Réplicas do ambiente de busca: As densidades de probabilidade e valores es-
perados sao aproximados por histogramas. Quantidades de interesse sao calculadas

como médias aritméticas vz = 10 réplicas do ambiente de busca.

6.4 Modelos de Caminhada Aleatdoria Coletiva

Nesta secao definimos quatro modelos de dinamicas coletivas, baseadas em estraté-
gias do tipo “siga-o-lider”. Relembramos que, por definicao, um grupo é composto pelo
lider e por um numero arbitrario de forrageadores, os seguidores, que sao mutuamente
ligados através de um conjunto de regras dinamicas de movimento em duas dimensoes.
Mantemos os modelos tao simples quanto possivel, mas ainda capturando a esséncia do

comportamento coletivo.

Assumimos que as interacoes entre os membros do bando sao intermediados pelo lider,

de modo que as posicoes assumidas pelos seguidores nao dependem diretamente umas das
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outras. Na verdade elas oscilam em torno da trajetoria descrita pelo lider. Neste sentido,
uma correlagao direta de estimulo-resposta existe apenas entre o lider e seguidores. Esta
interacao determina os valores do raio médio do grupo e coeficiente de separacao entre o

grupo e o lider, respectivamente denotada por r; e c;.

O carater de coesao de um grupo se verifica quando as quantidades r; e ¢; nao aumen-
tam consideravelmente ao longo da dinamica de busca. Também mencionamos que neste
trabalho nao estamos considerando a possibilidade realista de fragmentacao do grupo de-
vido a perda de contato, que ocorre, por exemplo, quando 7; e ¢; tornam-se tao grandes
que os seguidores nao conseguem “ver” o lider. Assim, embora os modelos assumam que
os seguidores sempre sao capazes de detectar a posicao do lider, nao importando a dis-
tancia de separacao entre eles, fortes flutuagoes nessas quantidades —por exemplo, se r; e
¢; tornam-se maiores do que a habilidade real dos seguidores de perceber o deslocamento

do lider— serao indicativos de regime de fragmentacao do grupo.

Primeiramente discutiremos o comportamento do lider. Para a densidade da escolha
de diregao de voo, fr(¢), usamos uma FDP uniforme, que resulta em caminhadas isotré-
picas. J&, para a densidade do comprimento do passo da caminhada, f7(z), usamos uma
FDP Gaussiana (modelo A) ou lei de Pareto truncada (modelos B, C e D). Neste iltimo

caso, tem-se que para qualquer passo,
fo(z) ~ a7 | 2y <2 < Thaxr e  fr(x) =0 caso contrario. (6.4)

Aqui p, = ap + 1 (ver a segao 2.7.7). O limite inferior zg representa o comprimento do
passo minimo. O comprimento do passo maximo é denotado por Tpay  (por razoes que

tornam-se claras na se¢ao 6.5, vamos definir zy = r,, onde r, é o chamado “raio de visao”
[5]).

Vimos que no caso de um unico individuo, para 1 < p; < 3 é a escolha de parametros
que leva a um regime eficaz [118] de caminhada superdifusiva (e truncada). Assim, faremos

tal escolha para o lider também.

Passamos agora para a dinamica dos seguidores. Para um grupo manter-se compacto,
continuamente seguindo a dinamica de um lider, os seguidores devem estar dentro de um
raio r; relativamente pequeno em torno do lider durante sua evolugao espacial, qualquer
que seja j. Caso contrario, se os seguidores comecam a divergir da posicao do lider, o
carater coletivo do processo ¢ efetivamente perdido (um elemento de r; muito grande ja

pode efetivamente dispersar o grupo).

H&4 muitas maneiras possiveis de implementar regras dinamicas de movimento que
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levam a valores finitos de r;, mas véarias delas levam a baixas eficiéncias. Aqui tentamos
encontrar um compromisso. Nossas escolhas sao descritas a seguir. Em primeiro lugar,
suponha que depois de um certo niimero de passos o grupo estd espacialmente distribuido
em torno do lider. Entao, digamos que no j-ésimo passo, o lider vai para nova posic¢ao,
seguindo as regras descritas acima. Seja gz_ﬁw o angulo que deve ser tomado pelo seguidor
¢ para atingir a nova posicao do lider. Em todos os modelos —veja a figura 6.1- o angulo
a ser escolhido pelo seguidor 7 é tomado de uma FDP Gaussiana gs(¢) centrada em &m-,
com desvio padrao o4. Além disso, consideramos as seguintes op¢oes para distribuicao de
comprimento do passo fs(z) dos seguidores: Gaussiana (modelos A e B), com média z; ; e
desvio padrao o,, ou Pareto truncada Ty r (geralmente menor do que Zpmay ) (modelos
C e D). Observe que a correlagao entre o comprimento e a dire¢ao dos movimentos do lider
e seguidores pode ser, essencialmente, parametrizada por o4 e 0, (nos casos gaussianos),
e por o, e um par de regras extras, relacionando ao raios ¢;/r; e o numero de passos dos
seguidores (nos casos de Lévy truncados —detalhes especificos a seguir). Em particular,
para uma funcao Gaussiana fs(x) com o4 = o, = 0, seus movimentos tornam-se idénticos,
ou seja, o grupo inteiro se desloca como um unico individuo, implicando em correlagao
total; auséncia de aleatoriedade na distribuicao espacial dos seguidores ao redor do lider:

r; =0 para j > 1.

Definiremos agora algumas quantidades relevantes para descrever o comportamento
coletivo do lider e seguidores. Para denotar o vetor posicao do seguidor ¢ apds os j passos
do lider usamos R, ; = (X, ;,Y; ;). Assim o centro de massa do conjunto de seguidores Ng

é calculado como:
1 O 1 s
R L= —EXZ-~,—§Y;- . 6.5
CM,j NS — 5] NS — 5J ( )

A distribuicao espacial dos seguidores em torno do lider pode ser caracterizada pelas duas
quantidades seguintes: (i) o raio médio r; da distribuicdo de seguidores em torno do
centro de massa, e (ii) a distancia entre o centro de massa e a posigao do lider, ou seja, o

coeficiente de separacao c;. Pode-se prontamente definir r; como

Ng
1
ry = FS ZZI |Ri,j - RCM,j’a (6-6)

que fornece uma indicagao da compactacao do grupo. Para o coeficiente de separacao,
definimos
¢; = [Re; — Rowyl, (6.7)

que é uma medida de quanto o grupo ainda segue a tendéncia do lider depois de j passos.
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(a)

Passo dos Seguidores

Passo do Lider

Seguidor,
(b) &

Seguidor
O

Lider

Figura 6.1: (a) Dinamica do tipo “siga o lider” em duas dimensoes mostrando o lider e trés
seguidores. Quando o lider se desloca, os seguidores movem-se de acordo com as regras
descritas no texto, a fim de manter-se agrupados de forma compacta, em torno do lider.
(b) Nlustragao de quantidades médias relacionadas a um “seguidor tipico” e o lider.

Com efeito, um comportamento coletivo forte é caracterizado por valores relativamente
pequenos de r; e ¢;. Além disso, também ¢ interessante definir o valor médio de r; sobre
toda a caminhada:

1 &

r = FL : ri, (68)

J=1

onde Ny, é o numero de passos do lider.

Apesar de cada seguidor ter o seu caminho particular, precisa manter-se nas imediagoes
do lider. Logo, comportamentos médios quantitativos podem ser inferidos a partir do
padrao coletivo. Primeiro, considere um “seguidor tipico” de toda a caminhada. Seja (xg)
e (x1) amédia do comprimento do passo deste seguidor e do lider. Além disso, denotamos
por (zgr) e (¢psr) a distancia média e o angulo que o seguidor deve tomar para atingir

precisamente a posi¢ao do lider apds um unico passo. A partir da figura 6.1 (b), temos
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que
(r)? = (xs)? + (ws1)® — 2{zs)(wsr) cos((sr))- (6.9)

Assim ao escrever

(rs1)? = (r)? + (z)? (6.10)

obtemos

) = \/<<xs>2+<xL>2>2 [%} () (6.11)

Calculando analiticamente (x1) e (zg) diretamente das defini¢oes do modelo e obtendo
(ppr) de simulagbes, podemos estimar o raio médio de distribuigao dos seguidores em

torno do lider.

6.4.1 Modelo Coletivo Browniano com o Comportamento do li-

der Browniano (Modelo A)

Este modelo é caracterizado por uma FDP Gaussiana para o angulo e para o compri-
mento dos passo dos seguidores, respectivamente, fs(¢), com média ggw e desvio padrao
04, € fs(x), com média 7, ; e desvio padrao o,. Neste caso Z; ; € escolhida como a distancia
que deve ser tomada pelo seguidor ¢ para precisamente atingir a posicao do lider depois de
J passos. Além disso, o comportamento do lider é determinado pela escolha de direcao de
voo uniformemente aleatéria, portanto f1(¢) é constante, enquanto a densidade do passo
¢ uma Gaussiana fr(x) com média Ty e desvio padrao or. Na verdade, este é o tinico
modelo nesta analise em que a FDP do comprimento de passos do lider é Gaussiana; nos

modelos B, C e D abaixo a funcao do lider segue a distribuicao de Pareto truncada.

Na figura 6.2 ilustramos parte da evolu¢ao da caminhada do lider (com z; = 100 e

o, = 0) e 6 seguidores em trés situagoes, a saber:
(a) o0,=30e04=0;
(b) o,=0e0s=1/4e

(¢c) o0,=30e0,=m/4



6.4. Modelos de Caminhada Aleatdria Coletiva 123

700 L L S B e B S B

600 ; g> ;
500 - ;ga -
400 + e
300 - & -
200 @ |
100 < -
oL @ @& ]

700 I B S s A B

600 -
500 - E -
400 - “.<> .
300 L @ i
200 ol -

100 . _

0 100 200 300 400

700 —+——
600 |-
500 -
400 -
300 - S i
200 | B -

100 - . N

0 100 200 300 400

Figura 6.2: Modelo coletivo browniano com comportamento browniano do lider (modelo
A). Hlustragao da caminhada tipica do lider com 6 seguidores, usando z; = 100, o, =0 e
(a) 0, =30e09g=0; (b) 0, =0e 09 =m/4; (c) 0, =30 e 0g = /4. A circunferéncia

em torno do lider é apenar um guia para os olhos.
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Observamos, em todos os casos, uma tendéncia dos seguidores de permanecerem agru-
pados em torno da posicao do lider, mesmo depois de um grande niimero de passos, com
a maior dispersao observada obviamente quando ambos o, e 04 sao nao nulos. Na ver-
dade, este resultado estd relacionado com o pequeno desvio padrao da FDP Gaussiana
tanto para o lider quanto para os seguidores, se comparado com o grande segundo mo-
mento das distribuicoes de Pareto truncadas, o que geralmente tende a fazer os seguidores
dispersarem mais facilmente com respeito ao caminho do lider. Além disso, a forte con-
centragao de comprimentos de passos dos seguidores em torno da média z; ;, faz com que
cada passo do lider seja geralmente acompanhado por apenas um 1nico passo para cada
um dos seguidores. Isto geralmente nao é o caso em modelos Levynianos (ver discussao
abaixo para os modelos C e D), em que uma diferenca nos expoentes p; < pg (onde o
comportamento browniano dos seguidores é ;g > 3), ou a escolha de muitos comprimen-
tos distintos de corte superior (Zmax,s < Tmax,r,) implicam na necessidade de varios passos

dos seguidores a fim de acompanhar um tnico salto do lider.

Apesar da manutencao evidente de um comportamento coletivo no modelo browniano,
verificado pela observagao de pequenas alteragoes em 7; e ¢; com j (claro na figura 6.2),
notamos que a escolha da FDP Gaussiana para o comprimento do passo para o lider e
seus seguidores nao resulta em padroes eficientes de busca coletiva no regime esparso,
por exemplo, quando os alvos sao escassos. Na verdade, a figura 6.2 vemos que tudo se
passa como se o bando fosse um tnico organismo, apenas com o raio de visao r, maior.
Logo o resultado é semelhante ao que ocorre na busca individual [5, 119]. Como veremos
a seguir, buscas coletivas com FDP de Pareto truncada envolvendo expoentes pu; < 3 e
ps < 3 sempre conduzem a maior eficiéncia neste regime (ver se¢ao 6.5). Esta é a razao
pela qual o nosso foco nos préoximos modelos se concentrara nas caminhadas Levynianas,

pelo menos para o lider.

6.4.2 Modelo Coletivo de Pareto com o Comportamento do li-

der Pareto Truncado (Modelo B)

Neste caso, a FDP de comprimento de passos do lider é uma distribuicao de Pareto
truncada, equagao (6.4), e sua distribuicao de dire¢oes de voo é uniforme, habitual. Por
outro lado, o comprimento de passos dos seguidores e os angulos de voo sao dados por
densidades Gaussianas com média Z;; e desvio padrao o,, em principio definidos como
no modelo A. No entanto, uma vez que 7, ; ¢ dado agora pela distancia xgz ;;, que deve

ser tomada pelo seguidor i para alcangar o lider no j-ésimo passo (e considerando que no
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Figura 6.3: Modelo Coletivo de Pareto Médio Truncado com o comportamento do lider
Pareto Truncado (Modelo B), utilizando puy, = 1.1, Zyax.r, = 10°, 7, = 1, e 10* passos lider
(somente os primeiros 10? sdo mostrados): (a)Trajetéria de busca da caminhada aleatéria
bidimensional do lider; (b) Sequéncia de comprimento de passos do lider no j-ésimo passo;
(c) Raio do grupo, rj; e (d) Coeficiente de separagao c;.

presente modelo as distancias x gy, ;; sao distribui¢oes de Pareto truncada, em contraste
com a distribuicao Gaussiana observado no modelo de A) a dinamica dos seguidores

torna-se mais difusiva que no modelo A.

As figuras 6.3-6.5 mostram, respectivamente para pp = 1.1, 2 e 3, as quantidades
z; (do lider), r; e ¢;, bem como a trajetéria da caminhada (lider e Ng = 32 seguidores)
como funcao de j e no caso bidimensional. Em todos os exemplos, consideramos 10*
passos dolider (s os primeiros 10% sao mostrados), T = 10°, r, = 1, 0, = x51,;/20 €

o4 =m/9.

Em relagao & dinamica do lider, observa-se nas figuras 6.3 (a)-(b), 6.4 (a)-(b) € 6.5 (a)-
(b) o padrao tipico esperado de caminhadas de Pareto (truncada). O caso quase balistico
(para py = 1.1) mostra a presenga de raros saltos grandes, embora limitada pela @max .,
entre muitos passos curtos. Quando o valor de p;, aumenta, a probabilidade de tais saltos
grandes diminui, e um comportamento semelhante ao browniano surge [ver Figuras 6.5
(a)-(b)]. Em todos os casos a dinamica do lider é acompanhada de forma semelhante pelos

seguidores, ou seja, cada passo do lider corresponde a um tnico passo de cada seguidor.
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Figura 6.4: O mesmo que na figura 6.3, mas para uy, = 2.

O comportamento do raio médio do grupo e coeficiente de separagao é mostrado nas
figuras 6.3 (c)-(d),6.4 (c)-(d) e 6.5 (c)-(d). Primeiro observa-se que cada grande salto
do lider é, essencialmente, acompanhado por um forte aumento em r; e ¢;. Neste caso,
verificamos a dificuldade dos seguidores em manter o agrupamento em torno do lider
(como indica o aumento no coeficiente de separacao). Ainda podemos observar o aumento
simultaneo do raio do bando com rela¢ao ao seu centro de massa (distribuigao espacial
com maior raio médio). Esta tendéncia é também confirmada pela andlise de histogramas
de r; (figuras 6.3 (c) e 6.4 (c)), que apresenta desvio padrao muito grande (comparando,
por exemplo, os intervalos tipicos de valores de r;: r; < 4 x 10° para p;, = 1.1 e 7; < 400
para = 3). Para u; — 3 o raio do grupo apresenta menor desvio em torno da média,
indicando também que a influéncia do lider em r; nao ¢ tao preponderante, em contraste

com o caso (i, — 1.

O raio médio pode ser estimado, no presente modelo [7], inserindo na equagao (6.11)

a expressao para o comprimento do passo médio do lider. Obtemos entao

(6.12)

(1 — pp) (i bty — r2=ie)
(rp) = —

(2= 1) (T, =10 ")

com a aproximagao (xg) ~ (r) justificada pelas regras do modelo. Além disso, a andlise
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Figura 6.5: O mesmo que na figura 6.3, mas para uy, = 3.

numérica de (¢pr) fornece
TO g

(Pre) =24 5 =277, (6.13)
com o parametro de ajuste a = 0.316 (os outros fatores numéricos sao ajustados de modo
que (zpr) = 0 para o, = 0 — sem dispersao de angulo em torno da linha reta para o lider—

e (zpr) quase saturado perto de 1.55, quando como o4 — 7).

A figura 6.6 (a) exibe o bom acordo entre os resultados de (r) vs. puy a partir de
simulagdes numéricas, com o uso da equagao (6.8), e analitico, equagoes (6.11)-(6.13).
Consideramos caminhadas mais longas na figura 6.6, com o lider realizando 10° passos; os
outros parametros sao como nas figuras 6.3-6.5. Como discutido, o raio médio aumenta
consideravelmente com saltos maiores do lider tornando-se mais provavel (pu, — 1). Em
contraste, nenhuma variagao significativa em (r) é observada para o regime proximamente

gaussiano do lider (g, — 3). A transigao inicia-se aproximadamente em pj ~ 1,7. As
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figuras 6.6 (b) e 6.6 (c) serao discutidas mais a frente
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Figura 6.6: Dependéncia do raio médio do grupo, (r), como fun¢ao do expoente de Pareto

do lider py, (o lider executa 10° passos; outros parametros como nas figuras 6.3-6.5.) para

diferentes modelos de busca coletiva, usando ps = 1,1 € Zyax =50- As linhas sélidas

representam célculo analitico de (r) (ver texto).
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6.4.3 Modelo Coletivo de Pareto Truncado com o Comporta-
mento do lider Pareto Truncado: Versao continua (Mo-

delo C)

Consideraremos agora o comprimento de passo dos lideres e seguidores seguindo uma

distribuigao de Pareto truncada, com valores médios dados pela equagao (6.12), ou

(s) = = (6.14)

(1 — ps) (s — 70 1)
(2 - MS)(xmax,S - rll’

Note que, pur e pus sao escolhidos arbitrariamente, entao as dinamicas do lider e dos
seguidores sao menos correlacionados do que no modelo B. Escolhemos também o lider com
saltos possivelmente muito maiores: Zax s <K Tmax,z. Como acima, a FDP do angulo do
lider e dos seguidores sao, respectivamente, Gaussianas aleatoriamente uniformes. Nesta
versao que chamamos de continua, em cada novo salto do lider as regras dinamicas sao
aplicados somente para os seguidores apds a conclusao total do passo do lider. Devido a
escolha Tpax p < Tmax,1, hd uma tendéncia para os seguidores de serem “deixados para
atras” pelo lider a longo prazo. Para compensar tal fato, e manter o comportamento
coletivo do grupo, uma regra extra deve ser imposta sobre a dinamica dos seguidores:
para um dado passo j do lider, os seguidores devem realizar uma série de passos até que
o coeficiente de separacao torne-se menor do que o raio médio do grupo, ¢; < r;. Em
outras palavras, os seguidores devem evoluir até que a posicao do lider torne-se o centro
de massa Repyj, assim ficando dentro da circunferéncia de raio r;. Da figura 6.1 (b),

vemos que o numero médio de passos pode ser estimada por

N (1)
(N) Ry - (6.15)

Notamos ainda que as grandes flutuacoes estatisticas presentes na distribuicao de Pareto
truncada podem permitir que os seguidores alcancem o lider executando menos passos do
que o estimado em Ny. Afim de agrupar os seguidores de uma forma compacta em torno
do lider, também precisamos que a condicao ¢; < r; seja satisfeita em uma escolha minima
de 2N, /3 passos (fator 2/3 obtido via simula¢ao). Somente quando ambas as condigoes

sao satisfeitas, o lider pode dar seu préximo passo [(j +1)-ésimo].

O raio médio (r) como fungao de p; pode ser visto na figura 6.6 (b), para pug = 1.1,
Tmax,[, = 105, Tmax,p = 90, 1y, = 1 e 0y = 7r/4. Nota-se que, uma vez que a distribuicao
angular nao esta explicitamente correlacionado com a distribuicao do comprimento do

passo, a equacao (6.13) é apenas uma aproximagao para o presente modelo. A expressao
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analitica para (r) é obtida substituindo-se a equacao (6.15) e (xpr) ~ Ny(xg) na equacao
(6.9), resultando em

(r) = ~(ws) tan({PpL)) + 5 , (6.16)

onde v e [ sdo constantes numéricas (dependentes do comportamento especifico dos
seguidores), introduzidas nesta abordagem a fim de corrigir os resultados do limite o, = 0.
Apesar de ainda observamos boa concordancia entre o resultado numérico e analitico (fi-
gura 6.6 (b)), notamos que a concordancia nao supera o resultado verificado no modelo B,
ver figura 6.6 (a). Isto obviamente advém do conjunto mais complexo de regras envolvidos

no modelo C, dificeis de modelar.

Ao comparar as figuras 6.6 (a) e (b), observamos que enquanto (r) apresenta compor-
tamento semelhante no limite browniano p; — 3, o regime balistico com pu;, — 1 exibe
magnitudes muito diferentes (r) ~ 2000 para o modelo B e (r) ~ 240 para o modelo C.
Com efeito, as regras extras descritas acima atuam eficientemente no sentido de diminuir

o raio médio e os coeficientes de separacao.

Por outro lado, quando os resultados sao obtidos utilizando diferentes valores de i,
no presente modelo, um resultado relevante pode ser identificado (também compartilhado
pelo modelo B): os lideres com comportamento de Pareto para pu; < 2 tendem conside-
ravelmente a desagregar o grupo, com o aumento em (r) tornando-se pronunciado nesta
extensao. Este resultado tem consequéncias importantes no contexto de buscas coletivas,

discutidas na secao 6.5. Desta forma um quarto modelo sera considerado a seguir.

6.4.4 Modelo Coletivo de Pareto Truncado com o Comporta-
mento do lider Pareto Truncado: Versao Incremental (Mo-

delo D)

Neste ultimo modelo consideramos uma versao simples, incremental, do modelo C
anterior, no qual se o comprimento z; do passo do lider j é maior do que (zg), tal passo é
subdividido em x;/0x;, partes e apds o lider atravessar cada uma destas partes (e nao sé
apos a total conclusao do passo), as regras dinamicas sao aplicadas aos seguidores. Aqui,
consideramos incrementos 0z = a{xg) cos((¢prr)) —ver figura 6.1 (b) e equacao (6.15)—

com a escolha numérica a = 2/3.

Como consequéncia desta regra incremental, a dispersao dos seguidores em torno do
lider (quantificada por r; e ¢;) é muito reduzida em comparagdo com a versao continua.

Isto pode ser visto, por exemplo, contrastado as figuras 6.6 (b) e (c), em que o valor
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Figura 6.7: Eficiéncia normalizada, An, versus expoente de Pareto do lider py para a
versao incremental do modelo coletivo de Pareto truncado com comportamento do lider
Pareto truncada (modelo D). Os resultados sao apresentados para busca (a) nao-destrutiva
e (b) destrutiva, usando Ng = 32 seguidores, s = 1.1, 7, = 1, ZTaxr = 10°, Taxr =
4r,Ng =128, A = 5000 e 04 = 7/4.

maximo de (r) na versdo incremental é de cerca de 30 vezes menor do que a da versao

continua.

Além disso, a redugao da variagao do raio médio do modelo D no intervalo 1 < puy < 3
indica que, na versao incremental, a dificuldade em manter o grupo compacto em torno

do lider é quase a mesma no regime balistico e gaussiano.

Todos esses resultados tém grande relevancia para o problema da compatibilidade

entre buscas coletivas eficientes e manutengao do carater de grupo.

6.5 Eficiéncia Energética nos Modelos de Busca Co-

letiva

Consideramos agora um grupo de forrageadores (lider e seguidores) procurando por
alvos com distribui¢ao uniformemente aleatoria em um espaco de busca bidimensional. Es-
tamos basicamente interessados em estudar o caso em que a densidade de alvos é baixa,
em comparacao com o livre caminho médio de forrageador, A. Na verdade, espagos de
busca muito densos conduzem ao resultado trivial em que todas as estratégias de forrage-
amento sao eficientes, uma vez que um sitio pode ser sempre encontrado nas proximidades
do forrageador [5]. Além disso, vamos considerar apenas as dinamicas coletivas da versao
incremental do modelo de Pareto truncada D. Como visto anteriormente, os outros mo-
delos apresentam (r) muito grande. No caso real isto implicaria em desmembramento do

grupo. Logo vamos analisar somente a estratégia que mantem a estrutura do grupo.
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Na figura 6.7 mostramos a eficiéncia normalizada vs. pp,, para os casos (a) nao-destrutivo
e (b) destrutivo. Consideramos Ng = 32 seguidores, com pg = 1.1, Tpar = 10°
A = 5000, r, = 1 e 09 = /4. Cada simulagao termina com a descoberta de 10* alvos,

também fazemos (a) 10* e (b)10? realizagoes.

E interessante notar na figura 6.7 que para Ng = 32, o comportamento qualitativo de

n assemelha-se ao forrageamento tinico [9, 96] mas com o maximo de eficiéncia do caso nao-

destrutivo deslocando-se de uy &~ 2 (busca nao-destrutiva para um unico individuo) para
; .

pr’s menores. Em qualquer caso, as buscas brownianas (u; > 3) mostram-se bastante

ineficientes.

Uma distin¢ao importante entre forrageamento tinico e coletivo surge devido a neces-
sidade inerente de manter o agrupamento no forrageamento coletivo. Com efeito, notamos
nos modelos A, B e C acima a tendéncia geral crescente do raio médio do grupo com pip,
diminuindo, que tende a desestabilizar o comportamento coletivo, a longo prazo, para
dar origem a um conjunto de individuos que interagem distantes demais uns dos ou-
tros. Esta restricao pode potencialmente representar um problema real sempre que for
necessario o lider tornar-se muito superdifusivo. No entanto, este inconveniente pode ser
essencialmente eliminado mediante a aplicacao, por exemplo, de uma estratégia dinamica
incremental como no modelo D. Neste caso, a estratégia de busca 6tima de eficiéncia
coletiva surge para um valor fiop,;, dando um raio médio do grupo essencialmente igual
as estratégias Gaussianas (muito menos eficiente): da figura 6.6 (c), (r) ~ 7,1 para
Hopt,, = 1.6, enquanto que (r) ~ 6.7 para p;, = 2.9. Assim, a necessidade de manter o
grupo impoe restricoes ao movimento e portanto, para seguir estratégias coletivas étimas,

o jy, deve ser menor que aquele para um simples individuo

6.6 Conclusoes

Apresentamos neste trabalho quatro modelos de comportamento coletivo de um lider
e seus seguidores, que compreendem tanto dinamica Gaussiana quanto Pareto truncada.
Do ponto de vista tinico de manter o grupo agregado como um bando, o comportamento
coletivo de Pareto mostrou-se mais dispersivo do que um comportamento gaussiano. As-
sim, buscas coletivas em ambientes com baixas densidades de alvos podem apresentar
situagoes em que uma dinamica de movimento coletivo de Pareto poderia entrar em con-
flito com a estratégia de busca ideal, com tendéncia para a dispersao do grupo e perda de
carater coletivo a longo prazo. Apesar disso, mostramos em um contexto simplificado que

regras extras impostas para a dinamica dos membros do bando pode realmente permitir
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estratégias de Pareto eficientes e busca coletiva compativel —sem extrema dispersao do
bando. A identificacdo de tais regras em cendrios realistas (e complexos) é uma impor-
tante linha de investigacao na teoria de busca aleatoria. Neste sentido, mais estudos sao

ainda necessarios a fim de esclarecer esta questao.

Finalmente, podemos citar uma possivel extensao do presente trabalho, relacionada
com a escolha da lideranca durante a busca aleatéria. Em uma associagao puramente
racional entre os diferentes elementos de um grupo, naturalmente, o lider seria o membro
mais habilidoso. Este parece ser o caso [58] quando lagos sociais sao fracos ou inexistentes.
Por outro lado, muitas espécies de animais [62-64] definem uma estrutura hierarquica
baseadas na dominancia e filiagdo [65]. Pode acontecer de tais lideres “eleitos” nao serem
os mais aptos para forrageamento. Um modelo que considera o desempenho de cada
individuo durante a busca, as vantagens de mudar entao para um novo lider mais “esperto”,
mas também incluindo os custos de quebrar os lacos estabelecidos, poderia ser uma forma
interessante de estudar o equilibrio entre as relagoes sociais e os objetivos de otimizagao

dentro de um grupo, incluindo a possibilidade interessante de fissdo do grupo [65].



Capitulo

Conclusoes

7.1 Consideracoes Finais

Neste trabalho desenvolvemos uma nova construcao tedrica geral (inédita, portanto)
de busca Markoviana, matematicamente formulada por intermédio de processos estocds-
ticos compostos em qualquer dimensao espacial. Desta forma, um problema de busca
aleatoria pode ser resolvido, ou seja, sua métrica de busca calculada, bastando-se defi-
nir de forma clara o ambiente de busca e as regras heuristicas que governam o processo.
Importante frisar também que a abordagem nao é aproximada: uma vez conhecida a
distribuicao de passos dados entre dois alvos sucessivos e a distribuicao de tamanhos de
passos, a funcao eficiéncia é dada exatamente. Isto destoa dos modelos geralmente des-
critos na literatura, usualmente tratados via simulagoes computacionais ou aproximagoes
de campo médio e restritas, em sua grande maioria, aos casos 1D e 2D. Algumas exce-
¢Oes existem, mas apenas para a analise analitica de modelos muito especificos (ver, por

exemplo, o nimero especial do Journal Physics A, 30 de outubro de 2009).

Porém, também precisamos mencionar que ha um prego pago pela generalidade do
método aqui descrito. Via de regra, a distribuicao de niimeros de passos é uma quantidade
bastante dificil de ser obtida, principalmente quando a geometria do espaco de busca é
mais complicada. Assim, dependendo do problema especifico em maos, aproximagoes
podem ser necessarias para, por exemplo, obter tal FDP e usa-la entao na expressao da

eficiéncia 7).

Discutimos nossa formulacao principalmente no contexto de processos de busca alea-
toria em ambientes Weibull nao-destrutivo em qualquer dimensao. Em particular, fixamos

a heuristica por meio de caminhadas aleatérias com a FDP do comprimento de passos

134
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dadas por Leis de Poténcia. Este caso foi escolhido por ser justamente a hipdtese de
Lévy, na qual em baixas densidades de alvos buscas aleatdérias sao otimizadas se seguirem

estratégias tipo caminhadas de Lévy.

Como um bom teste para nossa formulacao matematica, discutimos o limite em que
uma busca aleatoria passa a ser uma busca deterministica, justamente quando o niimero
de passos entre dois alvos é igual a 1. Este caso, chamado de busca ideal, tem como forte
paralelo no mundo real a situagao em que o forrageador tem alto poder cognitivo (consegue
analisar o ambiente) além de também possuir grande poder de deteccao (identifica alvos
a grandes distancias). Dentre o reino animal, isto é relativamente comum (observado
empiricamente intiimeras vezes) na dinamica de forrageamento de primatas. Nosso modelo
reproduz com sucesso os aspectos fundamentais deste tipo de situacao, testado aqui no
caso unidimensional, onde a natureza destrutiva do sistema real pode ser desprezada e

assim um modelo de busca nao-destrutiva pode ser empregado.

No final deste trabalho discutimos um outro problema relevante, que é a busca por
grupos de forrageadores. Devido a sua complexidade, desenvolvemos uma descri¢ao nu-
mérica (via simulagdo computacional) ao invés de tentar tratd-lo com nosso formalismo
exato. Discutimos um ponto chave que é como fazer busca eficaz, mas mantendo a coesao
do grupo. Mostramos que isto é possivel se regras extras (as usuais em busca de Lévy)
sao assumidas. Em uma dinamica em que incrementativamente os seguidores fazem a
busca mas tentam nao perder contato com o lider (a qual chamamos de estratégia D),
mostramos que superdifusao pode ser usada para aumentar a eficiéncia sem correr o risco

de fragmentar o grupo.

Também discutimos que em condi¢oes 6timas (do modelo D), onde um grupo de
forrageadores caminha mantendo um raio coletivo de mesma ordem que a soma dos raios
de visao individuais, o processo de busca pode ser aproximado por uma busca efetiva,
de um tnico individuo com tal raio de visao ampliado. Nesta condicoes, observamos
resultados semelhante ao obtidos na busca de um tnico forrageador, apenas com uma
pequena mudanca no valor do expoente 6timo. Além disso, quando este raio 6timo do
bando é da ordem da distancia média entre alvos, acabamos por recuperar a dinamica

discutida na busca ideal.
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7.2 Projetos Futuros

Obviamente, a area de busca aleatéria é extremamente ampla e aqui apenas aborda-
mos alguns de seus aspectos. Mesmo assim, como deveria ser esperado de um trabalho
exploratério como este, muita coisa ainda pode ser feita. Descrevemos entao a seguir
algumas possibilidades de estudos, que podem usar os presentes resultados como ponto

de partida.

e Um ponto importante, e que deveria ser abordado em desenvolvimentos futuros, é o
calculo da funcao massa de probabilidade (FMP) do nimero de passos fy(N;©,E)
através da marginalizacao da densidade. De forma mais especifica, assumindo-se
a independéncia entre as variaveis ambientais e da heuristica, podemos construir a

densidade conjunta
fy(N:©,8) = fi(N;O)fy(N;5).

Mas como o ambiente e a heuristica sao respectivamente definidos pelos vetores de

parametros © = (01,05, ...,0,) e E = (&1, &2, ..., &), a densidade conjunta torna-se

fx(N;©,8) = [fr(N;0)..., [ (N;60n) [ (N &) [ (N5 &)

Desta forma, apesar da necessidade de um certo esforco computacional, é possivel
calcular histogramas normalizados correspondentes a cada uma das densidades do
lado direito da equacao acima. Finalmente, poderia-se tentar usar métodos de ajuste

para ter uma expressao analitica para fg(N;©,E).

e Tendo fx(N;©,E), como descrito acima por exemplo, nosso formalismo poderia
facilmente resolver o problema de busca aleatéria de forma completa em qualquer

ambiente Weibull.

e Nesta tese nao fizemos uma analise analitica do caso em que o ambiente tem ge-
ometrias especiais, por exemplo, em forma de faixa (estreito em uma dimensao e
largo em outra), ou com condi¢oes de contorno periédicas. Estudar quais sdo as
implicagoes no formalismo quando assumimos diferentes configuragoes espaciais e

condicoes de contorno é um aspecto interessante a ser seguido.

e No caso de busca em bandos, diferentes analises foram feitas porém, nao exploramos
em detalhes a necessidade de mudar distintas regras de manter o bando quando

variamos o numero de seguidores e hé interacao entre eles. Pode ser que regras
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que funcionem para muitos individuos nao funcionem para poucos e vice-versa. Tal

investigacao seria importante.

e Finalmente, um problema totalmente aberto em Ecologia é qual o niimero 6timo de
individuos num bando e o que leva um bando a fragmentar-se (por exemplo, como
em grupo de ledes e de certos primatas). Modelos baseados em forrageamento 6timo

podem ser uma possivel resposta para tal pergunta.



Apéndice

Funcoes de Variaveis Aleatorias

A.1 Densidade do Reciproco da V.A. Positiva

Considere as varidveis aleatérias continuas Z e , definidas como segue

T . T€ Ry e Q— [xmin7xmax]7

Z : z€Ry e Q= [Zmin, Zmax)-

Em z: 2z € R, Q — [a,b], leia-se: ¢ a varidvel aleatéria © pertence ao conjunto dos niime-
ros reais (portanto é uma VA continua) e o espago amostral  é o conjunto definido pelo

intervalo aberto [a, b]”. Definimos z como o reciproco &
(A.1)

onde C' é uma constante arbitraria. Note que a equagao (A.1) conecta os limites das

variaveis, pois Zmin = C/Tmaz € Zmaz = C/Tmin.

Sejam ;. (z) e f;(z) a funcao distribuigao e a fungao densidade de probabilidade de

T e Fy(z) e f:(2) a funcao distribuicao e a fungao densidade de probabilidade de z.

A fungao distribuigao de z segue da probabilidade de obervarmos z > C'/z, portanto

Fi(z) = P {% < z}

C/zmin
R = [ 7l = Fy(Cfan) ~ Fy(C)2) (A2)

Note-se que z assume valores partindo de z,,;, até 2,4, correspondendo ao intervalo de
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integracao [Tomin, Tmas) de T.
A densidade de probabilidade de z, determinada pela sua funcao de distribuicao, é

i) = D (A3

Levando a equacdo (A.2) na equacao (A.3) e lebrando que Fj(C/2pm:,) é constante, obte-
mos a expressao mais geral para a densidade.

dF(0/2)

f:(2) = — 5 (A4)

Para avaliarmos a equacao acima ¢ mais conveniente usarmos a variavel z, ou seja,

F:(C/z) = F;(x). Em seguida aplicamos a regra da cadeia

dFs(x) dx
Jz) = - dr  dz
dx

f(2) = = f;(C)z2) T (A.5)
z

aqui reconhecemos, fx = fs(w) = f7(C/z). Resta avaliar —, como segue

de dc/z ¢
dz  dz 2

Levando o resultado na equagao (A.5), obtemos a densidade de probabilidade procurada

re = S (C) (A6)

22 z

A equacao acima é a FDP reciproca. Como vemos pode ser obtida imediatamente da
FDP da VA z.



Apéndice

Leis de Potencia em Dados Empiricos

Neste capitulo discutimos as distribuicoes Levynianas notaveis e algumas distribuicoes
Brownianas relevantes. Iremos nos concentrar em dois objetivos centrais: (i) apresentar
distribuigoes de lei de poténcia usadas como modelos relevantes a este trabalho; (ii) dis-
cutir métodos estatisticos capazes de indicar o modelo que melhor reproduz a distribuicao
de uma série de dados. Estes métodos materializam-se na forma de estimadores de pa-
rametros e testes de hipoteses, que permitem apenas descartar um modelo em favor de
outro. Isto ainda deixa nas maos do pesquisador a tarefa critica de construir hipoteses —
selecionar os modelos candidatos— capazes de descrever os dados. Resumimos os principais

resultados e propriedades no final deste apéndice.

Um conjunto completo de ferramentas numéricas para inferir a distribuicao de uma
amostra foi publicado em 1997, por Aaron Clauset e colaboradores, no artigo intitulado
“Power-law distributions in empirical data” [114]. Neste trabalho os autores discutem
métodos classicos e introduzem novas técnicas de estimagao de parametros e testes de
qualidade de ajuste. Em seguida propoem um conjunto minimo de condigoes que devem
ser satisfeitas antes de aceitar leis de poténcia como modelo adequado. A metodologia
proposta foi aplicada a dezenas de conjuntos de dados publicados e erroneamente identi-
ficados como Leis de Poténcia. Nao bastando a enorme contribui¢ao deste trabalho, os
autores gentilmente disponibilizaram implementacoes R e Matlab dos algoritmos discuti-

dos no artigo [115].

Antes de iniciarmos esta discussao reproduzimos, na se¢ao-B.1, uma revisao intro-
dutéria sobre o método de maxima verossimilhanca encontrado em [120]. Em seguida
apresentamos, na secao-B.2, as distribuigoes relevantes, discutimos seus EMV e gerado-
res de nimeros aleatérios. Adicionalmente, compilamos alguns resultados classicos, como

funcoes de verossimilhanca e algumas distribui¢oes notaveis. A secao-B.2 é um resumo
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superficial de algumas idéias discutidas por Clauset e colaboradores, portanto o leitor

mais exigente deve dirigir-se ao trabalho original [114].

B.1 Meétodo de Maxima Verossimilhanca

No periodo (1912-1922), o estatistico Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) intro-
duziu o método de maxima verossimilhanga [121], que permite estimar os parametros de
modelos candidatos a reproduzir a distribuicao de uma populacao amostral. Embora o
método seja bastante antigo, foi apenas a partir dos anos oitenta, em funcao do desen-
volvimento dos computadores pessoais de grande poténcia, que comecou a ser utilizado
extensivamente. Como veremos a seguir, o grande obstaculo na utilizacao pratica do
método de maxima verossimilhanca consiste na frequente incapacidade de obter-se uma
solugao explicita para a maioria dos problemas em questao. Neste sentido, existe a neces-
sidade de utilizar algum método de otimizacao numérica para a obtencao dos parametros
de interesse. A grande importancia do método de maxima verossimilhanga consiste nas
boas propriedades assintéticas dos estimadores, que sao consistentes e assintéticamente

eficientes.

Uma amostra aleatéria (y1,v2, ..., Yn), retirada de uma populagdo com uma FDP

f(y, ), indexada pelo vetor de parametros 6, tem uma p.d.f. conjunta dada por

n

Hf(yi79)

i=1

isto é, a FDP conjunta ¢ simplesmente o produto das densidades de cada uma das ob-
servagoes, f(y1,0) - f(y2,80) - ... - f(yn,0) onde 6 é um vetor de parametros (fixo) e y; é
uma variavel aleatoria. Note que, antes da retirada da amostra, cada observacao é uma
variavel aleatoria cuja FDP é igual a FDP da populacao. A média e a variancia de cada
observagao a ser retirada sao iguais a média e variancia da populacao em questao. E neste
sentido que dizemos que na FDP conjunta, antes de retirada a amostra, 6 ¢é fixo e y; é
variavel. Contudo, uma vez que tenha sido obtida uma amostra especifica, y;, torna-se
fixo e a FDP conjunta pode entao ser reinterpretada como sendo uma funcao do vetor
de parametros 6, que se tornam varidveis. Para uma dada amostra (yi, v, ..., y,) & FDP
conjunta vista como funcao do vetor de parametros desconhecidos 0, é denominada de
funcao de verossimilhanca. Uma possibilidade para a resolucao do problema de estima-
cao é escolher o vetor ) que maximize a probabilidade de obtencao da amostra especifica

(y1,Y2, .-, Yn) que se tem em maos. Em outras palavras, queremos o vetor 6 que faz a
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probabilidade de obtermos a amostra ja obtida a maior possivel, ou seja, temos que achar

o # que maximize a funcao de verossimilhanca.

Temos portanto, a fun¢ao de verossimilhanca A(6,y), onde y é fixo e 6 é a varidvel,
e o problema consiste em obter-se o vetor 0 que maximiza esta funcao. O estimador de

maxima verossimilhanga 6 é o vetor que faz

-~
~

AB,y) > A@G,y) (B.1)

onde 0 é qualquer outro estimador de 6. Do ponto de vista mateméatico a implementacao
deste procedimento parece ser simples, pois tudo que temos a fazer é maximizar a fungao
de verossimilhanca com respeito a 0. Para tanto, basta igualar a zero as derivadas parciais
da funcao de verossimilhanca e achar o vetor ) que resolve este conjunto de equagoes. Na
maioria dos casos trabalharemos com o logaritmo natural da fungao de verossimilhanca
(InA) pois, maximizar o logaritmo natural de uma funcao é, em geral, mais simples e
produz os mesmos resultados da maximizacao da funcao original. Considere agora as

seguintes definigoes:

i) escore eficiente:

dlnA\
5 S(6); (B.2)
ii) matriz de informagao:
P*InA
E = 1(0); B.
(5ia) = 1 (B.3)

Note que o estimador de maxima verossimilhanca (5) sera a solucao do conjunto de
equagoes S(#) = 0. Na verdade, dadas algumas condigoes bem gerais, é possivel mostrar
que 0 é consistente, assintéticamente normalmente distribuido e tem variancia [I(6)]~!.
Este valor, [I(6)]7!, ¢ conhecido como o limite inferior de Cramer-Rao, pois nao existe
outro estimador consistente do vetor # que tenha variancia menor. Neste sentido, o

o~

estimador de méxima verossimilhanca (#) é também eficiente assintéticamente.

B.1.1 Exemplo Classico
Estimador de Maxima Verossimilhanga para a FDP Gaussiana

Vamos agora apresentar dois exemplos para facilitar a visualizacao do funcionamento

do método de maxima verossimilhanca e da composicao da matriz de informacao.

Considere uma varidvel aleatéria y com distribuicao normal, média u e variancia o2,
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y ~ G(u,0?). A FDP de cada observacao é também normal e dada por f(y;;pu,0?) =

\/;? exp (—#(yi — ,u)2) e a FDP conjunta é dada por H f(yi; t, o). Logo a funcdo de

i=1

verossimilhanca é

e o logaritmo natural de A é

n n 1 <
Inh = — —In27r — —Ino* — — ;— )2 B4
A equagao (B.4) acima é a forma mais usual de apresentacdo do InA . Vamos agora
encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca da média (i) e da variancia (o)
isto é, vamos obter o vetor (i, 0%) que maximizard a equacao (B.4). Para tanto temos

que igualar o escore eficiente a zero, S(f) = 0, assim

JlnA 1<
= 5 (y’L - /Jl)z = 07
Op oS
Oln /A n I & 9
902 207 2(02)? Z(yi_“) =0

i=1

Resolvendo para e o2 temos
S ST B S S U T
ne ne .

que sao os estimadores de méaxima verossimilhanca para a média e a variancia. Para
obtermos a matriz de informagoes I(f) precisamos encontrar as derivadas segundas de

InA com respeito aos parametros de interesse.

O’InA n

o o?

D*InA n 1 & 9
ame = - yi — 1o
9(02)2 2(c2)? 2(02)? ;< )
% InA 1<

o~ e

A matriz de informacao é formada pelas derivadas segundas do logaritmo da fungao de

2

verossimilhanca avaliadas no ponto de maximo, isto é, em p e o°. Se multiplicarmos e
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dividirmos o lado direito da equagao (B.6) por n, lembrando que E(y;) = u, temos

[(Q)Zln/a2 0 ]

0 n/25!

As variancia dos estimadores de maxima verossimilhanca podem entao ser obtidas através

da inversao da matriz de informagao.

(B.6)

10) = [82/71 0 ]

0 20'/n

Isto encerra a revisao sobre o método de maxima verossimilhanca. Estamos prontos

para discutir os EMVs das leis de poténcia e outras distribuicoes relevantes.

B.2 Distribuicoes Candidatas, seus Estimadores de
Maxima Verossimilhanca e Geradores de Niume-

ros Aleatorios

Nesta secao apresentamos algumas informacoes relevantes sobre as distribui¢oes con-
sideradas neste trabalho. Nosso interesse é identificar e estimar leis de poténcia em dados
empiricos. Nas proximas segoes vamos discutir o EMV classico de Hill para determinar
o expoente da lei de Pareto, nas versoes: continua, continua exponencialmente truncada
e discreta. Os e.m.v das distribuicoes Weibull e Yule nao serao discutidos, assim como a
distribuicao log-normal, mas alguns resultados notaveis serao listados no final da secao.
Vamos considerar os modelos abaixo como candidatos capazes de reproduzir a distribuicao
de cauda dos dados. Em favor da clareza, as distribuicoes sao identificadas numericamente

COomo segue:

B.2.1 Distribuicao (1): Pareto

Distribuicao Levyniana continua.

p(z) =(a—1)a" 2™, (x> a), (B.7)

onde a é o truncamento inferior. Esta é a lei de poténcia classica. Foi nomeada em

homenagem ao economista italiano Vilfredo Pareto, por vezes é referida como distribuicao
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de Bradfordum.

O EMV para o parametro de escala —calculado pela primeira vez por Muniruzzaman
(1957)— é equivalente ao conhecido estimador de Hill (1975). Considere a distribuigao de

lei de poténcia continua,

p) = (5 (B2)

a a
onde o é o parametro de escala e x,,, ¢ o inicio do intevalo onde a lei de poténcia se
verifica. Dado um conjunto de dados que contém as n observacoes x; > a, gostariamos
de saber o valor de o para o modelo de lei de poténcia que é mais provavel ter gerado os

dados. A probabilidade dos dados terem sido retirados do modelo é proporcional a

n

o) =TT (2)

i=1

Os dados sao, com maior chance, gerados pelo modelo com o parametro de escala a que
maximiza esta funcao. Geralmente é preferivel trabalhar com o logaritmo da probabili-

dade, A = Inp(z|a), e que tem seu méximo no mesmo ponto, A = Inp(z|a), ou seja

A=nln(a—1)—nlna -« E In 2%, (B.9)
a
i=1

Fazendo 22 = 0 e resolvendo para «, obtemos a estimativa de méxima verossimilhanca
O ) Y

para o parametro de escala

~

a =1+ n

n -1

I.
> =t B.1
2 na] (B.10)

Lembre-se que z;, i = 1,2,...,n sao os valores observados de x tal que x; > a. Esta
equagao é o bem conhecido estimador de Hill, assintéticamente normal e consistente (@

— « nos limites de grandes n , a, e n/a. O erro padrao de a é

00 ~ + O(1/n). (B.11)
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B.2.2 Distribuicao (2): Pareto Mantegna-Stanley
Distribuicao Levyniana continua, corresponde a distribuicao de Pareto abruptamente
truncada no intervalo [a, b];

11—« a
p@) = ot (a <z <b), (B.12)

onde a é o truncamento inferior e b o truncamento superior.

Aplicando o método de maxima verossimilhanca, assim como fizemos na secao B.2.1

obtemos a seguinte fungao de verossimilhanca logaritmica

1 & | B b'=%lnb—a'"%lna 1
Para maximizar a funcao acima precisamos calcular suas derivadas parciais. Note que
o procedimento resulta em equacoes transcendentais, portanto os EMVs de a, o e b s6
podem ser calculados numéricamente, isto é, calculando as raizes da equacao transcenden-
tal via Newton-Rapson. Note que o EMV do parametro b é sistematicamente enviesado,
inconsistente e nao converge assintoticamente. As dificuldades relacionadas aos EMVs
para a distribuicao de Pareto Mantegna-Stanley sugerem a utilizacao da distribuicao de

Koponen, discutida a seguir.

B.2.3 Distribuicao (3): Pareto Koponen

Distribuicao Levyniana continua. Corresponde a distribuicao de Pareto suavemente

truncada por uma exponencial negativa

/\a—l N
_ —ap—AT > B.1
p<x> F(l _ Oé, )\a) x € ? (x — a)? ( 3)

onde a é o truncamento inferior e A é o parametro de escala do truncamento superior.
B.2.4 Distribuicao (4): Weibull
Distribuicao Levyniana continua.

p(x) = BrafteMemo)” (B.14)
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comz =>a, A>0e0< <1 Em portugués costuma ser identificada como distribuicao
FExponencial esticada e também é conhecida como a distribuicao de Wesbull cumulativa
complementar. Notdvel por ser a funcao caracteristica da distribuicao de Lévy simétrica
alfa-estdvel. O cédigo de Clauset [115], considerado aqui, usa a discretizagao Nakagawa-
Osaki.

B.2.5 Distribuicao (5): Zeta

Distribuicao Levyniana discreta.

(B.15)

onde a é o truncamento inferior e ((a,a) é a fungdo Zeta de Riemann generalizada.
Corresponde a distribuicao de Pareto discreta. Muitos autores também referem-se a ela

como distribuigao Zipf.

Também pode-se derivar uma estimador para o caso mais geral seguindo um argu-
mento semelhante ao usado para a lei de poténcia continua. Assim, podemos escrever a

funcao de verossimilhanga como
A= —nlnC(oa,a)—ozZln:L’i. (B.16)
i=1

Tomando g—g = 0, obtemos

9 n
C(a a)%{’(a,a)— E hlZL‘Z:O
’ i=1

Logo, o EMV para o parametro de escala ¢ a solugao de

C@a) 1,
C(a, a) = n ; In x;, (B.l?)
com erro padrao
~1/2
~ 1 C//(a7 Smi’fl) CI<&7 Smin) 2
e % [C(a7 5min> B (C<&7 Smm)) ] . (B18)

A equagao (B.17) nao pode ser resolvida analiticamente para determinarmos a forma

funcional de @&, mas podemos calcular numéricamente as raizes da equacao transcendental
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(B.17). Alternativamente, pode-se maximizar diretamente a funcao de log-verossimilhanca
em si, Eq. (B.16). A consisténcia e eficiéncia assintética do EMV para a lei de poténcia

discreta estd garantida —através da aplicacao dos Teoremas 1 e 2 de [114].

B.2.6 Distribuicao (6): Yule

Distribuicao Levyniana discreta. Tem sido proposto que, ocasionalmente, a equacao

(B.15) nao é a melhor generalizagao da lei de poténcia para o caso discreto. Uma forma

alternativa, e muitas vezes mais conveniente, é p, = C' FF(ZEEIC;), onde T'(a) = [~ t* e dt
e C = a — 1. Podemos expressa-la de forma mais conveniente usando a funcao Beta de
Legendre,

b = Bif’z i_)l), (B.19)
onde a é o truncamento inferior. A funcao beta de Legendre comporta-se como lei de
poténcia B(k,a) ~ k — a para k grande. Por isto, a distribui¢ao tem a forma assintética
desejada. Simon [122] propds chamar a equagao (B.19) de distribuicao de Yule, em ho-
menagem a Udny Yule que obteve esta distribuicao como a limitante de um determinado
processo estocastico [123]. A distribuicao de Yule é interessante porque somas de suas
variaveis frequentemente podem ser obtidas de forma exata enquanto somas envolvendo
a equagao (B.15) sé podem ser escritas em termos de fungoes especiais, como a fungao

Erro.

B.2.7 Distribuicao (7): Log-Normal

Distribuicao Browniana continua. X tem distribui¢ao log-normal quando o seu loga-

ritmo tem distribuicao normal.

p@) = /= {erfc (ma_“)]_l iexp [—M] , (B.20)

o2 V20 202

coma < x <ooea > 0. Aimportancia desta distribui¢ao deve-se a um resultado anélogo
ao TLC: assim como uma distribuicao normal aparece quando sao somadas varias distri-
buicoes independentes, a distribuicao Log-Normal aparece naturalmente como o produto

de varias distribuigdes independentes (sempre positivas).
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B.2.8 Distribuicao (8): Exponencial
Distribuicao Browniana discreta, veja a versao continua na tabela B.1,
p(x) = (L—e ) Ae o) (B.21)

com x = a,a+ 1,...,.00, A > 0ea > 1. Este nao é um modelo promissor quando
esperamos encontrar leis de poténcia, mas é relevante a titulo de comparacao pois seu
fracasso, em usa-la como curva de ajuste, fortalece a hipotese da distribuicao de cauda

longa, “heavy-tail distribution”.

B.2.9 Distribuigao (9): Poisson

Distribuicao Browniana discreta,

a—1 /,Lk -1 /,L$
H] r (B.22)

k=0

comzx =a,a+1,...,00, u>0ea > 1. As vezes é conhecida como a lei dos acontecimentos
raros, uma vez que cada um dos n eventos (independentes) de Bernoulli (sucesso ou
fracasso) raramente ocorrem. O nome pode ser enganoso pois a contagem total de eventos
de sucesso em um processo de Poisson nao precisa ser raro, se o parametro np nao é

pequeno.

B.2.10 Procedimento de Validacao

O procedimento consiste em utilizar os EMVs e a estatistica de Kolmogorov-Smirnov
para validar um modelo como candidato legitimo —modelo capaz de descrever os dados—
e em seguida comparar os modelos utilizando o teste da razao de verossimilhanga logarit-

mica.

B.3 Resumo das Distribuicoes Consideradas

Nesta secao resumimos, em tabelas, os principais resultados obtidos neste apéndice.
A definicao das principais leis de poténcia usadas neste trabalho pode ser vista na tabela

B.1. Para cada distribuicao p(z) = C'f(x), apresentamos a forma funcional basica f(x)
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e a constante de normalizacao C' definida pela condi¢ao [~ Cf(z) =1, (caso continuo)
ouy * Cf(x) =1 (caso discreto). Na tabela B.2 mostramos as FDs e FDPs, na tabela
B.3 os estimadores de maxima verossimilhanca, na tabela B.4 os geradores de nimeros
aleatorios. Na tabela B.5 mostramos as distribuicoes Brownianas normalizadas e na tabela

B.6 os geradores Brownianos de ntimeros aleatérios.
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Tabela B.1: Normalizagao das Distribuicoes Continuas e Discretas.

Distribuica =C
Nomeclatura da Distribuicao istribuigao p(x) f(z)

f(@) ¢

1) Pareto
(Lei de Poténcia Cldssica) . (@ —1)a>!
a<xr<oo !
a>1,a>0

2) Pareto Mantegna-Stanley
(Pareto Abruptamente Truncada) Y 11—«
a<az<b r pla _ gl-a
a>1,a=>20,b>0

3) Pareto Koponen
(Pareto Suavemente Truncada) - Aot
rza (1 — a, Aa)
a>1,a=>20, A>0

4) Weibull
(Exponencial Esticada) A1 g 5}\6)@%”
T =a
A>0,6>0

5) Zeta ou Zipf .
(Pareto Discreta) o )
r=a,a+1,..,00
a>1,a>1

6 Yule D(a+a—1)
(Discreta) [(x) (a—1) Ta)
r=a,a+1,..,00 ['(z +a)
a>0,a>1

Definicao das leis de poténcia consideradas neste trabalho. Para cada distribuigao,
p(z) = Cf(x), apresentamos a forma funcional basica f(z) e a constante de normali-
zacao, C definida pela condicao de normalizacao faoo Cf(z) = 1, para o caso continuo, ou
>, Cf(x) =1, para o caso discreto. Fonte [114].

* T ¢ afungao Gama, I'(a) = [~ t* e tdt

" ¢(a,a), é a fungio Zeta de Riemann.
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Tabela B.2: Representacao das Leis de Poténcia, FDP e FD

Nomenclatura da Distribuicao FDP, p(x) F.D., P(x)
1) Pareto
(Lei de Poténcia Cldssica) (a—1)a*tge | geigla
a< T <o
a>1,a>0

2) Pareto Mantegna-Stanley
(Pareto Abruptamente Truncada) (1—a)z™ pl-a _ gl-a
a<z<b pl-a _ gl-a pla _ gl-a
a>1,a=>00=20

3) Pareto Koponen
(Pareto Suavemente Truncada) C*ptg—a CE!(\a) _ CEa(\x)
T > a a1 go—l
a>1,a=20A>0

4) Weibull

(Exponencial Esticada)

N B}\xﬁ—le)\(a—r)ﬁ 1 — e)\(a—m)ﬁ
T >=a

A>0,0>0

5) Zeta ou Zipf
(Pareto Discreta) x=
r=a,a+1,..,00 (Ha, a)
a>1,a>1

6) Yule
(Discreta) BY(z,a) l—x
r=a,a+1,..,00 B(a,o — 1)

H¥(a, z)
((a,a)

B(z, )
B(a, «)

a>0,a>1

Representacao das FDP(FMP), p(z) e FD, P(z). para as leis de poténcia consideradas
neste trabalho. Fonte [114]. No caso das distribuigoes discretas — Yule e Zipf- usa-se a
nomenclatura FMP —func¢ao massa de probabilidade— em vez da usual nomenclatura FDP
que é adequada apenas para variaveis continuas.
* C ¢ a constante de normalizacao da distribuicao Pareto Koponen, consulte a tabela B.1.
—xt
oo € y N ~ .-
T E,(x) = [, t—ndt, associavel a func¢ao exponencial integral e a I'(z).
Y ¢(a,a) é a fungao Zeta de Riemann.
1
5 H(a,x) é o nimero harmonico generalizado, H(a,x) = > _; T

¥ B(z,a) é a funcdo beta de Legendre.
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Tabela B.3: Estimadores de Maxima Verossimilhanca para o Parametro de Cauda, «.

Nomeclatura da Distribuicao EMYV para «, ou ao menos mrg—ﬁ(a) =0
1) Pareto
. A . n -1
(Lei de Poténcia Cldssica) ao1a |t Zlog (ﬁ)]
a< T <o n= a
a>1,a>0
2) Pareto Mantegna-Stanley
(Pareto Abruptamente Truncada) —_,  pl=81nph— ¢~ %lng 1
a<x<b log(z) = pl-a — gl-a T 1-a
a>1,a>20,b>0
3) Pareto Koponen
(Pareto Suavemente Truncada) Nao trivial, consulte [114, 115]
T = a
a>1,a=20 >0
4) Weibull
(Ezponencial Esticada) Nao trivial, consulte [114, 115]
T = a
A>0,6>0
5) Zeta ou Zipf
(Pareto Discreta) 1 Zlog(xi) _ _g’T(Aa, a)
r=a,a+1,..,00 n= ((@,a)
a>1la>1
6) Yule
(Discreta)
r=a,a+1,..,00 Nao trivial, consulte [114, 115]
a>0,a>1

Estimadores de maxima verossimilhanga para o parametro de cauda, a, na lei de poténcia.
Apresentamos apenas a condigdo de maximizagao do escore eficiente S(«) = mna—/;(a) =0,
sempre que S(«) = 0 é transcendental em «. As distribuigdes Pareto Koponen, Weibull e
Yule possuem representagoes complicadas para o escore eficiente, sugerimos ao leitor ver

as referéncias indicadas.
1<

Togle) = - 3 log(xy).
i=1

T {'(o,a) é a derivada da funcio Zeta de Riemann, ((a,a), com relagio a a.
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Tabela B.4: Geradores Levynianos de Numeros Aleatorios.

Nomeclatura da Distribuicao Numeros aleatorios
1) Pareto
(Lei de Poténcia Cldssica) 1
a<r<oo mza(l_r)ia_l
a>1a>0
2) Pareto Mantegna-Stanley
(Pareto Abruptamente Truncada) 1
a<ax<b :c:a(l—r)i&—l

a>1,a>20,b>0

3) Pareto Koponen
(Pareto Suavemente Truncada)
r=a Consulte a legenda
a>1,a=20X>0

4) Weibull
(Exponencial Esticada)
T Z=a — |min
A>0,0>0

5) Zeta ou Zipf
(Pareto Discreta)
r=a,a+1,..,00 Nao trivial, consulte [114, 115]
a>1l,a>1

6) Yule
(Discreta)
r=a,a+1,..,00 Nao trivial, consulte [114, 115]

a>0,a>1

Formulas geradoras de ntimeros aleatérios, x, retirados de distribuicoes continuas dada
uma fonte de niimeros aleatorios uniforme r no intervalo 0 < r < 1. Nao existe expressao
fechada para o caso distribuicao Zeta —Pareto Discreta, Zipf. Nao existe expressao fechada
para o caso da lei de poténcia truncada, mas pode-se gerar um nimero exponencialmente
distribuidos aleatoriamente usando a formula acima e entao aceitar ou rejeita-la com

T
probabilidade p ou (1 — p), respectivamente, onde p = (—)~¢, e repetindo o processo até
a

que um numero seja aceito. Fonte [114].
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Tabela B.5: Normalizacao das Distribuicoes Brownianas, Continuas e Discretas.

Nomeclatura da Distribuicao Distribuigao p(z) = C'f(x)

f(z) ¢
7) Log-Normal

1 Inz — p)? — !
a<r<oo —exp ——( nz—p) —2 erfe —lna a
x 20’2 7To'2 \/50

a>0

8) Exponencial
x>a e M
A>0,a>1

8a) Exponencial
(Discreta)
r=a,a+1,..,00
A>0,a>1

9) Poisson
(Discreta) u* [6“ B o] M_k] o
r=a,a+1,.. 00 x! k!

)\e)\a

e—)\:c (1 o 6—/\) e)xa

uw>0a>1

Definigao da distribuicao lei de poténcia e varias outras distribuicoes estatisticas comuns.
Para cada distribuigao damos a forma funcional bésica f(z) e a normaliza¢ao constante
apropriada C tal que [ C'f(x) = 1 para o caso continuo ou Y -  Cf(z) = 1 para o caso
discreto. Fonte [114].

Tabela B.6: Geradores Brownianos de Niimeros Aleatérios.

Nomeclatura da Distribuicao Numeros aleatérios
7) Log-Normal
a< T <o xy = ePsen? gy = ercost
a>1,a>0 p=+/—20%In(1 —ry), 0 =27y
8) Exponencial
x> a xza—%ln(l—r)
A>0,a>1

Férmulas para gerar ntimeros aleatérios, x, retirados de distribui¢oes continuas e dada
uma fonte de ntimeros aleatorios uniforme r no intervalo de 0 < r < 1. Note que para o
caso da log-normal, nao sabemos de nenhuma forma fechada, mas as expressoes dadas irao
gerar dois numeros independentes log-normalmente distribuidos aleatoérios xy, xo, dados
dois nimeros uniformes ry, ro como entrada. Fonte, [114].



(zlossario

Koponen

Mantegna-Stanley

Markoviana

Pareto

Weibull

Yule

(Probabilidade e estatistica) distribui¢ao de Pa-
reto exponencialmente truncada.

Distribuicao de Pareto abruptamente truncada.
(Probabilidade e estatistica) processo estocéstico
onde o estado futuro depende apenas do estado
imediatamente anterior.

(Probabilidade e estatistica) distribuigao de pro-
babilidade continua com dois parametros, formu-
lada pelo sociélogo Vilfredo Pareto, é uma distri-
buicao que tem aplicagoes em disciplinas como a
sociologia , geofisica e economia plural
(Probabilidade e estatistica) distribuigao de pro-
babilidade continua. Nomenclatura em homena-
gem ao engenheiro sueco K. H. W. Weibull, que
a descreveu em detalhes, em 1951, embora tenha
sido identificada pela primeira vez Fréchet (1927)
e aplicada pela primeira vez por Rosin Rammler
(1933) para descrever a distribuicao de tamanho
de particulas.

(Probabilidade e estatistica) distribuigao de pro-
babilidade discreta. Recebe este nome em home-
nagem Udny Yule e Herbert Simon que usou esta
distribuicao para limitar a distribuicao de um de-
terminado processo estocastico com um modelo
para a distribuicao dos taxons bioldgicos e sub-

taxa.

156

147, 152-155

152-155
v, 1, 135

2, 145, 147, 152-

155

v, vi, 135, 137,

145, 148, 152-155

145, 149, 152-155



Glossério 157
Zeta (Probabilidade e estatistica) distribuigao de pro- 148, 152-155
babilidade discreta. E versdo discreta da distri-
buicao de Pareto.
Zipf (Probabilidade e estatistica) Distribuicao dis- 148, 152-155
creta, exemplo de distribuicao de cauda pesada
cuja importancia cresceu bastante desde meados
dos anos 1990, as vezes referido como a distribui-
¢ao Zeta. Possui esse nome em homenagem ao lin-
guista George Kingsley Zipf que primeiro propos
essa distribuicao comumente usado em linguistica,
seguros, e na modelagem de eventos raros.
alvo Objetos da busca. Nesta trabalho sao pontos adi- v, 3, 4, 44-50, 52—
mensionais que preenchem o ambiente e cujas pro- 57, 59-62, 64, 65,
priedades sao descritas pelo vetor de parametros 68-75, 79-81, 116,
do ambiente ©, equagao (3.1). 118, 119, 125, 132,
133
balistico Movimento em linha reta, sem mudanca de dire- 83
¢ao. Na teoria de caminhada aleatéria denota os
deslocamento sem eventos de reorientacao.
bando (Biologia) designa um grupo de animais. 3,4,117, 119, 125,
127, 133, 134
destrutivo (Teoria de busca) refere-se ao alvo que pode ser 52, 101, 103, 105,
detectado e consumido somente uma vez. 107-109, 133
forrageador Entidade que realiza a busca, inspeciona um am- v, xiii, 2, 3, 24, 44—
biente de busca a procura de alvos com acoes go- 54, 56, 60, 61, 64,
vernadas pela heuristica da busca. As proprieda- 68-70, 72-77, 79—
des que caracterizam o forrageador sao descritas 81, 105-108, 110-
pelo vetor de parametros da heuristica 2, equagao 114, 116-119, 132,
(3.2). 136
forrageamento (Biologia) Acao ou resultado de forragear, procu- 2, 23, 24, 49, 54

rar alimento.
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heuristica

lider

métrica

nao-destrutivo

particao

seguidor

Estratégia de busca do forrageador.

No processo de busca coletiva, designa o forrage-
ador que lidera a a busca e determina a FDP dos

deslocamentos do centro de massa do bando.

Distancia percorrida pelo forrageador entre dois

eventos de deteccao de alvos.

(Teoria de busca) refere-se ao alvo que pode ser

detectado e consumido intimeras vezes.

(Probabilidade e estatistica) conjunto das partes
do espaco amostral satisfazendo que cada evento é
mutuamente exclusivo e a uniao de todos os even-

tos resulta no espaco todo (veja a defini¢ao 2.1.6).

No processo de busca coletiva, designa o forragea-

dor que caminha acompanhando o lider do bando.

59-61, 63, 64, 78,
79, 135, 137

v, 3, 4, 116, 117,
119-123, 125-128,
130-134, 136

99-68, 71, 77, T8,
80, 81

45, 52, 53, 109,
117, 118, 133, 135

v, 3, 4, 116, 117,
119-123, 125-127
130-133, 136, 137
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