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Resumo

Motivados pelo trabalho de Happel e Seidel que caracterizam as dlgebras string de tipo A,
(com um tipo bastante especial de relacdes) que sdo hereditdrias por partes, resolvemos
analisar quando que extensdes por um ponto de dlgebras string hereditarias por partes
ainda sdo hereditdrias por partes. Sabemos que este resultado é falso de maneira geral.
Porém aqui apresentamos um estudos que aponta para a solucdo deste problema em di-
versos casos. No caso das dlgebras de Nakayama resolvemos o problema completamente

e também no caso das dlgebras gentle de tipo arvore.

Palavras-chave: Algebras string, extensdo por um ponto, categorias derivadas, dlgebras

hereditdrias por partes, quiver de Auslander-Reiten, modulo inclinante.
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Abstract

Motivated by the work of Happel and Seidel which, characterizes the string algebras of
type A, (with a very special type of relations) that are piecewise hereditary, we decided
to analyze when the one-point extensions of piecewise hereditary string algebras are still
piecewise hereditary. We know that this result is generally false. Moreover, here we present
a study that points out the solution in several cases of this problem. Finally, we will solve
the problem completely in the both the Nakayama’s algebras case and gentle algebras of

tree type case.

Keywords: String algebras, One-point extension, derived categories, piecewise hereditary

algebras, quiver of Auslander-Reiten, tilting module.
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Introducao

O principal objetivo da Teoria de Representacdes de Algebras de Artin é estudar as dlge-
bras via categoria de médulos e encontrar nesta categoria propriedades de sua dlgebra.
Como algumas de suas ferramentas de estudo mais importantes citamos os Métodos Dia-
gramdticos ([Gab72] e [Gab73]), Sequéncias de Auslander-Reiten ([Aus74] e [AR75]), Teoria
Inclinante ([BB80]), Algebra Homolégica ([ASS06], [Ass07]), entre outras.

Para uma dalgebra A denotaremos por modA a categoria dos A-moédulos a direita finita-
mente gerados. Dada a possivel dificuldade em determinar propriedades de A a partir de
modA, uma estratégia natural é considerar uma algebra B conhecida tal que A e B sejam
Morita equivalentes, isto €, tal que as categorias modA e modB sejam equivalentes, pois
desta forma A herda propriedades de B (ver [Ass07] p. 212-213). Neste caminho pode-se
fazer uso da Teoria Inclinante, introduzida por Brenner e Butler (ver [BB80]), que apre-
senta um A-moddulo T, chamado inclinante tal que as categorias modA e modB sao muito
proximas, onde B = End 4(T,) é a dlgebra de endomorfismos de T. Além disso, pode-se
garantir que modA e modB sdo equivalentes no caso em que T, é também um progerador
de A.

Nos ultimos anos as técnicas de sequéncias de Auslander-Reiten e Teoria Inclinante foram
generalizadas para Categorias Trianguladas, especialmente para Categorias Derivadas por
Happel (ver [Hap88]). Estas foram introduzidas nos anos sesenta por Verdier e Grothen-
dieck ([Ver77]). Happel, em [Hap88], estende a generalizacao cldssica das equivaléncias de
Morita em termos de equivaléncias de categorias derivadas, as quais produzem vérios in-
variantes, por exemplo, duas dlgebras A e B que tém suas respectivas categorias derivadas
equivalentes, tém centros e cohomologias de Hochschild isomorfos, A tem dimensao glo-
bal finita se, e somente se, B tem dimensao global finita (ver [Hap87] p.344), A é um alge-
bra gentle se, e somente se, B é gentle (ver [SZ03]). Por meio desses invariantes, pode-se
estudar algumas classes de algebras A via sua categoria derivada, D”(A), no entanto, estu-

dar a categoria derivada de uma édlgebra qualquer é em geral um problema dificil.



Nesta dire¢do de estudar a dlgebra via sua categoria derivada, Happel, além de apresen-
tar os tridngulos de Auslander-Reiten, constroi o quiver de Auslander-Reiten da catego-
ria derivada de uma &lgebra hereditdria de dimensao finita, e apresenta algumas pro-
priedades sobre este quiver, que suscita a seguinte pergunta: dada uma &lgebra A, em
quais condicoes existe uma dlgebra hereditaria H tal que suas respectivas categorias de-
rivadas, D?(A) e D?(H), sao derivadamente equivalentes? A resposta a esta pergunta leva
ao conceito de 4lgebra hereditaria por partes, isto é, uma algebra que é derivadamente
equivalente a uma &lgebra hereditaria. Este conceito foi introduzido por Happel e, em

[Hap88], sdo apresentadas algumas propriedades destas algebras.

Recentemente, Viktor Bekkert e Yuriy Drozd, em [BD09], Raymundo Bautista e Shiping
Liu, em seu preprint [BL], apresentam (com técnicas diferentes) condicoes necessdrias e
suficientes para que uma 4lgebra A de dimensao finita e com rad ?A = 0 seja heredité-
ria por partes. Em 2010, Happel e Seidel ([HS10]) determinam para quais pares (7, r) as

algebras A(n,r)=kA, /I, sdo hereditdrias por partes e de que tipo, em que

A,=1 2 3 n—-l<=—mn

e I, é o ideal gerado por todos os caminhos de comprimento r, determinando assim uma
grande classe de dlgebras de Nakayama que sao hereditarias por partes. Para isto, Happel e
Seidel usam nas demonstracoes a dlgebra extensdo por um ponto de A por M, A[M], dado
que A(n, r) pode ser visto como A(n,r)=A(n —1,r)[I,-r+1], a extensdao por um ponto de
A(n—1,r)por I,_,;,. Desta forma, Happel e Seidel apresentam uma tabela que classifica
o tipo de dlgebra hereditdria por partes para cada par de inteiros positivos n e r. Com
esta tabela e pela técnica usada por eles, uma pergunta natural que colocamos foi: Se A
é hereditaria por partes, quando A[M] é hereditaria por partes? Resolvemos inserir esta

questao no contexto das dlgebras string.

Em [BR87], Butler e Ringel introduziram uma classe de dlgebras que contém a classe das
algebras de Nakayama, chamadas Algebras String. Neste artigo, apresentam de uma ma-
neira combinatdria todos os médulos indecomponiveis, morfismos irredutiveis e sequén-
cias de Auslander-Reiten de mdédulos sobre uma élgebra string. Este tipo de dlgebras tem
sido tema de investigacdo de muitos pesquisadores. Por exemplo, ndo se conhece a de-
scri¢dao dos tridngulos de Auslander-Reiten da categoria derivada D?(A) sobre uma alge-
bra string A, nem seus objetos indecomponiveis, mas Bekkert e Merklen descrevem em

[BMO03] todos os objetos indecomponiveis da categoria derivada D”(A) para uma sub-



classe das string, chamada Algebras Gentle. Estas dlgebras foram introduzidas por Assem
e Skowrénski em [AS87].

Esta dissertacdo apresenta um estudo das algebras string que sdo obtidas através de ex-
tensoes por um ponto de 4lgebras string. No primeiro capitulo e no apéndice, sdo apre-
sentados 0s conceitos basicos necessdrios para a teoria. No capitulo dois, € demonstrado
que a extensao por um ponto A[M] de uma algebra string A que satisfaz rad?A =0 e com
M indecomponivel é string se M for um modulo string dado por uma string de compri-
mento zero ou um. No capitulo trés, mostramos que ao fazer a extensdo por um ponto
de algebras de Nakayama de radical quadrado zero estas sdo hereditdrias por partes. A
técnica utilizada para provar este resultado consiste em construir um modulo tilting T, e
utilizar que A e End T, sdo derivadamente equivalentes. O problema é bastante combi-
natorio e através dele notamos que estas dificuldades se tornariam dificeis de transpor no
caso geral. Para o caso geral, estudamos as técnicas apresentadas por Bautista e Liu e com
estas analisamos o caso das algebras gentle. Porém, o problema geral como esta descrito

no capitulo trés, ainda ndo apresenta uma resposta definitiva.

Ao término deste trabalho encontramos um resultado de Bekkert e Merklen [BM03] em
que eles descrevem como sdo os complexos indecomponiveis da categoria derivada de
algebras gentle. Estes complexos sdo isomorfos a algum complexo string ou band. Nosso
préximo passo seria, utilizar esta descricdo destes complexos para descrever como sao 0s
complexos das extensdes por um ponto e com estes poder caracterizar se a extensao por

um ponto é hereditédria por partes. Este serd o proximo passo para finalizar esta pesquisa.



Capitulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo introduziremos os conceitos preliminares e algumas propiedades que usa-
remos ao longo deste trabalho. Comecaremos com o conceito de Algebra String, conti-
nuando com as definicdes de string, band as quais nos permitiram dar representacoes do
quiver com relacdes associado a dlgebra string dada, cujas representa¢des permitem apre-
sentar os conceitos de moédulos string e band. Logo enunciaremos sem demonstragdo
o teorema que garante que os moédulos string e band sdo todos os médulos indecom-
poniveis de uma algebra string, além disso, daremos as defini¢des de string direta e string
inversa, para assim descrever apartir deles os modulos projetivos e injetivos como médu-
los string. Também daremos 4 definicdao de extensdao por um ponto, a qual permite achar
novas algebras apartir de uma algebra dada. Ao longo deste trabalho vamos considerar k
como um corpo algébricamente fechado e todas as dlgebras sdo k-dlgebras de dimensao

finita.

1.1 Algebras String
Definicdo 1.1. Uma k-dlgebra A= kQ/{p) é uma dlgebra string se satisfaz:

a. Para todo vértice i € Q, existem no mdximo duas flechas que comegam (resp., termi-

nam)emi.

b. Para toda flecha B € Q,, existe no mdximo uma flecha a € Q, (resp., o € Q,) tal que

aB &({p) (resp., o &{p)).

c. Oideal (p) é gerado por monémios, isto é, p é um conjunto de caminhos de Q.
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Exemplo 1.1.

a. Consideremos a k-édlgebra A=kQ/(p), em que Q é o quiver

e Se (p) =0, entdo A nio € string, pois para 6 € Q, existem a,§ € Q tais que
aé, Bo¢(p).
e Se (p)={(ad), entdo A é string.

b. Consideremos a k-algebra A=kQ/{(p), em que Q := 0<“—OQ B

e Se (p) =0, entdo A ndo é string, pois para ff € Q; existem «, f € Q tais que
Ba, B*¢(p).
e Se (p)={(p?), entdo A é string.

c. Ak-élgebra A=kQ/{p), em que Q é o quiver

[ ]

[ ]
oO——>0<— 0

[ ]

ndo é string para qualquer ideal (p), pois existe em Q um vértice que corresponde

ao final de trés flechas em Q.
Defini¢do 1.2. Seja A=kQ/{p) uma k-dlgebra string.

1. Para toda flecha a : i — j em Q, definimos sua inversa como a™' : j — i, isto é,

s(a)=e(a)ee(a™!)=s(a).

2. Umlagco em Q é uma flecha a € Q, tal que s(a) = e(a).
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3. Um passeio p de comprimento [(p)=n > 0 é uma sequéncia

P=pi1p2:--"Pn-1Pn

talquep; € Q, ou ]oi‘1 €Qiee(pi)=s(pit1), Vieil,2,...,n—1}. Seu passeio inverso
é
p~t=p, oyl py el

Dizemos que s(p) = s(p1) e que e(p) = e(p,), portanio s(p~') = s(p;') = e(p,) e
e(p™H)=e(py")=s(p1).

4. Uma string S = $152---S,-1S, de comprimento [(S) = n > 0 é um passeio tal que
S # sl._+11, Vie{l,2,...,n—1} e tal que nenhum subpasseio Six = S;iSi+1Sit2* Sitks

nem seu inverso pertencem ao ideal {p).

5. Para cada vértice i € Qo definimos duas string €} de comprimento l(e}) = 0, onde

t € {—1,+1}, as quais serdo chamadas de string triviais.

6. Uma string S é dita direta (resp. inversa) se é composicao so de flechas (resp. so de

inversas).

7. Uma string B é dita band se B" é string para todo n € N — {0} e B ndo é poténcia de
uma string de comprimento menor, isto é, ndo existem uma stringS e m €N tal que
B=8mel(S)<I(B).

Defini¢do 1.3. Seja A= kQ/{p) uma k-dlgebra string, defina-se os seguintes conjuntos.

1. "W é o conjunto de todas as string.

2. ‘W’ é o conjunto de todas as band.

Definicao 1.4. Seja A=kQ/{p) uma k-dlgebra string.

“_ o »

1. Sejam S, S’ € W, definamos em W a relagdo “~” assim:

S~ se esomentese,S'=SouS =S"1.

2. Sejam$§, S’ €W, definamos em W' arelagdo “=" assim:
S =Y se, e somente se, S’ é uma permutagdo ciclica de S (ou seja, S = $1S2-+-Sp—15, €

S =81S141° " Su—15nS182 -+ S1-28;-1) ou a inversa de uma permutagado ciclica de S.

[(g—

Observacido 1.1. E claro que as relagoes “~” e “=" sdo relacdes de equivaléncias.



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Preliminares 7

Definicdo 1.5. Seja A= kQ/{p) uma k-dlgebra string, defina-se os seguintes conjuntos.
L. W =W~

2. W= =

1.1.1 Modulos String
Sejam A= kQ/(p) uma k-algebra string e S= 515+ Sp_1S, €W

$1 2 Sn-1 Sn
S:= e ° e ° °

Definamos uma representacao M(S) do quiver Q assim: Se S = €} é uma string trivial,
entdo M(S)=S; é o simples associado ao vértice i, sendo entao definamos a representacao

da seguinte forma:

Passo 1: Consideremos uma aplicacao

i —  u(i):=

e(s;); sel<i<n
s(S); sei=0

obtemos entao

S:i= u(0) = u(1) 2= 2% y(n—1)—2= u(n)

Passo 2: Para cada vértice x € Q,, consideremos o conjunto
L.:=u""' ({x}).
Passo 3: Associamos a cada vértice x € Q, um k-espago vetorial
M(S)y = i(zi/ i € L) = k.

onde |I,| é o nimero de elementos do conjunto I, e anotacao x(z;/ i € I,) é o k-es-
paco vetorial gerado pelo conjunto {z;/ i € I,.}.

Ou seja, nos vértices por onde "passa" o passeio que define a string, teremos um
espaco vetorial nao nulo e nos outros um espaco vetorial nulo. A dimensao deste

espaco vetorial, € o nimero de vezes que a string "passa" por aquele vértice.
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Passo 4: Associamos a cada flecha a € Q, uma transformacao linear y, assim: Se M(S)) #0
e M(S)e) # 0, entdo

Ya: M(S)s(a) — M(S)e(a)
Zit1; s€Si1=0a
zi o Ydzi)=4zio sesi=a”!

0; sesimFaes;#Zal
e se M(S)s) =0 ou M(S),) =0, entdo y, =0.

Observacao 1.2. Nao é dificil ver que M(S) é uma representacdo do quiver Q a qual satisfaz

as relacoes de p, o qual implica que M(S) é um A-médulo.

Definicdo 1.6. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string e S uma string. A representagdo
M(S) é chamado de médulo string.

Exemplo 1.2.

Consideremos a k-4lgebra string A = kQ/ (a4a,) dada pelo quiver

ay 2 as 3
4

e astringS=aa; 'a;'a,". Agora construiremos o A-médulo string M(S) assim:

Q=1

Passo 1: Da aplicacao

u: {0,1,2,3,4t — Qo

. . e(s;); sel<i<4
i —  u(i):= ]
s(S); sei=0

obtemos entao

S:= u(0)=1—>u(l)=2<=-u2)=4<=-uB)=3<2-u(4)=2

Passo 2: Para cada vértice x € Q,, temos 0s conjuntos:

Il ::{0}, 12 ::{1,4}, 13 ::{3}, I4 = {2}
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Passo 3: Para cada vértice x € Q, obtemos o0s k-espacos vetoriais

M(S)1:= r(z0) =k, M(S)2:= 1 (21,24) = k?, M(8)z:= i (z3) =k, M(S)s:= r(22) = k.

Passo 4: Para cada flecha a € Q; temos as transformacoes lineares

Yar i k(20) — i(21,24)

20 — 2

Yar ! k(21,24) — i(z3)
21 — 0

Z4 — Z3

Yoy o k(23) — i{z2)

Z3 — 2

Yar: k(22) — «(21,24)

Z2 — 2

Portanto de todo o anterior temos o A-moédulo string

[1 0] [01]
k? k
[1 k /
k

Observacio 1.3. Se A= kQ/ (p) é uma k-algebra string e S uma string, ndo é dificil provar
que M(S)= M(S™).

M(S):= k

Observacio 1.4. Se A=kQ/{p) é uma k-algebra string e i € Qy, entédo (ver [BR87], p.169-
170 e [Pic10], p. 30):

1. O projetivo indecomponivel P; associado ao vértice i, ¢ um A-modulo string, isto
é, P, = M(S), cuja string S tem comprimento maximal da forma S = ID, em que
e(I) =i = s(D), I é uma string inversa (pode ser trivial) e D é uma string direta
(pode ser trivial).

2. Oinjetivo indecomponivel I; associado ao vértice i, é também um A-mddulo string,
isto é, I; = M(S), cuja string S tem comprimento maximal da forma S = DI, em que
e(D)=1i=s(I), D é uma string direta (pode ser trivial) e I € uma string inversa (pode

ser trivial).
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1.1.2 Mobdulos Band
Sejam A= kQ/ (p) uma k-algebra string e S= s, S,_15, € #’

$1 $2 Sn-1 Sn
S:= e ° cee ° °

Fixemos o k-espaco vetorial Z e i € Aut(Z). Definamos uma representacao M(S,vy’) do

quiver Q da seguinte forma:

Passo 1: Consideremos uma aplicacao
u: §0,1,...,n—-1} — Q

i —  u(i) ::{

e(s;); sel<i<n
s(S); sei=0

obtemos entao

S:i= u(0) > u(l) 2> 2 yn-2)2%un-1)

~ T~

Sn

Passo 2: Para cada vértice x € Q,, consideremos o conjunto
R |
L:=u""({x}).

Passo 3: Exibimos uma representacao gréafica da string S, assim:

(@) Paracadai<{0,1,2,...,n— 1} atribuimos o k-espaco vetorial Z; =Z.

(b) Paracadaie€{l,2,...,n— 1} definamos o morfismo f;

1,: 21— 7Z; ses;€Qei<n
1,:Z;—Zi—y; ses;'€Qiei<n
Y12y — 2y ses, €Q
Y liZy—Zy;  sestEQ

fi=

Passo 4: Associamos a cada vértice x € Qy o k-espaco vetorial

M(SY) =Pz =z,

iely

onde |I,| é o nimero de elementos do conjunto I,.
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Passo 5: Para cada flecha 8 € Q, definamos o conjunto Dg = I X 1) € a transformacao
linear 75 da seguinte forma: Se M(S, y)s5) 7 0 € M(S, Y )e(p) # 0, entao

yﬁ:@Ziﬁ@Z-,

i€ls(p) J€lep)

dada pela soma direta

Y= @ 8ij»

(i,j)eDg

onde g;; : Z; — Z;, esta dada por

| fis sedfi:Zi—Zje (si=Pousy=p7")
T o qualquer outro caso

e se M(S, )55 =0 ou M(S,y)ep) =0, entdo yg =0.

Observacio 1.5. E claro que M(S,v) é uma representacdo do quiver Q a qual satisfaz as

relacdes de p e portanto M(S, ) é um A-mdédulo.

Definicdo 1.7. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string e S uma band. A representagdo
M(S,y) é chamado de médulo band.

Exemplo 1.3.

Consideremos a k-algebra de caminhos A = kQ associada ao quiver

Q . 1 é 2
. T
e aband S = a7 . Agora fixemos o k-espaco vetorial Z = k e Y € Aut(Z), é claro que
Y(x) = Ax, para algum A # 0. Portanto denotaremos M(a~!f,A) em lugar de M(S,v)),
agora construiremos o A-mé6dulo band M(a~!f, 1) assim:

Passo 1: Da aplicacao

. . e(s;); sel<i<?2
i —  ul(i):=
s(S); sei=0

obtemos entao
S:= u(0)=1-%>u(1)=2

~—

B
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Passo 2: Para cada vértice x € Q,, temos 0s conjuntos:
I, =10}, I,:={1}.
Passo 3: Arepresentacdo graficade S=a~1f é:

Z():k'(LZl:k
&_A‘/

Passo 4: Para cada vértice x € Q, obtemos 0s k-espacos vetoriais

M@ B, M) i=Zy =k, M(a™'B, 1), =2, = k.

Passo 5: Para cada flecha a € Q; temos as transformacoes lineares
Yo :Z1 — Zydada por y, =14
yp:Z1 — Zydadapory,=A

Portanto de todo o anterior temos o A-moédulo band
M(@'B,2)= k==k.

Observacio 1.6. Seja A = kQ/(p) uma k-dlgebra string e S uma band. Se S=§/, entédo
M(S) = M(S), isto é, se S’ é uma permutacao ciclica de S (ou seja, S = §152-+-5,-15, €
S =818141" " Sn-15nS152++S;—28;-1) ou a inversa de uma permutacao ciclica de S. Para mais
detalhes ver [Pic10]

Observacdo 1.7. Para espacos vetoriais da forma Z = k", com n > 1, obtem-se trans-
formacoes lineares 1) diferentes da identidade, as quais sao blocos de Jordan. Para mais
detalhes ver [BR87].

Teorema 1.1 (Butler-Ringel). Seja A = kQ/{p) uma k-dlgebra string de dimensdo finita.
Os A-modulos M(S) comS € W e os A-médulos M(S',y) com S’ € W' ey € Au(Z) um auto-
morfismo de k -espacos vetoriais, formam a lista completa de A-mddulos indecomponiveis

(a menos de isomorfismos).

Demonstragdo: Ver [BR87].
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Notacdo 1.1. Em diante denotaremos por 7, a transformacao linear associada a flecha a

na representacdo do A-maédulo string ou band M(S).

1.2 Extensao por um ponto
Definicao 1.8. Seja A uma k-dlgebra e X € modA

a. A extensdo por um ponto de A por X, a qual denotaremos A[X] é a k-dlgebra na

forma de matriz triangular

A 0

AXI=1 0 &

com a soma usual de matrizes e o produto induzido pela multiplicacdo usual de ma-

trizes e a estrutura de k -A-bimaodulo de X.

b. A coextensdo por um ponto de A por X, a qual denotaremos [X)A é a k-dlgebra na

forma de matriz triangular

k0

[X]A=
DIX) A

com a soma usual de matrizes e o produto induzido pela multiplicacdo usual de ma-
trizes e a estrutura de A-k -bimodulo de D(X), onde D(X) .= Hom (X, k).

Para maiores detalhes sobre o tema ver [SS07], [ARS95], [Rin84].

Observacdo 1.8. Sejam A uma k-algebra com quiver ordinério Q4 e X € modA.

1. Ao fazer extensdo por um ponto de A por X o quiver ordindrio Q4 pode ser visto
como aquele obtido do quiver ordindrio Qx da k-algebra A[X], ao apagar um vér-
tice fonte 0 e as flechas que tém inicio em 0. Além disso, tem-se que rad (R) = X,

onde B, é o A[X]-m6dulo projetivo associado ao vértice 0, isto é, Py = e A[X].

2. Ao fazer coextensao por um ponto de A por X o quiver ordindrio Q4 pode-se ver
como apagando do quiver ordinério Qx4 da k-algebra [X]A um vértice pogo 0,
junto com as flechas que chegam ao 0. Além disso, tem-se que 1,/So = D(X), onde I
e Sy sdo os [X]A-mdbdulos injetivo e simples respectivamente associados ao vértice
0.
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Exemplo 1.4.

Consideremos a k-édlgebra de caminhos A = kQ associada ao quiver
B
Q:1=—2
a. SeS,:=0 # k , entdo A[S,] é a k-algebra associada ao quiver

— o
QA[SZ] [ ] @ <— 0

com relacoes 03 =0, 6a =0, pois rad B =S,

b. Se X:= k % k , entdo A[X] é a k-algebra associada ao quiver
QA[X] [ ] E [ ] & 0
com relacdes o a =0, pois rad Py = X.
c. SeS§;10S8,:= k % k , entdo A[S, ®S,] é a k-algebra associada ao quiver

QA[SléBSZ] : 0
B

a

com relacoes 68 =0, 6a =0, pois rad B, =S, ® S,.

d. Se M(a1B,A):= k % k ,entdo A[M(a~'f,7)] é a k-algebra associada ao quiver

B 5
Qama1p): *=—®<—0

com relacdes A6 B —6a =0, pois rad By = M(a~ ', 7).

Notacdo 1.2. Em diante denotaremos por f, a transformacao linear associada a flecha a

na representacdo do A[X]-moédulo projetivo PB.

Definicao 1.9. Sejam A =kQ/I uma k-dlgebra, i, j € Qy, denotemos por N4(i, j) ao niimero

de flechas de i para j no quiver ordindrio Q de A.
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Proposicao 1.2. Sejam A= kQ/I uma k-dlgebra, i € Qy, X € modA. Se0 é o novo vértice
obtido ao fazer a extensdo por um ponto de A por X, entdo Nux)(0,1) = dimi(Xe;/(rad X)e;),

onde e, é o idempotente associado ao vértice x € Q.

Demonstragdo: De [ASS06] (p. 59-60) tem-se

Nax(0, 1) = dimk( eorad (A[X))e; ) _ k( rad (e,A[X])e; )

eorad?(A[X])e; rad?(eyA[X])e;
logo do teorema (4.6) de [Ass07] (p. 192)

NA[X](o,i):dimk( rad (eyA[X])e; )

rad (e A[X])rad (A[X])e;
e de [SS07] (p. 2-4) obtem-se

0 Of e O 0 O
X 010 O Xe; O
NA[X](O, l) = dimk = = = dimk
0 Of [radA 0] |e; O 0 0| |le; O
X 0 X 0|0 O radX 0| [0 O
( 0o of )
0.i)—d Xe; 0 4 (l 0 0
NA[X] 0,i)=dimy =dimy Xe;
0 0 (radeX)e[ 0
\ |(rad X)e; 0] )

portanto

. . Xe;
Naix)(0,7) = dimy, (W)

1.3 Algebras de Nakayama

Nesta secao introduziremos rapidamente o conceito e o resultado principal que neces-
sitamos sobre as dlgebras de Nakayama. Para maiores informacdes sobre estas dlgebras
citamos [ASS06], [ARS95].
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Definicao 1.10. Seja A uma k -dlgebra de dimensdo finita.

1. Um A-modulo M se diz que tem comprimento finito se existe uma filtragdo finita de
submédulos de M
M:MOQMI 2"'2Mn71 QMnZO

tal que para cadai=0,1,2,...,n—1 o quociente M ;/ M, é zero ou um modulo sim-
ples.

2. Sediz que tal filtracdo de M é uma serie de composigao generalizada.
3. Os médulos M;/M;_, ndo nulos sdo chamados de fatores de composicao da filtragdo.

4. Se M;/M;_, # 0, para todo i = 1,2,...,n — 1, entdo a filtracdo é dita série de com-
posicao de M.

Definicao 1.11. Um A-modulo M se diz que é uniserial se tem s6 uma unica série de com-

posicao
Definicao 1.12.

1. Uma k-dlgebra A é chamada serial a direita se cada A-médulo projetivo indecom-

ponivel a direita é uniserial.

2. Umak-dlgebra A é chamada serial a esquerda se cada A-modulo projetivo indecom-

ponivel a esquerda é uniserial.

Definicdo 1.13. Uma k-dlgebra A é chamada Algebra de Nakayama se A é uma dlgebra

serial a direita e serial a esquerda.

Teorema 1.3. Uma k -dlgebra bdsica e conexa A é uma dlgebra de Nakayama se, e somente

se, seu quiver ordindrio Q, é de uma das seguintes formas:

(N1) 1 2 3 n—-1<—n
(N2) o
no/ <\02

/ \
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Demonstragdo: Ver [ASS06] (p. 168).

1.4 Categorias Derivadas

Para esta secdo denotaremos por .« uma k-categoria aditiva a qual € uma subcategoria

plena de uma k-categoria abeliana %'

Definicdo 1.14. Um complexo X* em .o/ estd dado pelas sequéncias(X"),c;, e (dy) onde

nez’
X" € . ed!! € Hom (X", X"*) tal que dtd}}™' = 0 para cada n € 7. Um complexo serd
representado pela seguinte sequéncia

n—1 n
Xo — ...4>Xﬂ—1 XHXI’L 4X>Xn+1 P

Sejam X* e Y* complexos. Um Morfismo de Complexos f* : X* — Y* é uma sequéncia
(f") ., de morfismos f" € Hom (X", Y"), tais que d} f" = f"+'d¥% para cada n € Z, isto é,

o0 seguinte diagrama comuta

n—1 n
X = Xn—l x X" x Xn+1
f.l fn—l i fn l fn+1 \L
.. cee n—1 n n+1
ye: Yl Y Y

Os complexos em ./ e os morfismos entre complexos formam a Categoria de Complexos
denotada por C(.<f ).

Definicao 1.15. Seja X* € C(.</).

1. O complexo X* é dito limitado superiormente se X" = 0 para todo inteiro n com

excegdo de um nuimero finito de inteiros positivos n.

2. O complexo X* é dito limitado se X" = 0 para todo inteiro n com excegdo de um

niimero finito de inteiros n.
3. O complexo X* é dito Stalk centrado na componente s se X =0 para todo n # s.

Definicao 1.16. Para cada n € Z definimos o funtor aditivo H" : C(.<f ) — 6 associando a
cada complexo X* € C(.</) sua n-ésima cohomologia H"(X*) = Ker (d})/Im(d} )€ 6 ea

cada morfimos f* o morfismo induzido H"(f*).
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Definicao 1.17. Sejam f*, g* € Homc(.)(X®, Y*).

1. Um complexo X* se diz que tem cohomologia limitada se H"(X*) = 0 para todo in-

teiro n com excegdo de um niimero finito de inteiros n.
2. Dizemos que f* é um quasi-isomorfismo se H"(f*) é um isomorfismo para todon € Z

3. Dizemos que f* e g* sdo homotdpicos (e escrevemos f* ~ g°*) se existe uma sequéncia
de morfismos (s"),ez, onde s : X" — Y"1 etal que [ —g" = d}y ' s"+s"t1d} para
cadan €Z

n-1 n
--HXH—IXHXU HXXI’H—IH...

fn_gn
sn sn+l

..Hyn—lﬁyn?yn—&-lﬂ...
Y Y

Observacao 1.9. A relacao de homotopia “~” é uma relacdo de equivaléncia.
Definicao 1.18.

1. Definamos a Categoria de Homotopia de .</ denotada por K(.</) como a categoria
cujos objetos sdo os complexos X* € C(.</) e para todo X*,Y* € K(.¢/) o conjunto de
morfismo estd definido como Homg(.)(X®, Y*) := Homc()(X*, Y*)/ ~.

2. Definamos a Categoria Derivada de .</ denotada por D(.</) como a localizagdo de

K(.¢/) com respeito ao conjunto dos quasi-isomorfismos.
Teorema 1.4. As categorias K(.</) e D(.</) sdo categorias trianguladas.

Demonstragdo: Ver [Hap88], [Gri87] e [Mon10].

Definicdo 1.19.

1. As subcategorias plenas dos complexos limitados superiormente de C(.</), K(.</) e
D(.</) serdo denotadas por C~(.<f), K~(.</) e D~(.<f ) respectivamente.

2. As subcategorias plenas dos complexos limitados de C(.<f), K(.</) e D(.<f ) serdo deno-
tadas por C?(.</), K(.</) e D*(.</) respectivamente.

3. As subcategorias plenas dos complexos que tem cohomologias limitadas de C(.</),
K(.</) e D(.</) serdo denotadas por C~?(.¢f), K~?(.e/) e D—?(.¢/) respectivamente.
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Observacao 1.10. As categorias K?(.¢/) e D?(.e/), K~"(.«/) e D~"(.¢/) sdo categorias trian-
guladas. Ver [Hap88], [Gri87] e [Mon10] para mais detalhes.

Defini¢do 1.20. Um bicomplexo X** em .¢/ estd dado por uma sequéncia (X™™ ), mezxz
. A . n,m , .

de objetos em .¢/, e duas sequéncias (d ! )mez e (d? ’")nez de morfismos em .¢/ tais que

darmdn-tm = dl”"”dl”""_1 = dl”H'mdgvm +drmid "™ =0 para cada n, m € Z. Um bicom-

plexo X** é representado pelo diagrama anticomutativo

dn+1,}'ﬂ*1 dn+l,m
1 1
e ——— > Xn+1,m—1 RN Xn+1,m —_ Xn+1,m+1 — s eee

n,m—1 n,m n,m+1
d’ dar dar
ym—1 ,
dln m dln m
. 4>Xn,m—1 Xn,m Xn,m+1 —_—— e
n—1,m-1 n—-1,m n—1,m+1
dv dc dc

e — s> Yn-1lm-1__ s yn-1m — s Yn—-1lm+l — ~ ...
X dn—l,m—lX dn—l,m X
1 1

Definicao 1.21. Seja X** um bicomplexo em .</, definamos o complexo total de X**, que

denotaremos por Tot(X**) como o complexo de .</ cujas componentes sio

(Tot(X**)" == P x*I

i+j=n

e diferenciais
— ij 4 ghi
A = D (A +1).

i+j=n

Para mais detalhes ver [Wei94]



Capitulo 2

Extensao por um ponto numa string por

um modulo indecomponivel

Nosso objetivo neste trabalho é analisar as extensdes por um ponto por um médulo inde-
componivel de dlgebras string que sdo hereditérias por partes. O problema colocado nesta
generalidade é um problema dificil. Desta forma, vamos nos restringir ao caso em que a
extensdao por um ponto € feita sobre dlgebras string de radical quadrado zero. Porém ao
fazer a extensdao por um ponto, queremos que esta extensdo ainda seja uma élgebra string.

Neste capitulo daremos condicdes necessdrias e suficientes para que isso ocorra.

2.1 Extensao por um ponto por string de comprimento zero

Nesta secao vamos analisar quando que a extensao por um ponto de uma algebra string
por um mddulo simples, ainda é dlgebra string. Mostraremos que isso ocorre quando o
numero de flechas que chega no vértice i € Q, correspondente ao simples da extensdo, é

no maximo 1.

Proposicdo 2.1. Seja A = kQ/{p) uma k-dlgebra string e i € Qy. A[S;] é uma k-dlgebra

string se, e somente se, existe no mdximo uma flecha em Q chegando no vérticei.
Demonstragdo: Pela proposicao (1.2) tem-se que
N(0,j)=dim(S;ej/rad (S;)e;) = dinu((S;);/(rad (S;));) = dimy(0) =0, Vje€Q,—{i},
N(0, i) = dimi(S;e;/rad (S;)e;) = dinu{(S;):/(rad (S:));) = dim(k /0) = dim(k) = 1.
denotaremos entdo esta tnica flecha por a.

20
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Assim, A[S;] = kQuas,1/ (p’), onde p’ =p uUfaf / B €Qi, s(B)=i} e portanto A[S;] é uma
k-algebra string se, e somente se, existe no maximo uma flecha chegando no vértice i,
porque caso contrario teriamos trés flechas chegando no vértice i.

O

Coroldrio 2.2. Se A=kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*(A) =0 e i € Q,, entdo A[S;]
é uma k -dlgebra string com rad ?(A[S;]) = 0 se, e somente se, existe no mdximo uma flecha
em Q chegando no vértice i.

Demonstracdo: Eimediato da demonstracdo da proposicéo (2.1).

2.2 Extensdo por um ponto por string de comprimento um

Antes de demonstrar a proxima proposicdo vejamos o seguinte exemplo. Consideremos a

k-algebra string A= kQ/ (af3,@*) dada pelo quiver

e a string S = a, entdo o A-mddulo string

NP e
M(S):==0 k2\_/r
00 )
onde 1, = L 0] . Entdo, A[M(S)] = kQapmsy/ (@B, a?,6 B) onde

Qams) = 0

Oioga

Proposicdo 2.3. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string e a € Q, com s(a) = e(a), isto é,
a éum lago. A[M(a)] é uma k -dlgebra string se, e somente se, ndo existe u € Q, diferente de

a tal que e(u) = s(a).

Demonstragdo: Pela proposicado (1.2) tem-se que para j € Q, com j # s(a) = e(a).

N(0, j) = dimy. (M(a)e;/ rad (M(a))e; ) = dimi.(M(a);/(rad (M(a))); ) = dim(0) =0,
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N(0, e(a)) = dimy (M(@) e o)/ rad (M(Q))eqq) = dim(k*/k)=1.
Como a dimensao é um temos uma flecha de 0 para e(a) que denotaremos por 3. Assim,
A[M(a)] = kQamay/ (p’), onde

p'=puUi{Bd/oe€Q, d#a e(f)=s(0)}ui{fad /d<Q, e(a)=s(0)}

e portanto podemos concluir que: Nao existe u € Q; tal que e(u) = s(a) se, e somente se,
A[M(a)] é uma k-algebra string.
O

Olhemos agora para o caso em que a € Q, nao é um laco.

Proposicdo 2.4. Sejam A=kQ/{p) uma k-dlgebra string e a € Q, com s(a) # e(a). Entao,
A[M(a)] é uma k-dlgebra string se, e somente se, existe no mdximo uma flecha u € Q, tal

que e(u)=s(a) e neste caso ua € p.

Demonstragdo: Pela proposicao (1.2) tem-se que para j € Qy com j # s(a) e j # e(a).
N(0, j) = dimy. (M(a)e;/rad (M(a))e;) = dim. (M(a));/(rad (M(a)));) = dimy(0) =0,

N(0, e(a)) = dimy (M(@)e.w/rad (M(a))ecwq) = dimk/k)=0,
N(0, s(a)) = dimy (M(@)esa/rad (M(a))esq)) = diny(k/0)=1.

Como a dimensao é um temos uma flecha de 0 para s(a) que denotaremos por . Assim,
A[M(a)] = kQapmay/ {p’), onde

p'=puUi{Bd/oe€Q, d#a, e(f)=s(0)}ui{fad /o<Q, e(a)=s(0)}

e portanto podemos concluir que: A[M(a)] é uma k-4algebra string se, e somente se, existe
no maximo uma flecha u € Q, tal que e(u) = s(a) e neste caso ua € p.
O

Coroldrio 2.5. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*(A) =0 e a € Q. Existe
no mdximo uma flecha y € Q, tal que e(u) = s(a), se e somente se, A{M ()] = kQamay/ {P’)
é uma k -dlgebra string, onde p’ =p U{fo6 / 6 €Qy, 6 #a,e(B)=s(0)} e B é a unica flecha

de0 para s(a) ao fazer a extensdo por um ponto.

Demonstracdo: Eimediato da demonstracdo das proposicoes (2.3) e (2.4).
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2.3 Extensao por um ponto por string de comprimento dois

Vamos analisar aqui as extensdes por um ponto por uma string de comprimento dois.

Mostraremos quando € que este tipo de extensao resulta em uma 4lgebra string.

Lema2.6. Sejam A= kQ/(p) uma k-dlgebra string. SeS= s,s, é uma string tal que s, € Q,

es, ' €Q, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Suponhamos que s; =a; € S, =0a, 1 onde a;,a, € Q;

S:= u(0) —2> u(1) <=— u(2)

é claro que o lema fica provado se demonstramos:
(i) Se s(ay)=e(a;)=s(ay), entdo A[M(S)] ndo é uma k-algebra string.
(ii) Se s(a;)=e(a;) e e(a;) # s(az), entdo A[M(S)] ndo é uma k-élgebra string.
(iii) Se s(a1)# e(a1) e e(a;) = s(az), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string.

(iv) Se s(a;) # e(ay), e(ay) # s(az) e s(a;) = s(az), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra

string.

(v) Se s(ay) # e(ay), e(a1) # s(az) e s(ay) # s(az), entdo A[M(S)] ndo é uma k-algebra

string.

Caso (i) Suponhamos que s(a;)=e(a;) = s(ay)

...... Q‘C'Qaz

Agora, é claro que em A[M(S)] tem que existir no minimo uma flecha saindo do
vértice 0 e chegando no vértice u(0) = u(1) = u(2) o qual implica que A[M(S)] ndo é

uma k-algebra string, pois existem trés flechas chegando em u/(0).

Caso (ii) Se s(a;)=-e(a;) e e(ai)# s(ay)

Agora da construcao do moédulo string tem-se

M(S)s@) = k{20, 21) Zk*  M(S)say) = 1 (22) =k
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Ya: M(S)s(al) — M(S)e(al)
20 — 21

Z1 — 0

Yar: M(S)s@) — M(S)e(a)

ZZ — Zl

Assim, obtemos a representacdo do A-maédulo string M(S)

Yay

...... Tay Cszk

oo o
7,0!1_10’7/112_1

Portanto, a representacao do A-médulo rad (M(S)) é

...... OC]C<070

o qual implica pela proposic¢ao (1.2) que N(0, s(a;)) =1 e portanto tem-se em Qs

com

trés flechas terminando no vértice s(a;), de onde A[M(S)] ndo é uma k-éalgebra

string.
Caso (iii) Se s(a1)Z e(a;) e e(a;)=s(az)

...... .L).Oaz

Agora da construc¢ao do moédulo string tem-se
M(S)sta) = & {20) =k, M(S)say) = « (21,22) = k?

Tal: M(S)s(al) — M(S)e(al)

20 — 2

7’(12: M(S)S((Z2) — M(S)e(az)
Z1 — 0

Z2 — 23

Assim, obtemos a representacdo do A-moédulo string M(S)

...... B %l S
k k gr
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Caso (iv)

com

_1 _01
7,0!1_0”)’!11_00

Portanto, a representacao do A-médulo rad (M(S)) é

...... 040>kQO

o qual implica pela proposic¢ao (1.2) que N(0, s(a2)) =1 e portanto tem-se em Qs
trés flechas terminando no vértice s(a;), de onde A[M(S)] ndo é uma k-4algebra

string.

Se s(a1) # e(ay), e(a;) # s(az) e s(a;) = s(az) e suponhamos pelo absurdo que

A[M(S)] é uma k-élgebra string

mas como
[1r 0]
M(S):=-.-0--- k=——k2 i
[0 1]

entdo pela proposicao (1.2) tem-se que para j € Qo com j # s(a;) e j # e(a;)
N(0, j) = dim;. (M(S)e;/rad (M(S))e;) = dimy ((M(S));/(rad (M(S)));) = dimi(0) =0,

N(0, e(ay))=dimy (M(S)ee(al)/md(M(S))ee(al)) =dimk/k)=0,
N(0, s(a1)) = dimy. (M(S)es(a,)/ rad (M(S))es(a,)) = dimi(k?*/0)=2

portanto

Qams) = 0

Como por hipoteses A[M(S)] = kQapusy/ (p’) € uma k-élgebra string, entdo sem
perda de generalidade podemos assumir que u, a,, u,a; € p’, agora juntando o fato
que M(S)ee«,) = k e que A[M(S)] é uma k-algebra string tem-se que u;a, € p’ ou
U201 € p’, logo na representacao do A[M(S)]-mo6dulo projetivo Py obtem-se respec-

tivamente f,, =0 ou f,, = 0, mas na representacdo do mdédulo string M(S) tem-se
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Ya, 70 €74, #0, isto implica que rad (B) Z M(S) o qual é absurdo.

Caso (v) Se s(a1) # e(an), e(ar) # s(az) e s(a1) # s(atz)

como

entdo pela proposicao (1.2) tem-se que para todo j € Qy com j # s(a;), j # e(a1) e

J#s(a2)
N(0, j) = dimy. (M(S)e;/rad (M(S))e; ) = dimy ((M(S)); /(rad (M(S)));) = dim(0) =0,
N(0, e(a1)) = dimy (M(S)ee(a)/rad (M(S))eea) = dimi(k/k)=0,
eparai=1,2
N0, s(at;)) = dimy. (M(S)esap/ rad (M(S))esuy) = dimy(k /0) =1

portanto

Qams) = d

Além disso, reparemos que A[M(S)] = kQamsy/ {p’), onde

p’ = puiud/6€Qe(u)=s(0), 6 #a; i=1,2}U
Ufuiai6 /6 €Qye(a;)=s(6), i=1,2} Uf{ua; — u2a}

Nao é dificil ver que a k-dlgebra A[M(S)] ndo é isomorfa a uma k-algebra monomial

e portanto A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string, pois toda dlgebra string ¢ monomial.

|

Lema 2.7. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string. Se S = sis, é uma string tal que

s;' €Q, es, €Q, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.
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Demonstragdo: Suponhamos que s, =a; " € s, =, onde a;,a; €Q,

a az

S:= u(0)

u(1) u(2)

é claro que o lema fica provado se demonstramos:
(i) Se e(a;)=s(a;)=e(a,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-algebra string.
(ii) Se e(a;)=s(a1) e s(a,) # e(a,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string.
(iii) Se e(a;) # s(a1) e s(a,) = e(@,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-dalgebra string.

(iv) Se e(ay) # s(ay), s(az) # e(az) e e(a;) = e(a,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra

string.

(v) Se e(a1) # s(ay), s(a,) # e(az) e e(ay) # e(ay), entao A[M(S)] ndo é uma k-algebra

string.

Caso (i) Suponhamos que e(a;)=s(a;)=e(a»)

...... aICQQaz

Agora, é claro que em A[M(S)] tem que existir no minimo uma flecha saindo do
vértice 0 e chegando no vértice u(0) = u(1) = u(2) o qual implica que A[M(S)] ndo é

uma k-algebra string, pois existem trés flechas chegando em u/(0).
Caso (ii) Se e(a1)=s(ay) e s(ay)# e(a»)

S~ @

Agora da construcdo do moédulo string tem-se
M(S)sta) = k(20,21) = k%, M(S)s(ar) =  (22) =k

Yai M(S)s(al) — M(S)e(al)
20 — 0

21 — 2o

T(Zg : M(S)S(az) — M(S)E(llz)
20 — 0

21 — 22
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Assim, obtemos a representacao do A-médulo string M(S)

...... Tal k’kZHYQZ k ceessse
01 _ . ]
com Ye, = 0 ol Ya, = [0 1] Portanto, a representacdo do A-mddulo string
rad(M(S)) é

...... of\k*o>k

o qual implica pela proposicao (1.2) que

N(O,s(a1)) = 1
N(0,j) = 0,VjeQycom j#s(a)

€ portanto tem-se

Qams) = 0

az
...... ay o —>0

Reparemos que ua,0 =0 = ua1a,6, Vo € Q;, do contrario rad (P)) 2 M(S). Agora
suponhamos pelo absurdo que A[M(S)] é uma k-4lgebra string. Claramente pode-
mos assumir que ua; # 0, pois se ua; =0 tem-se da observacao (1.4) que o A[M(S)]-
moédulo projetivo Py = M(ua,) (se uay #0) ou Py = M(u) (se ua, =0) nos dois casos
na representacdo tem-se v, = 0 o qual contradiz o fato que rad P, = M(S), pois na
representacdo do A-mdédulo string M(S) obtem-se 7,, 7 0. Agora dado que ua; # 0
e A[M(S)] é uma k-dlgebra string temos que ua, = 0 = ¢3. Similarmente podemos
considerar a;a, # 0, pois se a;a, = 0 tem-se da observacao (1.4) que o A[M(S)]-
modulo projetivo Py = M(ua;) e na representacdo tem-se y,, = 0 0 qual contradiz
o fato que rad Py = M(S), pois na representacao do A-mddulo string M(S) obtem-se
Ya, 7 0.

Em resumo temos, ua; # 0, ua; =0, a;a; # 0, a =0, portanto da observagao (1.4)
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obtemos que o A[M(S)]-médulo projetivo Py = M(ua; a,), cuja representacao é

P():: k
(1 0]
01
...... 7’quk2¥>k

(01]

...... yalckzﬁk

de onde pode-se concluir que rad (Py) % M(S) o qual é absurdo e portanto A[M(S)]

nao é uma k-algebra string.
(iii) Se e(a1) # s(a) e s(az2) = e(a2),

...... .&./\, a2 ceeeen
~/
Agora da construcao do moédulo string tem-se
M(S)sa = k(20) 2k, M(S)sian = k(21,22) = k*

Yai M(S)s(al) — M(S)e(al)
Zl — ZO

) — 0

Taz: M(S)S((Z2) — M(S)e(az)
21 — 2

Y4 — 0

Assim, obtemos a representacdo do A-maédulo string M(S)

...... LAt
k k I7



Capitulo 2. Extensdo por um ponto numa string por um médulo indecomponivel 30

0 0
comyq, = [1 0] v Y= L 0} . E portanto

rad(M(S)) ST k<07k:)0 ______
o qual implica pela proposi¢io (1.2) que

N(O,s(a;)) = 1
N(0,j) = 0,VjeQycom j#s(a)

e portanto tem-se
Qams) = 0

u

a
...... .é./\az

~/
Reparemos que ua;60 =0 = ua,a;6, Vo € Q;, do contrario rad (P)) 2 M(S). Agora

suponhamos pelo absurdo que A[M(S)] é uma k-4lgebra string. Claramente pode-
mos assumir que ua, # 0, pois se ua, =0 tem-se da observacao (1.4) que o A[M(S)]-
modulo projetivo Py = M(ua;) (se ua; #0) ou Py = M(u) (se ua; =0), nos dois casos
na representacdo tem-se v, = 0 o qual contradiz o fato que rad P, = M(S), pois na
representacdo do A-mdédulo string M(S) obtem-se 7,, 7 0. Agora dado que ua, # 0
e A[M(S)] é uma k-algebra string temos que pa; = 0= a3. De onde a,a; # 0, pois se
aa; =0 tem-se da observacgao (1.4) que o A[M(S)]-mé6dulo projetivo Py = M(ua,) e
na representacao tem-se y,, =0 o qual contradiz o fato que rad P, = M(S).

Em resumo temos, ua, # 0, ua; =0, axa; #0, ag =0, portanto da observacao (1.4)

obtemos que o A[M(S)]-médulo projetivo Py = M(ua,a,), cuja representacao é

P() = k
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00 .
com yg, = Lo e assim
rad (Py) := 0

0

[01]

...... k%kzgraz

de onde pode-se concluir que rad (Py) 2 M(S) o qual é absurdo e portanto A[M(S)]
ndo é uma k-4algebra string.

Caso (iv) Se e(a:) # s(a1), s(az) # e(az) e e(a1) = e(az)

mas como
[1; 0]
M(S):=..-0--- k2=—k Q-

[0 1]
entao pela proposicao (1.2) tem-se que para j € Qo com j # s(a;) e j # e(ay)

N(0, j) = dimy. (M(S)e;/rad (M(S))e; ) = dimy(k*/k*) =0,

N(0, s(a1)) = dimy. (M(S)es(q,)/rad (M(S))es(a,)) = dinmy(k/0)=1

portanto

Qamsy) == 0

Além disso, reparemos que A[M(S)] = kQapmsy/ {p’), onde
p'=puiua;6/6€Q, e(a;)=s(0), i=1,2}

dado que para u existem «a;, a, tais que ua;, ua, ¢ p’, entdao A[M(S)] nao é uma
k-algebra string.



Capitulo 2. Extensdo por um ponto numa string por um médulo indecomponivel 32

Caso (v) Se e(a1)# s(a1), s(az) # e(az) e e(ay) # e(ay)

...... .<;al .Haz ° ceeeen
como
M(S):= ---0- k<iki>k ceiee-
portanto
Qams) == o
U

e A[M(S)] = kQapsy/ (p’), onde
p'=pufua;6/6€Q, e(a;)=s(6), i=1,2}

logo que A[M(S)] ndo é uma k-4dlgebra string, pois para a flecha u existem a;, a, tais

que pai, ua, ¢ p’
O

Lema 2.8. Sejam A uma k-dlgebra string e S = s,5, uma string inversa. Se existem duas
flechas u,, u, € Q, tais que Uy # U, e(u1) = e(u) = e(s,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-

dlgebra string.
Demonstragdo: Consideremos s; = 0{1‘1 es,= az‘l, onde a;,a, € Q,

ay as

S:= u(0) u(1) u(2)

é claro que o lema fica demonstrado se provamos:
(i) Se e(a;)=s(a;)=s(ay), entdo A[M(S)] ndo é uma k-algebra string.
(ii) Se e(a;)=s(a1) e s(a,) # e(a,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string.
(iii) Se e(a;) # s(a1) e s(a2) = e(@,), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string.

(iv) Se e(ay) # s(ay), s(az) # e(a) e e(a;) = s(ay), entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra
string.
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(v) Se e(a1) # s(a1), s(az) # e(az) e e(a;) # s(az), entdo A[M(S)] ndo é uma k-algebra
string.

Caso(i) Suponhamos que e(a;)=s(a;)=s(az).

Agora, é claro que em A[M(S)] tem que existir no minimo uma flecha saindo do
vértice 0 e chegando no vértice u(0) = u(1) = u(2) o qual implica que A[M(S)] ndo é

uma k-algebra string, pois existem trés flechas chegando em u/(0).
Caso (ii) Suponhamos e(a;)=s(a;) e s(az) # e(a)

Q.
...... alr\.é. BERRER

7

Agora da construcao do médulo string tem-se
M(S)st) = k{20, 21) =k?,  M(S)stan = k(22) =k

Yar: M(S)s@) — M(S)e(a)
20 — 0

Zl — ZO

Yar M(S)s(ag) — M(S)e(ag)

Z2 — Zl

Assim, obtemos a representacao do A-mdédulo string M(S)

...... Yoy CszLk

! |0
Yal 00’7’011 1

Portanto, a representacao do A-médulo rad (M(S)) é

com

...... v (T R2<2 0 e,

-

o qual implica pela proposicao (1.2) que N(0, s(a2)) =1 e portanto tem-se em Qs
trés flechas terminando no vértice s(a,), de onde A[M(S)] ndo é uma k-algebra

string.
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Caso (iii) Suponhamos que e(a;) # s(a1) e s(az) = e(ay)
...... .&.O as DI
Agora da construcdo do moédulo string tem-se
M(S)s(al) =k (Z()) = k; M(S)s(az) =k (erz2> = k2

Yar: M(S)s@)y — M(S)e(ar)
Z1 — 2y

Z9 — 0

Yar: M(S)s@) — M(S)e(a)
Z1 — 0

Z2 — Zl

Assim, obtemos a representacao do A-mdédulo string M(S)

...... LA T
k k 7

0 1
comyy = [1 0] v Y= o ol E portanto

rad (M(S)):= +---+- k<1—on ......
o qual implica pela proposicao (1.2) que

N(O,s(a)) = 1
N(0,j) = 0,VjeQycom j#s(a)

e portanto tem-se trés flechas em Qap sy que terminam no vértice s(a), de onde

podemos concluir que A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string.

Caso (iv) Suponhamos que e(a1) # s(a1), s(az) # e(az) e e(a1) = s(a,)
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Agora da constru¢do do moédulo string tem-se
M(S)sta) = k{(21) =k, M(S)say) = & (20,22) = k?

Ya: M(S)s(al) — M(S)e(al)

21 — 2o

Yar: M(S)s@) — MI(S)e(a)
20 — 0

ZZ — Zl

Assim, obtemos a representacdo do A-mo6dulo string M(S)

E portanto

o qual implica pela proposicao (1.2) que

N(0,s(ap)) = 1
N(0,j) = 0,VjeQycom j+#s(a;2)

e portanto tem-se trés flechas em Qs que terminam no vértice s(a,), de onde

podemos concluir que A[M(S)] ndo é uma k-algebra string.

Caso (v) Suponhamos que e(a;) # s(a1), s(a.) # e(az) e e(a;) # s(ay). Por hipéteses existem

duas flechas u;, u, € Q; tal que e(u;) = e(u2) = e(s2)

mas como
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M(S):= 0 Q-
A
1

O---k=—k=—k%k 0

X
0 -0

entao
Qam(sy = 0
B

logo existem trés flechas terminando no vértice s(a;) e assim A[M(S] ndo é uma k-

dlgebra string o qual contradiz as hipoteses.

|

Proposicdo 2.9. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string e S uma string de comprimento

1(S) = 2. A[M(S)] é uma k-dlgebra string se, e somente se, S satisfaz uma das seguintes
condigoes:

1. S = 515, é uma string direta, s, # s, e existe no mdximo uma flecha u € Q, tal que
e(u)=s(sy), neste caso us, €p.

2. § =515, é uma string inversa, s, # S, e existe no mdximo uma flecha u € Q, tal que
e(u) =e(s,), neste caso ,usz’1 €p.

Demonstragao:
“=” Assumamos que A[M(S)] é uma k-élgebra string e vejamos que satisfaz uma das

condicoes (1), (2), para isto, suponhamos que nao satisfaz (2) e provemos que vale
(1). E claro que S satisfaz s6 um dos seguintes casos:
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@) si', s, €Q.
(ll) Slteesz_lte.
(iii) s;'€Qres,€Q;.

(iv) s1, $2€Q;.
vejamos que nao satisfaz as condicgoes (i), (ii) e (iii)

(i) Suponhamos que sl_l, 52_1 € Q;. Como nao vale (2), entdo S = s;5, ndo é uma
string inversa ou existem duas flechas u,, u, € Q; tal que e(u;) = e(uz) = e(s>),
portanto existem duas flechas u,, u, € Q; tal que e(u;) = e(u.) = e(s2), logo do
lema (2.8) obtemos que A[M(S)] ndo é uma k-4lgebra string, o qual contradiz

a hipotese.

(ii) Se s; €Q; e 32_1 € Q,, entdo do lema (2.6), obtem-se que A[M(S)] ndo é uma

k-algebra string, o qual contradiz a hipotese.

(iii) Se s;' € Q, e s, € Qy, entdo do lema (2.7), obtem-se que A[M(S)] ndo é uma

k-algebra string, o qual contradiz a hipotese.

Portanto, podemos concluir que S é uma string direta, isto é, s; = a; e s, = a, com

ay, t€Qy

------ . L . L . R
logo da aplicacao u : {0,1,2} — Q, temos

az

S:= u(0)—2= u(1) u(2)

Agora mostremos que existe no miximo uma flecha y € Q, tal que e(u) = s(s1),
para isto, suponhamos por absurdo que existem duas flechas u;,u, € Q; tais que
e(u1) = e(uz) = s(s1) = s(a;). Agora consideremos a string inversa S’ = S! na qual
existem duas flechas u;, u, € Q, tais que e(u;) = e(u2) = s(s1) = s(a;) = e(s; ') e pelo
lema (2.8) obtemos que A[M(S’)] ndo é uma k-algebra string, mas pela observacgao
(1.3) temos que M(S) = M(S’), portanto A[M(S)] nao é uma k-algebra string, o qual
contradiz a hipoteses. Disto podemos concluir que existe no maximo uma flecha
B €Q tal que e(B) = s(s1).

Como A[M(S)] é uma k-algebra string, entdo se existir uma flecha € Q, tal que
e(B)=s(s1)=s(a;) temos que Bs; € p, pois N(0, s(a;)) # 1.
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Finalmente demonstremos que a; # @,, de fato, suponhamos que a; = a,, agora

como
M(S):=------ k3 .
)
N
Yy
0 0O
comyq, = |1 0 0], portanto
010
Qamsy == 0
u

e A[M(S)] = kQapsy/ {p’), onde p’ é

p’ = pufuds/o6€Q, e(u)=s(6), 6 #a1}U
U{uai6 /6 €Qy, e(ar)=5(8), 6 #a1}U{ua’s / 6 €Qi, e(ar)=s(5)}

Assim A[M(S)] ndo é uma k-algebra string, pois para a flecha «; existem duas flechas

U, a; tais que uai, a? ¢ p’ o qual contradiz a hipéteses, portanto a; # a,.

Suponhamos que S = s, 5, € uma string direta com s; # s,, também suponhamos que
existe no maximo uma flecha u € Q; tal que e(u) = s(s;) e que neste caso us; € p,

isto é, s; =a; e s, =a,, com a,ds € Q;

ay az
...... o ——— 00— 0 ceeene

az

S:= u(0)—2= u(1)

u(2)

Como s; # s, e existe no maximo uma flecha yu € Q; tal que e(u) = s(s;), entao S
nao satisfaz s(a;) = e(a;) = s(a,), portanto é claro que o lema fica demonstrado se

provamaos:

(i) Se s(a;)=-e(a;) e s(ay) # e(a,), entdo A[M(S)] é uma k-4algebra string.
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(ii) Se s(a1) # e(a;) e s(az) = e(a,), entdo A[M(S)] é uma k-4algebra string.

(iii) Se s(ay) # e(ay), s(az) # e(az) e e(a;) = s(@z), entdo A[M(S)] é uma k-algebra

string.

(iv) Se s(ay) # e(ay), s(az) # e(a,) e e(ay) # s(a,), entao A[M(S)] é uma k-4algebra

string.

Caso (i) Suponhamos s(a;)=e(a;) e s(a,) # e(as)

a2
...... ay oO———0 ceeone

Agora da construc¢do do médulo string tem-se

M(S) = eseeee Yy CkZLk ......
00 [0 I]A i
com ay — » a2: SS1m
Y 10 Y
rad (M(S)):= +----- 0 Ck%k ......
logo
Qamsy = 0
u

a2
...... 011-/’\0*>0 s

N
e A[M(S)] = kQamsy/ {p’), onde p’ = p U{ua,}, como pela hipéteses existe
no méaximo uma flecha 8 € Q, tal que e(f8) = s(s1) e que neste caso fs; € p,
disto temos 8 = a;, a% € p e portanto podemos concluir que A[M(S)] é uma

k-4algebra string.

Caso (ii) Suponhamos que s(a;)# e(a1) e s(az) = e(az)

a
...... o—©0 az eeee e

Agora da constru¢do do mdédulo string tem-se

M(S):= -+ kﬂ)kza Tay — eeeee-
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! 00 E tant
comyq = v Ya = . E portanto
y 0 4 10 P

rad (M(S)) == ++---- 0*0>k23 Yay s

logo
Qamesy = 0

e A[M(S)] = kQapmsy/ (p’), onde

p’ = pu{ud/oeQ, e(u)=s(0), 6 #a1}u
Ufuai6 /6 €Qy, e(a))=s(0), 6 #ax}U
U{ua,a:6 / 6 €Q, e(an)=5(6)},

portanto da hipéteses A[M(S)] é uma k-4lgebra string.

Caso (iii) Suponhamos que s(a;) # e(a,), s(az) # e(az) e s(ay) = e(ay)

Agora da construcao do moédulo string tem-se

[10]
M(S):= -+ 2=—=k = eee--
[0 1]
portanto
rad (M(S)):= -+ k—>(1) ko e
logo
Qamsy:== 0
u
...... .Hal ° ceseen
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e AIM(S)] = kQamsy/ (p’), onde

p' = pufuds/o€Q,, e(uw)=s(6), 6 #a1}U
Ufua16 / 6 €Qy, e(a;)=s(6), 6 #ax} U
Ufua1a:6 / 6 €Q e(az)=s(6)}.

Agora, como existe no maximo uma flecha f € Q; tal que e(f) = s(s1) = s(ay)
e que neste caso f8s; € p, entdo temos # = a, e a;a; € p. Portanto A[M(S)] é
uma k-4lgebra string.

Caso (iv) Suponhamos que es(a;) # e(a1), s(az) # e(ay) e e(a1) # s(az). Agora como

1k 1

M(S):= -.-0--- k——=k —>k cerQ---
entao
Qamy = @
u
ay as
------ . >. >. R

e AIM(S)] = kQamsy/ (p’), onde

p' = pufuds/o€Q,, e(uw)=s(6), 6 #a1}U
Ufua16 / 6 €Qy, e(a;)=s(6), 6 #ax}U
Ufua1a26 / 6 €Q,, e(az)=s(5)},

logo como existe no maximo uma flecha f € Q, tal que e(f) = s(s;), entdo

podemos concluir que A[M(S)] é uma k-4lgebra string.

Agora suponhamos que S = 5,5, € uma string inversa com s; # s,, também suponha-
mos que existe no maximo uma flecha u € Q, tal que e(u) = e(s2) e que neste caso
,usz’l € p,isto é, s; = al’l €Sy = a;l, com a;,a; € Q; e vejamos que A[M(S)] é uma
k-élgebra string, para isto, consideremos a string direta S’ = S~! a qual satisfaz que
sy #s,"', que existe no maximo uma flecha u € Q, tal que e(u) = s(s, ') e que neste
caso us,' € p. Portanto de todo o anteriormente demonstrado podemos concluir
que A[M(S)] é uma k-élgebra string.
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Coroldrio 2.10. SejaA=kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad>A=0. Se S uma string de

comprimento L(S) =2, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Segue-se da proposicao (2.9), pois ndo existe uma string S com compri-
mento [(S)=2, que seja direta ou inversa.
O

2.4 Extensao por um ponto por string de comprimento
n=3

Observacdo 2.1. Seja A = kQ/(p) uma k-algebra string com rad?A =0e€ S = 5152+ Sy,

uma string de comprimento /(S)=n > 2.

1. Eclaroque Vi€ {l1,2,...,n—1} tem-se

SiEQLe=s; €

2. Definimos a seguir a aplicagdo que utilizaremos no caso em que a dlgebra string A é
tal que rad?(A)=0

u: §0,1,....,n} — Q

i — u(i)::{

e(s;); sel<i<n
s(S); sei=0

a qual precisa-se para construir o médulo string M(S). Assim podemos ver a string

da forma

S:= u(0) > u(l) 2> L yn—-1)2—> u(n)

3. Se n é par, tem-se da observacao (1) que S é da forma S = alaz_lag---an_lagl ou
S=a;'aya;'-a, a,, onde a; €Q, paracadai€{1,2,...,n—1,n} e da observagao

(2) tem-se que S é da forma

S:= u(0) 2> u(1) <2 u2) == X% y(n—1)<= u(n)
ou
S:i= u(0)<2—u(1)—Z=u2) <=2 < u(n-1)—2= u(n)
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4. Se n impar, tem-se da observacdo (1) que S é da forma S = ¢ya;'a3---a,' @, ou
S= al_laga;l a0, onde a; €Q, paracadai €{1,2,...,n—1,n} e daobservagio
(2) tem-se que S é da forma

az

S:= u(0) —=> u(1) u@) 2> < yn-1)—2 u(n)

ou

as

S:= u(0)<2— u(1) —2= u(2) L u(n—1)<2 u(n)

Definicao 2.1. Sejam Q um quiver e x € Qy, um vértice, definamos E, como o nuimero de

flechas de Q que terminam em x, isto é

E.=|{ae€Q,/ e(a)=x}|.

Definicdo 2.2. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string e S = s,8,---s, uma string, defi-
namos:

a. So:={veQy/ i, tal que u(i)=rv}.

b. Sy:={a€Q,/3i, talques;=a ous;' =a}.

¢. Dizemos que v € Qo é uma fonteem S sev €S, e ndo existea €S, tal quee(a)=1v.
d. Dizemos quev € Q, é um pogoemS sev €S, e ndo existea €S, tal ques(a)=v.

e. Denotemos por Qs :=(Sy,S1) o subquiver de Q dado pela stringS.

Exemplo 2.1.

Seja A=kQ/(p) a k-algebra string com rad?A =0, onde Q é o quiver

Q=1

A [’
a

N NA

a. Consideremos a string S := aff~160~'u, logo Sy = {2,3,5}, S1 = {a,0,u, 5,0}, S ndo
tem fontes e

0
—_—
- 5

0

5

Qs:=2 3
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b. Consideremos astringS:=fa'An~'e, logo Sy =Qo=1{1,2,3,4,5}, S1 =1{B,a, A, n,€},
2e4saofontesem Sele3sdopocosemS

Lema 2.11. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad?A =0, S = s,55---$, String
de comprimento [(S)=n > 3. Se existe um laco a € S, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra
string.

Demonstragdo: Seja i €{0,1,2,...,n} tal que s(s;) = e(s;), logo o subquiver Qs de Q dada

pela string é das seguintes formas:

(l) QS:: @ — > @ @ ceeenn ,

come(f)#s(B),ondes,=a!,s;,=Bous,1 =71, s,=a.

(ll) QS:: ------ @O ——0 ——— @ @ e
com e(y) # s(a) # e(B), onde s;-y = B, si =a”', sin =yousi, =77, s = aq
Si+1 :ﬁ_l-
)
B\ r
(ii)) Qs:= e o >eo,

com s(f)#e(B),ondes,.1=,s,=alous; =a,s,=F""

E claro que N(0,s(a)) # 0 do contrario na representacdo do A[M(S)]-médulo P, tem-se
f« =0 0 qual contradiz o fato que rad (Py) = M(S). Assim nos casos (ii) e (iii) temos que
Es o = 3 e portanto A[M(S)] ndo é uma k-dlgebra string. Agora para o caso (i) tem-se
N(0,s(a)) = 2 do contrario na representagao do A[M(S)]-moédulo Py, tem-se fz =0 e assim
temos que E ) > 3 e portanto A[M(S)] ndo é uma k-élgebra string.

O

Lema 2.12. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad?A =0, S = s,5,--- S, String
de comprimento [(S) = n > 3. Suponha que existem a, } € S tais que a # 3, s(a) =s(f) e
e(a)=e(B), entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.
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Demonstragdo: Primeiramente podemos afirmar que nao existem flechas 6 € S; tal que
a#06# [ come(0)=e(a)oue(o)=s(a) pois em e(a) ja terminam duas flechas e caso
exista uma flecha 6 € S; coma # 6 # 8 e e(6) = s(a) entdo 6a =0 =63, logo 6 ¢ S;.
Portanto S; = {a, B} e neste caso A[M(S)] ndo é uma k-algebra string.

O

Observacdo 2.2. Sejam A= kQ/ (p) uma k-dlgebra string e S=s;5,---s, uma string. Se v

é uma fonte em S, entao
1. rad(M(S))e, =0.

2. Daproposicao (1.2) temos que

Naps)(0, v) = dimi(M(S)e, /rad (M(S))e,) = dimy(M(S)e,) = |1,| #0.

3. Dos itens anteriores temos que se A[M(S)] é uma k-4lgebra string, entdo existem no

maximo duas fontes em S.

Lema 2.13. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A =0, S = s,5+-- S, String
de comprimento [(S)=n > 3. Se existe uma fontev € S, tal que existema, 3 €S, coma # f3,
s(a)=v =s(B), entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Suponhamos que A[M(S)] é uma k-algebra string. Pelo lema (2.12) pode-
mos afirmar que e(a) # e(f) e pela observagdo (2.2) item (2), existe ao menos uma flecha
y de 0 para v. Como a algebra é string, entdo ya =0 ou y3 =0. Se y for a tnica flecha de
0 para v em (Qapms)),, entdo na representagao do A[M(S)]-médulo projetivo B, tem-se
que f,=0o0u fg=0,masy, #0eyg#0em M(S) como A-médulo, logo rad (P,) Z M(S) e
portanto existe mais uma flecha 6 de 0 para v em (Qapm(sy);-

Qams) = o

...... .$.H.

Como a string tem comprimento /(S) = n > 3, existe € € S, tal que € # a e € # 3, tam-
bém dado que A[M(S)] é uma k-4lgebra string, entao nao existe mais uma flecha saindo de
0. Logo f. =0 narepresentacdo do A[M(S)]-médulo projetivo Py o qual é uma contradi¢ao
pois 7. # 0 em M(S) como A-m6dulo.

O
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Lema 2.14. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A =0, S = s,5+-- S, String
de comprimento L(S) = n > 3. Se existem duas fontes diferentes em S, entdo A[M(S)] ndo é

uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Suponhamos que A[M(S)] é uma k-4lgebra string e sejam v, # v, as duas
fontes distintas em S, pelo lema (2.13) podemos assumir que v; = u(0), v» = u(n) e que S

€ uma string da forma

ay a

S:= u(0) u) 2> 2 yn-1) <= u(n)

u(1)

onde v, # u(i) # v, para todo i € {1,2,...,n —2,n — 1} e pela observacao (2.2) item (2),
existem ao menos em (QA[M(S)])1 uma flecha 6 de 0 para v, e uma flecha 8 de 0 para v,.
Como A[M(S)] é uma k-algebra string, entdo o0 e  sdo as unicas flechas saindo de 0 logo
f«, = 0 na representacdo do A[M(S)]-médulo projetivo Py o qual é uma contradicdo pois
Ya, 70 em M(S) como A-mdédulo e rad (Py) = M(S).

Qams) = 0
/ \
...... yl?.T. ceeaen .TUZ ceeeen
1 2 n

Lema2.15. Sejam A=kQ/(p) uma k -dlgebra string comrad?A=0,S = s,5,--- S, string de
comprimento 1(S) = n > 3. Se existe s6 uma fonte em S, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra

string.

Demonstragdo: Suponhamos que A[M(S)] é uma k-élgebra string e seja v a tnica fonte
em S, pelo lema (2.13) temos que v = u(0) ou v = u(n) e que u(0) # u(n). Provemos que
no caso que v = u(0) vamos ter uma contradicao, pois o caso v = u(n) a demonstracao é
similar.

Suponhamos que v = u(0), logo S é uma string da forma

ay az as

S:= u(0) U(2) ——--ee

u(1)

onde v # u(i) paratodo i € {1,2,...,n — 1,n} e pela observacdo (2.2) item (2), existem
ao menos em (Qapsy), uma flecha 6 de 0 para v. Como v # u(2), entdo existe uma

flecha 8 de 0 para u(2) em (Qajm(sy),, do contrario tem-se f,, =0 = f,, na representacdo
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do A[M(S)]-médulo projetivo Py mas 74, # 0 € 7o, 7 0 em M(S) como A-mé6dulo, logo
rad (Py) Z M(S) o que é absurdo pois rad (Py) = M(S), assim existe uma flecha 8 de 0 para
u(2) em (Qapsy), € como A[M(S)] é uma k-algebra string, tem-se f,, =0 ou f,, =0 na
representacdo do A[M(S)]-médulo projetivo Py o qual é uma contradicdo pois 74, # 0 e
Yas 70 em M(S) como A-médulo e rad (Py) = M(S).

Qams) = 0

O
Com o que foi demonstrado anteriormente, agora estamos em condi¢Oes de provar
que quando fazemos uma extensdo por um ponto por um médulo string com string sem

lacos, nem flechas duplas, nem fontes a dlgebra estendida nao é uma algebra string.

Lema 2.16. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A =0, S = s,5+-- S, String
de comprimento [(S) = n > 3 sem fontes.

1. Seja n impar

(@) Ses,€Q,,entdol < E,,,)<2eparatodov €S, comv # u(n) temos que E, =2.

() Ses;' €Qy, entdol < E, ) <2 eparatodov €S, comv # u(0) temos que E, =2.
2. Seja n par

(@) Ses, €Q,,entdoE,=2 paratodov €S,.

(b) Se sfl €Q,entdol < Ey0)<2,1<Eym<2eparatodov €S, comu(0)#v #
u(n) temos que E, =2.

Demonstragao:

1. Provemos s6 o item (a) pois a prova do item (b) é similar. A string S é da forma

u(0) u(2) u(4) u(n—1)

N TN TN 2T Y

u(1) u@d et u(n)
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E facil ver que 1 < E,(,) < 2. Agora, para v €S, com v # u(n) como néo é fonte em S,
entdo existe uma flecha em S; chegando em v. Mas todos os vértices em S, distintos

de u(n) que chegam ao menos uma flecha de S, chegam duas. Portanto E, = 2.
2. Seja n par

(a) Astring S é da forma

u(0) u2) e u(n)
NN T N
u(l1) u(3) u(n—1)
Seja v €Sy, como v ndo é fonte em S, entdo existe uma flecha em S; chegando

em v. Mas todos os vértices em S, que chegam ao menos uma flecha de S;,

chegam duas. Portanto E, =2.

(b) Astring S é da forma

u(1) u(3) u(n—1)

VA

1(0) u2 e u(n)

E facil ver quel <E,p<2el=<E,pu <2. Agora, para cada v € S, com u(0) #
v # u(n), como v ndo é fonte em S, entdo existe uma flecha em S; chegando
em v. Mas todos os vértices em S, distintos de u(0) e u(n) que chegam ao

menos uma flecha de S;, chegam duas. Portanto E, =2.

|

Lema2.17. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra stringcomrad*?A=0,S = s15,-+-s, string de
comprimento [(S)=n >3 impar. Se S nao tem fontes, entdo A[M(S)] néao é uma k -dlgebra
string.

Demonstragdo: Suponhamos por absurdo que A[M(S)] é uma k-algebra string. Das ob-
servacoes (2.1) item (4) e (1.3) podemos considerar sem perda de generalidade a string S

daformaS=a,a;'a;z- a;ilan

a Ap—1

S:= u(0) u(l)<=2—u2)-= u(n—1)—= u(n)
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logo do item (1.a) do lema (2.16) temos que N(0, u(n))=1e N(0,v) =0, Yv # u(n) pois
nos vértices v € Sy com v # u(n) ja chegam duas flechas. Logo na representacao do
A[M(S)]-médulo B tem-se f,, =0 e portanto rad (Py) Z M(S) o qual contradiz a defini¢do

de extensdo por um ponto.

Qams) = 0

|

Lema 2.18. Sejam A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad?A =0, S = $,5,--$, String
de comprimento [(S) = n > 3 par. Se S ndo tem fontes, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra

string.

Demonstragdo: Do item (2.a) do lema (2.16) e da defini¢do de extensao por um ponto tem-
se claramente que se s; € Q;, entdo A[M(S)] ndo é uma k-4algebra string. Agora vejamos
se s;' €Q,, entdo A[M(S)] ndo é uma k-élgebra string, para isto suponhamos por absurdo
que A[M(S)] é uma k-élgebra string. Das observacoes (2.1) item (3), tem-se que S é da
forma

a

S:= u(0) u(l) 2= y2) <2 . <& y(n-1) -2 u(n)

Além disso, do item (2.b) do lema (2.16) temos que 1 < E(p) < 2, 1 < E,(,) < 2 e para todo
v eS8y com u(0) # v # u(n) temos que E, =2. Assim 316 : 0 — u(0) ou !B : 0 — u(n)
em (Qapmsy),» logo tem-se respectivamente na representacao do A[M(S)]-médulo Py que
fa, =00u f,, =0 e portanto rad (P) Z M(S).

|

Proposicdo 2.19. Sejam A=kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*?A=0. SeS=s15--- Sp

string de comprimento 1(S) = n > 3, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Se S tem lacos do lema (2.11) segue o resultado. Se S tem fonte o resultado
segue dos lemas (2.14) e (2.15). Agora se S é uma strings sem lacos, nem fontes, entdo o
resultado segue dos lemas (2.17) e (2.18).

O
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2.5 Extensao por um ponto por mdédulo band

Observacdo 2.3. Sejam A = kQ/(p) string com rad?A=0e S=$,5,...5,-15S, € #’ uma
band.

1. Pela definicdo de band (ver (1.2)), S é uma string.

2. Do item (1) da observacao (2.1) tem-se

$i€Q1 <= s, €Q:.

3. Como pela definicao de band S? € #/, entao
s1€EQ <=s,'€Q,

ou
sT eQre=s,€Q..

4. Dos itens anteriores tem-se que S é da forma S = alaz_lay--an_la;l ou da forma

S=a]'aaz' -, @y, isto é, é da forma

az

S:= u(0) —== u(1) u@) L. L yn-1) <= u(n)

ou

a3

S:= u(0)<— u(1) —2= u(2) O u(n—1)—2- u(n)

onde a; €Q, parai€{l,2,3,...,n—1,n}.
5. E claro que n é par

6. Como para estudar a extensdao por um ponto precisamos do mdodulo, entdo pela

observacao (1.6) em diante consideraremos a band S da forma

S:= u(0) 2= u(1) <2 u2) == 2L yn-1)<= u(n)

7. Como na representacdo do médulo band precisamos de um k-espaco vetorial Z e
um automorfismo ¢ € Aut(Z). Entao pela observacao (1.7) em diante considere-
mos o k-espaco vetorial Z = k™ com n € Z e o automorfismo ) € Aut(Z) dado pelos

blocos de Jordan.
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Lema 2.20. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad >A = 0 e S uma band de

comprimento L(S) =2, com a notagdo acima

1. SeZ =k, entdo A[M(S,y)] é uma k -dlgebra string se, e somente se, existe no maximo

uma flecha yu € Q, tal que e(u) = s(ay).
2. SeZ=k" comn > 2, entdo A[M(S,y)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Da observagao (2.3) aband é da forma S= a0, ",

portanto da construcdao do médulo band tem-se
M(S,Y)say=2Zo=k", M(S,Y)eay=2Z1=k", e M(S,y), =0,YveQy, s(a;)#v#e(a)

Ya,: Zy — 7 Yo, =1z
Yar - ZO I Zl 7/012:’(/)_1

Yu=0, YueQ:, ai#u#a,

Assim, obtemos a representacao do A-mddulo string M(S,y)

portanto, a representacdao do A-mdédulo rad (M(S,))) é
rad (M(S,))) = -+ e

Da proposicido (1.2) tem-se que N(0,s(a;))=n e N(0,v)=0, Vv € Qy, v # s(a;) portanto
tem-se que se n > 2, entdo A[M(S, )] ndo é uma k-algebra string.
(i) Se n =1 é claro que yY(x) = Ax, para algum A € k. Portanto temos a k-algebra

A[M(S’ l/))] = kQA[M(S,l,U)]/ (P/>, onde

Qams,y = 0
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e p’=pUfA ! Bay — Ba}. Agora, consideremos a k-algebra kQaps,y/ (p”), onde

p”=pU{Pay}eoisomorfismo de k-algebras

[+ kQamasyn/ (') — kQamasyn/(P”)

dado por f(e,):="e,, onde e, é o idempotente associado ao vértice v € (QA[M(S,@])O

e para cada flecha 6 € (QA[M(S,I,ZJ)]) .

f(g) :: { 5 se 0 # o

Alai—ay; sed=a,

Claramente, kQams,y)/(p”) é uma k-algebra string se, e somente se, existe no
maximo uma flecha y € Q; tal que e(u) = s(a;). Portanto, podemos concluir que
kQuapmes,yn/ (p’) € uma k-dlgebra string se, e somente se, existe no maximo uma
flecha u € Q; tal que e(u) = s(ay).

(ii) Se n =2, suponhamos por absurdo que A[M(S, )] é uma k-algebra string.

Qam(s,yy = 0

Sem perda de generalidade assumamos 6@, = 0= ffa;, portanto dimy (Im(f,,)) =1,
mas dimy (Im(y4,)) = dimg (Im (y~1)) = 2 e assim tem-se rad (Py) Z M(S,y’) o qual
contradiz a defini¢do de extensdo por um ponto.

|

Lema 2.21. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad >?A = 0, S uma band de
comprimento [(S)=n > 4. Se existe um laco a € Sy, entdo A[M(S, )] ndo é uma k -dlgebra

string.

Demonstragdo: Seja i €{0,1,2,...,n} tal que s(s;) = e(s;), logo o subquiver Qs de Q dada
pela string é das seguintes formas:

(l)Q:: ...... e— >0,

coms(B)#e(B),ondes,=a,s, =B lous,1=8,s,=a .
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(i) Qi= oo o Pl T el
com e(y) # s(a) # e(f), onde s;-1 = B, si=a™', s =rousi =717, s =aq,

sii=p""

E claro que N(0, s(a)) # 0 do contrario na representacdo do A[M(S,v)]-médulo By, tem-se
f« = 0 0 qual contradiz o fato que rad (P) = M(S,)). Assim nos dois casos temos que
E) = 3 e portanto A[M(S,y)] ndo é uma k-4lgebra string.

O

Lema 2.22. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad ?A = 0, S uma band de
comprimento [(S) = n > 4. Se existem o, € S; tais que a # B, s(a) = s(pB) e e(a) = e(p),
entdo A[M(S,y)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Primeiramente podemos afirmar que nao existem flechas o € S, tal que
a#0 # 3 come(0)=-e(a)oue(d)=s(a) pois em e(a) ja terminam duas flechas e caso
exista uma flecha 0 € S; com a # 0 # f e e(0) = s(a) entdo 6a = 0= 06p, logo 0 ¢ S;.
Portanto S; = {a, B} e neste caso A[M(S, )] ndo é uma k-algebra string.

O

Observacdo 2.4. Sejam A = kQ/(p) uma k-dlgebra string com rad?A =0, S uma band e

v € Sy uma fonte em S.

1. Como (rad (M(S,y))) e, =0, entdo pela proposigao (1.2) tem-se

N(0,v)=dim(M(S,y)e,)=n|I,| #0.

2. Do item anterior temos que se A[M(S,y)] for uma k-algebra string, entdo n <2 e

existem no maximo duas fontes em S.

Lema 2.23. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad >A = 0, S uma band de
comprimento [(S) = n > 4. Se existe uma fonte v em S, entdo A[M(S,y)] ndo é uma k-

dlgebra string.

Demonstragdo: Suponhamos que A[M(S,1))] é uma k-algebra string. Dado que S é uma
band, entao existem a, 8 € S; tais que a # 3, s(a) = v = s(f), pelo lema (2.22) podemos
afirmar que e(a) # e(f) e pela observacdo (2.4) item (1), existe ao menos uma flecha ¢ de
0 para v. Como a dlgebra é string, entdo 6a =0 o0u 0 8 =0. Se 6 for a inica flecha de 0 para

vem (QA[ M(S,w)]) | entao na representagao do A[M(S, y)]-mo6dulo projetivo P, tem-se que
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fa=0o0u fg=0,masy,#0eysg#0em M(S, ) como A-modulo, logo rad (Py) # M(S) e

portanto existe mais uma flecha u de 0 para v em (Qapm(sy);-

Qams) = o

...... o< o —>o
a

Como a string tem comprimento [(S) = n > 4, existe € € S tal que € # a e € # 3, também
dado que A[M(S, )] é uma k-dlgebra string, entdo ndo existe mais uma flecha saindo de 0.
Logo f. =0narepresentacdo do A[M(S, y)]-mdbdulo projetivo Py o qual é uma contradicao
pois 7. #0 em M(S,y) como A-médulo.

O

Lema 2.24. Sejam A = kQ/{(p) uma k-dlgebra string com rad >A = 0, S uma band de

comprimento [(S)= n > 4. Se ndo existem fontesem S, entdo E, =2,Vv €8§;.

Demonstracdo: A band S é da forma

1(0) w2 e u(n)

NN o T

u(1) u(3) u(n—1)

Seja v € Sy, como v nao é fonte em S, entdo existe uma flecha em S; chegando em v. Mas
todos os vértices em S, que chegam ao menos uma flecha de S;, chegam duas. Portanto
E,=2.

O

Lema 2.25. Sejam A = kQ/{(p) uma k-dlgebra string com rad >A = 0, S uma band de
comprimento [(S) = n > 4. Se ndo existem fontes em S, entdo A[M(S, )] ndo é uma k -dl-

gebra string.

Demonstragdo: Do lema (2.24) e da definicdo de extensdo por um ponto tem-se clara-
mente que A[M(S)] ndo é uma k-4lgebra string.
O

Proposicdo 2.26. Sejam A=kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A=0 e S uma band,

com a notagao da observacao (2.3) tem-se
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1. Sel(S)=2, entdo:

(a) Se Z = k, entdo A[M(S,)] é uma k-dlgebra string se, e somente se, existe no

mdximo uma flecha u € Q tal que e(u) = s(a;).

(b) SeZ=k" comn > 2, entdo A[M(S, )] ndo é uma k -dlgebra string.
2. Sel(S)>4, entdo A[M(S,y)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: Se 1(S) = 2, entdo do lema (2.20). Se S tem lacos do lema (2.21) segue o
resultado. Se S tem fonte o resultado segue do lema (2.23). Agora se S é uma band sem
lacos, nem fontes, entdo o resultado segue do lema (2.25).

O

2.6 Teoremas Principais

Teorema 2.27. Seja A= kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A=0. Se S é uma string

1. A[S;] é uma k -dlgebra string se, e somente se, existe no mdximo uma flecha chegando

no vértice i. Onde S; é o simples associado ao vérticei € Q.

2. A[M(a)] é uma k -dlgebra string se, e somente se, existe no mdximo uma flecha y € Q,

tal que e(u) = s(a). Onde a € Q;.
3. Sel(S)>2, entdo A[M(S)] ndo é uma k -dlgebra string.

Demonstragdo: O item (1) segue do proposicao (2.1), o item (2) segue do corolario (2.5) e
o item (3) segue do corolario (2.10) e a proposicao (2.19).
O

Teorema 2.28. Sejam A = kQ/(p) uma k-dlgebra string com rad?A =0 e S uma band,
com a notacao da observacao (2.3) tem-se

1. Sel(S)=2, entdo:

(@) SeZ = k, entdo A[M(S,))] é uma k-dlgebra string se, e somente se, existe no

mdximo uma flecha u € Q tal que e(u) = s(a;).

(b) SeZ =k" comn > 2, entdo A[M(S, )] ndo é uma k -dlgebra string.

2. Sel(S)>4, entdo A[M(S,)] nédo é uma k -dlgebra string.
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Demonstragdo: Tmediato da proposicao (2.26).
O

Os teoremas (2.27) e (2.28) caracterizam completamente quais sao os médulos em que
€ possivel fazer uma extensdo por um ponto de 4lgebras string de radical quadrado zero, e
cuja extensao ainda seja string. Para facilitar a notacao do capitulo seguinte, introduzimos

a seguir uma definicao neste sentido.

Definicdo 2.3. Seja A = kQa/{p) uma k-dlgebra string com rad >A = 0. Definamos o

seguinte conjunto

Y:={Me€indA| A[M] é uma k — dlgebra string}.



Capitulo 3

Algebras Heredit4rias por Partes

Neste capitulo, pretendemos abordar o seguinte problema:

Problema 3.1. Seja A uma k -dlgebra string com rad*A =0 e M €X. Se A é hereditdria por

partes, entdo A[M] é hereditdria por partes?

Daremos a seguir referéncias bibliograficas e alguns conceitos necessarios para a abor-
dagem deste problema. Usaremos a seguinte notacdo: ./ ~ % para dizer que ./ e ¢
sdo categorias triangularmente equivalentes. Para maiores informacoes sobre categorias
derivadas, citamos [Gri87], [Hap88] e [Mon10]. Uma k-categoria .</ é dita Hereditéria se
Exf(—,—) =0, e entdo Ext"(—,—)=0 para todo n > 2. Uma k-algebra de dimensao finita A
é dita Hereditdria por Partes se D?(A) ~ D?(¢), onde 5 é uma k-categoria hereditaria.

Neste capitulo usaremos o conceito de quiver gradudvel (ver definicao (4.5)).

3.1 Extensao por um ponto por mdédulo simples

Nesta secao, apresentamos uma resposta para o Problema (3.1) quando a extensao por um
ponto seja por médulo simples, esta resposta estd descrita no teorema a seguir. Note que
ndo é necessdrio neste caso que a dlgebra seja string. Porém, é necessario uma condicao

sobre o nimero de flechas chegando no vértice que estd associado ao simples da extensao.

Teorema 3.1. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra com rad?A =0 e x € Qy. Entdo, A é

hereditdria por partes se, e somente se, A[S,] é hereditdria por partes.

Demonstragao: Como A[S,] = kQus,;/ {p’) com p’=pUfaf /B €Q,, s(f)=x}, onde a
é a nova e tnica flecha obtiva ao fazer a extensao por um ponto. Assim rad ?(A[Sy])=0e

portanto temos pela defini¢do (4.5) que Q € gradudvel se, e somente se, Q,s,] € graduavel.

57
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E do teorema (4.5) obtemos que A é hereditéria por partes se, e somente se, A[S,] é heredi-
taria por partes.

O

Na secao seguinte, continuaremos tratando do Problema (3.1), porém para um caso

particular de dlgebras string, isto €, as dlgebras de Nakayama.

3.2 O caso das Algebras de Nakayama

Para abordagem do nosso problema, necessitamos unicamente da seguinte caracteriza-
cdo do quiver ordindrio desta classe de dlgebras. No teorema (1.3) temos que A é uma
dlgebra de Nakayama se, e somente se, seu quiver ordindrio Q4 é de uma das seguintes

formas:

(N1) 1 2 3 n—-1<—mn

(N2) n/o%\
o o2

/ \
\ /

[e] [¢)
S~ L,
Um estudo mais detalhado desta classe de dlgebras esta em [ASS06].
Dado que o quiver do caso (N2) ndo é gradudvel, entao pelo teorema (4.5) temos que a
k-élgebra A=kQ/ (p) com rad?A =0, onde Q é um quiver do tipo (N2), ndo é hereditaria
por partes. Nesta secao demonstraremos que se Q € um quiver do tipo (N1) e M € ¥, entao
A[M] é hereditéria por partes.

Para este proposito usaremos fortemente da defini¢do e do lema a seguir:
Definicao 3.1. Seja A um k-dlgebra. Uma A-médulo T é dito inclinante se satisfaz:
(T1) dpT<1.

(T2) Ext\(T,T)=0.
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(T3) Existe uma sequéncia exata curta de A-modulos

0 A T T” 0
ondeT'  T"€addT.

Teorema 3.2. Um A-mddulo T é inclinante se, e somente se, Hom(T,7T)=0 e T satisfaz
(T3).

Demonstragdo: Ver o lema (3.1) do livro [ACPV08] (p. 37).

Notacéo 3.1. Seja A(n):=kA,/(p) a k-algebra dado pelo quiver

ay az as Ap-2

Api=1 2 3 n—-1<-‘n,

comp ={a;n1a;/i=1,2,...,n—3,n—2}. Denotemos por A(n,7):=A(n)[M(a;-1)], isto é,
A(n,i)=kQawm,n/ (p), com

Qi) = i’

i-1 [24] Qijt+1 An—2 An-1

1 2<% 3 L Ay N PR i+1 n—1<"pn

Lembremos que M (a;_1) é

M(ai-1):=0 0 0 0 k k 0 0 0.

Observe que A(n) é uma k-algebra string com rad?(A(n)) =0, a qual é hereditaria por
partes do tipo A, (ver [HS10]) e pelo teorema (2.27) a k-algebra A(n, i) é string. Vejamos
agora que A(n, 1) é hereditdria por partes.

Para provarmos este resultado, faremos alguns lemas para facilitar a exposicao da prova.
A dificuldade das provas dos lemas estdo nos aspectos combinatérios distintos do quiver
de Auslander-Reiten de cada uma das 4lgebras que tomamos. Os Lemas (3.3), (3.4) e (3.5)

permitirdo concluir que:
D" (A(n, i)~ D" (A(n,j)), Vi,j€{1,2,...,n—1,n}.

Lema 3.3. D?(A(n,1))~ DP(A(n,2)).
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Demonstragdo: Como A(n,1)=kQan,1)/ (P ), com o quiver Qu(, 1

i.ﬂ
a az as Ap—2 Qp-1

1 2 3 n-—1

ep=1{a;na;/i=1,2,...,n—3,n—2}, entdo o quiver de Auslander-Reiten é

TN

Consideremos o A(n,1)-médulo

n
T:Py@ll@ll/@@l)i

i=3

o qual pelo teorema (3.2) é um A(n, 1)-mdédulo inclinante. Agora, do quiver de Auslander-

Reiten temos o caminho de morfismo irredutiveis

I

|

Pl/\ Il\ /PS\ /P4 /“.\ Pn_l /Pn

~ > > — ~ —

Onde as compostas continuas da linha de abaixo sdo nulas. Assim obtemos que End(T) é

a k-algebra dada pelo quiver

QEnacr) == 2/

lg
ﬁl 2 ﬂZ ﬁi . ﬁn72 ﬁn—l n
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e asrelacoes ;118 =0Vi=1,2,...,n—3,n —2, isto implica que End(T) = A(n, 2).
Portanto, como T é inclinante entdo de [Hap88] (p. 113) concluimos

D?(A(n,1))~ D" (End(T))= D? (A(n,2)).

Lema 3.4. D?(A(n,2))~ DP(A(n,3)).

Demonstragao: Como A(n,2) = kQn2)/{p), com

Qa2 = 2/

lu
a3 Ap—1
2

a Ap-2

3 n—1 n

a

1

ep=1{a;na;/i=1,2,...,n—3,n—2}, entdo o quiver de Auslander-Reiten é

NS |
NSNS N
S . N\

Consideremos o A(n,2)-moédulo

n
T:P1®P2/®Iz@12/@@Pi
i=4
o qual pelo teorema (3.2) é um A(n,2)-mddulo inclinante. Agora, do quiver de Auslander-

Reiten temos o caminho de morfismos irredutiveis

I
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Onde as compostas continuas da linha de abaixo sdao nulas. Assim obtemos que End(T) é

a k-algebra dada pelo quiver

QEna(r) = 3

o
1 A 5 B2 i Bs Bn—2 Bn-1

e asrelacoes 3,118 =0Vi=1,2,...,n —3,n —2, isto implica que End(T)= A(n, 3).

Portanto, como T é inclinante entao de [Hap88] (p. 113) concluimos

D?(A(n,2))~ D" (End(T))= D? (A(n,3)).

O
Lema 3.5. DY (A(n,i))~D"?(A(n,i+1)), Vi=3,4,...,n—1.
Demonstragdo: Como A(n,i)=kQuwu,»/{p), com
Qamn,iy = i’
iu

1 a) 2 az 3 as Qij-2 i—l Qaj—1 l a; i+1 QAj+1 Ap—2 n—1 Ap-1 n

ep=1{a;na;/i=1,2,...,n—3,n—2}, entdo o quiver de Auslander-Reiten é
Py P2 e
O-—————- O-——--- O-————-—- o- - -

“...x____o _______ O——————— O—————/I,-\

Pi—z/ \Pi—l/ O—-—----- 1y
Consideremos o A(n, i)-moédulo

i—1 n

rT=PrereoLol;o P A
k=1 k=i+2
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o qual pelo teorema (3.2) é um A(n,2)-moédulo inclinante. Agora, do quiver de Auslander-

Reiten temos o caminho de morfismos irredutiveis

------ Pg—>Py—=P—=Pr——> I —> Py —= Pyg —> Py ——= oo

Onde as compostas continuas da linha de abaixo sdo nulas. Assim obtemos que End(T) é

a k-algebra dada pelo quiver

QEna(r) = (i+1y
ia
1 B 5 B 3 Bs Bi-2 i1 Bi-1 i Bi it1 Bi+1 Bn—2 n—1 Bn—1 n

com as relacoes ;118 =0Vi=1,2,...,n —3,n —2, isto implica que End(T)=A(n,i+1).

Portanto, como T é inclinante entdo de [Hap88] (p. 113) concluimos

DY (A(n,i))~ D" (End(T))= D" (A(n,i+1)).

Proposicdo 3.6. D’ (A(n,i))~ D" (A(n,j)), Vi,j€{1,2,...,n—1,n}.

Demonstragdo: Segue dos lemas (3.3), (3.4) e (3.5).
O

Observacao 3.1. Pelo teorema (3.1) temos que A(n, 1) = A(n)[S;] é hereditaria por partes
e da proposicdo (3.6) podemos concluir que A(n, i) é hereditaria por partes, para todo
i€efl,2,...,n—1,n}.

A seguir demonstraremos que Vi € {1,2,...,n—1, n}, A(n, 1) é hereditéria por partes do

tipo Ap41.

Notagdo 3.2. Seja i € {2,3,...,n — 1,n}. Denotemos por B; a k-algebra B; := kQp,/{(p)

dada pelo quiver

QBl' = i/

a) az a3 ai-2 ai-1 [24] . Qi+l An-2 Ap-1
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comp ={aynar/ k=i—-1,i,...,n—3,n—2}.

Lema 3.7. Para toda k-dlgebra B;, existe um B;-médulo inclinante T; tal que End(T;) =
Biy1.

Demonstracdo: Como o quiver de Auslander-Reiten de B; é

O — — — O — — — O O = — — — — 0— — — — — I;

NN NN
S

AV

O = o 0D iy Iii i

\ 7

o— — —o0o————13

\/\/

o———-1

NS
I

entao o B;-moédulo

k=1 i1
é um B;-mddulo inclinante do teorema (3.2). Além disso do quiver de Auslander-Reiten

temos o caminho de morfismos irredutiveis

I
Py T
I Iy — e Ii Ii B Ii — i livp —>ooii—> Iy o —> I

Onde as linhas tracejadas significam que a composta dos dois morfismos é nula. Assim
obtemos que End(T;) = Bj.;.
O

Teorema 3.8. A(n, i) é hereditdria por partes do tipo A1, Vi€ {1,2,...,n—1,n}.



Capitulo 3. Algebras Hereditarias por Partes 65

Demonstragdo: Pela proposicdo (3.6) basta demonstrar que A(n, 2) é hereditaria por partes
do tipo kA,+,. E claro que B, = A(n,2) = kQu,2/ (p), onde

Qa2 = 2/

iﬁ

ep ={aina;/i=12,..,n—-3n—2} Logo pelolema (3.7) temos que existe um B;-

a)

1

modulo inclinante 7; tal que End(T,) = Bs, onde Bs é a k-algebra dada pelo quiver

Qp, = 3

iu

com @y =0, Vk=2,3,...,n—3,n—2. Logo de [Hap88] (p. 113) concluimos

a3 An-2 ap—1

D" (A(n,2))~ D" (End(T)) = D" (Bs).

Similarmente, do lema (3.7) existe um B;-moédulo inclinante T tal que End(T;) = B,, onde

B, é a k-4lgebra dada pelo quiver

com a1 =0, Vk=3,4,...,n—3,n—2 e de [Hap88] (p. 113) tem-se
D’ (A(n,2))=~ D" (Bs)~ D" (End(T3)) = D (By).
Continuando assim recursivamente, temos que
D’ (A(n,2))~ D" (By)
onde B, é a k-4lgebra sem relacoes da pelo quiver

QBs = n’

lu
[231 az as An-2 ap-1
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e portanto concluimos que

D"(A(n,2))=~ D" (B,)= D" (kAn11).

3.3 Deslocamento da Extensao por um Ponto

Na secao anterior, vimos que no caso (N1), ao fazer a extensdo por um ponto pelo médulo
M(a;-;), acrescentamos no quiver ordindrio Q da dlgebra A uma nova flecha chegando no
vértice i. Por abuso de linguagem, diremos que fizemos uma extensdao por um ponto no
vértice i. Com isso, podemos entao dizer que o resultado da secdo anterior, mostra que
nas dlgebras do tipo (N1) como radical quadrado zero nao importa onde se faz a extensao
por um ponto, as dlgebras obtidas a partir da extensao por um ponto, sdo derivadamente
equivalentes. Nesta secao veremos uma generalizacdo da proposicao (3.6).

Para a demonstracao do seguinte lema usaremos a técnicas combinatorias apresentadas
por Butler e Ringel em [BR87], junto com a notagdo apresentada por Rogerio em [Pic10]
(p. 31—34).

Lema 3.9. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A =0 e a, 8 € Q, tais que
s(a)=-e(pB) es(a) # e(a). Suponhamos que ndéo existe 6 € Q, tal que d # a, s(0) = s(a) e nédo
existe 0 € Q, tal que 6 # 3, s(6) = s(fB), entdo Ty = Pyp) e Tl = Ssa) em mod(A[M(a)]).
Onde 0 é o novo vértice obtido ao fazer a extensdo por um ponto de A por M(a).

Demonstragdo: Seja p a tnica flecha de 0 para s(a) ao fazer a extensdo por um ponto (ver
(2.5))

Qam(a) == 0

Construamos a sequéncia de Auslander-Reiten induzida pela flecha u. Consideremos a
string

eouf

a qual comeca num abismo e termina num cume, logo a sequéncia de Auslander-Reiten
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induzida pela flecha u em mod(A[M(a)]) é
0—=M(™")——=MWup™")——M(€) —0

e como Iy = M(€y), entdo 171y = M(B~1) = Pyp).
Agora, para demonstrar que 7 I4) = Ss(4), coOnstruamos a sequéncia de Auslander-Reiten
comec¢ando no moédulo string M(S), onde S = €4(,). Claramente S ndo comec¢a num cume

€ nao termina num cume, logo temos
pS=uS=y, Sp=Sp'=F" e WSp=up™"
finalmente temos a sequéncia de Auslander-Reiten
0 ——> M(S) — M(nS)® M(Sp) — M(nSp) —>0

e como I = M(,Sp) = M(uB1), entao 7y = M(S) = M(€5a) = Ss(a)-
O

Com as mesmas hipéteses do lema anterior demonstraremos que podemos deslocar a

extensao por um ponto e a estrategia para isto € usar o fato que o A[M(a)]-mé6dulo

T=PP oLy

xeN

em que Q := (Qamay), — {s(a), s(B)} é inclinante. O seguinte lema nos permite afirmar
que
HomA[M(a)] (T, T T) =0.

Lema 3.10. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*?A =0 e a, 3 € Q, tais que
s(a) =e(B) e s(a) # e(a). Suponhamos que ndo existe 6 € Q, tal que 6 # a, s(0) =s(a) e
ndo existe 0 € Q, tal que 6 # f3, s(0) = s(B), entdo

1. Hompma) (P, T1p) =0, para todo x € (Qapmay) o — 15(a), s(B)}.

2. Homapm) (P, TIs@) =0, para todo x € (Qapmay),, — 15(), s(B)}.
3. Homumay (1o, T1p) = 0.

4. Homapmay (Lo, 7 Is(e)) = 0.

5. Homamay (Is(@), 71o) =0.
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6. HomA[M(a)] (Is(a)’TIS(a)) =0.

Demonstragao:

1. Sejax € (Qamay), — {s(), s(B)} e suponhamos que existe

0% f € Homaguay (P, T1o) = Homapray (Per Pus) )

dado que a incluséo i : rad (Pyp)—— Ps;s) € um pogo e que f ndo é epi que cinde

(pois P, Pyp)sdo indecomponiveis ndo isomorfos), entdo existe g : P, — rad (Py))

talque f=ig
e Px
3 -
S lf
A
rad (Pyp)—— Pup)

Olhemos g = (g.) ), COMO um morfismo de representagoes de moédulos,
@lJo

UG(QA[M
logo como rad (Pys)) = Ss(a), €ntdo para v € (Qam)), cOm v # s(a) tem-se g, = 0.
Agora como € claro que na representa¢ao do A[M(a)]-mo6dulo P, temos (Py)4) =0
se x # 0, entdo g =0 quando x # 0. Mas, no caso que x =0 temos pela flecha u o

diagrama comutativo

k= (PO)O ! (PO)s(a) =k

0 l \L 8s(a)

0= (md PS(/’))O — (md Ps(ﬁ))s(a) =k

em que u € a unica flecha em Qan(q) de 0 para o vértice s(a) apos fazer a extensao
por um ponto de A por M(a). Portanto, se x =0 tem-se g ) = 0. Da anteriormente

provado temos que g =0 e portanto f =ig =0 (Absurdo).

2. Seja x € (Qamay), — {5(), s(B)} e suponhamos

I = (0) ve(Qunnia), € HOMAM(@) (Pe> TIs() = HOMAps() (P Ss@) -

E claro que para v € (Qapmy), com v # s(a) tem-se f, = 0, similarmente ao item

anterior temos que fy) =0, portanto f =0.

3. Seja 0 # f € Homama) (1o, 71o), como Sy = I € simples, entdo f € monomorfismo e

como além disso f # 0 e I, € injetivo, entdo f € mono que cinde e portanto [, € um
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somando direto de 71;, mas como 7, é indecomponivel, entdo I, = 7 I, e pelo lema

(3.9) tem-se que I, = Py 0 qual € absurdo, portanto Homap(ay (1o, T1o) = 0.
4. Similarmente ao item anterior obtemos que Homa(q) (1o, 7 Is)) = 0.

5. Suponhamos que existe 0 # f € Homaa) (Lsiay T Io) = HOMapi(a) (Is(a),Ps(ﬂ)). Dado
que a inclusdo i : rad (Pyp))— Pyp) é um poco e que f ndo é epi que cinde (pois
Is«), Pyp) sdo indecomponiveis ndo isomorfos), entdo existe g : Iy, — rad (Psg))

talque f=ig

rad (Py)—— Psp)

olhemos g = (g,) ;), como um morfismo de representacoes de mddulos, logo

UG(QA[M(a
como rad (Pyp)) = Ss(), entdo para v € (Qam)), com v # s(a) tem-se g, =0, e

similarmente como no item (1) tem-se g = 0. Assim temos que g =0 e portanto
f=ig=0.

6. Suponhamos que existe 0 # f € Homapmay (Lsiay T Is) = HoMapmay (Is) Ssa))» €
claro que f é sobrejetor e que portanto f ndo é mono que cinde. Agora, como a
projecdo 1 : Isq) — Isw)/s0c(Isa)) =So® Ssp) € um morfismo fonte, entdo existe

8:S0®Ssp) — Sy tal que f=gm
L) —— Isw)/s0¢ (Is(a)
fl 7

Ss(a)

assim g = [g1 gg], onde g1 € HomA[M(a)] (SO’Ss(a)) e g € HomA[M(a)] (Ss(ﬁ),Ss(a)) e
como Sy, Sya), Ss(p) sao simples nao isomorfos, entdo g; =0 = g, e portanto g =0, 0

qual implica que f = g7 =0 (Absurdo).
O

Teorema 3.11. Sejam A = kQ/{p) uma k-dlgebra string com rad*A =0 ea,f € Q, tais

que s(a) = e(f). Suponhamos que
1. Ndo existe 6 € Q, tal que o # a, s(6)=s(a),

2. Nao existed € Q; tal que 6 # a, e(0) =e(a),
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3. Nao existedo € Q, tal que 6 # 3, s(6) = s(B),

entdo DY(A[M(a)]) ~ DP(A[M(B))).

Demonstragdo: Consideremos o A[M(a)]-m6dulo

T:= @Px @ Iy @ L),

xeN

onde Q:= (Qamay), — {s(@), s(B)}. Vejamos que T é um A[M(a)]-mddulo inclinante. Para

isto provemos as seguintes afirmacdes (ver teorema (3.2)):

(i) Paratodo A[M(a)]-mdédulo projetivo P indecomponivel, existe uma sequéncia exata
curta

0—P—T —T"—0
comT',T"e€addT.
(ii) HOWIA[M(Q)] (T, T T) =0.

(i) E claro que para P, com x € 2 existe a sequéncia exata curta

E por outro lado temos as sequéncia exata curtas

0 Pyo)© b0 Iy 0.

0 Pyp)C Isa) Iy 0

(ii) HomA[M(a)] (T,tT)= HomA[M(a)] (T, T (®xeﬂ Pl Is(a))) = HomA[M(a)] (T, Tl ® TIS(a)),

assim temos

Homupay (T,7T) = @D Homapay (P, 7 10) ® @D Homaay (P 7 L) ©

xeN xeN

@HOI’I’LA[M(&)] (I(), TI()) (&) HomA[M(a)] (I(), Tls(a)) (&)

©Homap(ay (Is(a), T 1o) ® Homapay (Is(a) T lsa)) -

e do lema (3.10) temos que Homapma) (1,7 T)=0. Portanto T é um A[M(a)]-mddulo

inclinante.
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Por outro lado temos que o quiver de Auslander-Reiten de A é da forma

['(A)=
Psta) = Te(a) s(p) = Ls
e(u) -------------------- S R —
I I

Figura 3.1: Quiver de A-R de A.

onde I';, I'; sdo as respestivas componentes a esquerda e direita do quiver incluindo os

respectivos simples. Além disso, o quiver de Auslander-Reiten de A[M(a)] é da forma

Po=Ilea)
T(AIM(a)]):= / \
N —— L1 — Ssm) I,
\
Se(c'-) -------------------- SS(O:) -------------------- [S(u)
r \ / \

Figura 3.2: Quiver de A-R de A[M(a)].

onde I'}, I} sdo as respestivas componentes a esquerda e direita do quiver incluindo os
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respectivos simples. Reparemos que

Homy (M((Z), PS(a))
Homy (M(a), Ss())
Homy, (M(a),N)

0
0
0 ,VNeTI Ul pois Nyq =0

RSN

Portanto do corolario (1.7) do livro [SS07] (p. 12) temos I, =1', I, =T, e que a sequéncia
de Auslander-Reiten 0 — S,(4) — Ps(q) — Ss(«y — 0 em modA também é uma sequéncia
de Auslander-Reiten em mod(A[M(«)]), sob a imersao estandar.

Agora, dado que 0 A[M(a)]-m6dulo inclinante é

T:= @Px @ Iy @ L),

xeN

onde Q := (Qamay), — {s(a), s(B)}, entdo para cada x € Q tem-se que P, € I'; UT,, logo
temos o caminho de morfismos irredutiveis em mod(A[M(a)])

Iy

e portanto podemos concluir que End(T) = A[M(B)] e como T é inclinante entdo de

[Hap88] (p. 113) concluimos

D" (A[M(a)]) ~ D* (End(T))= D" (AIM(B)))..

3.4 Outra estratégia para resolver o problema principal

Na duas primeiras secoes vimos que o problema (3.1) tem resposta afirmativa para o caso
em que fazemos a extensdo por um moédulo simples de uma 4lgebra qualquer com radi-
cal quadrado zero, ou para as algebras de Nakayama. Estes casos foram mais simples de
serem tratados com a ferramenta de fazer o deslocamento da extensdo. A forma como re-
solvemos o problema foi fazendo o "deslocamento"do local onde era feita a extensdo por
um ponto. Porém, este caminho aponta para um nivel de dificuldade muito alto, como
pode se notar pela combinatéria do problema.

Nesta secao apresentaremos alguns resultados de Bautista e Liu que permitem abordar
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nosso problema com uma outra ferramenta e desta forma, evitar o tipo de combinatéria
apresentada nas secoes anteriores. Com esta ferramenta teremos uma resposta parcial

para nosso problema no caso das dlgebras Gentle.

Definicao 3.2. Seja Q um quiver. Dizemos que um caminho p = a1 ...a, é um caminho
reto se para todo i €{2,3,...,n} ndo existe B € Q, tal que 3 # a; com s(a;) = s(B).

Dizemos que um caminho reto p tem comprimento maximal se e(p) é um pocgo.

Definicao 3.3. Seja Q um quiverep = a,a;...a, um caminho. Definamos o kQ-méddulo

N, cuja representagao esta dada por: Para cada x € Q, temos

N, ()= {k sex sl stea)..slan), elan)}
0’ C.C

e para cada a € Q,
lp, seo €{ay, d,...0h—1,Qn}

N,(8):= {

0, c.C

Dada duas algebras derivadamente equivalentes, é possivel fazer extensdes por um
ponto de ambas, mantendo a equivaléncia derivada sob determinadas condicdes sobre
os modulos envolvidos na extensao. Este problema foi estudado por Barot e Lenzing em

[BLO3]. Utilizaremos este resultado e por isso apresentamos a seguir.

Teorema 3.12. Sejam A, B duas dlgebras sobre um anel comutativo R com unidade, M €
ModA e N € ModB. Para qualquer equivaléncia triangulada ® : D*(A) — D?(B) tal que
®(M)= N, existe uma equivaléncia triangulada ® : D*(A[M]) — DP(B[N]).

Demonstragdo: Ver [BLO3] (p. 4).
O

Observemos que se uma k-algebra A é hereditéria por partes existe uma equivalén-
cia triangulada ® : D?(A) — DP(#), onde ¢ é uma categoria hereditaria. Como nosso
problema € estudar algumas extensdes por um ponto de A por M, entdo uma boa opcao
seria ver qual é aimagem de M pelo funtor ®. Mas primeiramente, precisamos de conhe-
cer o funtor que faca esse servico e um bom candidato é o funtor Z que usaram Bautista

e Liu em [BL] para demonstrar o teorema (4.5).

Teorema 3.13. Seja A= kQ/{p) uma dlgebra string hereditdria por partes com rad?A=0
e seja B € Q,. Se existe um caminho reto de comprimento maximal p = a1Q;...a, com
s(p)=s(B) ear # B, entdo D*(A[M(B)]) ~ D?(kQ°P[N,0]), onde p’ =a%a’_, ...a5a5.
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Demonstragdo: Consideremos o caminho reto de comprimento maximal p = a1 a,...a,

com s(p)=s(B)ea, #p.

B ay a3 as Ap-1 apn
. . . . ...... . .

e sem esquecer que pode existir uma flecha em Q chegando no vértice s(f3), reparemos

que o quiver Q%7 é

Dado que A é hereditaria por partes pelo teorema (4.5), temos que Q é um quiver graduével,
logo pela observacdo (4.1) temos que o recobrimento minimal graduavel 77 : Q — Q é um
isomorfismo e portanto Q = Q. Agora fixemos o vértice X = e(f8°). Lembremos que pela
observacao (4.10) tem-se

F(M) =F(M)', VM erepQ

Consideremos o kQ°7-moédulo N,

Npa — ceeaes 0 k k Jo<—— seeens k ko e
Por tanto temos
F(Npo) = -+ —> 0 —> F(Npo)™ L% F(Npo) 11 50 45 F(N o)t 55 F(Npo)0 —> 0 — -
onde
. Ple(a,)] ®« k, sej=n
F(Npo)_] — [e(a,)] ®k . J
Pls(aj)l®rk, seje€{0,1,2,...,n—1}
e

d-": Ple(a,)]®k — P[s(a,)]®k
pek — d"(pRk)=a,p®k

d=: Pls(aj1)]®k — Pls(a;)]®k
p®k — d/(p®k)=ajp®k

paraj=1,2,...,n—1,logo F(N,0)* = X* em D?(A),

Xti= e 0 Ple(an)] = Pls(an)] F o Pls(an)] > Pls(er))] —>0— -+
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onde
dy": Ple(a,)] — Pls(ay)]

p — dy"(p)=a,p
d;(j : Pls(aj41)] — P[S.(aj)]
p — dy(p)=a;p

e considerando o quasi-isomorfismo

T ——— I - Ple(@)] = Pls(a) 2 o Pls(a)] — - Pls(ay)] —~ (j e
C*i=-- 0 0 0 0 Coker(dy') —=0— -

obtemos que F(N,0)* = C* em D?(A). E como Coker (dy')= M(f), entdo F(N,.)* = M(f)*
em DP(A), isto implica que
F(Np) = M(B)

em DP(A).
Portanto do teorema (3.12) podemos concluir que

DP(A[M(B)]) > D"(kQ°P [Np]).

Observemos que kQ°P[Nyye] = Qiqorin,01/ (p’) com

p'=1us" 15 €Qu, e(6)= e(a)}u| Jiuada®_, a2, a0 €Qu, e(n:)=s(a:)}

i=1

onde u € a tnica flecha obtida ao fazer a extensdo por um ponto de kQ°” por N ..
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QrQorN,o) =

_. M

ﬁﬂ
\ 0 0 0 0 0 0 0
oy a, a; 4 a; a; a a 5o

Também observemos que no caso que nao existam as flechas 6,n; € Q, temos que

A[M(B)] é hereditéria por partes. Assim obtemos outra demonstragdo do teorema (3.8).

3.5 O caso das Algebras Gentle

Nesta secdo vamos analisar o Problema (3.1) para o caso das dlgebras gentle. Primeira-
mente veremos que o quiver ordindrio das dlgebras gentle com radical quadrado zero, sao
de duas formas. Para a primeira forma veremos que ndo somente a extensao por um ponto
é hereditdria por partes, mas também de que tipo sdo estas algebras. Para o segundo caso,

faremos uma anadlise do problema utilizando o resultado a secao anterior.
Defini¢do 3.4. Uma k-dlgebra A=kQ/{p) é uma Algebra Gentle se satisfaz:

a. Para todo vértice i € Q, existem no mdximo duas flechas que comegam (respectiva-

mente, terminam) emi.

b. Para toda flecha B € Q,, existe no mdximo uma flecha a € Q, (respectivamente, o €

Qv tal queaf ¢ (p) (respectivamente, fo & (p))

c¢. Para toda flecha B € Q,, existe no mdximo uma flecha a € Q, (respectivamente, o €

Q) tal que aff € {p) (respectivamente, fo € {(p))
d. Oideal{p) é gerado por caminhos de comprimento dois.

Da definicdo (3.4) temos que uma k-algebra gentle é uma algebra string e que o grafo
induzido pelo quiver ordinario Q4 de uma algebra gentle A= kQ4/{p) com rad*A =0, é

de uma das seguintes formas:
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(Gl) 1 2 3 n—-1—-n
(G2) o az o as . Op-2 ° Ap-1 °
3] \QL
a b
o o cee o) o)
ﬁZ ﬁi ﬁm72 ﬁm—l

O seguinte teorema nos permitird dar resposta a nosso problema no caso que Q seja do
tipo (GI).

Teorema 3.14. Se A= kQ4/{p) uma k-dlgebra gentle tal que o quiver Q, é uma drvore e
n =|(Qa)ol. Entao existe uma sequéncia de k-dlgebras A = Ay, A, ..., A, e uma sequéncia

de modulos inclinantes T/?O, T All, ey TA”;jll tal que
J i\
Ajn=End(T]) ou Ay, = (End(TAj))

paraj<€{0,1,2,...,m —1} e A,, é hereditdria do tipo A,,.

Demonstragdo: Ver [ASS06] (p. 393).
O

Proposicdo 3.15. Se A = kQa/(p) uma k-dlgebra gentle com rad *>A = 0 tal que o quiver
Q4 édo tipo (G1) e B € Q, tal que M(B) € X, entdo A[M(f)] é hereditdria por partes do tipo
Ap+1, onde n=1(Qa)ol-

Demonstracdo: E imediato do teorema anterior e de [Hap88] (p. 113), pois claramente

Qapm(py € uma drvore e A[M()] ¢ uma k-algebra gentle

O

Observemos que pelo teorema (1.3) uma algebra de Nakayama com radical quadrado
zero é uma algebra Gentle, o qual implica que a proposi¢ao anterior é mais uma demonstra-

cdo do teorema (3.8).



Capitulo 3. Algebras Hereditarias por Partes 78

Observacao 3.2. Agora, consideremos A =kQ,/ (p ) uma k-algebra Gentle com rad?A =0
tal que o quiver Q4 é do tipo (G2) e B €(Q4); tal que M(B) e X

az as Ap—2 ap—-1
QA = o) o) o o
4 X
a b
AN Ve
o o o o

dado que estamos interesados s6 no caso que A seja hereditaria por partes, entdo pelo
teorema (4.5) o quiver Q4 é gradudvel, isto implica que o nimero de flechas é par, assim
sem perda de generalidade, podemos assumir que m = n.

Como o quiver é gradudvel sem perda de generalidade suponhamos que f =f3; e

az a3 Ap—2 Ap-1

entdo, segue do teorema (3.13) que D?(A[M(B)]) ~ Db(ij” [Ny0]), onde p é caminho reto
de comprimento maximal p = a;1@,...a, com s(p) = s(f) e a; # B. Dado que A[M(B)] =

kQapmpy/ (p’), onde

/3)2 ﬂS o ﬁm—z ﬁm—l

pUinayn,ppifet, ses(a)=s(B), s(f2)=e(pr)

o= pUiua}, se s(ay) =s(B), s(B2) # e(B1)
' pUlupiBa},  ses(a)#s(B), s(Bo)=e(B)
P> se s(a1)7és([3’), 5(/52)#‘3(/51)

Portanto temos que
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1. Se s(a1) # s(B), entdo Npo = Sy(49) € assim A[M(f)] é derivadamente equivalente a
kQS [Ny :=kQr/(5aS), onde

p a; ag a5, a4
Q = o o) eee o o
o} a;,
6
0——o o
BY 4,,
o [ o [ e [ o o o
ﬁz /33 m—2 ﬁm—l

2. Ses(a;)=s(B), entdo A[M(B)] é derivadamente equivalente a kQ} [N 0] := kQP/ <5a‘r’+1>,

onde
Q.= 0
o
0 0 4 0 0 0 0
a2 (Z3 ar—l a(; ar-H ar+2 an—2 an—l
[e] [e] (¢] o [e] [e]
0 0
@ X
o [e]
[4 4
i %
o) o) e o o lo) e lo)
ﬂo /30 4 Jid o 4 4 4
2 3 r—1 r r+1 r+2 m—2 m—1

Dos dois casos anteriores podemos observar que a k-algebra kQ7”[N,.] estd muito
"préxima"de ser uma hereditéria por partes, e é por isso que pode-se ver novamente que
o funtor apresentado por Bautista e Liu em [BL] pode ser uma boa ferramente para a

procura da solucao de nosso problema.
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Apéndice

4.1 Funtor Especial

Este apéndice servird para fixar a notacgdo e alguns resultados do artigo de Bautista e Liu.
Usaremos a notacado do artigo [BL]. Usaremos fortemente o funtor definido neste artigo,
pois este nos ajudard a ter uma boa aproximagado a solu¢dao do nosso problema no caso

que algebra seja Gentle.

4.1.1 O Recobrimento Minimal Graduavel de um Quiver

Notacdo 4.1. Sejam Q um quiver e a um vértice em Q. Consideremos os seguintes con-

juntos
1. at:={ae€Q;/s(a)=a}.
2. a :={ae€Q,/e(a)=a}.

3. Dizemos que Q é localmente finito se os conjunto a* e a~ sao finitos, para todo
a € Q.

Definicao 4.1. SejaQ um quiver.
1. Um passeio p em Q é dito fechado se s(p) = e(p).
2. Um passeio p=p\p2--Pn-1Pn em Q édito reduzido sep; # p;,,Vi€1,2,...,n—1.
3. Um passeio p em Q é um ciclo se p fechado, reduzido e ndo é um passeio trivial.

4. Sejam x,y € Qy, denotemos por Q(x,y) ao conjunto dos caminhos em Q de x paray.

80
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Definicao 4.2. Sejam Q um quiver. Definamos o grau d(p) de um passeio p como segue:

0, sep éum passeio trivial
d(p):=11, sep éuma flecha

—1, sep éuma flecha inversa

e estendemos esta aplicagdo para passeios arbitrdrios, definindo 0(uv)=Jd(u)+2(v) sem-

pre que u e v sejam passeios tais que s(v) = e(u).

Definicao 4.3. Sejam Q e Q' dois quivers. Um morfismo de quivers f = (fy, f1): Q — Q’
é dado por duas aplicagoes fo : Qo — Q) e f1 : Q1 — Q] tais que s (fi(a)) = fo(s(a)) e
e (fi(@) = fole(a)).

Definicdo 4.4. Um morfismo de quivers = (1o, m,) : Q — Q é chamado recobrimento de

quiver se verificar:
1. m, é sobrejetor.

2. Para todo x € Q, as aplicagdes

xt — mo(x)* x- — mo(x)”

a — m(a) a — ma)
sao bijetoras.

Definicdo 4.5. Dizemos que um quiver Q é gradudvel se todos os passeios fechados tem

grau zero.
Definicao 4.6. Seja Q um quiver gradudvel.

1. Dado que todos os passeios entre dois vértices x ey em Q tem o mesmo grau, denote-

mos este grau por d(x,y).

2. Definamos a relagdo x ~ y se, e somente se, d(x,y) =0 a qual é uma relagdo de equi-

valéncia sobre Q.
3. As classes de equivaléncia em Q,/ ~ sdo chamadas classes de graduacdo de Q,.

4. Fixemos um vértice a € Qy. Para cada n € Z, definamos o conjunto

Q"(a):={x€Qo/ d(a,x)=n}.
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Teorema 4.1. Seja Q um quiver conexo. Entdo existe um quiver gradudvel Q e um recobri-
mento de quivers 1 : Q — Q o qual age injetivamente sobre cada classes de graduacdo de

Q. O recobrimento 1t : Q — Q é tinico a menos de isomorfismos.

Demonstragdo: Ver [BL], teoremas (1.3) e (1.4) (p. 3—4) e a observacao da pagina 5.
O

Definicdo 4.7. Definamos tanto ao recobrimento 1, como ao quiver Q do teorema (4.1)

como o recobrimento gradudvel minimal de Q.

Observacao 4.1. E claro que Q é graduéavel se, e somente se, 77 é um isomorfismo.

4.1.2 Representacoes de Quivers

Nesta secdo, fixemos Q um quiver conexo, localmente finito.
Definicao 4.8. Seja Q um quiver.

1. Uma k -representagdo M deQ estd dada por uma familia de k -espagos vetoriais M(x)
para cada x € Qo e uma familia de k -transformacaées lineares M(a) : M(x) — M(y),

para cada a € Q.

2. Se M ndo é nulo, entdo definamos o suporte de M como o conjunto
SuppM) :={x €Qy / M(x)#0}.
3. Dizemos que a k -representacdo M é localmente de dimensdao finita se dim;(M(x)) é

finita para todo x € Q.

4. Dizemos que a k -representagdo M é de dimensdo finita se

D dimi(M(x))

x€Qo
é finita.

5. Um morfismo f : M — N de k-representacoes de Q estd dado por uma familia de

k -transformacgées lineares f(x) : M(x) — N(x) para cada x € Q, tal que o seguinte
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diagrama comuta para todaa:x —y € Q,

M(x) 2L M(y)

f(x)l J/f(y)

NGO i NOY)

6. As k-representacoes deQ formam uma k -categoria hereditdria abeliana a qual deno-
taremos por Rep Q.

7. A subcategoria plena de Rep Q das representacoes localmente de dimensdao finita serd
denotada por rep Q.

8. A subcategoria plena de rep Q das representagoes de dimensdo finita serd denotada
porrep Q.

Definicao 4.9. Seja Q um quiver. A dlgebra de caminhos de Q sobre k (que denotaremos por
kQ) tem como k-base o conjunto de caminhos em Q e tem a multiplicagdo induzida pela

concatenacdo dos caminhos.

Observacao 4.2. A categoria Rep Q é equivalente com a categoria dos kQ-modulos a dire-
ita Mod(kQ).

Definicao 4.10. Sejam Q um quiver e a € Q,.

1. Definamos a k -representagdo P, de Q da seguinte forma: Para um vértice x € Q,, 0
k -espaco vetorial P,(x) tem como base o conjunto dos caminhos de a para x; e para
cada flechaa : x — y, a k -transformacao linear

Pa(a): Pa(x) — Pa(y)
p — PJ(ad)(p)=pa

2. Dualmente, definamos a k -representagdo 1, de Q da seguinte forma: Para um vértice
X € Qo, 0 k-espago vetorial 1,(x) tem como base o conjunto dos caminhos de x para

a; e para cada flechaa : x — y, a k-transformacao linear

L(a): I,(x) — Ia()’)

p o — Ia(a)(p):{"’ sep=as

0, c.c
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3. Se M € Rep Q e V é um k-espago vetorial, entdo o produto tensorial é definida da
seguinte forma: Para um vértice x € Qy, 0 k -espaco vetorial (M ®; V)(x):= M(x)®; V;

e para cada flechaa : x — y, a k-transformacdo linear (M ®; V)(a) := M(a) ®; 1v.

Observacao 4.3. Para cada vértice a € Q, temos que P, e I, sdo objetos em Rep Q inde-

componiveis projetivos e injetivos respectivamente.

Para o resto desta secdo, assumiremos que Q é gradudvel e fixemos um vértice a, € Q.
Denotaremos por Q" := Q"(a,) para todo n € Z. Pelo lema (1.2) de [BL] (p. 3) tem-se
que Qo é a unido disjunta dos Q" com n € Z e cada flecha em Q é da forma x — y com
(x,¥y)€Q" x Q"*! para algum n € Z.

Definicao 4.11. Um objeto M € Rep Q é dito limitado superiormente se existe r € Z tal que

M(x)=0 para todox €Q" comn=>r.

Observacao 4.4. Pelo item (4) do lema (1.2) de [BL] (p. 3) tem-se que a defini¢do anterior
ndo depende da escolha do vértice a,. Denotemos respectivamente por Rep ~Q e rep ~Q
as subcategorias plenas de Rep Q e rep Q respectivamente formadas pelas representacoes

limitadas superiormente.

Definicao 4.12. Sejam M € Rep Q e n € Z. Definamos um objeto M=" em Rep ~Q da

seguinte forma: Para cada x € Q, temos

M(x), sexeQm™comm<n
MSn(x)::{ (x) Q
0, c.c
e para cada a € Q,
M(a), ses(a)eQ™ comm<n
A4Sn(a):::{ é ) ( ) (2
) c.C

Definicao 4.13. Seja M € Rep ~Q e n € Z. Dizemos que M é injetivo n-truncado se

M2 P Lo

xeQmn

com V;, um k -espago vetorial, ou equivalentemente, M=" é injetivo com

soc(M=")= P M(x).

xeQ"
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Além disso, M é chamado injetivo truncado se M é injetivo n-truncado para algum n € Z.

Observacao 4.5. Note que uma k-representacdo de dimensao finita de Q é um injetivo
truncado. Além disso, do lema (1.2) (p. 3) do lema (2.4) (p. 9) de [BL] tem-se que as

definicoes anteriores ndo dependem da escolha do vértice a,.

4.1.3 O Funtor

Notacao 4.2. Seja A uma k-algebra de dimensao finita. Denotemos por:
1. A-Mod a categoria dos A-mddulos a esquerda.
2. A-mod a categoria dos A-moédulos a esquerda finitamente gerados.
3. A-Proj asubcategoria plena de A-Mod dos A-moédulos projetivos.
4. A-proj asubcategoria plena de A-mod dos A-médulos projetivos.

5. DP(A) a categoria derivada de C?(A — mod), chamada Categoria Derivada Limitada
de A.

Observacao 4.6. O funtor que envia a cada complexo limitado em A-mod a sua resolucao
projetiva, induz uma equivaléncia de categorias trianguladas de D?(A) para K—?(A— proj).
Escrevemos a quasi-inversa desta equivaléncia como E : K—(A — proj ) — D?(A). Ob-
servemos que E(P*)= P* para cada P* € K—?(A — proj).

Definicao 4.14. Seja A uma k -dlgebra de dimensdo finita.
1. Um morfismo f: X — Y em A-Mod é dito morfismo radical se Im (f) C rad (Y).

2. Um complexo X* em A-Mod é dito complexo radical se d; é um morfismo radical,

para todo n € Z.

3. Para uma subcategoria plena .</ de A-Mod , definamos RC~"(.«/) como a subcatego-

ria plena de C~"(.</) dos complexos radicais.

4. Definamos o funtor proje¢do G : RC~*(.¢/) — K~*(.</) o qual age identicamente

sobre os objetos e envia cada morfismos f* de RC—"(.¢/) a classe de homotopia de f*.
Observacao 4.7. Para o resto desta secao consideremos:

1. A=kQ/{p) é uma k-algebra conexa, elementar com rad?A =0.
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2. Para cada a € Qo, denotemos Pla] = Ae,, onde e, = €,+(p) e S[a] = Pla]/rad P[al].

3. Para cada flecha @ : a — b em Q, Pla] : Pla] — P[b] denota a multiplicacao a

direita por @ = ¢+ (p) e para uma caminho trivial €,, P[€,] = 1p[4).
4. Fixar o recobrimento minimal gradudvel 7 : @ —QdeQ.
5. Escolhamos um vértice X € Q,.

6. Denotar Q" = Q"(X), se segue do lema (1.5) de [BL] (p. 5) que todos os Q" sdo finitos

e as flechas em Q sdo da forma x — y com (x,y) € Q" x Q"+! para algum 7.
7. Denotar u™ =n(u), paratodo u € QuUQ;.

8. Todos os produtos tensoriais sdo sobre o corpo k.

Agora definamos o funtor F : Rep Q — RC(A—Proj) da seguinte forma: Seja M € Rep Q

e construamos o complexo radical F(M)* € A — Proj . Para cada n € Z as componente sao

F(M)" = P Plx™]® M(x)

xeé”

e os diferenciais d Z( w: F (M)" — F(M)"*! sao as aplicacoes A-lineares dadas pela matrix

n
(dF(M)(x’ Y )) (x,y)eQn xQn+1’ onde

d}y @)=Y Pla”]®M(a): Plx"]® M(x)— Ply™]® M(y)
aeQ(x,y)

Agora, seja f : X — Y em Rep Q. Para cada n € Z, definamos

F(f)" == P 1pn ® f(x): F(M)" — F(N)"

xeQn

Dado que rad 2A = 0, tem-se que o funtor F estd definido de Rep Q a RC(A — Proj ) e este
funtor é dito induzido do recobrimento 7 : Q — Q.

Reparemos que para M € Rep Q, é claro que F(M)* € RC~(A — Proj ) se, e somente se,
M € Rep -Q.

Proposicdo 4.2. Um objeto M € Rep ~Q é injetivo truncado se, e somente se, o complexo

F(M)* tem cohomologia limitada.
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Demonstragdo: Ver [BL] (p. 18).
O

As subcategorias plenas de representacdes injetivas truncadas de Rep ~Q e rep ~Q
serdo denotadas por Rep "ié e rep "i@, respectivamente. Pela proposicao (4.2) temos
que o funtor F : Rep Q — RC(A — Proj ) induz os funtores Rep ~iQ — RC~*(A — Proj) e
rep —iQ — RC—P(A — proj) os quais por abuso de notacio, serdo denotados por F.
Agora, consideremos o funtor & := EGF : rep ~iQ — DP(A)

7 : rep~iQ — > RC~Y(A~ proj) —> K~¥(A~ proj) —~ D"(A)
Observacao 4.8. 7 |p,,5=F.

e estendamos este funtor .# a um funtor exacto de categorias trianguladas
F :D"(rep ~'Q) — D"(A)

Para este objetivo, primeiro construamos o funtor F: Cb(rep —iQ) — C—P(A— proj) da
seguinte forma: Seja M* € Ct(rep ~iQ)

n—1 n
M' = "'*)Mn_l L>Mn*M>Mn+l N

Aplicando F a cada componente de M*, obtemos um bicomplexo F(M*)* em A — proj

Fdy! F(d}
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portanto temos o diagrama anticomutativo

F(M"+1) = s —— F(Mn+1)m-1 glF(Mn-H)m le) F(Mn+1ym+1 ...
F(dy) agm! az" apm
F(M") = o ——> F(M)m1 " F(M™)" " F(Mm)m+l — ...
Fdy ) dg=m ag agtm!
F(M" )= . F(Mn—l)m—1dln_ﬁ:F(Mn—1)m W F(Mn—1)m+l — ...

onde d"™ = (F(dy))" ed]"" = (=1)"d}{yn)- Portanto definamos F(M*)* € C~(A— proj)

como o complexo total do bicomplexo F(M*)*
E(M*)* := Tot(F(M")")

Usando o lema Acyclic Assembly Lemma (2.7.3) de [Wei94] podemos afirmar que F(M*)
tem cohomologia limitada e portanto F(M*)y e C—P(A— proj).

Agora para um morfismo f*: M* — N* em C?(rep ~Q), definimos o morfismo de com-
plexos ﬁ(f‘)' : F(M*)* — F(N*)* como

By =@ (P (1))

i+j=n
Portanto, obtemos um funtor F : C¥(rep ~iQ) — C~?(A — proj ) tal que
F(M)' =F(M) ,NM ecrep™ ((5)

E(f)'=F(f).¥ferep™(Q)

Por outro lado do lema (3.12) de [BL] pode-se afirmar que se f* é um quasi-isomorfismo

em C?(rep—Q), entédo F (f*)° é um quasi-isomorfismo em C~?(A—proj) e por tanto pode-
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mos concluir que existem funtores F e 7 tais que o seguinte diagrama comuta

Pg 9q

Ch(rep='Q) Kb (rep='Q) Db(rep Q)

1 -

C~P(A—proj) —, > K~*(A = proj) — > D~"(A— proj)

onde pg, pa sao os funtores projegao e g; o funtor de localizagao. Assim obtemos o funtor

F : D(rep ~Q) — DY(A) que chamaremos de funtor induzido.

Observacio 4.9. 7| rep i = F -

Teorema 4.3. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita, conexa, elementar com radical
quadrado zero. Sejam : Q — Q o recobrimento minimal gradudvel do quiver ordindrio Q
deA, e seja 7 : D(rep ~Q) — DP(A) o funtor induzido. Entédo 0 F é uma equivaléncia de

categorias trianguladas se, e somente se, Q é gradudvel.

Demonstragdo: Ver [BL] (p. 22).
O

Observacio 4.10. Se Q é um quiver finito sem ciclos orientados, entdo rep >'Q =rep Q e
C—P(A— proj)= CP(A— proj).

Agora, se o quiver Q é gradudvel, entdo pela observagdo (4.1) temos que Q = Q, assim
da observacao (4.8) temos que F|rep g = F |, g = F, € pela observacao (4.9) temos que

7 repQ = 7| rep ~iy = F, portanto podemos concluir que
F(M) =FM)', YMerepQ

Corolario 4.4. Seja A uma k-dlgebra de dimensdo finita, elementar com radical ndo zero
e radical quadrado zero e seja Q quiver ordindrio de A. Si Q é gradudvel, entdo D"(A) ~
Db(kQop).

Demonstragdo: Ver [BL] (p. 24).
O
Haviamos apresentado o conceito de dlgebra hereditaria por partes num contexto mais
geral no capitulo trés. Apresentamos aqui o conceito no caso particular em que a catego-
ria hereditdria é uma categoria de médulos de uma dlgebra hereditaria. No contexto em

que estd inserido os resultados de Bautista e Liu, esta definicdo é suficiente.
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Definicao 4.15. Uma k-dlgebra de dimensdo finita A é dita Hereditdria por Partes se
DP(A) é triangularmente equivalente a DY(H), onde H é uma k -dlgebra hereditdria de di-

mensdo finita.

Teorema 4.5. Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita, elementar com radical quadrado

zero. Entdo A é hereditdria por partes se, e somente se o quiver ordindrio de A é gradudvel.

Demonstragdo: Ver [BL] (p. 31). Aqui se usa o funtor induzido Z.
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