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”Para tudo ha uma ocasiao certa; ha um tempo certo para cada
proposito debaizo do céu: Tempo de nascer e tempo de mor-
rer, tempo de plantar e tempo de arrancar o que se plantou,
tempo de matar e tempo de curar, tempo de derrubar e tempo
de construir, tempo de chorar e tempo de rir, tempo de pran-
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buscar e tempo de desistir, tempo de guardar e tempo de jo-
gar fora, tempo de rasgar e tempo de costurar, tempo de calar
e tempo de falar, tempo de amar e tempo de odiar, tempo de

lutar e tempo de viver em paz.”

Eclesiastes 3.1-8
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Resumo

O estudo em questao é baseado no desenvolvimento da formulagao MEC-DT (com DT sig-
nificando Dominio do Tempo) para a solugdo do problema de propagagao de ondas unidi-
mensionais, utilizando a solu¢ao fundamental dependente do tempo. Diferentes condigoes
iniciais e de contorno sao testadas na analise de 4 exemplos, utilizando uma barra unidi-
mensional de comprimento L. Pode-se observar que o MEC-DT produz resultados eficazes
em termos de precisao numérica e computacional, tendo em vista a exatidao das solugoes
numéricas quando comparadas com as solugoes analiticas correspondentes em cada exem-
plo abordado.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Ondas Unidimensionais; Condig¢oes
Iniciais.
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Abstract

The study in question is based on the development of DT-BEM (DT meaning Time
Domain) formulation to solve the problem of one-dimensional wave propagation using a
time-dependent fundamental solution. Different initial and boundary conditions are tested
in the analysis of 4 examples, using a one-dimensional bar of length L. It can be observed
that the DT-BEM produces effective results in terms of numerical and computational
precision, in view of the accuracy of the numerical solutions when compared with the
corresponding analytical solutions in each example discussed.

Key-words: Boundary Element Method; Wave Unidimensional; Initial Conditions.
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1 INTRODUCAO

Um fendémeno fisico é geralmente descrito por um sistema de equacgoes diferenciais
com condicoes de contorno e condigoes iniciais apropriadas. Um sistema de equacoes dife-
renciais é constituido por um dominio continuo com infinitos graus de liberdade. Normal-
mente, devido a geometria complexa do meio continuo, nao é possivel encontrar solugoes
analiticas para o sistema. Recorre-se entao, aos métodos numéricos, onde as variaveis que
constituem os infinitos graus de liberdade sao substituidas por varidveis com um nimero
finito de graus de liberdade, as quais sao determinadas a partir da solucao de um sistema

de equagoes algébricas.

1.1 Revisao Bibliografica

O Método das Diferengas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos Finitos
(MEF) sao os métodos numéricos mais conhecidos. No MDF o dominio continuo do
problema ¢ substituido por pontos discretos ou nés (Figura 1). As derivadas que apare-
cem na equacao original sao aproximadas por expansoes truncadas da série de Taylor e
a aplicacao destas férmulas aos pontos discretos gera um sistema de equagoes algébricas,
cuja solugao fornece os valores das incégnitas do problema nesses pontos (ZIENKIEWICZ;

MORGAN, 2006).

O MEF ¢é um método baseado tanto em principios variacionais quanto em ex-
pressoes de residuos ponderados. Consiste em dividir o dominio do problema em sub-
dominios de dimensodes finitas chamados elementos finitos, conectados por um nimero
finito de nés (Figura 2). Fungoes simples sao aplicadas em cada elemento e um sistema de

equagoes algébricas é formado. A solucao deste sistema fornece os valores das incognitas



(x.y) = i.j

Dominio Continuo Dominio Discreto

Figura 1: Dominio continuo para o discreto

do problema em cada n6. O MEF ¢ eficiente na andlise de problemas com geometria
complexa, porém, em problemas envolvendo dominio infinito ou semi-infinito a modela-
gem se torna dificil, uma vez que é necessario um grande nimero de elementos para a

discretizagao do dominio (ZIENKIEWICZ; MORGAN, 2006).

Figura 2: Discretizacao em elementos finitos

1.1.1 O Método dos Elementos de Contorno

Outra alternativa é o Método dos Elementos de Contorno (MEC), uma técnica
numérica que consiste em transformar a equacgao diferencial que descreve o problema
em uma equacao integral que relaciona valores do contorno. Em seguida, a equagao in-
tegral é resolvida numericamente a partir da discretizacao do contorno em segmentos
(caso bidimensional) ou superficies (caso tridimensional) denominados elementos de con-
torno, conectados por pontos discretos ou nés (Figura 3) os quais conduzem a forma
discretizada da equacao integral. Funcoes de interpolacao sao utilizadas para aproxi-
mar os valores das varidveis no contorno e condi¢oes de contorno sao impostas em cada
elemento. Uma vez que as integrais em cada elemento sao validadas obtém-se um sis-

tema de equacoes algébricas, cuja solucao fornece os valores desconhecidos do contorno.



As incdgnitas no dominio (pontos internos) sao obtidas apds o calculo dos valores no
contorno, pela aplicacdo direta da expressao geral da formulacdo do MEC (BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1989).

Uma das vantagens do MEC é que o método nao requer a discretizacao do dominio
(para problemas lineares), apenas do contorno, fazendo com que os resultados sejam mais
precisos. Outra vantagem estd na reducao da dimensionalidade do problema, ou seja,
em problemas bidimensionais apenas o contorno unidimensional do dominio necessita ser
discretizado, enquanto que em problemas tridimensionais apenas a superficie do contorno
é discretizada. Comparado ao MDF e ao MEF isso resulta em uma reducao do esforgo de

modelagem computacional e um sistema algébrico de equagoes menor.

Figura 3: Discretizagdo em elementos de contorno (caso bidimensional)

Outra caracteristica do MEC é que para dominios infinitos ou semi-infinitos as
condigoes de contorno sao satisfeitas sem a necessidade de adotar artificios especiais para

reduzir o dominio fisico a uma distancia finita (ALTABADI, 2002).

Intimeras técnicas tém sido testadas a fim de transformar a equacao diferencial
que descreve o problema em uma equacao integral que relaciona valores do contorno. Estas
técnicas podem ser empregadas de duas formas: usando a formulacao direta do MEC, na
qual as fungoes incognitas presentes na formulacao sao variaveis fisicas do problema, ou
a formulacao indireta do MEC, na qual as equacOes integrais sao expressas em termos
de uma solucao singular unitaria da equacao diferencial original, utilizando-se variaveis
ficticias distribuidas no contorno que, uma vez calculadas permitem obter variaveis fisicas

por simples integragoes.

A primeira formulagao direta do MEC foi desenvolvida para resolver problemas
eldsticos (RIZZO, 1967). A mesma técnica empregada por Rizzo foi estendida para resolver

problemas elastodinamicos, onde se fez uso da transformada de Laplace para se obter uma



resposta transiente ! do sistema (CRUSE; RIZZO, 1968).

Os primeiros indicios dos problemas de instabilidade gerados pela formulacao
utilizando as integrais de contorno foram apontados por Cole, Kosloff e Minster quando

aplicada aos problemas elastodinamicos transientes (COLE; KOSLOFF; MINSTER, 1978).

Foi Brebbia em 1978 quem desenvolveu a formulacao do MEC utilizando uma
sentenga de residuos ponderados (BREBBIA, 1978). O Método das Fungoes de Green
é empregado no desenvolvimento desta formulagao, sendo uma base necessaria para a
solugao da equacao integral do problema singular equivalente, na variavel que representa
a funcao de ponderacao existente na sentencga, ou seja, a solucao fundamental do opera-
dor diferencial do problema original é a funcao de ponderacao da sentenca de residuos
ponderados. Assim, o que antes se chamava “Método das Integrais de Contorno” passou

a ser denominado de “Método dos Elementos de Contorno”.

Nardini e Brebbia em 1983 desenvolveram uma técnica importante para resolver
problemas de agoes de dominio 2, a chamada Dupla Reciprocidade (NARDINI; BREBBIA,
1983). Esta técnica foi desenvolvida para evitar a necessidade de integragdo no dominio
nos casos onde a solucao empregada nao ¢é a solucao fundamental do problema analisado.
A técnica consiste na substituicao da acao de dominio por uma combinacao linear de um
produto de novas fungoes, transformando as integrais de dominio em integrais de contorno

através da aplicacao do Teorema da Divergéncia (PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992).

Outras técnicas foram desenvolvidas a fim de melhorar a formulagao. A técnica
do Vetor de Galerkin, por exemplo, apresenta as integrais de dominio em termos das
integrais de contorno utilizando uma solucao fundamental de alta ordem e o Teorema
da Divergéncia (PAULA; TELLES, 1989). Outra técnica, vista como uma generalizagao do
Vetor de Galerkin, é a Multipla Reciprocidade, que utiliza varias solu¢oes fundamentais

de alta ordem, ao invés de apenas uma (NOWAK, 1995).

1.1.2 Propagacao de Ondas

O MEC tem uma diversidade de aplicacoes, abrangendo muitas areas da Fisica e

da Engenharia. O problema da propagacao de ondas, objeto deste estudo, é um problema

1'Um problema dindmico ou em regime transiente é um problema em que a resposta do sistema muda
com o tempo. Quando uma carga é aplicada sobre um sistema, seu efeito nao se transmite instantanea-
mente a todo o sistema, ou seja, um ponto localizado fora da regiao da carga sé é perturbado depois de
decorrido certo tempo.

2Compreende qualquer tipo de forca, fontes ou sorvedouros, incluindo os efeitos de inércia e outros
que tipificam casos dindmicos e transientes.



dinamico, freqiientemente abordado no estudo de oscilacoes mecanicas, actstica, optica e

eletromagnetismo.

Os estudos de Thomas Young e Augustin Fresnel acerca da caracteristica on-
dulatoria da luz estimulou cientistas a estudar o fenomeno de propagacao de ondas em
corpos elasticos. Os primeiros estudos foram realizados por Poisson (POISSON, 1829) e
mais tarde por Rayleigh (RAYLEIGH, 1885), Lamb, (LAMB, 1904) e Love (LOVE, 1911),
(LOVE, 1944). Os trabalhos de Navier (NAVIER, 1827) e Cauchy (CAUCHY, 1829) também

contribuiram consideravelmente para o assunto.

A primeira aplicacao do MEC ao problema de propagacao de ondas foi feita por
Friedman e Shaw. Utilizando a solucao direta das equacgoes diferenciais hiperbodlicas, os
autores se concentraram na representacao da equagao integral de Kirchoff, considerada a

representacao matemadtica do principio de Huygens® (FRIEDMAN; SHAW, 1962).

Muitas formulagoes foram apresentadas nos tltimos anos demonstrando a eficiéncia
e justificando o emprego do MEC para a solugao de problemas que envolvem a variavel
“tempo”. Tais formulacoes dependem da solugao fundamental empregada na sentenca
de residuos ponderados e das aproximacoes feitas no espago e no tempo. Uma discussao
completa do MEC aplicado aos problemas dinamicos é encontrada em (BESKOS, 1997) e
(BESKOS, 2003).

Em 1983, Mansur desenvolveu uma formulacao para o problema de propagacao
de ondas bidimensionais, utilizando a solucao fundamental dependente do tempo. Esta
formulagao pode ser denominada MEC-DT, com DT significando Dominio do Tempo.
Em problemas dependentes do tempo geralmente se observa que o processo de marcha
no tempo considera cada passo de tempo como um problema novo e no final de cada
intervalo de tempo os valores incognitos sao calculados para um nimero suficiente de
pontos internos, os quais sao utilizados como condigoes “pseudo-iniciais” na etapa de
tempo seguinte, isto é, a equagao integral do MEC é aplicada de 0 a At, de At a 2At, assim
por diante. Porém, Mansur empregou a propriedade da translacao temporal para efetuar
a integracao no tempo. Assim, embora a integral sempre se inicie em ¢ = 0, as Unicas
integrais que efetivamente sao calculadas sao aquelas no intervalo [0,At]. Por exemplo,
ao se calcular a integral no intervalo [0,2A¢t] com t = 2At o que se faz é aproveitar a
propriedade da translagdo temporal e, ao dividir o intervalo [0,2At] em [0,At] e [At,2At],

a integral no intervalo [At,2At] é igual & integral calculada previamente no intervalo

30 principio de Huygens afirma que cada ponto de uma, frente de onda priméria pode ser considerado
como fonte de uma onda esférica secundéria, e qualquer frente de onda secundéaria pode ser considerada
como a envolvente das ondas esféricas geradas pelas fontes pontuais contidas na frente de onda primaéria.



[0,At] com t = At. Mansur ainda mostrou que a ado¢ao de passos de tempo pequenos
poderia causar instabilidade, enquanto que passos de tempo muito grandes poderiam
introduzir erros pela violacao da condicao de causalidade, principal propriedade da solucao

fundamental dependente do tempo (MANSUR, 1983).

Do ponto de vista matemaético, a formulagago MEC-DT é muito elegante e efi-
caz, uma vez que produz resultados com bastante precisao. Porém, estas caracteristicas
sao contrabalanceadas pelo alto custo computacional exigido para calcular as integrais de
convolucao no tempo que aparecem nas equacoes integrais da formulacao. Para superar
esta dificuldade, alguns trabalhos, baseados no truncamento da integral, foram propostos:
(DEMIREL; WANG, 1987), (MANSUR; SILVA, 1992), (SOARES-JR.; MANSUR, 2004), (CAR-
RER; MANSUR, 2006). Os procedimentos para a obtengao das representagoes integrais em
problemas de propagacao de ondas utilizando a formulacao MEC-DT, podem também
ser encontrados em (DOMINGUEZ, 1994), (MANSUR; BREBBIA, 1982), (CARRER; MANSUR,
2002) e (CARRER; MANSUR, 1996).

Alguns pesquisadores empregaram um processo de marcha no tempo que nao in-
crementa erros de integracao. Tal processo é denominado 6—Linear, procedimento que
utiliza o principio do método de Wilson (WILSON; FARHOOMAND; BATHE, 1973) na for-
mulacao do MEC no dominio do tempo. A técnica foi utilizada para resolver problemas
bidimensionais de propagacao da onda com o MEC e com o acoplamento MEC-MEF (YU
et al., 1998a).

Outros trabalhos fazem uso da mesma técnica e, além disso, utilizam a formulacao
de Galerkin que, aplicada a equacao da onda bidimensional, produzem bons resultados
quando comparados a formulacgao direta do MEC (YU et al., 1998b), (YU; MANSUR; CAR-
RER, 1999), (YU et al., 2000). Coda e Venturini, utilizando o mesmo método, obtiveram
melhorias na estabilidade pelo uso de uma solucao fundamental tridimensional modificada

(CODA; VENTURINI, 1996).

Autores recentes também fizeram uso deste método. Nishikava analisou a estabili-
dade de problemas no dominio do tempo governados pela equagao da onda bidimensional e
problemas elastodinamicos tridimensionais. O objetivo concentrava-se na implementacao
do processo de marcha no tempo f—Linear no dominio do espago e do tempo (NISHIKAVA,
2002). Senna utilizou o mesmo método para descrever uma formulagao bidimensional no
dominio do tempo que emprega a solucao fundamental correspondente a uma funcao

constante no tempo (SENNA, 2003).

Outra forma de assegurar a estabilidade das integrais foi proposto por Siebrits e



Peirce, que discutiram o problema utilizando a formulacao indireta do MEC e propuseram
um esquema que denominaram “half-step”, melhorando substancialmente a estabilidade
e a precisao; porém, seu estudo limitou-se apenas a dominios infinitos (PEIRCE; STEBRITS,
1997).

De maneira alternativa, ao invés de utilizar a solucao fundamental dependente
do tempo, pode-se usar uma solucao fundamental estatica. A equagao integral basica do
MEC, neste caso, apresenta uma integral de dominio constituida pela solu¢ao fundamental
multiplicada pela derivada segunda em relagao ao tempo do potencial. Neste caso a
formulagao é chamada de MEC-D, com D significando Dominio (CARRER; MANSUR, 2004),
(HATZIGEORGIOU; BESKOS, 2002).

Outra formulagao alternativa utiliza a técnica da Dupla Reciprocidade, na qual
uma funcao de interpolagao adequada transforma a integral de dominio em uma inte-
gral de contorno. Esta formulacao é chamada de MEC-DR, com DR significando Dupla
Reciprocidade (KONTONT; BESKOS, 1993), (PARTRIDGE; BREBBIA; WROBEL, 1992), (AG-
NANTIARIS; POLYZOS; BESKOS, 1996), (AGNANTIARIS; POLYZOS; BESKOS, 1998).

A fim de garantir estabilidade nas integrais de dominio, sao adotados alguns
processos de marcha no tempo. O Método de Houbolt é obtido dos polinomios ctibicos de
Lagrange (HOUBOLT, 1950). E um método de marcha no tempo atualmente em desuso
no MEF, mas que tem sido muito bem empregado no MEC. Entre muitos processos
de marcha no tempo apresentados pelo MEF, o Método de Newmark também tem sido
bem empregado no MEC (NEWMARK, 1959). Este método em relacao ao de Houbolt,
produz um melhor controle da estabilidade das integrais, de acordo com os parametros «
e [ presentes no desenvolvimento do método (BATHE, 1996), (COOK; MALKUS; PLESHA,
1989). Outros processos de marcha no tempo foram propostos, (CARRER; MANSUR, 2004),
(SOUZA; CARRER; MARTINS, 2004), (CHIEN; CHEN; CHUANG, 2003); porém, a procura por

outros métodos é uma tarefa que ainda merece atencao.

Neste trabalho, sera estudado o problema de propagagao de ondas unidimensio-
nais utilizando a formulacao MEC-DT. A principal caracteristica desta formulagao é que
a Unica aproximagao introduzida é no tempo, uma vez que a discretizagao da geometria
(para meios homogéneos) resulta em apenas dois nés. O processo de marcha no tempo

empregado é o mesmo utilizado por Mansur (MANSUR, 1983).



1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho concentra-se em desenvolver a formulagao MEC-DT
para o problema de propagacao de ondas unidimensionais. Em seguida, testar exemplos
utilizando uma barra unidimensional de comprimento L, onde diferentes condicoes iniciais
e de contorno sao impostas. E finalmente, comparar as solugoes obtidas pela formulacao
MEC-DT com as analiticas correspondentes em cada caso, verificando-se a eficacia do

método.

1.3 Organizacao

O Capitulo 2 apresenta o desenvolvimento da formulacao MEC-DT aplicada a

equagao da onda unidimensional. A expressao geral do MEC-DT é obtida.

No Capitulo 3 é feita uma analise das integrais de dominio para os valores do

contorno e dos pontos internos.

O Capitulo 4 mostra 4 exemplos utilizando uma barra unidimensional de compri-
mento L. Sao testadas diferentes condigoes de contorno e condigoes iniciais. Os resultados
obtidos no contorno e nos pontos internos sao comparados as solucoes analiticas corres-

pondentes.

No Capitulo 5 sao feitas as consideragoes finais acerca da formulagao e sao suge-

ridos possiveis trabalhos futuros.



2 O MEC-DT APLICADO A EQUACAO DA
ONDA

A equacao da onda escalar governa muitos fenomenos fisicos tais como: movi-
mentos transversais de cordas e membranas, movimentos longitudinais em barras e su-
perficies elasticas, entre outros. Neste capitulo discute-se a formulacao MEC-DT aplicada
a equagao da onda escalar. Aqui, a equacao da onda é reduzida a uma equacao integral que
relaciona valores do contorno. Para este propdsito, uma sentenga de residuos ponderados

¢ empregada.

2.1 A Equacao da Onda Unidimensional

Sabe-se que a equacao diferencial que governa o fendomeno de propagacao de ondas

lineares e nao dispersivas é dada por

2 2 2 2
PuXt) PuXy)  OPuXD) _ 1PuXt) (2.1)
o2 Oy? 072 2 ot?

onde u(X,t) é o deslocamento da onda dado em termos do vetor X=(z,y,z) e da varidvel
tempo t. A constante ¢ é a velocidade de propagac¢ao da onda. No caso unidimensional a
equacao basica que rege o fendmeno, num dominio €2, reduz-se a

OPu(w,t) i@Qu(x,t)
or2 2 O

em . (2.2)

A deducdo detalhada desta equacio estd no APENDICE A.

Para se obter uma solu¢ao particular da equagao (2.2), correspondente a um

problema especifico, é necessario que sejam impostas as seguintes condicoes de contorno:
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a) Essenciais ou de Dirichlet!

u(z,t) =u(x,t) em Ty (2.3)

b) Naturais ou de Neumann?

p(x,t) = p(x,t) em I'y; (2.4)
plat) = duc(zi’t)’ (2.5)

onde I'=I", U I', é o contorno do problema e n é a normal ao contorno. De forma

esquematica, para um problema genérico, ver Figura 4.

Figura 4: Dominio €2 e contorno I' de um problema genérico

As condigoes iniciais em (2 sao

2.6
w(z,0) = 1g(x) = vo(x), (2:6)
vo() au((;;’t) li=0 (2.7)

2.2 A Formulacao do MEC-DT

Sabe-se que a principal caracteristica do MEC é: transformar a equacao de
dominio que rege o problema em uma integral de contorno. Para isso, faz-se uso de uma

sentenca de residuos ponderados, onde a solugao fundamental do operador diferencial do

'E dado o valor u|r da solugdo sobre a fronteira I' de uma regiao limitada 2 (BRAGA, 2005).
2E dado o valor %\p da derivada normal da solucao sobre a fronteira I' de uma regiao limitada 2
(BRAGA, 2005).
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problema original é a funcao de ponderacao.

Fazendo u(z,t)= u e p(x,t)= p, apenas para simplificar a notacao, a equagao (2.2)
pode ser escrita como
Pu 1 0%
— = ——=0 em (. 2.8
ox? % ot? (28)

Aplicando uma sentenca de residuos ponderados em (2.8), obtém-se

/ / 92 012 g;)u deT—/ wRy|r, dT+/ WRyr, dr, (2.9)

para maiores detalhes sobre o Método dos Residuos Ponderados, ver (ZIENKIEWICZ; MOR-
GAN, 2006). Impondo os limites de integracao espacial, [0,L], e resolvendo o segundo

membro tem-se

L 92 2 t
// Qv _ 10w *dm:/o[wRu|o+@prL}dr, (2.10)

0r2 2 Or2

onde w e w sao as fungoes de ponderagao, R, e R, sao os residuos dados por

R,=u—u em T,
(2.11)
R,=p—p em I,

No MEC, u é conhecido como potencial e p, sua derivada em relacao a normal, é o fluxo.
Substituindo (2.11) em (2.10), obtém-se

//L Pu _1%u*>d:cd7:/t[w(u—ﬂ)]0+17)(p—}3)]L]dT. (2.12)

83:2 c? 0t12

Separando as integrais

LYy t L1 9%y - . - )
// ek da:dT—// 2 g2l da:dT—/Ow(u—u)|odT+/ow(p—p)]LdT, (2.13)

Integrando por partes a primeira integral do lado esquerdo, obtém-se:

Lol % _ [P ouOu
o 02" 9z'° " Jo ox ox

da, (2.14)

e agora, integrando por partes a integral resultante:

L ou* Ou ou* L 9%y*
d L—/ dz. 2.1
o Or Or ~ Ox ulg Y 0x? v (2.15)
Logo
L 9%y ou, ou* L 9%y*
¥ dp — ¥ L 7T . 2.1
o 02" de=u 8x|0 Ox ulo +/o " 0a? d (2.16)

De (2.5) sabe-se que
du

— 2.1
dn’ (2.17)

p:



12

entao
du dx
p=o (2.18)
Substituindo (2.18) em (2.16) e esta em (2.13), tem-se
Sy (wpl§ = prul§)dr + f3 [ utsdedr — [3 i 553" dadr =
(2.19)

Jo w(u = @)lodt + Jy w(p - p)|dr.

Integrando por partes a integral que contém a derivada de segunda ordem de u em relagao

a 7 obtem-se:

t 1 0% 1. ,0u, t Ou* du
S A udt = —[u’ — 2.2
/0 2arz" dt = [ 87'0 0o Ot 8TdT] (2.20)
Integrando por partes a integral resultante:
t Qu* Ou 1 ou* t 32 .
oodr = d 2.21
o ar or " C2[8T o2 ) (2:21)
Logo
t 1 0% 1. ,0u ou* ¢ a? *
[ Samurdr = Sl St = Sl + [0S dal, (222
De (2.6) sabe-se que
ou(x.T
u(z,0) = up(z) e é)|T:0 = vp(x), (2.23)
T
entao - .
t10%u 1 u*
/0 2 g2t dr = Sl-uguo() + voue(w +/ 5 dal. (2.24)

Substituindo em (2.19)

Jy(wply = prald)dr + f3 [ u dedr — [ E=ugvo(w) + vguo(w) + Jy u%s)dr =

Jo w(u —a)lodr + fy @(p — p)|rdr.
(2.25)

Arrumando a equagao (2.25), obtém-se

fg fOL(%Z;J — %887 Judzdr = i fOL[—uE‘)vo(x) + viug(x)]dz
(2.26)

— Jo(wpls — prulg)dr + 5 @ (u — @)lodr + fg (p — p)|Ldr.

No MEC, a funcao de ponderacao é a solucao do problema singular equivalente, isto é, é
a solucao fundamental do operador diferencial do problema original. Assim, as funcoes

de ponderagao w e w sao escolhidas de forma a simplificar a equagao (2.26)

w=-p° e w=-u". (2.27)
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Fazendo as devidas substituigoes, obtém-se

JefE@w — LPuyydedr = 5 [E[—ugvo(x) + vjuo(x)|dx

(2.28)
— Jo(wpl§ — pulf)dr — Jyp*(u — @)lodr + Jgu(p — p)|rdr.
Do lado esquerdo da igualdade foi obtida a equacao da onda em termos de u*. Logo, a
funcao de Green para esta equagao é

o*u* 1 0%
0x? c? 012

=d(x —&)o(t — 7). (2.29)

A solugao de (2.29) pode ser interpretada como sendo o efeito no ponto campo z no
instante ¢ de uma fonte concentrada aplicada no ponto £ num instante anterior 7. Entao,

aplicando (2.29) em (2.28), obtém-se:

I fOL §(x — &)o(t — T)udzdr = C% fOL[—ugvo(x) + viug(x)|dz

(2.30)
= Jo(uplg = prul§)dr — fy p*(u — @)odr + fyu*(p — p)|rdr.
Utilizando as propriedades do Delta de Dirac, ver APENDICE B, pode fazer:
t L
/ / 3 — €)6(t — myulz,7)drdr = u(€ D), (2.31)
0 Jo
e a expressao (2.30) pode ser escrita como
u(&t) = & Jo [-ugvo(x) + viuo(w)]dx
(2.32)
— Jo(wply — prulg)dr — Jyp*(u = a)lodr + f5u*(p — p)|rdr.
Calculando as integrais restantes e rearranjando a expressao obtém-se:
w(&t) = [ prulodr + [3 p*a|dr — [ uplodr — [iwtp|pdT—
(2.33)

LIy ugvo(z)de + 5 [ vguo(z)dz,

que ¢ a expressao geral do MEC-DT para o problema unidimensional. Em (2.33) ug e v

sao u* e p* quando 7 = 0, respectivamente.

2.2.1 A Solucao Fundamental Dependente do Tempo

Como dito anteriormente, a caracteristica central da formulacao MEC-DT ¢é o

emprego da solu¢ao fundamental dependente do tempo. Assim, para a equagao (2.29) a
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solugao é:

u(at: 1) = =5 H(t = T)H[e(t = 7) = o — €] (2.34)
onde H é a funcao de Heaviside.

No APENDICE C estd apresentada a deducao da equacao (2.34). Esta solugao

estabelece trés propriedades importantes:

a) Causalidade
u(x,;6m) =0 se c(t—7)<|r—¢E|; (2.35)
b) Reciprocidade
U*(Jf,t, 5,7) =u" (ga —TZ, — t)) (236)

c¢) Translacao Temporal
u (ot + 567+ 1) =u(x,t;€,7); (2.37)

Para encontrar p* recorre-se a equagao (2.5); assim:

du*
* = ; 2.
pr= (2.38)
entao, para x > &, v =L e £ =0, tem-se
du*  Ou* dx
dn ~ Oz dn’ (2.39)
com
ou* c 0
L = —CH(t 1) Hlelt — ) — ] (240
e
dx
—=1. 2.41
- (2.41)
Das propriedades do delta de Dirac e da funcao de Heaviside, ver APENDICE B:
Hlc(t—7)—2]=1—Hlx —c(t — 7)] (2.42)
e
aaH[ac —c(t—71)] =[x — c(t — 7)) (2.43)
x
Portanto, para x = L
O _ Cht = 1)0[L = eft — 7] (2.44)
) T c 7). .
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Usando a seguinte propriedade do delta de Dirac:

S[L—c(t—71)] =0d[c(t —7)— L] (2.45)
obtém-se
ou* ¢
5 = §H(t —7)0[c(t — 1) — LJ. (2.46)
Parax < {2 =0e & =L, tem-se
ou* c 0
o _iH(t — T)%H[c(t —7)— (L —2)] (2.47)
e
dx
=l (2.48)
Usando as propriedades do delta de Dirac:
;;H[c(t —7)—(L—2)] =0[c(t —7) — (L —2)]. (2.49)
Portanto, para x = 0
o CH( et~ 7) -~ L] (2.50)
9 = o T)d|c T ) )

A expressao (2.50) é igual a expressao (2.46), o que mostra que, tanto para x = 0 quanto
para x = L, as derivadas de u* em relagao a normal sao iguais. De forma mais genérica,

pode-se obter uma expressao unica, para uma distancia qualquer r, fazendo

r=|r—¢| (2.51)
e
ut = —gH@ — ) Hlc(t — 1) —7]. (2.52)
Desta forma
du*  Ou* dr dx
_ Outdrdx 2.
dn or dx dn’ (2:53)
entao 5 5
u* c u*
o = —§H(t—7-) e Hle(t — 1) —r]. (2.54)
Para x > & ( )
dr  d(x —¢& dx
dx dx " dn ’ (2:55)
Para x < &
d (¢ — d
dr_de=2) _ 4 dv_ (2.56)
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Em (2.55) e em (2.56) observa-se que ambos resultam em

dr dx
—— =1. 2.
dx dn (2.57)
Logo
du* c ou*
=——H({t - H —7)—7]. 2.
L= —SH(t - 1) S Hle(t —7) 1) (259)

Utilizando as mesmas propriedades de (2.42) e (2.43), pode-se escrever:

du*
dn

- gH(t — 1) — et — 7). (2.59)
Fazendo r = |z — €| e lembrando de (2.40)
P = gH(t — 7)oz — €] — et — 7)), (2.60)
Substituindo as expressoes (2.34) e (2.60) na expressao (2.33), obtém-se:
w(&t) = [y SH(t —7)0[lx — &| — c(t — 7)|ulodr + f3 SH(t — 7)é[|lz — &| — c(t — 7)]a|Ldr—
Jo=$H(t =) Hle(t — 7) — |2 — &[lplodr — 5 —~§H(t — 7)Hle(t — 7) — |z — &[]p|rdr—

C% fOL ugvo(x)dx + C% fOL viuo(z)de.

(2.61)
Calculando as integrais, tal que
1 se t>71
H(t—171)= .
E=7) {0 se t<T, (2.62)
tem-se
u(ét) = Jy $0llw — €| — e(t = N]u(0,7)dr + fy §6[lv — & — e(t — 7)]a(L,m)dr—
Jo —5Hlc(t — 1) — |z = &[lp(0,7)dr — fg =5 H[c(t — 7) — |z — &[]p(L,7)dT— (2.63)

c% fOL ugvo(z)dr + C% fOL vguo(x)de.
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3 INTEGRAIS DE DOMINIO

Neste capitulo sera feita uma breve discussao acerca das contribuicoes das condicoes

iniciais dadas por ug(x) e vg(x).
As integrais de dominio da equagao (2.33) s@o

I, = 5 [y uivo(z)dz,
(3.1)
I, =% T vgu () de.

A partir disso sera feito uma analise de I, e I, para os valores do contorno e dos

pontos internos.

3.1 Integrais de Dominio para Valores do Contorno

Para o problema unidimensional em questao, considera-se uma célula, no dominio
[0,L], de comprimento AL= |L;—Ls| e um ponto £ que coincide com = 0 ou com x = L,

como apresentado na Figura 5.

AL

L- 1 L 2

I
=

Iy

E=1

L

Figura 5: Célula definida por x = L1 e x = Lo
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Analisando I, para & = 0 e considerando ct como sendo a frente de onda incidente,

temos

e Paract < L

L Het = (o — 0)]ue(a)dz = 0 (32)
2 Jr, 2 ¢ v oar == .
e Para L) < ct < Ly
1 ct c
/. —§H[ct — (z — 0)]vo(z)dz. (3.3)
Hlz — ct]
|
I
Ly ct L+

Figura 6: Frente de onda: L; < ct < Lo

e Para [, < ct

R 0)]uo(x)d 3.4
2l T3 [ct — (2 — 0)Jvo(x)d. (3.4)
Hlz — ct]
1
Ly Ly ct -

Figura 7: Frente de onda: Ly < ct

Admitindo variagao linear para vg(x) em Ly < ¢t < Lo, tem-se

Ly —x
vo(z) = QAL vo(Lq) +

ZE—Ll
AL

vo(Lz). (3.5)

De forma genérica (nota-se que o limite superior da integral é varidvel), pode-se escrever

Iv = 612/& _EH[Ct - {L’][ Lzzm mgél }dl’{ Zzii:; } (36)
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Calculando (3.6), sabendo que 1 — H[ct — x] = H[z — ct], obtém-se

1 2 2 r=a UO(Ll)
I, =—— — oz , 3.7
QCAL[ Lov =% 5 =l ]I_Ll{ vo(L2) &7
onde « é dado por
ct, quando L <ct<L
a= b ! 2 (3.8)
Lo, quando Ls < ct.
Analisando I, para £ = L, tendo em mente o esquema da Figura 8, tem-se
L-ct
X
L = L’l
Figura 8: Esquema para integracoes da célula quando £ = L
e Paract < L — Lo
1 (L2 ¢
2/, _iH[Ct — (L — x)]vg(x)dx = 0. (3.9)
e ParalL —ILo<ct<L—Lioul—ct<Iloel—ct>1L
1 L2 ¢
— ——Hlct — (L — x)]vg(x)dz. (3.10)
c* Jo—ct 2

e ParaL—Li<ctouly>L—ct

1 [l

2/, —gH[Ct—(L—fc)]vo(:c)d:c. (3.11)
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Hz — ct]

! L T Ct L 1 L 9

Figura 9: Frente de onda: L1 > L —ct

Para variagao linear de vo(z) em L; < ¢t < Ly, de forma genérica tem-se

1 L2 ¢ vo(Lq)
I, =—= ——Hlct — (L — Lo—z  2—ly g . 12
v c2 3 2 [C ( x)] |: AL AL :| ZU{ UO(LQ) (3 )
Calculando (3.12), obtém-se
1 2 2 e=Lz | vo(L)
I = — oz = q
= geapl br =% Folwl { vo(La) |’ (349)

onde [ é dado por

L—ct, quando L—Ly<ct<L—L
B:{ E 2 ' (3.14)

Ly, quando L — Lq < ct.

As equagbes (3.7) e (3.13) sdo as integrais de dominio referentes a condigao inicial vy(x)

para £ = 0 e £ = L, respectivamente.

Para fazer a andlise de I,,, é importante saber que

., ou”
vy = Ehzoa (3.15)
entao 5 5
u* c
5 = B —§H[c(z€ —7)—71]}. (3.16)
Tendo em mente que Hlc(t —7) —r] = H[(ct — 1) — et =1 — H[eT — (¢t — )], tem-se
ou* c 0
5 = —55{1—]{[07— (ct — 7))} (3.17)

Mudando a variavel de derivagao, pode-se escrever:

ou* & 0
5 = 58(CT)H[CT — (ct —1)]. (3.18)
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Como a derivada da funcao de Heaviside é a propria Delta de Dirac, ver APENDICE B

ou* .,
WlT:O = UO = 55(7’ — Ct)

Logo, lembrando que r = |x — ¢|

Para £ = 0, tem-se

1 L2 ¢?
I, = —/ 55(1‘ — ct)ug(x)dz.

i,

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Considerando ct como sendo a frente de onda incidente, as seguintes situacoes ocorrem:

e Paract < Lie Ly <ct

L1 8 — etyuo(w)de = 0
2/]:1 (x — ct)ug(x)dx = 0.
e Para L1 S ct S LQ
1 [l 1
= d(z — ct)up(z)dr = —up(ct).
2L, 2

Admitindo variagao linear para ug(z) em Ly < ct < Ly

Ly —x r— L
uo(e) = ~F 7 uo(Ln) + —x 7 uo(La).
Entao
uo(L1)
uo(ct) = | Le—ct =Ly 7
[ AL AL } Uo(Lg)
e, portanto
I, = [ Ly—ct ct—L; } uo(Ly)
2 AL AL Uo(LQ)
Para ¢ =L

I, = 1 /:2 %5((L —x) — ct)up(z)dz.

Como §[(L — x) — ct] = §[(L — ct) — x] = 0[x — (L — ct)], tem-se
I, = % " C—zé[x — (L — ct)|up(x)dx.
ctJo, 2
e ParalL—ct<Liely<L—ct

; :2 Sz — (L — ct)|up(z)dx = 0.

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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e Para L1 < L —ct < Ly

1 /L 1
[ Sz — (L — ct)|up(x)dx = —uo(L — ct). (3.30)
2 )L, 2

Como foi admitida variagao linear para ug(x) em Ly < L — ¢t < Lo, para ug(L — ct)

pode-se escrever:

up(L — ct) = [ Ly—(L—ct) (L—ct)—L, }{ uo(L1) } (3.31)

AL AL o <L2)

e, portanto

I, = 1| Loll-a) @-a)L ]{ to(Ln) } (3.32)

2 AL AL o (Lg)

As equagoes (3.26) e (3.32) sao as integrais de dominio referentes a condigao inicial ug(x)

para £ = 0 e £ = L, respectivamente.

3.2 Integrais de Dominio para os Pontos Internos
Para o calculo das integrais de dominio nos pontos internos, considera-se o mesmo

dominio [0,L], no qual se define uma célula de comprimento AL = |L; — Ly| e um ponto

interno &, cuja posigao relativa a célula, serd analisada separadamente, ver Figura 10.

Figura 10: Dominio com ponto interno
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Analisando [, para 0 < & < L; e considerando ¢t como sendo a frente de onda

incidente, tem-se

e Para ct < I

1 rL2 ¢
= | —5H{ct —[(z — &) — 0]}vo(z)dz = 0. (3.33)
c?Jrn, 2
e Para Ly <ct < Lo
612 LC: —gH{ct —[(z = &) = 0}vo(z)de. (3.34)
e Para Ly, < ct
1 rL2 ¢
< | —5H{ct = [(z = &) — O[}vo(x)da. (3.35)
ctJr, 2

Admitindo variagao linear para vo(z) em Ly < ¢t < Lo, pode-se escrever:

1 o ¢ vo(L1)
— _ _ _ Lo—xz z—L
[v - 02 I 2H[(l’ 6) Ct”: ZL ALl :|dl'{ UO(LQ) ' (336)
Calculando (3.36), obtém-se
1 2 2 T=a UO(LI)
Ih=——| Lor —% % — Lz , 3.37
2CAL{ 2 2 2 1 }Ile{ 'U()(LQ) ( )

que é uma expressao idéntica a (3.7), onde

t, do L1 <ct<L
a:{ ct, quando 1<c¢ 2 (3.38)

Lo, quando Ls < ct.

Analisando I, de maneira semelhante, para L, < £ < L, tendo em mente o esquema da

Figura 11, pode-se escrever:

e Paract < £ — Ly .
L —SHIet — (€~ 2)]up(w)dz = 0. (3.39)

c i,

e Paral — Lo <ct<é—Liouél—ct<loel—ct> 1

—1 " —EH —(&—x d 3.40

) A [t — (€ )]vo(x)dx. (3.40)
e Paraé — Ly <ctou Ly >&—ct

71 " —EH — — d 3.41

2/ 5 [ct (E a:)]vo(x) xT. ( . )
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e

Figura 11: Elemento para L, < £ < L

Admitindo variagao linear para vg(x) em Ly < ¢t < Ly, de forma genérica tem-se

1 L2 ¢ vo(L1)
[v:—/ _SHlet — (£ — z))[ Le=z a=Li ]g . 3.42
C2 B 2 [C (5 x>]|: AL AL :| x{ Uo(LQ) ( )
Calculando (3.42), obtém-se
1 2 2 z=La UO(LI)
IU [, _ = oz _ s 4
VARt T { vo(Lo) (343

que é a mesma expressao obtida em (3.13), onde

L — ct, quando —Lo<ct<é—L

8= 1 §- L ¢- 1 (3.44)
Ly, quando & — Ly < ct.

As equagoes (3.37) e (3.43) sao as integrais de dominio referentes a condigao inicial vy(x)

para a posicao do ponto interno £ antes e depois da célula, respectivamente.

Para a analise de [, recorda-se de (3.15) e (3.20), portanto, para 0 < £ < Ly,
tem-se
1 L2 ¢?
I, == —((x — &) — ct)ug(x)d. (3.45)

2l 2

Considerando ct como sendo a frente de onda incidente, ocorrem as seguintes situacoes:

e Paract < Lie Ly <ct

>~ &) — gl = 0. (3.46)
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e Para L <ct < Ly

1 L

2 [ b =) - cthun(o)de = Juolet +6) (3.47)

Admitindo variagao linear para ug(x) em Ly < ct < Ly

wo(z) = LQA_L%O(LQ + m;LLluo(h), (3.48)
entao
uolet +€) = [ gt g }{ ZOEE; } (3.49)
e portanto

_1 Lo—(ct+§)  (ct+&)—L1 UO(Ll)
I“_Q[ AL AL } uo(La) : (3.50)

Analisando agora Ly < £ < L tem-se

1 L2 ¢?
I, = 2. 56((5 —x) — ct)up(z)dz; (3.51)

como d[(§ —x) — ct] = 0[(§ — ct) — x] = d[x — (§ — ct)], tem-se
I, = 012 ; fa[x — (€ — et)]uo(z)da. (3.52)

e Paral —ct<Liely<&—ct

;/:2 Sz — (& — ct)|up(x)dx = 0. (3.53)
e Para Ly <& —ct < Lo
S 1
= dx — (& — ct)|up(x)der = —up(§ — ct). (3.54)
2JL, 2

Admitindo variagao linear para ug(x) em L1 < L — ¢t < Lo, para ug(L — ct), obtém-se

_ _ [ Lo—(¢=ct) (¢—ct)-L; uo(L1)
wl€—eh) = | B 657 }{ uwo(L2) (3.55)
e, portanto
— 1 Ly—(&—ct) (§—ct)—L1 UO(Ll)
Iu - 2[ AL AL } uO(L2) ) (356)

que é semelhante a equacao (3.32). As equagoes (3.50) e (3.56) s@o as integrais de dominio
referentes a condicao inicial ug(z) para a posigdo do ponto interno £ antes e depois da

célula, respectivamente.
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4 RESULTADOS

Com a finalidade de verificar os resultados obtidos com o método, a formulacao
MEC-DT serd empregada em 4 exemplos nos quais sera utilizado uma barra unidimen-
sional de comprimento L, onde L = 2. Além disso, adota-se At = 0,1 e admite-se que

c = 1. As condicgoes iniciais e de contorno sao especificadas em cada caso.

Os resultados do MEC sao sempre comparados com as solugoes analiticas corres-
pondentes, calculadas de acordo com os procedimentos descritos por (STEPHENSON, 1970)
e apresentados por (CARRER; MANSUR, 2010). A solugao analitica em cada exemplo serd
esbocada juntamente com a solucao numérica nos graficos de “u x t” e de “p x t”7. No

[13ee))

problema em questao, “u” denota o deslocamento e “p” a reagao no apoio.

4.1 Exemplo 1 - Barra com Condicoes de Contorno
Prescritas

Considera-se que a barra em estudo esta fixa em x = 0; as condi¢oes de contorno

sao dadas por

u(0,t) = 0,
(01) (4.1)
p(L,t) =
As condigoes iniciais neste caso sao nulas, isto é
up(x) = 0,
vo(x) = 0.

Neste exemplo, p(L,t) denota uma carga aplicada na extremidade direita da barra,
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como mostra a Figura 12.

p
L <

L

Figura 12: Barra com condicoes de contorno prescritas

A solugao analitica deste problema é dada por, ver (CARRER; MANSUR, 2010)

8L & )" (2n — 1)met (2n — D)7z
t) = — —_—. 4.3
u(zt) =x + - nzl 2n— 172 5 cos| 5T |sen]| 5T ] (4.3)

A Figura 13 apresenta o deslocamento em relacao ao tempo decorrido.

| : | ! | ! | ) | ! | ! |
MEC-DT|
—— Analitica
4 - .
2 4 -
u
0+ _
| ! | ! | : | ! | ! | ! |
0 10 20 30 40 50 60

Figura 13: Deslocamento em x = L

Normalmente se observa nas solucoes numéricas certo grau de amortecimento,
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porém, na formulacao MEC-DT nota-se a auséncia de qualquer tipo de amortecimento.

Observa-se também que a solu¢ao numérica obtida é exatamente igual a solucao analitica.

A Figura 14 apresenta a reagao no apoio em relacao ao tempo; pode-se observar
que a solucao numérica obtida pela formulacao MEC-DT nao apresenta o Fenomeno de

Gibbs existente na solucao analitica.

| ! | ! | ! | ! | ! | ! |
- MEC-DT
—— Analitica
04 == -
p
-2 e -
1 B 1 ! 1 . 1 : 1 B 1 ! 1
0 10 20 30 40 50 60

Figura 14: Reacgao no apoio da barra em x = (

Em matematica, o fendmeno de Gibbs, em homenagem ao fisico americano J.
Willard Gibbs, é a maneira peculiar em que a série de Fourier de uma funcao periddica
diferenciavel se comporta em uma descontinuidade de salto, a n-ésima soma parcial da
série de Fourier tem grandes oscilagoes perto do salto. A oscilacao nao desaparece com
o aumento da freqiiéncia, mas se aproxima de um limite finito (CARSLAW, 1930). Para

melhor visualizar este fenomeno na solucao analitica, ver Figura 15.



Fendmeno de Gibbs

MEC-DT
— Analitica

Figura 15: Auséncia do fenomeno de Gibbs na solugao MEC-DT

Os valores do deslocamento no dominio, em z = 0,5, x

apresentados na Figura 16, os quais coincidem com a solugao analitica.

45

1.0exz =

4,0 -
3,5
3,0 4
2,5 1

u 2.0
1,5 -
1,0 -
0,51

0,0 +

T

- MEC-DT (x=0
—— Analitica (x=0,
MEC-DT
—— Analitica
- MEC-DT (x
—— Analitica (x

1,
1

1,
1

10 20

30

40 50

Figura 16: Deslocamento nos pontos internos

60
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1,5, sao

Nas Figuras 14 e 16 pode-se observar claramente que a propriedade da causali-
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dade, dada pela expressio (2.34), é satisfeita.

4.1.1 Estudo Paramétrico

Fez-se um estudo paramétrico com o objetivo de analisar o comportamento de p

em decorréncia do valor de At.

Considera-se entao um parametro 1 definido como:

Al

. (4.4)

7’]:

Observou-se que, empiricamente, para que se obtenha bons resultados é necessario

que os valores de L e ¢ sejam escolhidos de forma que % seja um valor inteiro e:

cAt < L. (4.5)

4.2 Exemplo 2 - Barra com Deslocamento Inicial Pres-
crito

Agora, serd considerado o caso da barra do exemplo anterior sujeita as condigoes

de contorno
u(0,t) =0,

(4.6)
p(L,t) = 0.
e as condigoes iniciais

ug(z) = Uy,

ole) =t (4.7)
Uo(l') =0.
Neste caso a solucao analitica é dada por, ver (CARRER; MANSUR, 2010)
8LU & (—=1)" (2n — 1)mwct (2n — 1)mz

t) = . 4.8
et) = = 3 g cosl 2 el (4.9
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A Figura 17 apresenta o deslocamento em fun¢ao do tempo.

| B 1 ' | ' | : | ' 1 ! 1
MEC-DT
—— Analitica
2 4 -
0 - -
u
2 -
1 B 1 ! 1 . 1 : 1 B 1 ! 1
0 10 20 30 40 50 60

Figura 17: Deslocamento em = = L

Nota-se que a solugao numérica obtida pela formulacao MEC-DT coincide com a

solucao analitica.
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A Figura 18 apresenta a reac¢ao no apoio em fungao do tempo.

2 | B 1 ' | ' | : | ' 1 ! |
- MEC-DT
—— Analitica
04 4
p
-2 1 B 1 ! 1 . 1 : 1 B 1 ! 1
0 10 20 30 40 50 60

Figura 18: Reacao ao apoio da barra em x =0

Observa-se uma situacao semelhante a do exemplo anterior, isto é, a solucao

numérica obtida pela formulacao MEC-DT nao apresenta o Fenomeno de Gibbs visto na

solucao analitica.
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Para os pontos internos = 0,5, x = 1,0 e x = 1,5 os resultados sao apresentados

na Figura 19.

3,0 | T T T T T T T T T T T T
4 - MEC-DT (x=0,5)
2,5 4 —— Analitica (x=0,5) | -
J MEC-DT (x=1,0)
204 — Analitica (x=1,0) | _|
! - MEC-DT (x=1,5)
T —— Analitica (x=1,9) T
I (I O | S I S L O
ARNARN AN AN AN A
u 0,5 1 -
0,0 - .
TRV AR VA VAR U
I BT A R TR AR T
-1,5 .
| ! I ! | ! I ! | ! | ! |
0 10 20 30 40 50 60

Figura 19: Deslocamento nos pontos internos

Observa-se que a solucao numeérica para os pontos internos coincide com a solucao

analitica.

4.3 Exemplo 3 - Barra com Velocidade Inicial Pres-
crita

Com as mesmas condicoes de contorno dos exemplos anteriores, isto é

(4.9)
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As condigoes iniciais agora sao dadas por

ug(x) = 0,
ol2) (4.10)
vo(z) = 1.
A solucao analitica é dada por, (CARRER; MANSUR, 2010)
8LV & 1 (2n — V)met (2n — 1)z
t) = . 4.11
wwt) =5 ; (2n — 1)28611[ ST e (4.11)

As Figuras 20 e 21 apresentam os resultados no contorno para u e p, respectiva-

mente.

1 . 1 4 | . | . 1 ' 1 ! |
MEC-DT
—— Analitica
2 -
0 - -
u
2 .
| : | ! | . | ) | : | ! |
0 10 20 30 40 50 60

Figura 20: Deslocamento em x = L
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2 | : | ! | ! | ) | ! | ! |
o« MEC-DT
—— Analitica
04 -
p
'2 I L] l L] I L] l L} I L] l L} I
0 10 20 30 40 50 60

Figura 21: Reacgao no apoio da barra em x = (

Observa-se um comportamento semelhante ao ja observado nos exemplos ante-
riores, ou seja, nos graficos que apresentam o deslocamento o resultado coincide com a
solucao analitica. No grafico correspondente a reagao no apoio, nota-se a auséncia do

Fenomeno de Gibbs na solucao numérica.



No dominio, obtém-se o grafico da Figura 22.
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u l

P - W =N=T

oL oo v,

>
L1 I (e T | R

P sl B B A e
2

Analltlca (x

Figura 22: Deslocamento nos pontos internos

A solucao numérica coincide com a solucao analitica.

44 Exemplo 4 - Barra com Condicoes de Contorno

Variaveis no Tempo

Neste exemplo serao abordados 2 casos, nos quais, assumindo condigoes iniciais

nulas, as condigoes de contorno variam senoidalmente com o tempo.
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441 Caso 1l

As condigoes de contorno sao dadas por

u(0,t) =0,

4.12
u(L,t) = sen(t). (4.12)

A solucao analitica é dada pela seguinte expressao, ver (CARRER; MANSUR, 2010)

u(z,t) = Uo{—sem/Jt + Z ¢¢2) <;;T)n[¢sen(q§t) - wsen(wt)]sen(n—zx)}, (4.13)

onde ¢= “*. A andlise serd feita em torno do parametro v, entao:

e Quando ¢y = 7

O deslocamento em x = 1,0 é dado pela Figura 23.

T T T T T T T . T T T . T
30 o MEC-DT
—— Analitica g &

20 1

D P
DD

foly @
&

b
ap 4 St
© i

Figura 23: Deslocamento em x = 1,0
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Em x = 0 a reagao no apoio é dada pela Figura 24.

60 T T T i T i T ) T T T T T

°© MEC-DT
—— Analitica .8
40 — _ G :':;:.:' & -

Do

0 10 20 30 40 50 60

Figura 24: Reacao no apoio em = = 0

Observa-se nas Figuras 23 e 24 o fendomeno conhecido na fisica como Ressonancia.
Aplicando a regra de L’Hopital, quando n = 1, na equagao (4.13), obtém-se a solugao

analitica para ¢ = 7.

u(x,t) = Up{%sen(yt) — [sen(yt) + ¥t cos(vt)|sen(yx)+

4.14
nwr ( )

[ésen(6t) — psen(t)Jsen("7 )}

— 2y (=)
nZ::z(cb?—W) nm

Nota-se em ambos os graficos que a solugao numérica coincide com a analitica.



e Quando ¢ = 37;

O deslocamento em x = 1,0 é dado pela Figura 25.

2 | B 1 ' | ' | : | ' 1 ! |
o MECDT
—— Analitica
04
u
-2 1 B 1 ! 1 . 1 : 1 B 1 ! 1
0 10 20 30 40 50 60
t

Figura 25: Deslocamento em x = 1,0

A solugao numérica coincide com a solucao analitica.

39
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Em x = 0 a reagao no apoio é dada pela Figura 26.

2 I L l L I L] l T I L l L1 1
o  MEC-DT
— Analitica
0 .
p
-2 T £ T ) T k T i T 1 T T T
0 10 20 30 40 50 60
t

Figura 26: Reacao no apoio em z =0

Nota-se que a solugao analitica apresenta o fenomeno de Gibbs quando p se aproxima

de 0, enquanto que a solug¢ao numeérica nao.



e Quando ¢ = 3}

I

O deslocamento em x = 1,0 é dado pela Figura 27.

8]

MEC-DT

—— Analitica

Figura 27: Deslocamento em x = 1,0

50

60

41
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Em x = 0 a reagao no apoio é dada pela Figura 28.

2 | B 1 ' | ' | : | ' | ' |
o MEC-DT
—— Analitica
04 .
p
-2 1 B 1 ! 1 . 1 : 1 B 1 ! 1
0 10 20 30 40 50 60
t

Figura 28: Deslocamento em x = 0

Observa-se na Figura 27 que a solucao numérica coincide com a solucao analitica.
Na Figura 28, mais uma vez, nota-se a auséncia do fenomeno de Gibbs na solugao

numeérica.

4.4.2 Caso 2

Considera-se uma carga variavel aplicada na extremidade direita da barra, como

na Figura 12. As condic¢bes de contorno sao dadas por

u(0,t) =0,

(4.15)
p(L,t) = sen(t).
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A solugao analitica é dada por, ver (CARRER; MANSUR, 2010)

o0 8L
u(z,t) = xsenht — Zl (02 %1/}2) (nm)

cnm

2L ¢

5 (—1)"[gsen(9t) — psen(yt)lsen(S),  (4.16)

onde n é impar e ¢ = A anadlise também serd feita em torno do parametro ¢, entao:

e Quando ¢ = T;

O deslocamento no contorno é dado pela Figura 29.

2 | ! I ! | ! I ! | ! 1 ! |
MEC-DT
— Analitica
0 - 4
u
'2 T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Figura 29: Deslocamento em x = L



Em x = 0 a reagao no apoio é dada pela Figura 30.

o MEC-DT
—— Analitica

2 7 & B B B B B H
0.0 ll'li ll'li lﬂi lﬂi lﬂi (i.li
PP PP 4] DD e ) P
[ [ [ P 3 P G P G P
P P P L R R AEIH
o P o P o P o P o D o D eI
¢ @ ¢ D@ R LR 4 @ G4 4 @
O — g & & D D D D
p LR LR ¢ O ¢ O A o ¢ o @ A
$ @& $ @& $ @& $ @& L4 L L4 L4
QP QP I A G @ G @ R R
[AERH AR AERH ALY QP Q¢ Q¢ QP
e e LR LR P &P g 4
ol iy Qi Qi Qo Gy Gy Gy Gy
ap ap ap ap qp qp jasay oD
l‘b l‘b l‘b l‘b o o l’l l’l
T T T T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60

Figura 30: Reacao no apoio em z =0



No dominio, o deslocamento é dado pela Figura 31.

2 T T T T T T T T T T T T T
o MEC-D
Analitica
G G r) r) G G G G
& & & o & & & &
s ¥ s s i i, i i
dth dth Juicd gt jiii jiti Jiiey Jiiey
o o o o Q@ Q@ Q Q
a & a s & &€ & &J @ & @ & @ & @ &
D P D P D P D P QP QP [4:R4] (4,4
Qr a Q a Qr d Qr a o a o a O d O a
b b b b b b b b
4] 4] @ a@ D D D D
P PP P P T a T T ¢ a
@ 0] @ @ o o 4] &
aJ O aJ O T O T O T @ T @ T @ T @
&
¢
u [}
¢ P ¢ g ¢ g & @ ¢ @ ¢ @ ¢ @
@ @ @ @ @ @ @
& e & e & e [ P [ P 4y P ¢ 4
b b b
& 1 & 1 & 1 &7 & T &P &P
@ @ o ) @ @ @
p @ g el R R R R
P P P $ s s s
a3 a3 a3 D a g a g iy
Qe agf agf a Qi Qi 0
el & & & @ @ @
| ! | ! ] ! |

'2 T T T T T T
30 40 50 60

Figura 31: Deslocamento em x = 1,0

Nota-se nos graficos que a solucao numérica coincide com a analitica.



e Quando ¢ = 37;

O deslocamento no contorno é dado pela Figura 32.

| B |
40 MEC-DT
41 | — Analitica

Figura 32: Deslocamento em = = L
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Em x = 0 a reagao no apoio é dada pela Figura 33.

47

T T T T T T T T T T T
30 - o MEC-DT
—— Analitica
20 H
10 - S O S O
04 A S
P O
10 4 Tog 4 i
.20 - § _
230 - &
T T T T T T T T T T T T T

Figura 33: Reacao no apoio em z =0
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No dominio, o deslocamento é dado pela Figura 34.

| B 1 ' | ' | : | ' 1 ! |
30 - o MEC-DT
—— Analitica

20 1

10 -

-10 4

Figura 34: Deslocamento em x = 1,0

Nota-se nos graficos um comportamento ressonante. A solugao numérica coincide
com a analitica, que neste caso, obtém-se aplicando a regra de L’Hopital, quando

n =1, na equagao (4.16)

u(z,t) = wsenyt — 25 [sen(yt) + tsen(yt)]sen(Yz)—
(4.17)

3 L4 8L " — 1sen sen( L



e Quando ¢ = };

O deslocamento no contorno é dado pela Figura 35.

MEC-DT] |

—— Analitica

-6 T

Figura 35: Deslocamento em = = L
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Em x = 0 a reagao no apoio é dada pela Figura 36.

1
o MEC-DT
—— Analitica

Figura 36: Reacao no apoio em = =0

50 60

50
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No dominio, o deslocamento é dado pela Figura 37.

4 | B 1 ' | ' | : | ' 1 ! |
o MEC-DT

. —— Analitica |
2 4 -
0 - .

u J
-2 4 A

-4 1 B 1 ! 1 . 1 : 1 B 1 ! 1

0 10 20 30 40 50 60
t

Figura 37: Deslocamento em x = 1,0

Nota-se nos graficos que a solucao numérica coincide com a analitica.

Tanto para o Caso 1 quanto para o Caso 2 foram testados outros valores de ¥, para
os quais, em alguns casos se obteve resultados semelhantes aos apresentados aqui,

e em outros casos os resultados foram pouco relevantes.
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5 CONCLUSOES

Ao longo dos anos o MEC tem demonstrado ser uma ferramenta numérica que
oferece uma base matematica bem estabelecida e que, pelo fato de ser um método rela-
tivamente novo, quando comparado a outros métodos numéricos, possui caracteristicas
proprias que o colocam no mesmo patamar dos demais. Além disso, para determinadas

classes de problemas torna-se uma escolha mais adequada.

A escolha pelo tema abordado, deve-se ao fato que, os estudos da eletrodinamica
e do problema de propagacao da onda escalar constituem uma das mais interessantes
aplicagoes do MEC. Apés o trabalho inicial de Mansur (MANSUR, 1983), muitas aplicacoes
praticas foram apresentadas nos ultimos anos demonstrando a eficiéncia e justificando o

emprego do MEC para a solucao de problemas que envolvem a variavel “tempo”.

A principal contribui¢ao deste trabalho foi desenvolver a formulacao MEC-DT
para o problema de propagacgao da onda escalar unidimensional, tendo em vista, até onde
é do conhecimento da autora, que as formulacoes apresentadas até o momento envolviam

apenas problemas bi e tridimensionais.

Do ponto de vista matematico, a formulacaio MEC-DT ¢é muito elegante e de
simples desenvolvimento, quando se domina as ferramentas matemaéticas necessarias para
o calculo, além de produzir resultados com bastante precisao quando comparados com as

solucoes analiticas.

Os exemplos apresentados neste trabalho comprovam que na formulagao MEC-
DT os resultados sao apurados, ou seja, tanto para os valores do contorno, quanto para os
valores do dominio, a solugao numérica obtida coincide com a solucao analitica. Enquanto

que nos graficos de "u x t”" observa-se auséncia de amortecimento, independente das
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condicoes iniciais e de contorno, nos graficos de "p x t”” nota-se auséncia do fenomeno

de Gibbs presente na solucao analitica.

No estudo paramétrico pode-se constatar que, empiricamente, para que se obte-
nha bons resultados é necessario que os valores de L e ¢ sejam escolhidos de forma que %

seja um valor inteiro e que cAt < L.

As principais dificuldades acerca do desenvolvimento do método foi a imple-
mentagao dos cddigos computacionais. E necessério o domfnio de uma linguagem de
programagao para testar os exemplos, tendo em vista que para se obter bons resultados,
é importante a adogao de um numero consideravel de passos de tempo. Para isso fez-se
uso da linguagem Fortran 95 e 2003, uma ferramenta computacional que, embora seja de
simples manuseio, requer certa habilidade e conhecimento de légica de programagao para

implementar os cédigos.

5.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

As sugestoes para o desenvolvimento de trabalhos futuros a partir do presente

trabalho compreende:

1. Aplicar a equagao integral de contorno para diferentes regioes do dominio com di-

ferentes valores de c. Este procedimento dentro do MEC caracteriza as subregioes.
2. Desenvolver a formulagao para a solucao fundamental mantida constante no tempo.

3. Implantacao de p linear e desenvolvimento da formulacao analoga a apresentada por

(MANSUR; CARRER; SIQUEIRA, 1998).
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APENDICE A - Deducao da Equacao da Onda

Unidimensional

A deducao da equacao da onda é feita por meio da aplicacao das Leis de Newton a
uma barra de sec¢@o transversal A, médulo de elasticidade E e massa especifica p (NAKAO,

1981). Considerando um elemento dx da barra, situado entre x e z + dx, as tensoes que

0Ty
ox

atuam nestas dire¢oes sao, respectivamente, T, e T, + S2dx e as deformacoes especificas

correspondentes sao —% e %dm, conforme a Figura 38.

X _]_dX |
T |
V7 I
{ w, ) X
lu,
Z
4—/ —>  o;
Tx T; + X
Ix
Figura 38: Tensoes na barra
A forca resultante na direcao x é
oT, oT,
F,=-T,A+ (T, + —2dx)A = —ZdzA. Al
. oA+ (T + 5 de)A = 5 =de (A1)

De acordo com a segunda lei de Newton, esta equagao pode ser escrita como

oT, 9%u
pe drA = Adl’p@ (A.2)




ou

o
or p(?x?'

60

(A.3)

Sendo a deformacao na direcao z igual a g—;‘, a tensao T, pode ser escrita como

ou
T,=EF—,
ox
onde, derivando em relacao a x, tem-se:
ot — E@
ox 0x?

Logo, igualando (A.3) com (A.5), a equacdo do movimento é dada por

Pu_
oxr2 p ot?
ou
a1
or2 2 o2’

onde ¢ = \/% ¢é a velocidade de propagacao da onda.

(A4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

A equagao (A.7) é a equacao da onda unidimensional, cuja soluc¢ao é da forma:

uw(xt) = fi(z + ct) + fo(x — ct),

onde f; e fy sao fungoes arbitrarias.

(A.8)

Outra forma de deduzir a equacao da onda é por meio da aplicacao das leis de

Newton ao movimento de um segmento de corda. Entao, considerando um segmento de

corda, como mostrado na Figura 39 e admitindo que o segmento se desloca verticalmente,

Figura 39: Segmento de corda tensionada
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a forca resultante nesta direcao é dada por
F =F, — I, = Fsenfl, — F'senf, (A.9)

onde I} e F; sao as forcas de tensao nas extremidades da corda, 6, e A3 sao os angulos
formados com a horizontal e F' é a forca de tensao na corda. Como os angulos sao
pequenos pode-se fazer senf ~ tgf. Entao a resultante das forgas verticais que atuam

sobre o segmento é
F = F(senfy — senfy) ~ F(tghy — tgh). (A.10)

A tangente do angulo entre a corda e a horizontal é o coeficiente angular S ou inclinagao

da curva, ou seja, é a derivada parcial de u(z,t) em relacdo a x, com ¢ constante:

_ ou(z,t)

= tgf
S & ox

(A.11)

Portanto
F=F(S,—5))=FAS, (A.12)

em que S; e Sy sao os coeficientes angulares em cada extremidade do segmento e AS ¢é a

variacao da inclinacao. Pela 2¢ Lei de Newton sabe-se que
F= Moaop, <A13)

onde mo= pAx, com p sendo a densidade linear da corda; Ax o comprimento aproximado

9?u(z,t)
ot?

do segmento e ap= a aceleragao da corda. Logo

0*u(z, 1)

F = pAzx 2% (A.14)
Igualando a equacao (A.12) com a equagao (A.14), obtém-se
Ou(x,t)
FAS = pAe——"—= A.15
phr—p (A.15)
ou A SPue.t)
S u(z,t
= . Al
Fae =F o (4.16)
No limite de Az — 0 tem-se:
AS 9S 0 du(z,t)  O%u(x,t)
arso Az 9r  Or Or 9% (A.17)
Logo, a equagao (A.16) pode ser escrita como
2 2
Pulz,t) 1 0u(z,t) (A1)

orz2 2 o2
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onde ¢ = \/g é a velocidade de propagacao da onda no segmento de corda.

A equagao da onda é uma equagao Diferencial Parcial (EDP), linear, homogénea,

de segunda ordem e do tipo hiperbdlica (TIPLER, 2000).
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APENDICE B - O Delta de Dirac e a Funcao de

Heaviside

Para definirmos o Delta de Dirac considera-se a funcao de distribuicao 6, (x) dada

por
L se |z <n
Sp(x) =4 " 2 (B.1)
0 se |z|>n,
de onde segue imediatamente que
[ sy =[" e = (nm) =1 (B.2)
n(@)dr = [ —odr=o-(ntn)=1 :

O Delta de Dirac ¢ definido através do seguinte limite

liy 3, () = 6() (B.3)
que fornece
0 0
&m:{ e o7 (B.4)
oo se x =0,

bem como

/mammle (B.5)

Da equagao (B.3) verifica-se, pelo teorema do valor médio, que o Delta de Dirac

possui a seguinte propriedade

| s@f(@)dz = £(0) (B.6)
ou ainda, de forma mais geral
| o= o) fa)de = f(a), (B.7)
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que pode ser interpretado como uma propriedade de filtragem, ou seja, de todos os
possiveis valores de f(z) apenas o valor calculado em x =z’ contribui. Logo, §(z — 2’) é

definido como

O !
d(x—2a') = { > aj?éx/ (B.8)
oo se xz=21a.
No caso de duas variaveis tem-se:
| b =iy = y)f(wy)de = f'y). (B.9)

Outras propriedades importantes do Delta de Dirac sao:

26(x) = 0, (B.10)
d(—x) = d(z), (B.11)
§(x'x) = ;/5(95)@ > 0. (B.12)

A Funcgao de Heaviside definida como H(z — 2’), também chamada de funcao

escada, é uma funcao descontinua, dada por

1 se z>4a
H(x —2a') = (B.13)
0 se z<2a.
Graficamente tem-se
H(z —x)
1
’ i T
Figura 40: Funcao de Heaviside
Define-se também
1 se <2
1—H(x—2") = (B.14)
0 se =>2a.

Pode-se relacionar a Funcao de Heaviside com o Delta de Dirac calculando a
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1—H(z—a')

Figura 41: Definicao da funcao de Heaviside

integral de 0(z — 2’) no intervalo —oo até &, ou seja,

/5 (5(95—:1:’):{ 0 se £<o (B.15)

—00 1 se >0

ou, pela definicao da Func¢ao de Heaviside

/5 §(x —2') = H(x — ). (B.16)

—0Q
Desta expressao, utilizando a regra de Leibniz, derivando formalmente ambos os lados,

pode-se escrever

d(x —2')=—H(x—2). (B.17)

O Delta de Dirac é conhecido na literatura como Funcao Delta, porém através
da equagao (B.17) pode-se observar que nao se trata de uma fun¢ao no sentido usual
do célculo, uma vez que o lado direito desta igualdade é o diferencial de uma funcgao

descontinua (OLIVEIRA, 2005).



do Tempo

Considera-se a equagao da onda escalar unidimensional dada por

Pu(z,t) 1 u(x,t)
or2 2 O

A equacao que determina a solugao fundamental é

PG(xt) 1 0°G(x,t)

gz @ g 0w

A sua Transformada de Fourier G (&,7) obedece a equagao

(T~ €6(E) = o
Logo, , X

~ c

G(€7 ):%7'2—§262.
Conseqlientemente,

—00 —

Gla,t) = (2;)2 / g / O:o ﬂiwdr)dg

A integral em d7 é dada por

dr = 2mi

/oo 6z'tT eitﬁc _ e—itﬁc
oo T2 — £2¢2 26c ’
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APENDICE C - Solucido Fundamental Dependente

(C.1)

(C.6)
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Obtemos assim,

& 2m /oo pib(atet) _ p—if(z—ct)

G(z,t) = 2r)2 2¢ e :

de. (C.7)

Integrando como “valor principal”, onde € denota o raio na equacao paramétrica

G(z,t) = —E[e(x + ct) — e(x — ct)], (C.8)
onde
+1 se u>0
e(u) = C.9
(u) {—1seu<0. (©9)
Como t > 0, temos
Glod) c| 1—e(x—ct) se >0 (C.10)
) =—- :
4 e(@+et)+1 se z<0.
Como
Hu)+ H(—u)=1 e H(u)— H(—u) = €(u), (C.11)
pois
1 0
H(u) = { e u= (C.12)
0 se u<0
e
0 0
H(—u) = vz (C.13)
1 se u <0,
obtemos
Gla) c| H(ct—xz) se x>0 (C.14)
) = —= :
2| H(ct+x) se z<0,
ou seja
Glat) = —%H(t)H(ct —Jz)), (C.15)
e finalmente
Glo =&t —7) = =S H(t =) He(t = 7) = |z — ] (C.16)

Fisicamente, esta expressao representa o movimento elementar de uma corda

num ponto x, no instante ¢, devido a uma pequena perturbacao ocorrida no ponto & e
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no instante 7 anterior a t, de acordo, portanto, com o principio da causalidade (BRAGA,

2005).

Uma forma alternativa de se obter a solucao fundamental dependente do tempo
estd em (GRAFF, 1991), onde a solugao é calculada utilizando a Transformada de Fourier
e a Transformada de Laplace. Outra maneira de calcular é apresentado em (GREENBERG,

1998), esta solucao é conhecida como Solugao de d’Alembert.



