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Lista de Símbolos 

N o conjunto dos números naturais. 

0 o conjunto vazio. 

< , ^ relação de ordem parcial e sua negação. 

V, A supremo e ínfimo respectivamente. 

' involução com reversão de ordem. 

(X, 6) um espaço topológico. 

(X, T) um espaço //-topológico. 

(X, To) um subespaço de um espaço L-topológico. 

A o fecho do conjunto A ou de um L-conjunto A. 

Ac o complementar do conjunto A. 

Xa a função característica de A. 

x £ A, x A x pertence a A e sua negação. 

{x 6 X ; -P(x)} o conjunto dos elementos x em X com a propriedade P. 

A C<oo B A é um subconjunto finito de B. 

A C B A está contido em B. 

{ A j } j e J uma família indexada de conjuntos, quando J = N ê uma sequência. 

UjejAj a união da família { A j ) - e J . 

f : X —>• Y uma função de X em Y. 



í l j e j A? ° produto da família { A j } - e J . 

Yl je j Aj a soma da família { A j } - e J . 

J(A), f~l(A) a imagem direta e inversa do conjunto A ou de um L-conjunto A. 

J\A a restrição de / à A. 

V, 3 quantificadores "para todo" e "existe" 

pr(L) elementos primos do reticulado L. 

7Tj a j-ésima projeção. 

0, 1 menor e maior elementos de um reticulado L. 

Lx o conjunto dos L-conjuntos de X. 

xp um L-ponto. 

supp(f) o suporte de / . 

Vjçjfj a união da família de L-conjuntos {fj\](zJ-

Ajçj f j a interseção da família de L-conjuntos { f j } j e j -

o espaço L-topológico de todas as funções contínuas de um 
^'(í) espaço topológico ( X , S) em um reticulado fuzzy L com 

topologia Scott. 
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Resumo 

Em um L espaço topológico propomos boas definições de compacidade local, com-

pacidade local fraca e compacidade local relativa. Como resultados obtemos a in-

variância por funções abertas contínuas e sobrejetoras, a equivalência em espaços de 

Hausdorff, a regularidade em espaços de Hausdorff, teoremas de compatificação por 

um ponto e dois teoremas sobre a compacidade local e compacidade local fraca para 

o L-espaço produto. Propomos também boas definições para espaços de Hurewicz 

e a propriedade u* em L espaços topológicos. Alguns resultados sobre espaços de 

Hurewicz são obtidos, onde o principal teorema estabelece por meio da propriedade 

co* condições necessárias e suficientes para um espaço ser Hurewicz. Para isso foi 

necessário generalizar para um L espaço topológico um resultado simples sobre pro-

duto finito de compactos, que chamamos de Teorema da Z-Caixa. 

Palavras-chave: L espaços topológicos, compacidade local, espaços de Hurewicz, 

propriedade uj* . 

viu 



Abstract 

In an //-topological space we propose good definitions for local compactness, weak lo-

cal compactness and relative local compactness. As results we obtain the invariance 

under continuous open surjections, the equivalence in Hausdorff spaces, the regu-

larity in Hausdorff spaces, one point compactification theorems and two theorems 

about local compacness and weak local compactness for //-product spaces. We also 

propose good definitions for Hurewicz spaces and the u* property in //-topological 

spaces. Some results about Hurewicz spaces are obtained, where the main theorem 

gives necessaries and sufficient conditions for a space to be Hurewicz by means of the 

u* property. For this result was necessary the generalization, for an //-topological 

space, of a result about the product of finite compacts spaces which we call here the 

//-Box Theorem. 

Keywords: //-topological space, local compactness, Hurewicz spaces, lo* property. 



Capítulo 1 

Introdução 

A teoria de conjuntos fuzzy teve origem com Zadeh [26] em 1965. Tal trabalho 

causou grande interesse entre matemáticos e profissionais das mais diversas áreas, o 

que resultou em um novo campo da matemática chamado "Matemática Fuzzy". 

Dado um conjunto X, podemos ver um subconjunto A C X como uma função 

característica xa, figura 1.1, definida por: 

As operações U, fl e c , e a relação C entre conjuntos podem ser traduzidas para 

funções características da seguinte forma: 

XA(X) = | 
1 se x € A 
0 se x £ A 

AU B ^ XAUB = XA V XB-

An B XARIB = XÁ A XB-

** XAC = 1 - XA-

Ac B ++ XA< Xb. 

X A 

A 

Figura 1.1: Função característica de A 



onde V e A denotam as operações de supremo e ínfimo respectivamente. 

A idéia apresentada por Zadeh, foi de generalizar as funções características per-

mitindo que asumissem valores no intervalo [0,1]. Deste modo, um subconjunto de 

X passa a ser uma função característica generalizada /.< : X —> [0,1], chamados de 

conjuntos fuzzy, figura 1.2. 

As operações U, fl e c , e a relação C entre conjuntos se generalizam para conjuntos 

fuzzy do mesmo modo que para funções características. 

Em 1967, Goguen [6] generalizou ainda mais a noção de conjunto fuzzy, per-

mitindo que as funções características asumissem valores em um reticulado L com 

elemento minimo 0 = AL e máximo 1 = VL. Deste modo, os subconjuntos de X 

passam a ser funções / : X L, chamados de L-conjuntos, ou conjuntos Z-fuzzy, 

figura 1.3. O conjunto de todos os L-conjuntos de X é denotado por Lx. 

Em L-conjuntos podemos definir a união de / e g como sendo o L-conjunto fVg, 

onde ( f V g ) ( x ) = f(x)Vg(x). Definição análoga para a interseção de / e g utilizando 

A. Dizemos que / está contido em g se e somente se / < g, ou seja, / ( x ) < g(x) 

para todo x 6 X . 

x 

Figura 1.2: Conjunto fuzzy 

L 

1 

Figura 1.3: L-conjunto 



A definição do complementar de um conjunto para um L-conjunto não pode ser 

generalizada, da forma anterior, pois em um reticulado não temos obrigatoriamente 

uma operação de soma que nos permita fazer 1 — f(x). O complementar de um 

L-conjunto / é um L-conjunto fc definido por fc(x) = f(x)' onde ' : L —»• L é 

uma função que satisfaz as seguintes propriedades: e < b b' < e', e, (e')' = e. 

Note que com esta defininição temos as mesmas propriedades de conjuntos para o 

complementar, isto é, / < g =>• gc < fc e ( / ° ) c = / - Como notação escrevemos f 

para o complementar de / e não fc. 

Um elemento p / 1 em L é primo se e somente se eAb<p=>e<p ou b<p. O 

conjunto e todos os elementos primos de L será denotado por pr(L). A definição de 

ponto fuzzy, ou L-ponto, que utilizaremos neste trabalho foi proposta em [21] por 

Warner. Um L-ponto de X, figura 1.4, é um L-conjunto xp : X —L definido por: 

onde x E X e p E pr(L). 

Dizemos que o L-ponto xp pertence ao L-conjunto / , e escrevemos xp 6 / , se e 

somente se f(x) ^ p, figura 1.4. Interessante notar que em L-conjuntos não temos 

necessariamente a equivalência xp E / xp ^ / ' que existe em conjuntos, pois 

A primeira definição de espaços topologicos fuzzy foi proposta por Chang em [2]. 

Um espaço topológico fuzzy é um conjunto X com uma topologia usual de conjuntos 

fuzzy, isto é: 0 e X são abertos, união arbitraria de abertos é aberto, e interseção 

p se y = x 
1 se y x 

f(x) ^ p e f(x) > p' podem não ser equivalentes. 

L 

x 

Figura 1.4: L-conjunt,o 



finita de abertos é aberto. Atualmente estes espaços topológicos fuzzy são ditos 

espaços L-topolõgicos ou L espaços topológico. 

O primeiro capítulo é dedicado a definições e propriedades básicas de reticulados, 

L-conjuntos e L-pontos, e de espaços L-topológicos. 

No segundo capítulo apresentamos boas definições (definição 2.27) para as pro-

priedades de compacidade local, compacidade local fraca e compacidade local rel-

ativa em um espaço L-topológico. Como resultados obtemos a invariância destas 

propriedades por funções sobrejetoras contínuas e abertas, a equivalência em espaços 

de Hausdorff, a regularidade em espaços de Hausdorff, teoremas de compactificação 

por um ponto e teoremas sobre a compacidade local do L-espaço produto. 

Em topologia geral, temos um resultado simples sobre compacidade que diz que 

dado A, um subconjunto compacto de X, e um aberto W em Xn tal que An C W, 

existe um aberto V tal que A C V e Vn C W. No terceiro capítulo apresentamos 

uma versão deste resultado para um L espaço topológico, o "teorema da L-caixa". 

Duas propriedades de recobrimento existentes na topologia geral são a propriedade 

de Hurewicz e a propriedade u (selectively w-grouping property). A propriedade de 

Hurewicz foi introduzida por Hurewicz em [8] e trata de sequências de coberturas 

abertas. A propriedade u foi introduzida por Scheepers em [18] e trata de sequências 

de üj coberturas. 

No quarto capítulo, trabalharemos com duas propriedades de recobrimento em 

um L-espaço topológico: propriedade u>* e propriedade de Hurewicz. Apresentamos 

boas definições para estas propriedades e obtemos um teorema garantindo condições 

necessárias e suficientes para que um espaço seja Hurewicz através da propriedade 

LO* (selectively u;*-grouping property). 

Em todos os capítulos os resultados e definições sem atribuição de autoria são 

nossa contribuição. 



Capítulo 2 

Teoria Básica 

Este capítulo consiste de definições e resultados necessários no desenvolvimento deste 

trabalho. 

Dividimos este capítulo em quatro seções. 

A primeira seção é dedicada a espaços topológicos. As definições e resultados 

apresentados podem ser encontrados em qualquer bom livro de topologia geral, 

como [3] e [15], e nos artigos [8] e [18]. 

A segunda seção é sobre reticulados. Importante aqui é a definição de reticulado 

fuzzy e um teorema sobre topologia Scott. 

Na terceira seção introduzimos as definições e propriedades de L-conjuntos e L-

pontos, que são casos particulares de L-conjuntos. Em muitos trabalhos, Z-conjuntos 

são chamados de conjuntos L-fuzzy, que tem o mesmo significado. 

Na última seção introduzimos espaços //-topológicos. Em trabalhos mais anti-

gos, um espaço Z-topológico era chamado espaço topológico fuzzy. Atualmente, a 

definição de Chang [2] corresponde a espaços /^-topológicos e a definição de Sostak 

[19] corresponde a espaço topológico fuzzy. Algumas demonstrações simples serão 

incluídas em detalhes para tornar o leitor familiarizado com alguns conceitos em 

/--topologias. 

2.1 Topologia Geral 

Nesta seção X e Y são considerados conjuntos não vazios. 



Teorema 2.1 [15, Munkres] Sejam (X,8) um espaço topológico e A um compacto 

em X. Considere Xa com a topologia produto. Se W é um aberto em Xn tal que 

An C W então existe V £ S tal que A C V e An C Vn C W. 

Em topologia geral existem três modos de se definir compacidade local, as quais 

chamaremos aqui de compacidade local, compacidade local fraca e compacidade 

local relativa. 

Definição 2.1 [3, Dugundji] Um espaço topológico (X,8) é localmente compacto se 

e somente se para cada x £ X e V £ 8 tal que x £ V existem K compacto e U Ç 8 

tais que x e U e U C K C V • 

Definição 2.2 [3, Dugundji] Um espaço topológico (X,8) é fracamente localmente 

compacto se e somente se para cada x (E X existem K compacto e U £ 8 tais que 

xeu eU CK. 

Definição 2.3 [3, Dugundji] Um espaço topológico (X, 8) é relativamente local-

mente compacto se e somente se para cada x £ X existe U £ 8 com U compacto tal 

que x £ U. 

Teorema 2.2 [3, Dugundji] Em espaços de Hausdorff as definições anteriores sobre 

compacidade local são equivalentes. 

As definições a seguir falam a respeito das propriedades de Hurewicz e propriedade 

u> (selectively w-grouping). A primeira foi introduzida por Hurewicz em [8] e trata 

de sequências de coberturas abertas, a segunda foi introduzida mais recentemente 

por Scheepers em [18] e trata de sequências de u> coberturas. Usamos a notação 

A C<oo B como abreviação para A é um subconjunto finito de B. 

Definição 2.4 [8, Hurewicz] Um espaço topologico {X,8) é Hurewicz se e somente 

se para cada sequência {Un}neN de coberturas abertas de X, existe uma sequência 

{V„}neN tal que: 



(i) Cada Vn C<co Ün. 

(ii) Vx G X , 3n0 G N; n > n0 => (3V G V„, x £ V). 

Definição 2.5 [18, ScheepersJ Uma u cobertura aberta de (X. ò) é uma família de 

abertos U com X ^ U tal que para cada F C<oo X existe V G U com F C V 

Definição 2.6 [18, ScheepersJ Um espaço topologico (X^) tem a propriedade cu se e 

somente se para cada sequência {U„}ra6N de LO coberturas de X existe uma sequência 

{V«)n6N t a l 1U e : 

(i) Cada Vn é um subconjunto finito de U„. 

(ii) Para cada subconjunto finito F de X, existe no G N tal que: 

n > n0 31/ G V„, F C V 

Definição 2.7 Uma lo* cobertura em X e urna família de abertos U tal que para 

cada subconjunto finito F de X, existe V G U com F C V 

Definição 2.8 Um espaço topologico (X,S) tem a propriedade u>* se e somente se 

para cada sequência {U«}ne^ de u>* coberturas de X existe uma sequência {Vn}n€N 

tal que: 

(i) Cada Vn e um subconjunto finito de U„. 

(ii) Para cada subconjunto finito F de X, existe n0 G N tal que: 

n > no 3V G V„, F C V 

2.2 Reticulados 

Definição 2.9 [1, Birkhoff] Um reticulado L = (L,<,\/, A) e um conjunto não 

vazio, com uma ordem parcial < , tal que cada subconjunto finito tem supremo e 

ínfimo, denotados respectivamente por sup e inf, ou V e A. 



Definição 2.10 [1, Birkhoff] Um reticulado L = (L,<,V, A) é completo se e so-

mente se cada subconjunto tem supremo e ínfimo. Denotamos 0 = AL e 1 = VL. 

Observe que 0 = V0 e 1 = A0. De fato, 0 é uma cota superior para 0, isto é, 

0 > x para cada x £ 0, pois caso contrario existiria x £ 0 com 0 ^ x. Sendo uma 

cota superior, 0 > V0, logo, 0 = V0. Analogamente se mostra que 1 = A0. 

Definição 2.Í1 [5, Gierz et ai] Um reticulado completo L = (L, < ,V,A) e com-

pletamente distributivo se e somente se satisfaz: 

Aie/ (VjeJ,eij) = VfçK (A»e/) ei,f(i) 

onde para cada i £ / e j € £ L; e K é o conjunto das funções f : I —>• Uj€/Jj 

que para cada i E I, f(i) £ Ji-

Definição 2.12 [1, Birkhoff] Uma involução com reversão de ordem em um reticu-

lado L e uma função ' : L L, f{e) — e', tal que: 

(i) e < b V < e'. 

(ii) tf)' = e. 

Definição 2.13 [7, HuttonJ Um reticulado fuzzy L = {L,<, V, A,') e um reticulado 

completo, completamente distributivo com uma involução com reversão de ordem 

onde 0 = AL e 1 = VL. 

Note que a involução com reversão de ordem ' : L —L é uma bijeção pois 

a' = b' a = (a1)' = (b')' = b e b = a' para cada b £ L onde a = b' £ L. Com isso 

temos que 1' = 0 e 0' = 1. De fato, 0 = a' para algum a £ L, como 1 > a temos que 

1 '< a' = 0, logo 1' = 0 pois 0 = AL. Analogamente temos 0' = 1. 

Para o que segue nesta seção, L será um reticulado fuzzy. 

Definição 2.14 [5, Gierz at ai] Dizemos que p £ L; 



(i) é primo se e somente se p / 1 e Ve,ò Ç.L,eAb<p=$-e<p ou b<p. 

Definimos pr(L) = {p £ L ; p é primo} 

(ii) e coprimo se e somente se p ^ O e Ve, ò £ L, eVb>p=$-e>p ou b>p. 

Definição 2.15 [1, Birkhoff] Um conjunto D com uma ordem parcial tal que: Va, b £ 

D, 3k £ D; k > a e k > b, é dito conjunto direto. 

Definição 2.16 /5, Gierz at ai] A topologia Scott T em L é definida como segue. 

U ET se e somente se: 

1.VaeU,Vbe L-, a<b=>beU 

2. Para cada D subconjunto direto de L com VD 6 U temos D fl U =^0. 

Teorema 2.3 [22, Warner e McLean] A topologia Scott em L é gerada pelos con-

juntos {Ap}pepr{L)! onde Ap = {x e L ; x£p}. 

2.3 L-Conjuntos e L-Pontos 

Nesta seção X é um conjunto não vazio e L ê um reticulado fuzzy com a topologia 

Scott. 

Definição 2.17 [6, Goguen] Um L-conjunto f em X é uma função f : X —» L. O 

conjunto de todos os L-conjuntos em X será denotado por Lx. 

Podemos definir em Lx uma ordem parcial, operações de sup e inf, e uma in-

volução com reversão de ordem que fazem com que Lx seja um reticulado fuzzy. 

São elas [6, Goguen]: 

(i) / < ff se e somente se f(x) < g(x) para todo x £ X. Dizemos neste caso que / 

esta contido em g. 

(ii) ( V j £ j f j ) { x ) = Vjçjfj(x) para cada x £ X e família {fj}jeJ em Lx. Dizemos 

que (Vjg j / j ) é a união dos L-conjuntos fj. 



(iii) ( A j e j f j ) (x) = A j e j f j { x ) para cada x £ X e família {fj}jeJ em Lx. Dizemos 

que (Aje j f j ) é a interseção dos L-conjuntos / r 

(iv) f'(x) = (f(x))' para / G Lx . Dizemos que f é o complementar de / . 

Definição 2.18 [24, Weiss] Seja f um L-conjunto em X. O suporte de f é o 

conjunto supp(f) = {i£ X:f(x) > 0}. 

Em [21], Warner determinou os elementos primos de Lx, 

Definição 2.19 [21, Warner] Os elementos de pr(Lx) são chamados L-pontos de 

X. Dizemos que o L-ponto xp pertence ao L-conjunto f em X, escrevemos xp £ f , 

se e somente se f(x) ^ p. 

Observe que em L-conjuntos não temos necessariamente a equivalência 

xp £ f xp (fc f que existe em conjuntos, x £ A x Ac, pois f(x) ^ p e 

f(x) > p' podem não ser equivalentes. Isso nos da uma certa liberdade de escolha 

em definições e teoremas. O modo como faremos a escolha entre xp £ / e xp £ /' 

será semelhante ao feito por Kudri em [9, 10, 11, 12] que se mostrou satisfatória na 

obtenção de alguns resultados. 

Definição 2.20 [2, Chang] Sejam f : X —»• Y uma função, g £ Lx e h £ LY 

L-conjuntos em X e Y respectivamente. Definimos: 

(i) A imagem direta de g por f é o L-conjunto f(g) em Y definido por 

(ii) A imagem inversa de h por f é o L-conjunto f x{h) em X definido por 

pr(LX) = {xv £ LX ; x £ A', p £ prL] 

onde cada xv : X —> L é o L-conjunto definido por 

f{g){y) = V -Cflp(íc) £ L ; x £ / _ 1 ( y ) } vara cada y £ Y. 

f-'ih^x) = h{f(x)) para cada x £ A'. 



Proposição 2.1 [2, 14, 17] Sejam f : X Y uma função, {<7j} -eJ uma família de 

L-conjuntos em X e {hj}j6fi- uma família de L-conjuntos em Y. Temos: 

(i) f-l{h'j) = (f-i(hj)Y 

(Ü) h3<h%^r^h^Kf-1^) 

(iii) f - ^ x h j ) = v ; C A / - ' ( / , ; ) 

(iv) f - \ ^ e K h j ) = AjçKf-Hhj) 

(v) f(9j) < ( / ( & ) ) ' 5 e / e injetiva. 

(vi) ( / (&)) ' < f(9j) se f é sobrejetiva. 

(vü) g, < 9i f(gj) < f(gd 

(viii) f{VjeKgj) = Vj€Kf{gj) 

(ix) / ( A j e K g j ) < A j e ic f ig j ) 

(x) / ( / - 1 ( / i j ) ) < hj. Se f é sobrejetora então vale a igualdade. 

(xi) gj < f~l(f(gJ))- Se f é injetora então vale a igualdade. 

Proposição 2.2 [14, Malghan e Benchalh] Sejam f : X —> Y uma função, 

uma família de L-conjuntos em X e h um L-conjunto em Y. Temos: 

0 ) 9j <9i^ supp(gj) C supp(gi) 

(ii) supp(yjejgj) = UjeJsupp(gj)) 

(iii) supp{A]=lgj) = nni= lgj 

(iv) f{supp{g3)) = suppifig^)) 

(v) f-\supp(h)) = supp(f-l(h)) 



2.4 L-Topologias 

Nesta seção A', Y e A , são conjuntos não vazios, e L é um reticulado fuzzy com a 

topologia Scott. 

Definição 2.21 [2, Chang] 0 par (X, T) e um espaço L-topológico se e somente se 

T é uma L-topologia em X, isto é, T C Lx é tal que: 

(i) 0 € T, X £ T, onde 0 e A são os L conjuntos definidos por 0(x) = 0 e A(a;) = 1 

para cada x € A. 

(ii) Para toda família {fj}-eJ em T, Vjçjfj £ T. 

(iii) Para toda família {/j}j_x cm T, Aj-ifj £ T 

Os elementos de T acima são chamados de L-conjuntos abertos, ou L-abertos. 

Dizemos que / é um L-conjunto fechado, ou um L-fechado, se e somente se / ' £ T. 

Definição 2.22 [16, Pu e Liu] Seja (A, T) um espaço L-topológico. Seja f £ Lx. 

O interior de f , int(f), e o fecho de f , cl(f) = f , são definidos por: 

int(f) = V{g€T-,g<f} 

c / ( / ) = A{geLx-,f<g,g'eT} 

Definição 2.23 [12, Kudri] Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espaços L-topológicos. Seja 

f : X Y uma função. Dizemos que f é contínua se e somente se f~1(g) £ Tx 

para cada g £ Ty. Dizemos que f e aberta se e somente se f(h) £ Ty para cada 

heTx. 

Proposição 2.3 [12, Kudri] Sejam ( A , T X ) e (Y,Ty) espaços L-topológicos. Seja 

f : X Y uma função. Temos: 

(i) / e contínua se e somente se para cada L-conjunto fechado g £ LY temos que 

f~1{g) £ Lx e um L-conjunto fechado. 



(ii) Se f é contínua então f~1(g) < /_1(ff) para cada g £ L5 . 

(iii) Se f é continua então f(h) < f(h)para cada h £ Lx . 

Demonstração. 

(i) Necessidade: Sej a g £ LY um L-conjunto fechado, então / ' é um L-conjunto 

aberto. Como / é contínua temos que / _ 1 ( f f ' ) £ Tx- Mas 

( / - I ( f f ) ) ' = / _ 1 ( f f ' ) £ Tx, logo, f~l(g) é um L-conjunto fechado. 

Suficiência: Seja <ry £ TV, então ff' é um L-conjunto fechado, logo f~1(g') é um 

L-conjunto fechado. Mas (f~x(g)y = / " W , logo / - % ) £ 

(ii) Como ff < ff e / é contínua temos que / _ 1 ( f f ) < / - 1 ( f f ) e> P o r («)> / - 1 ( f f ) ® u m 

L-conjunto fechado. Logo, f~1(g) < /_1(ff)-

(iii) Como /i < f~l{f(h)) temos que h < / - 1 ( / ( / i ) ) , então, pela continuidade da 

/ e usando (ii) com ff = /(/*), temos h < / _ 1 ( / ( / í ) ) < f~l(f(h)). Logo 

m < K f - \ m ) ) < W ) 

Fica assim demonstrado a proposição. • 

Definição 2.24 [25, Wong] Seja (X,T) um espaço L-topológico. Uma coleção 

B C Té uma base para T se e somente se para cada f £ T existe uma família 

{dj}jeJ em ® ^ <lue f = VjeJ9j- Neste caso dizemos que T é gerada por B. 

Definição 2.25 [25, Wong] Seja (X,T) um espaço L-topológico. Uma coleção 

C C T é uma subbase para T se e somente se a família de todas as interseções 

finitas de elementos de C forma uma base para T. Neste caso dizemos que T e 

gerada por C. 

Definição 2.26 [25, Wong] Seja {(Xj,Tj)}j€J uma família de espaços L-topológicos. 

Seja X = I lyç j A'j e defina para cada a £ J a a-ésima projeção 7ia : X —» Xa por 

na({xj)jç.j) = xa. A L-topologia produto T em X tem como subbase a família 

Ujej {njl(f) ; / £ Ljj. Chamamos {X,T) de L-espaço produto. 



Seja (X, S) um espaço topológico. Em [20] e [21] Warner mostrou que o conjunto 

de todas as funções contínuas / : (X, 6} —> L formam uma L-topologia w(5) em X, 

e que uma ba.se para este espaço é o conjunto B = {/[/& E Lx ; b £ L, U E 5} onde 

cada fub é definido por: 
( b se x E U 
\ 0 s e x £ U 

Definição 2.27 [20, Warner]Seja (X,5) um espaço topológico e P uma propriedade 

topológica em (X. 8). Dizemos que uma propriedade topológica P[J em um espaço 

L-topológico é uma boa extensão de P se e somente se: (X, 5) tem a propriedade P 

se e somente se (X, u>(<£)) tem a propriedade Pl . 

Os próximos quatro resultados serão usados futuramente sem referência a eles. 

Proposição 2.4 [12, Kudri] Seja (X,S) um espaço topológico, então: f £ o;(5) se 

e somente se f~l { í £ L ; t ^ p} £ S para cada p £ pr(L). 

Demonstração. Necessidade: Se / £ co(S) então é uma função contínua de X em 

L, onde L tem a topologia Scott. Logo, l) 6 S para cada A aberto em L. Em 

particular (A ) £ S para os abertos A = {t £ L ; t ^ p] da base. 

Suficiência: Seja A um aberto em L, então podemos escrever A = Up^pAp onde 

P C pr(L) e Ap = {t £ L ; t p}. Como / _ 1 ( A P ) £ S temos que / - 1 ( i 4 ) £ 6 pois 

/-'(A) = UpePf-*(Ap). Logo f £ u(S). • 

Proposição 2.5 [12, Kudri] Seja (X,S) um espaço topológico, então: f é fechado 

em {X,u>(5)) se e somente se /_1 {t £ L ; t > p'} e fechado em (X,S) para cada 

p E pr(L). 

Demonstração. Usando que 

(IT1 {t€L;t£P} = r l { t £ L ; t Z p } 

e que 

(r1 e L ; t t p'})C = r 1 {t E L ; t > p'} 

fub(y) 



temos que: 

f £ üj(S) & Vp £ pr(L), ( f r 1 { t e L ; t i p } e S 

& \/p £ pr(L), r 1 {teL;t^p'}eS 

& Vpe pr(L), (f~l {t G £ ; < ̂  p ' } ) c é fechado em (A>(<J)) 

f~l {t e L ; t > p} é fechado em (A,w(<í)) 

0 resultado segue do fato de que / é fechado em {X,io(8)) se e somente se 

/ ' G o,(5). • 

Proposição 2.6 [12, Kudri] Seja (X,8) um espaço topológico, então: A G 8 se e 

somente se XA £ W(8). 

Demonstração. Necessidade: Seja A G 8. Seja p G pr(L) e considere o aberto 

básico Ap = {t G L ; t ^p}. Temos que XA1{Ap) = {x G X ; XA{X) ^ p} = A. 

Logo, X~A{Ap) G 8 para cada aberto básico, ou seja XA é continua. Portanto 

Xa G 

Suficiência: Se XA G W(8) então xÃ* { í é í ; í ^ p } G í para cada p G pr(L), 

mas xÃ1 { í € I ; p} = A, logo, A 6 í . • 

Proposição 2.7 [12, Kudri] Seja (X. 8} um espaço topológico. Seja e G L e f um 

L-conjunto em {X,uj(8)) definido por: 

f( \ _ / e sey £ A 
J [ y ) OseyÇA 

Então: 

• . / , w x f e se y G int(A) . f e se y (E A 
= { o « ^ i n í U e / ( B ) = { o S e S Í Ã 

Demonstração. Ver Kudri [12]. • 

Definição 2.28 [11, Kudri] Sejam (A, T) um espaço L-topológico e g £ . Z?«ze-

TOOS ÇWE G e compacto se e somente se para cada p G pr(L) e família { /J} -€J de 

L abertos tal que (Vjçjfj) (x) ^ p para iodo x G A com g(x) > p'? exisíe um 

subconjunto finito Ji de J tal que ( V ^ ^ / y ) (x) ^ p para todo x £ A com g(x) > p'. 



Seja (X,T) um espaço L-topológico, a função é : T —>• P(A x pr(L)) definida 

por 4>{f) = {(.t, p) £ A' x pr(L) ; f(x) ^ p} determina uma L-topologia 4>(T) em 

X x pr(L) [23]. 

Lema 2.1 [22, Warner e McLean] Seja (X. T) um espaço L-topológico. Temos: 

(X,T) e compacto se e somente se para cada p £ pr(L), X x {/>} e compacto em 

(X x pr(L), (j>(T)). 

Demonstração. Necessidade: Seja p £ pr(L) fixado. Seja {<f>(fj)}jeJ uma cober-

tura aberta de X x {p}, isto é, f j £ T e X x {p} C Ujej<f>(fj). 

Seja x £ A , então, existe i £ J tal que (x,p) £ </>(/;), isto é, fi(x) ^ p, logo, 

{^jejfj){x) ^ P- Pela compacidade de ( X , T ) , existe um subconjunto finito J\ de 

J tal que (V jg j j / j ) (x) ^ p para cada x £ A . 

Temos então que X x {p } C U jeJi^ifj)- De fato, para x £ X temos 

(V j ç j j / j ) (x) ^ p, então existe i £ Jj tal que /,-(x) ^ p, ou seja, (x,p) £ 

Suficiência: Sejam p £ pr(L) e { / j } j 6 / uma família de L-abertos tal que 

( V j e j / j ) ^ P para cada x £ X . 

Seja (x,p) £ A x {p}. Como x £ A , (Vjçjfj) (x) ^ p, então existe i £ J tal que 

fi(x) ^ p, isto é, (x,p) £ <£(/;), logo, X x { p } £ Ujej^>(/j). Pela compacidade de 

X x {p } existe um subconjunto finito J\ de J tal que X x {p } £ ^jçjt<í>(fj)-

Segue que (\/jejlfj)(x) ^ p para cada x £ X. De fato, para x £ X temos 

X x { p } £ U je j j4>{f j ) , então existe i £ J tal que (x ,p ) £ </>(/,), ou seja fi(x) jt p. 

Logo, (VjeJifj) (x) £ P- • 

Teorema 2.4 VFarner e McLean] Seja (X,5) um espaço topológico. Então: 

{X,S) é compacto se e somente se (X,u>(S)) e compacto. 

Demonstração. Tendo em vista o lema anterior, mostraremos que: (X,8) é com-

pacto se e somente se para cada p £ pr(L), X x {p } é compacto em 

(X x Pr(L)^(u(S))) 



Necessidade: Sejam p £ pr(L) e {<?K.f,)}jej, fj £ u m a cobertura aberta de 

X x {p} . Para. cada j £ J considere os abertos U3 = {t £ L ; t p}, então, {{/,•} -eJ 

é uma cobertura aberta de X . De fato: 

x£X => (xJp)£Xx{p} 

3j €J; (x,p)€<f>(fj) 

=> fÁ*)iP 

=> x £ (Jj 

Pela compacidade de X, existe um subconjunto finito J2 de J tal que X C 

Ujej^Uj. Segue que X x {p} C Ujej(f>(fj). De fato: 

(x,p) £ X x {p } xEX 

=> 3j £ Ji; X £ Uj 

=> fAx) £ P 

e <£(/,-) 

Portanto, A' x {p} é compacto em ( X x pr(L),<fi(u>(8))). 

Suficiência: Seja {Uj}-&J uma cobertura aberta de X. Fixep £ pr(L) e considere 

os L-abertos f j = xu3- Temos então que {<f>(fj)}jeJ é uma cobertura aberta de 

X x {p} . De fato: 

{x,p)eXx{p} x £ x 

=> 3j £ J: x £ 

/j(s) = 1 £ P 

Pela compacidade de X x {p } , existe um subconjunto finito J\ de J tal que 

X x {p} C UjeJl4)(fj). Segue que X C Uje^Uj. De fato: 

xeX (.r,p) £ X x {p} 



3j e Jr, (x ,p) G ó{f3) 

fj(x) £ p 

=> x G Uj 

Portanto, (X, S) é compacto. I 

Teorema 2.5 [11, Kudri] Sejam § uma subbase para a L-topologia T em X, e 

g £ Lx. Se para cada p G pr(L) e cada família { f j }jeJ de L-abertos subbásicos tais 

que (Vjçjfj) (x) ^ p para todo x G X com g(x) > p' existe um subconjunto finito J\ 

de J tal que (VjeJifj) (a;) ^ p para todo x G X com g(x) > p', então, g é compacto. 

Demonstração. Ver Kudri [11]. • 

Teorema 2.6 Seja (X,T) um espaço L-topológico. Se h G Lx é tal que supp(h) é 

finito, então h é compacto. 

Demonstração. Ver Kudri [12]. 

Teorema 2.7 Seja (X,T) um espaço L-topológico. Se h,g G Lx são compactos 

então hV g é compacto. 

Demonstração. Ver Kudri [12]. 

Teorema 2.8 [12, Kudri] Sejam (X,Tx) e {Y,Ty) espaços L-topológicos. Se 

f : X —>• Y é uma função continua e xa é um L-conjunto compacto em X então 

f(XA) é um L-conjunto compacto em Y. 

Demonstração. Observe inicialmente que f(xA) = Xf(A)• Seja p G pr(L) e seja 

{fj}jEJ uma família de Z-abertos tal que ( V j g j / j ) (y ) p para cada y G Y com 

Xj(A){y) > P', isto é, y G f{A). 

Considere a família { g j } j e J , onde cada gj = f~1(fj) é um ^-aberto pela con-

tinuidade de / . Seja x G X com ^ P'i é, x G A, então y = f(x) G f(A), 



logo ( V j g j / j K y ) i p. Mas f3(y) = f3(f(x)) = / " H / i X ® ) » l o ê ° (V i 6Jft) g P 

para cada x £ /I. 

Pela compacidade de xa existe um subconjunto finito Jj de J tal que 

(VjeJiáfj) ( x ) ^ P P a r a cada 1 6 A. Segue que ( V j 6 j / j ) (y) ^ p para cada y £ / ( A ) , 

isto é, y £ y e Xf{A)(y) > p'- De fato, seja y £ f{A), então y = / ( x ) para algum 

x G .4. Temos então que ( V i e J ^ ) (x) ^ p, ou seja, ( V j e j / j ) (y) ^ p. • 

Definição 2.29 [Jh Gantner et al.J Sejam (X,T) um espaço L-topológico, A d X 

e TA = {/|A G I/4 ; / G T } . Dizemos neste caso que (A,TA) é um subespaço de 

<A,T>. 

Teorema 2.9 /ií?7 Kudri] Sejam (X,T) um espaço L-topológico e D C X. Então: 

XD É compacto se e somente se o subespaço (D, To) é compacto. 

Demonstração. Necessidade: Sejam p G pr(L) e { / j } -e<7 uma família de L-abertos 

tais que (Vjejfj) (x) ^ p para cada x G D. Para cada j G J, seja / * G T tal que 

/ j = f j \D- Então a família { / / } -et/ é tal que ( V j ç j / j ) (x) p para cada x £ X 

com XD(X) > p' pois XD(X) > p' <S> X £ D. 

Sendo compacto, existe um subconjunto finito Ji de J tal que 

(VjeJ\fj)(x) ^ P P a r a c a d a x £ A com XD(x) > p'• Então ( V j e j j / j ) ( x ) ^ p 

para cada x £ D. Portanto (D,Tz>) é compacto. 

Suficiência: Sejam p £ pr(L) e { / j } j e J uma família de L-abertos tais que 

(Vjejfj) (x) ^ P Para cada x G X com XD(X) > P'• Para cada j G J seja gj = fj\D, 

então cada gj G TD e a família {</J} jÇ j é tal que (Vjgj^fj) (x) ^ p para cada x £ D 

pois XD{X) > p' <£> x £ D. 

Sendo ( D , T d ) compacto, existe um subconjunto finito J\ de J tal que 

(VjeJ9j) (z) ^ P para cada x G £>. Então ( V j 6 j , / j ) ( x ) ^ p para cada x G A 

com X-D(X) > p'. Portanto X£> é compacto. • 

Teorema 2.10 [12, Kudri] Seja { ( A j , T j ) } e J uma família de espaços L-topológicos 



e seja X o L-espaço produto. Então: X é compacto se e somente se para cada j £ J, 

Xj é compacto. 

Demonstração. Ver Kudry [12], • 

Definição 2.30 [22, Warner e McLean] Um espaço L-topológico (A', 7') é Hausdorff 

se e somente se para cada p,q £ pr(L) e cada x ^ y em X, existem f,g £ T tais 

que f(x) ^ p, g(y) ^ q, e, f(z) = 0 ou g(z) = 0 para cada z £ X. 

Teorema 2.11 [22, Warner e McLean] Seja (X,5) um espaço topológico. Então: 

(X,5) é Hausdorff se e somente se (X,u>(S)) é Hausdorff. 

Demonstração. Necessidade: Sejam p, q £ pr(L) e x ^ y em X. Sendo (X, 8) 

Hausdorff, existem U,V £ 5 tais que x£U,y£VeU Í1 V = 0. Seja / = xu e 

9 = Xv, então f,g £ f(x) = 1 ^ p, g(y) = 1 ^ q, e, / ( z ) = 0 ou g(z) = 0 para 

cada z £ X. 

Suficiência: Seja i / i/ em X. Fixe p £ pr{L). Sendo {X, to(5)) Hausdorff, 

existem f,g £ T tais que f(x) ^ p, g(y) q, e, f(z) = 0 ou g(z) = 0 para cada 

^ £ X . Sejam S = {t e pr{L) ;t£p},U = f~l(S) eU = g~l(S). Então U,V £ 

x eu,y e v eU n y = 0. • 

Teorema 2.12 Kudri] Seja {X,T) um espaço L-topológico. Se g £ Lx é com-

pacto e f £ Lx é L-fechado, então f A g é compacto. 

Demonstração. Sejam p £ pr(L) e H uma família de L-abertos tais que 

(Vaçh^^) iL P para cada x £ X com ( / A g)(x) > p'. Seja F = H U { / ' } , 

então (V/,€F/Í) (S) ^ p para cada x £ X com g(x) > p'. De fato, seja x £ X com 

g(x) > p', então: 

f(x)>P =» tfAg)(x)>p' 

(Vfceuh)(x) £ p 

(VfceF/í)(a:) i p 



ou 

./'(•'•) t 1> > /'(-'O í P 

(yhe¥h)(x) £ p 

Sendo g compacto, existe um subconjunto finito U de F tal que (Vhevh) (x) ^ p 

para cada x £ X com g(x) > p'. Suponha U = {/íj, • • • , hn, / ' } , então 

(VjLj/ij) (x) ^ p para cada x £ X com ( / A g){x) > p'. De fato, seja x £ X 

com ( / A g){x) > p', então > p' e /(.x) > p'. Logo (V^6u/i) ( i ) ^ p e < P-

Segue que existe h £ U tal que h(x) ^ p e que h ^ / ' . Portanto (V"=1/i,) (x) ^ p e 

f A g ê compacto. • 

Corolário 2.1 [12, KudriJ Seja (X. T) um espaço L-topológico. Se g £ Lx é com-

pacto e f é um L-conjunto fechado tal que f < g, então, f é compacto. 

Demonstração. Segue do teorema 2.12. • 

Teorema 2.13 [11, KudriJ Seja (X,T) um espaço L-topológico, Hausdorff. Se F C 

X é tal que XF é compacto, então XF é L-fechado. 

Demonstração. Ver Kudri [11]. • 

Definição 2.31 [17. Pu e Liu] Um espaço L-topológico (X,T) é dito totalmente 

estratificado se e somente .se cada L-conjunto constante é L-aberto. 

Teorema 2.14 [12, Kudri] Seja (X,T) um espaço L-topológico, totalmente estra-

tificado e Hausdorff. Seja D C X, então o subespaço {D, To) é totalmente estrati-

ficado e Hausdorff. 

Demonstração. Seja / £ L° um L-conjunto constante, digamos f(x) = c para 

cada x £ D. Sendo (X, T) totalmente estratificado, a função g definida por g(y) = c 

para cada y £ Y é um L-aberto. Como g\O = / , temos que / £ TQ- Logo, (D, To) 

é totalmente estratificado. 



Sejam x ^ y em D C A e p, ç £ Pr{L). Como (X,T) é HausdorfF, existem 

/ , gr G T tais que f(x) ^ p, g(y) ^ q, e, / ( z ) = 0 ou = 0 para cada 2 G A'. 

Então f\D,g\D e Td são tais que f\D(x) ^ p, g\ü(y) ^ e, f(z) = 0 ou 5(2:) = 0 

para cada 2 G D. Logo, (D,TD) é HausdorfF. • 

Definição 2.32 [13, Lowen] Dizemos que um espaço L-topológico (A , T) e topo-

logicamente gerado se e somente se existe uma topologia S em X tal que T = OJ(S). 

Teorema 2.15 [22, Warner e McLean] Se (X,T) é um espaço L-topológico, total-

mente estratificado, compacto e Hausdorff, então é topologicamente gerado. 

Demonstração. Ver Warner e McLean [22]. • 

Definição 2.33 [12, Kudri] Sejam (X,T) um espaço L-topológico e g £ Lx. Dize-

mos que g é Lindelóf se e somente se para cada p £ pr(L) e família {/j} -ej de 

L-abertos tal que ( V j ç j / j ) (x) p para cada x G X com g(x) > p'; existe um 

subconjunto enumerável Ji de J tal que ( V j g ^ / j ) (x) ^ p para cada x £ X com 

g(x) > p'-

Teorema 2.16 [12, Kudri] Seja (X. S) um espaço topológico. Então: (A. ò) é Lin-

delóf se e somente se (X, u>(5)) é Lindelóf. 

Demonstração. Necessidade: Sejam p £ pr(L) e { f j } j e j uma família de 

L-abertos tal que (Vjçjfj) (x) £ p para cada a; £ A . Considere os conjuntos 

Uj = f~x {t G L ; t p}, então, cada Uj G S e a família {Uj}-^j é uma cobertura 

aberta de A . De fato: 

xeX (VjeJfj)(x)£p 

3J G J ; fj{x) £ p 

x £ Uj 



Sendo (X,5) Lindelõf, existe um subconjunto enumerável Jy de J tal que 

X C U j e j1 Uj. Segue que (Vjej, J)) (x) ^ p para cada x G A'. De fato: 

x G X => 3 j G Jú x G ü) 

^ / i (x ) i p 

( V J E J / I ) ( X ) I P 

Portanto, (X,cl?(5)) é Lindelõf. 

Suficiência: Seja {Uj } - e J uma cobertura aberta de X. Fixep G pr(L) e considere 

os L-abertos f j = xuj-, então a família { j ) } j e J é tal que ( V j e j f j ) (ar) ^ p para cada 

x G X. De fato: 

x G X 3 j G Ji; x G Uj 

fj(x) = i £p 

=> (VJEJFJ) (X) £ P 

Sendo (X,u>(6)) Lindelõf, existe um subconjunto enumerável J\ de J tal que 

(VjeJifj) { x ) ^ P para cada x G X. Segue que X C Ujç^Uj. De fato: 

xeX {V3ejJj){x)iP 

3j G J I ; fj{x) £ p 

=> .R G UJ 

Portanto, {X, S) é Lindelõf. • 

Definição 2.34 [12, KudriJ Um espaço L-topológico (X,T) é regular se e somente 

se para cada x G X, cada p G pr(L), e cada L-conjunto fechado f tal que f(x) = 0 

e f(yo) > p' para algum y0 G X, existem u, v G T com u(x) ^ p, v(z) £ p para cada 

z G X com f(z) > p', e, u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada z G X. 

Teorema 2.17 [22, Warner e McLeanJ Seja {X,5) um espaço L-topológico. Então: 

{X,S) é regular se e somente se (X, é regular. 



Demonstração. Necessidade: Sejam x £ X, p £ pr(L) e / um L-conjunto fechado 

em (X,u}(8)) tal que f(x) = 0 e existe y0 £ X com /(v/o) > p'• 

Sendo / um L-conjunto fechado temos que F = f~l {t £ L ; t > p'} é fechado 

em (ÀA, í ) , e j F / 0 pois j/0 £ F. Como (X, 8) é regular temos que existem U, V £ 8 

tais que x £ U, F C V e U Pi V = 0. 

Seja u = xc/ e v = xv , então u.u € tt(x) = 1 ^ p e v(y) ^ p para cada 

y £ X com f(y) > p' pois 

f(y) >P' =>ye f =>y ev v(y) = 1 

Também temos que u(z) = 0 ou v(z) — 0 para cada z £ X. De fato, se 2 £ X e 

u(z) ^ 0 então z £ U, logo z £ V pois U D V = 0. Segue que v(z) = 0. 

Portanto é regular. 

Suficiência: Seja x £ X e F <Z X um fechado não vazio em (X, 8) tal que x £ F. 

Seja p £ pr(L) fixado. 

Seja f £ Lx definida por: 

f(v) _ / P' se y £ F 
I [ y ) ~\0 sey^F 

Como F 0 existe y0 £ F, logo / ( Í / O ) = p'. Também temos que / é Z-fechado 

em {X, co(8)) pois para cada q £ pr(L) temos 

Pela regularidade de (À',u;(£)) existem u,v £ (X,u(8)) tais que u(x) p, 

v(y) ^ P para cada y £ X com f(y) > p', e, u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada 

2 e x. 

Seja U = u~l {t £ L ; t £ p} e V = V1 {t £ L ; t ^ p], então U,V £ 8, x £ U 

pois u(x) p e F C V pois 

XJ£F =>. f(y) = p' =>• v(y) Íp^y£V. 

Também temos que U H V = 0. De fato, se z £ U então u(z) p logo v(z) = 0, 

isto é, z (jt V. 



Portanto (A', S) é regular. • 

Teorema 2.18 [11, KudriJ Se (A, T) é um, espaço L-topológíco compacto e Haus-

dorff então (A. T) é regular. 

Demonstração. Sejam x £ A , p £ pr(L) e / um L-conjunto fechado tal que 

f(x) = 0 e existe t/o G I com /(yo) > p'• Mostraremos que existem u,v £ T tais 

que u(x) jt p, v(y) ^ p para cacla y £ A com f(y) > p', e, 1/(2) = 0 ou = 0 

para cada z £ A . 

Seja F = {t £ X ; f(t) > />'}, então F ± 0 pois y0 £ F e x $ F pois f(x) = 0 e 

p'í 0. 

Como (A, T) é Hausdorff, para cada y £ F existem fy,gy £ T tais que fy(x) ^ p, 

^ e, /j,(z) = 0 ou gy{z) = 0 para cada 2: £ X. 

Seja A = {gy} ç.p- Então (VheAh) (z) ^ p para cada z £ A tal que f(z) > p'. De 

fato, se z £ A e f(z) > p' então z £ F e gz{z) ^ p. 

Sendo / um L-fechado e (A, T) compacto, pelo corolário 2.1 / é compacto. Por-

tanto existe um subconjunto finito B = {gyi, • • • ,gyk} de A tal que (VheRh) (z) ^ p 

para cada z £ F. 

Seja u = Ai= 1f y i e v = Vf=1gyi, então u,v £ T, ^ p pois fy,(x) ^ p para 

cada i = 1, • • •, k, v(y) <£ j> para cada y £ F pois = (y) ^ p. Também 

temos que u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada 2 £ A . De fato, se z £ A e ií(z) ^ 0 

então fyi{z) ^ 0 para cada i = 1, • • •, k, logo gyi(z) — 0 para cada i — 1, • • • e 

v{z) = 0. 

Portanto (A, T) é regular. • 

O próximo lema é um resultado simples que será usado em algumas demons-

trações no próximo capítulo sem nos referirmos a ele. 

Lema 2.2 [12, Kudri] Seja (X,5) um espaço topológico. Então: K C A é compacto 

em {X,5) se e somente se XK é compacto em (X,to(S)). 



Demonstração. Necessidade: Seja p £ pr(L) e { / i } j Ç j uma família de L-abertos 

tal que ( V j € j / j ) (x ) £ P para todo x E A com XK(x) > p'. Defina para cada j £ J 

o aberto Uj = f~l { í ; í ^ p}. Temos então que a família {£ / j } é uma cobertura 

aberta de A'. De fato: 

Y E IÍ => y E XE XK{V) > P 

=> (vjejfj)(y)£p 

3j E J; fj(y) I P 

yeUj 

Sendo K compacto, existe um subconjunto finito Ji de J tal que K C Ujg./, Uj. 

Segue que ( V j e j t / j ) (x) £ p para todo x E X com XK{X) > p'. De fato: 

y E X e Xi<{y) >P => V E K 

3 j E Ji] y E Uj 

fÁv)£p 

Portanto XK é compacto. 

Suficiência: Seja {Uj}^j uma cobertura aberta de K. Para cada j E J con-

sidere o Z-aberto f j definido por f j = xu}• Então a família {fj}jeJ é tal que 

{Vjejfj) (x) £ p para todo x £ X com XK(X) > p'• De fato: 

y£ X e xi<(y) >P =S> yEK 

3 j E J; y E Uj 

fi{y) £ P 

(Vjejfj)(y)£p 

Pela compacidade de xk existe um subconjunto finito .Jx de J tal que 

(vje.A fj) ix) £ P para todo x £ A com Xh'(x) > P'• Segue que K C UjeJlUj. 
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De fato: 

yeK => y G X e XK(V) > P 

~> (VjejJj)(y) £p 

Bj e Jy, fj(y) i p 

y G Uj 

Portanto K é compacto. • 



Capítulo 3 

Compacidade Local 

Neste capítulo trataremos da propriedade de compacidade local. Em topologia geral 

existem três modos de se definir compacidade local, equivalentes entre si em espaços 

de Hausdorff. Vamos chamar aqui de compacidade local, compacidade local fraca e 

compacidade local relativa, ver definições 2.1, 2.2 e 2.3. 

As duas primeiras formas foram generalizadas para espaços L-topológicos por 

Kudri em [9] e [10] através de //-conjuntos muito compactos. Um //-conjunto k é 

muito compacto se e somente se é da forma: 

com XD compacto. 

Definição 3.1 [9] Um espaço L-topológico (X,T) é localmente compacto se e so-

mente se para cada x £ X, p £ pr(L) e f £ T tal que f(x) ^ p existem g £ T e 

k £ Lx muito compacto tais que g(x) ^ p e g < k < /. 

L 

1 

b H 

D 
^ D c o m p a c t o 

Figura 3.1: L-conjunto muito compacto 
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1 

X 
D 

^ c o m p a c t o 

Figura 3.2: Compacidade local 

Definição 3.2 [9] Um espaço L-topológico (A, T) é fracamente localmente compacto 

se e somente se para cada x E X e p £ pr(L) existem g 6 T e k £ Lx muito 

compacto tais que g(x) £ p e g < k. 

Em [10] Kudri mostrou a equivalência destas duas propriedades em espaços de 

Hausdorff. Faltava ainda uma definição para espaços relativamente localmente com-

pactos equivalente a estas em espaços de Hausdorff. 

Em anotações feitas por Kudri e Aygün foi proposta uma boa definição para es-

paços relativamente localmente compactos. O que fazemos aqui, na primeira seção, é 

redefinir as propriedades de compacidade local e compacidade local fraca nos moldes 

da definição de Kudri e Aygün para compacidade local relativa. A segunda seção é 

dedicada aos resultados obtidos destas propriedades: a invariância por sobrejeções 

contínuas e abertas, equivalências em espaços de Hausdorff, regularidade em es-

paços de Hausdorff, teoremas de compactificação por um ponto e teoremas sobre a 
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b K 

D 
Xp compacto 

Figura 3.3: Compacidade local fraca 



compacidade local do L-espaço produto. 

3.1 Compacidade local 

Definição 3.3 Um espaço L-topológico {X,T) é localmente compacto se e somente 

se para cada x £ X, p £ pr(L) e f £ T tal que f(x) ^ p, existem g £ T e k £ Lx, 

com Xsupp(k) compacto, tais que g(x) ^ p e g < k <- f . 

Teorema 3.1 Seja (X,S) um espaço topológico. Então: (X,S) é localmente com-

pacto se e somente se (X,UJ(8)) é localmente compacto. 

Demonstração. Necessidade: Sejam x £ X, p £ pr{L) e / £ tal que f(x) p. 

Seja h £ cj ( í ) um L-conjunto aberto básico tal que h(x) p e h < / , definido por: 

1/ \ í e sey £V £5 
s ey£V 

Como (X, 6) é localmente compacto, existem U £ 5 e um subconjunto compacto 

J de X tais que xEUeUcJcV. 

Sejam g £ OJ(Í) e k £ Lx definidos por: 

, . í e s e y £ U £ 5 , , . í e se y £ J £ S 
s eyíU = se y £ J 

Então g(x) p,g<k<h<FE XSUPP(K) = XJ é compacto pois J Ê compacto. 

Logo, (X,u>(8)) é localmente compacto. 

Suficiência: Sejam x £ X e V £ 5 tal que x £ V. Fixe p £ pr{L). Como 

(X,lo(5)) é localmente compacto, para / = xv, existem g £ oj(S) e k £ LX, com 

Xsupp(k) compacto, tais que g(x) ^ p e g < k < f. 

Sejam U = g"1 {t £ L ; t ^ p} e I< = supp(k), então, UE8,XEU,UCKCV 

e K é um subconjunto compacto de X pois XsuPP(k) é compacto. Logo, (X, S) é 

localmente compacto. • 

Definição 3.4 Um espaço L-topológico {X, T) é fracamente localmente compacto 

se e somente se para cada x £ X e p £ pr(L) existem f £ T e k £ Lx, com Xsupp(k) 

compacto, tais que f(x) ^ p e f < k. 



Teorema 3.2 Seja (X,S) um espaço topológico. Então: (X,S) é fracamente local-

mente compacto se e somente se (X, é fracamente localmente compacto. 

Demonstração. Necessidade: Sejam x E X e p E pr{L). Como (À', 5) é fracamente 

localmente compacto, existem U E 8 e um subconjunto compacto J de X tais que 

xeU eU C J. 

Sejam g = xu e K = X j , então g E flf(x) £ p, g < k e XsuPP(k) = AV é 

compacto pois J é compacto. Logo, é fracamente localmente compacto. 

Suficiência: Sejax E X efixep E pr(L). Como é fracamente localmente 

compacto existem g E e k £ Lx, com Xsupp(k) compacto, tais que g(x) ^ p e 

g<k. 

Sejam V = g~l {t E L ; t ^ p} e K = supp(k), então, V E x E V C /í" 

e K é um subconjunto compacto de X pois Xsupp(k) é compacto. Logo, (X,S) é 

fracamente localmente compacto. • 

Definição 3.5 Um espaço L-topológico (X,T) é relativamente localmente compacto 

se e somente se para cada x E X e p E pr(L) existe f £ T, com XSupp(f) compacto, 

tal que f(x) ^ p. 

Teorema 3.3 Seja (X, 8) um espaço topológico. Então: (X, 8) e relativamente lo-

calmente compacto se e somente se (X,u(8)) é relativamente localmente compacto. 

L 
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x 

supp( f ) 
Zsupp(j) compacto 

Figura 3.4: Compacidade locai relativa 



Demonstração. Necessidade: Sejam x G X e p G pr(L). Como {X,S) é relativa-

mente localmente compacto existe V £ <5. com V compacto, tal que x G V. Seja 

/ = xv, então / ( # ) = 1 ^ p. Temos ainda que / = Xy, suPP{f) = V é 

compacto, portanto xfUj>i?(/) ® compacto. 

Suficiência: Seja x E X e fixe p G pr{L). Como ( X , é relativamente 

localmente compacto existe / G tal que f(x) £ p, com XSuPP(/) compacto, logo 

supp(f) é compacto. Seja g G Um L-conjunto aberto básico tal que <7(2;) ^ p e 

<7 < y, definido por: 
f e se y £ V £ S 
\ 0 s e y £ V 

Como ff < / e 
, í e se y G V" 

se y tfíV 

temos que g < f e V — supp(g) C supp(f), logo, 1/ é compacto pois é fechado e 

supp(f) é compacto. • 

3.2 Propriedades 

Teorema 3.4 Seja (X,Tx) um espaço L-topológico localmente compacto e seja 

<Y, TV) f í i espaço L-topológico. Se h : X —>• Y e uma sobrejeção contínua e aberta 

então (Y, TV) e localmente compacto. 

Demonstração. Sejam ?/ G Y, com y = /i(x), p G pr(T) e / G TV tal que f(y) ^ p. 

Seja j = h~l(f) então j G T*, pois /t contínua, e J(.T) = / ( y ) ^ p. Como {X,Tx) ê 

localmente compacto existem i G Tx e c G XsuPP{c) compacto, tais que í(x) ^ p 

e i < c < j . 

Sejam g — h(j) e k = h(c). Então ff G TV, pois h é aberta, e g < k < f , 

pois i < c < j. Como h é contínua e Xs«pp(c) é compacto temos que /í(Xs«pp(c)) é 

compacto, teorema 2.8. Mas: 

h{Xsupp(c)) Xh(supp(c)) — Xsupp(h(c)) = Xsupp(k) 

g(y) 



Portanto, (Y,Ty) é localmente compacto. • 

Teorema 3.5 Seja (X,Tx) um espaço L-topológico fracamente localmente compacto 

e seja (Y, 7 V) um espaço L-topológico. se h : X —>• Y é uma sobrejeção continua e 

aberta então (Y,Ty) é fracamente localmente compacto. 

Demonstração. Sejam y G Yr, com y = e p G pr(L). Como (X.Tx) é 

fracamente localmente compacto existem ? G l'x e c G Z/Y, com Xsupp(c) compacto, 

tais que i(.x) £ p e i < c. 

Sejam g = e k = /i(c). Então g G Ty, pois h é aberta, e g < fc, pois í < c. 

Como h é contínua e Xsupp(c) é compacto temos que /i(Xs«pp(c)) é compacto, 2.8. Mas: 

h(Xsupp(c)) Xh.(supp(c)) Xs«pp(/i(c)) Xsupp(fc) 

Portanto, (Y,Ty) é fracamente localmente compacto. • 

Teorema 3.6 Seja (X,Tx) um espaço L-topológico relativamente localmente com-

pacto e seja (Y,Ty) um espaço L-topológico. Se h : X —>• Y é uma sobrejeção 

contínua e aberta tal que h(g) < h(g) para cada g G Lx, então, (Y,Ty) e relativa-

mente localmente compacto. 

Demonstração. Sejam y G Y, com y = e p G pr(L). Como (X,Tx) ê 

relativamente localmente compacto existe g G Tx, com Xs-upp(ã) compacto, tal que 

g(x) ^ p. Seja / = então /(rc) ^ p, / G TV pois h é aberta, e /í(Xs«pp(ã)) e 

compacto pois h é contínua. Mas: 

h{Xsupp(g)) — Xh(supv(g)) = Xs«pp(/i(í)) = XSUpp(h(g)) ~ Xsupp(fj) 

onde usamos o teorema 2.3 e o fato de h(g) < h(g). 

Portanto, ( Y , T y ) é relativamente localmente compacto. • 

Teorema 3.7 Se (X,T) é um espaço L-topológico localmente compacto então é fra-

camente localmente compacto. 



Demonstração. Sejam x £ X e p £ pr(L). Como (X,T) é localmente compacto, 

para / = Jí, existem g £ T e k £ L A , com XsuPP(k) compacto, tal que g(x) ^ p e 

g < k < / . Logo (A', T) é fracamente localmente compacto. • 

Teorema 3.8 Se {X,T) é um espaço L-topológico compacto Hausdorff totalmente 

estratificado, então (X,T) é localmente compacto. 

Demonstração. Sendo (X, T) compacto Hausdorff totalmente estratificado, é 

topologicamente gerado, teorema 2.15, logo existe uma topologia 5 em X tal que 

T = co(S). Pelos teoremas 2.4 e 2.11, (X,S) é um espaço topológico compacto e 

Hausdorff, logo é localmente compacto. Segue do teorema 3.1 que (X, T) é local-

mente compacto. • 

Teorema 3.9 Se (X, T) e um espaço L-topológico fracamente localmente compacto 

totalmente estratificado Hausdorff então é localmente compacto. 

Demonstração. Sejam x £ X, p £ pr(L) e f £ T tal que f(x) ^ p. Vamos mostrar 

que existem g £ T e k £ Lx, com XsuPP(k) compacto, tais que g(x) ~£peg<k<f. 

Como (X,T) é fracamente localmente compacto existem i £ T e j € Lx, com 

Xsupp(j) compacto, tais que i(x) ^ p e i < j. Seja D = supp(j). Como XsuPP(j) 

é compacto e {X,T) é Hausdorff totalmente estratificado, o subespaço (D,Tp) é 

um espaço L-topológico compacto totalmente estratificado e Hausdorff. Então, pelo 

teorema 3.8, (D, To) é localmente compacto. Logo, para /D = /|o, existem hD E Tb 

e c E LD, com XsuPP(c) compacto, tais que hp < cD < fp e h^x) ^ p. 

Seja h E T tal que h\D — hr> e defina k £ Lx por 

Seja g = h A i, então g E T e ^ p. Também temos que g < k < f. De fato, 

se y £ D então g(y) < h(y) < k(y) < f(y) pois hD < cD < fD, e se y £ D então 

i{y) = 0 e k{y) = 0, logo g(y) =0= k(y) < f(y). • 

então, h(x) jt p e Xsupp(k) é compacto pois supp(k) = supp(c£>). 



Teorema 3.10 Se (X, T) é um espaço L-topológico relativamente localmente com-

pacto então (X, T) é fracamente localmente compacto. 

Demonstração. Sejam x £ X e p £ pr(L). Como (X,T) é relativamente local-

mente compacto existe g £ T, com XsuppÇg) compacto, tal que g(x) ^ p. Como g <g 

temos que (À ,̂ T) é fracamente localmente compacto. • 

Teorema 3.11 Seja (X,T) um espaço L-topológico fracamente localmente com-

pacto Hausdorff tal que XSUpp(]) = Xsupp(j), então {X, T) e relativamente localmente 

compacto. 

Demonstração. Sejam x £ X e p £ pr{L). Como (X,T) é fracamente localmente 

compacto existem / £ T e k £ Lx, com XsuPP(k) compacto, tal que f(x) ^ p e 

f < k. Como Xsupp(k) é compacto em um espaço de Hausdorff, é L-fechado, ver 

teorema 2.13, então, Xsupp(k) = Xsupp(k)- Como / < k , Xsupp(f) < Xsupp(k), então, 

Xsupp(f) < Xsupp(k), logo Xsupp(f) é compacto pois é fechado e XsuPP(k) é compacto, ver 

corolário 2.1. Mas Xsupp(j) = XsuppQy e n t a o Xsupp(7) é compacto. Portanto (X,T) é 

relativamente localmente compacto. • 

Teorema 3.12 Seja um família de espaços L-topológicos totalmente estra-

tificados. Então: 0 L-espaço produto Xj é localmente compacto se e somente 

se Xj é localmente compacto para cada j £ J e X3 é compacto para cada j £ J — Jl 

onde Ji é um subconjunto finito de J. 

Demonstração . Seja X = YljeJXj. 

Necessidade: Como a j-ésima projeção, Kj : X —> X3, é uma função sobrejetora 

aberta contínua e X é localmente compacto, pelo teorema 3.4, Xj é localmente 

compacto para cada j £ J. Sejam p £ pr(L)7 x £ X e / um L-conjunto aberto 

em X com f(x) p. Então pela compacidade local de X, existem um L-conjunto 

aberto g em X e um Z-conjunto k em A , com Xsupp(k) compacto, tais que g(x) ^ p 

eg <k<f. 



Seja um L-conjunto aberto básico tal que 

A t i ^ ( 9 ü ) < 9 < k < f . 

Então 

Xsupp(k) > 

— XNRLLSUPP(TR~L(GJT)) 

— A m v 

— / \ = l A s í , , p p ( 7 r - 1 ( g j ! ) ) 

= (Xsupp(gH)) 

Logo n3{Xsupp(k)) > »ÀKL^iXsuMaj^)) = Xj para todo j € J - J,, onde 

«A = { j i ; • • ; J m } , OU seja, Tr^x^f/t)) = -Aj- Como ^ é contínua e XsuPP(k) é 

compacto em X temos pelo teorema 2.8 que Xj é compacto para cada j E J — J\. 

Suficiência: Sejam p £ pr(L), x £ X e / = A^.17r~1(/ji) um L-aberto básico 

em À' tal que / ( x ) ^ p onde é um L-aberto em X j . Podemos assumir que 

{ j i , • • •, } contém os índices j , £ J\ onde não é compacto, caso contrário, 

g — f A (Ajçj,7r~1(/j)) é um L-aberto básico em X com ^ p. 

Como f(x) £ p temos que fj^n) £ P P a r a cada i € {1, • • - , m} . Da compacidade 

local de cada XJt. existem L-abertos gh em X]t e L-conjuntos kji em X]t, com 

Xsupp(kH) compacto, tais que g3,{x]t) £pe gjt < kjt < fn. 

Sejam g = A^n'1 (g^) e k = A^TT"1^-,), então, g é um L-aberto em X, 

9<K<FC 

g(x) = A?=1^(gn){x) = A?=lg3,{xJt) £ p 

Também temos 

Xsupp(k) = A ^ " 1 ^ - . ) ) = ^Ji1 (Xstipp(kjt)) = A jeJTXj1^) 

onde wJt = XsuPP(kH) para i £ {1, ,m} e wj = Xj para j { i i , - • • ,Jm } . Então 

Xsupp(k) ó um L-conjunto compacto em X pelo teorema 2.10, pois Xsupp(kj) é com-

pacto para cada í € {1, • • •, m } e Xj é compacto para cada j £ { j i , • • •, j m } . • 



Teorema 3.13 Seja { X j } -eJ urna farnília de espaços L-topológicos totalmente es-

tratificado. Então: O espaço L-topológico produto H?6jXj é fracamente localmente 

compacto se e somente se Xj é fracamente localmente compacto para cada j £ J e 

Xj é compacto para cada j £ J — J\ onde J\ é um subconjunto finito de J. 

Demonstração. A demonstração é análoga a do teorema 3.12, então daremos 

apenas uma idéia da demonstração. Seja X = rijeJ-^j-

Necessidade: A compacidade local de cada Xj é do teorema 3.5. Para o restante 

basta usar a compacidade local fraca para obter um Z-aberto g in X e um L-conjunto 

k em A , com Xsupp(k) compacto, tais que g(x) £ p e g < k. 

Suficiência: Para p £ pr{ L) e x £ Hje./ ^-i u s a r a compacidade local fraca de Xj , 

j £ J\ = { j i , • • • jm} onde J\ é o conjunto de índices onde Xj não é compacto, para 

obter L-abertos gJt em X e /v-corijuntos kn em A , com Xsupp(kr ) compactos, tais que 

9ji(xji) £ P e 9ji ^ • Para o restante da demonstração fazer g = A™ j tt^1 (gJt) e 

k = AT=1njx(kJt). m 

Teorema 3.14 Se (X,T) é um espaço L-topológico fracamente localmente compacto 

e Hausdorff então (A, T) é regular. 

Demonstração. Sejam x £ X, p £ pr(L) e h um L-conjunto fechado tal que 

h(x) = 0 e existe y0 £ X com h(y0) > p'. 

Vamos mostrar que existem u,v £ T tais que u(x) £ p, v(y) £ p para cada y £ X 

com h(y) > p', e, u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada z E X. 

Pela compacidade local fraca de (A, T) existem / £ T e k £ Lx, com XsuPP(k) 

compacto, tais que f(x) £ p e / < k. Seja D = supp(k), então: 

(1) Como f(x) £ p e / < k temos que k(x) ^ 0, logo x £ D. 

(2) Como / < k e k(z) = 0 para z £ Dc temos que f(z) = 0 para z £ Dc. 

(3) Como XD é compacto e (A, T) é Hausdorff temos que XD é um L-fechado, 

teorema 2.13. Logo, X'D ~ XDC é um L-aberto. 



Sendo XD compacto e (X.T) Hausdorff, o espaço L-topológico (D,To) é com-

pacto e Hausdorff, logo (D, To) é regular pelo teorema 2.18. 

Caso 1: Existe y £ D tal que h(y) > p'. 

Neste caso, por (1) e pela regularidade de (D ,To ) , existem UD,VD £ TO tais 

que UD(X) ^ p, vo(z) ^ p para cada z £ D com h(z) > p', e, UO{Z) = 0 ou 

1'D{Z) = 0 para cada z £ D. Sejam u*:v* £ T tais que u*\O = AO e v*\p — vo-, 

e defina u ~ u* A / e v = v* V Temos então que: 

(a) « € T pois ti*, f eT,ev eT pois v* € T e de (3). 

(b) Temos que u*(x) = uo{x) ^ p pois x £ D, logo u(x) p pois / ( x ) ^ p e 

p £ pr(L). 

(c) Seja z £ X tal que h(z) > p'. 

z £ D v(z) = v*(z) = vo(z) P 

zE£>C XD-(-) = 1 = XD'(z) £p 

(d) Seja z £ X tal que « (2) ^ 0, então, M*(Z) / 0 e f(z) ^ 0. Por (2), z £ D, 

então = 0, logo ?/*(£) = vo (z ) = 0. Segue que 

v(z) = u*(z) V Xzj«=(z) = 0 V 0 = 0 

Caso 2: Não existe y £ D tal que h{y) > p'. 

Sejam w = / e v = então u,v £T e: 

(a) «(ar) = / (x) £ p 

(b) Seja z £ X tal que > p', então z £ D° pois estamos supondo neste caso 

que não existe z £ D com h(z) > p', logo XDC{Z) = 1. Segue que v{z) = 1 ^ p. 

(c) Seja z £ A tal que i«(z) = f(z) ^ 0, então por (2), z £ D, logo 

= XDC{Z) = 0. 



Portanto (X, T) é regular. • 

De um modo análogo obtemos a regularidade para espaços de Hausdorff local-

mente compactos e Hausdorff relativamente localmente compactos pois os teoremas 

3.7 e 3.10 garantem que estes espaços são fracamente localmente compactos. 

O que segue é baseado em [9]. 

Seja (X,Tx) um espaço L-topológico que não seja compacto, mas fracamente 

localmente compacto e Hausdorff. Considere o conjunto Y = XU { oo } com topologia 

Ty gerada pela subbase 

S = { / , 6 L Y ; f e Tx) U {xBoo G LY ; / Y b G C } 

onde: 

(i) fi G LY é definida por: 

f1(v) = í / ( y ) s e y € X 
J i y y > \ 0 se y = oo 

(ii) C = (XB G Lx ; B C A , XB compacto} 

(iii) Para XB G C, definimos B^ = (X - B) U { oo } , logo: 

( \ _ í 1 se y G Boo 
Xb^KV) - | 0 se y £ B. 

O espaço L-topológico { Y , T y ) é a compactificação por um ponto de (X,Tx). 

Teorema 3.15 Sejam (X,T\) um espaço L-topológico fracamente localmente com-

pacto Hausdorff, que não seja compacto, e (Y, Ty) sua compactificação por um ponto. 

Então, ( Y , T y ) é compacto, Hausdorff, cl(X) = Y e tem (X,Tx) como subespaço. 

Demonstração. 

(i) Mostraremos que (X,Tx) é subespaço de ( Y , T y ) . 

Seja / G Tx, então / = fi\x, onde f\ G S é definida por 

f{y) s e y G X 
^ ^ _ 1 0 se y = oo 



Logo, / 6 Ty |,v. 

Seja h £ Ty, então, j\\x = f onde / € Tx. Logo, fi\x £ Tx. 

Seja XBco £ Ty, então, Xs«>l-Y = Xx-B- Sendo XB compacto em X e X Hausdorff, 

temos que XB é L-fechado, ou seja, X'B ® L-aberto. Mas X'B — Xx-B, portanto, 

XBJX £ T x . 

(ii) Mostraremos que cl(X) = Y. 

Suponha que cl(X) ^ Y, então cl(X) é da forma: 

cl(X)(y) = í ] , , S e y E X 
v | l ^ 1 se y = oo 

Temos então que cl(X)' é um L-aberto definido por: 

= ( ?, , n S e y € X v ) \v> | i> q se y — oo 

Seja / = XB1oo A • • • Axsn c o um aberto básico tal que / < cl(X)' onde By, • • •, Bn 

são subconjuntos de X com xbu • • * , XSi compactos. Temos então para y = oo que 

f(y) = 1 < cl{X)'(y), logo /' = 1, ou seja, l = 0. 

Temos também: 

f<d(xy XBlao A - A X B „ m <d(xy 

Como X < cl(X) e x'BiJx = XB„ temos X < XB, V • • • V XBN, logo, 

X = XBI V • • • V XBN- Como a união finita de compactos é compacto e cada xb, é 

compacto, temos que X é compacto, um absurdo. 

(iii) Mostraremos que {Y,Ty ) é compacto. 

Seja p £ pr(L) e ® = { / j } i e J uma família de L abertos subbasicos, f j £ S, tais 

que (Vjejfj)(y) £ V Para cada y £ Y. Então existe j £ J tal que f j é da forma 

f j — XBoo c o r n B C X e xb compacto, pois caso contrário, ( V j € j f f ) (oo) = 0 < p. 



Seja Bi = {fj\x}jeJl oncle = { j £ J ; fá ^ xb« , } , então Bi é tal que 

(VjeJifj\x) (x) ^ p para cada x £ X com XB(X) > p'• De fato: 

x £ X, XB(X) >p x £ B CY 

=> {Vjejfj) {x) i P 

=> XBMV (VjçjJj)(x)£P 

(VjeJi fi) pois Xfico(*) = 0 < p 

=> (VIEJJJ\X)(X)£P 

Pela compacidade de x b existe um subconjunto finito J2 de Jx tal que 

(VjeJz/jU) (x) ^ p para cada x £ X com XB(X) > p'. Então, 

(XB« V V j ç j 2 / j ) (y) ^ p para cada y £ Y. De fato, seja y £Y então: 

y£B => yeX e XB{y) > P 

(VJ€JJI\X){Y)£P 

(Xfl» v VjejJj) (y) £ P 

ou, 

y G X S o o ( y ) = 1 ^ P 

(XB«, 

(iv) Mostraremos que ( Y , T y ) é HausdorfF. 

Sejam x^y em Yep,q£ pr(L). Caso x,y G X, temos pelo fato de X ser 

Hausdorff, que existem f,g G Tx tais que f(x) ^ p, g(y) ^ q, e, f(z) = 0 ou 

g(z) = 0 para cada z G X. Definindo 

fi(y) _ í / ( y ) se y G X . , _ f £f(y) se y £ X 
\ 0 se y — do ' \ 0 se y = oo 

temos que fi £ TY, g\ £ Ty, e, / i ( z ) = 0 ou ^ ( z ) = 0 para cada z G Y. 

Caso x £ X e y = oo, pela compacidade local fraca de (A, Tx) existem / G Ty 



e k £ Lx, com Xsupp(fc) compacto, tais que / ( x ) ^ p e / < fc. Seja B = supp(k) and 

f í?A _ í /(y) se y e * 
\0 se y = oo 

então / x £ Ty e xe M £ -A- • 

Segue que f\(x) = / ( x ) ^ p e XBcciv) = 1 ^ 9 - Também temos: 

(a) z £ B XBJZ) = 0 

(b) zeX - B = X - supp(k) = 0 /i(z) = /(*) = 0 

(c) z = oo fi(z) = 0 

isto é, para cada z £ F , /x(^) = 0 ou XSco(z) = 0. 

Estas condições demonstram o teorema. • 

De um modo análogo podemos obter teoremas de compactificação por um pon-

to para espaços localmente compactos e relativamente localmente compactos pois 

os teoremas 3.7 e 3.10 garantem que estes espaços são fracamente localmente com-

pactos. 



Capítulo 4 

Teorema da L-Caixa 

Em topologia geral existe um resultado simples envolvendo produto finito de com-

pactos. 

Teorema 4.1 [15, Munkres] Sejam (X,S) um espaço topológico e A um compacto 

em X. Considere Xn com a topologia produto. Se W é um aberto em Xn tal que 

An C W então existe V £ 8 tal que A C V e An C Vn C W. 

Neste capítulo apresentamos uma versão deste teorema para um espaço L-topológico 

que chamaremos do"teorema da L-caixa". Assumimos aqui que os conjuntos X. Y 

e Xj são não vazios e que L é um reticulado fuzzy com a topologia Scott. 

X w 

V x V 

A A x A 

V 

I-T A H-v 

Figura 4.1: Teorema 4.1 



4.1 Teorema da L-caixa 

Lema 4.1 Sejam (X,l\-) e (Y.Ty) espaços L-topologicos, h £ l? um L-conjunlo 

compacto, x0 £ X e p £ pr{L). Considere X x Y com a L-topologia produto T. Se 

N £ T é tal que 

Vy G Y, h(y) > p => N(x0,y) £ p 

então, existem L-conjuntos f £ í'x e g £ Ty tais que: 

(i) /(aro) ^ p. 

(ii) Vy G Y, h{y) > p' g(y) £ p. 

(iii) V(x,y) G X x Y, (TT-\f) A t t ^ ) ) (x,y) N{x,y) £ p. 

Demonstração. Como N £ T, podemos escrever N = Vje.j (ft^ifi) A ir^igj)) 

onde f j £ Tx e g3 G Ty. Seja y £ Y com h(y) > p' então N(x0,y) £ p, logo, existe 

jy £ J tal que f3y(x0) ^ p e y^(y) ^ p. 

Seja Jj = { j y £ J ] y £ Y, h(y) > p'} , então a família {gj}jeJl é tal que 

{^ieJidj) (y) ^ p para cada y £ Y com h(y) > p'. Pela compacidade de /i, existe 

J2 C<oo J\i tal que (Vj^j2g3) (y) ^ p para cada y £ Y com h(y) > p'. 

Seja / = Ajçj2fj e g = yjej2g3. então / G T*-, y G Ty e: 

(i) Para cada j £ J2, fj(x0) ^ p, logo / ( x 0 ) ^ p. 

(ii) Seja y G V com A(y) > p', então (V3€j2g3) (y) ^ p, logo y(y) ^ p. 

(iii) Seja (x ,y) £ X x Y tal que ( ^ ( f ) A n^ig)) (x,y) ^ p, então / ( x ) ^ p e 

^ P- Pelas definições de / e y, existe j £ J2 com / j ( x ) ^ p e <7j(y) ^ P-

Logo, ( 7 r " 1 ^ ) A t t J 1 ^ ) ) ( x , y) £ p. Portanto, iV(x,y) £ p. 

Estas condições demonstram o teorema. • 

Lema 4.2 Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espaços L-topologicos, g £ Lx e h £ LY 

L-conjuntos compactos, e p £ pr{L). Considere X X Y com a L-topologia produto 



T. Se N G T é tal que 

V(x,y) £ X x Y, (n^ig) A ir^(h)) (x,y) > p' N(x,y) £ p 

então, existem f £ Tx e k G Ty tais que: 

(i) Vx G X, g(x) >p'^ f(x) £ p. 

(ii) Vy G Y. h(y) >p'=> k(y) £ p. 

(iii) V(x, y) EXXY, (N~\f) A ( x , y ) £P^ N(x,y) £ p. 

Demonstração. Como N £ T, podemos escrever N = V j £ j ( t t ^ ^ / í ) A ttJJ(í/j)). 

Seja Xi = {x G X ; g(x) > p'} , e fixe XQ G X\. Então para y G Y com h(y) > p' 

temos ( ^ ( g ) A 7rj^/i)) (x0, y) > p', logo, N(x0,y) £ p. 

Pelo lema 4.1 existem fXo G Tx e gXo G Ty- tais que: 

( 1 ) fso(x0)ip. 

(2) y G Y, h(y)>p'=>gxo(y)£p. 

(3) V(x,y) G X x Y, (TT^UJ A T T " 1 ^ ) ) (x,y) £p^ N{x,y) £ p. 

Por (1), a família {fx}xeXl ® ̂  c lu e i^xeXifx) (®o) £ P para cada x0 G X\. Pela 

compacidade de g, existe X2 C<cx> tal que (VxçX2fx) (xu) £ p para cada x0 G . 

Seja / = Vxex2fx e k = Axex2gx, então, / G Tx, k G Ty e: 

(i) Seja x £ X com y(x) > p', então i £ Xi , logo (Vxç.x2fx) ixo) £ P^ isto é, 

f(x) £ p. 

(ii) Seja y £ Y com h(y) > p', então para cada x £ X2, gx{y) £ p por (2), logo 

k(y) £ p. 

(iii) Seja (x,y) G X x Y com (7rf !( /) A 7rJ1(fc)) (x, y) ^ p, então / (x) £ p e 

k(y) £ P• Pelas definições de / e k, existe x0 G X2 com fXo(x) £ p e gXo(y) £ p, 

então ( TTj ̂ ( ) A TC2 1(5ra;0)) (x ,Y) £ p. Portanto, por (3), iV(x,y) £ p. 



Estas condições demonstram o teorema. • 

Lema 4.3 Sejam { ( j\" j ,Tj ) } j = 1 , n > 2, uma família de espaços L-topológicos. {hj}™= 

uma família de L-conjuntos compactos onde cada hj £ LXj e p £ pr(L). Considere 

X = YYj=i com a L-topologia produto T. Se N £ T é tal que 

Vx £ X, (A"_17T~1(/íj)) (x) > p => N(x) £ p 

então existe uma família {/j}™_} onde cada f j £ TX} tal que: 

(i) Para cada j = 1, • • • , n temos: Vy £ Xj, hj(y) > p' =>• /?(y) £ p. 

(ii) Vx £ X, (A?= 17r-U-)) (x) £ p iV(x) £ p. 

Demonstração. Provaremos o teorema por indução. Para o produto de 2 

L-conjuntos compactos ver o teorema 4.2. Suponha então que o teorema seja válido 

para o produto de n — 1 L-conjuntos compactos. 

Sejam g = A^IjTr^/ij) e X = Ilj=i ° L-espaço produto. Então g é um 

L-conjunto compacto em X. Sejam Y = Xn e h = hn. 

Seja (x ,y) £ X x V tal que {n~[l{g) A 7 T J y ) > p', então g(x) > p' e 

^n(y) > p'- Seja x = (xi, • • • ,x n _i ) £ X. Como g(x) > p', A > íA então 

( A ^ t t J 1 ^ ) ) (x, y) > p', logo, N(x,y) £ p. 

Pelo lema 4.2, existe um L-conjunto / £ Tx e fn £ Ty tal que: 

(1) x £ X , g(x) >p'^ f(x) £ p. 

(2) y £ Y, hn(y) > p' fn(y) £ p. 

(3) V(x,y) £ X x Y, (TTrM/) A ^ ( J « ) ) (x ,y) <£ p iV(x,y) £ p. 

Sendo y = Aj^^Trf1 (hj), por (1) podemos usar que o teorema é válido para n — 1 

L-conjuntos compactos para obter L-abertos fj £ Tj, j = 1, • • •, n — 1, tais que: 

(4) Vy £ X , , hj(y) >p'^ fj(y) £ P-

(5) Vx £ X , ( A ] = } n j H f j ) ) (*) £ P => /(*) £ P-



Considere a família { / j } ^ com cada f j £ Tj. Temos: 

(i) De (2) e (4), para cada j — 1, • • • , n temos: Vy G X j , h3{y) > p' / j ( y ) ^ p-

(ii) Seja x = ( z ,x n ) € Xtal que (A ? = 1 7r jV j ) ) (X) £ p, então ( a ( * ) £ P 

e fn(xn) £ p. De (5), f(z) £ p, então ( i r ^ i f ) A t t ^ ( / n ) ) {z,xn) £ p. Logo, de 

(3), N(x) £ p. 

Estas condições demonstram o teorema. • 

Teorema 4.2 (Teorema da L-Caixa) Sejam (X,Tx) um espaço L-topológico, 

h G Lx um L-conjunto compacto e p G pr{L). Considere Xn com a L-topologia 

produto T. Se N G T é tal que 

Vx G X n , ( A ^ TT / 1 ^ ) ) (ar) > p N{x) £ p 

então, existe um L-conjunto f G Tx tal que: 

(i) Vy G X , h(y) >p'^ f(y) £ p. 

(ii) Vx G X " , (A? = 1 * r j\ f ) ) (x) £p=> N(x) £ p. 

Demonstração. Para j = 1, • • • ,n seja = h, então pelo lema 4.3, existe uma 

família { / , } " _ , onde cada f j E T\ tal que: 

(1) VyeX, hj(y) > p' =4> fj(y) £ p. 

(2) Vx G X " , (A"_j7T~1(/_?)) (x)£p^ N(X) £ p. 

Seja / = A" = 1 / j , então / G Tx e temos: 

( i) Seja y G X tal que h(y) > p', então, de (1), para cada j = 1, • • • ,n, fj(y) £ p. 

Portanto, / ( y ) £ p. 

(ii) Seja x G X " tal que (A"_17r~1(/)) (X) ^ p, então, para cada j = 1, •••,n, 

f(xj) £ p. Logo, para cada j = 1, • • • , n, f3(xj) £ p, ou seja, 7rJ~1(/j)(x) ^ p. 

Portanto (A^LjTr/^/j)) (x) ^ p. De (2), temos então que /V(x) ^ p. 

Fica assim demonstrado o teorema da L-caixa. • 



Capítulo 5 

Propriedades de Recobrimento: 
Hurewicz e o;* 

As propriedades de recobrimento Hurewicz e to* se enquadram dentro do que 

Scheepers chama em seus artigos de "princípio de seleção". Tal principio diz o 

seguinte: Dada uma classe de objetos T e uma classe de objetos A, mediante um 

certo procedimento n podemos obter para cada objeto A £ T um objeto n ( / l ) £ A. 

Um exemplo conhecido de propriedade que se enquadra neste princípio é a com-

pacidade. Seja 

T = A = {coberturas abertas} 

n = existir subcobertura finita. 

Dizemos que um espaço topológico A é compacto se e somente se satisfaz o 

principo de seleção acima, isto é, A £ n(T, A). 

Figura 5.1: Princípio de seleção 



Vamos inicialmente relembrar as definições de espaços de Hurewicz e a pro-

priedade a-'* e verificar como se enquadram dentro do principio de seleção. 

Definição 5.1 [8. Hureiuicz] Um espaço topologico (X, 8) é Hurewicz se e somente 

se para cada sequência {U„}neI,, de coberturas abertas de X, existe uma sequência 

{V»)n€N t a l Que: 

(i) Cada Vn C<00 Un. 

(ii) V.T € X , 3n0 6 N; N > n0 (3V £ V„, XEV). 

Aqui tomamos 

F = sequências de coberturas abertas. 

A = sequencias { V n } n e N onde cada Vn é formado por finitos abertos. 

II = existir um elemento de A satisfazendo as propriedades (?) e (ii). 

Uma ilustração desta propriedade pode ser vista na figura ?? com F = {.T}. 

Definição 5.2 Uma u* cobertura em X é uma família de abertos U tal que para 

cada subconjunto finito F de X. existe V £ U com F C V 

Definição 5.3 Um espaço topologico (X,8) tem a propriedade u* se e somente se 

para cada sequência {Un}n£N de cc* coberturas de X existe uma sequência {Vn}nçN 

tal que: 

(i) Cada Vn C<co Ura. 

(ii) VF C<oo X, 3n0 € N; n > n0 3V 6 Vn, F C V 

Aqui tomamos 

T = sequências de o?*-coberturas abertas. 

A = seqúencias { V „ } n N onde cada Vn é formado por finitos abertos. 



Figura 5.2: Espaços de Hurewicz e propriedade w" 

II = existir um elemento de A satisfazendo as propriedades (z) e (ii). 

Uma ilustração desta propriedade pode ser vista na figura ??. 

Dividimos este capítulo em três seções. 

Nas duas primeiras seções propomos boas definições para as propriedades de 

Hurewicz e u>* em um espaço L-topológico. Na última seção apresentamos um 

teorema que garante condições necessarias e suficientes para que um espaço tenha a 

propriedade cu* utilizando-se da propriedade de Hurewicz. 

Assumimos neste capítulo que A' é um conjunto não vazio e que L é um reticulado 



fuzzy com a topologia Scott. Vamos usar também a notação A C<TO B como 

abreviação para ".4 é um subconjunto finito de B". 

5.1 Espaços de Hurewicz 

Definição 5.4 Um espaço L-iopológico X é Hurewicz se e somente se para cada 

p £ pf(L) e sequência {F „ } n ç N de famílias de L-abertos tal que ( V / € F „ / ) ( X ) ^ p 

para todo x G X e n G existe uma sequência {H„}n(_N tal que: 

(i) Cada H„ C < c o Fn . 

(ii) Vx G X , 3n0 G N; (n > n0 => 3/í G H „ , h(x) ^ p). 

Teorema 5.1 0 espaço topológico (X,S) é Hurewicz se e somente se o espaço 

L-topológico (X, oo(S)) é Hurewicz. 

Demonstração. Necessidade: Seja p £ pr(L) e {F n } n 6 N uma sequência onde cada 

Fn = { f n j } j € J é uma família de L-abertos tal que ( V j £ j n f n j ) (x) ^ p para todo 

x G A . 

Seja {U n } n £ N a sequência definida por U„ = {U n j } j e j n onde 

Unj = ./;:/ {itL: Li p} . 

Então cada Un é uma cobertura aberta para X pois: 

X eX ^ ( V i € j „ / n j ) ( x ) ^ P 3j G Jn, fnj ( x ) x £ UnJ 

Como (X, 5) é Hurewicz, existe uma sequência {V n } n Ç N tal que: 

( 1 ) Cada V n C<oo U n . 

(2) Vx G A, 3n0 £ N; n > n0 {3V G V„, x G V). 

Por (1) podemos escrever V„ = {Un j } j e I n onde ln C<oo Jn- Defina 

H„ = {fnj}jSJn, então para a sequência { H n } n ç N temos: 

(i) Cada Mn c<oo F„. 



(ii) Seja x £ X então, por (2), existe um no £ N tal que: 

n > n0 (3Unj £ V n , x £ Un j) 

Logo fnj £ Hn é tal que / n j ( x ) £ p pois x £ Unj. 

Estas condições mostram que o espaço { X , é Hurevvicz. 

Suficiência: Seja {U„ } n £ N uma sequência de coberturas abertas de X onde 

Un = { U n j } j e j - Seja p £ pr(L) fixado e considere a sequência { F n } n 6 N , onde 

Fn = {fnj}jeJn é uma família de L-abertos definidos por fnj = Xunj-

Seja x £ X. Sendo U„ uma cobertura aberta de X, existe j £ Jn com x £ Unj, 

logo, fnj(x) = 1 £ p. Portanto, (Vj£jnfnj) (x) £ p. Como (X,OJ(Í)) é Hurevvicz, 

existe uma sequência { H „ } n e N tal que: 

(1) Cada Hn C«x> Fn . 

(2) Vx £ X , 3n0 £ N; n > n0 => {3h £ h{x) £ p). 

Por (1) podemos escrever Hn = {fnj}jeTn onde In C<00 Jn. Defina 

Vn = {UNJentão para a sequência { V „ } n e N temos que: 

(i) Cada V n C < c o U„. 

(ii) Seja x £ X então, por (2), existe um n0 £ N tal que: 

n> n0 (3fnj £ Hn, fnj{x) £ p) 

Logo Unj £ Vn é tal que x £ Unj pois fnj(x) £ p. 

Estas condições mostram que o espaço (X, S) é Hurewicz. • 

Definição 5.5 Sejam (X.T) um espaço L-topológico e g £ Lx. Dizemos que g é 

Hurewicz se e somente se para cada p £ pr(L) e sequência { F „ } n 6 N de famílias de 

L-abertos tais que 

Vx £ X, g(x) >p'=> ( V / e F n / ) (x) £ p 

existe uma sequência {Hn} N tal que: 



(i) Cada H?l C<co Fn. 

(ii) Vx G X, g(x) > p', 3n0 G N; n > n0 (3h G H„; h(x) £ p). 

Teorema 5.2 Sejam {X,T) um espaço L-topológico e g G Lx. Se g é compacto 

então é Hurewicz. 

Demonstração. Sejam p G pr{L) e { F n } n £ N uma sequência onde cada 

{Jnj } jeJn u m a f a m í l i a c ' c ^-abertos tal que (V ?£./„/„,) (x) £ p para cada 

x G X com g(x) > p'. Sendo g compacto, existe J* C<co Jn tal que 

(Vjç j i /n j ) (x) £ p para cada x G X com g(x) > p'. 

Seja H« = {fnj}jeji, então a sequência {Hn}„eN é tal que: 

(i) Cada Hn C <oo Fn . 

(ii) Seja x G X com g(x) > p', fixado rio G N temos que, para n > n0: 

g(x)>p (vjeJi fnj){x)£p 

(3 j G .Q (fnj(x) i P) 

(3fn3eMn)(fnj(x)£p) 

Estas condições mostram que (X, T ) é Hurewicz. • 

Teorema 5.3 Sejam (X,T) um espaço L-topológico e g G Lx. Se g é Hureiuicz 

então é Lindelôf. 

Demonstração. Sejam p G pr(L) e F = {fj}jÇj u m a família de L-abertos tais que 

(VjeJnfnj) ( x ) £ p para cada x G X com g(x) > p'. Considere a sequência { F n } n € N 

onde F„ = F. Como g é Hurewicz, existe uma sequência {Hn}nGN tal que: 

(1) Cada H„ C < 0 0 Fn = F. 

(2) V x G X, g(x) > p', 3 n 0 G N; n > n 0 =>• ( 3h G H n ; h(x) £ p). 



Seja § = Une];jH„ então, por (1), é um subconjunto enumerável de F. Seja x G X 

com g(x) > p', por (2) existe n0 G N tal que: 

n > no => (3h G Hn; h(x) £ p) . 

Mas Hn C S, logo, h G S e h(x) £ p. Portanto, (X,T) é Lindelõf. • 

Teorema 5.4 Sejam {X. T) um espaço L-topológico, Hurewicz, e g G Lx. Se g é 

L-fechado então é Hurewicz. 

Demonstração. Sejam p G pr(L) e {F„ } n 6 N uma sequência onde cada 

F„ = { f n j } j £ j é uma família de L-abertos tal que (V je.jnjnj) (x) £ p para cada 

x G X com g(x) > p'. Seja F^ = Fn U {g'}- Sendo g L-fechado, cada é uma 

famíla de L-abertos, e a sequência {F®}n6N é tal que (V^ps / ) (x) £ p para cada 

x G X, pois para x G X: 

g(x) > p' (VjejJnj) { x ) i p ^ ( V / 6 í S / ) (X) £ p 

g{x) fp'^ g'{x) £p^ (v/eFj>/) (ar) £ p 

Sendo (X, T) Hurewicz, existe uma sequência {H^}n 6 N tal que: 

(1) Cada M9n C<oo n -

(2) Vx G X , 3no G N; Vn > n0 => (3/»* G /^(x) ^ p). 

Por (1) podemos escrever H% = { f n j } n € J i U {g'} onde J* C< 0 0 Jn• Considere 

Hn = {fnj}n(EJi, então a sequência {Hn }n É N é tal que: 

(i) Cada M c <oo Fn. 

(ii) Seja x G X com g(x) > p', então, por (2), existe n0 G N tal que: 

n > no 3h9 G H®; h"(x) £ p. 

Caso h9 = gteríamos que <7'(x) < p e </(x) ^ p, logo, h9 não pode ser g'. 

Segue que h9 G H« e /^(x) ^ p. 



Portanto, g é Hurewicz. • 

Teorema 5.5 Seja (X,'/') um espaço L-topológico. Se g G Lx é Hureiuicz e 

f : X —V é uma função sobrejetora e contínua tal que f~l(y) é finito para cada 

y G V , então f(g) é Hurewicz. 

Demonstração. Seja p G pr(L) e {F^}neN uma sequência onde cada F^ = { f n j } j e J 

é uma família de L-abertos tal que (VjeJnfnj) (y) £ P para cada y G Y com 

f(g)(y) > V'• Considere F„ = {#n j }n e N onde cada gnj = f~l ( f n j ) . Sendo / contínua, 

cada gnj é um L-aberto. Seja x G X e y = f(x) então: 

g(x)>p' => f(g)(y) = v{g(x)]xer1(y)}>9(*)>p' 

(Vi€J„ /n i ) (y) £ p 

(VjeJndnj) (a;) £ p 

Sendo g Hurewicz, existe uma sequência {H n } n e N tal que: 

(1) Cada Hn C<oo Fn. 

(2) Vx G X , g(x) > p', 3n0 G N; n > n0 (3h G EL; h{x) £ p). 

Por (1) podemos escrever Hn = {gnj},Pn onde J\ C<oo Jn- Seja M^ = { / „ j } i ( = 7 , , 
J ~ N J ̂  N 

então a sequência {H'n}nÇN é tal que: 

(1) Cada H; C< o o rn. 

(2) Seja y e Y com f{g){y) > p', então V {g{x) ; x G / _ 1 ( y ) ) > P'• Sendo p' 

coprimo e f^i(y) finito, existe x G / - 1 ( y ) com g(x) > p'. Por (2), existe 

n0 G N tal que: 

n > n0 => (3gnj G H„; gnj(x) £ p). 

Segue que fnj G Hn e fnj(y) = f~l ( / ( x ) ) = gnj(x) £ p 

Portanto, f(g) é Hurewicz. • 



Definição 5.6 Seja { {X* . Tk)}ken uma família de espaços L-topológicos disjuntos. 

Seja 

X = UA-çN̂ Cfc- Defina T C Lx por: f G T se e somente se f\xk € Tfc para cada 

k e N. 

Teorema 5.6 Na definição 5.6, T C Lx define uma L-topologia in X . Com esta 

L-topologia, chamamos o espaço L-topológico (X, T) de L-espaço .soma e denotamos 

p o r X = J2 j e MAV 

Demonstração. E imediato da definição que: 

(i) 0 G T e X G T pois para cada j e N, 0|A- = 0 € T, e X|Xj = Xj € T}. 

(ii) Para uma família { / j } J g J em T. e / = Vjejfj temos para cada k 6 N que 

f\xk = v j e j / j|x* e Tk, pois f j € T. 

(iii) Para uma família { / j } " _ 1 em T. e / = A j = 1 / j temos para cada fc G N que 

/U f c = A j= i / iU f e € Tjk, pois f j e T. 

Logo, T é uma Z, topologia em X. • 

Teorema 5.7 Seja {(X,-, T j ) } - e N uma família de espaços L-topológicos. Se cada Xj 

é Hurewicz, então o L-espaço soma X = é Hurewicz. 

Demonstração. Sejam p 6 pr(L) e {F n } n Ç N uma sequência onde cada 

^n = i f n j } j € j n é uma família de Z-abertos em X tal que (Vjçj„fnj){x) £ p para 

todo x E X. 

Seja k 6 N fixado e considere a sequência (F£ } n 6 N definida por F£ = { fn j\X k } j ç J . 

Então, cada F* é uma família de Z-abertos em X* tal que: 

x € Xfc x 6 X =» VjeJJnj(x) £ p => V j e j r i / , l j|^(.x) ^ p 

Como para cada H N fixado, Xk é Hurevvicz, existe uma sequência tal 

que: 



(1) C a d a V * C < 0 0 ® t 

(2) Vx E X fc, 3n0 E N; m > n0 => (3h E V^, h{x) £ p). 

Por (1) podemos escrever V n = {fnj\xk }, Jk onde Jkn C <co Jn- Seja Tl 

W* = { / n j } j e J * e defina H„ = U^=1W*. Temos: 

(i) Cada Hn F„. 

(ii) Seja x E X e k E N um índice tal que x E Xk- Seja riy = max{no, k} onde no 

é o índice em (2). Seja m > n1? então, m > n0. Por (2) existe fmj)xk G 

com fmj\xk(x) £ p. Também temos m > k, logo fmj\xk G U ^ V ^ pois nestas 

condições V^ C UjJLjV* . Portanto, fmj E Hm e fmj(x) £ p. 

Estas condições mostram o L-espaço soma é Hurewicz. • 

5.2 Propriedade LO* 

Definição 5.7 Seja X = (X,T) um espaço L-topologico. Dizemos que X tem a 

propriedade u>* se e somente se para cada p E pr(L) e sequência { F n } n e N de famílias 

de L-abertos tal que 

VF C<00 X, 3 / E Fn ; Vx E F, f(x) £ p 

existe uma sequência {Hn}neN tal que: 

(i) Cada Ek C<oo Fn. 

(ii) VF C<oo X , 3n0 E N; n > n0 (3h E Hn ; Vx E F, h{x) £ p). 

Teorema 5.8 Seja (X,S) um espaço topológico, então: (X,5) tem a propriedade 

lo* se e somente se (X,to(5)) tem a propriedade u>*. 

Demonstração. Necessidade: Sejam p E pr(L) e F = {F n } n 6 N uma sequência de 

famílias de L-abertos tal que: 

VF C<Co X, 3 / E Fn ; Vx E F, f(x) £ p 



Suponha que Fn = { fn j } j € j „ e defina, a sequência {U n } n 6 N por U„ = {Unj}j€Jn 

onde Unj = fnj {'- ; í £ p}- Então, para F C<Co X existe fnJ £ Fn com fnj{x) £ p 

para cada x £ F. Logo, F C (Jnj. 

Como (X, 6) tem a propiedade w* existe uma sequência { V „ } n £ N tal que: 

(1) Cada Vn C<co U„. 

(2 ) V F C<CO X, 3N„ G N; n > nQ => (3V G V N ; F C V). 

Por (1) podemos escrever Vn = {Unj} j e J n onde Jn C<00 J• Seja = {fnj}jeJn, 

então para a sequência {Un}ngN temos: 

(i) Cada Hn C«x> Fn. 

(ii) Seja F C<oo X, então, por (2), existe um n0 G N tal que: 

n > n0 (3Unj G Vn ; F C Unj) 

Logo, fnj(x) £ p para cada x £ F. 

Portanto, (X,u(S)) tem a propriedade u>*. 

Suficiência: Seja U = {U n } n g N uma sequência de famílias de abertos tais que: 

VF C<oo X, 3V G ü n ; F C V 

Seja U„ = {Unj} j e J n e defina a sequência {Fn }n € í ! ! por Fn - { /n j } j e J j i onde 

fnj = Xuni- Então para F C< Co X existe Unj G Un com F C Unj, logo, para cada 

x e F, fnj(x) £ p. 

Como tem a propriedade u;*, existe uma sequência {Bk} N tal que: 

(1) Cada Hn C<oo Fn . 

(2) VF C<co X, 3n0 G N; n > n0 =» {3h G H„; Vx £ F, h(x) £ p). 

Por (1), podemos escrever H„ = {fnj}j€Jn onde Jn C<cx> J• Seja Vn = { U n j } - e J , 

então para a sequência { V n } n N temos: 



(i) Cada Vn C<co U„. 

(ii) Seja F C<co X, então, por (2), existe um no £ N tal que: 

n > n0 => (3fnj £ Nw; Vx £ F, fnj(x) £ p) 

Logo fnj(x) = 1 para cada x £ F, ou seja, F C Unj. 

Portanto (X,S) tem a propriedade OJ*. • 

5.3 Teorema Principal 

Teorema 5.9 Seja X = (X, T) um espaço L-topologico, então: X tem a pro-

priedade u>* se e somente se para cada n £ X " é Hurewicz. 

Demonstração. Necessidade: Fixe n £ N e seja p £ pr(L). Seja {Ufc}fcçN uma 

sequência onde cada Ufc = { fn j } j e j k é uma família de L-conjuntos abertos tais que 

(VjeJkfkj) (x) £ p para cada x £ Xn. 

Seja F C<oo X e seja h = XF, então h é compacto em X pois supp(h) = F é 

finito [12], e, f\j=iTtJx(h) é compacto em X " . Portanto, existe J[ C < 0 0 Jk tal que: 

V* £ X " , (A?=17rj\h)) (x) >p'^ ( v i € J f / f c i ) (x) £ P 

Pelo teorema 4.2, existe um L-conjunto fk,F £ T tal que: 

(1) fk,F(x) £ V para cada y £ X com h(y) > p'. 

(2) Vx £ X " , ( A ^ T T - 1 ^ ) ) (X) £ p => ( v j e J F / f c j ) (x) £ p 

Sejam k £ N fixado e = {fk,F £ T ; F C<00 X } . Então a sequência {Fjt}fc£N é 

tal que: 

yeF^yeX, h(y) = 1 > p fkAv) £ V 

Como X tem a propriedade u>* existe uma sequência tal que: 

(3) Cada W , C<<x> F*. 



(4) VF C < c o X , 3ko e N; A; > fc0 (3tü G W fc; Vy G F, w{y) £ p). 

Como w G Wfc podemos escrever w = fk<g para algum G C<co X . Seja 

HU = {.fkj G U k : j e JG, fk.G G Wjt}, então temos: 

(i) Cada Hfc C<co Ufc, pois Wfc e J^ são conjuntos finitos. 

(ii) Seja x = (.Ti, • • • ,xn) G X " então F = {x i , - • •, x „ } é um subconjunto finito de 

X. Por (2), existe k0 E N tal que: 

k > ko => ( 3 / , , g G Wfe; Vy G F, fkiG{y) £ p) 

Então, para j = 1 fk,a(xj) £ p e A^=17r~1(/fc;G)(x) ^ p. Por (2), 

Vjçj-Gfkj{x) £ p. Logo existe j G Jf5 tal que fkj(x) £ p. Portanto, Xn é Hurewicz. 

Suficiência: Seja p G pr(L). Seja uma sequência onde cada U* é uma 

família de L-conjutos abertos tais que: 

F C<oo X , 3 / G Ujt; Vx G F, f(x) £ p (5.1) 

Seja X = ° esPaÇ° soma, então pelo teorema 5.7, é Hurewicz pois cada 

X™ é Hurewicz. 

Para cada k G N defina ¥k = { X „ e N / " ; / ^ U j onde é o L-conjunto 

definido por: 

(En (®) = A?=I ̂ (/x*) 
VngN / 

para cada x G X onde m é o índice tal que x G X m . 

C a d a £ „ 6 N / n é u m ^-conjunto aberto em X pois ( £ n ( E N / n ) |xm = Af = l 7Tj\ f ) 

é um L-conjunto aberto em Xm para cada m G N. 

Sejam x Ç X e r a o índice tal que x = (x l7 • • •, x m ) G XOT, então F = {x1 ? • • •, xm} 

é um subconjunto finito de X, logo, por 5.1, existe / G U^ com / (a^) ^ p para 

j = 1,- • • ,n. Seja ff = então g G Fk e ff(x) = Af=1f(xj) £ p, portanto, 

(VSEIF,FF) £ P-

Como X é Hurewicz, existe uma sequência {Ek}A.eN tal que: 



(1) Cada Efc C<cc Ffc. 

(2) Vx G X, 3k0 G N; k > k0 ( 3 / G H*, / ( x ) £ p). 

Por (1) podemos escrever EU = { «eH ff o n t ' e Jk é um conjunto finito de 

índices. Seja V* = {fj}jeJk então temos: 

(i) Cada V , c<co Uk. 

(ii) Seja F = {x 1 : • • •, xm} um subconjunto finito de X. Seja x = (x 1 j ' ' ' jxm 

então, por (2), existe A;0 G N tal que: 

k > k0 ^ (3g G Hjt; # ( x ) £ P) 

Escreva g =_X) n 6 N / " onde G U* e j G <4, ou seja, f j G Como y(x) £ p, 

A^L1fj(xi) £ p, então para cada i = 1, • • • ,m, fj(xi) £ p. Logo fj(y) £ p para 

cada y G F. 

Portanto X tem a propriedade UJ* . • 
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