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Lista de Simbolos

XA

r€A ¢ A
{z € X; P(z)}
ACco B
ACBHB

4},
Ujes A;

f: X—=Y

o conjunto dos numeros naturais.

o conjunto vazio.

relacdo de ordem parcial e sua negagao.

supremo e infimo respectivamente.

involucao com reversao de ordem.

um espaco topologico.

um espago L-topoldgico.

um subespaco de um espago L-topoldgico.

o fecho do conjunto A ou de um L-conjunto A.

o complementar do conjunto A.

a funcdo caracteristica de A.

z pertence a A e sua negagao.

o conjunto dos elementos x em X com a propriedade P.
A é um subconjunto finito de B.

A estd contido em B.

uma familia indexada de conjuntos, quando J = N é uma sequéncia.
a uniao da familia {A;}, ;.

uma funcao de X em Y.



Hjej A; o produto da familia {Ai}jeJ'
Z]’GJ Aj; a soma da familia {‘AJ}jeJ'

f(A), f7Y(A) a imagem direta e inversa do conjunto A ou de um L-conjunto A.

fla a restricao de f a A.

v, 3 quantificadores “para todo” e “existe”

pr(L) elementos primos do reticulado L.

T a j-ésima projecao.

0,1 menor € maior elementos de um reticulado L.
LX o conjunto dos L-conjuntos de X.

Zp um L-ponto.

supp(f) o suporte de f.

Viesfi a unido da familia de L-conjuntos {f;},;.
Niea fj a intersecao da familia de L-conjuntos {fj}jeJ.

o espago L-topoldgico de todas as fungdes continuas de um
w(d) espaco topoldgico (X, é) em um reticulado fuzzy L com
topologia Scott.
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Resumo

Em um L espaco topoldgico propomos boas definigées de compacidade local, com-
pacidade local fraca e compacidade local relativa. Como resultados obtemos a in-
variancia por fungdes abertas continuas e sobrejetoras, a equivaléncia em espacos de
Hausdorff, a regularidade em espagos de Hausdorff, teoremas de compatificacao por
um ponto e dois teoremas sobre a compacidade local e compacidade local fraca para
o L-espaco produto. Propomos também boas definigdes para espacos de Hurewicz
e a propriedade w* em L espagos topologicos. Alguns resultados sobre espacgos de
Hurewicz sao obtidos, onde o principal teorema estabelece por meio da propriedade
w™ condigoes necessarias e suficientes para um espago ser Hurewicz. Para isso foi
necessario generalizar para um L espago topoldgico um resultado simples sobre pro-
duto finito de compactos, que chamamos de Teorema da L-Caixa.

Palavras-chave: L espagos topoldgicos, compacidade local, espacos de Hurewicz,

propriedade w*.
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Abstract

In an L-topological space we propose good definitions for local compactness, weak lo-
cal compactness and relative local compactness. As results we obtain the invariance
under continuous open surjections, the equivalence in Hausdorff spaces, the regu-
larity in Hausdorff spaces, one point compactification theorems and two theorems
about local compacness and weak local compactness for L-product spaces. We also
propose good definitions for Hurewicz spaces and the w* property in L-topological
spaces. Some results about Hurewicz spaces are obtained, where the main theorem
gives necessaries and sufficient conditions for a space to be Hurewicz by means of the
w* property. For this result was necessary the generalization, for an L-topological
space, of a result about the product of finite compacts spaces which we call here the

L-Box Theorem.

Keywords: L-topological space, local compactness, Hurewicz spaces, w* property.



Capitulo 1

Introducao

A teoria de conjuntos fuzzy teve origem com Zadeh [26] em 1965. Tal trabalho

causou grande interesse entre matematicos e profissionais das mais diversas areas, o

que resultou em um novo campo da matematica chamado ”"Matematica Fuzzy”.
Dado um conjunto X, podemos ver um subconjunto A C X como uma funcao

caracteristica x4, figura 1.1, definida por:

_Jlseze A
Xa(z) = Osex ¢ A

As operagoes U, N e ¢, e a relagio C entre conjuntos podem ser traduzidas para

fungoes caracteristicas da seguinte forma:
AUB ¢ Xxau =XxaV XB-
ANB ¢ XxanB =XaAXB-
A & xac=1-—xa.

ACB & XASXB'

Rt 24

Figura 1.1: Fungao caracteristica de A
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onde V e A denotam as operagoes de supremo e infimo respectivamente.

A idéia apresentada por Zadeh, foi de generalizar as fungdes caracteristicas per-
mitindo que asumissem valores no intervalo [0,1]. Deste modo, um subconjunto de
X passa a ser uma fung¢io caracteristica generalizada p : X — [0, 1], chamados de
conjuntos fuzzy, figura 1.2.

R

5

Hy
1

X ¥

Figura 1.2: Conjunto fuzzy

As operagoes U, N e ¢, e a relagao C entre conjuntos se generalizam para conjuntos
fuzzy do mesmo modo que para fungoes caracteristicas.

Em 1967, Goguen [6] generalizou ainda mais a nocdo de conjunto fuzzy, per-
mitindo que as fungoes caracteristicas asumissem valores em um reticulado L com
elemento minimo 0 = AL e maximo 1 = VL. Deste modo, os subconjuntos de X
passam a ser funges f : X — L, chamados de L-conjuntos, ou conjuntos L-fuzzy,
figura 1.3. O conjunto de todos os L-conjuntos de X é denotado por LX.

Em L-conjuntos podemos definir a unido de f e g como sendo o L-conjunto fVg,
onde (fVg)(z) = f(x)Vg(z). Defini¢ao analoga para a interse¢io de f e g utilizando
A. Dizemos que f estd contido em g se e somente se f < g, ou seja, f(z) < g(z)

para todo z € X.

1}

o S

' x

Figura 1.3: L-conjunto
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A defini¢ao do complementar de um conjunto para um L-conjunto nao pode ser
generalizada da forma anterior, pois em um reticulado nao temos obrigatoriamente
uma operacao de soma que nos permita fazer 1 — f(z). O complementar de um
L-conjunto f é um L-conjunto f° definido por f¢(z) = f(z) onde’ : L — L ¢é
uma fung¢do que satisfaz as seguintes propriedades: e < b = b < € e, (¢} = e.
Note que com esta defininigdo temos as mesmas propriedades de conjuntos para o
complementar, isto é, f < g = ¢° < f° e (f°)° = f. Como notagao escrevemos f’
para o complementar de f e nao f°.

Um elemento p # 1 em L é primo se e somentese e Ab<p=>e<poub<p. O
conjunto e todos os elementos primos de L sera denotado por pr(L). A defini¢ao de
ponto fuzzy, ou L-ponto, que utilizaremos neste trabalho foi proposta em [21] por

Warner. Um L-ponto de X, figura 1.4, é um L-conjunto z, : X — L definido por:

_Jp sey==z
$p(y)~{1 se y #

onde z € X e p € pr(L).

Dizemos que o L-ponto x, pertence ao L-conjunto f, e escrevemos z, € f, se e
somente se f(z) £ p, figura 1.4. Interessante notar que em L-conjuntos ndo temos
necessariamente a equivaléncia z, € f & 1z, ¢ f' que existe em conjuntos, pois
f(x) £ pe f(z) > p’ podem nio ser equivalentes.

A primeira defini¢ao de espagos topologicos fuzzy foi proposta por Chang em [2].
Um espago topoldgico fuzzy é um conjunto X com uma topologia usual de conjuntos

fuzzy, isto é: ) e X sao abertos, unido arbitraria de abertos é aberto, e intersecao

Figura 1.4: L-conjunto
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finita de abertos é aberto. Atualmente estes espagos topologicos fuzzy sao ditos
espagos L-topoldgicos ou L espagos topologico.

O primeiro capitulo é dedicado a definigbes e propriedades bésicas de reticulados,
L-conjuntos e L-pontos, e de espacos L-topologicos.

No segundo capitulo apresentamos boas defini¢oes (defini¢ao 2.27) para as pro-
priedades de compacidade local, compacidade local fraca e compacidade local rel-
ativa em um espago L-topoldgico. Como resultados obtemos a invariancia destas
propriedades por fungées sobrejetoras continuas e abertas, a equivaléncia em espagos
de Hausdorff, a regularidade em espagos de Hausdorff, teoremas de compactificagao
por um ponto e teoremas sobre a compacidade local do L-espago produto.

Em topologia geral, temos um resultado simples sobre compacidade que diz que
dado A, um subconjunto compacto de X, e um aberto W em X™ tal que A™ C W,
existe um aberto V tal que A C V e V* C W. No terceiro capitulo apresentamos
uma versao deste resultado para um L espago topologico, o “teorema da L-caixa”.

Duas propriedades de recobrimento existentes na topologia geral sdo a propriedade
de Hurewicz e a propriedade w (selectively w-grouping property). A propriedade de
Hurewicz foi introduzida por Hurewicz em [8] e trata de sequéncias de coberturas
abertas. A propriedade w foi introduzida por Scheepers em [18] e trata de sequéncias
de w coberturas.

No quarto capitulo, trabalharemos com duas propriedades de recobrimento em
um L-espaco topoldgico: propriedade w* e propriedade de Hurewicz. Apresentamos
boas defini¢bes para estas propriedades e obtemos um teorema garantindo condi¢oes
necessarias e suficientes para que um espago seja Hurewicz através da propriedade
w* (selectively w*-grouping property).

Em todos os capitulos os resultados e defini¢oes sem atribuicao de autoria s3o

nossa contribuigao.



Capitulo 2

Teoria Basica

Este capitulo consiste de definigoes e resultados necessarios no desenvolvimento deste
trabalho.

Dividimos este capitulo em quatro segdes.

A primeira se¢ao é dedicada a espagos topologicos. As defini¢bes e resultados
apresentados podem ser encontrados em qualquer bom livro de topologia geral,
como [3] e [15], e nos artigos [8] e [18].

A segunda se¢io € sobre reticulados. Importante aqui é a defini¢ao de reticulado
fuzzy e um teorema sobre topologia Scott.

Na terceira secdo introduzimos as defini¢oes e propriedades de L-conjuntos e L-
pontos, que sao casos particulares de L-conjuntos. Em muitos trabalhos, L-conjuntos
sao chamados de conjuntos L-fuzzy, que tem o mesmo significado.

Na ultima sec¢do introduzimos espagos L-topoldgicos. Em trabalhos mais anti-
gos, um espago L-topoldgico era chamado espago topoldgico fuzzy. Atualmente, a
definicdo de Chang [2] corresponde a espagos L-topoldgicos e a definicio de Sostak
[19] corresponde a espaco topoldgico fuzzy. Algumas demonstracdes simples serdo
incluidas em detalhes para tornar o leitor familiarizado com alguns conceitos em

L-topologias.
2.1 Topologia Geral

Nesta secao X e Y sao considerados conjuntos nao vazios.
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Teorema 2.1 [15, Munkres] Sejam (X,§) um espago topologico ¢ A um compacto
em X. Considere X" com a topologia produto. Se W € um aberto em X™ tal que

A" C W entao existe V € 6 tal que ACV e A»CV*CW.

Em topologia geral existem trés modos de se definir compacidade local, as quais
chamaremos aqui de compacidade local, compacidade local fraca e compacidade

local relativa.

Definicao 2.1 [3, Dugundji/ Um espago topoldgico (X, 8) € localmente compacto se
e somente se para cadaz € X e V € § tal que x € V existem K compacto e U € ¢

tatsquezeUeUCKCV.

Definigao 2.2 [3, Dugundji] Um espago topoldgico (X,6) € fracamente localmente
compacto se e somente se para cada x € X eristem K compacto e U € ¢ tais que

zelUeUCK.

Definigao 2.3 /3, Dugundji] Um espago topolégico (X,d) € relativamente local-
mente compacto se e somente se para cada z € X existe U € 6 com U compacto tal

que z € U.

Teorema 2.2 [3, Dugundji] Em espagos de Hausdor[f as defini¢coes anteriores sobre

compacidade local sGo equivalentes.

As definigGes a seguir falam a respeito das propriedades de Hurewicz e propriedade
w (selectively w-grouping). A primeira foi introduzida por Hurewicz em (8] e trata
de sequéncias de coberturas abertas, a segunda foi introduzida mais recentemente
por Scheepers em [18] e trata de sequéncias de w coberturas. Usamos a notacio

A C<o B como abreviagao para A é um subconjunto finito de B.

Definigao 2.4 [8, Hurewicz] Um espago topologico (X,8) ¢ Hurewicz se e somente
se para cada sequéncia {U,}, o de coberturas abertas de X, existe wma sequéncia

{Vﬂ}neN tal que:
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(i) Cada 'V, Ccoo U,.
() VzeX,InpeN; n>ne= (3VeV,, zeV).

Definig¢ao 2.5 [18, Scheepers] Uma w cobertura aberta de (X,8) € uma familia de

abertos U com X ¢ U tal que para cada F Ccoo X existe V€U com F CV

Definicao 2.6 [18, Scheepers] Um espago topologico (X, §) tem a propriedade w se e
somente se para cada sequéncia {U,}, .y de w coberturas de X existe uma sequéncia

{Valt,en tal que:
(1) Cada V,, € um subconjunto finito de U,,.

(ii) Para cada subconjunto finito F de X, existe ng € N tal que:

n>n0¢3V€Vn,FCV

Definicao 2.7 Uma w* cobertura em X € uma familia de abertos U tal que para

cada subconjunto finito F' de X, existe V€ U com FCV

Definicao 2.8 Um espago topoldgico (X,d) tem a propriedade w* se e somente se
para cada sequéncia {U,}, .y de w™ coberturas de X existe uma sequéncia {V,} .y

tal que:

(1) Cada V,, € um subconjunto finito de U,,.

(i1) Para cada subconjunto finito F de X, existe ng € N tal que:
n>npo=>3dVeV,, FCV

2.2 Reticulados

Definicao 2.9 [1, Birkhoff] Um reticulado L = (L,<,V,A) € um conjunto ndo
vazio, com uma ordem parcial <, tal que cada subconjunto finito tem supremo e

infimo, denotados respectivamente por sup e inf, ou V e A.
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Definigao 2.10 [1, Birkhoff] Um reticulado L = (L,<,V,A) € completo se e so-

mente se cada subconjunto tem supremo e infimo. Denotamos 0 = AL el = VL.

Observe que 0 = V) e 1 = AD. De fato, 0 é uma cota superior para 0, isto €,
0 > x para cada x € {), pois caso contrario existiria € ) com 0 # z. Sendo uma

cota superior, 0 > V{, logo, 0 = V@. Analogamente se mostra que 1 = Af.

Definigao 2.11 [5, Gierz et al.] Um reticulado completo L = (L, <,V,A) € com-

pletamente distributivo se e somente se satisfaz:
Nier (Vien€is) = Vyer (Nier) €,5(:)

onde para cada1 € [ ey € J;, e;; € L; e K € o conjunto das fungées f : [ — U;erJ;

tais que para cadaz € I, f(z) € J;.

Definicao 2.12 [1, Birkhoff] Uma involug¢do com reversao de ordem em um reticu-

lado L € uma fungio’': L — L, f(e) =€, tal que:
(i)e<b=b <.
(1) (¢) =e.

Definicao 2.13 [7, Hutton] Um reticulado fuzzy L = (L, <,V,A,) € um reticulado
completo, completamente distributivo com uma involugdo com reversio de ordem

onde 0 =AL el =VL.

Note que a involugao com reversao de ordem ’

: L — L é uma bijecao pois
a=b=>a=(ad)=({)=beb=2d paracadabe L onde a = € L. Com isso
temos que 1’ = 0 e 0’ = 1. De fato, 0 = o’ para algum a € L, como 1 > a temos que

1"<a'"=0,logo I’ =0 pois 0 = AL. Analogamente temos 0’ = 1.

Para o que segue nesta se¢ao, L sera um reticulado fuzzy.

Definicao 2.14 [5, Gierz at al.] Dizemos que p € L:
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(1) € primo se e somente se p # 1 eVe,b € Ly eANb < p =>e < poub<p.

Definimos pr(L) = {p € L; p € primo}
(i1) € coprimo se e somente se p#£0 eVe,be L, eVb>p=e>poub>p.

Defini¢ao 2.15 [1, Birkhoff] Um conjunto D com uma ordem parcial tal que: Va,b €

D, dke D; k>aek>b, € dito conjunto direto.

Definigao 2.16 /5, Gierz at al.] A topologia Scott T em L € definida como segue.

U €T se e somente se:
1.Yae U Vbe L;a<b=beU

2. Para cada D subconjunto direto de L com VD € U temos DNU +# .

Teorema 2.3 [22, Warner e McLean] A topologia Scott em L € gerada pelos con-

juntos {Ap} gy, onde Ap={z € L;x £ p}.
2.3 L-Conjuntos e L-Pontos

Nesta secao X é um conjunto ndo vazio e L é um reticulado fuzzy com a topologia

Scott.

Defini¢ao 2.17 [6, Goguen] Um L-conjunto f em X ¢ uma fung¢io f: X — L. O

conjunto de todos os L-conjuntos em X serd denotado por L.

Podemos definir em L* uma ordem parcial, operacdes de sup e inf, e uma in-
volugao com reversiao de ordem que fazem com que L* seja um reticulado fuzzy.

Sao elas [6, Goguen]:

(i) f < g se e somente se f(z) < g(z) para todo = € X. Dizemos neste caso que f

esta contido em g.

(1) (Vjesf;) (z) = Vjeif;(2) para cada € X e familia {fi};cs em LX. Dizemos

que (Vjesf;) é a uniao dos L-conjuntos f;.
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iii) (Ajes f) (2) = Njesfi(z) para cada = € X e familia {f;}._; em L¥. Dizemos
J€J ] J€JJ) je.J

que (Ajesf;) é a intersecao dos L-conjuntos f;.
(iv) f'(z) = (f(z)) para f € L*. Dizemos que f’ ¢ o complementar de f.

Definicao 2.18 [24, Weiss] Seja f um L-conjunto em X. O suporte de f € o

conjunto supp(f) = {z € X; f(z) > 0}.
Em [21), Warner determinou os elementos primos de L*,
pr(LX) = {a:p el zeX, pe p?‘L}

onde cada z, : X — L é o L-conjunto definido por

_ ) pyy=z
mp(y)"{ 1,3/7&37
Definigao 2.19 [21, Warner] Os elementos de pr(L*X) sdo chamados L-pontos de

X. Dizemos que o L-ponto z, pertence ao L-conjunto f em X, escrevemos z, € f,

se e somente se f(z) £ p.

Observe que em L-conjuntos nao temos necessariamente a equivaléncia
zp € f © z, ¢ [’ que existe em conjuntos, z € A & = ¢ A, pois f(z) £ pe
f(z) > p’ podem nao ser equivalentes. Isso nos da uma certa liberdade de escolha
em definigoes e teoremas. O modo como faremos a escolha entre z, € f e z, ¢ f
sera semelhante ao feito por Kudri em [9, 10, 11, 12] que se mostrou satisfatéria na

obtencgao de alguns resultados.

Definicao 2.20 [2, Chang] Sejam f : X — Y uma fungdo, g € LX ¢ h € LY

L-conjuntos em X e Y respectivamente. Definimos:

(i) A imagem direta de g por f € o L-conjunto f(g) em Y definido por

flo)y)y=vi{g(z)e L; x€ f(y)} para caday € Y.

(i) A imagem inversa de h por f € o L-conjunto f~'(h) em X definido por
FH(h)(z) = h(f(z)) para cada z € X.
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Proposicdo 2.1 [2, 14, 17] Sejam f : X — Y uma fungdo, {g;},.; uma familia de

L-conjuntos em X ¢ {h;}.c wma familia de L-conjuntos em Y . Temos:
() f7H(RG) = (FH(hy))

(ii) hy < hi= f7H(h;) < f71(hi)

(i) S~ (Vjexh;) = Viex [~ (h;)

(iv) [~ (Newhs) = Nerx [ (R))

(v) f(g;) < (f(g;)) se f € injetiva.

(Vi) (f(g;)) < flg;) se | € sobrejetiva.

(vii) g; < g = f(g5) < f(9:)

(viii) f(Vjexgi) = Viex f(9;)

(%) f(Ajexg;) < Ajex f(g5)

(x) F(f~'(h;)) < h;. Se f é sobrejetora entio vale a igualdade.

(xi) g; < fY(f(gj)). Se f € injetora entdo vale a igualdade.

Proposicao 2.2 [14, Malghan e Benchalli] Sejam f: X — Y uma fung¢do, {9i}es

uma famiia de L-conjuntos em X e h um L-conjunto em Y. Temos:
(i) g; < gi = supp(g;) C supp(g;)

(1) supp(Vjes9;) = Ujessupp(g;))

(iii) supp(A%_,g;) = N7_19;

(iv) f(supp(g;)) = supp(f(g;))

(v) £~ (supp(h)) = supp(f~'(h))



CAPITULO 2. TEORIA BASICA 12
2.4 L-Topologias

Nesta secao X, Y e X, sdao conjuntos nao vazios, e L é um reticulado fuzzy com a

topologia Scott.

Definigao 2.21 [2, Chang] O par (X, T) € um espaco L-topoldgico se e somente se
T € uma L-topologia em X, isto €, T C L ¢ tal que:

() 0eT, XeT, ondeB e X sio os L conjuntos definidos porB(z) =0 e X(z) =1

para cada x € X.
(ii) Para toda familia {f;},.; em T, Viesf; € T.

(iii) Para toda familia {f;}5_, em T, N f;eT

=1

Os elementos de T' acima sao chamados de [-conjuntos abertos, ou L-abertos.

Dizemos que f é um L-conjunto fechado, ou um L-fechado, se € somente se f' € T'.

Definigao 2.22 [16, Pu e Liu] Seja (X, T) um espago L-topoldgico. Seja f € LX.

O interior de f, int(f), e o fecho de f, cl(f) = f, sdo definidos por:

int(f) = V{geT;g< f}

d(fy = Ngel¥; f<g, g €T}

Definigao 2.23 [12, Kudri] Sejam (X, Tx) e {Y,Ty) espacos L-topoldgicos. Seja
[+ X =Y uma fungio. Dizemos que f € continua se e somente se f~(g) € Ty

para cada g € Ty. Dizemos que f € aberta se e somente se f(h) € Ty para cada

heTy.

Proposigao 2.3 [12, Kudri] Sejam (X, Tx) e (Y,Ty) espacos L-topolégicos. Seja

f: X =Y uma fun¢do. Temos:

(1) f € continua se e somente se para cada L-conjunto fechado g € LY temos que

f"Y(g) € LY € wm L-conjunto fechado.
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(ii) Se f € continua entio f~1(g) < f~1(g) para cada g € LY.

(iii) Se f € continua entio f(h) < f(h)para cada h € L~
Demonstracgao.

(1) Necessidade: Seja ¢ € LY um L-conjunto fechado, entao f’ é um L-conjunto
aberto. Como f é continua temos que [~ '(¢') € Tk. Mas
(S Yg)) = fYd') € Tx, logo, f~*(g) é um L-conjunto fechado.
Suficiéncia: Seja g € Ty, entdo ¢’ é um L-conjunto fechado, logo f~(g’) é um

L-conjunto fechado. Mas (f~(g))’ = f~X(g'), logo f~*(g) € Tx.

(i1) Como g < G e f é continua temos que f~*(g) < f~(9) e, por (i), f~4(g) é um

L-conjunto fechado. Logo, f~1(g) < f~%(9).

(iii) Como h < f~Y(f(h)) temos que h < f-1(f(h)), entdo, pela continuidade da
f e usando (ii) com g = f(h), temos A < f-1(f(R)) < f~Y(f(R)). Logo
S(B) < FUHTRD) < F(R)

Fica assim demonstrado a proposi¢ao. M

Definigao 2.24 /25, Wong] Seja (X,T) um espago L-topolégico. Uma colegio
B C T € uma base para T se e somente se para cada f € T existe uma familia

{9i};cs em B tal que f = Vje;g;. Neste caso dizemos que T' € gerada por B.

Definigao 2.25 [25, Wong] Seja (X,T) um espago L-topoldgico. Uma colegdo
C C T € uma subbase para T se e somente se a familia de todas as intersecioes

finitas de elementos de C forma uma base para T. Neste caso dizemos que T €

gerada por C.

Definigao 2.26 [25, Wong] Seja {(Xj,Tj)}jeJ uma familia de espagos L-topoldgicos.
Seza X = HjeJ X; e defina para cada a € J a a-ésima projecao m, : X — X, por
To((%;)jes) = zo. A L-topologia produto T em X tem como subbase a familia

Ujes {Wj—l(f) ; e Tj}. Chamamos (X, T) de L-espaco produto.
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Seja (X, d) um espago topolégico. Em [20] e [21] Warner mostrou que o conjunto
de todas as fungoes continuas f : (X,d) — L formam uma L-topologia w(d) em X,
e que uma base para este espago € o conjunto B = {be ceLf;belL Uc (5} onde

cada fy, € definido por:

b sexzelU
be(y):{O sex ¢ U

Definigao 2.27 [20, Warner] Seja (X, §) um espago topoldgico e P uma propriedade
topoldgica em {(X,6). Dizemos que uma propriedade topologica P, em um espago
L-topoldgico € uma boa extensdo de P se e somente se: (X,0) tem a propriedade P

se e somente se (X,w(d)) tem a propriedade Py,.
Os préximos quatro resultados serao usados futuramente sem referéncia a eles.

Proposigao 2.4 [12, Kudri] Seja (X,0) um espago topoldgico, entio: f € w(d) se

e somente se f71{t € L; ¢t £ p} € § para cada p € pr(L).

Demonstragao. Necessidade: Se f € w() entdo é uma fungio continua de X em
L, onde L tem a topologia Scott. Logo, f~!(A) € § para cada A aberto em L. Em
particular f~'(A) € § para os abertos A= {t € L; t £ p} da base.

Suficiéncia: Seja A wm aberto em L, entdo podemos escrever A = UpepA, onde
PCpr(l)eA,={teL;tL£p}. Como f~'(A,) € & temos que f~'(A) € § pois
J7HA) = Uner S (Ay). Logo | € w(6). ®

Proposigao 2.5 [12, Kudri] Seja (X,48) um espago topoldgico, entdo: f € fechado
em (X,w(d)) se e somente se f~1{t € L;t>p'} € fechado em (X,8) para cada

p € pr(L).
Demonstragao. Usando que
()Y {tel;tgpr=f"{tel;t#p}

e que

(fTP{tel;t(p)) =f"{tel;t>p}
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temos que:

frew(d) & Vpepr(L), ()" {tel;tLptesd
& Vpepr(L), [ {tel;t2p)esd
& Vpepr(L), (ff'{tel;t¥# p'})° é fechado em (X,w(6))

& [{teL;t>p} éfechado em (X, w(d))

O resultado segue do fato de que f é fechado em (X,w(d)) se e somente se

7 € w(s). m

Proposic¢ao 2.6 [12, Kudri] Seja (X,8) um espago topologico, entio: A € § se e

somente se x4 € w(4).

Demonstracao. Necessidade: Seja A € 6. Seja p € pr(L) e considere o aberto
bésico A, = {t € L;t £ p}. Temos que x;'(4,) = {z € X; xa(z) £ p} = A.
Logo, x;'(A,) € & para cada aberto basico, ou seja x4 é continua. Portanto
Xa € w(d).

Suficiéncia: Se x4 € w(d) entdo x;'{t € L; t £ p} € & para cada p € pr(L),
mas x;' {t€L;t£p}=A logo, Acs. W

Proposicao 2.7 [12, Kudri] Seja (X,8) um espago topoldgico. Seja e € L e f um
L-conjunto em (X,w(d)) definido por:

_J eseye A
f(y)_‘{ ODsey¢ A
Entao:

i ={ 5ot g ) 70 ={ 550 es

Demonstragao. Ver Kudri [12]. B
Definigao 2.28 [11, Kudri] Sejam (X, T) um espago L-topoldgico e g € L*. Dize-
mos que g € compacto se e somente se para cada p € pr(L) e familia {fi};es de

L abertos tal que (Vjesf;)(z) £ p para todo € X com g(z) > p/, existe um

subconjunto finito J, de J tal que (Viey, f5) (z) £ p para todo z € X com g(z) > p'.
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Seja (X, T) um espago L-topoldgico, a funcao ¢ : ' — P(X x pr(L)) definida
por ¢(f) = {(z,p) € X x pr(L); f(z) £ p} determina uma L-topologia ¢(T') em
X xpr(L) [23].

Lema 2.1 [22 Warner e McLean] Seja (X, T) um espaco L-topologico. Temos:
(X,T) € compacto se e somente se para cada p € pr(L), X x {p} € compacto em

(X x pr(L), §(T)).

Demonstragao. Necessidade: Seja p € pr(L) fixado. Seja {¢(f;)};., uma cober-
tura aberta de X x {p}, isto é, f; € T e X x {p} C Ujes9(f;)-

Seja z € X, entao, existe 1 € J tal que (z,p) € ¢(fi), isto é, fi(z) £ p, logo,
(Viesfi) (z) £ p. Pela compacidade de (X, T}, existe um subconjunto finito J; de
J tal que (Vjes, fi) (z) £ p para cada z € X.

Temos entdo que X X {p} C Ujes#(f;). De fato, para ¢ € X temos
(Vieq, fi) (z) £ p, entdo existe : € J; tal que fi(z) £ p, ou seja, (z,p) € &(f;).

Suficiéncia: Sejam p € pr(L) e {f;},c; uma familia de L-abertos tal que
(Vjesfi)(z) £ p para cada z € X.

Seja (z,p) € X x {p}. Como z € X, (Vjesf;)(z) £ p, entdo existe 1 € J tal que
fi(z) £ p, isto é, (z,p) € &(f:), logo, X x {p} € U;es9(f;)- Pela compacidade de
X x {p} existe um subconjunto finito J; de J tal que X x {p} € Ujecs, (f;)

Segue que (Vjey, f;)(z) £ p para cada z € X. De fato, para z € X temos
X x {p} € Ujes, #(f;), entdo existe i € J tal que (z,p) € ¢(f;), ou seja fi(z) £ p.
Logo, (Vjes fi) (z) £ p.

Teorema 2.4 [22, Warner e McLean] Seja (X,8) um espago topoldgico. FEntdo:

(X, 8) € compacto se e somente se (X,w(8)) € compacto.

Demonstragao. Tendo em vista o lema anterior, mostraremos que: (X, 48) é com-

pacto se e somente se para cada p € pr(L), X x {p} é compacto em

(X xpr(L), ¢(w(4)))
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Necessidade: Sejam p € pr(L) e {¢>(f]~)}j€J, fi € w(d), uma cobertura aberta de
X x {p}. Para cada j € J considere os abertos U; = {t € L; t £ p}, entao, {U; bies

€ uma cobertura aberta de X. De fato:

ze€X = (z,p) € X x{p}
= 3Jj€J; (z,p) € ()
= filz) £p
= z€eU;

Pela compacidade de X, existe um subconjunto finito J; de J tal que X C

Ujes, Uj. Segue que X x {p} C U;csd(f;). De fato:

(z,p)e X x{p} = z€X
= Jjedzel;
= fi(z) £p
= (z,p) € ¢(/)
Portanto, X x {p} é compacto em (X x pr(L),$(w(5))).

Suficténcia: Seja {U;},; uma cobertura aberta de X. Fixe p € pr(L) e considere

os L-abertos f; = xy,. Temos entdo que {¢( fi)};es € uma cobertura aberta de
X x {p}. De fato:
(z,p)e X x{p} = z€X
= dyeJ;zel;
= filz)=1%£p
= (z,p) € 3(f;)

Pela compacidade de X x {p}, existe um subconjunto finito J; de J tal que

X x{p} CUjes,o(f;). Segue que X C U;es,U;. De fato:

TeX = (z,p) € X x{p}
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= 3j € Ji; (z,p) € (f;)

filz) £p

= zeU;
Portanto, (X, d) é compacto. B

Teorema 2.5 [11, Kudri] Sejam S uma subbase para a L-topologia T em X, e
g € L. Se para cada p € pr(L) e cada familia {f;},., de L-abertos subbdsicos tais
que (Vjesfi)(z) £ p para todo x € X com g(x) > p' existe um subconjunto finito J;

de J tal que (Vjey, f;) (z) £ p para todo z € X com g(z) > p', entdo, g € compacto.
Demonstragao. Ver Kudri [11]. B

Teorema 2.6 Seja (X, T) um espaco L-topoldgico. Se h € L* € tal que supp(h) ¢

finito, entdo h € compacto.
Demonstragao. Ver Kudri {12].

Teorema 2.7 Seja (X, T) um espago L-topoldgico. Se h,g € L* sio compactos

entdo h V g € compacto.
Demonstragao. Ver Kudri {12].

Teorema 2.8 [12, Kudri/ Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espagos L-topoldgicos. Se
f:X =Y € uma funcdo continua e xa € um L-conjunto compacto em X entdo

f(xa) € um L-conjunto compacto em Y.

Demonstragao. Observe inicialmente que f(xa) = xs4)- Seja p € pr(L) e seja
{f;},c, uma familia de L-abertos tal que (Vjesf;)(y) £ p para cada y € Y com
Xs(a)(y) > 7', isto é, y € f(A).

Considere a familia {g;},.,, onde cada g; = f~Y(f;) é um L-aberto pela con-

tinuidade de f. Seja ¢ € X com xa(z) > p/, isto é, x € A, entdo y = f(x) € f(4),
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logo (Viesfi) (y) £ p- Mas fi(y) = fi(f(2)) = f7(fi)(2), logo (Vjesg;) (z) £ p
para cada @ € A.

Pela compacidade de x4 existe um subconjunto finito J; de J tal que
(Vienss) (2) £ p para cada = € A. Segue que (Vyesf;) (y) £ p para cada y € f(4),
isto &,y €Y e xsa)(y) > p'. De fato, seja y € f(A), entdo y = f(z) para algum

x € A. Temos entao que (Vjesg;) (z) £ p, ou seja, (Viesf;) (y) £ p. B

Definigao 2.29 [/, Ganiner et al.] Sejam (X,T) um espago L-topolégico, A C X
eTa = {flacl?; fe T}. Dizemos neste caso que (A,Ta) € um subespaco de
(X,T).

Teorema 2.9 [12, Kudri] Sejam (X,T) um espaco L-topologico e D C X. FEntdo:

XD € compacto se e somente se o subespago (D, Tp) € compacto.

Demonstragao. Necessidade: Sejam p € pr(L) e {f;},., uma familia de L-abertos
tais que (Vjesf;) (z) £ p para cada © € D. Para cada j € J, seja f7 € T tal que
fi = f/Ip. Entdo a familia {f;‘}jgj é tal que (Vjejf]’»") (z) £ p para cada 2 € X
com xp(z) > p’ pois xp(z) > p' & z € D.

Sendo xp compacto, existe um subconjunto finito Ji de J tal que
(Vje]lf;) (z) £ p para cada 2 € X com xp(z) > p’. Entdo (Vjes, f;)(z) £ p
para cada z € D. Portanto (D,Tp) é compacto.

Suficiéncia: Sejam p € pr(L) e {f;},c; uma familia de L-abertos tais que
(Viesf;) (z) £ p para cada z € X com xp(z) > p'. Para cada j € J seja g; = f;|p,
entao cada g; € Tp e a familia {g;},; é tal que (Vjesg;) (z) £ p para cada z € D
pois xp(2) > p/ & « € D,

Sendo (D,Tp) compacto, existe um subconjunto finito J; de J tal que
(Viesg;)(z) £ p para cada z € D. Entdo (Vjey, f;)(z) £ p para cada = € X

com Xxp(z) > p’. Portanto xp é compacto. B

Teorema 2.10 [12, Kudri] Seja {{X;,T})};c; uma familia de espagos L-topoldgicos
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e seja X o L-espago produto. Entdo: X € compacto se e somente se para cada j € J,

X, € compacto.
Demonstragao. Ver Kudry [12]. &

Definigao 2.30 [22, Warner e McLean] Um espago L-topolégico (X, T) é Hausdorff

se e somente se para cada p,q € pr(L) e cada v # y em X, existem f,g € T tais

que f(z) £ p, gly) £ q, ¢, f(z) =0 ou g(z) =0 para cada z € X.

Teorema 2.11 [22 Warner e McLean] Seja (X,8) um espago topolégico. Entdo:
(X,08) € Hausdor[f se e somente se (X,w(d)) € Hausdorff.

Demonstragao. Necessidade: Sejam p,q € pr(L) e x # y em X. Sendo (X, )
Hausdorff, existem U,V € § taisquez € U,y € VeUNV =0. Seja f = yy e
g=Xxv,entdo f,g € w(d), f(z) =1 £ p, g(y) =1 £ g, ¢, f(z) =0 ou g(z) = 0 para
cada z € X.

- Suficiéncia: Seja v # y em X. Fixe p € pr(L). Sendo (X,w(d)) Hausdorff,
existem f,g € T tais que f(z) £ p, 9(y) £ g, €, f(z) = 0 ou g(z) = 0 para cada
z€X. Sejam S ={tepr(L);t Lp}, U= f1S)eU=g71(3). .Entéo U,V €,
telU,yeVelNV=01R

Teorema 2.12 [12, Kudri] Seja (X, T) um espago L-topoldgico. Se g € L* € com-

pacto e f € LX € L-fechado, entio f A g € compacto.

Demonstragao. Sejam p € pr(L) e H uma familia de L-abertos tais que
(Viemh) (z) £ p para cada z € X com (f Ag)(z) > p'. Seja F = HU {f'},
entdo (Vaerh) (z) £ p para cada z € X com g(z) > p’. De fato, seja ¢ € X com

g(z) > p’, entao:
f@)zp = (fAg)z) 2y

= (Vhenh) (z) £ p

= (Vherh) (2) £ p
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ou

)29 = fla)£p

= (Vierh)(z) £ p

Sendo g compacto, existe um subconjunto finito U de F tal que (Vieyh) (z) £ p
para cada ¢ € X com g(z) > p. Suponha U = {hy, -, hs, f'}, entao
(Vi hi) (z) £ p para cada ¢ € X com (f A g)(z) > p'. De fato, seja z € X
com (f A g)(z) > p', entao g(z) > p' e f(z) = p'. Logo (Vaeuh) (z) i pe f’(rc) <p
Segue que existe A € U tal que h(z) £ p e que h # f'. Portanto ( r)Lpe

f A g é compacto.

Corolério 2.1 [12, Kudri] Seja (X, T) um espago L-topoldgico. Se g € LX € com-

pacto e f € um L-conjunto fechado tal que f < g, entdo, f € compacto.
Demonstragao. Segue do teorema 2.12. B

‘Teorema 2.13 [11, Kudri] Seja (X, T) um espago L-topologico, Hausdorff. Se F C

X € tal que xF € compacto, entdo xr € L-fechado.
Demonstragao. Ver Kudri [11]. B

Definigao 2.31 [17, Pu e Liu] Um espago L-topoldgico (X,T) € dito totalmente

estratificado se e somente se cada L-conjunto constante € L-aberto.

Teorema 2.14 [12, Kudri] Seja (X, T) um espago L-topoldgico, totalmente estra-
tificado e Hausdorff. Seja D C X, entao o subespago (D,Tp) ¢ totalmente estrati-
ficado e Hausdorff.

Demonstragao. Seja f € LP um L-conjunto constante, digamos f(z) = c para
cada x € D. Sendo (X, T) totalmente estratificado, a funcao g definida por g(y) =
para cada y € Y € um L-aberto. Como g|p = f, temos que f € Tp. Logo, (D, Tp)

¢é totalmente estratificado.
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Sejam ¢ # yem D C X e p,q € pr(L). Como (X,T) é Hausdorff, existem
f,9 € T tais que f(z) £ p, g(y) £ ¢, e, f(z) = 0 ou g(z) = 0 para cada z € X.
Entéo flo,glo € Tp sio tais ue flo(e) £ p, 9lo(y) £ @, e f() = 0 ou g(z) = 0
para cada z € D. Logo, (D,Tp) é Hausdorff. B

Definigao 2.32 [13, Lowen] Dizemos que um espago L-topoldgico (X, T) € topo-

logicamente gerado se e somente se existe uma topologia § em X tal que T' = w(9).

Teorema 2.15 [22, Warner e McLean] Se (X, T) € um espago L-topoldgico, total-

mente estratificado, compacto e Hausdorff, entdo € topologicamente gerado.
Demonstracao. Ver Warner € McLean [22]. B

Definicao 2.33 [12, Kudri] Sejam (X, T) um espago L-topoldgico e g € LX. Dize-
mos que g € Lindelof se e somente se para cada p € pr(L) e familia {fi}jes de
L-abertos tal que (Vjesf;)(z) £ p para cada x € X com g(x) > p'; existe um
subconjunto enumerdvel J; de J tal que (Vjes, f;)(z) £ p para cada « € X com

g(z) 2 p.

Teorema 2.16 [12, Kudri] Seja (X, ) um espago topologico. Entao: (X,4) é Lin-
delof se e somente se (X,w(8)) € Lindelof.

Demonstragao. Necessidade: Sejam p € pr(L) e {fi};e; uma familia de
L-abertos tal que (Vjesf;)(z) £ p para cada ¢ € X. Considere os conjuntos
U; = fj“1 {t € L; t £ p}, entdo, cada U; € § e a familia {U;},cs € uma cobertura
aberta de X. De fato:

r€X = (Vjesfi)(z)£p
= JjeJ; filz)Lp

= HZGU]‘
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Sendo (X,§) Lindelof, existe um subconjunto enumeravel J; de J tal que
X C Ujey, Uj. Segue que (Vjey, f;) (z) £ p para cada o € X. De fato:

reX = djged;zel;
= fi(z)£Lp
= (Vieafi)(z) £p

Portanto, (X,w(d)) é Lindelof.

Suficiéncia: Seja {Uj}jeJ uma cobertura aberta de X. Fixe p € pr(L) e considere
os L-abertos f; = xu;, entdo a familia {f;},_; € tal que (V;es f;) (x) £ p para cada
z € X. De fato:

te€X = Jped;xzel;
= fi(z)=1 ,Sé D
= JEJfJ $ P

Sendo (X,w(d)) Lindeldf, existe um subconjunto enumerdvel J; de J tal que

(Vies [;) (z) £ p para cada = € X. Segue que X C Ujes, U;. De fato:

te€X = (Vienfi)(x)£p
= 3JjeJi; filz) £p
= z €U

Portanto, (X, ) é Lindelof. W

Definicao 2.34 [12, Kudri] Um espago L-topoldgico (X, T) € reqular se e somente
se para cada 2 € X, cada p € pr(L), e cada L-conjunto fechado f tal que f(z) =0
e f(yo) > p' para algum yo € X, existem w,v € T com u(z) £ p, v(z) £ p para cada

z€ X com f(z) >p', e, u(z) =0 ouv(z) =0 para cada z € X.

Teorema 2.17 [22, Warner e McLean] Seja (X, d) um espago L-topoldgico. Entdo:

(X,0) € reqular se e somente se (X, w(8)) € regular.



CAPITULO 2. TEORIA BASICA 24

Demonstragao. Necessidade: Sejam x € X, p € pr(L) e f um L-conjunto fechado
em (X,w(8)) tal que f(z) = 0 e existe yo € X com f(yo) > p'.

Sendo f um L-conjunto fechado temos que F' = f~'{t € L; ¢t > p'} é fechado
em (X,8), e F'# () pois yo € F. Como (X, d) é regular temos que existem U,V € ¢
taisquez e U, FCVelUNV =§.

Seja u = xy e v = xv, entdo u,v € w(d), u(z) =1 £ p e v(y) £ p para cada

y € X com f(y) > p' pois
flyy>p=>yeF=yeV=uy)=1~£p

Também temos que u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada z € X. De fato,se z € X e
u(z) # 0 entdao z € U, logo z ¢ V pois U NV = . Segue que v(z) = 0.

Portanto (X,w(4)) é regular.

Suficiéncia: Seja v € X e F' C X um fechado néo vazio em (X, ) tal que z ¢ F.
Seja p € pr(L) fixado.

Seja f € L¥ definida por:

Y seyeF
f(y)—{o sey ¢ F

Como F' # @ existe yo € F, logo f(yo) = p’. Também temos que f é L-fechado
em (X,w(d)) pois para cada ¢q € pr(L) temos

_ , F sep>¢
fl{tEL;tZ(]}:{w Seglzgl

Pela regularidade de (X,w(d)) existem u,v € (X,w()) tais que u(z) £ p,
v(y) £ p para cada y € X com f(y) > P/, e, u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada
z € X.

SejaU=wu'{teLl;tLpleV=vi{tel;tLp}l,entaiolUV €8s,z

pois u(z) £ pe F C V pois

yeF= flyy=p =>vy Lp=>yeV

Tambem temos que U NV = (. De fato, se z € U entao u(z) £ p logo v(z) =0

?

isto é, z ¢ V.
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Portanto (X, 0) é regular. W

Teorema 2.18 [11, Kudri] Se (X, T) ¢ um espago L-topologico compacto ¢ Haus-

dorff entao (X, T) € regular.

Demonstragao. Sejam z € X, p € pr(L) e f um L-conjunto fechado tal que
f(z) = 0 e existe yo € X com f(yp) > p’. Mostraremos que existem u,v € T tais
que u(z) £ p, v(y) £ p para cada y € X com f(y) > p/, e, u(z) = 0 ou v(z) =0
para cada z € X.

Seja FF'={te X; f(t)>p'}, entao F # P pois yo € F ez ¢ F pois f(z) =0e
P # 0.

Como (X, T) é Hausdorff, para cada y € F' existem f,,g, € T tais que f,(z) £ p,
9y(y) £ p, e, f,(2) =0 ou g,(z) = 0'para cada z € X.

Seja A = {g,} ;- Entdo (Vieah)(2) £ p para cada z € X tal que f(z) > p'. De
fato, se z € X e f(z) > p/ entao z € F e g,(2) £ p.

Sendo f um L-fechado e (X, T') compacto, pelo corolario 2.1 f é compacto. Por-
tanto existe um subconjunto finito B = {g,,,---, gy} de A tal que (Vpeph) (z) £ p
para cada z € F.

Seja u = AL, f,, e v = Vi, g, entdo u,v € T, u(z) £ p pois f,(z) £ p para
cadat=1,---,k, v(y) £ p para cada y € F pois v(y) = (VL ,g,,) (v) £ p. Também
temos que u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada z € X. De fato, se z € X e u(z) # 0
entao f,(z) # 0 para cada i = 1,---,k, logo g,,(z) = 0 para cada ¢ = 1,---,k e
v(z) = 0.

Portanto (X, T) é regular. B

O préximo lema é um resultado simples que serd usado em algumas demons-

tragoes no proximo capitulo sem nos referirmos a ele.

Lema 2.2 [12, Kudri] Seja (X, 8) um espago topoldgico. Entio: K C X € compacto

em (X,8) se e somente se xx € compacto em (X, w(d)).
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Demonstragdo. Necessidade: Seja p € pr(L) e {fj}jeJ uma familia de L-abertos
tal que (Vjesf;) (z) £ p para todo z € X com xx(z) > p'. Defina para cada j € J
o aberto U; = f~'{t; ¢t £ p}. Temos entao que a familia {U;},.; é uma cobertura

aberta de K. De fato:

yeK = yeX exr(y)>p
= (Viesfi)(w) £ p
= djeJ; fily) £p

= yEUj

Sendo K compacto, existe um subconjunto finito J; de J tal que K C U, U;.

Segue que (Vey, f5) (z) £ p para todo © € X com xx(z) > p'. De fato:

yeX exx(y)>p = yekK
= dje;yel;
= fi(y) £p
= (Vienfi)(y) £p
Portanto xx é compacto.
Suficiéncia: Seja {U;},¢, uma cobertura aberta de K. Para cada j € J con-

sidere o L-aberto f; definido por f; = xy,. Entdo a familia {fﬁ'}jeJ é tal que

(Vjesf;) (z) £ p para todo = € X com xx(z) > p'. De fato:

yeX exx(y)2p = yekK
= dye;yel;
= fily) £p
= (Vieafi) (W) £p
Pela compacidade de yx existe um subconjunto finito J; de J tal que

(Vieq, f;) (2) ;{ p para todo x € X com yx(z) > p’. Segue que K C Ujey, U;.
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De fato:
yeLK = yeX exwly)>p
= (VienfiYw) £p

= 35€i; fi(y) £p

= yEU]'

Portanto K é compacto. B



Capitulo 3

Compacidade Local

Neste capitulo trataremos da propriedade de compacidade local. Em topologia geral
existem trés modos de se definir compacidade local, equivalentes entre si em espacos
de Hausdorff. Vamos chamar aqui de compacidade local, compacidade local fraca e
compacidade local relativa, ver definigoes 2.1, 2.2 e 2.3.

As duas primeiras formas foram generalizadas para espacos L-topoldgicos por
Kudri em [9] e [10] através de L-conjuntos muito compactos. Um L-conjunto k é

muito compacto se e somente se é da forma:
b ye D
k(y) = { ¢ D
com XD compacto.
Definigao 3.1 [9] Um espago L-topoldgico (X, T) € localmente compacto se e so-

mente se para cada x € X, p € pr(L) e f € T tal que f(z) £ p existem g € T e

k € L* muito compacto tais que gz) Lpeg<k<f.

{ | x
1¥s) R
X pcompacto

Figura 3.1: L-conjunto muito compacto

28
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p\—///’_'\¥
o

5 E

D

x,compacto

Figura 3.2: Compacidade local

Definicao 3.2 [9] Um espaco L-topoldgico (X, T) € fracamente localmente compacto
se e somente se para cada x € X e p € pr(L) existem g € T e k € L* muito

compacto tais que g(z) £ p e g <k.

Em [10] Kudri mostrou a equivalencia destas duas propriedades em espagos de
Hausdorff. Faltava ainda uma defini¢ao para espagos relativamente localmente com-
pactos equivalente a estas em espagos de Hausdorff.

Em anotagdes feitas por Kudri e Aygtn foi proposta uma boa defini¢do para es-
pagcos relativamente localmente compactos. O que fazemos aqui, na primeira secao, é
redefinir as propriedades de compacidade local e compacidade local fraca nos moldes
da defini¢ao de Kudri e Ayglin para compacidade local relativa. A segunda segio é
dedicada aos resultados obtidos destas propriedades: a invariancia por sobrejecoes
continuas e abertas, equivaléncias em espagos de Hausdorff, regularidade em es-

pagos de Hausdorff, teoremas de compactificagao por um ponto e teoremas sobre a

L
4L
1
L R X
P LT
rd N

l - | x
D |
¥p compacto

Figura 3.3: Compacidade local fraca



CAPITULO 3. COMPACIDADE LOCAL 30
compacidade local do L-espaco produto.
3.1 Compacidade local

Definigao 3.3 Um espago L-topolégico (X, T) € localmente compacto se e somente
se para cada v € X, pe€ pr(L) e f € T tal que f(z) £ p, existem g€ T e k € L,

COM X supp(k) COmpacto, tais que g(z) £peg <k < f.

Teorema 3.1 Seja (X,d) um espago topoldgico. Entdo: (X,8) € localmente com-

pacto se e somente se (X,w(d)) € localmente compacto.

Demonstragao. Necessidade: Sejam z € X, p € pr(L) e f € w($) tal que f(z) £ p.

Seja h € w(d) um L-conjunto aberto basico tal que h(z) £ p e h < £, definido por:

_fe seyeVes
h(y)_{O seydV

Como (X, 8) é localmente compacto, existem U € § e um subconjunto compacto
Jde X taisquezeUelUCJCV.

Sejam g € w(8) e k € L definidos por:

_Je seyelUed _J e seyeJed
g(y)‘{o sey ¢ U k(y)—{O sey ¢ J

Entao g(z) £ p,g<k<h<fe Xsupp(k) = XJ € compacto pois J é compacto.
Logo, (X,w(é)) é localmente compacto.

Suficiéncia: Sejam ¢ € X e V € 6 tal que z € V. Fixe p € pr(L). Como
(X,w(6)) é localmente compacto, para f = xv, existem g € w(d) e k € LX, com
Xsupp(k) COmMpacto, tais que g(z) £ pe g < k < f.

Sejam U =g ' {t e L; t £ p} e K = supp(k), entao, U €,z € U, UCK CV
e K é um subconjunto compacto de X pois Xsuppx) € compacto. Logo, (X,d) é

localmente compacto. B

Definicao 3.4 Um espago L-topoldgico (X, T) € fracamente localmente compacto
se e somente se para cada x € X e p € pr(L) existem f € T ek € LX, com X supp(k)

compacto, tais que f(z) £ pe f <k.
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Teorema 3.2 Seja (X, ) um espago topoldgico. Entdo: (X,§) € fracamente local-

mente compacto se e somente se (X,w(d)) € fracamente localmente compacto.

Demonstragao. Necessidade: Sejam z € X e p € pr(L). Como (X, §) é fracamente
localmente compacto, existem U € ¢ e um subconjunto compacto J de X tais que
xelUelUCJ.

Sejam g = xy e K = xy, entdao g € w(d), g(z) f_ p,g< ke Xsupp(k) = XJ €
compacto pois J é compacto. Logo, (X,w(d)) é fracamente localmente compacto.

Suficiéncia: Sejaz € X efixep € pr(L). Como (X,w(d)) é fracamente localmente
compacto existem g € w(d) e k € L*, com Xupp(r) compacto, tais que g(z) £ p e
g<k.

Sejam V = g ' {t € L; t £ p} e K = supp(k), entdo, V €5,z € V,V C K
e K é um subconjunto compacto de X pois Xupp(x) € compacto. Logo, (X,4) é

fracamente localmente compacto. B

Definigao 3.5 Um espago L-topolégico (X, T) € relativamente localmente compacto

se e somente se pare cada z € X e p € pr(L) existe f € T, com Xsupp(F) €OMPpacto,

tal que f(z) £ p.

Teorema 3.3 Seja (X,0) um espago topolégico. Entdo: (X,6) € relativamente lo-

calmente compacto se e somente se (X,w(8)) € relativamente localmente compacto.

X suppl7) compacto

Figura 3.4: Compacidade local relativa



CAPITULO 3. COMPACIDADE LOCAL 32

Demonstragao. Necessidade: Sejam @ € X e p € pr(L). Como (X, 4) é relativa-
mente localmente compacto existe V € §, com V compacto, tal que € V. Seja
[ = xv, entao f(z) = 1 £ p. Temos ainda que f = xv, logo supp(f) =V é
compacto, portanto X,,..cp € compacto.

Suficiéncia: Seja z € X e fixe p € pr(L). Como (X,w(d)) é relativamente
localmente compacto existe f € w(d) tal que f(z) £ p, com Xsupp(F) cOmpacto, logo
supp(f) é compacto. Seja g € LY Um L-conjunto aberto basico tal que g(z) £ p e
g < f, definido por:

_fe seyeVed
9ly) = 0 seyd¢V

Comog< fe

N _ J € seyEV

temos que § < f e V = supp(g) C supp(f), logo, V é compacto pois é fechado e

supp(f) é compacto. B
3.2 Propriedades

Teorema 3.4 Seja (X,Tx) um espago L-topolégico localmente compacto e seja
(Y, Ty) um espaco L-topoldgico. Se h : X — Y € uma sobrejecéo continua e aberta

entdo (Y, Ty) € localmente compacto.

Demonstragao. Sejam y € Y, com y = h(z), p € pr(L) e f € Ty tal que f(y) £ p.
Seja 7 = h™'(f) entao j € Tx, pois h continua, e j(z) = f(y) £ p. Como (X, Tx) é
localmente compacto existem i € Ty e ¢ € LY, Xsupp(c) compacto, tais que i(z) £ p
er1<c<j.

Sejam g = h(j) e k = h(c). Entdo g € Ty, pois h é aberta, e ¢ < k < f,
pois © < ¢ < 7. Como h é continua e Xupp(c) € compacto temos que P(X supp(c)) €

compacto, teorema 2.8. Mas:

h’(/\/supp(c)) = Xh{supp(c)) = Xsupp(h{c)) = Xsupp(k)



CAPITULO 3. COMPACIDADE LOCAL ' 33
Portanto, (Y, 7y ) é localmente compacto.

Teorema 3.5 Seja (X, Tx) um espago L-topologico fracamente localmente compacto
e seja (Y, Ty) um espaco L-topoldgico. se h : X — Y € uma sobreje¢io continua e

aberta entio (Y, Ty) € fracamente localmente compacto.

Demonstragdo. Sejam y € Y, com y = h(z), e p € pr(L). Como (X, Tx) é
fracamente localmente compacto existem i € Tx e ¢ € LY, com X supp(c) compacto,
tais que i(z) € pei <c

Sejam g = h(3) e k = h(c). Entdao g € Ty, pois h é aberta, e g < k, pois 1 < c.

Como h é continua e X supp(c) é compacto temos que A( X supp(c)) € compacto, 2.8. Mas:

h(Xsupp(c)) = Xh(supp(c)) = Xsupp(h(c)) = Xsupp(k)
Portanto, (Y, Ty) é fracamente localmente compacto.

Teorema 3.6 Seja (X, Tx) um espago L-topolégico relativamente localmente com-
pacto e seja (Y,Ty) um espago L-topoldgico. Se h : X — Y € uma sobreje¢do

continua e aberta tal que h(g) < h(g) para cada g € LY, entdo, (Y, Ty) € relativa-

mente localmente compacto.

Demonstracao. Sejam y € Y, com y = h(z), e p € pr(L). Como (X, Tx) é
relativamente localmente compacto existe g € Ty, com Xsupp(z) compacto, tal que

g(z) £ p. Seja f = h(g) entdo f(z) £ p, f € Ty pois h é aberta, € A(Xsupp(z)) ©

compacto pois h é continua. Mas:

h(Xsupp(@)) = Xn(supp(@) = Xsupp(h@) = Xsupp((a)) = Xsupp(T))

onde usamos o teorema 2.3 e o fato de h(g) < h(G)

Portanto, (Y, Ty) é relativamente localmente compacto. W

Teorema 3.7 Se (X, T) € um espago L-topolégico localmente compacto entdo € fra-

camente localmente compacto.
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Demonstragio. Sejam z € X e p € pr(L). Como (X,T') € localmente compacto,
para f = X, existem g € T e k € L*, com X,upp(xy compacto, tal que g(z) £ p e

9 < k< f. Logo (X, T) é fracamente localmente compacto. W

Teorema 3.8 Se (X, T) é um espago L-topologico compacto Hausdorff totalmente

estratificado, entao (X, T) € localmente compacto.

Demonstragao. Sendo (X,7) compacto Hausdorff totalmente estratificado, é
topologicamente gerado, teorema 2.15, logo existe uma topologia § em X tal que
T = w(d). Pelos teoremas 2.4 e 2.11, (X, ) é um espago topoldgico compacto e
Hausdorff, logo ¢ localmente compacto. Segue do teorema 3.1 que (X, T) é local-

mente compacto. W

Teorema 3.9 Se (X, T') € um espago L-topoldgico fracamente localmente compacto

totalmente estratificado Hausdor[f entdo € localmente compacto.

Demonstragao. Sejamz € X, p € pr(L) e f € T tal que f(z) £ p. Vamos mostrar
que existem g € T' e k € L*, com Xsupp(r) compacto, tais que g(z) £ pe g < k < f.

Como (X, T) é fracamente localmente compacto existem : € T e j € L%, com
Xsupp(j) compacto, tais que i(z) £ pei < j. Seja D = supp(j). Como Xupp(j)
é compacto e (X, T) ¢ Hausdorff totalmente estratificado, o subespago (D, Tp) é
um espago L-topolégico compacto totalmente estratificado e Hausdorff. Entéo, pelo
teorema 3.8, (D, Tp) é localmente compacto. Logo, para fp = f|p, existem hp € Tp
ec€c LP com Xsupp(c) compacto, tais que hp < ep < fp e hp(z) £ p.

Seja h € T tal que hlp = hp e defina k& € L* por

= {0 e

entao, h(z) € p e Xsupp(r) € compacto pois supp(k) = supp(cp).
Seja g = h A1, entao g € T e g(z) £ p. Também temos que g < k < f. De fato,
se y € D entao g(y) < h(y) < k(y) < f(y) pois hp < ep < fp, ese y & D entdo

y)=0ek(y)=0,logo gly) =0=k(y) < f(y). M
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Teorema 3.10 Se (X,T') € um espago L-topologico relativamente localmente com-

pacto entao (X, T) € fracamente localmente compacto.

Demonstragao. Sejam z € X e p € pr(L). Como (X, T) é relativamente local-
mente compacto existe g € T', com X supp(z) cOmpacto, tal que g(z) f p. Comog<g

temos que (X, T) é fracamente localmente compacto. l

Teorema 3.11 Seja (X, T) um espago L-topolégico fracamente localmente com-
pacto Hausdorff tal que X,,,.(7) = Xeupp(f), entdo (X, T) € relativamente localmente

compacto.

Demonstragao. Sejam z € X e p € pr(L). Como (X, T) é fracamente localmente
compacto existem f € T e k € L*, com Xsupp(k) compacto, tal que f(z) £ p e
f < k. Como Xsupp(x) € compacto em um espago de Hausdorff, é L-fechado, ver
teorema 2.13, entao, Xsupp(k) = Xsupp(r)- COMO f < kb, Xsupp(f) < Xsupp(k), €ntao,
Xsupp(f) < Xsupp(k)s 1080 Xsupp(s) € compacto pois é fechado e X ,upp(k) € compacto, ver
~ corolario 2.1. Mas Nowrrll) = Xsupp(F)» €REA0 Xgupp(7) € compacto. Portanto (X, T) é

relativamente localmente compacto. B

Teorema 3.12 Seja {Xj}jeJ um familia de espagos L-topoldgicos totalmente estra-
tificados. Entdo: O L-espago produto HjeJ X; € localmente compacto se e somente
se X; € localmente compacto para cada j € J e X; € compacto para cada 7 € J — J;

onde J; € um subconjunto finito de J.

Demonstragao. Seja X = HjeJ X;.

Necessidade: Como a j-ésima projecao, m; : X — X, é uma funcao sobrejetora
aberta continua e X é localmente compacto, pelo teorema 3.4, X, é localmente
compacto para cada j € J. Sejam p € pr(L), 2 € X e f um L-conjunto aberto
em X com f(z) £ p. Entdao pela compacidade local de X, existem um L-conjunto

aberto g em X e um L-conjunto k em X, com Xupp(k) cOmpacto, tais que g(x) £p

eg<k<f.
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Seja A7 7' (gj;) um L-conjunto aberto bésico tal que
NI (g) <g<k< T
Entao

X supp(k) 2 Xsupp(/\gle—il(gji))

Xﬁ;’; . supp(”;-l (9]}' ))
/\l‘:]_Xsru,pp(ﬂ';l (gj,'))

= AL 75 H(x supp(g;;))

Logo m;(Xsupp(k)) > Wj(A;’;IW:I(Xsupp(gji))) = X; para todo 5 € J — J;, onde
Jv = {51, Jm}, ou seja, mi(Xouppk)) = X;. Como 7; é continua e X (k) €
compacto em X temos pelo teorema 2.8 que X; é compacto para cada 5 € J — J;.

Suficiéncia: Sejam p € pr(L), z € X e f = /\,’-”:lvrj".l(fj,.) um L-aberto basico
em X tal que f(z) £ p onde f;, é um L-aberto em X;. Podemos assumir que
{J1,-++,Jm} contém os indices j; € J; onde X;, nao é compacto, caso contrério,
9= f A (Ajes,77'(f;)) é um L-aberto basico em X com g(z) £ p.

Como f(z) £ p temos que f;,(z;,) £ p paracadai € {1,---,m}. Da compacidade
local de cada Xj,, existem L-abertos g;, em Xj, e L-conjuntos kj em Xj,, com
Xsupp(kj,) compacto, tais que g;,(z;,) £ p e g;; < kj, < i

Sejam g = AZLy7;'(g;) e k = A m;'(kj,), entdo, g é um L-aberto em X,
g<k<fe

g(z) = A?:l“j_,-l(gja)(m) = AL195(z5) £ p

Também temos

Xsupp(k) = Xsupp(/\f';ﬂj_‘l(kj;)) = Azlﬁzl(/‘(supp(kj‘.)) = AjEJﬂj—l(w]')

onde wj; = Xsupp(r;,) Para i € {1,---,m} e w; = X; para j ¢ {71,---,jm}. Entdo
Xsupp() € um L-conjunto compacto em X pelo teorema 2.10, pois Xsupp(k;.) € com-

pacto para cada ¢ € {1,---,m} e X; é compacto para cada j ¢ {j1, -, Jn}. B
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Teorema 3.13 Seja {Xi}je ; uma familia de espagos L-topoldgicos totalmente es-
tratificado. Entdao: O espago L-topolégico produto HjeJ X; € fracamente localmente
compacto se e somente se X; € fracamente localmente compacto para cada 5 € J e

X; € compacto para cada 3 € J — .Jy onde J, € um subconjunto finito de J.

Demonstracao. A demonstracio é analoga a do teorema 3.12; entao daremos
apenas uma idéia da demonstragdo. Seja X = [[.¢; X;-

Necesstdade: A compacidade local de cada X; é do teorema 3.5. Para o restante
basta usar a compacidade local fraca para obter um L-aberto ¢ in X e um L-conjunto
k em X, com X,upp(k) compacto, tais que g(z) £peg<k

Suficiéncia: Parap € pr(L) ez € HjeJ X usar a compacidade local fraca de Xj,
J€J1 =441, - Jm} onde J; é o conjunto de indices onde X; nao é compacto, para
obter L-abertos g;;, em X e L-conjuntos kj, em X, com Xsupp(k;,) compactos, tais que
9;:(z;;) £ p e g, < kj,. Para o restante da demonstragao fazer g = /\;’;lfrj_t._l (g95)

k= Aglﬂzl(kﬁ)' n

Teorema 3.14 Se (X, T) € um espago L-topoldgico fracamente localmente compacto

e Hausdor[f entdo (X, T) € regular. -

Demonstragao. Sejam z € X, p € pr(L) e h um L-conjunto fechado tal que
h(z) = 0 e existe yo € X com h(yp) > p'.

Vamos mostrar que existem u,v € T tais que u(z) £ p, v(y) £ p paracaday € X
com h(y) > p/, e, u(z) = 0 ou v(z) = 0 para cada z € X.

Pela compacidade local fraca de (X,T) existem f € T e k € LX, com Xsupp(k)

compacto, tais que f(z) £ pe f <k. Seja D = supp(k), entao:
(1) Como f(z) £ pe f <k temos que k(z) # 0, logo = € D.
(2) Como f <k ek(z) =0 para z € D° temos que f(z) =0 para z € D°.

(8) Como xp é compacto e (X,T) é Hausdorfl temos que xp é um L-fechado,

teorema 2.13. Logo, xp = xpc € um L-aberto.
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Sendo xp compacto e (X,T) Hausdorff, o espago L-topolégico (D,Tp) é com-
pacto e Hausdorfl, logo (D, Tp) é regular pelo teorema 2.18.
Caso 1: Existe y € D tal que h(y) > p'.

Neste caso, por (1) e pela regularidade de (D,Tp), existem up,vp € Tp tais
que up(z) £ p, vp(z) £ p para cada z € D com h(z) > p', e, up(z) = 0 ou
vp(z) = 0 para cada z € D. Sejam u*,v* € T tais que u*|p = up e v*|p = vp,
e defina u = u* A f e v = v*V xpe. Temos entao que:
(a) ue T poisu*, fe€T,eveT poisv* €T ede(3).
(b) Temos que u*(z) = up(z) £ p pois z € D, logo u(z) £ p pois f(z) £pe
p € pr(L).

(c) Seja z € X tal que h(z) > p'.

z€D = v(z)=v"(z)=vp(z) Lp

z€D° = xpe(z)=1£Lp=>v(z)=xp(z) £p

(d) Seja z € X tal que u(z) # 0, entao, u*(z) # 0 e f(z) #0. Por (2), z € D,

entdo up(z) = u*(z) # 0, logo v*(z) = vp(z) = 0. Segue que
v(z) =v™(2) V xpe{2) =0VO0=0
Caso 2: Nao existe y € D tal que h(y) > p'.
Sejam u = f e v = xpe, entao u,v € T e:
(a) u( z) £ p

(b) Seja z € X tal que h(z) > p/, entao z € D° pois estamos supondo neste caso

que nao existe z € D com h{z) > p/, logo xp<(z) = 1. Segue que v(z) =1 £ p.

(c) Seja z € X tal que u(z) = f(z) # 0, entdo por (2), z € D, logo
v(z) = xpe(2) = 0.
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Portanto (X, T) é regular. B

De um modo analogo obtemos a regularidade para espacos de Hausdorff local-
mente compactos e Hausdorff relativamente localmente compactos pois os teoremas
3.7 e 3.10 garantem que estes espacos sao fracamente localmente compactos.

O que ségue é baseado em [9)].

Seja (X,Tx) um espago L-topoldgico que nao seja compacto, mas fracamente
localmente compacto e Hausdorff. Considere o conjunto Y = XU{oo} com topologia

Ty gerada pela subbase

S={fiel"; feTx}u{xs.€L"; xp€C}
onde:
(i) fi € LY é definida por:

fl(y):{ fly) seyeX

0 se y = 00
(ii) C= {xp € L¥; BC X, xp compacto}

(iii) Para xp € C, definimos By, = (X — B) U {o0}, logo:

: _} 1sey€ By
XB‘”(y)—{ 0seye B.

O espago L-topoldgico (Y, Ty) é a compactificagao por um ponto de (X, T'x).

Teorema 3.15 Sejam (X, Tx) um espago L-topoldgico fracamente localmente com-
pacto Hausdorff, que ndo seja compacto, e (Y, Ty) sua compactificagdo por um ponto.

Entao, (Y, Ty) € compacto, Hausdorff, cl(X) =Y e tem (X,Tx) como subespaco.
Demonstracao.
(i) Mostraremos que (X, Ty) é subespaco de (Y, Ty).

Seja f € Tx, entao f = fi|x, onde f; € S é definida por

fily) = { Jly) sepeX

se y = 00
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Logo, f € Ty|x.

Seja f; € Ty, entao, fi|x = f onde f € Tx. Logo, filx € T.
Seja xp., € Ty, entao, Y. |x = xx-B- Sendo xp compacto em X e X Hausdorff,
temos que Yz € L-fechado, ou seja, x5 € L-aberto. Mas x5 = xx-p, portanto,

XBwlx € Tx.
(i1) Mostraremos que c/(X) =Y.

Suponha que cl/(X) # Y, entao cl(X) é da forma:

090 ={ 141 Ly

Temos entao que ¢l(X) é um L-aberto definido por:

/ 0 seye X
) ={ 4y SN

Seja f = xB,,, A--- AXB,, um aberto basico tal que f < ¢l(X)' onde By,---, B,
sao subconjuntos de X com xp,, -, xp, compactos. Temos entdo para y = oo que
fly)y =1<c(X)(y), logo ' =1, ou seja, { = 0.

Temos também:

f S CZ(‘X), = XBiwo A--- /\XBnoo S Cl()(),
= d(X)<Xp. V- VX,
Como X < d(X) e xp,_Ix = xm, temos X < xp, V---V xg,, logo,

X = xB, V-V xB,- Como a uniao finita de compactos é compacto e cada xp, é

compacto, temos que X é compacto, um absurdo.
(iii) Mostraremos que (Y, Ty) é compacto.

Sejap € pr(l)eB = {fj}jeJ uma familia de L abertos subbasicos, f; € S, tais
que (Vjesf;)(y) £ p para cada y € Y. Entdo existe j € J tal que f; é da forma

Ji = XB., com B C X e xp compacto, pois caso contrario, (V;esf;)(00) = 0 < p.
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Seja By = {fjl,\r}].EJ1 onde J; = {j€.J; f; # xB.}, entao B, é tal que

(Vieq, filx) (z) £ p para cada € X com xg(z) > p/. De fato:

z € X, xp(z)>p' rt€BCY

(Viesfi) (@) £ p

XBeo(Z)V (Vien fi) (z) £ p

(Vien f3) (x) £ p pois xp.(z) =0<p

(Vien filx) (2) £ p

N

Pela compacidade de xp existe um subconjunto finito J, de J; tal que
(Vienfilx) (@) £ p para cada ¢ € X com xg(z) > 7. Entao,

(XBw V Vies, fi) (y) £ p para cada y € Y. De fato, seja y € Y entio:

yEB = yeXexsly)>p
= (Vienfilx) (W) £p
= (XBwo VVjenli)(y) £p
ou
Y€ Bw = xB(y)=1£p

= (XBo V Vierfi)(y) £ p

(iv) Mostraremos que (Y, Ty) é Hausdorff.

Sejam = # y em Y e p,q € pr(L). Caso z,y € X, temos pelo fato de X ser

Hausdorff, que existem f,g € Tx tais que f(z) £ p, g(y) £ ¢, e, f(2) = 0 ou

g(z) = 0 para cada z € X. Definindo

f={ J0 VX {90 eveX

0 se y = 00 0 sey =00

temos que f; € Ty, g1 € Ty, e, fi(z) =0 ou g;(2) =0 para cada z € Y.

Caso z € X e y = oo, pela compacidade local fraca de (X, Tx) existem f € Tx
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e k € L*, com X,upp(k) compacto, tais que f(z) £ pe f < k. Seja B = supp(k) and

) = { fly) seyeX

0 se y = 00

entao fi1 € Ty e xp € Ty.

Segue que fi(z) = f(z) £ p e xB(y) =1 £ g. Também temos:
(a) z€ B = xB,(2) =0
(b) z€ X — B= X —supp(k) = k(z) =0 = fi(z) = f(2) =0
(c) 2= 00 = fi(z) =0
isto €, para cada z € Y, fi(z) =0 ou xp_(z) =0.

Estas condigbes demonstram o teorema. W

De um modo analogo podemos obter teoremas de compactificagao por um pon-

to para espacos localmente compactos e relativamente localmente compactos pois

os teoremas 3.7 e 3.10 garantem que estes espacos sao fracamente localmente com-

pactos.



Capitulo 4

Teorema da L-Caixa

Em topologia geral existe um resultado simples envolvendo produto finito de com-

pactos.

Teorema 4.1 [15, Munkres] Sejam (X,d) um espago topoldgico e A wm compacto
em X. Considere X" com a topologia produto. Se W ¢é um aberto em X™ tal que

A™ C W entio existe V€S tal que ACV e ACV*C W.

Neste capitulo apresentamos uma versao deste teorema para um espago L-topoldgico
que chamaremos do“teorema da L-caixa”. Assumimos aqui que os conjuntos X, Y

e X; sao nao vazios e que L é um reticulado fuzzy com a topologia Scott.

X 4 J— e e, W

Figura 4.1: Teorema 4.1
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4.1 Teorema da L-caixa

Lema 4.1 Sejam (X, Tyx) e (Y, Ty) espagos L-topologicos, h € LY wm L-conjunto
compacto, vg € X e p € pr(L). Considere X XY com a L-topologia produto T. Se
N eT € tal que

Vye Y, h(y) > p' = N(zo,y) j{ P

entdo, existem L-conjuntos f € Tx e g € Ty tais que:

(i) flzo) £ p.

(i) Vy €Y, h(y) 2 ¢ = g(y) £ p-

(i) Y(z,y) € X x Y, (7 (f) A 77 (9)) (=,y) £ p = N(z,y) £ p.

Demonstragao. Como N € T, podemos escrever N = Vjey (77(f;) A 77" (g;))
onde f; € Tx e gj € Ty. Sejay € Y com h(y) > p’ entdo N(zo,y) £ p, logo, existe
ju € J tal que fj,(w0) £ p e 93, (y) £

Seja J1 = {j,€J;y€Y, h(y) >}, entio a familia {9i},cs, € tal que
(Vieng;) (y) £ p para cada y € Y com h(y) > p’. Pela compacidade de A, existe
J2 Ccoo J1, tal que (Vjes,g5) (y) £ p para cada y € Y com h(y) > p'.

Seja f = Nienfj € g =Vjengj, entao f€Tx, g€ Ty e
(i) Para cada j € Js, fi(zo) £ p, logo f(xo) £ p.
(ii) Seja y € Y com h(y) > p/, entao (Vjes9;) (y) £ p, logo g(y) £ p.

(iii) Seja (z,y) € X x Y tal que (77'(f) A7y '(g)) (x,y) £ p, entdo f(z) £ pe
y) £ p. Pelas definigdes de f e g, existe j € J com fi{z) £ p e gi(y) £ p.
Logo, (n7'(f;) A7 (g5)) (x,y) £ p. Portanto, N(z,y) £ p.

Estas condi¢oes demonstram o teorema. W

Lema 4.2 Sejam (X,Tx) e (Y,Ty) espagcos L-lopologicos, g € X ¢h € LY

L-conjuntos compactos, e p € pr(L). Considere X x Y com a L-topologia produto
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T. Se NeT € tal que
V(z,y) € X x Y, (x7'(g) A5 '(R)) (z,y) > p' = N(z,y) £ p
entdo, existem [ € Tx e k € Ty tais que:
(i) Ve € X, g(z) > p' = f(z) £ p.
(i) Yy € Y, h(y) > ' = k(y) £ p.
(iil) V(z,y) € X x Y] (ﬁfl(f) Afrgl(k)) (z,y) £ p= N(z,y) £ p.

Demonstragido. Como N € T, podemos escrever N = Vje; (771 (f;) Amy'(g5)).
Seja X; = {z € X; g(z) > p'}, e fixe zg € X;. Entao para y € Y com h(y) > p

temos (71'1—1(9) A 7r2_1(h)) (wo,y) > p', logo, N(zo,y) £ p-

Pelo lema 4.1 existem f,, € Tx € gy, € Ty tais que:
(1) fao(zo) £ p.
(2) y€Y, hy) 29 = gooly) £ p-
(8) Y(z,y) € X x Y, (7" (f20) A5 (920)) (2,9) £ p = N(z,y) £ p.

Por (1), a familia {f,},cy, € tal que (Vzex, fo) (z0) £ p para cada 2o € X;. Pela
compacidade de g, existe Xo Ccoo X tal que (Viex, fr) (2o) £ p para cada 9 € X].

Seja f = Veex,fo € k = Npex,ge, entao, f € Tx, k € Ty e:

(i) Seja z € X com g(z) > p/, entdo z € Xy, logo (Veex,fz) (o) £ p, isto é,

f(z) £p.

(ii) Seja y € Y com h(y) > p/, entdo para cada = € X>, ¢.(y) £ p por (2), logo
k(y) £ p-

(iii) Seja (z,y) € X x Y com (m;'(f) Am;'(k)) (z,y) £ p, entdo f(z) £ pe
k(y) £ p. Pelas defini¢des de f e k, existe To € Xz com foo(z) £ pe gs(y) £ p,

entao (77" (fap) A 75" (g)) (2,y) £ p. Portanto, por (3), N(z,y) £ p.
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Estas condi¢ées demonstram o teorema. B

Lema 4.3 Sejam {(X,-,Tj)}?:l, n > 2, uma familia de espagos L-topoldgicos, {hj};‘:l
uma familia de L-conjuntos compactos onde cada h; € L*i e p € pr(L). Considere

X =[I-, X; com a L-topologia produto T. Se N € T ¢ tal que

Ve € X, (N7 (hy)) (2) 2 9" = N(z) £ p
entdo existe uma famdia {f;}7_, onde cada f; € Tx; tal que:
(1) Para cada j =1,---,n temos: Yy € X;, hj(y) > = fi(y) £ p.
(i) Vo € X, (A7 () (2) £ = N(2) £ p.

Demonstragao. Provaremos o teorema por indugao. Para o produto de 2
L-conjuntos compactos ver o teorema 4.2. Suponha entao que o teorema seja valido
para o produto de n — 1 L-conjuntos compactos.

Sejam g = A7Z i T w7l (h;) e X = H;‘;ll X; o L-espago produto. Entao g é um
L-conjunto compacto em X. Sejam Y = X,, e h = h,,.

Seja (z,y) € X x Y tal que (77" (9) Am;'(h)) (z,y) > p', entdo g(z) > p' e
ha(y) > p'. Seja x = (z1,---,2n—1) € X. Como g(z) > p', N}Z Lhi(z;) > p, entdo
(A7 7y Y(h;)) (z,y) > ¢, logo, N(z,y) £ p.

Pelo lema 4.2, existe um L-conjunto f € Ty e f, € Ty tal que:
(1) ze X, g(z) > p = f(z) £ p.
(2) y €Y, haly) > p' = fuly) £ p.
(8) Y(z,y) € X x Y, (a7 () Amy'(fa) (2,9) £ p = N(z,y) £ p.

Sendo g = /\;-‘;11 Trj’](h]-), por (1) podemos usar que o teorema é valido para n — 1

L-conjuntos compactos para obter L-abertos f; € T}, 7 = 1,---,n — 1, tais que:
(4) Yy € X, hi(y) 2 p' = fily) £ p.

(5) Vo € X, (NZIn ' (i) (2) £ p= fla) £ p.
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Considere a familia {f;}

_, com cada f; € T;. Temos:

(i) De (2) e (4), para cada j = 1,---,n temos: Vy € Xj, h;(y) > p' = fi{y) £ p.

(ii) Sejax = (z,z.) € Xtal que (A_ 7, '(f;)) () £ p, entdo (/\J ) () Lop
e fulza) £ p. De (5), f(2) £ p, entdo (77" (f) Amy (fo)) (2,24) £ p. Logo, de
(3), N(z) £ p.

Estas condigoes demonstram o teorema. B

Teorema 4.2 (Teorema da L-Caiza) Sejam (X,Tx) um espaco L-topoldgico,
h € LX wm L-conjunto compacto ¢ p € pr(L). Considere X™ com a L-topologia

produto T. Se N € T € tal que
Ve € X», (Aym7 () (z) > p' = N(z) £ p
entdo, existe um L-conjunto f € Tx tal que:
() Yy € X, h(y) > p' = fly) £ p-
(i) Vo € X, (A7 () (2) £ p = N(2) £ p.

Demonstragao. Para j = 1,---,n seja h; = h, entao pelo lema 4.3, existe uma

familia {f;}7_, onde cada f; € Tx tal que:
(1) Yy € X, hi(y) 29" = fily) £ p.
(2) Vo e X", (A 77 (f;) (z) £ p = N(z) £ p.
Seja f = A7_, f;, entao f € Tx e temos:
(1) Seja y € X tal que h{y) > p/, entdo, de (1), para cada j =1,---,n, fi(y) £ p
Portanto, f(y) £ p.

(ii) Seja x € X™ tal que ( A?_ T “Y(f) (z) £ p, entdo, para cada j = 1,---,n,
f(z;) £ p. Logo, para cada j = 1,---,n, fi(z;) £ p, ou seja, 77 '(f;)(z) £ p.

Portanto (/\;‘:ﬂj—l(fj)) ) £ p. De (2), temos entdo que N(z) £ p.

Fica assim demonstrado o teorema da L-caixa. B



Capitulo 5

Propriedades de Recobrimento:
Hurewicz e w*

As propriedades de recobrimento Hurewicz e w”™ se enquadram dentro do que
Scheepers chama em seus artigos de ”principio de selecao”. Tal principio diz o
seguinte: Dada uma classe de objetos I' e uma classe de objetos A, mediante um
certo procedimento Il podemos obter para cada objeto A € I' um objeto II{A4) € A.

Um exemplo conhecido de propriedade que se enquadra neste principio € a com-

pacidade. Seja

I' = A = {coberturas abertas}

II = existir subcobertura finita.

Dizemos que um espaco topolégico X é compacto se e somente se satisfaz o

principo de selegao acima, isto é, X € II(T', A).

\)n\.

Figura 5.1: Principio de selegao
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Vamos inicialmente relembrar as defini¢oes de espagos de Hurewicz e a pro-

priedade w* e verificar como se enquadram dentro do principio de selegao.

Definigao 5.1 [8, Hurewicz] Um espago topologico (X,8) € Hurewicz se e somente
se para cada sequéncia {U,} . de coberturas abertas de X, existe uma sequéncia

{Vatoen tal que:
(i) Cada 'V, Ccoo U,.
(i) Vze X, IngeN;n>no= (IV eV, zeV).
Aqui tomamos
I' = sequéncias de coberturas abertas.
A = seqliencias {V,.}, . onde cada V,, é formado por finitos abertos.
IT = existir um elemento de A satisfazendo as propriedades () e (41).

Uma ilustragao desta propriedade pode ser vista na figura ?? com F = {z}.

Definigao 5.2 Uma w* cobertura em X € uma familia de abertos U tal que para

cada subconjunto finito F de X, existe V€ U com FCV

Definigao 5.3 Um espago topoldgico (X,§) tem a propriedade w* se e somente se

para cada sequéncia {Uy,}, oy de w™ coberturas de X eziste uma sequéncia {V,.},

tal que:

(i) CadaV, Cco U,.

(1) VF Ccoo X, Ino €Ny n>no=3IVeEV, FCV
Aqui tomamos

I' = sequéncias de w*-coberturas abertas.

A = seqliencias {V,,} _ onde cada V, é formado por finitos abertos.
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Figura 5.2: Espacos de Hurewicz e propriedade w™

IT = existir um elemento de A satisfazendo as propriedades (7) e (47).

Uma ilustracdo desta propriedade pode ser vista na figura ?7?.

Dividimos este capitulo em trés segoes.

Nas duas primeiras segdes propomos boas defini¢cdes para as propriedades de
Hurewicz e w* em um espaco L-topolégico. Na iiltima secao apresentamos um
teorema que garante condigdes necessarias e suficientes para que um espaco tenha a
propriedade w* utilizando-se da propriedade de Hurewicz.

Assumimos neste capitulo que X é um conjunto nao vazio e que L é um reticulado
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fuzzy com a topologia Scott. Vamos usar também a notacao A Cc.o B como

abreviacao para “A é um subconjunto finito de B”.
5.1 Espacgos de Hurewicz

Definigao 5.4 Um espago L-topologico X € Hurewicz se e somente se para cada
p € pr(L) e sequéncia {F,.}, .y de familias de L-abertos tal que (Ver,f) (%) £p

para todo x € X en € N, existe uma sequéncia {H,}__y tal que:

neN
(i) Cada Hn C(oo ]Fn-
(i) Vz € X, Inp € N; (n > no = Ih € H,, h(z) £ p).

Teorema 5.1 O espago topoligico (X,0) € Hurewicz se e somente se o espago

L-topologico (X,w(4)) € Hurewicz.

Demonstragao. Necessidade: Seja p € pr(L) e {F,}, .y uma sequéncia onde cada
Fn = {faj};cs, ¢ uma familia de L-abertos tal que (Vjeu, frj) (%) £ p para todo
z e X.

Seja {Un}, ey 2 sequéncia definida por U, = {Uy;};.; onde
Unj = fij{teL;t£p}.
Entao cada U, é uma cobertura aberta para X pois:
€ X = (Vier Joj) (@) L p=3j € Jn, fui(z) £p=z €U,
Como (X, 6) é Hurewicz, existe uma sequéncia {V,}, .y tal que:
(1) Cada 'V, Ccoo U,,.
(2)Vee X, InpeN; n>no=> (IVEV,, ze V).

Por (1) podemos escrever V, = {U},., onde I, Cce Jn. Defina

H, = {fsi},c;,, entdo para a sequéncia {Hy }, . temos:

(1) Cada H, Cco F,.
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(i1) Seja € X entao, por (2), existe um ng € N tal que:
n>ng= (3, €V, € U,)
Logo f,; € H, ¢ tal que f,;(z) £ p pois & € Uy;.

Estas condic¢oes mostram que o espaco (X, w(é)) é Hurewicz.
Suficiéncia: Seja {U,}, .y uma sequéncia de coberturas abertas de X onde

U, = {Usj};c;,- Seia p € pr(L) fixado e considere a sequéncia {F,} onde

neN?

F, = {f“j}jeJn é uma familia de L-abertos definidos por fn; = xuv,,;-
Seja x € X. Sendo U, uma cobertura aberta de X, existe 7 € J, com x € U,;,
logo, frj(z) =1 £ p. Portanto, (Vje, fnj) (z) £ p. Como (X,w(d)) é Hurewicz,

existe uma sequéncia {Hy,}, .y tal que:
(1) Cada H,, Cco, .
(2) Vz € X, 3ng € N; n > no = (Fh € H,, h(z) £ p).

Por (1) podemos escrever H, = {fuj},e; onde I, Cco Jn. Defina

Vi = {Us;}e;,, entdo para a sequéncia {V,}, . temos que:
(1) Cada V,, Ccoo U,,.
(i) Seja z € X entao, por (2), existe um no € N tal que:
n>ng = (3fn; € Ha, foj(z) £ p)
Logo Uy,; € V,, é tal que ¢ € U,; pois f,;(z) £ p.
Estas condigbes mostram que o espago (X, d) é Hurewicz. B

Definigao 5.5 Sejam (X, T) um espaco L-topoldgico e g € LX. Dizemos que g €
Hurewicz se e somente se para cada p € pr(L) e sequéncia {F,}, .y de familias de

L-abertos tais que

Ve e X, gla) > p = (Vyer, f) (z) £ p

existe uma sequéncia {H,}, oy tal que:
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(1) Cada H,, Ccoo Ty
(i1) Vz € X, g(z) > p/, Ino € N; n > ng = (3h € H,; h(z) £ p).

Teorema 5.2 Sejam (X, T) um espago L-topoldgico e g € L. Se g é compacto

entao € Hurewicz.

Demonstracao. Sejam p € pr(L) e {F,},.y uma sequéncia onde cada
Fn = {faj};es, ¢ uma familia de L-abertos tal que (Vjes, faj) (z) £ p para cada
@ € X com g(z) > p’. Sendo g compacto, existe J, Cce Jn tal que
(Vje_]rl'fnj) (z) £ p para cada z € X com g(z) > p'.

Seja B, = {fuj} ¢y, entiio a sequéncia {Hy,}, ¢y é tal que:
(i) Cada H, Ccoo F,.
(ii) Seja z € X com g(z) > p', fixado ng € N temos que, para n > ng:
g@) >y = (Vienfn)(z) £p
= (37 € Ja) (fni(z) £ p)
= (3fn; € Ha) (fi(2) £ p)

Estas condigoes mostram que (X, T) é Hurewicz. B

Teorema 5.3 Sejam (X,T) um espago L-topoldgico e g € LX. Se g é Hurewicz

entao € Lindelof.

Demonstragao. Sejam p € pr(L) e F = {fi};e; uma familia de L-abertos tais que

(Vies, fni) () £ p para cada z € X com g(z) > p’. Considere a sequéncia {Fn}oen

onde F,, = F. Como g é Hurewicz, existe uma sequéncia {H,}, .y tal que:
(1) Cada H, C.o, F, = F.

(2) Vz e X, g(z) > 9, o €N; n > np = (3h € H,; h(z) £ p).
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Seja S = U,enH, entdo, por (1), é um subconjunto enumerdavel de F. Sejaz € X

com g(z) > p', por (2) existe ng € N tal que:
n > ng = (3h € Hy,; hiz) £ p).
Mas H,, C S, logo, h € S e h(z) £ p. Portanto, (X, T’) é Lindelof. B

Teorema 5.4 Sejam (X, T) um espaco L-topoldgico, Hurewicz, e g € LX. Se g ¢

L-fechado entio € Hurewicz.

Demonstragao. Sejam p € pr(L) e {F,},.y uma sequéncia onde cada
F. = {faj};e,, ¢ uma familia de L-abertos tal que (Vjes,fn;) (2) £ p para cada
z € X com g(z) > p'. Seja B¢ =T, U{g'}. Sendo g L-fechado, cada F¢ é uma
famila de L-abertos, € a sequéncia {F¢} _. ¢ tal que (V cpzf) (z) £ p para cada

z € X, pois para z € X:
9(2) 2 9" = (Vies fni) (2) £ p = (Vsersf) (2) £ p
g@) 20 = g(@) £p= (Viersf) (2) £ p
Sendo (X, T') Hurewicz, existe uma sequéncia {H¢} _ tal que:
(1) Cada HY C,, F9.

(2) Ve € X, 3no € N; Vn > ng = (3h?9 € HZ; h9(z) £ p).

Por (1) podemos escrever HS = {fn;},c;1 U {9’} onde J) Ccoo Jn. Considere

H, = {fni}neJ},? entao a sequéncia {Hy,}, .y € tal que:

(i) Cada H, Cco .

(ii) Seja x € X com g(z) > p/, entao, por (2), existe ng € N tal que:
n > no = 3k € HZ; h9(z) £ p.

Caso h? = ¢', teriamos que ¢'(z) < p e ¢'(z) £ p, logo, h? nio pode ser ¢'.
Segue que h? € H, e h¥(z) £ p.
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Portanto, g ¢ Hurewicz. B

Teorema 5.5 Seja (X, T) um espago L-topologico. Se g € L~ ¢é Hurewicz e
f: X =Y € uma fungio sobrejetora e continua tal que f~'(y) € finito para cada

y €Y, entdo f(g) € Hurewicz.

Demonstragao. Sejap € pr(L) e {F, }, . uma sequéncia onde cada IF;, = {faitiea,

é uma familia de L-abertos tal que (VjeJ,fnj)(y) & p para cada y € Y com
flg)(y) > p'. Considere F,, = {gn;}, oy onde cada gn; = f~! (fa;). Sendo f continua,
cada ¢,; € um L-aberto. Seja z € X e y = f(z) entdo:
9(@) >0 = flo)y) =Vi{g(e);z€ [y} >g(z) >y
= (Viestu)(y) £ p

= (Viesgni) (2) £ p
Sendo g Hurewicz, existe uma sequéncia {H,}, .y tal que:
(1) Cada H, C<o<; F,.
(2) Vze X, g(z) >p, Ing €N; n >ng= (Fh € H,; h(z) £ p).

Por (1) podemos escrever H,, = {gﬂj}jeJ,{ onde J! Ccoo Jn. Seja H, = {f"j}jeJ},’

entao a sequéncia { H' é tal que:
nJtneN q

(1) Ca,da» H;l C<oo 1

ne

(2) Sejay € Y com f(g)(y) > p', entao V{g(z); z € f~Hy)} > p'. Sendo p’
coprimo e f~'(y) finito, existe + € f'(y) com g(z) > p'. Por (2), existe

no € N tal que:

n > nO ::> (agnj E Hn: gn] ﬁ p)
Segue que fn; € H, e f;(y) = f~1 (f(z)) = gnj(z) £ p

Portanto, f(g) é Hurewicz. B



CAPITULO 5. PROPRIEDADES DE RECOBRIMENTO: HUREWICZ E w™ 56

Definicao 5.6 Seja {(Xj, Ti)} o uma familia de espagos L-topoldgicos disjuntos.
Seja

X = UrenXi. Defina T C L¥ por: f € T se e somente se flx, € Ty para cada
keN.

Teorema 5.6 Na definicio 5.6, T C L¥ define uma L-topologia in X. Com esta
L-topologia, chamamos o espago L-topoldgico (X, T) de L-espaco soma e denotamos
por X = Z[jEN X;.

Demonstragao. E imediato da definicao que:

(i) e T eX e T pois paracada j €N, O|x; =0 € T;e X

X; = AXJ' € Tj.

(ii) Para uma familia {f;},.; em T, e f = Vje;sf; temos para cada k € N que

flxy = Vijesf;

x, € Ty, pois f; € T.

(iii) Para uma familia {f;}

lek = /\;1:1‘/:7

n
=1

em T, e f = AL, f; temos para cada £ € N que

X, € Tk, pOiS fJ’ eT.

Logo, T' é uma L topologia em X. B

Teorema 5.7 Seja {(X;,T;)},cy uma famdlia de espagos L-topoldgicos. Se cada X;

€ Hurewicz, entdo o L-espago soma X =Y. v X; € Hurewicz.

JEN
Demonstragdo. Sejam p € pr(L) e {F,},,y uma sequéncia onde cada
Fn = {fai}c;, é uma familia de L-abertos em X tal que (Vjes, fa;) (z) £ p para
todo z € X.

Seja k € N fixado e considere a sequéncia {]F,’i}neN definida por F* = {f,.;|x, Ve,

Entdo, cada F¥ é uma familia de L-abertos em X, tal que:

reEXy=>zeX=> Vje,],,fnj(l’) % p= ijJnfnlek(x) %— Y4

Como para cada k € N fixado, X é Hurewicz, existe uma sequéncia {Vﬁ}neN tal

que:
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(1) Cada VF C, F*.
(2) V2 € X, Ing € N; m > ng = (3h € VE, h(z) £ p).

Por (1) podemos escrever V¥ = {fnjlxk}je‘,’,i onde J¥ Coo Juo  Seja

WE = {fn; }jeJ,’i e defina H, = U?_, Wk, Temos:
(1) Cada H, Ccoo Fn-

(i) Seja z € X e k € N um findice tal que z € Xj. Seja n; = max{ny, k} onde ng

é o indice em (2). Seja m > n,, entdo, m > no. Por (2) existe fjlx, € VE

com fmj

x,(2) £ p. Também temos m > k, logo fm;|x, € Up, V¥ pois nestas

condigdes VX C U VX . Portanto, finj € Hin € fmj(z) £ p.

Estas condigoes mostram o L-espago soma € Hurewicz. I
5.2 Propriedade w*

Definigao 5.7 Seja X = (X,T) um espago L-topologico. Dizemos que X tem a
propriedade w* se e somente se para cada p € pr(L) e sequéncia {]F“}nEN de familias

de L-abertos tal que
VF Ceoo X, 3f €Fn; Yz € F, f(z) £ p
existe uma sequéncia {H, }, y tal que:
(1) Cada H, Cco, F,.
(ii) VF Ceoo X, dng € Ny n > ng = (3h € Hy; Vz € F, h(z) £ p).

Teorema 5.8 Seja (X,8) um espago topoldgico, entao: (X,68) tem a propriedade

w* se e somente se (X, w(8)) tem a propriedade w*.

Demonstracao. Necessidade: Sejam p € pr(L) e F = {F,}, .\ uma sequéncia de

familias de L-abertos tal que:

VF Ceoo X, 3f €F,; VYV €F, flz)£p
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Suponha que F, = {f"j}jEJn e defina a sequéncia {U,} .y por U, = {Unj}jeJn

onde U,; = f' {t; t £ p}. Entao, para F Ccoo X existe fn; € Fy com fri(z) £ p
para cada © € I'. Logo, F' C U,;.

Como (X, d) tem a propiedade w™ existe uma sequéncia {V,} . tal que:
(1) Cada V,, Cceo U,
(2) VF Ceoo X, IngeEN; n>no= (3IVeV,; FCV).

Por (1) podemos escrever V,, = {Unj}jeJn onde J, Ccoo J. Seja H, = {f"j}jeJn7

entdao para a sequéncia {H,} _. temos:

neN

(1) Cada H, Cco Fn.
(11) Seja F Ccoo X, entdo, por (2), existe um ng € N tal que:
n>ng = (W, € Vo3 F CU,j)
Logo, frij(z) £ p para cada z € F.

Portanto, (X,w(d)) tem a propriedade w*.
Suficténcia:  Seja U = {U,},,.y uma sequéncia de familias de abertos tais que:

VF Ceoo X, IV EU,; FCV

Seja Un = {Unj},,, € defina a sequéncia {F,}, .y por F, = {fni};ey, onde
Jnj = Xv,;- Entdo para F' Cceo X existe Uy; € U, com F' C Uyj, logo, para cada
T €F, fni(z) £ p.

Como (X, w(4)) tem a propriedade w*, existe uma sequéncia {Hy,}, .y tal que:
(1) Cada H, Ccoo Fn.
(2) VF Ccoo X, Anp € N; n > np = (3h € H,; Vo € F, h(z) £ p).

Por (1), podemos escrever H, = {f,;},.; onde Ju Ccoo J. Seja V, = {Uni}ien.

entao para a sequéncia {V"}neN temos:
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(i) Cada V,, Cco U,
(i1) Seja F Ccoo X, entao, por (2), existe um ny € N tal que:
n>ng = (3fn; € Ny; Vz € F, fr;(z) £ p)
Logo f.j{z) =1 para cada z € F, ou seja, F' C U,;.

Portanto (X, d) tem a propriedade w*. W
5.3 Teorema Principal

Teorema 5.9 Seja X = (X,T) um espago L-topologico, entdo: X tem a pro-

priedade w™ se e somente se para cadan € N, X™ € Hurewicz.

Demonstragao. Necessidade: Fixen € N e seja p € pr(L). Seja {U}, oy uma
sequencia onde cada Uy = { fn]-}j€ I é uma familia de L-conjuntos abertos tais que
(Vjea fri) (2) £ p para cada z € X™.

Seja F' Ccoo X € seja h = xF, entao h é compacto em X pois supp(h) = F é

finito [12], e, A7_,7;'(h) é compacto em X™. Portanto, existe JI' Ccoo Ji tal que:
Vz € X", (A7 (k) (2) > ¢ = (VjeJ[fkj) (=) £p
Pelo teorema 4.2, existe um L-conjunto fi r € T tal que:
(1) fur(z) £ p para cada y € X com h(y) > p'.
(2) Vo € X7, (N (fier)) (2) 22 = (Vieos fis) (@) £ p

Sejam k € N fixado e Fy = {fy,r € T'; F C<coo X} Entao a sequéncia {]Fk}keN é
tal que:
yeF=yeX, hy)=12p = fir(y) £p

Como X tem a propriedade w* existe uma sequéncia {Wy}, . tal que:

(3) Cada, Wk C(oo IF]C.
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(4) VF Ccoo X, Fho €N; k> ko = (Fw € Wi; Vy € F, w(y) £ p).

Como w € W; podemos escrever w = fi, para algum G Ccoo X. Seja

Hyi = {fi; € Us; j € JE, fic € Wi}, entio temos:
(i) Cada Hy Ccoo Uy, pois Wy e J& sdo conjuntos finitos.

(i1) Seja z = (xy, -+ ,2,) € X" entdao F = {xy,---,2,} é um subconjunto finito de

X. Por (2), existe ky € N tal que:
k> ko= (3frc € Wi; Yy € F, frcly) £ p)

Entdo, para j = 1,---,n, fic(z;) £ pe /\;‘zlﬂj_l(fk,c)(flt) £ p. Por (2),
V]-Echfkj(:c) £ p. Logo existe j € JZ tal que fi;(z) £ p. Portanto, X" é Hurewicz.
Suficiéncia: Seja p € pr(L). Seja {Up},y uma sequéncia onde cada Uy é uma

famila de L-conjutos abertos tais que:
F Ceo X,3f €Uy V2 € F, f(z) £ p (5.1)

Seja X =3 .y X™ 0 espago soma, entio pelo teorema 5.7, é Hurewicz pois cada
X" é Hurewicz.
Para cada k € N defina F;, = {ZneN 7 fe lUk} onde > .y f* é o L-conjunto

definido por:

(Z f”) (z) = Ay (f)(2)

neN

para cada @ € X onde m é o indice tal que z € X™.

Cada 3 f" € um L-conjunto aberto em X pois (3,cn /™) lx,, = AT ()
é um L-conjunto aberto em X™ para cada m € N.

Sejam x € X e m o indice tal que z = (1, -, Z,,) € X™, entao F = {z,,- - - y Tm }
¢ um subconjunto finito de X, logo, por 5.1, existe f € Uy com f(z;) £ p para
J=1,---,n Sejag =73 " entdo g € Fi e g(x) = A, f(z;) £ p, portanto,
(Voer,9) (v) £ p.

Como X é Hurewicz, existe uma sequéncia {Hy},y tal que:
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(1) Cada Hj, Ceoo Fy.
(2) Ve € X, Fko € N: k > ko = (3f € Hy, f(z) £ p)-

Por (1) podemos escrever Hy = {}, f;‘}je 7 onde Ji € um conjunto finito de

indices. Seja Vi = {f;}.., entao temos:
(i) Cada Vk Ccoo Uk.

(i) Seja F' = {z1, -+, %, } um subconjunto finito de X. Seja x = (2, -+, zm) € X,

entao, por (2), existe ko € N tal que:
k> ko= (39 € Hi; g(z) £ p)

Escreva g = 3 .\ /7 onde f; € Ux e 5 € Ji, ou seja, f; € Vi Como g(z) £ p,

A, fi(x:) £ p, entdo para cadas = 1,---,m, f;(z;) £ p. Logo f;(y) £ p para
caday € F.

Portanto X tem a propriedade w*. W
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