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Resumo

Neste trabalho, é discutido o uso de precondicionadores para transformar problemas
de ponto de sela em problemas cuja matriz seja simétrica e definida positiva. Os pre-
condicionadores estudados baseiam-se na decomposigao de matrizes como produto
de uma matriz simétrica por uma triangular (decomposi¢do ST). Sendo assim, em
uma parte inicial sao mostrados alguns resultados existentes sobre este tipo decom-
posigao, no caso em que S é definida positiva e tamhém na situagao em que 7' possui
apenas o valor 1 em todas as entradas de sua diagonal. Inclui-se ainda um estudo
das propriedades espectrais de trés precondicionadores ST, bem como estimativas
para o numero de condigao dos sistemas que resultam ao se fazer tais precondicio-
namentos. Posteriormente, estuda-se um outro precondicionador, também baseado
na decomposi¢do ST, que tem como casos particulares dois dos primeiros precon-
dicionadores apresentados. A grande contribuicao deste trabalho é a obtengdo de
novas estimativas para o nimero de condigao de sistemas obtidos quando se aplica
este precondicionador a problemas indefinidos. Sao estabelecidas quatro diferentes
estimativas para este numero de condigao, uma delas baseada em um problema de
autovalor quadrado.

Palavras-chave: Decomposi¢ao ST, precondicionador ST, problemas indefinidos,

numero de condigao.



Abstract

In this work, it is discussed the use of preconditioners to transform saddle point
problems to problems whose matrix is symmetric and positive defined. The pre-
conditioners studied are based on the decomposition of matrices as a product of a
symmetric by a triangular matrix (ST decomposition). Thus, in an initial part of
the work it is shown some available results on such decomposition, in the case where
S is positive defined and also in the situation where T" has only the value 1 in each
entry of its diagonal. It is also included a study of spectral properties of three ST
preconditioners, as well as estimates for the condition number of the systems that
result when it is made such preconditioning. Subsequently, it is studied another
preconditioner, also based on the ST decomposition, which has as particular cases
two of the first preconditioners presented. The great contribution of this work is
the obtainment of new estimates for the condition number of the system obtained
when the new preconditioner is applied to undefined problems. Are set four different
estimates for this condition number, one of them based on a quadratic eigenvalue
problem.

Keywords: ST decomposition, ST preconditioner, indefinite problems, condition

number.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Estrutura da dissertacao

Neste trabalho, sao abordados alguns precondicionadores para problemas indefini-
dos, sendo discutidas certas propriedades espectrais destes precondicionadores, e
deduzidas algumas estimativas para o numero de condigao dos problemas precondi-
cionados.

Este capitulo introdutério inclui determinados conceitos béasicos que estao pre-
sentes no decorrer de todo o trabalho. Aqui também encontram-se alguns teoremas
sobre a decomposi¢cao ST, que permite decompor matrizes como o produto de uma
matriz simétrica por uma triangular.

Nos capitulos 2, 3 e 4 sao mostrados trés precondicionadores existentes, baseados
na decomposicao ST, que podem ser aplicados aos sistemas cuja forma seja como
em 1.6. No decorrer destes capitulos, também sao apresentados fatos conhecidos
sobre o espectro dos sistemas precondicionados resultantes, bem como estimativas
j& existentes para o novo numero de condigao.

No capitulo 5, tem inicio a parte mais relevante deste trabalho, na qual um novo
precondicionador é apresentado e sao deduzidas trés estimativas para o nimero de
condigao do sistema que resulta do uso deste novo precondicionador.

Como uma continuagao do capitulo que o precede, o capitulo 6 apresenta outra
grande contribuigao: depois de mostrar algumas propriedades espectrais do novo
precondicionador, é utilizado um problema de autovalor quadrado para obter uma
nova estimativa para o numero de condi¢ao do sistema que resulta ao se fazer o
precondicionamento.

Finalmente, no capitulo 7 sao exibidos alguns experimentos numeéricos e em

seguida sao feitas algumas consideracoes finais.
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1.2 Decomposicao ST

No ano de 2002, Golub e Yuan demonstraram alguns resultados garantindo que toda
matriz com certas propriedades pode ser decomposta como o produto de uma matriz
simétrica por uma matriz triangular [GY02]. Uma vez que esta decomposicao nio
é lnica, se forem feitas as escolhas adequadas, pode-se obter uma decomposicao
estavel.

Um dos motivos para o interesse nesta decomposigao, é que ela permite trocar
uma matriz A sem propriedades interessantes, pelo produto de duas matrizes (S e
T), cujas caracteristicas sdo bastante favoraveis & implementagao de certos algorit-
mos. Deste modo, a resolucao numérica de problemas que estejam de alguma forma
associados a matriz A, pode ser feita utilizando-se de algoritmos que explorem a
positividade de S ou a triangularidade de 1T’, obtendo assim maior eficiéncia.

Alguns algoritmos e também vérios experimentos que mostram a estabilidade
numérica deste tipo de decomposi¢ao podem ser encontrados nos artigos [GY02,
San02, SY03, CY06]. Os principais teoremas relacionados a estas decomposigoes

ST sao apresentados a seguir.

Teorema 1.1. Se A € uma matriz n X n nao-simétrica e nao-singular, cujas subma-
trizes principais sGo também nao-singulares, entdo existe alguma matriz simétrica

S e ao menos uma matriz triangular T', com diagonal unitdria, tais que A = ST.
Demonstraggo. Ver [GY02]. O

Teorema 1.2. Se A ¢ uma matriz n Xn nao-simétrica e nao-singular, cujas subma-
trizes principais sao também nao-singulares, entao existe alguma matriz triangular

T, com diagonal unitdria, e ao menos uma matriz simétrica S tais que A =TS.

Demonstracdo. A prova pode ser feita por indugao na dimensado n da matriz A, se-
guindo um roteiro andlogo aquele presente em [GY02], na demonstracéo do teorema
anterior:
Se n = 2, tem-se:
air Q12

A= (1.1)

Q21 Q22

Para que o resultado se verifique neste caso, é necessério e suficiente que se tenha

an app) [ 1 0 Sno Si12) S11 S12 (1.2)
= . = , .
az1 Qg lor 1 S12 S22 121811 + S12 21512 + S22
que ¢ possivel, bastando tomar s;; = a3 € S12 = a2, pols neste caso

to1 = (a1 — aja)/a1r € Sa2 = aGga — 121512 garantem as demais igualdades. Note-
se que aq; # 0, pois é uma das submatrizes principais de A, que é nao-singular por
hipétese. Além disso, o1 s6 se anularia se A fosse simétrica, mas para as matrizes

simétricas o resultado vale trivialmente uma vez que A = I, A = Al,.
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Suponha-se que o resultado é vélido para n = k. Para que ele continue valendo

para uma matriz A de ordem (k + 1) x (k + 1), serd preciso que se verifique uma

igualdade da seguinte forma

Q11 Q12 T Okx1 $11 812

, T
a1 | ag to1 1 Sig | S22

L1811 t11812

= (1.3)

A T
L21511 + Sj9 121812 + S22

onde, desta vez, ai1, t11 € s11 sao matrizes de ordem k X k, a9 € $12 sdo matrizes
k X 1, az; e t9; sao matrizes 1 X k e age € S92 sao nimeros. Na equagao acima, tq;
tem cada entrada da de sua diagonal igual a 1, e s1; é simétrica.

Como a; é uma matriz k x k£, e por hipdtese é nao-singular, a hipétese de indugao
implica que existem t1; e S11, com ¢1; triangular inferior e sy; simétrica, tais que
ayy = t11811. Além disso, {11 e sy; sao nao-singulares, pois ay; nao é singular. Logo,
s12 = t7;'a12. Do mesmo modo, ty; = (ag1 — s7,)s7] e, finalmente, Sy = agy — t2)510.

Desta maneira, mostrou-se que a decomposi¢ao A = T'S nas condigoes do teo-

rema ¢ possivel para uma matriz quadrada A de dimensao arbitraria. O

Teorema 1.3. Se A é uma matriz n X n nao-simétrica e nao-singular, cujas subma-
trizes principais sao também nao-singulares, entao existe alguma matriz triangular

T, e ao menos uma matriz simétrica e definida positiva S tais que A =T'S.
Demonstragio. Ver [GY02]. O

Teorema 1.4. Se A ¢ uma matriz n xXn nago-simétrica e nao-singular, cujas subma-
trizes principais sao também nao-singulares, entdao existe alguma matriz simétrica e

definida positiva S, e ao menos uma matriz triangular T tais que A = ST.

Demonstragdo. Ver [GYO02].

O resultado pode ser provado usando indugao, de forma inteiramente analoga
aquela apresentada em [GY02] na demonstragao do teorema anterior. Para mostrar
que S ¢é simétrica e positiva definida, é suficiente provar que ela tem uma decom-
posicio S = LLT, sendo L uma matriz triangular inferior nao-singular.

No caso de uma matriz quadrada A de dimensao n = 1, pode-se tomar simples-
mente t1; = sign(ay;) € S = |a11|, pois neste caso, 7" serd uma matriz triangular e S

serd simétrica e definida positiva.
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J& no caso de n = 2, a decomposigao € possivel se, e somente se,

A= a1 Q12 _ S11 S12) i ti2 _ Sutn stz + Si2leo (1.4)
a1 Qg2 512 S22 0 lo S12t11 Sigti2 + Saalan

Sendo A nao-singular, para que ocorra A = ST, é preciso que cada um dos
fatores seja nao-singular. Em particular, nenhum dos elementos da diagonal de T
pode ser nulo. Uma forma de se obter tal diagonal sem elementos nulos é fixar
t11 = a1 e loy = det A, pois por hipdtese estes valores sao diferentes de zero. Com
esta escolha, resulta que para se ter a igualdade é necessario que s;; = 1 e também
S12 = S21 = agi/apn. Consequentemente, deve-se ter to; = a2 — az;det Afay; e
portanto S99 = 1/@11 + (a21/011)2.

Se o teorema é vilido para matrizes quadradas de ordem n = k, e A é uma
matriz de ordem (k + 1) X (k + 1) nas condigdes do enunciado, para que exista uma
decomposicdo A = ST, com S = LLT, sera preciso que se verifique uma igualdade

da seguinte forma

B Ok | I I3, ' tn b2
I log O1xk \ lao O1xk ‘ 22
_ lullTltu 111(l1T1'/212 + t22lgT1) (1.5)

Ialfitn | loalf bz + toa (Il + 13,)

onde, a1, 111 e t11 sdo matrizes de ordem k X k, a1z € 12 sao matrizes k X 1, ag
e lyy sdo matrizes 1 X k, enquanto a;; e ly2 sao nimeros.

A igualdade acima recai em quatro igualdades, que correspondem aos blocos nos
quais a matriz A foi dividida.

A primeira delas tem solugao, pois pela hipdtese de indugao, existem Iy e t43,
com iy; € llT1 sendo matrizes triangulares inferiores, tais que ay; = l“llT]tu. Como os

blocos 11, e &, sio nao-singulares, tem-se como consequéncia que ly; = an iyl -

-1
azz—lai1l}y a2

Deve-se ter ainda ¢, = lflT(lfllam - tzgl;—l) e também [y, = T

, con-

azz—lo 1]} a12 >0
a2 =7

Para que S = LLT seja definida positiva, basta que ag — Inli'an =

sequentemente t9 nao pode ser nulo e deve ser tal que
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= Q99 — (L21(I,1_11(I,]2 # (. Para mostrar isto, note que a matriz

-1

" Ay Okx1
A=
-1
—a210q 1
é nao-singular, e consequentemente
-1
s [kxk a1 12

AA =

1
O1xk ‘ (2 — 2107, Q12

também é nao-singular.
Em particular, tem-se aqy — (Lgla,]_ll(llg # 0, e deste modo, Iy > 0 e S é definida
positiva.
Ol

Teorema 1.5. Se A € uma matriz n X n nao-simétrica e nao-singular, cujas subma-
trizes principais sao também nao-singulares, entao existe alguma matriz simétrica e
definida positiva S, e ao menos uma matriz triangular T tais que TA = S = LLT
ou AT =S =LL".

Demonstragao. Ver [GY02]. O

Também no artigo [GY02], é derivado um algoritmo para se decompor uma
matriz nao-singular e nao-simétrica A como o produto de uma matriz triangular
inferior 7' por uma matriz simétrica e definida positiva S. Uma continuagao do que

foi apresentado neste trabalho é vista nas aplicagdes descritas em [WGCY0S].

1.3 Problemas indefinidos

Conforme o jé citado [GY02], e também [WGCY08], a decomposigao ST tem entre
suas aplicagoes a criagao de precondicionadores para a resolugao do problema de

ponto de sela, que é um sistema indefinido e simétrico, que toma a forma

(o 0)()=):

onde A € R™"™ é uma matriz simétrica, B € R™™ e m < n. Durante todo

o trabalho, serd considerado este tipo de problema, cuja matriz M associada é

A B
M = ,
(BT o)

indefinida e tem a forma
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Este problema aparece em varios contextos, incluindo dinamica de fluidos compu-
tacional [Glo84], otimizagao com restricoes [PEGW81, Wri97], economia [(KJAUSS],
redes e circuitos elétricos [Ber86], eletromagnetismo [Bos98|, finangas [Mar91], re-
construcdo de imagens [Hal79], registro de imagens [HM04], interpolagao de dados
dispersos [LNW02], elasticidade linear [Bra01], geragdo de malhas para computagéo
grafica [LASST01], aproximagoes de equagbes diferenciais parciais por elementos fi-
nitos mistos [Bre74, ES96, ESWI7], reducdo de ordem de modelos para sistemas
dinamicos [Sty06], controle 6timo [BS01], problemas de identificagdo de parametros
[HAO01], e problemas de minimos quadrados generalizados, com restrigbes e com
pesos [Bjo96, GVLI6, Yuad3, Yua9o).

Observando-se que para a resolugao de problemas simétricos e definidos positivos
existem varios métodos eficientes (como a decomposigao de Cholesky, o método dos
gradientes conjugados, ou mesmo o método dos gradientes conjugados precondicio-
nado e também o método multigrade algébrico), é interessante tentar transformar
um sistema nao-simétrico (ou simétrico, mas indefinido) em outro que lhe seja equi-
valente, mas que tenha propriedades boas como a simetria e a positividade.

Para se alcangar este objetivo, a ideia é multiplicar ambos os membros do sistema
original por uma matriz T', e deste modo precondicionar o sistema. Fazendo isso, o

sistema resultante tem a seguinte forma:

i) ()

A escolha de T é feita com o objetivo de conseguir que a matriz N = T'M corres-
pondente ao novo sistema precondicionado tenha melhores propriedades numéricas
do que a matriz M original, por exemplo buscando que N seja definida positiva, ou
que seu ntmero de condi¢ao k(N) seja menor do que o nimero de condigdo (M)

do sistema original.



Capitulo 2
Precondicionador 1

Neste capitulo, faz-se o estudo do primeiro dos trés precondicionadores apresentados
em [WGCYO08], mostrando algumas de suas propriedades espectrais e a estimativa
existente para o numero de condicao do sistema resultante deste precondiciona-
mento.

O precondicionador é construido da seguinte maneira: Dado 3 > 0, considere a

- I 0
A+ 1)BTAT 1)

matriz triangular

Deste modo

N T I 0\ (4 BY [4 B
T e yBTA —pr) \BT o) T \BT B+1)BTA B

e o sistema resultante é

A B AN »
BT (B+1)BTA'B) \y) \(B+1)B A p—pq)"

Conforme serda mostrado na préoxima segao, a matriz /V; associada a este sistema

é simétrica e definida positiva.

2.1 Propriedades espectrais

No artigo [WGCYO08], demonstra-se que além de serem todos positivos, os autova-
lores da nova matriz NV, estao relacionados aos autovalores do bloco A. Os detalhes

aparecem nos lemas a seguir.

Lema 2.1. Se a matriz A em 1.6 for simétrica e definida positiva, e B tiver posto

completo, entao para todo B > 0 a matriz Ny = T1M € simétrica e definida positiva.

Demonstragao. Ver [WGCY08]. Considerando que A é simétrica e definida positiva,

o mesmo vale para a matriz B" A7'B.
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De fato, tem-se ' (BT A™'B)x = (Bz)" A~}(Bz). Como B tem posto completo,
Bz é nao-nulo quando = # 0. Além disso, se A > 0 é um autovalor de A, A\=! > 0 ¢é
um autovalor de A~!. Assim, como os autovalores de A~! sfo positivos, esta matriz
simétrica é definida positiva e consequentemente, (Bx)" A~1(Bz) > 0, para todo x
nao-nulo.

Logo, pode-se escrever

v (A B
YABT B+1)BTAB

A1/2 0 A1/2 A—I/QB T
_ . =LL
BT A-1/2 \/B(BTA—IB)lﬂ 0 \/B(BTA—lB)l/Q
Disto se conclui que Ny é simétrica e definida positiva pois:

N =(LLY)" = LLT = N,
e (LLN)z = (LT2) (L) = ||L7z||* > 0

Lema 2.2. Dado [ > 0, tem-se os sequintes resultados

1. Se X é um autovalor de A associado ao autovetor x € ker(B"), entdo

n(5) = ()

ou seja, A € um autovalor de Ny.

2. Se B tem posto completo e z = (z7,y")" € um autovetor de Ny, entdo x # 0.

Demonstragao. Ver [WGCY08]. Primeiramente, note que se A é um autovalor de A

associado ao autovetor z € ker(B"), entdo

()= wniraen) () ()= (7))

donde A é um autovalor de N;. Além disso, suponha que Ny(z7,y")T = A(zT,y")T.

Se ocorresse x© = 0, valeria

By = 0
(B+1)BTA™'By = )y

Como B tem posto completo, da primeira igualdade se concluiria que y = 0.

Entao, como (z7,y7)" é um autovalor, e portanto nao-nulo, seria concluido que
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x # 0, uma contradi¢ao com x = 0.

2.2 Estimativa do nimero de condicao

Um resultado preliminar que se mostrou muito ttil na deducgao de estimativas para
o numero de condigao dos sistemas resultantes do precondicionamento é apresentado

no proximo lema:

Lema 2.3. Para quaisquer X € R", Y € R" ¢ 8 > 0 tem-se

2|XTY| <6XTX + %YTY,

Demonstra¢do. Sabendo que

1 1 1
0< [VOX £ ——Y) (\/EX + —Y) =0XTX+2X'Y+-YTY
(Vox+ 5 7 ;
tem-se )
2|XTY| <0XTX + EYTY,

para todo 6 > 0. O

O préximo teorema, mostra uma estimativa existente para o nimero de condigao
de N;. Para conseguir este resultado, sera utilizado o seguinte lema, que decorre

imediatamente do Lema 2.3:

Lema 2.4. Se A ¢ simétrica definida positiva, entdo para quaisquer que sejam
reER™, yeR™ el >0, vale

2|z By| < 0zT Az + %yTBTA‘lBy

Demonstracdo. Segue do Lema 2.3, com X = A2z ¢ R"eY = A~'/?2By cR*. O

Teorema 2.5. Se A € simétrica definida positiva, B de posto completo e 3 > 0,
ent@o N1 € simétrica definida positiva. Além disso, se A\, e Ay s@o o menor e
o maior autovalor de A, e p, e py o menor e o maior autovalor de BTA™'B,
respectivamente, entao uma cota superior para k(N1), o numero de condigdo de Ny,

s

é
1+6

1—-6

K(N1) = K(A),

onde

_ \/47'M + (aty — 1)2 + (amar — 1)

= 5 ,

b= VAT + (@ — 1)2 — (am — 1)
= 5 ’

0
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Hnr Hm
™ =75 €Tm = 17—

/\I\/I ' /\m. .

Demonstragdo. Ver [WGCYO08]. Seja A um autovalor de N; associado ao autovetor
unitério z = (z",y")". Entdo 2" Nyz = A\2Tz = A, Denotandoa = f+1> 1, ¢

desenvolvendo o produto z' N, z, segue que
A=zx"Az + 22" By +ay BTA™1By. (2.1)

Como A é simétrica definida positiva, o Lema 2.4 garante que para qualquer

# > 0 h& uma limitagao superior para o termo 2 lﬂ;TBy’ da qual resulta

1
AN<aTAz + <9.’L‘TA.7: + —g—yTBTA“lBy) +ay ' BTA™'By

1
=(1+6)z" Az + (a + 5) y' BT A By
1
< (1 + 9)/\1\,1.7}Tf13 + (Q’ + 5) ,uMyTy. (22)

Novamente a partir da Equagao 2.1 e do Lema 2.4, obtém-se de forma andloga

que para 0 > 0 arbitrario vale:

A>(1—0)z" Az + (a - %) y'BTA™'By

>(1— é)/\m.’ETZE + (a - %) Ly Y. (2.3)

Caso y = 0, a Equagao 2.1 torna-se simplesmente A = a7 Az, donde segue A > 0.

Caso contrario, para = 1, resulta
A> (a=1)ppy'y > 0.

Isto comprova que todos os autovalores de N; sao positivos e consequentemente esta
matriz é simétrica definida positiva.

Por outro lado, se em 2.2 for escolhido # de modo que

1 .
(1 + 9)/\1\,[ = (Q’+ ‘9‘) M, (24)

a limitagao superior para os autovalores de /N; se torna
A < (1 + 9)/\/\,[ ({ET.’E + yle) = (1 + 9)/\/v[,

pois z tem norma unitaria.
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Analogamente, se em 2.3 for escolhido 6 de modo que

~ 1
(1=0)Ap = (a — 5) o (2.5)
a limitacao inferior para os autovalores de N, passa a ser simplesmente
A> (1=, (zTz+y"y) = (1 -0\,

Assim,

e portanto, lembrando que k(N;) = :\\""’—"((:Vvl)l‘
min 1
1+6 )\M
Ny) = ———.
SN =TT

Uma vez que § e 6 foram escolhidos de modo que 2.4 e 2.5 sejam validas, tem-se

1
0=5— [\/4/\A4/LA4 + (apn = A )? + (apin — /\M)} e (2.6)
M
~ 1
6= T [\/4/\mum + (@b — Am)? = (Qptyn — /\m)] < 1. (2.7)
Denotando 7y = /\Lj‘\; e Ty = /\L:Z, e fazendo as simplificagbes necessérias, seguem

as expressoes mais sucintas para 6 e 6:

_ \/4TM + (O’TM — 1)2+ (CYTM — 1)

0
2 )

VAT, + (atm — 1)2 = (ar, — 1)

0= 5

EI

Uma vez que para diferentes escolhas de o > 1 tem-se valores distintos para
o coeficiente %g, pode-se escolher @ de modo que este coeficiente seja o menor

possivel, ou seja, tomar o como

) {1+9} .oy — 14 /Ay + (amy — 1)2
O = Quip = Min{ —— » = min .
o>l (1 -0 1 Ty 4+ 1 — /AT + (a7, — 1)2




Capitulo 3
Precondicionador 2

Neste capitulo, € estudado o segundo precondicionador apresentado em [WGCY08].
Conforme seréa mostrado na préoxima segao, a matriz Ny associada a este sistema é
simétrica e definida positiva. Mais adiante, o Teorema 3.2 fornece uma expressao
para os autovalores da matriz Ny, e determina o nimero de condigao desta matriz.

Supondo que A é simétrica e definida postiva e tomando o > 0, obtém-se o

precondicionador T para o problema 1.6, escolhendo da seguinte maneira:

A 0
Ty = | .
? (BTA-2+a(BTA—1,B)—1BTA—1 —a(BTA-lB)—1>

Deste modo, ao multiplicar a matriz do problema original por T5 obtém-se

v (A BY_( 1 A-1B
2T\ BT o) \BTA! BTA2B4all’

e o sistema resultante é

1 AR AN Ap
BTA™' BTA2B+al) \y] \BTA%p+a(BTA'B)" (BTA 'p—¢q)/

3.1 Positividade do novo sistema

Lema 3.1. Sendo A simétrica e definida postiva e o > 0, a matriz Ny = ToM €

simétrica e definida positiva.

Demonstragiao. Ver [WGCYO08]. A matriz N, é obviamente simétrica, entao resta
mostrar que é definida positiva. Isto serd feito provando que os autovalores desta
matriz sao positivos. De fato, se A é um autovalor de N; associado ao autovetor

(z7,y")T, entdo por definigio tem-se

I A-'B T\ T
BTA™Y BTA2B+al) \y) ~\y/’

12
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donde
T+ A™'By = Az
BTA 2+ BTA?2By4+ay = My’
Se A # 1, pode-se escrever x em termos de y a partir da primeira equagao,
obtendo

1
r=—_A"'By.
TN y

Substituindo esta expressao na segunda equagao resulta

1

BTA™! [ﬁA—lBy] + BTA?By = (A — )y,

e multiplicando ambos 0os membros por A — 1 # 0, tem-se:
[BTAT2B+(A—1)(BTA?B)|y = (A= 1)(A - o)y,

ou seja,
ABTAEB)y= (A= 1)(A - a)y.

Sendo . um autovalor de BT A=2 B, associado ao autovetor y, se deduz a seguinte
equagao em A:
A=A=1)(A—a).

Disto se conclui que A = % <1 +a+pt \f(l +a+p)? - 4a>, que € positivo para
quaisquer o > 0 e > 0.
O

3.2 Propriedades espectrais e nimero de condigao

Teorema 3.2. Suponha que A ¢é simétrica e definida positiva, e que B tem posto

completo. Se a > 1 e A € um dos autovalores de Ny, entao

1. A=1 ou)\:%(1+a+ui \/(1+a+p,)2—4a>, onde > 0 € um autova-
lor de BTA™%B.

2. Se fi,, € o raio espectral de BT A™2B, entdo

A< t(l+atp+ VI +atp)?—4a) e 51)
A > Mltadp,— VO +a+ ) —da '
3. O numero de condicdo de Ny €
1 2
/<,(N2):4—a<1+a+un+\[(1+a+/x,n)2—4a) . (3.2)



CAPITULO 3. PRECONDICIONADOR 2 14

Demonstragao. Ver [WGCY08]. Considere as fungoes f e g definidas por

l+a+z+/(l+a+a)2—4da) e
(3.3)

S~
N fre
2 &
e
I
N = N|=—

l+a+a—+/(1+a+7)—4da

A primeira afirmacao deste teorema é uma consequéncia imediata da prova apresen-
tada para o Lema 3.1.

Para demonstrar a segunda, observe que em cada z tem-se g(z) < f(z). Além
disso, para « > 1, f é crescente e g é decrescente em relagao a x.

De fato, tem-se:

1 l+a+z
fla) =5+ >0
2 2/(1+a+z)?—4do
© 2
g(z) = 2 < 0.

I+a+z+/0I+a+2)?2-4a)/(1+a+2z)?—4a

Assim, se 0 < 1y < ... < p, sdo os autovalores da matriz BT A~2B, entao

glpn) < oo <glpn) < fl) <00 < flpm)-

Isto garante que os autovalores de N, que forem distintos de 1 satisfazem a
desigualdade 3.1. Além disso, o caso A = 1 ¢é imediato, j& que a hipétese o > 1
implica

—2u

<0, e
~14+p+a+/(1+a+p?-da

glp) —1=

_1 , 1 / 12_4,
) — 1= +p+a+\/; ta+p)—da

Finalmente, uma vez provadas as desigualdades que aparecem em 3.1, e lem-

’\max(Nz)

3 tem-se
min(Ng)

brando que k(Ny) =

k(Ny) =

Substituindo as expressoes para f e g, resulta:

1t atpa+ VO +a+p,)? —da
1+O"+,“‘n_\/(1+a+/1'n)2_4a.

K,(NQ

Multiplicando o numerador e o denominador pela expressao do numerador, segue:

2
(1 +a+ pn + (L + o+ pn)? - 40:)
(T4 a4 pn)’ = [(1+ o+ pn)? — 40]

k(Ny) =

J
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ou seja,

1 2
K(Ng) = To <1+a+un+ \/(1+a+,u,n)2—4a> .

OJ

Corolario 3.3. Se u, € o raio espectral de BT A=2B, entdo o valor étimo para o

parametro « € ag = pn + 1 > 1 e para este valor de o tem-se

K(N2) = 2ptn + 1+ 23/ in(in + 1) (3.4)
€
1 1 Ln
c e < () (14 ) <2 +1) (35)
2 1+ [Lll Hn +1
Hn

Demonstragdo. Ver [WGCY08]. Por 3.2, o nimero de condicdo da matriz N, é uma
fungao do parametro «. Logo, seu valor minimo é obtido quando a derivada em

relagao a « for nula. Mas

2
(1 +atpin+ V0 +at+ ) — 4a>
402\ /(1 + a + p,)? — 4o

K () = (@ =1 pm),

entdo k'(ag) = 0 se, e somente se, ag = fi, + 1

Ao substituir ag na expressao 3.2, segue

w(Ny) = (14 G+ 1)+ i+ VO G+ 1) i — A +1))

4(pm + 1)

Simplificando a expressao no segundo membro, obtém-se

R(Ny) = (G + 1)+ Vil 1))

2(pn +1)

Desenvolvendo a expressao que estd elevada ao quadrado, resulta

(fin + 1)% 4+ 2(pn + 1)/ pin(pin + 1) + pn(pen + 1)
2(pn + 1)

K(Ny) =

e cancelando as varias ocorréncias de (p, + 1) segue

n 1 2 ' n 1 'n.
K(Nz):(u#r )+ 2y pnpin + 1) + |

donde resulta 3.4. Substituindo «p = 4, + 1 nas expressoes de f e g, segue de 3.1:

L4 o — V(e + 1) S A< T4 pi + Vi (ptn + 1),

Manipulando estas desigualdades, resulta 3.5.



Capitulo 4
Precondicionador 3

O terceiro precondicionador apresentado em [WGCY08] para o problema 1.6 resulta
escolhendo um parametro o > ﬁ > 0, onde \,, € o menor autovalor da matriz A.

Define-se entao T3 da seguinte forma:

Ao multiplicar a matriz do problema original por T3 obtém-se:

Ne =T A BY aA?—- A «aAB-B
BT ABT 0) \aBTA—-BT aB™B |’

e o sistema resultante ¢

aA*~A aAB-B\ (z\ [ adAp-p
aB"TA-B" aB'B Y aBTp—q)
A matriz N3 associada a este sistema é simétrica e definida positiva, conforme

sera demonstrado na proxima secao.

4.1 Propriedades espectrais

Lema 4.1. Seja A uma matriz simétrica e definida positiva e B uma matriz de posto
completo. Se a > 1/ A\, (A) (o menor autovalor de A), entdo a matriz N3 = T3M €

simétrica e definida positiva e 0s autovalores de aA? — A sdo a);(A)? — \;i(A) > 0.

Demonstragao. Ver [WGCYO08|. A matriz N3 é simétrica definida positiva pois pode

ser escrita na forma N3 = LLT, onde L é a matriz
Ly 0

L= )
Ll L2

16
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cujas entradas da diagonal sao estritamente positivas. De fato, para que tal decom-

posicao de Nj seja possivel, é preciso que

aA’*— A  aAB- B\ (L] LoL{
<aBTA -BT aB'B ) a (Lng L]LT+L2L2T> '

Sendo @ > 1/A\,(A), a matriz aA? — A, que corresponde ao bloco (1,1) de
N3, é simétrica e definida positiva, e portanto admite a decomposigao de Cholesky
LoLy = aA? — A= A(aA - 1I).

Além disso, como B tem posto completo, a matriz BT A~! B é simétrica e definida

positiva e consequentemente possui decomposicao de Cholesky L,L) = BT A™'B.

Deste modo, se for tomado L; = BT (aA — I)LaT, resultaréa
LiLy =[BT (@A~ 1Ly Ly = B (aA—1)=aB"A-B'
T T T T
LoL{ = (L1Ly) = (aB'A-B') =aAB-B
L] + Ll = [BT(aA — 1) L5 "] [BT(aA N+ [BTATB]
= [BT(aA = N)] [LoLg] ™ (@A~ 1)B+BTA™'B

=B" [(aA—D)(A(cA=1))(aA-1)+ AT B
=B [A N @A-1)+ A B=aB"B.

Finalmente, se A é um autovalor de A associado ao autovetor x, entao:
(@A? — Az = oA’ — Av = aA(Xz) — Az = arXlz — Ao = (A — M)z,

ou seja, aA? — X é um autovalor de aA? ~ A, também associado a z. O
Lema 4.2. Dados o« > 1/A\,(A) e N3 = T3M, valem os sequintes resultados:

1. Se X é wm autovalor de A associado ao autovetor x € ker(B'), entdo

N3 <0> = /\(CL’/\ - 1) <0> R

ou seja, A(aX — 1) é um autovalor de Ns.
2. Sez=(z",y")" € um autovetor de N3, entdo x # 0.

Demonstragao. Ver [WGCYO08]. Em primeiro lugar, se A é um autovalor de A
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associado ao autovetor x € ker(BT), entdo

A (@A-DNAz \ [ MaA-1I)z
“\o aBTAz—BTz)  \XaBTz— BTz

_ AMAa - 1)z — (a1 x (4.1)
0 0/)’

donde A(Aa — 1) é um autovalor de Nj.
Em segundo lugar, se u fosse um autovalor de N3 associado a algum vetor da

forma z = (0,y")", entdo:

(@A—1)By = 0
aB"By = py

Consequentemente, ja que A — I é invertivel e B tem posto completo, da pri-
meira igualdade se concluiria que y = 0. Mas isto nao ¢é possivel, pois todo autovetor
é nao-nulo.

O

4.2 Estimativa do nimero de condigao

Teorema 4.3. Sejam A\, = A\n(A) € Ay = Ay (A) o menor e o maior autovalor
de A, e 0, = opn(B) e oy = oy(B) o menor e o maior valor singular de B,
respectivamente. Se o > 1/\,,, entdo tem-se a sequinte limitacdo para o nimero de
condi¢do de N3

k(N3) = vr(B)?,

sendo .
B Ol +1

0af—1

uma fungao de o, € 0 ¢ 0 dados por

_ \/[TCY/\M — 1))\]\,[ - CYU%,I]Q -+ 4(0!/\1\/[ - 1)20'%,1 - [(CZ/\M - 1)/\1\4 - aa%,,] p

0 2(0‘)\1\,{ - 1)2
G — (@A — DA — a0, + /[(@dm, — DA — a2 ]? + 4(a), — 1)202,

2(ar, — 1)?

Demonstra¢ao. Ver [WGCY08]. Seja A um autovalor de N3 associado ao autovetor

unitario z = (z7,y")7. Entdo 27 N3z = A2Tz = A, ou ainda
A==z (aA - 1NAz+ 22" (aA - I)By+ay' B' By. (4.2)

Como oA — I é simétrica e definida positiva (pois por hipdtese o > 1/A,,), o



CAPITULO 4. PRECONDICIONADOR 3 19

Lema 2.4 garante que para qualquer § > 0 ha uma limitagdo superior para o termo

2|z (aA - I)By| da qual resulta
1
A< aT(aA —T)Az + (t%T(aA — I’z + ayTBTBy> +ay' BT By

1
< [(CY/\M — 1))\1\/1 + 9(@)\1\4 — 1)2] IET.’C + U%,[ |:O€ + 5} yTy. (43)

Novamente, a partir da Equacao 4.2, obtém-se do Lema 2.4 de forma analoga

que para 6 > 0 arbitrario, vale

A>z" (A — DAz — 027 (aA — )% [ %—F } y' BT By
> [(a)\m — DA — Oladn, fc T+ 02 [ } (4.4)
Se em 4.3 for escolhido € de modo que
2 2 |1
(C},’/\M — 1)/\1\/1 + 9(04/\1\,1 — 1) =0y |:§ -+ a] (45)

a limitagdo superior para os autovalores de N3 se torna
2 N 2 S 1
A <oy atg (z'z+y'y) =0, at+ ol

pois z tem norma unitaria.

Analogamente, se for escolhido 6 de modo que em 4.4 se tenha

1
\> ol [a - :] (IT’L’ + yTy) =02, [a - 5}
Assim,
1
Om {a—g] <A< o% [a-&-g],
e portanto
k(N3) = yr(B)?
onde
(9 af +1
T af—1

Os valores de 6 e 6 sdo obtidos a partir das condigoes 4.5 e 4.6, das quais se
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deduz que

\/T(CE)\M - 1))\M - 61’0'12\,,}2 + 4(0’)\M - 1)20%4 - [(a/\M - 1))\]\4 — O/.O?\,[]

g —
Aahy — 1) (4.7)
i VI@An = DA — a2 ]2 + d(adm, — D202, + [(adm — DAy, — ao? ] 18
2(a, —1)2 (48)
J

Lema 4.4. Sejam >0 e f,g: RY — R definidas por

flw,y) = (az = 1)z — ay + V[(ew — 1)z — ay]? + dy(az — 1) ¢

g(z,y) = (ax — 1)z — ay — /[(ax — 1)z — ay]? + 4y(az — 1).

Entao para quaisquer x e y satisfazendo cx —1 > 0 e ay > %,

crescente em ambas as varidaveis, enquanto g é decrescente em ambas as varidveis.

a fungdo f ¢é

Demonstragao. Ver [WGCY08]. Basta observar que para @ e y sob as condigoes do

lema, as derivadas parciais de f verificam as seguintes desigualdades:

of ) = Yo — (2ax — )[(az — 1)z + ay] 0c
o (z,y) =20z — 1+ o=+ ol = d3ar =T >0e
af ) = (az —3/2)? + (ay — 1/2)(ay + 1/2)
33/(( )=t Vilez — Dz + ay]? — dy(az — 1) >0

Analogamente, com relagao a fungao g, tem-se as seguintes inequagoes:

dg (ox — D)z + ay
9 (5, 9) = 20z — 1) [1 - <0
ax(r y)=2av—1) Vilez — Dz + ay]? — 4y(az — 1) ¢
Aot — 2,
@(m,y) _ (ax — 1)y — 1) <0,
dy h(z,y)/[(az — 1)z + ay]? — dy(az — 1)
sendo que

Wz, y) = af(az — 1)z + ay] — 2(ax — 1) + /[(ax — 1)z + ay]? — 4y{az — 1) > 0.

d

Teorema 4.5. Sejam A € R™ ™ simétrica definida positiva e B € R™*™ de posto
completo, com m > n. Considere \,, = A\n(A) € Ay = Ay (A) 0 menor e o maior
autovalor de A, ¢ 0., = 0,,(B) e oy = oy (B) 0 menor e o maior valor singular de
B, respectivamente. Se o > max{1/A,,1/(20,,)} > 0, entdo o nimero de condigao

de N3, em termos das fungoes [ e g definidas no lema anterior, é dado por

f(/\MaU%/f)

k(N3) = .
M) = R o2,)
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Demonstragao. Ver [WGCYO08]. Dado um autovalor A de N3 associado ao autovetor

(x7,y")7, tem-se por definicdo

(aA-—1)A (aA-1)B\ [z .\ (®
BT (aA~1) aB™B vy T \y)’

(@A —-1)(Az+ By) = Xz
BT[(aA -~ Dz +aBy] = My

donde

Como oA — I é invertivel, a primeira destas equagoes fornece:
Az + By = MaA - ) 'z, (4.9)

Por outro lado, rescrevendo a segunda equagao e substituindo os termo Az + By

pela expressao 4.9, resulta
My = B'[a(Az + By) — 2] = B [aA(ad — )7z — .

Considerando novamente a primeira das duas equagoes, se ambos os seus mem-
bros forem multiplicados por A, surge o termo Ay, que pode ser trocado pela ex-

pressao anterior resultando em:

MaA = DAz + (aA — 1)B(\y)
MaA = NAz + (aA - 1)B (B [aA(aA — 1)z — q])
= [MaA - DNA+aXeA —1)BB (aA—1)"" = (@A - 1)BB | z. (4.10)

Multiplicando a equacdo anterior a esquerda por (aA — I)71/2 e adotando a

~1/2

notagéo z = (A — I)~'/%x, resulta

Nz =[(aAd —D)'*(AA = BBT) (@A — )'* + aX(@A — I)'?BBT (ad — 1)7'/?] .

Transpondo ambos os membros, multiplicando por z e dividindo tudo por 27z,
obtém-se
A= Ac(z) — m(z),
onde
2T (@A — DV2A(A = )22 + az" (@A ~ )'2BBT (aA — 1)71/2;
c(z) = =
2z
e

2" (aA - )'2BBT(aA — I)1/?2

2Tz

m(z) =
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A equagao quadratica para o autovalor A é equivalente a
27 [N+ M—c(2) + m(z)] 2 = 0.
Portanto, conforme (3.16) no trabalho de [TMO01]}, tem-se:

c(z) £ \/c*(z) — 4m(=2)
5 :

A=

(4.11)

Comparando a Equagao 4.11 com as fungdes f e g definidas no Lema 4.4, nota-se
que se ¢(z) for trocado por (az — 1)z —ay e m(z) por (ax —1)y, entdo A = f(z,y)/2
ou X = g(z,y)/2.

Mas

(@A — DA < (@A — DA + a0 = f(Am,02) < c(2)
v AvzT (@A~ Dz 2T(aA—1)?BBT(aA - )\
04

T 2Tz 2Tz 2Tz
< (CY/\M - 1)/\1\/] < (CY/\M - 1)/\1\,[ + OZO'?W (412)
© TBBTz2"(aA - 1)
T vz (aA—1)z
< (ahm — 1)o2 < = < (ay — 1)o?,.
0< (O[ : )Um = m(z) - 2T o = (a M )UM
Entao, como pelo Lema 4.4 tem-se
9(/\1\1;0?\/1) <A< f(/\M,U/Qw)
e segue

f(/\l\/fao-?\/j)

k(N3) = )
(3) Q(AM,U%//)



Capitulo 5

Novo precondicionador ST

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se um novo precondicionador baseado na decomposicao
ST. Conforme sera visto, ele inclui como casos particulares os precondicionadores
11 e T3 discutidos nos capitulos anteriores.

A sua construgao é feita considerando um parametro § > 0 e uma matriz S.

X 0 AS—pI 0
T4 = == .
Y 7 BTS —BI
Deste modo

vy [AS=BI 0 A B\ [ A(SA-BI) (AS-pDB
YT BT 1) \BT o) \BT(SA-pBI) BTSB |

Define-se entao:

Demonstra-se nas proximas segoes que, com este precondicionador, o sistema
resultante deixa de ser indefinido: Conforme o Teorema 5.1, a matriz N4 é simétrica

e definida positiva.

Teorema 5.1. Se S € uma matriz simétrica definida positiva, e 3 > 0 é uma cons-

tante tal que ASA — BA € definida positiva, entdo Ny é simétrica definida positiva.

Demonstraggo. Ver [Yua07]. Uma vez que ASA — BA é simétrica definida posi-
tiva, existe Lo tal que LoLj = ASA — BA, e por motivo andlogo, pode-se escrever
LyLy = BBTA7'B.

Entao, é possivel escrever

A(SA—-BI) (AS—-pNB\ (L 0\ (LI LT

(BT(SA—[H) BTSB ) -\ L2>'<o LJ)
LoL{  LoLT
LiLy LiL] + L,Ly )

(5.1)

De fato, para que L; L) = BT(SA — BI), basta tomar L, = BT(SA — BI)L; .

23
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Com estas escolhas, segue também a igualdade L,L] + LoLJ = BT SB, bastando
substituir as expressoes para Lg, L1 € Ly em LlLT + LZL;. Concluindo a demons-
tracao.

O

A seguir, é apresentado um lema que mostra a relagao entre os autovalores do

matriz N4 € os autovalores do bloco A e da matriz S.

Lema 5.2. Se S € uma matriz simétrica definida positiva, e 3 > 0 é tal que AS — (1

¢ nao-singular, entao:

1. Se A é um autovalor de A, e p um autovalor de AS, ambos associados ao

autovetor © € ker BT, entdo

Ny <0> = Ap = B) (O) )

ou seja, A(pp — ) € um autovalor de Ny.

2. Se B tem posto completo e z = (x',y")T € um autovetor de Ny, entdo x # 0.

Demonstragdo. Ver [Yua07]. Em primeiro lugar, se A é um autovalor de A associado

ao autovetor © € ker BT, entédo
(AS — BIYAx = MN(AS — )z = MASz — \bx = Mp — p)z.

Analogamente, mostra-se que B'(SA — 3I)x = 0. Portanto, A( — ) é um
autovalor de Ny.
Em segundo lugar, se v fosse um autovalor de Vy associado a algum vetor da

forma z = (0,y7)", entdo:

(AS—-p0HBy = 0
BTSBy = vy

Consequentemente, ja que AS — (1 é nao-singular e B tem posto completo, da
primeira igualdade concluir-se-ia que y = 0. Mas isto nao é possivel, pois todo

autovetor é nao-nulo. O
Seja z = (7:) um autovetor unitario de Ny, associado ao autovalor . Entao
Y
T A(SA -1 AS - BB\ {:
a=i"Nz= (o y) (s4~p1) (AS—pnBY (=)
BT(SA - jI) BTSB Y

ou seja,
a=x"A(SA - Bz +2:"(AS — BBy +y' (BT SB)y.
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Uma vez que os autovalores da nova matriz sao dados pela equagao anterior,
pode-se obter diferentes estimativas para o nimero de condicao, utilizando o Lema
2.3 com escolhas de X e Y adequadas para que se tenha XY = z"(AS — 3I)By.
Esta expressao é justamente a parcela do meio em 5.1, e é a Unica parcela envolvendo
tanto x quanto y.

Os préximos lemas apresentam as desiguladades que resultam de trés escolhas

possiveis para X e Y.

Lema 5.3. Para quaisquer que sejam x € R", y € R™ e 6 > 0, vale
1
2|x"(AS — BI)By| < 02T (AS — BI)(SA — BI)z + EyTBTBy.

Demonstragao. Basta usar o Lema 2.3, com X = (SA—(3l)z e Y = By. O

Lema 5.4. Se S € simétrica definida positiva, entdo para quaisquer que sejam
xeR" yeR™ el >0, vale

2|¢"(AS — BI)By| < 627 (AS — BI)S™H(SA — )z + %yTBTSBy.

Demonstragdo. Basta usar o Lema 2.3, com X = S™V2(SA — )z e Y = S'/2By.
O

Lema 5.5. Se A € simétrica definida positiva, entGo para quaisquer que sejam
xR, yeR™ el >0, vale

2|2 (AS — BI)By| < 02" (AS — BI)A(SA — BI)z + %yTBTA_lBy.

Demonstragdo. Basta usar o Lema 2.3, com X = AY2(SA — BNz eY = A"Y/2By.
]

Uma vez estabelecidos estes lemas, nas proximas segoes serao deduzidas estima-

tivas para o ndmero de condicao da matriz /N4, usando as desigualdades obtidas.

5.2 Primeira estimativa

Teorema 5.6. Considere A, € A\yy 0 menor e o mator autovalores da matriz simétrica
e definida positiva A € R™ ™, ., e piar 0 menor e o maior autovalores de S € RmX™
e o, €0y 0 menor e 0 maior valores singulares da matriz de posto cheio B € R™*™,
respectivamente. Se 3 > 0 € tal que SA — (1 € definida positiva, entdo o nimero de

condicdo de Ny verifica

k(Na) < K(B)*1(B),

par+ gl ] 5~ ~ -
onde f(3) = um_f((l_ﬁ)) = g%ﬁ""ﬂ, e e sao dados pelas equagoes 5.3 e 5.4, respec-
0(8 m

tivamente.
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Demonstrag¢ao. Usando o Lema 5.3 na expressao para o, obtém-se a seguinte li-

mitagao superior:
1
a <z A(SA - Bz + (eng(As — BI)(SA - )z + ayTBTBy> +y"(BTSB)y
que pode ser reescrita como:

a<az' (A+60(AS —pBN)(SA—- BNz +y BT (S + %1) By

e a seguinte limitacao inferior:

a>az" (A—0(AS —BD)(SA—pI)z+y BT (S - %I) By.

Em termos dos menores e maiores autovalores de A e S (ou seja, A\, Apry o, fiars
respectivamente), e dos valores singulares de B (denotados por o, e o)) resultam

as desigualdades:

1
a < (An + 00w = B)) Aupins — B)a"x + o3y <MM + 5) y'ye

@2 080t = B)3" + T AL = 8)(54 = 1)+ 0 (s~ 5 ) oy

Esta ultima pode ser rescrita, considerando que

wT Al —0S)(SA - )z =
[a] AY2(SA = B2 (SA = BI)™V2(I — 6S)(SA — BI)'? [(SA = BI)'? A7 ay]

onde z; = A%z, obtendo-se entio:

1
o2 (gﬁ(/\mﬂ'm - /3) + ’\m(/\m/v"m - ﬂ)(l - 0”1\'1)) z'T+ 013;, (:U'm - 5) yTy

2 (OOt = 8) = 000wt = 8)Ooias = 85"+ 0% (i = 3 ) 470 (52)

Igualando os coeficientes de 7w e de y 'y na limitagdo superior, obtém-se

v+ \/l/2 + 40'12\,1(/\1\,[/1,1\4 - ﬁ)Q
2(Anpinr — B)? ’

onde v = A8 + (0%, — A3,) i, € igualando tais coeficientes na limitagao inferior,

0 =0(0) = (5:3)

segue

— n + \/772 + 40’72n,(Am,,ufm - IB)(/\m,U'M' — ﬂ)

6 = 6(p) 2ontirn — B) Contins — ) ’

(5.4)
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sendo = A+ (02, = A2) fim.

Deste modo, como 2z =za'e+ yTy = 1, o autovalor « satisfaz as seguintes

desigualdades:
1
Om <Nm - f) <a<oy (#M + 5)
Logo,
o (par + %
o) < U 0) ),
g (/u’m, - 5)
onde f(f) = AL = Gt O
.U‘m—g(iﬂj 6 Opum—1"

Na pratica, o mais interessante € escolher (calcular) # de modo que o valor do
coeficiente f(f) seja tdo pequeno quanto possivel, garantindo, porém, que com tal
escolha AS — (I ainda seja simétrica definida positiva.

Introduzindo as notagoes

IR
n= Ea:u = U_n;’
oM - Om N Om
" it =B Xt =B A =8 °
_ Ambm —
Ampirr —

tem-se as seguintes expressoes para 6 e 6:

= % [(TMM — 1) £V (Tpar — p)? + 4]

§ = % [(mm — ) £ /(i — ) + 41/] .

Se fosse possivel trocar py por phy, nas féormulas para 7 e v, resultaria 7 = 7 e

v =1, e a expressao para § tornar-se-ia simplesmente:

0= |(Frim — i) £ v/ (Friom = 7 4]

NN

5.3 Segunda estimativa

Teorema 5.7. Considere Ay, € Ay 0 menor e o maior autovalores de A € R™*™,
Um € iy 0 menor e o maior autovalores da matriz simétrica e definida positiva
S € R™™ e g, e oy o menor e o maior valores singulares de B € R™*™ res-
pectivamente. Se 3 > 0 € tal que SA — BI ¢ definida positiva, entdo, o nimero de

condicao de Ny verifica
K(N1) < g(B)(B)*k(S),
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onde g(f3) = g% é uma funcio de B, e 0 e 0 sdo dados pelas equagies 5.6 e 5.7,

respectivamente.

Demonstrag¢ao. Usando o Lema 5.4 na expressao para c, obtém-se

a< zTA(SA - BD)x+ (02T (AS - B)S™'(SA — Bl)x + Ly BTSBy) (5.5)
+y (BT SB)y, |

ou seja,
a<a (A+0(AS - BNS™)(SA-pBz+y' B' (1 + %) SBy.
Além disso, a outra limitacéo é
a>z (A-0(AS—pBNSY) (SA-pBNz+y BT (1 - %) SBy.

Em termos dos autovalores, a limitacao superior é assim:

AMUPUM — 1
87 S (/\M + GM) (,U,M/\]\,[ - ﬂ)'LT’L + 0'}2\,1/141\// (1 + 5) yTy

.

J& a limitagao inferior pode ser obtida considerando que
1
o> 57 (A= 0(AS = B1)S7) (SA = A1) + 0 i (1 - 5) JTy

e que

v’ (A—0(AS—BNS™) (SA—pBNz==a" (68S™" + (1 - 0)A) (SA - BI)z.

Donde

1

o> (/\m + 9(£ — )\m)> (HmAm — ﬁ)a:TfE + 02 fim, (1 - —) y'y.
Hn 0

Igualando os coeficientes de " e de y 'y na limitacdo superior, obtém-se

v+ \/,/2 + 4oy penr (A par =B)?
0="5" 5 , (5.6)
2 (Ampns — B)

onde v = o3, pip = Ar( Ao — B) € igualando tais coeficientes na limitagao inferior,

segue

é B /\1\/] n -+ \/2 -+ 4012‘nllrm(ﬁ—/\vzl;:\1)(/\mllm—ﬂ) (5 7)
2 (ﬁ - /\m,/l'lw)(/\m,um - ﬁ) .
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sendo N = 02t — Am(Ampim — ). Consequentemente, o autovalor « verifica:

1 1
azn,um (1 — 5) <a< 012\,1/11\,[ (1 + 5) .

Logo,
9~0'2 p,M€+1 §6+1
(Ny) < - M o = B)?k(S) = B)?
(V) < G L So o B)R(S) = a(B)(BK(S),
onde g(3) = g% é uma fungéo de f3. O

Na prética, deve-se procurar um valor de  que torne g(f) tdo pequeno quanto
possivel, e S também deve ser escolhida com um nimero de condigao pequeno, de
modo que o nimero de condi¢ao do novo problema seja menor.

Com as notagoes

. /\M ~ /\m
H=— - )
ap Om
r= M o _Im s _Tm o
Ampins — 3 Anfban, — Ambbm — P
_ Ampbm — B
Ampors — 3

tem-se as seguintes expressoes para 6 e 6:

o, T
6= HT [(TMM — ) £ (Tpn — p)? + 4ﬁ(5)] e

il

23
2

0= [([w — ) £ \/(/],1/ — i) + 4K(”S)} .

5.4 Terceira estimativa

Teorema 5.8. Considere ji,, e pp 0 menor e o mator autovalores de S € R™ ™,
Sm € Sy 0 menor e o maior autovalores de BT ATIB € R™™, onde A é simétrica e
definida positiva. Se o, € opr $G0 menor e o maior valores singulares de B € R™*™,

respectivamente, entao o numero de condi¢ao de Ny verifica

2 S P
oypm + 5 Okl + sm

K(Ny) < = ,
(Na) < Tolim + 228 0 62 11,0 + 5,

onde 0 e 6 sao dados pelas equacdes 5.9 e 5.10, respectivamente.
Demonstracao. Usando a desigualdade do Lema 5.5 na expressao para «, segue

o< TA(SA = Bl)e+ (0aT(AS = BDA(SA— D+ jyT BTA By) o
+yT(BTSB)y, |
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ou ainda,

o<z (A+0(AS —BNA)(SA-pBNz+y BT (5 + %A—l) By.

Analogamente,
1
a>az' (A-0(AS —BNA)(SA—-pNz+y BT (S - EA”) By.
A primeira destas inequagoes resulta em
1
a < (A + O Oarpns — B)) (adm — B)x " + (012\4#1\/1 + §5M> y'y,
onde sy, é 0 maior autovalor do complemento de Schur BT A~ B. A segunda, implica
T 2 1 T
a > (A = O (At — B)) (BmAm — B)a T + | 0 btan, — asm Yy,

sendo s,, o menor autovalor de BT A~ B.

Igualando os coeficientes, obtém-se 8 e 8 tais que

Donde

2 SA n 2
< Onbkm +5H QUM;LMH + Sp

(V,
K( 4) U%,“/m'*‘

B 0 02 + sy

Igualando os coeficientes de 'z e de y 'y, tem-se as seguintes expressoes para

e .

2
y 1
0 = Tt fon - — 4
Avt(Appens — B) Ampar — 3
n [ Ok 1 ]2 44 Sm (5.9)
)\M(/\M,LLM - 5)2 /\M,U'M - ﬁ /\M(/\MI«LM - 5)2 .
e
~ 2 A 1
f=——Tmb ' +

/\m(/\m,um - ﬁ)z B j\; /\m,/l'm - ﬂ

02 fim Am 1 ]2 Sm
+ m —m_ — | +4 . 5.10
\/[/\m(/\m/«"m - ﬁ)Q /\M /\m/l'm - ﬁ /\m()‘mﬂ'm - ﬁ)Z ( )



Capitulo 6

Estimativa usando autovalores

quadrados

6.1 Um problema de autovalor quadrado

Além das propriedades estabelecidas no capitulo anteior, o sistema precondicionado
por Ty possui ainda uma propriedade adicional: Os autovalores da matriz N4 sao
solugoes de um problema de autovalor quadrado. Isto significa que se A é um auto-

valor de Ny, vale uma igualdade da forma
NT - MM+ 3C =0

O Teorema 6.1 estabelece de maneira precisa esta propriedade. A partir desta
igualdade, resulta do trabalho [I'MO01] uma expressido para os autovalores de Ny,
torna-se entao possivel obter uma quarta estimativa para o nimero de condicao de

Ny (e consequentemente de Ny e N3). Isto é feito logo apds o Teorema 6.1

Teorema 6.1. Se S € uma matriz simétrica definida positiva, § > 0 tal que AS — 1

¢ definida positiva e A um autovalor da matriz

[ A(SA-pI) (AS—BIB
"YU \BT(SA-pB1) BTSB )’

entdo A > 0 satisfaz a equagao
NI —AM +3C =0,
onde

M = (AS — BI)V2A(AS — BIY2 + (AS — BI)'/2BBTS(AS — pI)~1/2
C = (AS — BI)'/2BBT(AS — BI)!/?

31



CAPITULO 6. ESTIMATIVA USANDO AUTOVALORES QUADRADOS 32

Portanto:
)= m(z) £ v/m?(z) — 4c(2)B
- 5 7
com
m(z) = t(ts — 3) + sp
e

c(z) = (ts = B)u
sendo que t, s e ju sdo autovalores de A, S ¢ BB respectivamente.

Demonstragao. Ver [Yua07]. Dado um autovalor A de N, associado ao autovetor

(z7,y")T, tem-se por definicao
(AS—pNHA (AS-pBNB) [z\ N
BT(SA—8I) B'SB v/ T \y/’

(AS — I (Ax+ By) = Xz
BT[S(Az+ By) — Bz] = My

donde

Como AS — 31 é invertivel, pode-se isolar Az + By na primeira destas equagoes

e substituir na segunda, obtendo
Ay = BT[S[MAS — BI)'z] — Ba] = ABTS(AS — BI)" 'z — BB x.

Se na primeira das duas equagoes ambos os membros forem multiplicados por A,

surge o termo Ay, que pode ser trocacdo pela expressao anterior resultando em:

Az = (AS — BI) (M\Az + B (\y))
= (AS — BI) (Mz + B(AB"S(AS — pI)"'z — BB z))
= (AS = BI) (MM + ABBTS(AS — BI)™' = BBB") x. (6.1)

~1/2
?

Multiplicando a equagao anterior a esquerda por (AS — £I) e adotando a

notacio z = (AS — BI)~/2z, resulta

Nz =(AS = B [(AA = BBBT)(AS — BI)/* + ABBTS(AS — BI)™'/?] 2.

Transpondo ambos os membros, multiplicando por z e dividindo tudo por 2"z,
obtém-se
NzTz—X2"Mz+627Cz=0,
onde

M = (AS — BI)'2A(AS — BI)V? 4+ (AS — BDY?BBTS(AS — gI1)~/?
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e
C = (AS — BI)'?BBT(AS — BI)'/2.
portanto, conforme (3.16) no trabalho de [TMO1], tem-se:
)= 2(z)—4
A= Vmi(z) — 45c(z) (6.2)
2.
sendo
2"Mz  xTAzzT(AS —BI)z  z"(AS - BI)Y2BBTS(AS — BI)~1/%2
m(z) = = +
2Tz x'x zTz 2z
e
(2) = 2'Cz  «'BB'zz"(AS —pI)z
=TT T T e 2Tz )

Mas AS — B1 é semelhante a S/2AS5'/2 — BI, a0 mesmo tempo em que se tem
(AS — BI)Y2BBTS(AS — 31)~'/2 semelhante a SY?BBTS'Y2. Entao

AmAmSm — B) + Smpizy < m(2) < Ap(Asar — B) + supsy

(/\msm - ﬁ)ﬂ?n < C(Z) < ()‘MSM - ﬁ)/ﬁw;

onde s, e sy sao o0 menor e o0 maior autovalores de S.

Deste modo, pode-se tomar as seguintes funcoes:

m(z) = t(ts — B) + sp

co(z) = (ts — B)p.

Definam-se f e g como:

f(s,t,u)z%( ) + v/m2(z) — 4fc( )) e

o(s,t,) = 5 (m(2) — /2 () — 4Pel3) )

Uma vez que os autovalores da nova matriz V4 estao relacionados a estas fungoes,
e considerando que o nimero de condigao de uma matriz pode ser dado em termos
de seu maior e menor autovalor, é de interesse saber os valores maximo e minimo
das fungoes acima. Sendo assim, nos préoximos lemas serd analisado o crescimento

das duas fungoes em relacao a cada uma de suas variaveis.
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Figura 6.1: Grafico das fungoes f e g em relacao a variavel s, quando f=1,1 =1
e =2

Lema 6.2. As func¢ées f e g sao crescentes na variavel s, sempre que s > 0, t > 0,
w>0,8>0est—p03>0.

Antes de se proceder a prova propriamente dita, observe na Figura 6.1 um exem-
plo tipico dos graficos de [ e g em relagao a sua primeira variavel.
Com este exemplo em mente, pode-se seguir com a verificacao formal de que

estas fungoes sao crescentes.

Demonstrag¢do. Tem-se:

(st = N 1 ~ 1 )( 2) (Vimi(z) = 46e(2) + ”)‘2/)’%“))'

Considerando que 22(z) = (? + u > 0, segue:

dc
2 1000 V39 > 29

Se a expressao no segundo membro é negativa, entao a desigualdade acima é

—m(z2).

verificada trivialmente (uma vez que a raiz quadrada é sempre positiva). Caso

contrario, tem-se a seguinte equivaléncia:

oy e i
g(s,t,u) >0 e m?(z) — 4fc(2) > (Zﬁg:; - m(z)) :

ds

Deixando todos os termos no segundo membro e desenvolvendo a expressao re-
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sultante, obtém-se sucessivamente:

0> @ [2ﬁg§ - m(z)%%r + [4Bc(z) — m?(z)]
ds
0> 2/)’% — m(z)%—?]2 + (%—T) [48c(z) — m*(z)]
& 0> 40 (ﬁ (%)2—%%—7: (2 )+(%T—Z~'>2c(z)>, (6.3)

sendo que o ponto z onde sao calculadas as derivadas parciais fol omitido apenas
para simplicidade da notagao.

Dividindo por 403, e substituindo o valor de cada derivada parcial, resulta:

0> B(tp)? — (tp) (1 + w)[(t* + p)s — Bt] + (£ + p)*((ts — )]
& 0> (tp)’ + Ep(t? + p) — p(t® + p)*
& 0> (tp)? + (P — ult® + ) (° + )
& 0> (tn)® — p(t* + )

0> —p”. (6.4)

Como p > 0, esta ultima desigualdade é verdadeira, logo (s, t,p) > 0 e conse-
quentemente, f é crescente na variavel s.

Analogamente, tem-se

dg 1 aom dc
B = e )( (VPG =286 — () + 26,
donde:
0 e .
el tan) > 0.6 V(e —4Fele) =) > ~26 = ~20

ou seja, assim como no caso da funcao f, tem-se

0 2 ?
a—i(s,t,u) >0 < m?(2) — 48c(z) > <t2ﬁ_i/; - m(z)) .

Portanto, tem-se também %(s,f;,u) > 0 e a fungao g é crescente na variavel
S. U

Lema 6.3. Em relagdo a varidvel t, a fun¢do f é crescente e a fungdo g é:

3844/ B82+16s%
1. Crescente set € (ﬁ ——L);

4s

3041/ 82+1652u

2. Decrescente se t > P
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Figura 6.2: Gréfico das fungoes f e g em relagao a variavel ¢, quando 3 =9, s=25
ep=1

Para exemplificar o comportamento destas fungdes em relagao a segunda variavel,
observe-se o grafico mostrado Figura 6.2.

A demonstragao do lema é dada a seguir.

Demonstracao. Procedendo como no lema anterior, mas agora em relagao a variavel

t, obtém-se:

O (5,1, = 1 (5
o T o i (e) — ape(z)

(\/m2 Y )+m(z)>——2ﬂg%(z)>.

Lembrando que 22(z) = 2st — 3 = st + (st — B) > 0, segue:

’ de P dc . am .
O (5,1,11) > 0 45 \/2(2) — ABel?) > 20 2L — m(z) = 2Paul2) —le) o (2)
ot B (Z) Bt Z)

Se a expressao no segundo membro é negativa, entao a desigualdade acima é
verificada trivialmente (uma vez que a raiz quadrada é sempre positiva), para quais-
quer s > 0,4 >0, u>0ef >0 que satisfazem st — 3 > 0. Caso contrario, tem-se

a seguinte equivaléncia:

of 2 ’
a(s,t,p) > 0 m?(z) — 48c(z) > (2/6% - m(z)) ,
g o

ou ainda, depois de fazer cdlculos analogos aos que forneceram a desigualdade 6.3

o ) dcd om\*
a[/(s,l,u)>0©0>ﬁ<a§> —a—j—g ()+(8_T> c(2).

Consequentemente, calculando e substituindo na expresséao acima o valor de cada
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derivada parcial, e cancelando /3, segue:

0> f (s’ — spl2st — B[t(st — B) + sp) + (25t — B2 (st — Ay
& 0> s’ — s(2st — B)[t(st — B) + su] + (25t — B)* (st — B)
& 0> fs’p+ (2st — B) [—st(st — B) — s’ + (2st — B)(st — B)]
0> fs*u+ (25t — B) (st — B)((2st — B) — st) — s%u]
0> (s’ + (25t - ﬁ)[(sl—/)’Q—.SQ/J,]
& 0> fs°u+ (25t = f)(st — B)° — s°p(2st — f)
© 0> (25t — B)(st — B — s*u((25t — ) — )
& 0> (25t = B)(st — f) — 25°u
& 0> 2(st)? — 38st + B% — 25%p. (6.5)

Denotando p(t) = (2s*)t* — (38s)t + (5% — 2s*u), deve-se mostrar que p(t) < 0.

No entanto, é preciso considerar todos os valores de ¢ > 0 para os quais

e tais que st — > 0 (ou seja, t > max {O, g}), e somente eles.

Em primeiro lugar, se observa que

p(£) =) (2) - 69 (£) + 2 - 269 = 25t <0

Além disso, derivando a fungao p, tem-se
p'(t) = 4s*t — 3Ps,

Donde se conclui que a funcgao quadratica p é convexa e tem ponto de minimo

— 38 . 4 o ; . 38 W
em typ = 3=. Logo, p € crescente no intervalo (4—S,+oo), e em particular para os
valores de ¢ que tornam st — [ positivo, ou seja, t € (g, +00). Tem-se ainda que
p(t) < 0 sempre que o valor de ¢ estiver entre as duas raizes de p, ou seja, quando

t e (tl,tg), onde

1 1
b= 2 (30— VB + 165%) < FoL (38+ VB +165%0) = s,
4s s 4s
Resta saber se os valores de ¢t € (g, +00) para os quais vale

q(t) = 2[3— - 'rn%T—:— >0

sdo ou nao pontos que também estdo no intervalo (g,tg) = (£,400) N (t1,t). A

resposta é afirmativa e segue facilmente se for constatado que
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e ¢(2)>0,
e g é decrescente em (g, +00) €
hd q(”?) < O;

pois, neste caso, existe uma uUnica raiz {3 de ¢ em (ﬁ to) e portanto ¢ é positiva em

e
B 4
(5, t3).
Primeiramente,

q(é) — 2Bsp— (g (sg—ﬁ>+su) (%(f)—ﬂ) = fsp > 0.

Em segundo lugar, sendo

a(t) = 265 ~m T = 9fsyu — (1(st ~ ) + s50)(2st — ),

segue
q'(t) = — [(2st — B)* + 2s(t(ts — B) + sp)] < 0.

Logo, g ¢ decrescente em (g, +00).

Finalmente ¢(t2) < 0, pois

q(ta) = 2Bsp — [st; — Bty + su)(2sty — G).

Mas,
2
£ = 6192 <3ﬂ +VP 1632;1,) - é (5/52 + 36/ + 1652 + 832/1,) ,
donde

1
s-15— [ ta+ su =% <5ﬁ2 + 38/ 3? + 16521 + 832#)

’8 2 2
- <3ﬁ+ 3 + 165 u) + su

_168%u — %+ B/ 5% + 1652 (6.6)
B 8s ' ’

Além disso,
1
28ty — = 3 (/3 + V5 + 1632/1,) )

entao, substituindo e simplificando, resulta:

8s

2, _ 32 52,
a(ta) = 2Bspi — [168 p—p*+p ,/)’2—%-1()32;] [% (ﬁ‘f‘ /ﬁ2+1652’u>]

= —suy/ (% + 1652 < 0. (6.7)
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Analogamente ao que foi feito para a fungao f, deduz-se que

~ 2 AL
S 5tm)>0e Vm? = 4fe > m - 9p e = —0 =0

at D

ac . . .
Como antes, quando m — 2885 < 0, tem-se B > 0 e a ultima desigualdade ¢é

ot
trivialmente verdadeira, para quaisquer s > 0, ¢t > 0, v > 0 e [ que satisfazem

st — 3 > 0. Caso contrario, vale a seguinte equivaléncia:

0 ot

2 2
0 AR
—az(s,t,,u,)>0®m—4[)’c> m—2F5 ) = |20 —m| .
t

Observando que esta é a mesma equivaléncia que foi obtida no caso da fungao

f, segue:

dg, dc\®  Ocom om\?
a(s,i,,u)>0¢0>ﬁ(a> —55771(.2)—{-(——87) c(2).

Ao substituir na expressao acima o valor de cada derivada parcial, e fazendo as

simplifica¢oes, segue:

—g—‘?(s,t,u) >0e 0> (259)1% — (3Bs)t + (B8 — 28%) = p(t).

Mas
p(t) <0 & te (b, t),

onde

1 1
- = (35 VT 163%) < g <= (3ﬁ + VB 165%) = by,
entao, levando em consideracao que s > 0, ¢ >0, >0, > 0e st — 3> 0, tem-se

p

]
S

9,
—g(s,t,u) >0ete(

ot ta).

Observe que, por ser § > 0, tem-se ¢, > 0. Entao, hd tanto um intervalo de
crescimento quanto um intervalo de decrescimento para a func¢ao g em relagao a
t. (]

Lema 6.4. As fungdes f e g sdo crescentes na varidvel p, sempre que s > 0, £ > 0,
w>0,8>0est—[3>0.

Para se ter uma ideia do comportamento destas funcoes, agora em relacao a
terceira variavel, observe a Figura 6.3.

A prova do lema é dada adiante.
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Figura 6.3: Gréfico das fungoes f e g em relagao a variavel p, quando =5, s =8
et=1.

Demonstracao. Procedendo como nas segbes anteriores, deduz-se que

08 1) >0 /rEdfe > 9 = 20 MG
ou 54 ' om = om

on au

ac
Quando 284 — m < 0, a ultima desigualdade é trivialmente verdadeira para
quaisquer s > 0, ¢t > 0, v > 0 e # que satisfazem st — 3 > 0. Caso contrario, é valida

a seguinte equivaléncia:

of 2 i
5’/;(5,75,,11,) >0 < m?—4pc > <2ﬂ£ —m) .
) o

Além disso,

af, | ac\? Oc Om om\?

Calculando e substituindo na expressao acima os valores de m, ¢ e de cada

derivada parcial, segue:

0> st — B)? = [t(st — ) + spl(st — B)s + (st — F)pus?
& 0> (st — B)(Blst — B) — [t(st — B) + spils + 1s?)
& 0> (st — B)(B(st — B) — ts(st — B) — s*u + ps?)
0> (st — BB — ts)
0> (st — p)>. (6.8)

Logo, f é crescente em relagao a variavel u, sempre que s > 0, ¢t > 0, u > 0,
pf>0est—pF>0.
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Quanto a fungéo g, tem-se

Oc

9 o
8—9(5,‘I;,u) >0< /m?2—48c>m — 26;’" .
b Em

dc

Se m—244% < 0, tem-se 3 > 0 e a dltima desigualdade é trivialmente verdadeira,
para quaisquer s > 0, ¢t > 0, u > 0 e [ que satisfazem st — # > 0. Caso contrario,

vale a seguinte equivaléncia:
0 dc 2
L(s,t,1) > 00 m?—apc> (282 —m ) .
o G

Como esta é a mesma equivaléncia obtida no caso da fungao f, segue:

dg oc\*  OcOom om\*
Tt =y =27 -
au(s, ) >00>0 <0p,> o5 m(z) + (3N) c(z),

ou seja,
d
5—/%(8,1;,;1,) >0& 0> —(st—B)°.

Teorema 6.5. Considere

S1y...,8, >0 o0s autovalores de S, em ordem decrescente;
t1yeeytn >0 0s autovalores de A, em ordem decrescente;
Ly >0 08 valores singulares de BT B, em ordem decrescente.

Os autovalores da matriz Ny sao f(s,t, 1) ou g(s,t, 1), ondet, s e p sGo auto-
valores de A, S e BB respectivamente, ¢ tem-se:

384-+/82 2, B
e Set; € <ﬂ M)} entdo K = st tip) |

;’ 4sn g(anrn,Il'm) ’

364/ B2 +165% 1 ~ subig
o Set; > XV HwmIm op i g = Llrtum)

4sn g(snﬁtl,llfm) ’

Demonstrag¢do. Basta usar os lemas 6.2, 6.3 e 6.4. O

Conforme os lemas anteriores, apenas o comportamento de g em relagao a variavel
t é diferente dos demais. Mostrou-se que ela é crescente até certo ponto, depois sem-
pre decresce. Note que o valor méximo de g é menor que su. De fato, g(s,t, 1) < su,

pois caso contrario aconteceria

[6(ts — B) + sp) — 251 > /[l — ) + sul? — 4pp(ts — ).
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Disto resultaria

(t(ts — B) — su)® = [t(ts — B) + sul? — 4Bplts — ),

ou seja
—2t(ts — B)sp > 2t(ts — B)su — 4Bu(ts — B).

Cancelando 2(ts— 3)u, concluir-se-ia uma contradi¢ao com a hipdtese ts— 3 > 0.

Sendo assim, como ao estimar o nimero de condigao procura-se um valor minimo
para g, é de interesse saber quando é que g(s,f, 1) > k, para uma constante k dada.
Certamente isto s6 acontecera se k < sy, pelo exposto anteriormente.

O préximo lema fornece os pontos exatos onde o grafico de g corta a reta hori-

zontal de altura k.

Lema 6.6. Dada a fungdo g, definida por

g(s,t,p) = % ([t(ts = B) + sul = VIt(ts = B) + spl* — 4Pults — ﬂ)) :

se k < sp, entao g(s,t,pu) >k <t € (lo,to), onde

p(6,) = 5= [l + sm) = /IBTE — sw)Pe + 4F2s(k — )|

98,) = 5= U+ sp) + v/ T6k — s + 4R2s(k — sy

2ks

Demonstracdo. Tem-se

9(s,t,1) > k & [U(ts — B) + 5] — 2k > \/[ills — B) + syl? — 4Bults — B).
Isolando ¢, segue da desigualdade anterior que
g(s,t,p) > k<t € (to, to)

onde to = p(f3,s) e ty = p(f3, 5) sdo as raizes da equagao g(s,t, ) = k, dadas por

Blk + sp) = 1Bk — sp)? + 4k2s(k — sp)
2ks
Bk + sp1) — /T = si) (@R & Bk — )

- 2ks ¢ (6.9)

p(B,s) =

Bk + sp) + /[B(k — sp)]* + 4k?s(k — sp)
2ks

_ Bk + sp) + (k= sp)(4k?s + B2(k — sp))
2ks ’

q(B,s) =

(6.10)
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tJ

A seguir, serd determinado para quais valores de s e de [ tem-se g(s,t,u) > k,
para todo ¢ € [tA, 2. ].

n]ln’ max
Lema 6.7. Fizadas as matrizes A e B, e uma constante k < sy, tem-se:
1. As fungdes p(f,s) e q(B,s) sdo crescentes na varidvel [3;
2. A fungao p(B3, s) € decrescente na varidvel s, e q(3, s) € crescente nesta varidvel.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, observa-se que sendo k — sy < 0, a expressao dentro
- : 2%/5
da raiz é nao-negativa se || > o=

Além disso,

1 Zﬁ(k—sﬂ)

Sendo k — sp < 0, tem-se /[B(k — su)]? + 4k?s(k — sp) < /[B(k — sp))? =
B(sp — k). Neste caso,

2009 > g (0645 = B = (s + (k=) = >0

Por outro lado, é imediato que

2ﬁ(k — sp)? >0
2 VIB(k — sp))? + 4k2s(k — sp) .

1
ﬂ(ﬁ,) s ((/HSAI

Com relagao a s, tem-se:

op

—(/67'3) =

B2k — su) + 2k?s — \/(k‘ — sp)(4k?s + B2(k — su))
ds '

2s2\/[B(k — su))? + 4k2s(k — sp)

Sendo k — su < 0, resulta 4k%s + 32(k — sp) < 0 (porque a expressao dentro da

raiz ndo pode ser negativa). Entéo
B2k — sp) + 2k%s = [dk?s + B%(k — sp)] — 2k*s < 0.

Portanto,

Analogamente, tem-se

—[B2(k — sp) + 2k%s] — \/[ Bk — sp)]* + 4k?s(k — sp)

(57 ) = 32\/[ﬁ :— sp)|? + 4k2s(k — su)
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Mas +/[B(k — su)]? + 4k%s(k — sp) < B(sp — k), entdo considerando que
k—sp<0edk?s+ %k — sp) <0 tem-se:

— 6k — sp) + 28] — /[B(k — s + 4% (k — 5p)
—[8%(k — sp) + 2k*s) + B(spu — k)
—[B%(k — sp) + 4k?s] + B(sp — k) + 2k*s
> B(sp — k) + 2k*s > 0. (6.11)

Portanto,
dq
55 0:8) >

O

Para que se verifique g(s, ¢, 1) > k, para todo ¢ € [t4, ;¢4 ], é suficiente escolher

min’ l]] ax

<4 <ty O préximo teorema fornece uma

min — max

$ e s de tal maneira que £y < t2

maneira de obter estas desigualdades.

Teorema 6.8. Dada uma constante k, se s e 3 sao tais que k < su,

ki, — K [ 2 o
/8/1 ﬁkljmm fA 2k ﬁ>_< + 1A 2+8ﬂ>

ﬂutmm min "
entdo to < 2. <A < iy. Em particular, g(s,t,pu) >k, para todo t € [ta,,, to..l.

Demonstracao. Dados 8 e u, para que g(f3,s) esteja bem definida é preciso que e

_ B 1 k
§ 2> 8p= =3 = -
ﬂ2lt_4k2 IE—EZ H

Como ¢ é crescente na variavel s, seu valor minimo (assumido no ponto sg) é

dado por:

_Blk+sop) B (1 p\_B(p_ 4k p\_ (p_2%
q(ﬁ,é‘o)——m——2<30+k)—2(k ﬁ2+k>_ﬁ<k ﬁQ)'

Deste modo, qualquer que seja s > so, pode-se obter fop = q(3, s) > t2_ bastando

ﬁ > 5 ( max + v nnx + 8:“')
fA

Uma vez fixado  como acima, pode-se determinar s de modo que p(3, s) =t/

que se escolha

De fato, para que isto ocorra, s deve ser tal que:

VIB(k = sp)]? + 4k?s(k — sp) = Bk + sp) — (2ktin,)s

ou equivalentemente

V(B2 — 4k2)s? — 2k(B2p — 2k2)s + B2k? = (Bp — 2kt),)s + Bk
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(B —4k?)s? — 2k —2k%) s+ 2k? = (Bp— 2kt )25 +28k(Bu—2KktA, Vs+ 52k
(B — Ak%)s — 2k(0% 1 — 2K%) = (B — 2kt},)%s + 26k (Bu — 2kt ;)
(B — 2ktinn)®s — w(BPn — 4k%)s = =2k(B° 1 — 2k°) — 2Bk(Bp — 2kt ;)
(B2 — ABukt™ + 4k2A 2 — 1267 + 4pk?)s = 2k(— B2 + 2k — B2u + 2Bkt
Ak(—Butd + kth 24 pk)s = Ak(—B2p + K + BktA )

Donde se conclui que

_ ﬁ H— ﬂk’mm _ L’
/Bl“ltmm - k//“l - 11{11112]{;.

ﬁ2l"’ ﬁk ‘min k:
PP min =T
B t;‘“n—ky —t2 K

mm

Como ty decresce com s, para qualquer s > tem-se ty < tA

min —

t4 < ty. Deste modo, g(s,t, 1) > k, para todo ¢ € [t2 O

max min? tmax]

Corolario 6.9. Sob as condi¢ies do teorema anterior, tem-se

fm(n fmax — .f('snatnall'n)

N
( ! ) Qm,m k; k;



Capitulo 7
Experimentos numéricos

Nesta secao serd apresentada uma analise da solugao numérica do problema exempli-
ficado em [GWYO1]. Para isto, serd considerado um fluxo em um dominio quadrado

com lados unitarios 2 cujas equagoes de Stokes sao:

—vAu + p, =0 em {2,
—vAv+p, =0em (,

tg + vy, = 0 em §2,
u=1emy=1,u=0norestodel,

v=0emTI,

onde I' é a fronteira de €2, u e v sdo as componentes da velocidade nas diregoes x
ey, epéa pressao. E usado o método dos elementos finitos para discretizar as

equagoes, obtendo-se o sistema linear

(2 C)-C)

T oT)T representa velocidades aproximadas nos nés e nos pontos

paraoqual, z = (u ',
médios de cada aresta de uma. triangulacdo do dominio. Com a escolha feita para
a malha triangulada, resulta que A € R'922%1922 ¢ yma matriz simétrica definida
positiva e B € R1922x288

Conforme testes em MATLAB realizados em [WGCY08], o niimero de condigéo
do problema 1.6 acima é 2.1846¢ + 6, enquanto o da equagao normal correspondente
é igual a 4.7725¢e + 12.

Uma vez que este sistema assume a forma 1.6, serao consideradas a seguir algu-
mas escolhas possiveis de S e de 3 para o novo precondicionador T que, segundo

a discussao dos dois capitulos anteriores pode ser aplicado ao sistema 1.6. Tal pre-
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condicionador, conforme foi visto, é dado por:

. (X 0> (AS—ﬂ] 0 )
Y Z BTS  —pI

Comparando-se os precondicionadores T e T3 com este precondicionador Ty, vé-
se que os dois primeiros sao casos particulares do ultimo. De fato, se na criagao do

precondicionador 7 for escolhida a matriz S = (5 + 1)A™!, seguird:

- A[B+DA =Bl 0 ) I 0\ _.
T\ BB+ AT —pr)  \(B+1)BTAT —pr) !

e se em vez disso, for tomado em T, o pardmetro [ = 1 e a matriz S = «l, resultara:

o Alad] -1 0 aA—-1 0
T, = - = B =Ty
B'all -1 aB' I
Sendo assim, a analise apresentada em [GY02] acerca dos precondicionadores T}
e T3 é valida também para o precondicionador Ty, com as escolhas de S e [ feitas
acima.

Em particular, segue daquela analise que o numero de condigao do novo sistema,

quando T, = T assume os valores dados na tabela a seguir.

B+1]  w(N) ]
0 2.1846¢e + 06
50 4.4584¢ + 04

100 | 2.2067¢e + 04

1000 | 2.1868e + 03

2600 | 1.5714e + 03

3000 | 1.7439¢ + 03

Nota-se que para a = 2600, o nimero de condigcao de N; assume seu valor
minimo. No entanto, mesmo para os demais valores testados, x(/NVy) tem um valor
menor que o nimero de condigao do sistema original (ou seja, quando 8+ 1 = 0).

Ainda conforme [GY02], quando Ty = T3 e se toma o = 100, o nimero de
condi¢ao do sistema precondicionado fica igual a 2.0246e + 09, um valor maior que o
do sistema original, mas nao tao grande quanto o niimero de condi¢ao 4.7725e + 12
da equagao normal.

Como se pode ver, conforme a escolha feita para S e (3, pode acontecer ou nao
que o numero de condicao da matriz associada ao problema original diminua ao
ser feito o precondicionamento com a matriz T;. No entanto, de acordo com o0s
resultados apresentados, consegue-se pelo menos que a nova matriz seja simétrica

definida positiva, e isto ja é alguma melhoria em relagao ao sistema original.



Conclusao

Através deste trabalho, foi constatada a grande utilidade da decomposicao ST no
precondicionamento de sistemas. E gracas a esta decomposig¢ao que se pode explorar
boas propriedades matriciais como a simetria, a positividade ou a triangularidade,
mesmo na resolugao de sistemas que em principio nao possuem tais propriedades:
Alguns dos teoremas apresentados mostram que toda matriz nao-simétrica e nao-
singular pode ser escrita como o produto de duas outras, das quais uma é triangular
e a outra é simétrica. Mais do que isso, tal decomposi¢gao nao é tnica, e deste modo
é possivel conseguir que a matriz simétrica seja também definida positiva, ou que
a matriz triangular tenha todos os elementos de sua diagonal iguais a 1. Uma vez
que existem métodos eficientes para se tratar problemas cujas matrizes associadas
possuem estas boas propriedades, é razoavel explorar esta decomposi¢ao de modo
a permitir que estes métodos sejam utilizados eficientemente. Conforme alguns dos
artigos consultados, uma das aplicac¢oes da decomposicao ST é justamente a criagao
de precondicionadores para problemas de ponto de sela.

Sendo assim, nesta pesquisa, apos relacionar as propriedades da decomposigao
ST e de diversos precondicionadores derivados de tal decomposi¢ao matricial, e que
sao aplicados em problemas da forma 1.6, foi possivel deduzir estimativas para a o
numero de condicao de um sistema que seja equivalente, mas que goze da simetria e
da positividade. As estimativas foram obtidas em analogia com resultados existentes
para outros precondicionadores, sendo uma das novas estimativas obtida a partir de
um problema de autovalor quadrado que os autovalores do sistema precondicionado
verificam. O ultimo precondicionador estudado envolve blocos definidos a partir de
um parametro 3 e uma matriz S. Deste modo, conforme a aplicagao, pode-se entao
escolher S e 3 que sejam os mais adequados para se minimizar o valor do niumero de
condigao do novo sistema. Com isto, é possivel trocar um sistema dado, onde nao se
tem boas propriedades, por um novo sistema que além de ser definido positivo, tem

o numero de condi¢ao associado limitado superiormente pelas cotas apresentadas.

7.1 Trabalho futuro

Para pesquisas futuras, sera de interesse explorar outras possiveis escolhas do

parametro 3 e da matriz S que aparecem no precondicionador estudado, de modo
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que se tenham as menores limitagoes superiores possiveis para nimero de condigao
dos sistemas precondicionados, e uma convergéncia rapida para os métodos iterativos

que se aplicam a estes sistemas (simétricos e com matriz definida positiva).
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