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Resumo

O objetivo deste trabalho € investigar a existéncia, bem como a quantidade, de folhas com-
pactas de uma folheacao da esfera tridimensional, no caso em que esta folheacado é determinada
pela intersecdo das curvas integrais de um campo vetorial holomorfo definido num aberto de
C2. Mais especificamente prova-se que quando a esfera é transversal a folheacdo gerada pelas
curvas integrais do campo holomorfo, entdo a folheagdo induzida sobre a esfera deverd possuir

uma, duas ou infinitas folhas compactas.

Palavras-chave: Campos vetoriais holomorfos, campos vetoriais sobre a esfera, folhas compactas,
dominios de Poincaré e de Siegel, transversalidade.
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Abstract

The objective of this work is to investigate the existence and the number of compact leaves
of a foliation of three-dimensional sphere, in the case where this foliation is determined by the
intersection of the integral curves of a vector field defined on an open subset of C2. More specifi-
cally it can be shown that when the sphere is transverse to the foliation generated by the integral
curves of holomorphic field, then the foliation induced on the sphere should have one, two or

infinite compact leaves.

Keywords: Holomorphic vector fields, vector fields on the three-dimensional sphere, compact
leaves, Poincaré and Siegel domains, transversality.
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Introducao

"Une théorie complete des fonctions définies par les équations différentielles serait d’'une grande utilité
dans un grand nombre de questions de Mathématiques pures ou de Mécanique. Malheureusement, il
est évident que, dans la grande, généralité des cas qui se présentent, on ne peut pas intégrer ces équa-
tions a l'aide des fonctions déja connues, par exemple a l'aide des fonctions définies par les quadra-
tures. Si l'on voulait donc se restreindre aux cas que I'on peut étudier avec des intégrales définies ou
indéfinies, le champ de nos recherches serait singulierement diminué, et 'immense majorité des ques-
tions qui se présentent dans les applications demeureraient insolubles. Il est donc nécessaire d’étudier
les fonctions définies par des équations différentielles en elles-mémes et sans chercher a les ramener a
des fonctions plus simples”(...)

H. Poincaré, 1881

Durante os anos da década de 1880, numa série de quatro artigos intitulados Mémoire sur
Les Courbes Définies par une Equation Différentielle, H. Poincaré propoés uma nova dire¢do no
estudo de equacoes diferenciais: o estudo qualitativo das curvas solucoes definidas por uma
equacdo diferencial, com o objetivo de compreender suas caracteristicas geométricas e pro-

priedades topoldgicas.

Este estudo deu origem a um novo ramo da Topologia — Geometria, denominado Topologia
das Folheagoes. Note que o termo folheacdo consegue capturar, intuitivamente, a forte liga-
cdo geométrica que existe entre solucdes de uma equacao diferencial e a aparéncia geométrica
do conjunto de curvas solucdes, especialmente no caso de folheacoes definidas pelas curvas

solucdes de campos vetoriais lineares e holomorfos, objetos de estudo deste trabalho.

Um primeiro exemplo para mostrar a necessidade de se estudar equacgdes diferenciais de
um ponto de vista geométrico e topoldgico que surge nos trabalhos de Poincaré, e posterior-
mente em trabalhos de Siegel, é a possibilidade de um campo vetorial holomorfo poder ser
estudado como um campo linear, mesmo que localmente, na vizinhanca de uma singularidade
isolada. Também podemos citar problemas mais conhecidos, tais como: sob que condi¢oes

pode-se garantir que um campo vetorial sobre uma variedade diferencidvel possua alguma sin-



gularidade, respondido através do teorema de Poincaré-Hopf; se todo campo vetorial definido
no toro possui uma solucdo periddica, ou ainda, quais as condi¢des para garantir que todas as
curvas integrais sejam densas; estes dois ultimos problemas foram resolvidos nos trabalhos de

Denjoy e Siegel.

O estudo sobre existéncia de curvas integrais periédicas foi também levado para um novo “lu-
gar"geométrico: a esfera tridimensional S®. Com trabalhos nesta érea, Seifert conjecturou que:
todo campo nao singular, de classe C', sobre a esfera tridimensional, possui solugoes periddicas,
ou seja, folhas compactas. A resposta, negativa, para esse problema foi dada por Schweitzer em
1972 que usou argumentos topolégicos e construcoes geométricas, como o plug de Wilson e o
campo vetorial de Denjoy-Siegel para construir um campo de classe C! que nao possui nenhu-
ma Orbita peri6dica. Mais tarde, ja em 1994, Krystyna Kuperberg exibiu um contra-exemplo de

classe C™ para essa conjectura.

Nota-se assim um grande interesse em se estudar a existéncia de solu¢des periédicas para
campos vetoriais definidos em variedades fechadas, particularmente sobre esferas. Nosso tra-

balho tem como tema principal investigar o seguinte problema:

Seja X um campo vetorial sobre a esfera S*, obtido pela intersecdo de um campo vetorial holo-
morfo Z, em C2, com S3. E possivel dizer se X possui folhas compactas? E, caso existam folhas

compactas, é possivel calcular sua quantidade e determinar sua localizacdo sobre S3?

Nossa estratégia para responder a essas perguntas é comecar definindo precisamente con-
ceitos como folheacado e campos vetoriais e verificando que as curvas integrais de um campo
vetorial sdo de fato as folhas de uma folheacdao. Também apresentamos condicoes necessdrias
e suficientes para garantir que a restricao a S® de uma folheacao linear .#, definida sobre C?,
seja uma folheacao sobre S3. Aqui usaremos o conceito de transversalidade entre variedades,

conforme apresentado no contexto da Topologia Diferencial.

Apé6s cumpridos os pré-requisitos passaremos para a solu¢do do problema proposto. Neste

processo trabalharemos com alguns argumentos interessantes como, por exemplo, exigir a trans
versalidade da folheacdo gerada pelo campo com a esfera implica em se estudar o compor-
tamento dos autovalores da parte linear deste campo. Tal comportamento diz respeito sobre
localizacdo geométrica dos autovalores no plano complexo C, em particular tal condicao serd

necessdria e suficiente para um campo linear diagonalizavel ser transversal a S3.



Esta dissertacao estd organizada da seguinte forma: No capitulo 1 apresentamos, de forma
sucinta, os principais conceitos e resultados para a leitura deste texto. Dentre tais conceitos
destacam-se campos vetoriais diferencidveis e holomorfos, transversalidade e folheacdes. Em
particular, o exemplo mais importante de variedade para nosso estudo € a esfera S, ja no caso
das folheacoes o exemplo de interesse sdo aquelas cujas folhas sdo curvas integrais de campos

vetoriais transversais a esfera.

No segundo capitulo iniciamos a procura por respostas do problema principal considerando
o caso particular em que o campo holomorfo Z € linear. Para tanto utilizamos um resultado
obtido por Guckenheimer, referéncia [6], que estabelece precisamente qual é o comportamento
que os autovalores deste campo linear devem ter para que a folheacdo, determinada por tal

campo, seja transversal a esfera.

Por fim, apresentamos no capitulo 3 as respostas obtidas na resolucao do problema proposto.
Comecamos essa tarefa com trés importantes classes de exemplos de campos vetoriais em C?,
que chamamos de Campos de Poincaré-Dulac. Entao partimos em direcao a resolucao do pro-
blema utilizando como motivagao resultados obtidos por Ito nas referéncias [8] e [9]. Em espe-

cial temos o principal resultado desta dissertacao:

Se a esfera é transversal a folheagdo gerada pelas curvas integrais de um campo holomorfo,

entdo a folheacdo induzida sobre a esfera deverd possuir uma, duas ou infinitas folhas compactas.

Concluimos o trabalho observando que a conjectura de Seifert é verdadeira para uma classe

particular de campos vetoriais sobre S3.



Capitulo 1

Variedades e Folheacoes

O presente capitulo, dividido nas secoes Variedades Diferencidveis e Folheagdes, tem como
objetivo, além de fixar notacgoes, estabelecer os fatos necessdrios para a leitura dos principais re-
sultados deste trabalho. Uma abordagem mais detalhada destes conceitos pode ser obtida nos
textos [12] e [11]. Ainda nesta se¢do apresentamos o conceito de transversalidade que desem-
penha grande importancia neste trabalho. Como referéncia para os resultados sobre transver-
salidade usamos o texto [7]. Na segunda se¢do apresentamos os conceitos basicos de folheacoes

utilizados neste trabalho, sendo que usamos para este estudo o livro [3].

1.1 Variedades Diferenciaveis

Um espago topolégico M de Hausdorff, com base enumeravel, é uma variedade topolégica
de dimensao n se M é localmente Euclidiano, ou seja, dado qualquer ponto p € M, existem um
aberto U C M, com p € U e um homeomorfismo ¢ : U — W, com W C R" um aberto. O par
(U, p) é chamado de carta sobre o ponto p. Evidentemente pode existir mais de uma carta para
cada ponto de M, por esse motivo é entdo natural querer compreender as implicacées em se

"trocar de cartas", ou seja, fazer uma mudanca de coordenadas.

Definicao 1.1 Seja M uma n-variedade topolégica. Se (U, ) e (V,y') sdo duas cartas tais que
UnNV #0, entdo o homeomorfismo

Yop lipUNV)—y(UNV)

é chamado de mudancga de coordenadas de ¢ parai).



Capitulo 1. Variedades e Folheaces 5

Podemos ainda considerar aregularidade destas mudancas de coordenadas e, naturalmente,

estudar o caso em que todas possuem a mesma classe de diferenciabilidade. Temos entao:

Definicao 1.2 Um Atlas de classe C" para uma variedade topologica M, de dimensdo n, é uma
colecdo de cartas .o/ = {(Uy, pq); @ €1}, tais que a familia de abertos {U,}qer é uma cobertura
de M e cada aplicagdo pg o p_' é de classe C", para U, N Ug # 0. Um atlas .</ é dito mdximal
se ndo estd contido propriamente em nenhum outro atlas, neste caso diz-se ainda que .</ é uma
estrutura diferencidvel. Quando todas as mudancgas de coordenadas um atlas sdo aplicagoes de

classe C* diz-se que este é suave. O diagrama abaixo exibe a mudanga de coordenada pgo ¢".

UaﬂUﬁ

wpop !

Pa (UamUﬂ) ¥p (UamUﬁ)

Assim é razodvel considerar a classe das variedades topoldgicas que possuem uma estrutura

diferenciavel de classe C’”. Temos assim:

Definicao 1.3 Uma Variedade Diferencidvel de classe C", e dimensdo n, é um par (M, .</) sendo

M uma n-variedade topoldgica e ./ uma estrutura diferencidvel de classe C".

Usaremos a notacdo M", ou simplesmente M para indicar a variedade (M, .</), quando es-
tiverem claros o atlas .</ e a dimensdo n. Se ./ é um atlas suave diremos que a variedade é
suave.

Neste texto, a menos de mencao contrdria, todas as variedades serdo suaves, logo diremos
variedade diferencidvel ou simplesmente variedade.

Um ponto importante do estudo de variedades diferencidveis é a de regularidade de apli-
cacoes entre duas variedades M e N: Dada um aplicacao f: M™ — N", dizemos que f é dife-
renciével de classe C’, no ponto p € M, se existem cartas (U,p) e (V,¢),compeUe f(p)eV

tais que a aplicacao

F=4yofop™:pUNV)—y(UNV) (1.1)
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é de classe C" em ¢(p). Note que esta definicdo independe da escolha das cartas, pois se tomar-

mos cartas (U, p)e (V, IZ) sobre p e f(p), respectivamente, temos:

F = yofop™

Logo se F é diferenciavel em ¢(p), entdo F também é diferenciavel em @(p). De modo geral

diremos que a aplicacao f é diferencidvel em M, se for diferencidvel em cada ponto p € M.

Alguns importantes exemplos de variedades sdo listados abaixo.

Exemplo 1.1 (Espaco Euclidiano n dimensional)

O espaco R”" é trivialmente uma variedade suave.

Exemplo 1.2 (Esfera n-dimensional)

. n 2 . . ~ .
A esfera S” = {x € R"**! ;ijl x]? =1}, é uma variedade suave de dimensao n. Para verificar
isto precisamos apenas construir um atlas suave para a esfera. Defina os subconjuntos abertos
de S":

U+ = {(xl)x2)---’xir---vxn+1)€Sn;xi>0}7

u- = {(xl)x2)---)xir---rxn+1)€Sn;xi<0}y

emquei=1,2,...,n+1.

Considere agora as aplicagdes ¢; : U7 — R”, definidas por

@?:(xlerr-'-yxn—H):(xlrx2)--'y~)?iy---rxn+l);

sendo que X; indica a omissao da coordenada x;. As aplicacdes acima sdo lineares, logo suaves,

e também bijetoras sobre sua imagem, possuindo inversa suave dada por

(gpf) (ur, Uz, .., un)=(uy, Uy ..., i, £V 1=l us,y..., uy),
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logo os pares (Ul.i, %), parai=1,...,n+ 1, formam uma estrutura suave sobre S”".

Exemplo 1.3 (Subvariedade Aberta)

Se (M™", .«/) é uma variedade de classe C" e W C M é um aberto, entdo a estrutura diferenciavel

.«/y abaixo torna W um variedade de mesma classe e dimensdo que M.

vdW = {(]a»wa); ]a =Wn Ua» lpa = 90|W0Ua: V(Uar (,Da) € vd}
Exemplo 1.4 (Produto cartesiano)

Sejam M,,..., M, variedades de classe C" e dimensao n,,..., ni, respectivamente. Entdo o pro-
duto M; x...x M; é uma variedade diferenciavel de dimensdo n =n;+...+ n; e classe C". De
fato, basta considerar a topologia produto e cartas (U;, ;) de M;, paracada i =1,...k, e definir

as aplicacoes

OIX P X XUy X Up X ... x Uy — RMH-F

(p1x...xpr) — (o(p1)...,0(pr)).
Exemplo 1.5 (Toro)

Diretamente dos exemplos anteriores temos que o toro T” =S! x ... x S!, n vezes, é uma varie-

dade suave.

Exemplo 1.6 (Grupo de Lie)

Um Grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G que possui uma estrutura de grupo no sen-
tido algébrico tal que as aplicacoes m : G xG — G e i : G — G dadas por m(g,h)=g+*he

i(g)= g~!sdo suaves. Alguns exemplos conhecidos de Grupos de Lie s3o:

¢ O conjunto das matrizes reais e invertives GL(n, R);

e O circulo unitario S' ¢ C\ {0}, munido do produto complexo

(a,b)c,d)=(ac—bd,bc+ad).
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e O produto cartesiano de grupos de Lie G = G; X G, X ... X Gi. Em particular o toro T” é um

grupo de Lie.

Podemos considerar ainda uma classe um pouco mais geral de variedades; Variedades com
fronteira.

Defina /" o semi-espaco
H" ={(x1,...,x,) ER"; x, 20} (1.2)

Dizemos que um espaco topolégico de Hausdorff, com base enumerével, é uma variedade
topolégica de dimensao n com fronteira, se em cada ponto existe uma vizinhanca homeo-
morfa a um aberto de ##". Note que de (1.2) temos que a fronteira d 7" de " é o conjunto
dos pontos x € R” tais que x,, = 0. Assim, se M é uma variedade com fronteira dizemos que um
ponto na imagem inversa de J " é chamado de ponto de fronteira de M, (figura' (1.1)).

O conjunto dos pontos de fronteira de M é denotado por d M.

Figura 1.1: Variedade com fronteira

IFigura retirada de [11]
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Teorema 1.1 Seja M uma variedade de dimensdo n com fronteira d M. Entdo o conjunto dos
pontos interiores de M, in{ M) = M\ J M, é uma variedade de dimensédo n e d M é uma variedade,

sem fronteira, de dimensdon — 1.

Demonstracao: Ver [7], pdgina 59. |

Definicao 1.4 Uma variedade diferencidvel M é dita fechada se é compacta e d M = 0.

Asvariedades trabalhadas neste texto sdo, a menos de mencao contrdria, variedades fechadas.

1.1.1 Espaco Tangente e Derivada

Nesta secdo apresentamos 0s conceitos de vetor tangente a uma curva, espaco tangente e o
de derivada.

Dada uma variedade M, uma curva sobre M é uma aplicacédo [ : (a,b) — M de classe C¥,
com k > 1. Fixado um ponto p € M, considere L, o conjunto de todas as curvas de classe C¥,

k > 1, passando por p, ou seja:
L,={l:(—€,¢)— M; 1(0)=p}.

Se (U, ¢) é uma carta sobre p, podemos escrever (pol)(t)=(ui(t),..., u,(t)), para t €(—e¢,e€).

Fica entdo bem definida a relagao de equivaléncia em L, dada por:

~

I~ = %(0):@(0), 1<j<n.
dat dt
A classe de equivaléncia [!/] é por definicdo o vetor tangente a M no ponto p. Assim, 0 espaco
tangente a variedade M no ponto p é o quociente L,/ ~, denotado por T, M.
Note que se (U,, ¢,) € uma carta sobre o ponto p € M", entdo associado ao vetor tangente
v =[l]€ T,M" temos 0s n nimeros

du;
vi=Y0), 1<j<n.
T dt
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Portanto estda bem definido o isomorfismo linear

¢, : T,M" — R”"
v=[l] — (v1,...,0n).
Temos assim o seguinte resultado:

Lema 1.2 Sejam M" uma variedade e p € M. O espago tangente T,M é um espago vetorial sobre

R de dimensdo n.

Definicao 1.5 Sejam M™ e N" variedades diferencidveis e f : M — N uma aplicacdo de classe

Ck, k > 1, no ponto p € M. A derivada de f no ponto p é a transformagao linear

f,(p)ITpM — Tf(p)N
v=[1] — [foll.

Observacao 1.1

Para verificar que a derivada de uma aplicacdo f : M — N entre variedades estd bem definida
sejam p € M, (¢,U) e (y, V) vizinhancas de p e f(p), respectivamente. Dado v = [I] € T,M

temos

(Yo fop~opol)(0)
F'o(pol)(0),

(o folY(0)

sendo F a aplicacao definida em (1.1). Temos assim:
1. Aclasse [fol]independe de [ €[l],1logo f'(p)-v =[f o] estd bem definido.

2. Como o diagrama

T'pM Ty N
by oy
R™ F R”

comuta segue que f’(p) : T,M — Ty;,)N € uma transformacao linear, cuja matriz € a

matriz jacobiana da aplicacao F definida em (1.1).
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Utilizamos a seguinte notacgdo: f'(p)=Df(p).

Com relacdo a derivada de uma aplicacdo existem trés importantes conceitos que devemos
considerar: Submersodes, Imersoes e Mergulhos.

Uma aplicacao diferencidvel f: M™ — N é uma submersao se f’(p) é sobrejetora em cada
ponto p € M. Analogamente, diremos que f é uma imersao se f’(p) for injetora em cada ponto
p. Um tipo especial de imersao € aplicacao chamada mergulho, a qual, além de ser uma imer-
sdo, 6 um homeomorfismo sobre f(M) C N, considerando-se f(M) com a topologia induzida

por N.

Exemplo 1.7

(Submersao) Sejam M,,..., M, variedades diferencidveis, entdao cada projecao
II, . My x...x M, — M;

é uma submersao. Em particular IT: R"*¥ — R” é uma submersao.

(Imersao - Curvas) Seja y : [a,b] — M uma curva de classe C!. Entdo y é uma imersao se, e
somente se, 7'(¢t)#0, Vt €[a, b].

272
uma imersao injetiva, porém ndo pode ser um homeomorfismo, pois J é aberto e y(J) é

(Imersao que nao é mergulho) A curva y : (—E 3—”) — R? dada por 7(t) = (sin(2¢), cos(t)) é

um compacto na topologia induzida.

(Imers@o no Toro que nio é mergulho) Considere T? =S! x S! ¢ C? e um ntimero ¢ ¢ Q. Entao
acurvay: R — T?, definida por y(¢) = (exp(27it),exp(2nict)), € uma imersao injetiva,

porém nao é um mergulho, pois y(R) =T2.
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Definicdo 1.6 Uma subvariedade N" de classe C* de uma variedade M™ é um subconjunto
N C M, com a topologia induzida por M, possuindo uma estrutura diferencidvel de classe C*,
tal que a inclusdo i : N — M seja um mergulho de classe C*. Neste caso definimos a codimen-

sao de N por codimN =m — n.

Definicdo 1.7 Seja f : M — N uma aplicagdo de classe C*, k > 1. Um ponto ¢ € N diz-se um

valor regular de f se, para cada ponto p € f~'(c), aderivada f'(p): T,M — T.N é sobrejetiva.

Teorema 1.3 Seja c € N valor regular da aplicagao f : M™ — N, de classe C* com k > 1. Entdo

f~(c) é vazio ou f~'(c) é uma subvariedade de M com dimensdo m — n e classe C*.
Demonstracao: Ver [12], pagina 169. |

Segue do teorema acima que o conjunto das solu¢des da equacao f(x)= c forma uma sub-
variedade de M, admitindo que c é valor regular da aplicacdo f: M — N.

Suponha agora que tenhamos uma subvariedade S C N e considere o conjunto das solugoes
da relacao f(x) € S. O que podemos entdo dizer sobre esse conjunto solucao, a pré-imagem

f1(S)? Essa questdo é respondida pelos resultados a seguir.

Definicao 1.8 Sejam f: M™ — N" uma aplicagdo de classe C" e S* C N" uma subvariedade de
classe Ci. Dizemos que f é transversal a S no ponto p € f~(S) quando a soma da imagem de

f’(p) com o espago tangente Ty ,)S gerar todo o espago Ty, N, ou seja, quando
f'(p)- T,M + Ty(p)S = Ty N.

De forma geral, diremos que f é transversal a S se for transversal a S em todos os pontos p € f~1(S).

Exemplo 1.8

(a) Considere a aplicagdo f : R — R?, definida por f(#)=(0,¢) e seja S o eixo x em R2. Note

entdo que aplicacdo f é transversal a S. Observe também que neste caso temos
f(p)- T,M & Typ)S = Tp)N

e f(R)NS=1{(0,0)}, (figura (1.2)).
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(b) Seja f:R — RR?, definida por f(¢)=(¢,t?) e S como no exemplo anterior. Temos agora que
a aplicacdo f nao é transversal a S, (figura (1.3)).

J(R)

S/ (R)

Figura 1.2: f(R) transversal a S.
Figura 1.3: f(R) ndo transversal a S.

Teorema 1.4 Seja f : M — N uma aplicacdo de classe C* transversal a subvariedade S C N.

Entao f~Y(S) € M é uma subvariedade de classe C* com codimensao em M igual a codimensdo
deSemN.

Demonstracao: Ver [7], pagina 28. |

Observacao 1.2

Note que se temos duas subvariedades N, S C M, ndo disjuntas, tais que a aplicacdo inclusao

i : N — M é uma aplicacdo transversal a S, entao
T,N+T,S=T,M.

Definicao 1.9 Sejam N e S duas subvariedades de M tais que N NS # 0. Dizemos que N e S sdo
transversais se

T,N+T,S=T,M, YpeMnS§.
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Teorema 1.5 Sejam N e S’ subvariedades transversais de M™, entdo N NS é uma subvariedade
tal que
codim(N NS) = codim(N)+ codim(S).

Tem-se também T,(N NS) = T,(N)N T,(S).

Demonstracao: Consequéncia imediata do teorema (1.4). [ ]

Observacao 1.3

Um caso particular ocorre quando temos T, N & T,S = T,M, em cada p € NNS. Neste caso
N NS é uma subvariedade de dimensao zero, logo um conjunto discreto de pontos em M. Note

que esta é a situacao entre f(R) e S no exemplo (1.8).

1.1.2 Campos Vetoriais Diferenciaveis

Definicao 1.10 Seja M uma variedade diferencidvel. O Fibrado Tangente TM é a unido de todos

o0s espagos tangentes sobre todos os pontos de M, ou seja,

™™= T,M.
peEM

Um elemento desta unido é um par(p,v), comp € M ev € T,(M). Definimos também a aplicagio

projegao:

n:TM — M

(p,l/) — p

Lema 1.6 Seja M uma n-variedade diferencidvel de classe C". Existem uma topologia natural e
uma estrutura diferencidvel de classe C"™' que tornam TM uma 2n-variedade diferencidvel e a

projecio it : TM — M uma aplicagdo de classe C"!.

Demonstracao: Ver [11], pdgina 58. |
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Definicdo 1.11 Um campo vetorial de classe C* sobre uma variedade M é uma aplicagdo de
classe C*
X:M—TM,

tal que a composta o X : M — M coincide com a identidade i : M — M.

Assim um campo X associa a cada p € M um vetor tangente a p em T, M denotado por X(p).
Podemos entdo, de forma genérica, nos referir ao campo X pelo conjunto {X(p); p <€ M}. Uma
singularidade de X € um ponto p € M tal que X(p) =0. Se X néo possui singularidades dizemos
que o campo é nao singular.

Definido um campo vetorial segue naturalmente o conceito de curva integral.

Definicao 1.12 Dado um campo vetorial X numa variedade M, a tinica curva ¢ : (—€,€) — M

que satisfaz
o X(p(0)=[p(r)], Vr (=€ €),
* 9(0)=p,

serd chamada de curva integral de X passando por p € M e a indicaremos por ¢,(t). Definimos

ainda a 6rbita, ou trajetoria, de X passando por p € M por C(p)={p,(t); t€R}.

Defini¢ao 1.13 Seja ¢,(t) uma curva integral de um campo vetorial X sobre uma variedade M.
Os conjuntos w-limite e a-limite da trajetoria C(p) sdo os conjuntos {*(p) e {~(p), respectiva-

mente, definidos por

tp) = () lep(t); s<t<ool,
0<s<o0

(p) = () lpp(t); —o<rt<s}.
—00<$s<0

Observacao 1.4

Se M é uma variedade compacta entdo, pela propriedade da intersecao finita, temos que os

conjuntos limites sdo ndo vazios.
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Teorema 1.7 Seja X um campo de vetores de classe C* sobre uma variedade fechada M. Sao

vdlidas as duas afirmagoes:

1. Dado p € M existe uma tinica curva integral de X definida em R que passa por p;
2. Aaplicagao ¢ :Rx M — M, definida por ¢(t, p) = ¢,(t) é diferencidvel, de classe C*.

Demonstracao: Ver [17], pagina 67. |

1.1.3 Campos Vetoriais Holomorfos

Neste trabalho estudaremos campos vetoriais sobre S obtidos pela interse¢ao transversal da
esfera com campos vetoriais holomorfos em C2. Logo é conveniente introduzir aqui alguns con-
ceitos e notagdes sobre aplicacdes e campos holomorfos. Como referéncia para tais resultados
usamos a referéncia [10].

Primeiramente, seja {2 C C um aberto e considere a identificacao natural entre o plano com-

plexo e o espago R?. Se f: Q2 — C é uma aplicacdo de classe C!(2) podemos escrever f como

_ . defini d o o
f(z)= f(x+iy) e definir os operadores P e@E por

of - 1(3f_iﬁ)
Jz 2\dx 0y)’
of . 1(of .of

oz 5(5 ZE)

Assim temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 1.14 Uma aplicagao f : Q2 — C, de classe C'(Q), é dita holomorfa em ) se
of _
oz~
Para dimensdes superiores consideramos a identificagdao natural de C* com R?”. Assim se

Q0 c C" é um aberto, z =(z,,...,2,) €}, com z; =x; +iy; e f : 2 — C uma aplicacdo de classe

C!(€2), definimos os operadores
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Segue assim a generalizacdo de aplicagoes holomorfas.

Definicdo 1.15 Dizemos que uma aplicagaio f : Q2 — C, de classe C'(2), é holomorfa em Q) se,
para cada j, temos que

or

=0.
P

~

Desta forma obtemos uma defini¢cao natural para aplicacoes holomorfas de C* em C™.

Definicdo 1.16 Seja f : Q@ — C™ uma aplicagdo de classe C' no aberto Q C C" e f; as fungoes
componentesde [, com1 < j < m. Dizemos que | é holomorfa em 2 se cada fung¢do componente

fi € holomorfa em ).

Definicao 1.17 Seja 2 um aberto em C". Um campo vetorial holomorfo em ) é uma aplicacdo Z

que associa a cada p €52 ao vetor Z(p) € C".

Definicdo 1.18 Uma variedade complexa de dimensdo (complexa) n é um espago topoldgico de
Hausdorff, com base enumerdvel, munido de um atlas mdximo
o ={(Uq, Soa); Pa - U,—V,cC", «a eltf,

que satisfaz:

Dadas (Uy, po) € </ e(Up, pp) € </, com U, N U #0, as mudangas de coordenadas

lpaﬁ . (pa(Ua N Uﬁ) — (;Oﬁ(Ua N Uﬁ))

definidas por s = @p o @' sdo biholomorfas, ou seja, v .5 € bijetiva e holomorfa com inversa

Y5 também holomorfa.
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Definicao 1.19 Uma aplicagdo f : M™ — N" entre variedades complexas é holomorfa no ponto
p € M se existem cartas (U, p) e(V,y), comp €U e f(p) €V tais que

F=yofopt:pUNV)CcC" —yY(UnV)cC"

é holomorfa em ¢(p).

Observacao 1.5

1. As defini¢coes de subvariedades, aplicacoes diferencidveis, derivada, curvas e espaco tan-

gente para variedades reais sao analogas para variedades complexas.

2. Eimportante observar também que uma variedade complexa de dimensio 7 é uma vari-
edade real de dimensao 2n. Entretanto note que a esfera S  C? é uma variedade real e

nao é uma variedade complexa.

1.2 Folheacoes

Intuitivamente uma folheacao de dimensdo n sobre uma variedade M™ é uma decom-
posicdo de M em subvariedades conexas de dimensao n. Antes de darmos a definicao formal,
consideremos inicialmente um exemplo, que apesar de simples, nos dard uma visdo geométrica
deste conceito.

Observe que, para cada c € R™~" fixado, o plano
R” x {c} (1.3)

pode ser visto como uma "folha"em R™, (figura 1.4 ). Variando ¢ € R™~" podemos decompor
R™ como
R™=R"xR™™".

Portanto tais folhas definem uma folheacdo de dimensdo n em R”. Note que um difeomor-
fismo local f: U Cc R — V C R™ que preserva as folhas (1.3) satisfaz, para cada c € R™ ", a
propriedade

FUNR" x {c})=VN(R"x{c'}),
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sendo ¢’ € R™~", (figura ? 1.5). Portanto este difeomorfismo deve ter a forma

o)=L L0), (x,y)eR"xR™™" (1.4)
Za e 7
,/_i/_ ______ ‘ __; _;/%%/;/ R’ S % R

Figura 1.4: Folheacdo em R3.
Figura 1.5: Difeomorfismo f.

Definicao 1.20 Uma folheagdo de classe C" e dimensdo n de uma variedade M™ é um atlas

mdximo Z, de classe C", que satisfaz as duas propriedades abaixo:

1. Se(U,p)e Z, entdo
SO(U): U, x Uy cR" XRm_n,

sendo U, CcR" e U, C R™~" discos abertos;

2. Se(U,p),(V,y)eZ,comUNV #0, entdo a mudanga de coordenadas o p~" satisfaz (1.4),

ou seja, podemos escrever
Yo 9071(36’3’) =(filx,y), f20)).

Dizemos que M é folheada por &, ou que F é uma estrutura folheada de dimensdo n e
classe C" sobre M. Indicaremos uma folheagdo de dimensdo n e classe C" de uma variedade

M™ por F, sempre que néao houver risco de confusao.

2Figura retirada de [3]
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Figura 1.6: Folheacao

Observacao 1.6

Como uma folheacao é um atlas especial, pois deve satisfazer a condicao (1.4), existem varieda-
des de dimensdo m que nao possuem folheac¢des de dimensao n, com 0 < n < m. Por exemplo

a esfera S° nao admite folheacao de dimensao 2; ver 3], pagina 34.
Definicao 1.21 Sejam & uma folheagdo de M™,0<n<m, e(U,p)€F com
p(U)=U; xU, CR" xR™ ™",
Os conjuntos ¢~ (U, x {c}), com c € U,, sGo chamados de placas de U, ou placas de 7 . Dizemos

ainda que um caminho de placas de F é um sequéncia de placas a,, @, ..., tal quea;Naj11 #0.

Observacao 1.7
1. Ainda na notacdo da defini¢do (1.21), temos que para cada ¢ € U, fixado a aplicacao
f=¢ iU x{c}—U

é um mergulho de classe C". Portanto cada placa é uma subvariedade conexa de M.

2. Se a, B sdo duas placas de U, entdo an f =0, ou a = f.
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3. Uma vez que M possui uma cobertura de placas de .Z definimos a seguinte a relacao de
equivaléncia em M: Se p, g € M, entdo dizemos que p ~ g se existe um caminho de placas

ay,Qy,...0, cOM p € € g € ;. Cada classe de equivaléncia é chamada de folha de .7 .

Lema 1.8 Seja.# uma folheagdo em M. Entdo cada folha de F é um conjunto conexo por cami-
nhos de M.

Demonstracao: Seja F um folha de .Z com p, g € F. Existe um caminho de placas, por definicao,
ai, d,...ar ligando p e g. Como a; Naj; € ndo vazia e cada uma destas placas € conexa por
caminhos, temos que @; U...Ua; C F é um conjunto conexo por caminhos. Logo existe um

caminho continuo que liga p e g. ]

Teorema 1.9 Seja M™ uma variedade folheada por uma folheacdo F de dimensdo n e classe C".
Toda folha F de 7 possui uma estrutura de variedade diferencidvel de classe C" e dimensdo n tal
que os dominios das cartas sdo as placas de . A inclusdo i : F — M é uma imersdo bijetora de

classe C". Além disso cada folha F é uma subvariedade de M se, e somente se, i é um mergulho.

Demonstracao: Ver [3], pdgina 30. |

Alguns importantes exemplos de folheacoes sao listados abaixo.

Exemplo 1.9 (Submersdes)

Seja f: M™ — N" uma submersao de classe C". Pela forma local das submersoes, existe uma

folheacdo de M na qual as folhas sdo as componentes conexas de f~!(c).

Exemplo 1.10 (AcOes de Grupos de Lie)
Uma a¢do de um grupo de Lie G sobre uma variedade M é uma aplicacdo de classe C”
p:GxM—M,

tal que, para cada x € M e cada g, g2 €G, vale:

* (e, x)=x;
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* (g1 82x)=y(g1, p(g2 X))
A érbita de um ponto x € M pela acdo ¢ é o subconjunto de M:
O(p)={p(g,x); geG}

Dizemos que a acdo ¢ é uma acao folheada se, para cada x € M, o espaco tangente a 6rbita de

x tem dimensao fixa k, ou seja, dim7,, M = k, para qualquer x € M.
Lema 1.10 As orbitas de uma agdo folheada definem as folhas de uma folheagao.

Demonstracao: Ver [3], pagina 26. |

Exemplo 1.11 (Campos Vetoriais)

Seja X um campo vetorial, ndo singular, sobre M. Se ¢,(¢) € uma curva integral de X passando
por p, entao as o6rbitas C(p) definem uma folheacao de dimensao 1 em M. De fato, este exemplo
segue diretamente do anterior, pois considerando o grupo de Lie (R,+), temos que o fluxo ¢,

definido pelas curvas integrais de X, satisfaz:
e ¢(0,x)=x;

b So(tl + tz,X) = (P(tl» QD(tZ)x))

Exemplo 1.12 (Campos Vetoriais Holomorfos)

Um fluxo holomorfo é uma acao holomorfa
¢:CxM—M,

sendo M uma variedade complexa.

Um fluxo holomorfo ¢ induz um campo vetorial holomorfo Z em M definido por:

d
Z(p)= ﬁ¢ (T,p)

T=0

Observe que

e Se Z(p)=0, entdo a 6rbita de ¢ passando por p é o conjunto unitério {p};
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e Se Z(p) #0, entdo a 6rbita de ¢ passando por p tem dimensdo complexa 1. Neste caso o

campo Z define uma folheacdo holomorfa em M.

Por exemplo se M =C" e ¢ é dada por
¢(T,z)=exp(T-A)z,

com T€C, zeC" e AeC", entdo ¢ induz o campo Z(z) =A-z. Se A for ndo singular o fluxo ¢

induz folhas de dimensao real 2 em C” — {0}.

Exemplo 1.13 (Fibracao de Hopf)

Sejam z,Z €S?® C C?. Defina a relacao de equivaléncia em S3 por:

~ Z1=2ze'?
Z~NZ = ~ oy
Z2:Z2619

paraalgum 0 < 60 <2m e [(z1,2,)] a classe de z =(z1, z2). Considere ainda a aplicacdo
$:S3) ~— S?
determinada por
®([(z1,22)]) = (2Re(z122), 2Im(z,Z>), |Zl|2 - |Zz|2)-

Como @ € bijetiva podemos identificar os conjuntos S3/ ~ e S?, logo estda bem definida a Apli-
cacao de Hopf:
n:§8* — §?

(z1,22) — [(21,22)]

Fixado z =(z1,2,) € S® defina a curva suave [, : (—e,€) — S® por [,(t) — (z,e'!, z,e'") e seja
[1.] o vetor tangente a S® no ponto z. Temos assim o campo vetorial X sobre S® dado por
Xy:S$* — TS?

z — [l].

Note entao que todas curvas integrais de X passando por z € S® estao contidas na imagem in-

versa 7~ 1([z1, 22]), logo C(z) = m~1[z], portanto todas as trajet6rias deste campo sao periddicas.



Capitulo 1. Variedades e Folheaces 24

Assim a folheagdao 7 (Xy) possui apenas folhas compactas.

Uma vez que cada folha de uma folheacdao # de M é uma variedade podemos analisar a

possibilidade de ocorrer transversalidade.

Definicao 1.22 Seja f : N — M uma aplicagdo diferencidvel entre variedades. Dizemos que f é
transversal a folheacdo 7 de M quando f for transversal a todas as folhas de 7 que passam por
f(N), isto é, se

F () TN + Ty F) = Ty M,

sendo que Ty,)(F) indica o espago tangente a folha de F que passa por f(p). Em particular, se

N Cc M é subvariedade transversal a & , temos:
I,N+T,(F)=T,M.

Observacao 1.8

Como estamos interessados em estudar folheagdes geradas por campos vetoriais convém
notar que transversalidade entre uma variedade e uma folheagdo gerada por um campo linear
é uma propriedade gstavel no seguinte sentido:

Considere o campo vetorial Z em C” definido por Z(z) = Az, sendo A € M},,«,(C) e suponha
que, para algum r > 0, a esfera S, seja transversal a Z(Z). Seja N, o vetor normala S, em z e

considere a aplicacao

F:M,,,(C)xS, — R
(S,z) — (Sz,N,).

Note que, se S, € transversal a 7 (Z) entao
F(A,z)#0, VzeS,,
e como F é continua existe uma vizinhanca W c M, ,(C) centrada em A tal que
F(B,z)#0, VBeW, VzeS,,

logo para qualquer matriz B € W a folheacéo gerada pelo campo Z(z) = Bz é transversal a S,.

Provamos assim o seguinte resultado.
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Teorema 1.11 (Estabilidade 1) Dada uma matriz A € M,,«,(C) considere o campo Z(z) = Az. Se
aesfera$S, é transversal a folheacdo 7 (Z), com r > 0, entdo existe uma vizinhangca W de A tal que

para qualquer B€ W a esferaS, é transversal a folheacdo gerada pelo campo Z(z) = Bz.

Esta nocao de estabilidade admite a seguinte generalizacao para variedades mergulhadas.

Teorema 1.12 (Estabilidade 2) Seja M uma variedade e ¢ : M — C" um mergulho suave. Su-
ponha que (M) é transversal a folheacdo F (Z) gerada pelo campo Z(z) = Az, sendo A € M, ,(C).
Entao existe uma vizinhanga W da matriz A tal que ¢(M) é transversal a folheagdo gerada pelo
campo Z(z) = Bz, para qualquer BE W.

Demonstracao: Defina a aplicacdo

F:M,(C)xM — R
(S,x) — Z(S-p(x),Dyp(x)),

sendo Z a funcao angulo.

Como ¢(M) é transversal Z(Z) entao
F(A,x)=Z(A-¢(x),Dp(x)) #0, VxeM.

Temos ainda da transversalidade que 0 ¢ ¢(M), logo a aplicacdo F é continua em A e portanto

existe uma vizinhanca W de A tal que
F(B,x)#0, YBEW, VxeM.

Assim (M) é transversal a folheagao gerada pelo campo Z(z) = Bz, para qualquer BEW. =

Definicao 1.23 Uma folheacdo F é dita singular de dimensdo k sobre M™ se existe um conjunto
analitico Sing(F) C M, de dimensdo k < m — 2, tal que F | \p\sing ) € uma folheagao de dimensdo
k sobre M \ Sing(:%). O conjunto Sing(F) é chamado de conjunto singular de F .
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Definicdo 1.24 Sejam F e 7 folheacdes holomorfas de C". Dizemos que F é topologicamente
conjugada a 7 se existe um homeomorfismo ® : C* — C" tal que ®(Sing(F)) = Sing(F) e ® leva
folha de F em folha 7.

Observacao 1.9

1. A conjugacdo topoldgica define uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto de todas as

folheacoes holomorfas de C”;

2. Se as folheacdes Z e .Z sio topologicamente conjugadas e Z é transversal a uma subva-
riedade N c C", entao 7 também é transversal a N.



Capitulo 2

Transversalidade e Campos Vetoriais

Lineares

Neste capitulo estudamos folheacdes sobre a esfera induzidas por campos lineares em C”.
O principal resultado desta parte, obtido por Guckenheimer, ver [6], determina como deve ser
o comportamento dos autovalores do campo linear para que a folheacao induzida por ele seja

transversal a S3.

2.1 Dominios de Poincaré e de Siegel

Antes de verificarmos os resultados deste capitulo vamos apresentar as definicoes de en-

voltéria convexa de um conjunto, dominio de Poincaré e dominio de Siegel.

Definicao 2.1 A envoltoria convexa de um conjunto A C C é a intersegdo de todos os conjuntos

convexos que contém A, a qual denotaremos por 7€ {A}.

Observacao 2.1

1. Como #{z,,...,z} é a intersecdo de todos 0s conjuntos convexos que contém todos o0s
z;’s, segue que ele é o menor conjunto convexo que contém todos estes elementos. Por

exemplo, para k =2, #{z,,z,} é 0 segmento de reta que liga estes dois pontos;

2. Como C é um espaco vetorial sobre R, entao {z,,...,z} é o conjunto de todas as com-

. ~ . . . S
binagdes lineares a2z, +...+ a;z;, tais que a; > 0, para cada j, e ijl a;=1.

27



Capitulo 2.  Transversalidade e Campos Vetoriais Lineares 28

Definicao 2.2 Chamamos de dominio de Poincaré o conjunto de todos os pontos z =(z1,...,2,)
pertencentes a C" tais que o zero ndo pertence a envoltéria convexa de {z,...,z,}, ou seja, é o

conjunto
{zeC™ 0¢&#19z1,...,2,}}.

O complementar do dominio de Poincaré é chamado de dominio de Siegel.

Teorema 2.1 Um elemento A= (A1, A,) € C? estd no dominio de Poincaré se, e somente se,
P <0=0#0,
A
sendop +io = 22,
A

Demonstracao: Sejam 6 e 8 os argumentos de A, e A,, respectivamente, com < 8, entdo

| 22|
= —cos(f —
P 2l (6 —p)
Az
o = —sen(0—p).
2l (0-p)

Note entdo que se temos p =0, entdo § — ff = g, ouf—-p= 37%, logo o # 0. Suponha
que possa ocorrer p < 0 e 0 = 0. Neste caso temos obrigatoriamente que 8 — 8 = 7, logo
0 € A {11, A2}, contradizendo a hipétese de A estar no dominio de Poincaré.

Reciprocamente, suponha que A estd no dominio de Siegel, logo o segmento de reta que
contém A; e A, passa pela origem, entdo 8 — 8 = e portanto o =0, o que é uma contradicao.

Coroldrio 2.2 O ponto A =(A1,A;) € C? estd no dominio de Poincaré se, e somente se, A, e A, estdo

no mesmo semiplano definido por uma reta S passando pela origem do plano complexo.



Capitulo 2.  Transversalidade e Campos Vetoriais Lineares 29

2.2 Campos Lineares

Discutiremos nesta secao condicoes para que uma folheacao .7 (Z) induzida por um campo
linear em C” possa ser transversal a esfera S~!. As demonstracoes de alguns resultados nesta
secdo dependem do uso de alguns conceitos de formas diferenciais, para os quais seguimos a

notacao de [7].

Definicao 2.3 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma 1-forma sobre M é uma aplicacdo w,
que para cada x € M, associa um funcional linear sobre o espago tangente T, M, ou seja, w(x) é

um elemento do espago dual de T, M :
w(x)e(T.M)*, VxeM.

Observacao 2.2

1. Dada uma funcao suave ¢ : M — R considere a aplicacdo w que a cada x € M associa
a derivada de ¢ calculada em x. Como D¢(x): T,M — R é um funcional linear entdo
a aplicacdo w define uma 1-forma sobre M. Além disso, suponha que y € R seja valor
regular de ¢ e defina Z = ¢p~!(y). Neste caso o nicleo do funcional D¢(x), parax € Z, é

exatamente 7,7, ou seja, T,.Z =ker(w(x));

De fato, note que ¢ é constante sobre Z, logo o funcional D¢(x) é identicamente nulo
sobre T.Z. Por outro lado para cada x € Z a aplicagdo D¢(x) é sobrejetiva, assim pelo

teorema do nucleo-imagem:

dimker(D¢(x)) = dimT M —dim Im(D¢(x))=dimM —dimR
= dimZ=dimT,~Z.
Entdo T.Z é subespaco do nicleo de D¢ (x) com mesma dimensao, logo vale a igualdade.

2. Considere o caso particular em que M é uma subvariedade de C". Temos entdo que uma

1-forma w se escreve de forma tinica como

w(z)zZaj(z)dxj—i-bj(z)dyj, 2.1)

J=1

com aj,b; fungdes suaves em M, sendo que aqui estamos considerando C" como um

.....
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Observe entdo que definindo dz; =dx; +idy; e dz; =dx; — idy;, obtemos de (2.1) que
w(z)= Y _a)(2)dz;+Pi(2)dz;, (2.2)
j=1

aj—zbje :a]-—i-zbj

coma; = :
J 2 J 2

Teorema 2.3 (Guckenheimer) Seja X o campo linear

< 0
X(Z): A]’Zj—
j; aZj

sobre C", e suponha que A = (A4,...,A,) estd no dominio de Poincaré. Nestas condigbes, para

cada r >0, as curvas integrais de X sdo transversais a esferaS,, definida por:
n
— n, 2 __ .2
S,={zeC% E |zj|*=r}.
j=1

Demonstracdo: Considere a aplicacdo ¢ : C* — R, definida por ¢(z) =|z|?>. Cada r > 0 é valor

regular de ¢ e ¢ ~}(r)=S,. Podemos entao, através da expressao (2.2), definir a 1-forma
w(z)=D¢(z)= Zz_jdzj +z;dz;
j=1

sobre C".

Suponha por contradicao que o resultado seja falso, neste caso existe uma esfera S,, para
algum r > 0, que ndo é transversal a folheacao definida pelo campo X, portanto existe z €S, tal
que X(z) pertence ao espaco T,(S,). Uma vez que T,(S,) = ker(w(z)) obtemos, para cada a € C,

que
w(z)-aX(z)=0. (2.3)

Daigualdade (2.3), chega-se que

n
Re Zaaj|zj|2 —0. 2.4)
j=1
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Tomandoa=1e a=iem (2.4) temos

n n
Re | Y Ajlzil | =D ajlz;P=0
j=1 j=1

Re | Y idjlzil? | =) Bilz;P =0,
j=1 j=1

para A; = a; +if3;. Portanto

D AjlzilP = (a;+iB)lzilF =o0. (2.5)
j=1 j=1

Mas pelo item 2 da observacao (2.1), a equagdo (2.5) implica que a envoltéria convexa do
conjunto dos autovalores A; contém o zero, contrariando a hipotese de A estar no dominio de

Poincaré, logo o resultado é verdadeiro. [

Corolério 2.4 Nas mesmas hipodteses do teorema (2.3), a interse¢do das curvas integrais do fluxo
@, definidas pelo campo X, com cada esferaS, define uma folheagdo real de dimensdo 1 sobreS,,
a qual denotamos por F(X)|s, .

Demonstracao: Fixado r > 0, seja F uma folha de Z(X) que intercepta S,. Como F é transversal
a esfera temos, pelo teorema (1.5), que S, N F é uma variedade diferencidvel. Temos também
que a matriz A, que determina o campo linear X, é ndo singular, logo o fluxo ¢ induz folhas de

dimensao real 2 em C” — {0}. Assim segue também do teorema (1.5) que

codimg(S,NF) = codimg(S,)+ codimg(F)
= 14+(2n-2)
= 2n-1.

Portanto arestri¢dao do campo X em S, define folhas de dimensao real 1, logo dimg (.7 (X)[s,) = 1.
(]
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Coroldrio 2.5 Seja A=(a;;) uma matriz diagonalizdvel de dimensdo n. Se o conjunto dos auto-

valores A; de A sdo tais que A=(Ay,...,A,) estd no dominio de Poincaré, entdo o campo linear

n n a
X(Z)=j§:; (;aijzi) a—zj;

determina uma folheagdo transversal a cada S, .

Demonstracio: De fato, se A é diagonalizdvel entdao podemos escrever A= PDP~!, sendo D a
matriz diagonal formada pelos autovalores de A. Considere entdo os campos vetoriais Z(z) = Az

e Z(z)= Dz. Note entao que as curvas integrais destes campos sao

p(t,z) = ez
Y(t,z) = e'Pz.

Note agora que o difeomorfismo F(z) = P~z satisfaz:
F(p(t,2)) =y(t, F(z)), V(t,2)€(C,C").
De fato,

F(p(t,z) = F(etAz)zp‘letAz=etBP‘1z
= e'%(F(2))
= (1, F(z)),

logo as folheagoes 7 (Z) e F (Z) sdo topologicamente conjugadas. Como % (Z) é transversal 2 S,

segue que 7 (Z) é também transversal a esfera S, .

Teorema 2.6 Sejam A=(A,,...,A,) no dominio de Siegel e o campo

. 0
X(Z): Aij—.
j; ﬁzj

Entao para qualquer r > 0 a esfera S, ndo é transversal a folheacdo F (Z).
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Demonstracao: Fixado r > 0 mostraremos que existe z € S, tal que Z(z) € T,(S,), ou seja, pela
notacao utilizada na demonstracdo do teorema (2.3)

w(z)-Z(z)=0.

Como A estd no dominio de Siegel existe Z = (z1,...,2,) € S® tal que Z;l:l AjlZj> =0, entdo

podemos definir z =rz €S,, assim

w(2)-Z(z) = Y MIrZiP=r"> 1%
j=1 j=1

= 0,

0 que conclui a prova do teorema. |
Coroldrio 2.7 Seja A= (a;;) uma matriz diagonalizdvel de dimensdo n. Entdo a folheacdo F (Z)

X(Z):i (iaijzi) %
j=1 \Ui=1 J

é transversal a todas as esferas S, se, e somente se, o conjunto dos auto-valores A; de A é tal que

induzida pelo campo

A=(A4,...,A,) estd no dominio de Poincaré.

Lema 2.8 Sejam X uma campo vetorial holomorfo em C? e A,, A, os autovalores da parte linear,
diagonalizdvel, de X. Existe entdo um r > 0 tal que para esferaS., com0 < € < r vale que se A,/ A,

é um real negativo entdo para algum € > 0 existe uma folha de 7 (Z) que é tangente a esferaS..

Demonstracao: Ver referéncia [16], pagina 38. [ |

Lema 2.9 Sejam u, e u, niimeros complexos ndo nulos, Z o campo

P 0 N 0
Uiz 021 U222 02,
e M uma variedade suave, fechada e conexa de dimensdo 2. Nestas condigoes, se U1/u, é um

niimero real e negativo, entdo ndo existe um mergulho suave ¢ : M — C? transversal a 7 (Z).
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Demonstracdo: Suponha por contradicao que exista uma aplicagao suave ¢ : M — C? que seja
transversal a #(Z). Assim pelo teorema de estabilidade (1.12) existe uma vizinhaga W da matriz
A = diag(u; u2)tal que se B € W entao a folheacao 7 (7), induzida pelo campo Z(z)= Bz, é
transversal a aplicacao .

Por outro lado podemos, através da dependéncia continua dos autovalores, escolher um
racional negativo —p/qg suficientemente préoximo de u,/u, tal que a matriz B = diag(p —q)

esteja em W, logo o campo

L
-P 16.21 q 23Z2

induz a folheacao (Z) transversal a ®.

Asfolhas L, € # (Z ) sdo as curvas integrais de 7 passando por w =(w;, w»), ou seja,

L,={(we?T,w,e "), VT eC}.

Se (z1,2) € L, entdo temos que z,z} = w’w}, portanto a aplicagao
F:C* — C
(21,22) — Z?ZZ
é tal que para cada a € C, aimagem inversa F~!(a) estd continda numa folha de & (Z). Considere
agora a aplicagdo ® : M — R definida por ®(x) =|(F o ¢)(x)|.

Uma vez que ¢ € continua e M fechada, temos que existe P € M ponto maximal de ®, por-
tanto D®(P) = 0. Note que devemos ter ®(P) > 0 pois do contrario ® seria identicamente nula,
entao:

DF(p(P))oDp(P)=0

Definindo ¢(P) = (¢1(P), p2(P)) temos

p1(P)=0
DF(p(P))=0<= 1 ou
@2(P)=0

Mas se for ¢1(P) = 0 ou p,(P) = 0 teremos ®(P) = 0, de modo que devemos ter DF(¢(P)) ndo
nula, portanto Dy (P)= 0 sobre as folhas de & (Z), contradizendo a hipétese da transversalidade
de ¢ com F 2). ]



Capitulo 3

Campos Holomorfos

Iniciamos este capitulo estudando trés classes de exemplos de campos vetoriais definidos
em C?, os quais chamaremos de Campos de Poincaré-Dulac. Para tais classes sdo obtidas neste
trabalho condi¢6es para que exista transversalidade com a esfera S3, ou para esferas S, sendo
r > 0 pequeno, descrevendo completamente a folheacao induzida por tais campos, identifi-
cando e contando a quantidade de folhas compactas.

Na segunda se¢do apresentamos o teorema de Poincaré-Dulac, o qual nos permite, sob cer-
tas condic¢Oes, substituir um campo holomorfo por um dos campos de Poincaré-Dulac. Na
sequéncia apresentamos o teorema de Ito, o qual usa fortemente esse teorema para contar o

numero de folhas compactas existentes na folheacao que o campo induz na esfera.

3.1 Campos de Poincaré-Dulac

Estudaremos as seguintes classes de campos vetoriais holomorfos em C2:

1% 0
a) Z:klzl— +A2Z2—, Al,kg E(C\{O}
c’?zl 322

0 0
b) Z=z,—+(z,+€z,)—, €€C\{0}
321 aZZ

7 0
¢) Z=z,— +(kz,+€z¥)—, k>3, inteiro, e€C\{0}
3z1 3z2

Tais classes serdo denominadas de Campos de Poincaré-Dulac.

35
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3.1.1 Primeira classe de exemplos

Sejam A; e A, nidmeros complexos nao nulos tais que o quociente A,/A; ndo seja um real

negativo e considere o campo linear Z em C? definido por

0 0
Y WA J
Z AlzlaZl + 2Z23Z2

Pelo teorema (2.1) temos que A = (A;, ;) estd no dominio de Poincaré logo, fixado r > 0, a
esfera S, é transversal a #(Z). Segue entdao do corolério (2.4) que a restricao do campo Z a S,
define uma folheagao sobre S,, denotada por Z(Z)|s . Portanto podemos estudar, sem perda de
generalidade, apenas o caso r = 1.

Primeiramente observe que estudar as propriedades topoldgicas de Z equivale a estudar as
do campo

7=z 9 + &Zzi,
Jdz; A 02z
pois Z = 1,7, logo diferem por uma rotagio ou uma dilatagao. Para no sobrecarregar a notacao
vamos escrever Z no lugar de Z.

Uma folha /,, de Z(Z)|ss, passando por w = (w1, w,) € S3, pode ser escrita como:

Za): {(ZI’ZZ)Ess; (ZIJZZ):(wIet+iSr wZe(p+ia)(t+iS))r t,S ER}) (31)

d jo=22.
sendo p +10 2

1
Assim se (z1,2,) €{,, obtemos
|1 |?e? +|w, 2Pt =1, t,seR (3.2)

Vamos estudar separadamente os casos o =0 e 0 # 0, pois 0 comportamento das folhas sdo

distintos para cada um destes.
e Ocasoo =0;
Nesta situacdo temos obrigatoriamente, pelo teorema (2.1), que p >0e

Ew:{(zl,zz)eSE‘; (Zl,Zz):(wletﬂs;wzep([”s)), f,SGR}-
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Vamos estudar cada uma das seguintes possibilidades:
I w;=0, a;m w,=0, (III) w,; e w, nao nulos.

(Possibilidade I) Note que neste caso temos |w,| =1 e, pela equagao (3.2), e?’* =1. Como p #0

devemos ter t =0, portanto podemos parametrizar a folha ¢, como

L0.0,)(8)=(0,wze'?%), VseR. (3.3)

(Possibilidade IT) Analogamente ao caso anterior obtemos |w;| =1 e pela equacao (3.2) temos

e’ =1, logo t =0, e podemos parametrizar ¢, por

E(wl,o)(s):(wleis,()), Vs eR. (3.4)

(Possibilidade ITII) Se supormos agora que w; e w; sao nao nulos obtemos a parametrizacao

Cionon)(8) =(w1e™, wye'P*), VseR, (3.5)

Note entdo que as parametrizacdes (3.3) e (3.4) indicam que estas duas folhas sdo circulos
em S3, ou seja, temos nestes caso duas folhas compactas.

Ja para a terceira possibilidade note que se p é um niimero racional, entdo todas as folhas
parametrizadas em (3.5) sdo curvas periédicas, portanto compactas, neste caso temos uma fi-
bracao de Seifert, referéncias [3] e [17]. Em particular, quando p =1, todas as curvas sdo circu-
los de raio 1 e neste caso temos uma fibracao de Hopf.

Finalmente se p € irracional a parametrizagao {(,,, «,) € conhecida como fluxo irracional do
toro e seu fecho £,, = T2, portanto se temos p ¢ Q a folheacdo .Z(Z)|; é do tipo "toro sélido-

degenerado", com degenerescéncias nas folhas compactas ¢, ) € £(0,0,)-

e Ocasoo #0;
Como anteriormente vamos analisar as possibildades:

I w;=0, D w,=0, (III) w; e w, nao nulos.
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(Possibilidade I) Como w € S3® e w; =0 entdo |w,| =1logo, da equagao (3.2), temos

o

€ portanto

Li0,0y)(E) = (0, wzei(a o )t), VteR (3.6)

é uma folha compacta dessa folheacao.

(Possibilidade II) Como w, =0 entdo |w;| =1 e podemos escrever
Liwpo(t)=(w1e™,0), VieR, (3.7)

ou seja, (., ,0) € uma folha compacta da folheacao.

(Possibilidade ITII) Se w; e w, sdo ndo nulos, pela equacao (3.2) obtemos s em funcao de ¢:

1 [ jwale?et

s=—In|——
1—|ew[*e?

] Ct<In(lou ™).
20

Podemos entdao parametrizar (3.1) por

Lo (D)=(21(1), 22(2)), YVt <In(ln|™),

sendo

. 1 .
z1(t)=exp(t)-exp {z [gt — %ln (1 — eZtla)llz)] }-exp (zglnlwzl) w1,

1 2+ 2
z5(t)=exp [Eln(l—eZtlwllz)] : exp{i[a Up t—%ln(l—e”la)llz)]}

exp (iglnlwgl) .&
o

|,
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Note que quando fazemos ¢t — —oo temos que z;(¢) — 0, mas uma vez que
21 (0P +lz2(0)P =1, 3.8)

segue que |z,()| deve obrigatoriamente se aproximar de 1, assim

b= [ Wty o<1 =5 =10,0)) lw}=1}.

—00<$<0

Por outro lado, fazendo ¢t — In(|w;|™!) temos que z,(¢) — 0, logo a igualdade (3.8) im-

plica em |z,(t)]| — 1, portanto

toon= [ Hlwe®) s<t<In(eof}={)]0); ||=1}

0<s<In(Jw|™1)

Conclui-se assim que as Unicas folhas compactas sdao aquelas em (3.6) e (3.7). Observe
ainda que todas as outras folhas ndo compactas sao "atraidas", ou "repelidas"pelas folhas

compactas.

Podemos resumir a discussao acima no seguinte resultado:

Teorema 3.1 Sejam A = (A;, A,) pertencente ao dominio de Poincaré e Z o campo vetorial sobre

C? definido por
Z=2A 0 +A d
=Mz =— Zy—.
1 1521 2 zaz2

Entdo as folhas (., ., da folheagdo F(Z)|s,, parar > 0, possuem as seguintes caracteristicas:

() {00 elo,w,) SGo compactas, Vwy, w, €S!;
(ii) SeIm(A2/A1)=0eRe(A:/A1)€Q, entdo todas as folhas de F(Z)|s, sGo compactas;

(iii) Se Im(A,/A1) =0 e Re(A2/A1) ¢ Q, entdo o fecho da folha{,, ., é o toro T? para qualquer
(w1, w2) €S, com w, #0 e w, #0;

(iv) SeIm(A,/A1)# 0 entdo nenhuma folhal,, .,), com w, #0 e w, #0, é compacta. Além disso

tais folhas sao atraidas ou repelidas por { ., 0) €£(0,e,)-
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3.1.2 Segunda classe de exemplos

Para simplificar os cédlculos considere € € R e entao defina o campo linear Z em C? por

Z 0 +(z2+€2;) d
=z1—+(z,+€z1)—.
! 0 Z1 2 ! 0 Z2
Note que a esfera S, é tangente a folheacdo Z(Z) num ponto z =(z;,z2) €S, se, e somente,

211> + 221> + €212, =0. (3.9)

Considerando as identifica¢des naturais z; = x; +ix; € z, = X3+ ix4 a equacao (3.9) se reescreve

como
r2 4+ e(x1Xx3 4 X2X4) + i (X2X5 — X1X4) =0,
logo
€(X1X3 4 Xpx4) = —12. (3.10)
Assim, considere a aplicacao
f:R* — R

(X1,X2,X3,X4) —— X1X3+X2X4

e defina ¥ o subconjunto de R* que satisfaz a equacao (3.10).

Pelo método de Lagrange o maximo da aplicacgao f, restrita a esfera S, C R*, é igual r2/2, o
que ocorre quando x; = X3 € X, = Xx4. Por outro lado, o minimo tem valor —r?/2 que é atingido
quando x; = —x3 e X, = —X4, sendo que o multiplicador A do método é igual a £|e|/2.

Logo para |€| < 2 temos que
|€(x1x3 + X2x4)| = l€]] f (1, X2, X3, X4)| < 72,

portanto > = 0, ou seja, S, é transversal a folhecao .Z(Z). Entdo sem perda de generalidade
vamos supor r =1 e estudar a folheacao 7 (Z)|gs.
Uma folha /,, de Z(Z)|ss passando w € S® pode ser escrita como

lo=1{(21,22)€S% (21,22)=(wie"™" (w2 +ew (t +is))e' ), t,s€R}
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e deve satisfazer a equacao
| >+ |wo +ewi(t+is)?P=e?, t,seR. (3.11)
Como feito anteriormente, insvesitgaremos as trés possibilidades:
I w;=0, a;m w,=0, (III) w,; e w» nao nulos.
(Possibilidade I) Temos imediatamente da equacao (3.11) que ¢,, pode ser parametrizada por

C0.0,)(£)=(0,w0e'™), VteR. (3.12)

(Possibilidade II) Suponha agora w, =0, entdo |w;|=1 e de (3.11) temos que

e 2t —1
s?= > -t t<o.
€

Podemos entdo escrever s em func¢do de ¢ por:

e —1 e 2 —1
———1t%, ou s(t)=- 5
€

s(t)= — 12

62

Note que quando tomamos t — —oo temos s(¢) — +oo ou s(¢) — —oo, de acordo com

o sinal escolhido para s. Nestas condicdes temos a parametrizacao

Uiy 0)(t) =(21(2), 22(2)), VE<O,

sendo

z1(t)=w et et
zy(t)=€ewitete™D+jewis(t)eleist),

Assim temos

lon= [ et —co<t=<ri={0,w)) |wjl=1}

—00<r=<0
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(Possibilidade III) Por fim, se w; e w, sdo ndo nulos, da equacao (3.11) obtemos a restricao
t <In(|ws|™1), e ainda

€| |(t* +s%)— e *" +2etRe(w,w;) — 2esIm(w; w,) +1=0.

Considere a aplicacdo f : R?> — R definida por
f(t,8)=€*|w,[*(t* +s*) — e ™* +2€etRe(w, ;) — 2esIm(w  @,) + 1.

Note entdo que

0 Im(w; w
_f‘(t(),SO):O =" SO — (—12)
€l |?

y

Js

portanto segue do teorema da fun¢do implicita que para s # s, temos f(z,s(z)) =0. Obte-

mos entao a parametrizacao

Ciwonon) () =(21(1), 22(2)), Vit <In(|w,|™),
sendo

{ z1(t)=w;eteis)

zZo(t)=€ew,tetes +jew s(t)ete’s )+ ew teteis),

Segue disto que fazendo t — —oo implica z;(¢) — 0 e como |z,(¢)]> +|z2(¢)]?> = 1 temos:

b= [ T —co<t<r}={0,0}) |wjl=1}

—00<r=<0

Assim a restricdo 7 (Z)|s: tem como tnica folha compacta aquela parametrizada por (3.12).
O caso € € C segue as mesmas linhas apresentadas acima. Portanto com essa discussdo obte-

mos teorema abaixo.

Teorema 3.2 Sejam € um ntimero complexo e Z o campo vetorial em C? definido por

Z= 0 +(z2+€ )a
_Zlé’zl “ “ 3z2'

Entdo para |€| < 2 a folheagdo F(Z) é transversal aS,, parar > 0, e a folheacdo F(Z)|s, possui

uma tinica folha compacta que serd atratora das demais folhas.
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3.1.3 Terceira classe de exemplos

Como feito na classe anterior vamos supor que € € R. Sejam k um inteiro maior do que dois

€ 0 campo

0 0
Z:zla—z1 +(kz2+ezf)a—zz.

Para este exemplo utilizaremos a definicdo e o teorema a seguir, que sao estudados na referéncia
[1], capitulo 5.

Definicao 3.1 Considere um conjunto A ={A,,...,A,} C C. Dizemos que A é ressonante se para

cadai=1,...,n existem inteiros ndo negativos m ]l tais que

n n
— i i
Ai= E Ajm; e E m; 2.
j=1 j=1

Teorema 3.3 (Teorema de Poincaré) Se os autovalores A; da parte linear de um campo vetorial
holomorfo numa singularidade sdo tais que A = (A4,...,A,) pertence ao dominio de Poincaré e
sdo ndo ressonantes, entdo o campo é biholomorficamente equivalente a sua parte linear numa

vizinhanga da singularidade.

Assim note que a tnica singularidade do campo Z € a origem e que a matriz da parte linear

calculada nela é

DZ(0)= Lo
Mo k)

cujos autovalores sdao A; =1 e A, = k, que pertencem ao dominio de Poincaré. Como k > 3

entdo ndo existem inteiros nao negativos m,, m, satisfazendo
Al = mlll + mg)tz e m+my=>2,
ou seja, o conjunto dos autovalores é ndo ressonante. Portanto pelo teorema (3.3) existe uma

vizinhanca W da origem na qual o campo Z é biholomorficamente equivalente ao campo

1=z i+kz i
L— laZI Zazz)

o qual, pelo teorema (2.3), define uma folheacao transversal a cada esfera S,.
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Em particular as folheacoes Z(Z) e Z(Z) sdo topologicamente conjugadas, logo podemos
tomar um r >0, com S, C W, tal que a folheacdo .7 (Z) seja transversal a S,.

Uma folha (., € 7 (Z)|s, pode ser escrita como
0=1(21,22)€Ss; (21,22)=(w1e"™",(wo +ewl(t +i5))e ™), (1,5)eR?}
e deve satisfazer a equacao
lwi?e* +|w, +ewf(t +is)Pe* =r*, 1,sER. (3.13)

Como feito anteriormente analizaremos as

M w;=0, an w,=0, (III) w; e w» nao nulos.

(Possibilidade I) Neste caso obtemos facilmente a parametrizacao

L0.0)(8)=(0,w.e™**), VseR. (3.14)

(Possibilidade II) Como w; =0 e |w;|=r segue da equacdo (3.13) que

— 2
s= \/Ielrk 3 gaki —t45,t<0.

Neste caso temos a parametrizag:éo
gu)(t) = (zl(t)!ZZ(t))) Vt < 0;

sendo

z1(t) = wettis®
z5(t) = ewk(t+is(r))ekr+ist),

Como |z,(t)*+|z2(t)]?=1r? Vit <0, entdofazendo t — —oo temos obrigatoriamente que

z5(t) se aproxima de um ponto «, com |w/,| = r, pois z,(f) se aproxima de 0. Portanto

(a)l 0) ﬂ {K(wlo)(t) —OO<t<I‘} {(0 w ) |(,() |_r}

—00<r=<0
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(Possibilidade III) Finalmente temos para o terceiro caso a equacao
lwi2e? + [|wo|? + 2etRe(wr@" ) — 2esTm(w¥@s) + €2 w1 [2¥ (12 + s2)| e =12, (3.15)
1 1

com ¢ <In(r|w;|™!). Aplicando o teorema da fun¢ao implicita em (3.15) podemos escrever

s=s(t), para
Im(w¥w,)

s #

|<01|2k

Assim obtemos a parametrizacao
Lo(t)=(21(1), 22(2)), VYt <In(r|wi|™),
sendo que

zl([) — wlet+is(t)
2o(t) = [watewk(t+is(r)] ektr+isw,

Fazendo t — —oo0 a equacao |z(t)|*>+|z2(t)>=1r?, Vt <0implica que z,(t) se aproxima

de um ponto w’, com |w,| =T, assim

o= () Wit —c0<t<r}={0,0); |wjl=r}

—00<r<0

Portanto a folheagao 7 (Z)|s. possui uma tinica folha compacta que é dada por (3.14). Fica

entdo provado que:

Teorema 3.4 Sejam € um niuimero real, k um inteiro maior do que dois e o campo

9

17
Z=zl—+(kzz+ezf) .
8z2

5‘21

Nestas condicoes se 7 (Z) é transversal a S,, para algum r > 0, entdo F(Z)|s, possui uma

tinica folha compacta que serd atratora das demais folhas.
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3.2 Campos Holomorfos

Considere Z(Z) a folheacao definida pelas curvas integrais do campo vetorial
1%} 0
Z=filz)5— —,
fl(Z)aZ1 +fz(Z)5Z2

holomorfo em alguma vizinhanca do disco fechado D'= {z€C™; |z1)2+|z2/* <1} e S? a fron-
teirade D'. O principal resultado desta secdo € o fato de que se a esfera S® c C* é transversal
a folheacao Z(Z), entdo o nimero de folhas compactas de % (Z)|ss € menor ou igual a 2 ou a
folheacao possui infinitas folhas compactas.

A demonstracdo deste resultado, obtido por Ito, referéncia [8], envolve outros teoremas,
tdo interessantes quanto este, 0s quais exibimos na sequéncia, em particular utiliza-se de [9]

0] seguinte teorema:

Teorema 3.5 Sejam M um subconjunto de C" difeomorfo e holomorfo ao disco fechado D" ez
um campo vertorial holomorfo numa vizinhanca de M. Entdo se a fronteira d M de M é transver-
sal a 7 (Z) temos:

(i) Existe tinico p € M tal que Z(p) =0, sendo que podemos supor p =0;
(ii) O indicedeZ calculado em p tem valor 1;
(iii) Cada folha L€ F(Z) que cruza d M tende ao tinico ponto singular p;

(iv) Arestricao F(Z)|y-_yy; € C®-difeomorfa a folheagio F(Z)|y % (0,1].

Nao exibiremos a demonstracao deste teorema pois sua generalidade, bem como teoria para
demonstracao, fogem aos objetivos deste trabalho. Entretanto note que restringindo ao caso
. —14 . . -
particular M = D temos que d M =S3 e obtemos o seguinte teorema, que é de grande utilidade

aos nossos objetivos.

Teorema 3.6 SuponhaZ um campo vetorial holomorfo numa vizinhanga deD'. Se S? é transver-
sala 7 (Z), entdo

(i) Ocampo Z possui tinica singularidade p € 54, sendo que podemos tomar p =0;

(ii) O indice do campo Z, em p, tem valor 1;



Capitulo 3. Campos Holomorfos 47

(iii) Cada solugdo F deZ que cruzaS? tende a0, ou seja, 0 € F;
(iv) Paracada0<r <1 aesferaS, étransversal a 7 (Z);

(v) Arestricio 7 (Z)|s, é C®-difeomorfaa 7 (Z)|s, para0 <r <1.

No coroldrio (2.7) vimos que uma folheacdao Z(Z), com Z(z) = Az e A diagonalizavel, é
transversal a S® se, e somente se, os autovalores de A pertencem ao dominio de Poincaré. O
resultado a seguir obtido por Ito, referéncia [8], garante de forma mais geral a reciproca de tal

coroldario.

n 0
Teorema 3.7 Sejam Z(z) = ijl fj(Z)ﬁ um campo homolorfo numa vizinhanga de
J

D" c C" e0 a tnica singularidade de Z em D", SeS?n-1 ¢ transversal a F(Z) entdo o con-
junto de autovalores A; da matriz A = (%(0)) étal que A = (A4,...,A,) pertence ao dominio de
J

Poincaré.

Demonstracao:

Apresentamos uma demonstracao diferente da exibida por Ito para o caso particular n =2,
o qual é suficiente para os propositos deste trabalho. Para tanto, note que se S® é transversal
a 7 (Z) entdo temos do teorema (3.6) que o indice de Z calculado em 0 é igual a 1, portanto
cada autovalor A; é ndo nulo, ver [5]. Ainda do teorema (3.6) temos que paracada0<r <1a
folheacdo Z(Z) é transversal a S;.

Utilizando a férmula de Taylor, podemos escrever

2 2 2
o fi d 0
z=> S50z | 5=+ . 1
2z, (0)z; oz, + 2 G(Z)ﬁz,- (3.16)

i=1 \ j=1

Suponha entao, por absurdo, que o teorema seja falso, portanto os autovalores A, e A, da ma-
trizA = (;—Z(O)) sdo tais que A = (A, A,) pertence ao dominio de Siegel. Uma vez que tais valores
sdo nao nulos, temos obrigatoriamente que o quociente entre estes é um numero real negativo
e portanto A; # A,. Assim a matriz A é diagonalizdvel, entdo segue do lema (2.8) que podemos
tomar 0 < € < r tal que alguma folha de Z(Z) é tangente a S, contradizendo a transversalidade
de Z(Z)com S, paracadar <1.



Capitulo 3. Campos Holomorfos 48

Observacdo 3.1 A demonstragdo do teorema (3.7) feita por Ito segue as seguintes ideias:

Como o indice de Z calculado em 0 € igual a 1, temos que A; e A, sdo nao nulos e pelo
teorema (3.6) temos que para cada 0 < r <1 a folheacao .7 (Z) é transversal a S,.

Podemos tomar r; > 0 pequeno, tal que o campo

2 2
ofi 17
Z;= —(0)z; | —,
L Z — 5zj ( ) / 0 Zi
i=1 j=1
o qual é a parte linear do campo Z, visto como em (3.16), € transversal a esfera S,, .
Como Z| é transversal a S,,, entdo pelo teorema de estabilidade (1.11) existe uma vizinhanca

W da matriz A tal que para qualquer outra matriz B =(b;;) nesta vizinhanca o campo

2 2

~ 0
ZL:Z b,’ij ﬁ
1 i

i=1 \ j=

é também transversal a S,,.

Suponha por contradi¢cdo que o teorema seja falso, logo A = (44, A,) pertence ao dominio de
Siegel. Podemos entdo, pelo teorema (1.11), tomar uma matriz A= (a;j) em W, tal que seus au-
tovalores u; e u, satisfacam as condi¢des do lema (2.9). Assim ndo pode existir uma aplicagdo
¢ : M — C?, com M compacta e conexa, transversal a folheagcao 7 (Z,). Entretanto Z (Z;) deve

ser transversal a S,,, ou seja i : S, — C? é transversal a . (Z;), uma contradicao.

Teorema 3.8 Se a esferaS® C C? é transversal a folheagdo F (Z), sendo
0 0
X=fi(z)=— —,
fi(z) oz + f2(2) EP

entdo a folheacdo 7 (Z)|ss possui uma, duas ou infinitas folhas compactas.

Demonstracao:

Pelas hip6teses temos que a origem 0 € C? é a tinica singularidade de Z no disco D'. Umavez
que S? é transversal a #(Z), temos do teorema (3.7) que os autovalores A1, A, da matriz (Z—Z(O))
sdo tais que A = (A, A;) pertence ao dominio de Poincaré, portanto estamos nas condicoes do

seguinte teorema, ver referéncias [8] e [1], capitulo 5:
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[Teorema de Poincaré-Dulac] Seja X o campo vetorial holomorfo numa vizinhanga
da origem em C? dado por
0 %,
X=filz)m— —,
&)y + fol@) -
sendo a origem uma singularidade isolada de X. Se os autovalores A, e A, da matriz

A= (2—5’_(0)) sdo tais que A = (A,, A,) pertence ao dominio de Poincaré, entdo existe
]

uma aplicagdo biholomorfa ® entre vizinhangas da origem tal que:
30)=0 e DIX)=2Z,
sendo Z um dos campos de Poincaré-Dulac.

Portanto podemos tomar um r, pequeno tal que exista um biholomorfismo

®: (25, — F W)

D'(r) ®(D' (ro))’

tal que ®(0) =0 e D®(X) = Z sendo Z um dos campos de Poincaré-Dulac, para os quais ja veri-
ficamos a validade do teorema, logo este biholomorfismo garante que devem exisitir uma, duas
ou infinitas folhas compactas na folheagao .7 (Z)|ss(,,)- Note entdo que pelo teorema (3.6), item

(v), temos que F(Z)[ss(,,) € C®-difeomorfa a .7 (Z)|ss, 0 que completa a demonstragao.

3.2.1 Conjectura de Seifert

Nesta se¢do temos como proposta dar as principais ideias da Conjectura de Seifert, que diz
respeito a existéncia de orbitas periddicas de um campo nao singular em S3. O objetivo para
isto se deve ao fato de que através do teorema (3.8) obtém-se uma resposta afirmativa, exibida

em [9], para esta conjectura num caso particular.

Note que todas as folhas da folheacao Z(S)|ss, sendo

definido em C?, sdo as fibras da fibracdo de Hopf. Em 1950, H. Seifert provou, [15], o seguinte

resultado:
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Teorema 3.9 (Seifert) Todo campo continuo sobre a esfera S® obtido de uma perturbagdio de

F(S)|ss possui pelo menos uma curva integral fechada.

A partir disto uma resposta afirmativa a pergunta: Todo campo ndao singular sobre S® possui
curva integral fechada ?, ficou conhecida como Conjectura de Seifert. Em 1974, Paul Schweitzer
exibiu, ver [14], um contra-exemplo para tal conjectura, na verdade de foma bem mais geral. Tal

exemplo é apresentado no texto [17], que pode dividido em duas partes:

1. Construir sobre S® um campo suave X; que possui apenas uma 6rbita fechada;

2. Eliminar a 6rbita fechada de X; sem entretanto fazer surgir outras, uma técnica chamada
de Plug de Wilson. Para tanto usa-se o curioso campo vetorial de Denjoy, sobre o toro T?,

que ndo possui nenhuma o6rbita periodica e nem 6rbitas ergddicas.

Tendo tais ideias o que se propoe € investigar campos vetorias nao singulares em S° induzi-
. . -4 ~ . 3
dos por campos vetoriais holomorfos numa vizinhanca de D que sao transversais a S®. Este

estudo se resume no seguinte coroldrio do teorema (3.5):

Corolério 3.10 Seja Z um campo holomorfo numa vizinhanga de D'. SedD' =S é transversal

aF(2), entdao F(Z)|s: possui pelo menos uma folha compacta.
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