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RESUMO

Na natureza, potenciais fisicos sao suaves, mas a maioria dos trabalhos com
bilhares usam potenciais rigidos como paredes. Neste contexto nds escolhemos um
sistema consistindo de duas particulas cléssicas interagentes num bilhar unidimen-
sional (1D) e outro sistema com trés particulas sobre um anel sem atrito. A dinamica
dos dois sistemas ¢ analisada quando ha a transigao rigida para suave das paredes do
bilhar. N6s queremos checar o comportamento de sistemas Hamiltonianos classicos,
pois estes sistemas podem apresentar regioes de movimento regular e cadtico coex-
istindo no mesmo espaco de fases.

Para o sistema de duas particulas num bilhar 1D, encontramos expressoes
analiticas para a descri¢ao do espaco real e tangente. Mostramos quais os parametros
que influenciam no aparecimento de ilhas regulares no mar cadtico. Simulagoes
numeéricas para o Expoente de Lyapunov maximo a tempo finito, obtido das ex-
pressoes analiticas, mostram que parametros como a massa das particulas, forca de
interacao e altura das paredes podem mudar completamente a dinamica do sistema.
Nas investigacoes numéricas, as suavidades das paredes sao modeladas por n degraus,
portanto qualquer potencial pode ser obtido.

Mostramos que a dinamica de trés particulas num anel é equivalente a uma
particula dentro de um bilhar triangular. A transi¢do das paredes de suaves para
rigidas é analisada através das segoes de Poincaré do sistema. A coexisténcia dos
comportamentos regular e cadtico sao observados quando modificamos as paredes e
as razoes de massas das particulas. Os resultados mostram que a fungao exponencial
e a funcao erro sao apropriadas para descrever as paredes suaves do bilhar.

-Palavras chaves: Bilhares, Paredes suaves, Particulas interagentes.
-Areas de conhecimento: Sistemas complexos, Dinamica nao-linear.




Abstract

Although in nature realistic physical potentials are soft, most of the work with bil-
liards use hard potential walls. In this context we chose a system consisting of two
classical interacting particles in a one-dimensional (1D) billiard and another system
with three particles on a frictionless ring. The dynamics of the two systems is anal-
ized when there is hard-to-soft transition from the walls of the billiards. We want
to check the behavior in classical Hamiltonian system. Hamiltonian systems present
motion coexist in the same phase space.

For the system of two-particle in a 1D billiards we find analytical expressions
for the real space and the tangent space. We show what parameters influence the
appearance of islands in a sea of chaos. Numerical simulations for the maximum
Finite Time Lyapunov exponent, obtained by the analytical expressions. We show
which parameters such as particle mass, strength of interaction and height of the walls
can completely change the dynamics of the system. In the numerical investigation,
the soft walls are modeled by n steps, therefore any potential can be modeled.

We show that the dynamics of three particles on a ring is equivalent to a
particle within a triangular billiard. The transition from soft to hard walls is analyzed
by the Poincare Surfaces of Section of the system. The behavior of the coexistence
of regular and chaotic regions are observed when modifying the walls and particles
masses ratio. The results show that the exponential function and error function are
appropriate to describe the soft walls of the billiards.

-Keywords: Billiards, Soft walls, Interacting particles.
-Knowledge area: Complex systems, Nonlinear dynamics.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas dinamicos sao objetos mateméaticos usados para modelar fendmenos
fisicos cujos estados ou variaveis mudam ao longo do tempo. Estes modelos sao
utilizados em previsoes economicas e financeiras, modelagem ambiental, diagnésticos
médicos, equipamentos industriais, e em uma série de outras aplicagoes.

Os sistemas dinamicos podem ser divididos entre sistemas dissipativos, que
variam a sua energia ao longo do tempo e sistemas Hamiltonianos que mantém sua
energia constante [1]. Os sistemas Hamiltonianos possuem relevante aplicagoes em
astronomia, como no estudo de galdxias, fluidos incompressiveis, e linhas de campo
magnético em confinamento de plasma [2]. Apesar da relevancia e de ao longo do
tempo estes problemas terem sido amplamente estudados, algumas questoes ainda
persistem.

Uma das principais distingoes em sistemas dinamicos é revelado nos compor-
tamento dinamicos, que podem variar de regular, movimento periédico ou quase-
periddico, a movimento irregular ou caético. Em sistemas Hamiltonianos esta dis-
tingao é extremamente relevante por tratar de iniimeros sistemas fisicos reais. Exem-
plo de trajetoria periddica aparece no problema bem conhecido de dois corpos de
Kepler, onde as trajetérias sao elipses fechadas, e na oscilacao de um péndulo sim-
ples. Movimento quase periddico aparece em sistemas de alta dimensao como uma
composicao linear de dois periodos de movimento incompressiveis. Trajetorias quase-
periddicas nunca se fecham perfeitamente, mas constroem toros no espaco de fases. A
existéncia do movimento cadtico foi primeiramente vislumbrado por Henri Poincaré
[3] no final do século XIX com o problema de trés corpos. Trajetérias cadticas com-
binam imprevisibilidade e determinismo por mostrarem sensibilidade a condigoes
iniciais, onde trajetorias préximas, bem conhecidas, divergem exponencialmente ao
longo do tempo.

A grande maioria dos sistemas Hamiltonianos apresentam uma caracteristica
peculiar, a de possuirem espaco de fases misto, onde movimento regular e cadtico
coexistem. Um exemplo desse comportamento pode ser observado em um modelo
construido para explicar o movimento de galdxias, o sistema de Hénon-Heiles [4].

13



Fixando determinadas energias para o sistema e evoluindo-o no tempo, o compor-
tamento dinamico pode variar de integravel (regular) a cadtico, passando pelo com-
portamento misto.

Modelos relativamente simples para verificar as caracteristicas da dinamica de
sistemas Hamiltonianos, sao os bilhares classicos. Bilhares sao modelos matematicos
que podem corresponder a sistemas fisicos reais onde uma ou mais particulas se
movem em regiao delimitada. A geometria do bilhar pode ser uma caixa, um circulo
ou qualquer outra forma geométrica, e as particulas podem colidir elasticamente
umas com as outras e com as paredes.

Uma particula pontual movendo-se livremente sobre uma linha com bordas
fixas é um exemplo de um bilhar integravel. O bilhar, chamado de bilhar de Sinai
[5], onde uma particula é posta a se movimentar numa geometria constituida de um
quadrado com um disco fixo deslocado do centro, apresenta comportamento cadtico.
Em contrapartida o bilhar Estadio de Bunimovich [6] apresenta espago de fases com
regioes de movimento regular e cadtico coexistindo.

A forma matematica mais simples de um bilhar é apresentada em uma di-
mensao. Mesmo com caracteristicas simples o sistema pode apresentar dinamica
suficientemente complexa e de extrema relevancia para sistemas dinamicos [7]. Um
sistema com duas particulas, interagindo via potencial de Coulomb, num bilhar uni-
dimensional exibe comportamento misto no espago de fases [8]. Quando este sistema
varia sua interagao, de longo para curto alcance através do potencial de Yukawa [9],
o sistema mantem sua caracteristica mista e apresenta trajetorias na regiao cadtica
que permanecem por um longo tempo préximo a regioes de movimento regular. Esse
movimento é chamado de grude (Stickiness em inglés). O grude faz com que os
expoentes de Lyapunov tenham seu valor positivo reduzido. Sabe-se que os grudes
podem influenciar em propriedades globais do sistema, como fenomenos de trans-
porte [10] e decaimento de correlagao [11, 12]. Pode-se ainda utilizar a variancia [13]
dos expoentes de Lyapunov para este fim, ou a variacao do expoente de Lyapunov
méaximo de maior probabilidade de ocorréncia [9)].

Alguns trabalhos descobriram que um bilhar unidimensional com duas parti-
culas, pode ser tratado como um caso particular do movimento de trés particulas
num anel finito [14, 15, 16]. Também foi verificado que a dinamica de duas particulas
pode ser descrita pelo movimento de uma particula num bilhar triangular [17]. Os
bilhares triangulares tém sido usados no estudo da difusao de energia em sistemas
unidimensionais [18].

Geralmente, trabalhos com bilhares consideram paredes rigidas como modelo
[5, 6, 8, 19]. Entretanto, potenciais realisticos sao suaves, como bilhares formados
por semicondutores onde as particulas sao elétrons [20, 21]. Nestes trabalhos a forga
de interacao entre as paredes e as particulas é representada por uma funcao Delta

(6(x)), mas esta fungao nao é definida para as equagoes de movimento do sistema
dé(z)

por se tratarem de derivadas (d—>
T
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Surge entao a pergunta: qual o efeito de potenciais suaves sobre a dinamica
de particulas interagentes? Neste contexto, recentemente um bilhar unidimensional
com duas particulas classicas interagindo via potencial de Coulomb com paredes
suaves [22] foi apresentado. As paredes deste sistema foram descritas pela funcao
“Erro”, de forma que a forca de interagao entre parede e particula fosse uma funcao
Gaussiana.

A suavidade das paredes do bilhar pode ser controlada através de um parametro
“o”. Quando este parametro tende a zero (o — 0) obtem-se paredes rigidas rep-
resentadas por uma funcao Delta. Dessa forma o sistema apresenta a coexisténcia
das regioes regulares e cadticas no espacgo de fases, bem como a presenca de sticki-
ness para paredes suaves e rigidas. Quanto mais suaves sao as paredes mais ilhas de
regularidade podem ser verificadas.

No intuito de analisar a dinamica de particulas interagentes, aprisionadas em
bilhares com diferentes geometrias, quando as paredes do bilhar sao suaves, estu-
damos o comportamento de dois bilhares diferentes. O primeiro problema apresenta
duas particulas cldssicas interagindo via forgas de repulsao constantes (F) entre si,
confinadas num bilhar unidimensional com paredes suaves. As paredes sao mode-
ladas por degraus, com altura e largura variavel, no intuito de obter qualquer funcao
que descreva um potencial para as paredes, tanto rigido, quanto suave quando o
nimero de degraus é grande.

Usando o método de Dellago et al. [23], uma extensao do método cldssico
desenvolvido por Benettin et al. [24] para o cédlculo analitico do espectro dos ex-
poentes de Lyapunov, encontramos expressoes analiticas que fornecem a evolugao do
sistema no espaco de fases e no espaco tangente do bilhar. A evolucao do sistema é
descrita por matrizes (6 x 6), diferente do estudo feito por Dellago onde um sistema
simples era modelado por matrizes (2 x 2). Através destas matrizes mostramos quais
os termos analiticos podem gerar comportamento cadtico no sistema. Utilizamos as
expressoes analiticas para calcular numericamente a dinamica do sistema através dos
expoentes de Lyapunov maximo a tempo finito e das se¢oes de Poincaré do sistema.
Este método consiste em encontrar os Expoentes de Lyapunov do sistema através
dos autovalores da matriz final obtida pela multiplicacao das matrizes para diferentes
regioes do bilhar. Este é um método alternativo para o calculo dos Expoentes de
Lyapunov dos usualmente utilizados para a evolugao do sistema através de equagoes
diferenciais como o Método de Wolf et al. [25].

No segundo trabalho temos o problema de trés particulas sobre um anel.
Através de uma transformacao de coordenadas mostramos que este sistema pode ser
descrito por uma particula dentro de um bilhar triangular. Através do espaco de fases
do sistema observamos a mudanca de comportamento dinamico quando as paredes
variam de suaves para rigidas. Mostramos que dependendo da escolha dos potenciais
que moldam as paredes, que vem do potencial de interacao entre as particulas, o
sistema pode apresentar comportamento cadtico ou integravel. Também mostramos
que existe uma relacao entre o tamanho do bilhar e a suavidade das paredes. A
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dinamica do sistema muda quando alteramos as massas das particulas, que estao
diretamente ligadas aos angulos do bilhar triangular.

No capitulo 2 faremos uma introdugao aos conceitos de Sistemas dinamicos,
Sistemas Hamiltonianos, Teorema KAM, Expoentes de Lyapunov e de Bilhares.

No capitulo 3 sao apresentados os resultados analiticos e numéricos para duas
particulas num bilhar unidimensional.

No capitulo 4 sao apresentados os resultados analiticos e numéricos para trés
particulas num anel.

Por fim, no capitulo 5 faremos as conclusoes finais sobre o trabalho, baseados
em resultados obtidos nos capitulos anteriores.
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Capitulo 2

Sistemas Dinamicos

Neste capitulo falaremos sobre alguns conceitos de sistemas dinamicos, em
especial dos sistemas Hamiltonianos. Revisaremos os conceitos sobre o teorema KAM
(segao (2.3)), Secao de Poincaré (segao (2.2)), Expoentes de Lyapunov (segao (2.4))
e sistemas chamados de Bilhares na segao (2.5).

Um sistema dinamico é descrito por qualquer conjunto de grandezas, chamadas
de variaveis dependentes, que variam no tempo. O tempo é chamado de variavel in-
dependente. O estado do sistema é representado pelos valores do conjunto completo
de variaveis dependentes. O espaco de estados possiveis para um sistema é denomi-
nado espaco de fases. A evolucao de tal sistema pode ser descrita por um conjunto
de equacoes discretas, por meio de mapas, ou continuas, através de equacoes difer-
enciais, permitindo-nos a descrigao do comportamento do sistema conforme o tempo
evolui. O sistema dinamico, no qual o tempo é uma variavel continua, pode ser
expresso por N equagoes diferenciais de primeira ordem auténomas [1]

( %:Fl[l'l,l‘Q,.--7xN],
dd% = FZ[£17I27"'71.N]7

< (2.1)
. d:;_év :FN[$17x27"'7$N]’

no qual podemos escrever em forma vetorial
dx(t)
Cdt
onde x * é um vetor de dimensao N e a funcao F define um campo de velocidades

[26]. Para qualquer condigao inicial do sistema x(0) podemos, em principio, resolver
a equacao (2.2) e obter o estado do sistema num tempo futuro.

= F[x(t)], (2.2)

1

'A notacao vetorial desta tese se dard através do negrito, ou seja, x = & que é um vetor N-
dimensional. Chamadas de coordenada de estado.
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Para sistemas com tempo discreto, ou seja, tempo com valores inteiros, apre-
sentamos um mapa escrito em forma vetorial e genérica

X1 = M(xy), (2.3)

onde x; possui dimensao N. Dado um estado inicial xy, podemos obter o estado no
tempo i = 1 por x; = M(xg). Determinando x; podemos determinar o estado no
tempo ¢ = 2 através de xo = M(x;), e assim os demais estados. Um sistema de
tempo continuo de dimensao N pode ser transformado num mapa de tempo discreto
de dimensao N — 1, via técnica da Secao de Poincaré [1].

2.1 Sistemas Hamiltonianos

2.1.1 Nocoes Basicas

Um sistema Hamiltoniano com N graus de liberdade é um sistema dinamico
definido por uma funcao escalar H(q, p,t) (chamado de Hamiltoniana) de 2N pares
de variaveis conjugadas (g;, p;), no qual definem um espago de fases I'. ¢; e p; s@o
as coordenadas e momentos generalizados das particulas. A dinamica do sistema é
definida pelas equagoes de movimento [1, 26]

. 0H R
q= ey (2.4)

“op YT g

Aqui o ponto significa derivada temporal d/dt. Sistemas de tempo discreto, chamados
de mapas, podem ser definidos de forma similar através de uma funcao geratriz
F(d',p’) e pelas relagoes

. OF : oF
q=—-— p = (2.5)

op’’ oq’”
A partir de uma perspectiva mais ampla, sistemas Hamiltonianos sao sistemas dina-
micos stmpléticos, o que significa que nao apenas o volume macroscopico do espaco de
fases é preservado (pelo Teorema de Liouville), mas também as dreas microscépicas.
Para um mapa (q’,p’) = My(q’,p’), a condi¢do simplética é escrita como [1]

T
Sy = (8MN> Sw (8M—N) =TS\, (2.6)

ox ox

6M /7 . . . é .
onde J = (mgiN) = <az-j> ¢ a matriz jacobiana, x = (q1, ..., qn, D1, ..., PN ), O indice

T indica a transposta, e
_( Oy —In
v (0 ) o
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¢ a matriz simplética, composta da matriz identidade Iy e matrizes nulas Oy de
ordem N. Propriedades particulares dos sistemas Hamiltonianos seguem as caracte-
risticas simpléticas, ou seja:

(i) ndo possuem atratores,

(ii) para cada Expoente de Lyapunov existe outro com sinal oposto,

(iii) se A é um autovalor da matriz Jacobiana, 1/\, A*, 1/\* também o sdao?. Esta
ultima condicao é especialmente restritiva no caso de mapas bidimensionais.

2.1.2 Constantes de movimento

Uma fungao F'(q, p,t) é uma constante de movimento, ou invariante de movi-
mento, se

dF OF d OF d OF OF0H O0OF0H O0F oF
—=0= ——p+——q—i—— =—————+—={F,H}+—, (2.8)
dt op dt Oqdt Ot 0qdp OJOpdq Ot ot

onde {F, H} representa os Parénteses de Poisson. Quando H e F' nao dependem
do tempo t explicitamente, F' é uma constante de movimento, se e somente se,

(F,H} =0.

A existéncia de constantes de movimento reduz a dimensao efetiva da dinamica,
isto é, se existem M invariantes de movimento, a dinamica acontece numa var-
iedade (em inglés manifold) com dimensao (2N — M) > 0. Pode-se encontrar, mais
facilmente, as constantes de movimento se conseguirmos fazer uma transformacao
canonica de variaveis (q,p) — (I,0) no sistema. As varidveis (I,0) sdo chamadas
de varidveis de acao-angulo. Tais transformacoes preservam as caracteristicas dos
sistemas Hamiltonianos e sao definidas através da fungao geratriz S(I,6,t), onde o
Hamiltoniano pode ser escrito como

oS
H(LO,1) = Hla,p,0)+ 5. (2.9)

2.1.3 Sistemas Integraveis

Um sistema Hamiltoniano com N graus de liberdade, é dito integravel, ou
completamente integravel, se existem N constantes de movimento independentes em
involugao [1, 27], isto é:

(a) {F;,H} =0, parai=1,...,N;

(b) {F;, F;} =0, parai,j=1,...,N;

(c) os vetores VF' sdo linearmente independentes em cada ponto do espago de
fases. Neste caso, o teorema de Liouville-Arnold (veja [26, 27, 28]) garante que
uma transformacao canonica S(I,0,t) existe se a equagao (2.9) for escrita como

2Aqui * representa o complexo conjugado.
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H(I,6,t) = H(I). Usando a equagao (2.4), as equagdes de movimento podem ser
escritas como
I = constante, 0 = wt, (2.10)

onde w = (wy, ...,wy) é a frequéncia em funcao da agao e usualmente sdo mutuamente
incomensuraveis. A equagao (2.10) descreve um movimento quase-periédico sobre um
toro de dimensao V.

2.1.4 Caos

O estudo do caos iniciou-se com Henri Poincaré entre 1886 e 1889, quando
este elaborou solugoes parciais para o problema de trés corpos [3]. Nesse estudo,
Poincaré tinha o intuito de explicar a estabilidade do sistema solar. Desde entao,
varios cientistas deparam-se com intmeros problemas dos quais nao se pode encon-
trar solugoes exatas. Um sistema pode ser completamente regular (nao exibe caos,
também chamado de integravel) e ainda assim nao possuir soluc¢ao analitica explicita.
E justamente o caso do péndulo simples [29].

Na realidade, uma definicao exata de caos torna-se bastante complicada de-
vido a variedade e complexidade de sistemas existentes na natureza, mas como uma
definicao primdria, e mais aceita, usaremos a proposta feita por R. L. Devaney em
(30].

Um sistema dinamico F': D — D 3 é cadtico se possuir trés propriedades:
1 - I apresenta transitividade topoldgica;
2 - As érbitas periddicas de F' sao densas em D;
3 - F apresenta dependéncia sensivel as condicoes iniciais.

Transitividade topolégica significa que, para quaisquer dois subconjuntos aber-
tos A e B em D, existe um nimero inteiro positivo & tal que F®(A) N B # {}.
Portanto, escolhendo dois pontos quaisquer pertencentes ao dominio de F', existe
uma Orbita que passa tao proximo quanto se queira desses pontos.

A segunda propriedade pode ser compreendida tomando um conjunto A e um
subconjunto B de A. Diz-se que B é denso em A se para qualquer ponto a € A e para
qualquer € > 0, hd um ponto b € B tal que ||a — b|| < e. Os nimeros racionais, por
exemplo, sao densos nos nimeros reais. Os irracionais também sao, mas os inteiros,
nao. No caso da definicao, exige-se que para qualquer ponto x € D, exista uma
orbita periodica tao préoxima desse ponto quanto se queira.

Entende-se que F' depende, sensivelmente, das condigoes iniciais se ha um
nimero € > 0, tal que para qualquer condicao inicial xg e para qualquer nimero
§ > 0, existe pelo menos um ponto x com ||z —xzo|| < d, tal que ||F*(z)—F*(z)|| > e.
Assim, nao importa o valor de zy e nem o raio d, pode-se sempre encontrar um ponto

3D é um conjunto ao qual o sistema pertence. Neste conjunto estdo contidas as suas condicoes
iniciais e solugoes. Normalmente os sistemas dinamicos estao contidos no conjunto dos nimeros
reais (R).
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x no interior da esfera de raio ¢ cuja érbita separa-se da orbita de o de pelo menos
e. Note que essa definicao de sensibilidade as condigoes iniciais nao exige que o k-
ésimo ponto da oOrbita de x esteja afastado por uma distancia e. Isso nos diz que
duas condigoes iniciais proximas geram trajetorias exponencialmente divergentes no
espaco de fases do sistema. A sensibilidade a pequenas variagoes, sobre determinados
parametros contidos no sistema, faz com que apareca uma imprevisibilidade pratica
em tempos futuros. A sensibilidade as condigoes iniciais sao avaliadas através do
célculo dos Expoentes de Lyapunov [1, 26].

2.2 Secao de Poincaré

Uma ferramenta bastante utilizada na transformacao de um fluxo continuo no
espaco de fases em um mapa discreto é a Secao de Poincaré *. Esta transformacao
associa um sistema de N equagoes diferenciais, a um mapa, com tempo discreto,
num espaco de fases com dimensao N — 1. Tal método foi desenvolvido por H.
Poincaré para o estudo qualitativo do problema de trés corpos. O uso desse método
nos fornece algumas vantagens como:

1) Redugao dimensional do problema, de um espago real de N dimensoées para o
espaco de fases de N — 1 dimensoes.

2) Para sistemas com dimensoes de ordem mais baixa, a integragdo numérica das
equacoes de movimento do problema expoe uma forma mais simples a dinamica do
sistema.

3) Essa técnica salienta alguns conceitos fisicos importantes no estudo do sistema,
que nao apareciam em sua forma original. Como, por exemplo, o aparecimento das
curvas KAM® em sistemas Hamiltonianos.

Para construir uma se¢ao de Poincaré consideramos um fluxo N-dimensional,
representado por equagoes diferenciais do tipo

) _ plx(t). (2.11)

Essas equagoes geram um espaco de fases dado pelas varidveis do sistema.
Fazendo uma intersecao num dado volume desse espaco, obtemos uma hiper-superficie
Q) por onde o fluxo passara. Cada vez que uma trajetéria gerada pela evolucao do
sistema atravessa a hiper-superficie, é marcado um ponto representado por T, Z,11,
T 1o € assim sucessivamente, como pode ser visto na figura (2.1). A marcagcao é feita
num unico sentido da trajetoria. Com esses pontos escrevemos o mapa de Poincaré
[26], que nos fornece a relagdo entre um ponto e outro. Na maioria dos casos nao
é possivel achar uma expressao analitica para o mapa de Poincaré. Entretanto, na
andlise numérica esta ferramenta é bastante ttil.

4Também chamado de retrato de fases [29].
5A sigla KAM vem do Teorema KAM, de Kolmogorov-Arnold-Moser, e serd tratado na secéo
2.3.
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Na figura (2.2) temos uma se¢do de Poincaré para um bilhar com duas
particulas, cujas paredes sao modeladas pela fungao erro. Ver referéncia [22].

Figura 2.1: Representacido da Secdo de Poincaré. Nesta figura o fluxo que representa a evolugio
do sistema, atravessa uma secao {2 em varios pontos, formando a se¢ao de Poincaré.

4.0

2.0

p; 0.0

-2.0

4.0

-10 -08 -06 -04 -02
q;

Figura 2.2: Secao de Poincaré para um bilhar com duas particulas, cujas paredes sao modeladas
pela funcao erro. Ver referéncia [22].
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2.3 Teorema KAM

Na segao (2.1.3) vimos o conceito de integrabilidade. Sistemas integraveis
quando submetidos a pequenas perturbacgoes, podem manter a integrabilidade. Isso
ocorre mesmo que nao consigamos encontrar N constantes de movimento indepen-
dentes e em involugao [1]. Dado um sistema Hamiltoniano integravel Hy(q, p) com
a adi¢do de uma perturbacao eH;(q, p), teremos o sistema

H(q,p) = Ho(q,p) + €Hi(q, p), (2.12)

onde € é a intensidade da perturbacao. Para esse sistema, mesmo uma perturbacao
pequena € # 0, dependendo da simetria da perturbacao, todas as constantes de
movimento podem ser destruidas.

?,
N

Figura 2.3: Representacio do movimento sobre uma superficie toroidal.

O teorema KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) nos fornece a resposta para essa
pergunta. Este foi provado independentemente por Vladimir Arnold (1963) [31] e
Jirgen Moser (1973) [32], seguindo uma conjectura proposta por Andrey Kolmogorov

(1954) [33].

O teorema KAM afirma que, mesmo para sistemas que sofreram pequenas per-
turbacoes relativas as suas formas integraveis, superficies invariantes, que nao sao
necessariamente as constantes de movimento, continuam a existir para a maioria das
condicoes iniciais. Entretanto, as respostas sofridas por toros racionais e irracionais
em meio a efeitos perturbativos diferem fundamentalmente. O teorema afirma que os
toros racionais sao os primeiros a serem destruidos, seguidos pelos toros irracionais,
sendo que os toros mais irracionais sao os ultimos a serem destruidos. E esperado
que ocorra um grande acoplamento entre a perturbacao e os toros racionais, acon-
tecendo também com as vizinhancas dos toros irracionais. Isso faz com que ocorra
a destruicao primeiramente dos toros racionais, por este motivo tais toros também
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sao conhecidos como toros ressonantes. Nenhuma curva invariante, similar a origi-
nal, permanece nas vizinhangas dos toros destruidos, e o movimento ja nao pode ser
quase-periodico em todo lugar e essas sao as regioes nas quais ocorre caos.

Na figura (2.3) temos a representacao do Toro. Os raios menor e maior do
toro sao Jy, Jo, e os angulos poloidal e toroidal sao o1, ¢ ¢ [26]. Como o movimento
do sistema se da sobre uma superficie Ky = E = constante, entao cada valor de E
corresponde a um toro de raios J; e Jo. Essa superficie toroidal é obtida através
de J; = Jo(J1, E) ou Jy = Ji(Jo, E). A variacdo temporal da posicao angular de
um ponto sobre o toro é determinada a partir das expressoes para @1 (t) e po(t) (ver
Monteiro [26]). Conforme o tempo passa, esse ponto descreve uma trajetéria que tem
a forma de uma hélice toroidal. Se a razao entre as frequéncias g = g—; (ntimero de
rotagao), for um nimero racional, ou seja, se ¢ = Z—;, sendo ny e ny inteiros, entao o
toro no qual se encontra a trajetéria helicoidal toroidal é denominada de toro racional
ou superficie racional, e o toro percorrido pela trajetéria do sistema é chamado de
toro ressonante. Qualquer trajetéria que pertenga a esse toro se fecha apds ng voltas
poloidais e ny voltas toroidais. Portanto, valores racionais de ¢ implicam em um
movimento periodico.

Se ¢ é um numero irracional, entao tem-se um toro irracional, e a trajetéria
jamais se fecha. Assim, para t — 0o, qualquer trajetéria cobre toda a superficie do
toro, nesse caso, diz-se que o movimento é quase-periodico e o toro percorrido pela
trajetéria do sistema é chamado de toro ndo-ressonante. Um bom exemplo para
vizualizarmos a aplicacao do Teorema KAM é observar o espaco de fases do mapa
Padrao definido como

Pny1 = pn+K56n(27TQH)a
gn+1 = Qn+pn+la (213)

em modl.

Este é um sistema Hamiltoniano integravel para K = 0. Na figura (2.4)
podemos ver esse sistema, onde temos p,, .1 sendo uma constante de movimento, por
isso o aparecimento de linhas bem definidas no espaco de fases. Aumentando K
estaremos introduzindo uma perturbacao ao sistema, como pode ser visto na figura
(2.5). Na figura (2.5), os momentos nao sao constantes e ocorre o surgimento de ilhas
de regularidade, ou também chamadas de Armadilhas Dinamicas [34, 35]. Estas ilhas
e linhas que aparecem na figura, sdo conhecidas como curvas KAM (toros ressonantes
e nao-ressonantes). Conforme aumentamos a perturbagao, os toros ressonantes sao
quebrados e o movimento caético aparece (ver figura (2.6) e figura (2.7)). A dinamica
cadtica ¢ representada pelos pontos na figura (2.6) e figura (2.7) e o movimento
regular ou quase-regular pelas ilhas (curvas fechadas) no espaco de fases.

Para K = 0,18, na figura (2.6), vemos novamente regives com movimento
irregular, mas observamos algumas regices mais densas (com maior niimero de pontos

SAqui, J; e @; sdo as varidveis acao-angulo.
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Figura 2.4: Espaco de fases do mapa padrio, com K = 0, caso integrdvel. Linhas com p, 1
constante aparecem.

Figura 2.5: Espaco de fases do mapa padrao, com K = 0,09. Este caso apresenta ilhas no espaco
de fases.
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Figura 2.6: Espaco de fases do mapa padrao, com K = 0,18. Com o aumento da perturbacao
os toros sao quebrados e surgem regides cadticas representadas por pontos com comportamento
irregular na figura.

proximos as ilhas), que sdo os Stickiness [12]. As érbitas que formam estes pontos
sao cadticas e permanecem por um longo periodo de tempo proximas as ilhas.

Na figura (2.7) temos o espago de fases para o mapa padrao com K = 0,45.
Como a perturbacao K aumentou, as regioes cadticas também aumentaram, e apenas
algumas ilhas podem ser vistas na figura. Como diz o teorema KAM, apenas os toros
irracionais sobrevivem ao aumento da perturbagao.

2.4 Expoente de Lyapunov

A sensibilidade as mudancas nas condic¢oes iniciais geram uma taxa de di-
vergéncia exponencial entre dérbitas proximas no espaco de fases de um sistema
dinamico. Para quantificar essa divergéncia utilizam-se os Expoentes Caracteristicos
de Lyapunov, ou simplesmente, Expoentes de Lyapunov [26, 29].

Num sistema de N equagoes diferenciais ordinarias, consideremos uma hiper-
esfera de condigoes iniciais centradas num ponto x(tp). A hiper-esfera se deforma
com a evolugdo temporal do sistema. Assumindo que o raio inicial d;(ty) varie
exponencialmente no tempo ao longo da j-ésima dimensao, com j = 1,2,..., N,
temos a relacao entre d;(t) e o valor correspondente ao instante ¢, dado por d;(t),
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Pn+1

Figura 2.7: Espaco de fases do mapa padrdao, com K = 0,45. Apenas algumas ilhas podem ser
vistas nesta figura. Isso é consequéncia do aumento da perturbacao no sistema.

expressa coimo
dj(t) = dj(t())@Aj(t_tO). (214)

Aplicando o logaritmo em ambos os lado obtemos
1 ‘
A In ( d;(t) > (2.15)

T t—ty \d;(to)

Aplicando o limite de tempos muito grandes (tendendo ao infinito) e de raio muito
pequeno (tendendo a zero) obtemos a relagao

Aj= lim lim  — 1n{dj(t)] (2.16)
(t=t0)=00) (d;(t0)0) T —to [ d;(to)

Os ntmeros A; sao chamados de Ezpoentes de Lyapunov. Um sistema de dimensao
N possui N expoentes de Lyapunov, e estes podem ser escritos de forma decrescente
Ay > Ay > ... > Ay, do maior para o menor valor.

Num instante ¢ > ty, o volume V() da hiper-esfera é proporcional ao produto
das distancias d;(t) que o caracterizam, isto é:

V() o [[ di(t) = V(to)elt - Xm A (2.17)
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sendo V(tp) o volume no instante inicial ¢y. Se o sistema é conservativo, entao

V(t) = V(ty), ou seja,
N
> A =0, (2.18)

J=1

para t > to. Isto mostra que, neste caso, o teorema de Liouville é valido [26, 29]. Se
o sistema é dissipativo, V(t) < V(ty) para t > tg, o que equivale a

N
> A <o. (2.19)
j=1

Numa trajetéria fechada, correspondente a uma solucao periédica, a distancia entre
dois pontos se mantém constante, em média, com o passar do tempo, de modo que
a expansao associada a essa direcao, normalmente, é nula. Portanto, o expoente de
Lyapunov correspondente a essa direcao ¢ nulo, como provado por Haken em 1983
(36].

O comportamento cadtico é caracterizado pela divergéncia exponencial de
orbitas vizinhas. Nesse caso, ha pelo menos um expoente de Lyapunov positivo, o
que implica na dependéncia sensivel as condigdes iniciais, quando a equagao (2.19) é
satisfeita. De maneira geral, podemos concluir que:

a) a existéncia de um ou mais expoentes de Lyapunov positivos define uma ins-
tabilidade das orbitas nas direcoes associadas;

b) para uma solugao periddica, ou quase periddica, pode-se esperar que desloca-
mentos na direcao perpendicular ao movimento diminuam com o tempo, enquanto
que ao longo da trajetéria eles nao devem se alterar, correspondendo a um simples
deslocamento do ponto inicial;

¢) uma ultima condi¢ao pode ser incluida para sistemas dissipativos: a dependéncia
as condigoes iniciais implica na existéncia de pelo menos um expoente de Lyapunov
A; > 0. As solugoes destes sistemas encontram-se em regioes do espaco de fases
chamadas de Atrator.

Nesta tese estamos tratando de sistemas Hamiltonianos, que nao possuem
atratores, por isso, para que o leitor encontre informacoes detalhadas sobre a definicao
de atrator, pode-se consultar as referéncias [1, 26, 29].

Um sistema que possui mais de um expoente de Lyapunov positivo pode ser
classificado como sendo hipercadtico [37]. Para que o sistema descrito por um fluxo,
ou seja, descrito por equagoes diferenciais, possa ser chamado de hipercadtico as
seguintes condigoes devem ser respeitadas [38, 39]:

1) O espaco de fases deve ter dimensao minima igual a 4 para um sistema de tempo
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continuo (fluxos).

2) O sistema deve possuir mais do que um expoente de Lyapunov positivo, e a
somatoria de seus expoentes deve ser zero no caso de sistemas conservativos.

Como exemplo da classificagao de um sistema conservativo, devido aos ex-
poentes de Lyapunov encontrados, podemos citar um sistema que possua quatro
expoentes de Lyapunov, organizados da seguinte maneira:

a) Ay > 0; Ay =0; A3 < 0e Ay <0, o sistema é dito cadtico [26].
b) A1 > 0; Ay =0; A3 =0e Ay <0, o sistema é dito cadtico [26].
c) Ay >0; Ay >0; A3 =0e Ay <0, o sistema ¢é dito hipercadtico [38].

d) A1 >0; Ay > 0; A3 <0e Ay <0, o sistema é dito hipercadtico [38].

Para todas as alternativas acima a soma dos expoente de Lyapunov devem
ser zero no caso de um sistema Hamiltoniano.

Na pratica, calculamos os Expoentes de Lyapunov a Tempo Finito, ou seja,
calculamos os expoentes até um determinado tempo, por motivos computacionais.
Pode-se fazer esse calculo de trés formas:

1 - Para mapas (tempo discreto) - sejam z e xo + 0y duas condigoes iniciais
vizinhas, separadas por uma pequena distancia. Considere que apds NN iteragoes do
mapa z;1 = F(x;), com j = 1,..., N sendo o tempo discreto e N — oo, a distancia
entre esses dois pontos seja dy, entao temos que

1N
A=y 2

7=0

dF (x)
dx

(2.20)

2 - Para fluxos 7 (tempo continuo) - escolhe-se duas condigoes iniciais préximas
T1p € Tag, sendo que ||xgg — z19|| = €, onde uma delas gera uma trajetéria principal e
outra secundaria. Apos a evolucao do sistema até um tempo t, através da integracao
das equacoes de movimento, verifica-se a separacao entre as duas trajetorias e para
o calculo dos expoentes de Lyapunov utiliza-se a relagao

.1 Tdi(t)
A= tlggo i In {m] : (2.21)

As trajetorias sao escritas no espaco de fases e a separagao entre as trajetorias
ocorre no que é chamado de espaco tangente.

"Escritos através de equacoes diferenciais.
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3 - Quando o sistema pode ser escrito na forma matricial
%X = Mx, (2.22)

os expoentes de Lyapunov sao obtidos através dos autovalores (y;) da matriz jaco-
biana J(x), com a expressao

Ay = Jim 3 1n ] 223
onde
M = J(xy)J(xn_1) - -+ J(x1), (2.24)
e J(x) = 2.

Os stickiness, definidos anteriormente, fazem com que o Expoente de Lya-
punov tenha seu valor reduzido [9, 22| e o movimento se torne quase regular. Eles
afetam ainda o fenomeno de transporte e a correlacdo destes sistemas [12].

2.5 Bilhares

Nas ultimas trés décadas do século XX, os bilhares cadticos se transformaram
numa area de intensa investigacao em mecanica estatistica e disciplinas correlatas.
Estudos nesta drea comegaram em 1927 com um artigo de Birkhoff [40], no qual
considerava o problema de movimento livre de uma particula pontual num bilhar.
Uma consideragao completa do problema foi analizada por Krylov [41], onde ele
estudava a dinamica de massas pontuais em determinadas regides delimitadas, hoje
conhecidos como bilhares. Contudo, uma investigacao mais recente, ocorreu com o
trabalho Yakov G. Sinai, de 1970 [5], em que se construiu um aparato matematico
para o estudo da hiperbolicidade e propriedades ergodicas de uma classe muito ampla
de bilhares planos. Sinai encontrou uma férmula exata para a entropia do sistema.

A teoria de Sinai levou a publicacao de muitos trabalhos em revistas de
matemadtica e de fisica [42, 43, 44] sobre diversas classes de bilhares no plano e em
espacos de vérias dimensoes. O progresso fundamental da teoria levou a solugoes,
em algum sentido, da hipdtese classica de Boltzmann (enunciada em 1880) sobre a
ergodicidade do modelo de esferas rigidas para gases (ver referéncia [?]). O avango
no estudo de bilhares também penetrou na mecanica estatistica de equilibrio e outras
ciéncias.

Mais tarde, Casati e Ford [7] mostraram que em um sistema de duas particulas
num bilhar unidimensional, sofrendo colisdoes pontuais e rigidas entre si e com as
paredes, existia uma relagao dos nimeros racionais e irracionais e das massas das
particulas com o comportamento dinamico do sistema. Este resultado considerava a
relacao de colisao entre as particulas como

vy = kv + (1 — K)oy,
vor = (14 K)vy — Ky, (2.25)
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onde
m; —m
k= —— (2.26)
mi + Mo

Na equagao (2.25), vi(2)s € vi(2); representam as velocidades final (f) e inicial (i) das
particulas 1 e 2 respectivamente.

As velocidades podem ser escritas em termos de novas variaveis de forma que
se obtenha a seguinte relagao entre as massas e angulo

1 —mgy/my - I—x
L+mg/my 147

cosf = (2.27)

onde v = my/m, é a razao de massas das particulas. O sistema nao é ergddico se 0
for um multiplo racional de 7, ou seja, # = "1 com m e n inteiros. Com isso, 4n
velocidades distintas podem ser encontradas. Se # for um nimero irracional de 7, o
espaco das velocidades torna-se denso.

Outro trabalho pioneiro foi o de Leonid A. Bunimovich em 1979 [6]. Ele
estudou a transicao de sistemas integraveis a cadticos utilizando o bilhar Estadio
(ver fig. 2.8). Era sabido que uma particula movendo-se livremente entre as paredes
do bilhar Circular (fig 2.9-A) era integravel. Quando o circulo é repartido ao meio
e estas metades sao ligadas por retas, como no bilhar estddio, o sistema apresenta
comportamento caético. A partir deste estudo diversos trabalhos buscavam descrever
o comportamento dinamico do sistema quando a forma do bilhar era modificada.
Como exemplo destes trabalhos podemos mostrar a figura (2.9): na figura (2.9-
A) temos um exemplo de uma 6rbita periddica para uma particula confinada num
bilhar circular [45]. Este bilhar é integravel. Em (2.9-B), temos o bilhar de Sinai [5],
composto por disco rigido e fixo, deslocado do centro de um quadrado. As colisoes
da particula com o disco geram trajetérias cadticas no espago de fases. Em (2.9-C),
temos o bilhar de Pascalian Snail [46], sendo uma variagao do bilhar circular que
possui comportamento cadtico. Com isso, sabe-se que a transicao de um sistema

Figura 2.8: Representaciao do bilhar Estddio de Bunimovich.

de integravel para cadtico pode ser obtido com a variacao na geometria do bilhar.

O interesse pelo estudo de bilhares, no sentido matematico, teve uma diminuicao
temporaria em alguns anos sendo retomado por volta dos anos 2000, com uma nova
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(A) (B)

Figura 2.9: Em (A) um exemplo de uma 6rbita periédica de uma particula num bilhar circular.
Um exemplo de drbitas caéticas nos bilhares (B) Sinai e (C) Pascalian Snail.

geometria de bilhar proposta por Bunimovich, o bilhar Cogumelo [47]. Um exemplo
de estudo dessa geometria é o trabalho de Altmann et al. [48], em que se investiga
as propriedades dinamicas de trajetorias caodticas no bilhar cogumelo. Este bilhar
apresenta bordas simples e bem definidas (ver figura (2.10)) entre uma simples regiao
regular e uma componente cadtica. Ele é composto por um “pé” retangular e um
chapéu circular.

Figura 2.10: Representagao do bilhar Cogumelo. Figura retirada de [48]

Eles mostraram que os grudes perto de trajetérias regulares ocorrem através
de um nimero infinito de érbitas periddicas marginalmente instaveis® (OPMI ou
MUPO em inglés). Estas dérbitas tem medida de Lebesgue zero, desta forma nao
afetam a ergodicidade das regioes cadticas. Contudo, estas érbitas governam as prin-
cipais propriedades dinamicas do sistema. FEles também mostraram que as érbitas
OPMI geram um decaimento no tempo de recorréncia do sistema do tipo lei de
poténcia, com expoente 7 = 2. Semelhante estudo foi feito em [49] para o bilhar

8 As 6rbitas periddicas marginalmente instaveis (OPMI) sdo drbitas cadticas que ficam préximas
a regioes regulares do espago de fases. Perturbagoes sobre essa érbita crescem linearmente no tempo.
Para mais detalhes ver [49].

32



anelar. Este bilhar consiste de um disco pequeno dentro de um circulo maior (dois
anéis), sendo o disco deslocado do centro do circulo, como mostra a figura (2.11).

Figura 2.11: Representagio do bilhar de circulos concéntricos. Um circulo como borda externa
do bilhar e um disco fixo deslocado do centro.

Outra linha de estudos, dentro dos bilhares, sao os com paredes dependentes
do tempo. Como exemplo citamos o trabalho de Leonel et al. [50]. O fenémeno do
aumento ilimitado de energia para uma particula classica sofrendo colisoes elasticas
com uma parede rigida, que varia no tempo, é conhecido como aceleracao de Fermi.
Leonel et al. consideraram o fenomeno da aceleragao de Fermi para uma particula
classica dentro de um bilhar oval. As paredes variavam periodicamente no tempo e as
colisoes da particula com a parede eram elasticas. Eles mostraram que o movimento
das paredes faz com que o sistema se comporte como um acelerador de Fermi, com
uma taxa de crescimento exponencial pequena.

Efeitos do arrendondamento das bordas na regiao de saida e entrada de
particulas de um bilhar aberto integravel foi analisado por Custédio et al. [51]. Eles
utilizaram um modelo retangular de bilhar com formato da drea de escape sendo um
semi-circulo. Stickiness e estruturas auto-similares, em forma de listras, sao gerados
através de diversas condigoes iniciais em funcao do tempo de escape e dos angulos de
emissao. Estas estruturas aparecem para dois diferentes tipos de angulo de emissao
de particulas e mesma escala de tempo. Quando o arredondamento das bordas au-
menta, as listras comecam a se sobrepor. O tempo de escape obedece um decaimento
do tipo lei de poténcia e com isso, difusoes anomalas sao esperadas. Eles viram que
bordas pequenas sao suficientes para gerar os Stickiness, enquanto que bordas mais
grossas produzem tempo de escape com decaimento caotico.

Por um longo tempo bilhares classicos foram definidos como sistemas con-
tendo uma ou mais particulas, que se movem livremente em um espaco delimitado
por paredes rigidas. Poucos trabalhos consideraram a razao entre as massas das
particulas que constituem o sistema [7, 9, 52] como um parametro de influéncia so-
bre sua dinamica. Outro ponto negligenciado ¢ o tipo de interagao entre as particulas
e das particulas com as paredes, normalmente tratadas como sendo rigidas e pon-
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tuais representadas por fungoes delta. Alguns trabalhos recentes tem como mo-
tivagao o estudo de bilhares unidimensionais, por serem sistemas mais simples com
dinamica bastante complexa. O estudo referente a duas particulas clédssicas, inte-
ragindo num bilhar unidimensional, foi apresentado por Meza-Montes et al [8]. As
particulas possufam massas iguais e interagiam via potencial de Coulomb. Esse
trabalho mostrou, através de secoes de Poincaré, que o sistema apresenta ilhas de
regularidade dentro do mar cadtico no espaco de fases.

Recentemente foi estudado [9] um sistema envolvendo o potencial de Yukawa
para interacao entre duas particulas confinadas num bilhar unidimensional com pare-
des rigidas. A razao de massas das particulas é tratada como parametro do sistema,
e as particulas sofrem colisoes rigidas com as paredes. Nesse trabalho, o sistema
apresenta comportamento misto (regular e cadtico).

Existem poucos trabalhos na literatura sobre bilhares cldssicos com pare-
des suaves [53], mas sabemos que particulas interagentes dentro de um bilhar com
paredes suaves podem ser usadas para modelar a dinamica de elétrons em pontos
quanticos. Nesse sistema os elétrons sao confinados dentro de um disco feito de
material semicondutor, em que a interagao do material com os elétrons [54] é feita
através de potenciais suaves. Nossa motivacao para o estudo de bilhares classicos
com transicao de paredes rigidas para suaves esta em determinar o comportamento
dinamico do sistema (integravel, cadtico ou misto), além de tentarmos fornecer um
modelo tedrico mais realistico da natureza. Buscamos descobrir quais as modificagoes
do sistema quando variamos a interacao e a razao de massas entre as particulas.

Nesse contexto, um primeiro passo foi dado com um trabalho em 2008 [22],
que estudava um sistema com duas particulas num bilhar com paredes suaves. O
potencial das paredes era modelado pela funcao “Erro”, de forma que a forca de
interacao entre particula-parede fosse uma Gaussiana. As expressoes para o potencial
e a forca podem ser vistas abaixo. Tanto o potencial, quanto a for¢a dependem da
posicao da parede e do parametro de suavidade o

Vila) = (~ )’“Voe'r’f( (@ + (~1)* 1)), (2.28)

0\/_
Fy  _@rnkoh?

e 202 . 2.29
V2mo? ( )

Nas equagoes (2.28) e (2.29) Vi(g;) é o potencial da parede para a particula i = 1,2,
e k representa o lado da parede, ou seja, k = 1 parede da esquerda, k = 2 parede da
direita. ¢; é a posicao das particulas e Fj; é a forga de interacao entre particula e
parede. Quando o — 0 a parede torna-se rigida e a forca de interacao tende a uma
delta.

Fri= (—D)!

Nesse trabalho verificamos que, conforme a razdo de massas v = mso/my
aumenta, um grande numero de armadilhas dinamicas apareciam. Esse resultado
foi obtido via secao de Poincaré do sistema e da distribuicao dos Expoentes de
Lyapunov Maximos a tempo finito [55], como visto na figura (2.12). Nesta figura, a
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Figura 2.12: Distribuigao dos Expoentes de Lyapunov Maximos a tempo finito da Figura retirada
de [22]. Em (a) temos o bilhar com paredes rigidas, e em (b) o caso de paredes quase rigidas. A
curva em azul representa o expoente de Lyapunov maximo a tempo finito de maior probabilidade
de ocorréncia. Os pontos abaixo desta curva aparecem devido as armadilhas dindmicas no espago
de fases.

curva em azul representa o expoente de Lyapunov méximo a tempo finito de maior
probabilidade de ocorréncia (ver [22]). Os pontos abaixo desta curva aparecem devido
as armadilhas dinamicas no espaco de fases. Elas reduzem o valor dos expoentes de
Lyapunov. Quanto maior é o nimero de pontos abaixo da curva em azul, maior é
o numero de ilhas no espago de fases. Na figura (2.12-a) é apresentado o caso de
paredes rigidas e em (2.12-b) o caso de paredes suaves. Pode-se observar um maior
numero de pontos abaixo da curva em azul no caso de paredes suaves, indicando
maior regularidade no movimento do sistema. Isso mostra que o sistema, evoluido
através das equacoes de movimento, apresenta maior regularidade quando as paredes
sao suaves.

Nesta tese buscamos estudar o comportamento dinamico de bilhares quando
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hé a transicao de paredes rigidas para suaves através da generalizacao do potencial
das paredes em degraus. Dessa forma, quando o nimero de degraus ¢é suficientemente
grande, seria possivel escrever qualquer tipo de funcao desejada que representa uma
parede, como a func¢ao Erro vista na equagao (2.28).

Essa transicao das paredes também ¢ analisada para trés particulas sobre um
anel sem atrito com interagdes suaves. Veremos (capitulo 4) que as interagoes entre
as particulas podem ser comparadas com paredes de um bilhar triangular.
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Capitulo 3

Duas particulas num bilhar
unidimensional

Neste capitulo trataremos de duas particulas interagentes' num bilhar unidi-
mensional. No trabalho de 2008 [22] fizemos o estudo de duas particulas num bilhar
unidimensional onde as paredes suaves do bilhar eram modeladas pela funcao Erro
(erf(x)) (figura 3.1). As paredes vistas na figura (3.1) mostram o comportamento
da equacao (2.28). Verificamos que o sistema apresentava espago de fases dividido
entre cadtico e regular quando as paredes eram rigidas ou suaves.

Nesta tese, buscamos mapear a dinamica do sistema através das secoes de
Poincaré e do calculo dos expoentes de Lyapunov méaximo a tempo finito. Os ex-
poentes podem ser obtidos dos autovalores da matriz Monodromica (M), que surge
da relacao entre os estados inicial e final do sistema em determinado tempo, ou seja,

x; = Mx;. (3.1)

A matriz Monodromica nos permite identificar explicitamente quais os termos
que influenciam no comportamento do sistema. A construgao da matriz de evolucao,
no espaco de fases e tangente, torna-se complicada com a fungao erro, por isso faremos
uma aproximacgao nas paredes do bilhar através de degraus. A funcao que descreve
o potencial das paredes serd expressa em potenciais degrau conforme descrito pela
figura (3.2). Neste trabalho construimos paredes com até trés degraus, mas a idéia
é tentar construir uma paredes com muitos degraus.

'Neste trabalho [22], o potencial de interacio das particulas é dado pelo potencial de Coulomb
(V =1/r), onde r = g2 — ¢1 é a posigao relativa das particulas.
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Figura 3.1: Bilhar com paredes suaves construido com a fungao erro. Esta figura mostra a
mudanca das paredes conforme é modificado o parametro de suavidade. Paredes suaves para o =
0, 3, paredes quase-rigidas para o = 0,09 e paredes rigidas para o = 0, 005.

3.1 Resultados analiticos

3.1.1 Dinamica de particulas nao-interagentes colidindo com
varios potenciais degrau

Comecamos escrevendo as grandezas envolvidas no sistema em termos das
coordenadas relativas e do centro de massa

r=q; —qs Coordenadas relativas,
R = maitmeq: - Coordenadas do Centro de massa, (3.2)
mi+m2
o= —me Massa reduzida do sistema.
mi+mo

Nas colises entre particulas, o momento do centro de massa (P) é uma constante

L@ @J

Figura 3.2: Aproximacao das paredes do bilhar suave em degraus.
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de movimento. Quando nao ha interacao entre particulas, elas se movem livremente
entre as paredes.

Nesta parte do trabalho, consideraremos que nao ha interagao entre as particulas
e construiremos uma relacao entre os estados iniciais e finais do sistema. Para essa
situacao podemos definir um ponto no espago de fase como

€Ty = [Tz‘ (t)’ Ri(t)v 'Ui(t)v V;(t)v a?”(t)v Qs (t)]v (33)

onde, r e v sao posicao e velocidade relativas, respectivamente, R e V' sao posicao e
velocidade do centro de massa, respectivamente e a,.(t) = a; — as, as(t) = a; + as,
sendo a; e ay as aceleragoes das particulas 1 e 2.

A relacao que expressa a evolucao temporal do sistema quando as particulas
estao entre as paredes (regiao livre de potencial) e sobre os degraus, nao havendo
colisao particula-particula e particula-parede, é

Lty = D(ti-i-l - ti)xtw (34)
onde t;, 1 —t; = At é o intervalo de tempo entre um estado inicial e um estado final.
D(t;y1 —t;) é a matriz que relaciona estes estados. Sabendo que

(a1 — age)t?

r=I1 — Ty = (ZL’Ol - ZE()Q) + (U()l - Uog)t + 5 y (35)
entao, com ag; = agy = 0
[ r(tiga) = r(ts) +v(ts) (tigr — 1),
R(tit1) = R(t;) + V() (tin — o),
v(tip1) = v(t),
(3.6)
V(ti1) = V(t),
a(tiv1) = a,(t:),
\ as(tiv1) = as(ts).
Na forma matricial temos:
T(ti—l—l) 1 0 (ti+1 — tz) 0 0 0 T(tz>
R(ti1) 0 1 0 (tisi—t) 0 0 R(t;)
v(tisr) 1 00 1 0 0 0 v(t;) (3.7)
V(tisy1) 1 00 0 1 0 0 V(t;) '
ar(tiﬂ) 0 0 0 0 1 0 CLT(ti)
(ls(ti_;,_l) 0 0 0 0 0 1 as(t,-)
5515/:11 D(ti;—ti) f‘:;
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Mesmo sabendo que as aceleragoes sao iguais a zero, quando nao hé interagao, deve-
mos manteé-las porque elas terao sentido quando houver interacao entre as particulas
e tempos ao quadrado aparecerao.

Quando a colisao se déa entre as particulas, em r = 0, obedecemos as trans-
formagoes [7] (relagao de Casati e Ford)

U1y = RV -+ (]_ - K/)UQZ' (38)
Vay = (1 + /ﬁ?)'Uli — RV, (39

mi—ma2

. Entao, seja qual for a massa, fazendo vy = voy — vy, temos

onde kK =
vp = —v;, (3.10)

onde v; = vy; — vy; Escrevendo essas informacoes em termos de matriz, temos

r(tiot) 10 0 000 r(t;)
Rltis1) 01 0 000 R(t;)
V(tisr) 00 0 100 vit) | '
ar(ti+1) 0 0 0 010 ar(ti)
as(tis1) 00 0 00 1 as(t;)
l“t:rl D(tirl—ti) 9;;

A matriz D(t;41 — t;) na equacao (3.11) representa a matriz de colisdo entre as
particulas no bilhar.

Construiremos matrizes que descrevem as colisoes entre particulas e particulas-
parede. Para isso, podemos “olhar” apenas para a particula 2, que se encontra no
lado direito do bilhar. Fazemos isso porque as coordenadas relativas e do centro de
massa fornecem informacao sobre as duas particulas ao mesmo tempo. Entao, se
focarmos a particula 1 nos calculos, obteremos expressoes analiticas idénticas, mas
com sinais opostos.

Descreveremos uma parede suave no bilhar via degraus, conforme as figuras
(3.2 e 3.3). Quando temos n degraus, qualquer funcao real poderd ser modelada,
como uma fungao exponencial ou funcao erro. Obviamente que estes n degraus
devem satisfazer certas condigoes de contorno para o limite de muitos degraus com
n — oo. A altura (V) e a largura (Az,) de cada degrau devem ser variaveis.

A matriz de evolugao entre os estados inicial e final nao é descrita apenas pela
colisao das particulas com um degrau. Se isso fosse feito estariamos desconsiderando
a interacao que existe entre a parede e cada particula. Dessa forma, devemos con-
siderar a passagem das particulas por cada regiao presente na figura (3.3).

Utilizaremos o seguinte procedimento: consideremos a particula 2 na direita.
Escolhemos como posicao inicial o centro do bilhar. A particula se desloca entao em
direcao a parede da direita, até encontrar o degrau. Esta passara pelos n degraus
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A B

Figura 3.3: Aproximagdao do potencial suave em degraus. Em (A) potencial com apenas um
degrau e 5 colisdes. Em (B) representagiao de n degraus.

existentes, colidird com a parede e voltard até a posicao inicial. A parede tem
potencial maior que a energia cinética da particula, por isso ela colide e muda o
sentido do seu momento.

Considerando, primeiro, passagem da particula 2 (direita) pela regiao 1, apre-
sentado pela figura (3.3). Nesta figura temos pequenos degraus com potenciais cons-
tantes V,,, onde n = 0,1, ..., N. Se a energia cinética da particula 2 for maior que o
potencial do degrau, esta segue em direcao a regiao 2 e tem sua velocidade alterada.
Se nao possuir energia cinética suficiente para transpor o degrau, o momento inverte
o sentido e a particula retorna para o centro do bilhar. A conservacao da energia
mecanica, no degrau, ¢ sempre respeitada por

1 1
E;, = Ef — 577121}%2- = §m2?]§f -+ ‘/0, (312)

onde Vy é a altura do degrau na regiao 1. Estamos interessados em relacionar as
grandezas finais com iniciais, entao isolamos vay € temos

o,
vap =B = T2 = Agea, (3.13)

- W
Ay =4/1— 14

onde K; é a energia cinética inicial da particula 2, entao

onde faremos

{ Uif = Vi, (3.15)

Ugf = Aavgi.
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As posicoes das particulas, para essa colisao, sao

{ qlf - ql’i7 (316)
qQa2f = q2;-

Em termos das coordenadas relativas e do centro de massa temos
TP = q1i — 42, = qif — qof, (3.17)
entao

Ty =T
{Rf::}%. (3.18)

Ja as velocidades antes da passagem sao

1
V; = VU1 — Vg4, ‘/z = —(mlvu + mgvgi). (319)

M

Isolando vy; e v9; em termos de v; e V; e dispondo em forma matricial, temos

(2)-C 3 e
V2; I =57 V4
Apoés a passagem pelo degrau temos:

vp = vy — Ay v, MV = myviy + mavey = myvy; + Ay mavy;. (3.21)
Substituindo as equagoes (3.20) em (3.21), temos:

v — A5m1—+—m2
B M

)w+41—A@v; (3.22)

7 (3.23)

Para simplificarmos estas expressoes faremos:

G = (—Aoml - m2> g =(-4), &= (—ml u AO"”Q) (329

szi(l—Aa)Ui—F(%W)%.

M M

onde o indice 0 estd relacionado com Ay, e consequentemente com o potencial inicial
Vo, o sinal (—) com o sinal dentro da raiz de (3.14).

Entao temos:

vp = G Vi + 0y Vi, (3.25)
¢ iz
Vi=qj%vit& Vi (3.26)
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A matriz que relaciona as coordenadas iniciais e finais tem a forma

T 10 0 0 00 T
Ry 01 0 0 00 R;
ve | 1 00 ¢ o 00 v
Vil |00 £oy & 00 V; (3.27)
g 00 0 0 10 Qi
asf 00 0 0 01 s;

Na regiao 2, a particula 2 move-se livremente, com velocidade constante, e as posigoes
iniciais e finais sao dadas por
rr =1 + Atyv;,
Rf — Rl + Atl‘/;,

v; = v, (3.28)
Vi=V.
Ou na forma matricial
Ty 1 0 Atl 0 0 0 T
Ry 01 0 At; 00 R;
vy 100 1 0 00 V;
Vi 100 O 1 00 V; (3.29)
ar 00 O 0 10 Qi
sy 00 0 0 01 Qs;
A barreira na regiao 3 é considerada V; = oo, de modo que a particula

nao possua energia cinética suficiente para ultrapasséd-la e sempre volta no sentido
contrario ao centro do bilhar. Na regiao 3 a particula colide com a parede, entao
nossas grandezas, antes e depois da colisao, ficam na forma

Ty =Ty, V1f = Vi,
{ Rf = Rz { ’U2f — —V9;. (330>
Com
UV = V14 + V2i, MVf = T V1f + MoV = M1V1; — MM2V2;. (331)
Substituindo (3.20) em (3.31), obtemos:
vy = —Kv; + 2V, (3.32)
com Kk = % ,
Vi = Muvi + KV (3.33)
Entao podemos escrever
Tf 10 0 0 00 T
Ry 01 0 000 R;
vy 1 00 =k 2 00 V;
v |Tloo22 oo || v (3:34)
Qg 00 O 010 i
asf 00 0 O0O01 (i



As matrizes de evolucao do sistema, levando-se em conta a colisao da particula 2
com a parede da direita, nas regioes 1, 2 e 3 sao escritas como

10 0 0 00
01 0 0 00
_ |00 G o 00
W00 fa g 0o | )
00 0 0 10
00 0 0 01
10 A, 0 00 10 0 000
01 0 At 00 01 0 000
00 1 0 00 00 —x 200
M=100 0 1 00| MS_oozﬁmoo (3-36)
00 0 0 10 00 0 010
00 0 0 01 00 0 001

Agora devemos encontrar matrizes para a volta da particula 2, sentido da direita
para a esquerda. A primeira regiao que devemos olhar é a 4 (ver figura 3.3), onde a
particula movimenta-se livremente, entao

{ rr=1; — Atyu;, { v = Uy, (3.37)

Rf = Rl — Atg‘/z Vaf = V2.
Assim
1 0 —Aty 0 0 0
01 0 —Aty, 0 0
0 0 1 0 0 0
My = 0 0 0 1 00 (3.38)
00 0 0 10
0 0 0 0 01

A matriz M, difere de My apenas pelo sinal negativo no tempo, isso se deve ao fato
de que a velocidade da particula mudou, ou seja, o movimento agora ¢ no sentido
contrario como estamos propondo. Na regiao 5, a particula se depara com mais uma
passagem entre potenciais, no caso V; = Vi e Vy = 0. Para esta situacao, fazemos
uso novamente da conservacao da energia mecanica do sistema, entao

1 1
E;,=E; — Emgvgi +Vo= §m2v§f, (3.39)

isolando vy obtemos

/ 2V 2V
Vop = 4/ V3; + m—;) = ( 1+ mgi?Q > Vo; = AJUQi, (3.40)
2%
Vo
&=/ %, (3.41)
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A velocidade da particula 1, a posicao relativa e do centro de massa se mantém
constantes, com isso temos

ry=Ti,
By = 1, (3.42)
U1y = V14,
Vo = Aa“v%.
A velocidade relativa é escrita como
vp = vip = vgp = vy — Ag v, (3.43)
e a velocidade do centro de massa final é dada por
MVf = MmM1VUiy + MmoUgy = M1V1f + Aa—mQUQf. (344)
Com o auxilio de (3.20) obtemos
A+
vy = (%W) v+ (1— AD)V;, (3.45)
e m
0 my + Mo

Afim de simplificarmos estas expressoes, faremos a seguinte substituicao:

At At
o= () a0 @ = (MR - g

M M
(3.47)
onde o indice 0 estd relacionado com Aj e Vj e o sinal (+) com o sinal dentro da
raiz de (3.41). Entao

vy =G vi+ 05 Vi, (3.48)
e
V= %gf{vi +EHV (3.49)

Agora podemos escrever a matriz que relaciona as coordenadas finais e iniciais do
sistema como

s 10 0 0 00 T
Ry 01 0 0 00 R;
vy 100 ¢ of 00O U;
Vi [Tloo 2 & 00 || W (3.50)
Qg 00 O 0 10 Qpi
Qg 00 O 0 01 i

Chamaremos a matriz encontrada para a regiao 5 de Ms.

Todo o procedimento feito até aqui consiste na passagem de uma das particulas
por um potencial degrau, de uma colisao com a parede e da sua volta, passando nova-
mente pelo degrau inicial. O potencial suave do bilhar, dado por uma funcao qualquer
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pode ser representado por uma soma ponderada sobre infinitos degraus entre um in-
tervalo de Ax qualquer e diferentes potenciais V;. As velocidades, das particulas que
estarao nessas regioes, sao vj,+1, onde o indice j representa a particula. As matrizes
que representam a passagem das particulas pelos degraus sao escritas como:

10 0 0 0O

01 0 0 00
1 0 O T ooF 00
. — (1) n n
MJJL-H ( 1) 0 0 %92: 5(:);: 0 0 s (351)
00 0 0 10
00 O 0 01
sendo a passagem pelos degraus na ida (expoente —, “subindo o degrau”), e volta
(expoente +, “descendo o degrau”). Entre os degraus temos
1 0 (£1)Atps 0 0 0
01 0 (£1)At,y 0 0
1 0 0 1 0 0 0
: — (—1)
M],n+2 ( 1) 00 0 1 00 5 (352)
0 0 0 0 10
0 0 0 0 01

com o sinal + na frente do tempo para a ida (sentido positivo do eixo), e — para a
volta (sentido negativo do eixo). Para as colisdes particulas-paredes, que fazem as
mudancas nos sentidos dos momentos das particulas, a matriz geral de evolucao é
escrita como

10 0 00O
01 0 000
1 00 —x 2 0 0
. — (1))
00 0 010

00 0 0O01

Uma o6rbita completa, cadtica ou periddica, pode ser obtida pela multiplicacao das
matrizes anteriores da seguinte forma

XTyr = Mj,n+1,—'7 ceey 'Mj,n-i-?" ceey 'Mj,N'a ceey 'Mj,n—i-Q'a ceey 'Mj,n+1,+ *Xj. (354)

Para isso, basta saber as coordenadas iniciais e finais de uma das particulas. A
dificuldade de montar essa expressao vem do tempo de evolucao do sistema e con-
sequentemente, no nimero de matrizes a serem multiplicadas, pois quando ha a
repeticao das etapas citadas acima temos novas matrizes para incluir em (3.54).

3.1.2 Dinamica de particulas nao-interagentes no espaco tan-
gente

Os expoentes de Lyapunov podem ser obtidos se conhecermos os autovalores
da matriz Monodréomica (matriz do espago tangente), por isso deduziremos agora
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essa matriz de evolucao em termos das variaveis do centro de massa e relativas.

No espaco de fases a evolucao entre dois pontos é expressa através de

Uma trajetoria principal pode ser obtida pela evolugao do sistema, com certas
condicoes iniciais em %y, até um tempo t no espago de fases. Também se evolui,
até um tempo t, outra trajetoria chamada de satélite. Esta possui condigoes iniciais
muito proximas das condicoes da trajetoria principal. A diferenca entre estas duas
trajetérias no tempo t revela se o sistema evolui linearmente ou exponencialmente.
Neste caso dizemos que a dinamica se da no espaco tangente, entao a evolugao entre
dois pontos é dado por

dx(t) = MTéx(ty), (3.56)

onde MT é chamada de matriz Monodromica, atuando como operador de evolucao
nesse espaco, e pode ser escrita como
dx(t)

MT = (3.57)
Durante o movimento livre entre as colisoes, a dinamica no espaco tangente é similar
a dinamica no espaco de fases, por isso a matriz Monodromica pode ser escrita como

Essa matriz expressa o movimento livre das particulas e é dada pela matriz (3.11).

Quando temos colisoes das particulas com as paredes e a passagem destas
pelos potenciais degrau, precisamos construir equacoes que descrevam a dinamica
do sistema no espaco tangente. Para isso utilizaremos o algoritimo de Dellago et al.
[23], expresso por

oM oM

F(z;) — F[M(x;)]| oT. (3.59)

Dellago utiliza este método para construir matrizes de ordem 2 para apenas as co-
lisoes das particulas com as paredes do bilhar. Em nosso sistema temos,

F(z) =i = (R0, V, ar, a5), (3.60)

que representa o movimento das particulas entre as colisoes, existindo ou nao in-
teracao entre elas. O ponto aqui, em &, representa a derivada total pelo tempo
dx/dt. Nao havendo interagao entre as particulas, temos velocidades relativas e do
centro de massa sendo constantes nas colisoes, entao

F(z) =i = (7, R,0,0,0,0). (3.61)

O termo §7 em (3.59), corresponde ao tempo de atraso que ocorre entre o instante de
colisao da trajetdria satélite em relagao ao instante de colisao da trajetéria principal.
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O tempo de atraso para a particula 1(2) pode ser considerado muito pequeno nessas
colisoes, podendo expressa-lo como

5
S = — @) (3.62)

V1(2)

As velocidades das particulas 1(2) antes das colisdes podem ser escritas em termos
das coordenadas do centro de massa e coordenadas relativas na forma

m
v =V = (-1 =, (3.63)

A diferenga espacial entre a trajetoria satélite e a principal é dada por
Sz = OR — (—1)"D =g (3.64)

Se substituirmos (3.63) e (3.64) em (3.62), temos

MéRZ — (—1)1(2)7712(1)57’1'

3.65
MV; — (—1)1(2)m2(1)vi ( )

(5’7’1(2) =

Com as equagoes (3.59), (3.65), e as matrizes encontradas na segao anterior,
podemos construir a matriz Monodromica MT,, que relaciona dz; e dx; nas colisoes
da particula 2 com a parede da direita (j = 2). A conex@o entre dxf e dx; é dada
pela equagao (3.56). A construgao dessa matriz deve respeitar cada regiao presente
na figura (3.3), como haviamos feito na segao anterior.

Analisaremos primeiramente o caso do potencial com um degrau e uma co-
lisao, onde as particulas nao interagem entre si. Na sequéncia, estenderemos essas
equacoes para um caso mais geral.

Para a colisao com a parede temos

U;
Vi
Fay=| o | (3.66)
0
0
—kv; + 2V;
%‘vi + KV
0
F[M(x;)] = 0 : (3.67)
0
0
) oM
=M 3.68
3% 1, ( )



de

Entao oM oM
Sy = (?_xi(;xi + o F(xz;) — F[M(x;)]| 07. (3.70)
ory 10 0 000 or;
SR, 01 0 000 OR;
P dvy 100 -k 200 Ov;
Tl ev [ Tloo 2 k00 3V
Sarg 00 0 010 Sars
Sy 00 0 00 1)\ day
/1 0 0 0 00 V; —kv; + 2V,
01 0 000 V; L+ KV,
00 —k 2 0O 0 0
+ 00 QMH 00 0 — 0 oT. (3.71)
00 O 010 0 0
\Noo0 0 001 0 0 |

Podemos escrever a expressao acima na forma de equagoes

drg = or; + (1 + k)v; — 2V;)oT, (3.72)
2
5Rf == 5R1 + <—MMUZ' + (1 - Ii)%) (57’, (373)
dvp = —KkOV; + 20V, (3.74)
2
5w:ﬁm+mw (3.75)
Substituindo o tempo de atraso (3.65) em (3.72) e (3.73) determinamos

dry = —kor; +20R;, (3.76)

2
5@:ﬁm+mm (3.77)
dvp = —KOV; + 20V, (3.78)

2
ﬂﬁzzﬁ%&@+H5W. (3.79)

Entao obtemos a matriz Monodromica que representa a colisao com a parede na
forma [9]:

MTy3 = (3.80)

ooooih‘;’!ﬁ
cCo oo R W
OOiH:";LOO
cCo I MO O
(RS e i e e R
_—ooooo



Para a regiao 1 (da figura 3.3) obtemos

Yy X, O 0 00

X0 T 0 0 00

_ 0O 0 ¢ o 00
M1y, = 0 0 Ly & 00 | (3.81)

0 0 0 0O 1 0

0 0 0 0 0 1

onde
_ 1/A )my +m _ _
o= (BRI g = - aran), (3.52)
(a4 (1/A,)my

= ( = . (3.83)

As matrizes Monodromicas para as regioes 2 e 4, possuem a mesma forma das
matrizes no espago de fases, sendo escritas como

10 (+1)Atyy 0 00
01 0 (£1)Alyy 0 0
00 1 0 00
MToowm=| o 0 . 0o | (3.84)
00 0 0 10
00 0 0 01

E por fim, a matriz que representa a passagem pela regiao 5, no espaco tangente, é
escrita como:

g xg 0 0

ixo om0 0

0 0 ¢ o

0 0 Hoi &

0 0 0 0

0 0 0 0

Com a variacio do sinal (—) para (+), que representa os sinais dentro da raiz de AZ.

MT2,5 - (385)

O =R OO oo
_ o O O O O

Os autovalores das equagoes 3.80, 3.81, 3.84, 3.85 fornecem importantes in-
formagoes sobre o comportamento do sistema. KEssas matrizes possuem determi-
nantes iguais a 1, devido a existéncia de blocos de coeficientes iguais a zero. Os
autovalores desta matriz sdo = {—1, 1} com multiplicidade 2.

Os expoentes de Lyapunov (A) [1, 29, 30] quantificam a taxa média de
expansao ou contracao das diferencas infinitesimais entre a trajetéria principal e
satélite. Eles sao determinados pelos autovalores da matriz Monodromica final. Esta
matriz é gerada pela multiplicacao das matrizes 3.80, 3.81, 3.84, 3.85. Com isso o
expoente de Lyapunov é determinado por

1
Ai = lim —log ||1i(t)]], (3.86)
t—oo ¢
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sendo que p;(t) é o i-ésimo autovalor de M T final.

Os autovalores da matriz final, iguais a —1 e 1, fazem com que os expoentes
de Lyapunov sejam iguais a zero, como visto nos casos [9, 22, 23]. A suavidade
das paredes, quando nao ha interacao entre as particulas, nao modifica o carater
regular do sistema. Consequentemente, podemos dizer que os expoentes de Lyapunov
calculados para t — oo, serao iguais a zero independente do valor da razao de massas
das particulas.

3.1.3 Expoentes de Lyapunov para particulas interagentes

Faremos construcao semelhante a secao anterior, agora introduzimos forgas de
interacao entre as particulas (duas forcas constantes F*). F'™ com sentido positivo
no eixo x atuando sobre a particula 2 e F'~ com sentido negativo no eixo x atuando
sobre a particula 1. F™ e F~ tem mddulos iguais. Utilizaremos a equagao (3.59)
para escrever a matriz no espaco tangente. Para a regiao 3 (colisdo com a parede),
na figura (3.3) e particula 2, temos

V; —kv; + 2V
v ?V—’}‘vzt KV
F(z:) = F(; o FIM(x)] = FO , (3.87)
0 0
0 0
onde v = F'* representa a forga constante. Usando a equagao (3.59) tém-se:
10 0 000 or;
01 0 00O OR;
00 —x 2 00 ov;
00 0 010 0
00 0 001 Oag;
/1.0 0 0 00 v; —kv; +2V; \ |
01 0 00O 1% Z]\%UH-HV;
00 —x 2 00 Fr| Ft 5
00 2% 500 0 0 T
00 0 010 0 0
(N0 0O 0 001 0 0 ]
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Fazendo o produto matricial, podemos escrever a expressao acima na forma de
equagoes

dry = ori+ ((1+ k)v, — 2V;)or,
2
M
dvp = —kOv; +20Vi+ (k — 1) For,

(3.89)

(SRf = (SRZ + (— v; + (1 — K,)‘/i,) oT (390)
(3.91)

(3.92)

2 2
5V = M“aui + 1OV + M”Fﬂsr.

Neste caso, o tempo de atraso d7 entre a colisao da trajetoria principal e a colisao da
trajetoria satélite, é encontrado da derivada da integral da acao em relacao a energia
do sistema [23]

05, © 0g;
—_— m

OF; , OL;

onde a integral da agao sendo expressa como [28]

S = /pjd%' = /qu'jdqj, (3.94)

q d .
g =my |2 (3.93)

(57']' =
aw 9

e lembrando que
9q; _ 1

= . 3.95
aE ijj ( )
Sabendo que
m
diy2) = (_1)20)%& +dR, (3.96)
e
qi2) = (_1)2(1)%7; +V. (3.97)
Substituindo essas duas expressoes na integral para o tempo de atraso, obtemos
(57']‘ = _(A]5R2 + Bj(ST’Z'), (398)
onde o indice j representa as particulas 1 e 2, e A; e B; sao escritos como:
M
Aoy = 3.99
12 MV ( 1)1(2)m2(1)v 7 ( )
mQ ydr
B ) 3.100
1(2) / MV 1(2)m2 )Ui ( )
Substituimos 67, em (3.89), (3.90), (3.91) e (3.92), obtemos a matriz:
ory —K 2 0 0 0 0 or
SRy 2 K 0 000 SR
dvg | | —(k+1)BeF" —(k+1)AF" —k 2 0 0 o
Vi | — 2B, F* —WAFT 2 k00 5V
day s 0 0 0 010 0y
dasy 0 0 0 001 dag;
(3.101)
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Com a matriz monodromica para a particula 2, da forma:

—K 2 0 000

21 K 0 000

| —(k+1)ByFt —(k+1)AFt —k 2 0 0
MTQQ’S - %B2F+ QMMAQF_A'_ QMM P 0 O 5 (3102)

0 0 0 010

0 0 0 0 01

Utilizando o mesmo procedimento para a regiao 1 do degrau, obtemos

Yo Xo 0 0 00

X0 m 0 0 00

oo Bo T 2o s AFt (0 og 0 O
MTg,, = | %72 M €0 42 o_ oo 3.103
@, —Bos ByFt —or AJFT Los &5 00 (3.103)

0 0 0 0 10

0 0 0 0 01

Para as regices 2 e 4, ida e volta sobre o degrau, consideramos que a largura do
degrau é muito pequena. Entao o tempo que a particula leva para atravessa-lo
também serd pequeno, ou seja, podemos tratar essa regiao como uma “colisao”? e

podemos escrever as matrizes como

(14 BoAtoFH) Ay ALFY At, 0 —-22

2
0 1 0 At, 0 52
MTQ2 , = B2F+ A2F+ 1 O —Atz 0 ’ (3104)
’ 0 0 0 1 0 —Aty
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
(1— ByAtFY) —AALF —Aty, 0 55 ¢
0 1 0 -—Ay 0 A4
MTg,, = B F ApFT 1 0 Aty 0 | (3105)
’ 0 0 0 1 0 Aty
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
A matriz que expressa a volta da particula 2 pelo degrau (“descida do degrau”) é
vo Xo 00 00
ﬁXSF + ﬁar + qr qr 0o
mi mi
_QO BQF _QO AQF CO ‘QO O O
MTy,. = M M 3.106
Q25 — Lot Bo Pt — Lot Ay ot &5 000 ( )
0 0 0 0 10
0 0 0 0 01

20s eventos como: colisdo com a parede, passagem pelo degrau e movimento sobre o degrau é
tratado aqui como “colisoes”, seguindo o procedimento utilizado por Dellago [23].
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Para se obter a matriz Monodrémica final da forma da equagao (3.56), de-
vemos multiplicar as matrizes acima. Este procedimento analitico é extremamente
complicado devido a existéncia de muitos termos diferentes nas matrizes gerando
uma matriz final muito complexa, e nao mostraremos esse resultado. E possivel
analisar essas matrizes sem precisar efetuar o procedimento dito anteriormente. No-
tamos que a diferenca entre as matrizes de (3.81) a (3.85) e de (3.101) a (3.106),
se d4 através dos termos A F't e BoF'T, devido a forca constante. Somente esses
termos podem gerar expoentes de Lyapunov maiores do que zero, calculados através
de (3.86), introduzindo um comportamento cadtico no sistema.

As matrizes obtidas anteriormente podem ser generalizadas para N degraus
com larguras e alturas varidveis, com o sistema ainda contendo duas particulas.
Entao, temos matrizes equivalentes as regides 1 e 5 iguais a

: Xor 0 0 00
X o 0 0 00
. mER pE Mtk g pt Cﬁ: Q:t 0 0
N e L L - (8:107)
0 0 0 10
0 0 0 0 01
Para as regioes equivalentes as regioes 2 e 4, tém-se
MTg;., ., = (3.108)
(1% BiAt, oF ) £A At oF £At,, 0 oo 0
0 1 0  +At,s 0O Thats
j BjFi AjF:t 1 0 :{:Atn+2 0
(=1) 0 0 0 1 0 FAlL
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
—K 2 0 0 00
2 K 0 0 0 0
VR —(k+1)B;F* —(k+1)A;F* —x 2 0 0
0 0 0 0 10
0 0 0 0 01

com j = 1,2 representando as particulas 1 e 2.

Considerando a interagao em cada colisao da particula com a parede, a forca
de interacao F'* é finita e os expoentes de Lyapunov podem ser positivos. O sistema
possui comportamento cadtico, devido as duplas colisoes das particulas, ou seja,
quando uma particula, por exemplo a particula 2, estd proxima a parede da direita,
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e a particula 1 esta préoxima dessa particula. Ha entao a colisao de 2 com a parede, e
devido a forma que escrevemos as matrizes, a mesma particula sente a interacao da
parede e da outra particula. Esse evento pode acontecer vérias vezes e A;F* e B;F*
nao serao necessariamente iguais a zero, resultando numa possivel dinamica cadtica
[9, 22]. Vale ressaltar que as alturas dos degraus estao contidos nos A(jf, a interacao
entre as particulas nos termos A; F* e B;F* e as larguras dos degraus estao contidos
nos At.
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3.2 Resultados numeéricos

Nesta secao apresentamos alguns resultados numéricos obtidos através dos
resultados analiticos encontrados na segao anterior, para as figuras de (3.13) a (3.19).
As figuras de (3.5) a (3.12) foram obtidas através da evolugao temporal do sistema,
sem a utilizacao das matrizes.

O sistema em questao é composto de duas particulas, denominadas de particula
1, posicionada na parte esquerda do bilhar e a esquerda da outra particula, dita 2
posicionada na parte direita do bilhar.

As paredes do bilhar sao compostas por degraus de altura Vj e comprimento
Az varidveis. Para as simulagoes das figuras (3.5) a (3.12), adotamos a posigao do
comeco do degrau em g = 10, 85 e paredes posicionadas em —1,0 e 1,0. As particulas
também estao sujeitas a interacdo entre elas, sendo esta uma forca constante F'* de
repulsao. F* serd aplicada a particula da direita, tendo como sentido positivo do
eixo r e F'~ tem sentido negativo aplicada a particula da esquerda. Obtemos entao
potenciais repulsivos da forma Vj ;s = F'~qy € Vane = —FTgo. Os potenciais podem
ser vistos na figura (3.4). Em nosso modelo podemos controlar a intensidade da

<= V,=-F g

Figura 3.4: Potenciais gerados pelas forcas constantes F'+ = 1,0 dentro do bilhar.

forca, a largura, altura e nimero dos degraus, e é respeitada a consevagao da energia
no sistema (E = 1,0).

Afim de observarmos a dinamica do sistema, conforme variamos as paredes
do bilhar e a interacao entre as particulas, obtivemos as se¢oes de Poincaré, algumas
trajetorias e os expoentes de Lyapunov Maximos.

As seg¢oes de Poincaré sao construidas da seguinte forma: quando a particula
2 chega a parede da direita, marcamos a posicao e o momento da particula 1, sempre
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quando a particula 1 possui velocidade positiva.

Na figura (3.5) temos a segao de Poincaré para a particula 1 (lado esquerdo
do bilhar). Esta segao foi gerada com 70 trajetérias (em preto). A forga de repulsao
tem valor F' = 0, 3, para cada particula, e com paredes rigidas sem degraus, ou seja,
Vo = 0. Neste caso as paredes possuem potencial infinito de maneira que a particula
colida com ela e inverta o sentido do seu momento. Nesta figura observamos ilhas de
regularidade coexistindo com o mar cadtico. Podemos ver claramente trés grandes
ilhas em p; = £1,25 ¢ ¢ = 0,7, que representam 6rbitas periédicas® do sistema
entorno de pontos elipticos*. Consideramos aqui o caso de massas iguais e energia
igual a 1,0.

Na figura (3.5) a ilha em azul foi obtida com as condigoes iniciais ¢; = —0, 3
e p1 = 1,1, e representa a trajetéria quase regular da figura (3.6) e (3.7). Os pontos
em vermelho foram obtidos com condigao inicial igual a ¢; = 0,1 e p; = 0,1. A
trajetoria que gerou esses pontos é cadtica e pode ser vista na figura (3.8).

P1

Figura 3.5: Se¢dao de Poincaré para 70 trajetérias (em preto), F' = 0,3, Vo = 0. Aqui as paredes
estao posicionadas em —1,0 e 1,0. Em azul temos uma trajetéria regular vista na figura (3.6). Os
pontos em vermelho representam uma trajetéria cadtica vista na figura (3.8).

3De maneira simples, uma 6rbita periédica é aquela em que uma curva no espaco de fases é
fechada, para um fluxo, ou um conjunto de pontos que se repete periodicamente para um mapa.

4Um ponto Eliptico é um ponto de equilibrio estdvel (ver defini¢io formal em [1, 26]), onde
orbitas no espago de fases tem formato de elipses.

o7



Traj toria periddica em fung

AR ’| i
|-er \l ” ' hﬂllmuf””

nnnnnmmn i
Ml

fmmlmln

“nm’m‘ ‘hmhmmwnumnnm

Estas apresentam dinamica regular representando uma das ilhas na secao de Poincaré



05 \/ g

-lE \' | [ | [ | UL

20 40 60 80 100 120

Figura 3.8: Trajetéria cadtica em funcao do tempo. Em vermelho temos a particula 1 e em preto
a 2. As colisoes ocorrem quando as duas linhas se encontram.
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Figura 3.9: Ampliagio da Segao de Poincaré da figura (3.5). Em destaque estd o ponto Hiperbdlico
e dois pontos Elipticos.

um tempo maior, onde podemos observar melhor a periodicidade das duas érbitas.
Em (3.7-a) temos a trajetéria para a particula 1 (em vermelho) e para a 2 (em
preto). Em (3.7-b) colocamos apenas a trajetéria da particula 2 e em (3.7-¢) a
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trajetéria da particula 1. Observamos claramente em (3.7-b,c), através dos pontos,
que as particulas apresentam movimento regular. Este tipo de trajetoria gera as
ilhas no espago de fases como mostrado na se¢ao de Poincaré.

Na figura (3.8) temos a representacao das trajetdrias caéticas das particulas,
1 vermelha e 2 preta, em funcao do tempo. Tal trajetoria gera o mar cadtico apre-
sentado na figura (3.5) através dos pontos em vermelho.

Na figura (3.9) temos uma ampliagdo de uma regiao da segdo de Poincaré
(3.5). Esta figura mostra um ponto hiperbélico® cercado por dois pontos elipticos.
Os pontos elipticos nos dizem que o sistema possui orbitas periddicas estaveis, ou
seja, indicativo de movimento regular no sistema. Os pontos hiperbélicos (olhando
para vérios pontos na se¢ao de Poincaré (3.5)) mostram que o sistema possui 6rbitas
periddicas instaveis no espaco de fases.

Em (3.10) temos a se¢ao de Poincaré para a particula 1 com 150 trajetérias,
F=10,3¢eVy=0,05. Para esse valor de altura do degrau as particulas possuem
energia cinética suficiente para ultrapassa-los e chegar até as paredes. Comparando
com os resultados da figura (3.5), observamos que ha o aparecimento de regioes
proibidas no espaco de fases entre +£0,85 < ¢ < £0,5 e —0,3 < p; < 0,3.

Figura 3.10: Segao de Poincaré para 150 trajetérias, F = 0,3, Vo = 0,05. Pode-se observar o
aparecimento de regioces proibidas perto de p; = 0 e g1 = %0, 8.

Esse efeito, ocorre pela combinacao da forca aplicada e do potencial degrau, agora

5Um ponto Hiperbélico é um ponto de equilibrio instével (ver definigao formal em [1, 26]), onde
orbitas no espago de fases tem formato de hipérboles.
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Figura 3.11: Segdao de Poincaré para 150 trajetérias, F' = 0,3, Vy = 0,1. Pode-se observar o
aumento das regioes proibidas no espaco de fases.

existente. Testes numéricos mostraram que o sistema nao evolui dinamicamente
quando escolhemos uma condicao inicial na regiao proibida.

Aumentando a altura do degrau para Vy = 0,1, e mantendo a forca em
F =0, 3, obtemos a figura (3.11), onde pode-se verificar o aumento da regiao proibida
no espaco de fases. As ilhas, que na figura (3.5) estavam em contato direto com a
regiao cadtica, agora estao envoltas por ilhas maiores.

Quando aumentamos a for¢a de interacao de F' = 0,3 para F' = 0,5, com
Vo = 0,1, observamos na figura (3.12) o aparecimento da regido cadtica onde em
(3.11) era uma regiao proibida. As ilhas menores desaparecem e sobrevivem apenas
dois grandes aglomerados de ilhas. Notemos também, que nas figuras (3.10), (3.11) e
(3.12) as regides com densidade maior de pontos, nas regides caéticas, os stickiness,
ocorrem préximos de p; = 0 e perto das paredes sobre os degraus, indicando o
aparecimento de muiltiplas colisoes entre particula-particula e particula-parede, ou
seja, uma particula colide com a parede e em seguida colide com a outra particula
sucessivas vezes.

As figuras de (3.13) a (3.19) mostram os expoentes de Lyapunov méaximo a
tempo finito obtidos pelo formalismo construido na segao anterior, ou seja, usando
as matrizes. Os expoentes de Lyapunov foram calculados para uma condicao inicial
especifica, com ¢ = —0,1, v1 = —0,5 e ¢o = 0,1, v9 = 0,5, ou seja, uma oérbita
periodica.

61



Figura 3.12: Segao de Poincaré para 150 trajetérias, F' = 0,5, Vo = 0, 1.

As particulas se deslocam para os degraus e depois para as paredes, caso
possuam energia suficiente para transpor o degrau, colidem com as paredes e invertem
seu sentido de movimento até encontrarem uma a outra. Para cada passagem pelos
degraus, movimento sobre os degraus, colisao das particulas com as paredes e colisao
entre as particulas geram uma matriz, como visto na secao anterior. Para calcular
o expoente de Lyapunov devemos multiplicar todas as matrizes, ortonormalizar a
matriz final (matriz Monodromica) e calcular os autovalores (y;) para utilizar na
equacao

o1
Ai = lim = In ], (3.110)

com t sendo o tempo de evolucao do sistema. Para estas simulacoes utilizamos
Ax = 0,1, como comprimento do degrau, e altura V, = 0, 1, ambos fixos. Repetimos
todo esse processo para cada massa e forca diferente.

Para o calculo dos expoentes de Lyapunov, sao utilizadas as equagoes (3.102),
(3.103), (3.104), (3.105) e (3.106). Adotando as condi¢oes iniciais citadas acima, e
para um degrau fazemos a seguinte multiplicagao das matrizes

5l’f = MC . MTQ278 . MTQ275 . MTQQA . MTQ2,3 . MTQQ’Q . MTQQJ . MTQQ,’? . 5$Z (3111)

com M, sendo a matriz de colisdao da equacao (3.11). MTgo7 € MTyos sao as
equagoes (3.104) e (3.105) adaptadas ao movimento das particulas fora dos degraus.
Quando adicionamos mais degraus, as matrizes MTgs 1, MTg22, MTgoa ¢ M1 5
sao adicionadas a multiplicagao (3.111).
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Figura 3.13: Expoentes de Lyapunov maximo a tempo finito em funcao da massa da particula 2
e da forca de repulsdo F. Parede com um degrau com altura V5 = 0,1 e massa 1,0 < mg < 3,0. A
massa da particula 1 é mantida constante em m; = 1,0.

Na figura (3.13) temos os expoentes de Lyapunov (A) em funcao da massa
da particula 2 e da forca que esta particula sofre, no esquema de escala de cores. A
figura (3.14) é uma ampliagao da figura (3.13) para melhor vizualizagao da variagao
dos expoentes de Lyapunov. Em (3.14) temos a variacao de massa de 2,7 até 3,0.
Foi encontrado o espectro dos Expontes de Lyapunov, quatro expoentes no total,
com soma total igual a zero, mas apenas o Lyapunov maximo sera analisado aqui.

Na figura (3.13) variamos a for¢a constante de 0,0 até 10,0 e a massa da
particula 2 de 1,0 até 3,0, mantendo m; = 1,0 constante. Podemos observar nas
figuras (3.13) e (3.14) um aumento do expoente de Lyapunov conforme o valor da
forga cresce, tendo como excecao a regiao de 2,2 < m < 2,4. Em geral, quando a
massa de uma particula aumenta o sistema torna-se mais cadtico.

Este comportamento é esperado, pois quando um particula aumenta sua
massa e a outra se mantem fixa com forca constante, uma das particulas recebe
momento linear da outra através das colisoes. Estas colisoes podem ocorrer perto
das paredes ocasionando, as vezes, uma sequéncia de colisoes, ou seja, colisao de uma
particula com a outra e com a parede. Também é esperado que o comportamento
dinamico se torne mais cadtico quando se aumenta a forca de repulsao, fazendo com
que as particulas sejam empurradas para as paredes. Quando aumentamos os dois
parametros, F' e m, a particula com maior massa tende a ter menor velocidade, e a
outra adquire maior velocidade. Isto faz com que umas das particulas fique “apri-
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Figura 3.14: Expoentes de Lyapunov méximo a tempo finito em fungio da massa da particula
2 e da forga de repulsao F. Ampliagao da regiao 2,7 < mg < 3,0 da figura (3.12). Caso de um
degrau com V5 = 0,1. A massa da particula 1 é mantida constante em m; = 1,0.

sionada” em um dos cantos do bilhar ocorrendo assim um maior nimero de multiplas
colisoes.

A regiao entre 2,1 < m < 2,5, na figura (3.13), apresenta uma redugao
drastica no valor do expoente de Lyapunov. Fisicamente, isto indica que o movi-
mento do sistema encontrou uma regiao de stickness no espaco de fases, tornando o
movimento quase regular. Matematicamente, temos uma combinacao de parametros
nas matrizes que levam a autovalores préximos a {—1,1}. Nao é possivel mostrar
exatamente quem influencia esse comportamento, pois temos um nimero grande de
matrizes sendo mutiplicadas, mas sabemos que, basicamente, as matrizes sao com-
postas de termos contendo o potencial Vp, o parametro k = (m; — my)/M, a massa
reduzida p = (myms)/M, A; e Bj, que dependem das massas e das velocidades. A
combinacao de certos valores, que é o caso dessa regiao, dos parametros citados, den-
tro da multiplicagao das matrizes produzem a reducao dos expoentes de Lyapunov.

A estabilidade do sistema, vista na figura (3.13) entre 2,1 < m < 2,5, pode
ser observada melhor através do espaco de fases da particula 1, na figura (3.15). Esta
figura foi feita com my = 2,1, F'=1,0, V5 = 0,1, e 100 trajetérias no caso de apenas
um degrau. Observamos que ha um aumento no numero de ilhas em comparacao
com o caso de mg = 1,0 (ver figura 3.12). Também ¢é observado mais regides com
movimento quase regular, que sao os pontos densos proximos das ilhas (os stickness).
Como variamos apenas a massa da particula 2, trataremos ms = m.
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Figura 3.15: Secao de Poincaré para my = 2,1, forca de repulsao F' = 1,0 para um degrau com
Vo =0,1.

Na figura (3.16) temos o expoente de Lyapunov méximo a tempo finito para
o bilhar contendo dois degraus em funcao da variacao da massa da particula 2 e da
forca de repulsao aplicada. A regiao de regularidade se alarga e muda de lugar na
figura (3.16) em comparagao com a figura (3.13). Outra regiao de movimento quase
regular aparece a partir de m = 2,8 e F' = 0, até quase F' = 4,0 e m = 3,0. Esta
regiao pode ser vista melhor na figura (3.17).

Neste grafico (3.16), existem mais regioes de movimento regular e quase regu-
lar para valores de massa que vao de 1,7 a 2,3, comparando ao caso com 1 degrau.
Acima desses valores temos a elevagao dos expoentes de Lyapunov (A > 0,7), indi-
cando um comportamento cadtico do sistema. Para dois degraus, duas outras regioes
de stickness aparecem em m = 2,6 e outra aparece em m ~ 2,8. Para um degrau,
existem mais regioes com Lyapunov variando de 0,0 < A < 10,0 do que para dois
degraus, mesmo que seus valores variem entre 0,0 < A < 16,0 acima de m > 2,5.
Este resultado indica que o sistema é mais regular quando aumentamos o niimero de
degraus. Intuitivamente era de se esperar que esse comportamento aparecesse, pois
conforme aumentamos o nimero de degraus, menos energia cinética a particula pos-
sui. Isto é uma consequéncia da conservacao de energia mecanica, quando a particula
esta sobre o potencial do degrau.

Ampliagoes da figura (3.16) podem ser vistas na figura (3.17). Em (3.17),
no topo, temos a ampliagao da regiao com massas variando de 1,0 até 2,0. Nesta
figura, podemos verificar que o sistema se encontra em regime cadtico, com expoente
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Figura 3.16: Expoentes de Lyapunov méximo a tempo finito em funcio da massa da particula
2 e da forga de repulsao F. Caso de dois degraus com Vy = Vi = 0,1, variando a massa de
1,0 <mso < 3,0. A massa da particula 1 é mantida constante em m; = 1,0.

de Lyapunov A > 0,7, em grande parte da figura para forcas maiores que 2,0. Tendo
como excegao a regiao com massa entorno de 1,8. Na figura de baixo de (3.17)
observamos as regioes de movimento quase regular entre m = 2,0 e m = 2,3. Esta
figura mostra uma regiao de movimento regular no sistema entre 2,6 < m < 2,9,
para forca 0,0 < F' < 5,0.

Na figura (3.18) temos o expoente de Lyapunov Méximo a tempo finito para
o bilhar com 3 degraus. Observamos que estes tem valores bem inferiores aos com
um e dois degraus, mas mantém o mesmo padrao de comportamento. Esta figura foi
feita para m = 0,0 até 3,0. Detalhes maiores da figura (3.18) podem ser vistos nas
ampliagoes da figura (3.19). Observamos que o sistema apresenta grande variagao
dos expoentes de Lyapunov, indicando a variacgao do comportamento do sistema de
quase regular para cadtico. Com m > 1,6, surge uma regiao com expoente menor
que 0,2, consequéncia do movimento regular do sistema. Em (3.20) observamos a
mesma regiao de regularidade apresentada no caso de um e dois degraus.
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Figura 3.17: Expoentes de Lyapunov méaximo a tempo finito em funcao da massa da particula 2
e da forga de repulsdo F. Ampliagdo da figura (3.14). Bilhar com dois degraus, com Vy =V; = 0,1
e massa de 1,0 < mo < 2. A massa da particula 1 é mantida constante em m; = 1,0.

3.3 Discussao dos resultados

Neste capitulo estudamos um sistema composto por duas particulas intera-
gentes num bilhar unidimensional. A interagao entre as particulas acontecia através
de forcas constantes. O objetivo desse estudo estd em avaliar o comportamento
dinamico do sistema quando modificamos as paredes do sistema de suaves para
rigidas. A metodologia empregada aqui visa modelar as paredes do bilhar através de
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Figura 3.18: Expoentes de Lyapunov maximo para 3 degraus. Com Vo = V; = V5 = 0,1 e massa
variando de 1,0 até 3,0. A massa da particula 1 é mantida constante em m; = 1,0.

degraus, de forma que ajustando as larguras Az, alturas Vj e o nimero de degraus
possa-se obter qualquer funcao, como a funcao Erro ou Exponencial.

Neste trabalho utilizamos uma metodologia introduzida por Dellago et al. [23]
onde cada evento no espaco real e de fases é descrito por uma matriz de transformacao
entre os estados final e inicial do sistema. Em nosso sistema as matrizes sao obtidas
no momentos em que as particulas se movem livremente pelo bilhar, quando passam
por um degrau ou quando colidem com uma das paredes.

Primeiro obtivemos as matrizes que relacionam os estados inicial e final do
sistema no espaco real sem interagao entre as particulas, para o movimento livre antes
de chegar a um degrau, para a passagem por um degrau, para o movimento livre
sobre um degrau, para a colisao com a paredes e colisao entre as particulas. O estado
do sistema é descrito pelas coordenadas e velocidade relativa e pelas coordenadas e
velocidade do centro de massa das particulas. Dessa forma conseguimos descrever
todo o sistema, em cada evento, com uma tnica expressao analitica.

Na sequéncia, encontramos as matrizes que relacionam os estados final e ini-
cial do sistema no espaco de fases através de uma expressao obtida por Dellago.
Utilizamos essa mesma metodologia para obter as matrizes do sistema quando ha
interacao entre as particulas. Esta metodologia visa obter o comportamento do sis-
tema sem ter que utilizarmos uma integracao numérica para encontrar as solugoes
das equagoes de movimento do sistema.
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Figura 3.19: Expoentes de Lyapunov maximo para 3 degraus. Com Vo = V; = V5 = 0,1 e massa
variando de 1,0 até 2,0. Ampliacao da figura (3.18). A massa da particula 1 é mantida constante
em m; = 1,0. No topo, a ampliacao da figura (3.18) para variacdo de massa de 1,0 até 2,0. A
figura de baixo é a ampliagao da figura (3.18) para variacao de massa de 2,0 até 3, 0.

O objetivo de encontrar as matrizes no espago tangente (espago das derivadas)
é de podermos calcular os expoentes de Lyapunov do sistema, que nos informa so-
bre seu comportamento dinamico. Os expoentes sao obtidos através dos autovalores
da matriz final do sistema no espaco tangente. A matriz final aparece da multi-
plicacdo das matrizes de colisoes (eventos) de cada trajetéria, mas é possivel avaliar
o comportamento do sistema em cada matriz.
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Podemos comparar dois casos distintos: sem interacao e o com interacao
entre as particulas. Temos abaixo, nas equagoes (3.112), sem interacao e o caso com
interagao (3.113) para a colisdo das particulas com as paredes do bilhar.

Todas as matrizes obtidas tem seus determinantes iguais a 1, ou seja, sao
matrizes simpléticas e preservam o volume no espaco de fases.

- 2 0 0 00

2

[

—K

ME=| g o % .90 | (3.112)

0 0 0 010

0 0 0 001
—K 2 0 0 00
2 K 0 000

- _(K/—‘l_l)BQFJ’_ —<I€+1>A2F+ —k 2 0 0

0 0 0 010
0 0 0 0 01

Podemos observar que as diferencas entre essas matrizes ocorrem nos elemen-
tos (3,1), (3,2), (4,1) e (4,2). Para a matriz sem interagao esses termos sao iguais a
zero, diferente das matrizes encontradas para o sistema com interagao. Isso nos leva
a uma informacao importante quanto aos expoentes de Lyapunov. Os autovalores
da matriz (3.112) tem como valores —1 e 1. Isso nos fornece expoentes de Lyapunov
iguais a zero e a informacao de que o sistema possui comportamento regular. A ma-
triz (3.113), matriz com interagao, tem autovalores diferentes de +1, e os expoentes
de Lyapunov podem ter valores diferentes de zero devido a uma combinacao apro-
priada de termos que envolvem o degrau e a forca de interacao entre as particulas.
Também devemos levar em consideracao a colisao rigida entre as particulas quando
estas possuem energia suficiente para vencer a forca de repulsao. Esses dois resultado
revela um comportamento cadtico no sistema.

Numericamene estudamos trés casos de paredes: com um, dois e trés degraus.
Estudamos uma orbita peridédica onde as particulas iniciam no centro do bilhar, com
velocidades opostas se deslocando para as paredes. Estas passam por um (dois ou
trés) degrau(s), colidem com as paredes e retornam para o centro do bilhar até colidi-
rem novamente. Utilizando as expressoes analiticas obtidas calculamos os expoentes
de Lyapunov maximo a tempo finito.

No total temos seis expoentes de Lyapunov, com soma igual a 1, mas anali-
samos apenas o expoente maximo. Os expoentes sao plotados em fungao da variacao
de massa da particula 2 e da intensidade da forca aplicada sobre as particulas.

Para um degrau, o expoente de Lyapunov possui valor maior que zero, revela-
ndo o comportamento cadtico do sistema e a instabilidade da 6rbita adotada. Con-
forme a massa de uma das particulas aumenta, temos o crescimento do expoente
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de Lyapunov. O mesmo acontece quando aumentamos a forca de repulsao. Pode-
mos notar algumas regioes onde o expoente reduz drasticamente, a valores proximos
a zero. FEssas regioes indicam a presenca de Stickiness, onde o sistema apresenta
movimento quase regular.

Comportamento semelhante aparece nos casos de dois e trés degraus, mas
pode ser visto o aumento das regioes onde o valor dos expoentes de Lyapunov sao
pequenos.

Secoes de Poincaré mostram que o sistema possui alguns pontos de equilibrio
estavel (pontos elipticos) cercado por ilhas e pontos de equilibrio instavel (pontos
hiperbdlicos) imersos num mar cadtico. Esse comportamento indica que existem
regioes cadticas e regulares no mesmo espaco de fases.
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Capitulo 4

Treés particulas num anel

Colisoes de particulas com paredes rigidas em bilhares sao usualmente des-
critas pela inversao instantanea do momento linear das particulas. A partir disto,
relacoes analiticas simples das velocidades e angulos antes e depois das colisdoes com
as paredes podem ser obtidas. Contudo, para analisar a transicao das paredes suaves,
que sao mais realistas, é essencial ter expressoes analiticas para as equagoes de movi-
mento bem definidas. Este trabalho sugere que potenciais para as paredes suaves
apropriados sao aqueles para o qual as forcas correspondentes tornam-se “fungoes
delta” (§) no limite de paredes rigidas. Isto permite uma melhor investigacao
numérica da transicao das paredes de suaves para rigidas. Uma Hamiltoniana geral
escalonada é obtida para trés particulas num anel sem atrito, que descreve bem a
transicao das paredes e mostra que a dinamica ocorre dentro de um bilhar triangular
com paredes suaves.

4.1 Introducao ao bilhar triangular com paredes
rigidas
E conhecido que o movimento de trés particulas num anel sem atrito [56,

57, 58] com interagdo pontual é equivalente a uma particula movendo-se livremente
dentro de um bilhar triangular com angulos

[ ma M [ my M [ msM
tana = | 2 , tan g = m , tann = s , (4.1)
mims mamms mimez

e colidem elasticamente com os lados do triangulo. Aqui M = my + ms +ms e m; é
a massa das particulas (i = 1,2, 3).

A Hamiltoniana pode ser escrita como

2 2 2
P1 Dy D3

Hp =
B 2m1 + ng + 2m3

+0(ge— @) +0(gs— @) +6(n — s+ L).  (42)
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Neste caso as forcas de interagao entre as particulas também sao representadas por
fungoes delta, ja que as equagdes de movimento para a Hamiltoniana (4.2) nao sao
bem definidas devido as derivadas das fungoes delta.

As colisoes ocorrem em q; = ¢2, ¢2 = g3 € g1 = q3— L, onde L é o comprimento
da circunferéncia do anel. As colisoes rigidas e pontuais entre as particulas 1 e 2
definem um lado do triangulo em ¢; — g2 = 0, e a colisao dessas particulas com a
particula 3 define os outros dois lados do mesmo triangulo. Para mg — oo (n = 7/2)
obtemos o bilhar triangular reto. Quando ms — oo a dinamica de uma particula
dentro do bilhar triangular corresponde ao movimento de duas particulas m; e mo
dentro de uma caixa unidimensional com paredes rigidas. Neste caso a interacao
entre as particulas 1 e 2 é pontual e as colisoes sao rigidas, a particula 3 esta fixa
e representa as paredes de um bilhar 1D com paredes rigidas (ver fig. 4.1). Em

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Representagio de trés particulas num anel em (a), em (b) uma particula num bilhar
triangular e em (c¢) duas particulas num bilhar unidimensional (caixa).

tais sistemas o expoente de Lyapunov é zero [18, 59] e toda a dinamica pode ser
monitorada pela mudanca de angulo do bilhar triangular.

Em seguida mostraremos os resultados principais encontrados por Casati et
al. [7], que sdo similares aos observados no bilhar triangular. Usando as segoes
de Poincaré eles [7] mostraram que a dinamica é nao-ergédica se 6 é um multiplo
racional de 7, onde

cos () = L= m2/m 1=y (4.3)

1+ mo / mq 1+ Y
Mais especificamente, escrevendo 6 = "', onde m e n sao numeros inteiros, no
maximo 4n distintas velocidades aparecem. Por outro lado, quando € é um multiplo
irracional de 7, as velocidades se tornam uniformemente densas [31] no espago de

velocidades.

E possivel um sistema contendo duas particulas com interacao pontual, ser
ergddico no espago de velocidades se 8/7 for irracional. Embora Casati and Ford [7]
nao tenham mostrado resultados explicitos para multiplos irracionais de 7, eles argu-
mentaram que seus resultados numéricos fornecem elementos de prova do comporta-
mento ergddico para o irracional 6/7 e que o crescimento no nimero de velocidades
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pode ser demonstrado. Isto é observado para uma sequéncia de nimeros racionais,
que se aproximam de valores irracionais de 6/m. Note que para /7 irracional, in-
finitos tempos podem ser necessarios para observar todas as velocidades.

Embora existam infinitas razoes de massas para que tenhamos valores racionais
de /7, alguns deles sao especiais. O caso integravel, por exemplo, v = 1/3, o qual
resulta em 0 = %7? el = %7? (ou 7/3), respectivamente. Revendo os resultados para
bilhar triangular, Eq. (4.3), [60] (ou mesmo para um bilhar poligonal [61]) ¢ possivel
mostrar que para o caso integravel o genus' (veja figura (4.2)) é igual a ¢ = 1 (a
superficie invariante do bilhar é um toro). Para todos os outros racionais de /7
a dinamica é pseudointegravel® e o fluxo invariante nao ¢ um toro (1 < g < 00).
Para genus g = 2, possiveis valores de 6 sao [60]: %ﬂ', %ﬂ' e a razao de massas sao
v~ 0.1evy~ 1.9, respectivamente. Quando o genus cresce, as superficies invariantes
ficam mais complicadas. Portanto, além do caso integravel, o terceiro caso especial
tem uma superficie invariante mais “simples”, é esperado que para casos pseudoin-
tegraveis v ~ 1.9 (nao usamos v ~ 0.1 porque estamos interessados em valores de =y

no intervalo [1,4]).

Figura 4.2: Figura esquematica dos Toros. S; representa um toro com um genus. Sy representa
um toro com dois genus e S5 representa um toro com trés genus.

4.2 Resultados

4.2.1 Bilhar Triangular com paredes suaves

Como observado na Hamiltoniana (4.2), as colisdes com a parede fixa, no
bilhar 1D, sao representadas por potenciais delta (§(z — zg)). Contudo, as equagoes
de movimento correspondentes nao sao bem definidas. Portanto, para a transicao
de paredes rigidas para suaves precisamos descrever analiticamente as equacoes de
movimento. Isso é feito através de interagoes suaves entre as particulas num anel e

1O genus representa o buraco no toro, assim a dinamica do sistema fica contida em uma superficie
que descreve um toro (uma “rosquinha’). Para genus maiores, temos vérios toros ligados, por
exemplo para genus igual a 2, temos dois toros grudados (duas rosquinhas grudadas).

2Qutra maneira de chamar o movimento de quase-integravel (quase-regular).
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em certo limite, a dinamica do sistema ¢ semelhante a de um sistema com colisoes
pontuais de uma caixa 1D com paredes rigidas.

Comegando com a Hamiltoniana de trés particulas num anel sem atrito escrita

CcOo1mo

2 2 2
Hy = P1 i P3 + P3
le 2m2 2m3

— — —q3+ L
+ ‘/12((12 Q1)+V32(Q3 Q2)+V31 (fh q3 ) (4.4)

012 032 031

onde o;; define a suavidade de cada interacao, entao para o;; — 0o assumimos o
limite de colisoes pontuais. O potencial de interacao V;; entre as particulas depende
apenas das posigoes relativas entre elas. A equagao (4.2) apresenta interagoes rigidas
entre as particulas e (4.4) possui interagoes suaves entre as particulas. Usando a
transformagao ortonormal [16]:

ms 1 mime X z
= — _— 0  — — s
o (i +ma)M" g\ (my +ma)” V0
ms . 1 miMme L z
—_= — _— _— s
© (ml + mg)M mo (m1 + mg)y v M
= (1 + m2){E + - (4.5)
q3 mgM \/M’ .

para as trés particulas no anel, e a transfomacao linear ' = fx, v = By, 2’ = [z,

dr 1
—=f=—") 4.6
dt & T124/ 112 (4.6)
a Hamiltoniana final modificada é escrita (sem as linhas)
P o
B="7 45+ 5+ Vialz,y) + Vas(@,y) + Vi (2,9), (4.7)
onde
Via(z,y) = Va2 (—y)
012
Vaa(z,y) = Vi {—(ay - bfﬂ)}
032
019 L
Vialens) = Via| Z(ey +0) - =] (45)
031 031



Aqui

(4.9)

¢ a massa reduzida das particulas 1 e 2, v;; = m;/m; é a razao de massas entre as
particulas i e 7, e

1
a = —,
(1 +1921)
1
b o= g f02tomtl (4.10)
V32
c = ava.

A energia total escalonada é Hg = E e ela é escrita em funcao das coordenadas, dos
termos da suavidade (o), da interagao entre as particulas 1 e 2 e da massa reduzida

H12.

Estas equagoes podem ser vistas na figura (4.3). Nesta figura a linha trace-
jada representa o movimento da parede. Quanto maior é o valor de L, mais rigida é
a parede do bilhar. Isso pode ser visto melhor na figura (4.3) e na figura (4.4), onde
temos dois valores de L, 10 e 100. A suavidade das paredes dependerao da forma
do potencial Vis(z,y), Vas(z,v), Vsi1(x,y) e dos parametros o9, 031, 093. Portanto,
independente do potencial, a particula fica confinada num triangulo, como pode ser
visto na figura (4.3). A figura (4.3) mostra uma linha tracejada no bilhar represen-
tando que a parede pode mudar de lugar quando modificamos o valor de L. Se L é
pequeno, o bilhar é pequeno, se L é grande o o bilhar também sera.

Podemos fazer algumas observacoes sobre a Hamiltoniana (4.7).

1 - A dependéncia em z desaparece devido a simetria de translacao da equacao
(4.7). Isto implica na conservagao do momento linear total.

2 - Quando V33 = Vo3 = 0, a Hamiltoniana (4.7) é separavel e integravel, como
esperado;

3 - As coordenadas (z,y) aparecem, ao mesmo tempo, apenas nos potenciais de
interacao Va1 (x,y) e Vaz(z,y). Dessa forma, apenas esses potenciais podem gerar um
comportamento dinamico cadtico no sistema. Por outro lado, como veremos, uma
escolha apropriada de interacao pode gerar uma dinamica integravel no anel.

4 - A suavidade afeta simultaneamente o centro de massa e as coordenadas relativas
do sistema, desde que as razoes o12/093, 012/03; multipliquem as varidveis (z,y).
Estas quantidades nao mudam os angulos do bilhar.

5 - Mudando a razao de massas, mudam-se os parametros a, b e ¢ separadamente.

Apenas estas quantidades podem mudar os angulos do bilhar.
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6 - Mantendo a razao de massas constante a suavidade dentro do bilhar é controlada
por o13/093, 012/031 € L/og. O limite de paredes rigidas pode ser obtido fazendo
L/o3; — o0, ou seja, a parede V31 pode se mover (veja fig. (4.3)).

Fazendo os termos, de dentro dos colchetes, de (4.8) iguais a zero, temos a
definicao dos lados de um triangulo iguais a

b b L
y=0, y= -z, y=——x+—. (4.11)

a c 012
Como nés veremos mais a frente, para simulagoes numéricas especificas, a Hamil-
toniana (4.7) pode ter sua dinamica representada pela dinamica de uma particula

dentro de um potencial triangular, como na figura (4.3).

J/\\
o A by,
&S %,
/4 S </O~
P & .
N ——

Figura 4.3: Figura esquemética do bilhar triangular com paredes suaves. A figura mostra a
parede (linha tracejada) que pode se mover.

A Hamiltoniana é bastante geral. Qualquer potencial Vis, Va3, V31 de interacao
entre as particulas pode ser utilizado, como o potencial de Coulomb

\% 1
Vo= —2— == (4.12)
G2 — 41 r
de Yukawa p—
Voy = 2—, (4.13)
r
Wood-Saxon v
- '
Arcotangente
Vare = =VoArcetg (1), (4.15)

polinomial entre outros.

4.2.2 Aplicacao das Funcoes “Erro” e “Exponencial”

Nesta secao sugerimos uma escolha apropriada de potencial para substi-
tuirmos em (4.7) e observarmos a transi¢ao das paredes, de suave para rigida.
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Adotaremos as fungoes Erro e Exponencial. Essas funcoes sao expressas como

1
Vewp(2) = §€_|I|/U, (4.16)

Versl) = 5rf (2), (4.17)

Nestas equagoes podemos multiplicar e adicionar um potencial constante Vj para
controlar suas amplitude e altura.

A forga de interagao das paredes sobre as particulas é obtida por F(z) =
—~VV. Em uma dimensdo, apenas em (z), temos F(z) = —-L. Entao as forqas de
interacao dos potenciais das funcoes Erro e exponencial sao

1 —|z|/o
Fexp(x) = %6 l=l/ ) (418)
1
Ferf(x) = e—x2/027 (419)

NG

Na equagdo (4.18) estamos utilizando o médulo de F.,, para encontrarmos
paredes positivas. Para obtermos paredes rigidas devemos fazer ¢ — 0, entao

lm Fruncao(x) = (). (4.20)

o—0

Substituindo as fungoes erro e exponencial acima na Hamiltoniana (4.8),
temos

Hy? =K +2 {e(_y) + ez (W) + 6zg(cy+bm_"§l)} ) (4.21)
HY' = K+ Erf(—y)+ Erf {E(ay — bx)}
023
012 L
+ Erf [— (cy—i—bac— —)] + W, (4.22)
031 031
onde K ¢ a soma das energias cinéticas
2 2 2
Py py D
K==+—+4= 4.23
2 o 2 * 2 (4.23)

O termo Vy em H5”' e o ntimero 2 em HE™ fazem com que as duas dindmicas sejam
equivalentes e possuam mesma energia.

As equagoes de movimento para a fungao exponencial sao:

aHexp
i=-—=
Opa

= Pa, (4.24)
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= — 4.25
Yy apm Dy ( )
EXTD o o
px:_aHB :_%{ZzyﬁGﬁwné)_ZEJé?W*@w, (4.26)
ox 031 023
EXTP p- o
p'y — _aHB — _2 6260;? <cy+bx—%) —+ a%e(ﬁ(ay_bx)) — e_y . (427)
dy 031 023

As equagdes de movimento para a fungao erro sao:

OHE!
Opa

. aHerf
j=-—=>
IPpa

o2 fon [ 0] o[ o]]

T =

= P, (4.28)

= Py, (429)

Do = =——=
‘ o VT | o3 023

b = _8H;Tf _ 2 626[_<%)2(0y+bm—%)2} 012 {‘(%)%ay—bxﬂ ey
! dy e

031 023

4.2.3 Resultados numéricos - paredes suaves

Nesta secao utilizaremos os resultados analiticos obtidos na secao anterior.
Plotando o potencial das fungdes Exponencial e Erro das equagoes (4.21) e (4.22),
respectivamente, obtemos as figuras (4.4) e (4.5).

A figura (4.4) esta organizada da seguinte forma:
1 - A esquerda temos plotados os potenciais para a funcao exponencial, com paredes
suaves em (a), na parte superior esquerda, e paredes rigidas em (c), na parte inferior
esquerda.
2 - Na direita temos os potenciais para a funcao erro, com paredes suaves em (b),
na parte superior direita, e paredes rigidas em (d), na parte inferior direita.

Os bilhares triangulares das figuras (4.4), (a) e (b), tem lado igual a L/o3; =
5,0. A grandeza L/o3; = 5,0 define a suavidade ou rigidez do bilhar, e neste caso
o bilhar possui paredes suaves. Os potenciais das figuras (4.4), (c) e (d), tem lado
igual a L/og = 20,0. Neste caso o bilhar possui paredes rigidas.

Nesta parte do trabalho estudaremos dois casos distintos de paredes, o caso
suave, com L/og; = 5,0 e o caso rigido, com L/o3; = 20,0. O potencial da fungao
exponencial foi plotado com o mdédulo do argumento, pois sem ele a funcao nao
gera uma regiao delimitada de aprisionamento da particula, ou seja, nao define um
bilhar. Para todas estas figuras, (4.4) fazemos massas iguais e suavidades iguais,
com g1 = Y31 = Y32 = 1,0 e 012 = 093 = 031 = 1, 0.
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(b)

Figura 4.4: Potencial das paredes do bilhar para a func¢ao exponencial (a esquerda), figuras (a) e
(¢), e da fungao erro (a direita), figuras (b) e (d), para o caso de massas iguais e suavidades iguais
com 791 = Y31 = Y32 = 1,0 e 012 = 023 = 031 = 1,0. Aqui temos o caso de paredes suaves (no
topo), figuras (a) e (b), para L/o3; = 5,0. O caso de paredes rigidas (abaixo), pode ser visto nas
figuras (c) e (d), para L/o3; = 20,0.

A figura (4.5) esta organizada da seguinte forma:
1 - A esquerda temos plotados os potenciais para a funcao exponencial, com paredes
suaves em (a), na parte superior esquerda, e paredes rigidas em (c), na parte inferior
esquerda.
2 - Na direita temos os potenciais para a fungao erro, com paredes suaves em (b),
na parte superior direita, e paredes rigidas em (d), na parte inferior direita.

Os bilhares triangulares das figuras (4.5), (a) e (b), tem lado igual a L/o3; =
5,0, caso de paredes suaves. Os potenciais das figuras (4.5), (c) e (d), tem lado igual
a L/os3; = 20,0. Neste caso o bilhar possui paredes rigidas. Para todas estas figuras,
(4.5) fazemos suavidades iguais, com 015 = 093 = 031 = 1,0 e razdo de massas iguais
a Y21 = 5,0, Y31 = 1,0, Y32 = 1,0/5,0

Podemos notar que, quando modificamos a razao de massas das particulas,
os angulos do bilhar (do triangulo) mudam, mas nao afetam a suavidade/rigidez das
paredes. Isso pode ser visto nas equagoes (4.11). Quem controla a suavidade das
paredes do bilhar sdo os parametros o1, 093 € 031, nos potenciais (4.7), como fizemos
012 = 023 = 031 = 1 0 Unico agente modificador das paredes é o parametro L/o31,
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4.0
V2.0
0.0

(d)

20.0

Figura 4.5: Potencial das paredes do bilhar para a fungio exponencial (em (a) e (c)) e da fungao
erro (em (b) e (d)), para o caso de suavidades iguais, com 012 = 023 = 031 = 1,0 e razao de massas
iguais a y91 = 5,0, 731 = 1,0, v32 = 1,0/5,0. As paredes suaves sao apresentadas em (a) e (b) e as
paredes rigidas em (c) e (d), para L/o3; = 5,0 e L/o3; = 20,0, respectivamente.

neste caso somente o L.

Através das equacgoes de movimento, obtidas anteriormente e descritas pelas
equagoes de (4.24) a (4.31), encontramos numericamente as segoes de Poincaré do
sistema, que podem ser vistas nas figuras (4.6), (4.7)-(a), (4.8), (4.12) e (4.13).
Estas figuras foram feitas com 400 condicoes iniciais, tempo de evolucao de 4000
e integrador numérico Runge-Kutta de quarta ordem. As secoes de Poincaré sao
obtidas da seguinte forma: quando a particula possui momento positivo (p, > 0),
no eixo z, e passa pelo centro do bilhar em z, anotamos a sua posicao no eixo y e
seu momento p,. A energia total do sistema ¢ mantida em £ = 2. Estd é a energia

maxima que as particulas podem assumir para que continuem confinadas dentro do
bilhar.

A figura (4.6) apresenta o caso de paredes modeladas pela func¢ao exponencial
com suavidades e massas iguais, ou seja, Y1 = Y31 = Y32 = 1,0 € 019 = 093 = 031 =
1,0, com lado igual L/o3; = 5,0. Neste caso temos um bilhar com paredes suaves. A
dindmica é regular (integrével), e cada trajetéria viaja ao longo de um toro irracional
invariante. E possivel observar dois pontos de equilibrio estaveis (pontos elipticos), na
linha de p, = 0, cercados por infinitos toros ou dérbitas elipticas. Quando ¢ escolhida
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uma condi¢ao inicial igual a um desses pontos a particula deixa de se movimentar
pelo bilhar.

Py

Figura 4.6: Segao de Poincaré para a funcao exponencial, para o caso de massas iguais e suavidades
iguais com v91 = 731 = 732 = 1,0 e 012 = 093 = 031 = 1,0. Aqui temos o caso suave para
L/o31 = 5,0 e 400 trajetdrias.

Na figura (4.7)-(a) temos a secao de Poincaré idéntica a figura (4.6), mas
destacamos um toro, em vermelho, que representa uma trajetoria no espaco real da
particula dentro do bilhar. Esta trajetéria pode ser vista na figura (4.7)-(b). Certos
pontos da trajetéria chegam muito proximos de serem fixos, ou seja, de se repetirem
num certo tempo, mas como dissemos anteriormente, estamos tratando de um toro
irracional e essa trajetoria nunca se fecha. Esta é uma trajetoria dita quase-regular.
Este comportamento pode ser visualizado nas figuras (4.7)-(c) e (4.7)-(d), onde temos
as séries temporais do sistema para (z x t) e (y X t), respectivamente.

Quando a dinamica do sistema, com paredes modeladas pela funcao erro
em Hgf , ¢ analisada podemos ver um movimento quase-regular para o caso de
paredes suaves. A figura (4.8) mostra que o sistema apresenta ilhas de movimento
quase-regular e regular representado pelos pontos elipticos. Contudo, alguns pontos
hiperbdlicos estao presentes e geram um movimento cadtico.

Algumas ilhas, referentes as trajetérias quase-regulares, foram destacadas da
figura (4.8) em (4.9). As trajetérias sdo mostradas na figura (4.10) em maior destaque
no espaco real (y X ).

A figura (4.9) apresenta cinco ilhas destacadas na seguinte ordem:

(I) Trés ilhas em verde localizadas em y ~ 0,8 e y ~ 1,6, entorno de trés pon-
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Figura 4.7: Na figura (a) temos a se¢ao de Poincaré para a fungio exponencial, a mesma da
figura (4.6). Esta figura apresenta os pontos no espago de fases (em vermelho) da trajetéria ao lado
(figura (b)). Em (c) e (d) temos a série temporal desta trajetéria, para x e y em funcdo do tempo,
respectivamente.

tos elipticos;

(IT) Uma ilha em vermelho localizada em y &~ 1,1, entorno de um ponto eliptico no
centro da secao de Poincaré;

(ITT) Uma ilha em azul claro localizada em y ~ 2,5, entorno de outro ponto eliptico;
(IV) Uma ilha em azul localizada em y ~ —0, 5. No seu centro também hé um ponto
eliptico;

(V) Treés ilhas em rosa localizadas em y ~ —0,7, y ~ 0,3 e y = 0, 7.

As trajetdrias correspondentes sao apresentadas na figura (4.10) de (I) a (V).
Todas as trajetérias da figura (4.10) sdo quase-periddicas (quase-regulares), pois elas
circundam pontos fixos, mas nunca se fecham.

O movimento da trajetéria (V) pode ser visto na figura (4.11)-(a) e (b).
Nestas duas figuras temos a série temporal do sistema para (x x t) e (y x t). Em
x a particula chega muito préxima a seis pontos distintos. Podemos dizer que em
x o sistema quase apresenta um periodo 6, mas devemos lebrar que esta trajetoria
nunca se fecha, entao isso nos diz que existem seis pontos elipticos no qual estes toros
circundam. Na figura (4.9) podemos ver apenas trés pontos. Uma trajetéria iniciada
em um desses toros, préximos aos pontos fixos, percorrem todos os outros toros dessa
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Figura 4.8: Secao de Poincaré para a fungao erro, para o caso de massas iguais e suavidades iguais
com Yo21 = y31 = 32 = 1,0 € 012 = 093 = 031 = 1,0. Aqui temos o caso suave para L/o3; = 5,0 e

400 trajetoérias.
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Figura 4.9: Secao de Poincaré para a fungao erro, para o caso de massas iguais e suavidades iguais
com Y21 = Y31 = y32 = 1,0 € 012 = 023 = 031 = 1,0. Aqui temos o caso suave para L/og; = 5,0.
Simulagao de algumas trajetérias da figura (4.8).

84



Figura 4.10: Trajetérias da particula, dentro do bilhar, referentes a figura (4.9), mostrando as
regioes de (I) a (V).

orbita. Também podemos ver que em y o sistema quase chega ter 6 pontos fixos.

A figura (4.12) apresenta se¢oes de Poincaré para o bilhar com paredes mod-
eladas pela fun¢ao exponencial. Para todos os casos temos L/o3; = 5,0, ou seja,
paredes suaves. As suavidades sdo mantidas iguais, com o5 = 093 = 031 = 1,0
e razao de massas sao diferentes. Estas secoes foram obtidas pelo mesmo método
descrito anteriormente e com 400 trajetérias.

A figura (4.12) estd organizada da seguinte maneira:
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Figura 4.11: Série temporal para trajetéria da figura (4.10-V). Caso de paredes suaves, com
L/o31 = 5,0 e tempo de evolugao de t = 250, para (z x t), em (a) e (y x t), em (b).

1 - Na parte superior esquerda da figura (4.12), temos o caso mostrado na figura
(4.6), para a fungao exponencial com paredes suaves, e com Yo = Y31 = Y32 = 1, 0.
2 - Na parte superior direita da figura (4.12) temos a razao de massas das particulas
como sendo yo; = 3,0, 31 = 1,0, 32 = 1,0/3, 0.

3 - Na parte inferior esquerda da figura (4.12) temos a razao de massas das particulas
como sendo v = 5,0, 31 = 1,0, 732 = 1,0/5,0.

4 - Na parte inferior direita, temos a razao de massas das particulas como sendo
Y21 = 7,0, Y31 = 1,0, V32 = 1,0/7,0

As figuras (4.12) mostram que mesmo modificando os angulos do bilhar tri-
angular, a integrabilidade do sistema ¢ mantida. Podemos observar que hd uma
transicao da dinamica do sistema. O sistema apresenta mais pontos elipticos e al-
guns pontos hiperbdlicos para razdo de massas igual a 79; = 3,0 (para simplificar
falaremos apenas de 79;) em comparagao com y2; = 1,0. Quando 79, assume o valor
igual a 5,0, os toros centrais sao achatados e quase desaparecem. Estes aumentam
seu tamanho quando 79, € igual a 7,0. Os dois pontos elipticos nos extremos das
figuras sao mantidos.

Na figura (4.13) temos as segoes de Poincaré para o bilhar com paredes mod-
eladas pela fungao erro. Para todos os casos temos L/o3; = 5,0, ou seja, paredes
suaves. As suavidades s@o mantidas iguais, com o195 = 093 = 031 = 1,0 e razao de
massas variam. Estas se¢oes foram obtidas pelo mesmo método descrito anterior-
mente e com 400 trajetorias.

A figura (4.13) estd organizada da seguinte maneira:
1 - Na parte superior esquerda da figura (4.13), temos o caso mostrado na figura
(4.8), para a fungao erro com paredes suaves e o1 = 31 = 32 = 1, 0.
2 - Na parte superior direita da figura (4.13) temos a razao de massas das particulas
como sendo v = 3,0, 31 = 1,0, 732 = 1,0/3,0.
3 - Na parte inferior esquerda da figura (4.13) temos a razao de massas das particulas
como sendo yo1 = 5,0, 31 = 1,0, 730 = 1,0/5,0.
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Figura 4.12: Segao de Poincaré do bilhar triangular utilizando o potencial da funcio exponencial.
Todas as figuras tem L/o3; = 5,0 e 731 = 1,0. Na parte superior esquerda temos vo; = y32 = 1, 0.
Na parte superior direita temos a se¢ao para 21 = 3,0, y32 = 1,0/3,0. Na parte inferior esquerda
temos o1 = 5,0, v32 = 1,0/5,0. Na parte inferior direita temos o1 = 7,0, y32 = 1,0/7, 0.

4 - Na parte inferior direita, temos a razao de massas das particulas como sendo
Y21 = 7,0, Y31 = 1,0, Y32 = 1,0/7,0

Podemos observar nestas figuras que, mesmo para ~,; = 1,0, o sistema nao
¢ integravel. Todas as figuras apresentam comportamento misto, onde coexistem
regioes cadticas e regulares no mesmo espaco de fases. Quando a forma do bilhar
muda, ou seja, quando modificamos 7,1 € 32 hd uma mudanga de comportamento do
sistema no que diz respeito aos pontos fixos e as regioes cadticas. Quando 91 passa
de 1,0 para 3,0 aumenta a area no regime caodtico no espacgo de fases. Os pontos
fixos (elipticos) sao deslocados e muitos toros sdo destruidos.

Quando 791 tem valor igual a 5,0, o espaco de fases claramente apresenta um
divisao em duas regioes. Esta divisao é feita por pontos elipticos e hiperbédlicos que
separam regioes com ilhas maiores que o caso de 751 = 3,0. A dinamica do sistema
nao muda significativamente para 9, = 7, 0.
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Figura 4.13: Secio de Poincaré do bilhar triangular utilizando o potencial da funcio erro. Todas
as figuras tem L/o3; = 5,0 e y3; = 1,0. Na parte superior esquerda temos 21 = v32 = 1,0. Na
parte superior direita temos a se¢do para y2; = 3,0, v32 = 1,0/3,0. Na parte inferior esquerda
temos 21 = 5,0, v32 = 1,0/5,0. Na parte inferior direita temos v21 = 7,0, v32 = 1,0/7,0.

Podemos notar que a dinamica do sistema, quando este possui paredes mode-
ladas pela funcao exponencial, é integravel mesmo quando modificamos os angulos
do bilhar, no caso de paredes suaves. Isso nao acontece quando a funcao erro é
utilizada para modelar as paredes. Mesmo para razoes de massas iguais o sistema
possui comportamento cadtico.
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4.2.4 Aplicagao das Funcgoes “Erro” e “Exponencial” com
paredes rigidas

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos quando inserimos as fungoes
exponencial e erro na Hamiltoniana (4.7) para o caso de paredes rigidas, com L/o3; =
20,0. As segoes de Poincaré das figuras (4.14) e (4.15) foram construidas da mesma
forma que na secao anterior.

Na figura (4.14) temos as segoes de Poincaré para o bilhar com paredes
modeladas pela fungao exponencial. Para todos os casos temos L/o3; = 20,0,
ou seja, paredes rigidas e v3; = 1,0. As suavidades sao mantidas iguais, com
o12 = 093 = 031 = 1,0 e variamos a razao de massas v; ;. Estas segoes foram
obtidas através de 400 condigoes iniciais.

A figura (4.14) esta organizada da seguinte maneira:
1 - Na parte superior esquerda, temos o caso com Y1 = ¥35 = 1,0.
2 - Na parte superior direita temos a razao de massas das particulas como sendo
Y21 = 3,0, Y32 = 1,0/3,0
3 - Na parte inferior esquerda temos v,; = 5,0, v32 = 1,0/5,0.
4 - Na parte inferior direita, temos v91 = 7,0, 732 = 1,0/7, 0.

Podemos observar na figura (4.14), superior esquerda, que mesmo para L /o3, =
20,0, o sistema ¢é integravel. Quando aumentamos o valor de 7, para 3,0, a inte-
grabilidade é quebrada e regioes caodticas aparecem no espaco de fases, como pode
ser observado na figura (4.14) superior a direita. Apenas alguns toros sobrevivem a
essa modificacao ao angulo do bilhar. Outra ilhas ressurgem quando aumentamos o
valor de 791 para 5,0 e 7,0, como pode ser observado nas figuras (4.14) inferiores.

Na figura (4.15) temos as se¢oes de Poincaré para o bilhar com paredes mo-
deladas pela fungao erro. Seguimos o mesmo critério aqui de manter L/o3; = 20,0,
ou seja, paredes rigidas e 733 = 1,0. Para todas as figuras em (4.15) o sistema
apresenta comportamento quase totalmente caodtico. Poucas ilhas de movimento
regular podem ser vistas. O caso em que a area no espaco de fases é claramente
visivel é para 75; = 1,0, na figura superior esquerda de (4.15). O potencial do erro
apresenta diversas ilhas espalhadas pelo mar cadtico, indicando diferentes regimes
de regularidade no movimento.
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Figura 4.14: Segdo de Poincaré do bilhar triangular utilizando o potencial da funcio exponencial.
Todas as figuras tem L/o3; = 5,0 e 731 = 1,0. Na parte superior esquerda temos vo; = y32 = 1, 0.
Na parte superior direita temos a se¢ao para o1 = 3,0, y32 = 1,0/3,0. Na parte inferior esquerda
temos 21 = 5,0, v32 = 1,0/5,0. Na parte inferior direita temos v21 = 7,0, v32 = 1,0/7,0.

4.3 Discussao dos resultados

Neste capitulo apresentamos um estudo do sistema de trés particulas sobre
um anel sem atrito com interacoes que variam de suaves a rigidas. Mostramos
analiticamente que, com uma transformagao adequada de coordenadas, o sistema
pode descrever um sistema contendo uma particula num bilhar triangular, e qualquer
potencial de interacao (da paredes) pode ser utilizado. O potencial, que representa
as paredes do bilhar, apresenta parametros que controlam a suavidade das paredes
e os angulos do triangulo, dados por o1, 093, 031 € Y21, Y32, Y31, respectivamente.

As grandezas v, ; sao a razao de massas entre as particulas ¢ e j e elas con-
trolam os angulos do bilhar. Os parametros o, ; controlam a suavidade das paredes.
Neste trabalho mantemos o5, 093 € 031 iguais a 1,0. O controle da suavidade é feito
através do termo L /o3, presente nos potenciais das Hamiltonianas do sistema. Como
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Figura 4.15: Secio de Poincaré do bilhar triangular utilizando o potencial da funcio erro. Todas
as figuras tem L/o3; = 5,0 e y3; = 1,0. Na parte superior esquerda temos 21 = v32 = 1,0. Na
parte superior direita temos a secao para y2; = 3,0, v32 = 1,0/3,0. Na parte inferior esquerda
temos 21 = 5,0, v32 = 1,0/5,0. Na parte inferior direita temos v21 = 7,0, v32 = 1,0/7,0.

031 ¢ igual a 1,0, quem controla a suavidade da parede é a grandeza L, que original-
mente descreve o comprimento da circunferéncia do anel. Com a transformagao de
coordenadas do sistema, de um anel para um triangulo, L é o comprimento dos lados
do triangulo. Dessa forma quando L — oo as paredes do bilhar tornam-se rigidas.

Estudos com bilhares usualmente tratam a interacao das particulas com as
paredes como sendo rigidas e estas sao representadas por funcoes delta. Neste tra-
balho procuramos descrever a natureza de forma mais realista, onde esta apresenta
potenciais suaves. Isso é feito utilizando as fungoes Exponencial e Erro para des-
crever as paredes. Numericamente ¢ feito o estudo do comportamento dinamico do
sistema quando temos dois casos distintos: um com paredes suaves, para L = 5,0 e
outro para paredes rigidas, com L = 20, 0.

Secoes de Poincaré do sistema sao obtidas para ambos os casos. A razao de
massas entre as particulas também é modificada. De maneira mais precisa, mantemos
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my, = mg = 1,0 e variamos ms em quatro casos: mo = 1,0, my = 3,0, my = 5,0 e
mo = 7,0

Observamos que, para o caso de paredes suaves (L = 5,0), com diferentes
razoes de massas o sistema é integravel quando utilizamos a funcao exponencial.
Este resultado numérico comprova que as condi¢oes de integrabilidade encontradas
origialmente por Toda et al. [62] sdo vélidas apenas quando uma funcao exponencial
¢ usada.

Quando aumentamos o tamanho do bilhar para a fungao exponencial, o sis-
tema ainda ¢ integravel para v9; = 1,0. Para outras razoes de massas o sistema tem
comportamento misto, ou seja, apresenta reigoes de movimento regular e regioes de
movimento caodtico coexistindo no mesmo espaco de fases. Pode-se visualizar que
existem pontos elipticos (pontos estéveis) e pontos hiperbdlicos (pontos instaveis) no
sistema.

Quando modificamos a funcao que modela as paredes para a funcao erro,
o sistema nao apresenta integrabilidade. Mesmo para L = 5,0 e massas iguais das
particulas o sistema possui comportamentos cadticos e regulares no mesmo espaco de
fases. Podemos observar diversos pontos elipticos e pontos hiperbdlicos e a transicao
de regimes de menor para maior grau de caoticidade. Portanto, mesmo no caso de
paredes rigidas L/o3; — oo pequenas mudangas na fungao do potencial de interagao
podem mudar drasticamente a natureza da dinamica.

Pelas sec¢oes de Poincaré, podemos notar que quanto mais suave sao as paredes
mais regular é a dinamica do sistema. Neste contexto, podemos dizer que o potencial
descrito pela funcao exponencial apresenta maior suavidade, e podemos dizer maior
regularidade, do que a funcao erro, por apresentar um comportamento totalmente
regular quando temos parametros idénticos as duas fungoes.
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Capitulo 5

Conclusoes

Sistemas fisicos reais possuem paredes (potenciais) e interagoes entre as par-
ticulas suaves. No entanto, muitos trabalhos consideram apenas paredes rigidas
e interagbes pontuais [7, 9, 62]. Diversas geometrias de bilhares foram estudadas
na busca de padroes em suas dinamicas. Bilhares como o bilhar de Sinai [5], o
estadio de Bunimovich [6] e o bilhar em forma de cogumelo [48], mostram dinamicas
cadticas. Todos esses sistemas consideravam interacoes entre particula-particula e
particula-paredes como sendo pontuais e rigidas, de forma que essas interagoes eram
representadas por um potencial delta 6(x).

Apesar desses trabalhos mostrarem aspectos interessantes da dinamica de
bilhares, eles nao possuem uma descricao muito realista dos sistema fisicos. Para
tal é preciso incluir interagoes de curto e longo alcance entre as particulas e forgas
suaves de interagao entre particulas e paredes. Um trabalho recente [22] estudou
um bilhar com paredes suaves utilizando uma parede modelada pela funcao erro
(erf(x)). Oliveira et al. mostraram que a dinamica de um bilhar unidimensional
apresenta um numero maior de ilhas no espaco de fases quando as paredes tornan-se
suaves.

Nesta tese buscamos generalizar a funcao que modela as paredes dos bilhares
através de degraus. Também ¢é analisado o comportamento do sistema quando in-
troduzimos potenciais de interacao suaves entre as particulas.

Neste trabalho analisamos a dinamica, no espaco de fases e tangente, de duas
particulas interagentes aprisionadas num bilhar unidimensional. As paredes do bi-
lhar sao modeladas por degraus de forma que, quando o niimero de degraus aumenta
significativamente, qualquer fungao possa ser obtida. A interagao entre as particulas
é dada por forgas constantes repulsivas, consequentemente os potenciais de interacao
dependem apenas da posicao das particulas.

Sao obtidas expressoes analiticas para o espaco de fases e tangente do sis-
tema, que relacionam os estados inicial e final do bilhar. Multiplicando as matrizes
do espago tangente, em certa ordem, podemos encontrar a matriz final do sistema,
chamada de matriz Monodromica e com ela podemos calcular seus autovalores. Os
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autovalores sao uteis para se obter os expoentes de Lyapunov, que revelam caracte-
risticas importantes sobre a dinamica do sistema, como o grau de caoticidade. Como
visto em trabalhos anteriores, as armadilhas dinamicas levam o sistema a um movi-
mento regular gerando ilhas de regularidade no espaco de fases. A coexisténcia de
ilhas e do mar cadtico é uma caracteristica dos sistemas Hamiltonianos.

As matrizes monodromicas, do formalismo com e sem interacao entre as
particulas, mostram que quando nao ha interacao entre as particulas, seus auto-
valores sao iguais a +1, consequentemente obtemos expoentes de Lyapunov iguais
a zero. Quando o sistema é submetido a forcas constantes, ha o aparecimento de
elementos na matriz que levam a autovalores diferentes de =1, consequentemente
obtém-se expoentes de Lyapunov positivos. Esses valores positivos indicam um com-
portamento cadtico do sistema.

Numericamente obtemos as segoes de Poincaré para 150 trajetérias e diferen-
tes valores de interacao entre as particulas e diferentes alturas dos degraus. Quando
o bilhar é composto apenas por paredes rigidas, sem degraus, o espaco de fases apre-
senta a coexisténcia de ilhas separadas por um regime caético. Quando introduzimos
um degrau de cada lado do bilhar, regices proibidas surgem no espaco de fases. Con-
forme a intensidade deste degrau aumenta, maior fica a regiao proibida. Quando
modificamos a for¢a de interacao particula-particula, as regides proibidas voltam a
ser habitadas e ha apenas dois grandes blocos com ilhas. Podemos observar duas
regioes com maior densidade de pontos, no comportamento cadtico, sobre os degraus
e perto da parede indicando o aparecimento das duplas colisoes entre particula-
particula e particula-parede. Os comportamentos citados nos resultados analiticos e
verificados numericamente, ocorrem devido a interagao entre as particulas e ao grau
de suavidade das paredes, em nosso caso os degraus.

O expoente de Lyapunov maximo a tempo finito foi obtido numericamente
para paredes com um, dois e trés degraus. Observamos que com o aumento dos
degraus o sistema torna-se mais regular.

A transicao de interacao, de suaves para rigidas, entre trés particulas num anel
sem atrito é discutido numa segunda parte do trabalho. Eles sao uma generalizacao
de duas particulas com interagao suave discutidas em [22]. Usualmente interagoes
rigidas e pontuais sao modeladas por um potencial §, para o qual as equagoes de
movimento nao sao bem definidas. Nés propusemos potenciais adequados para es-
tudar a transicao de interacao de suave a rigida, onde as forcas, nao os potenciais,
tornam-se fungoes delta (§) no limite de interagoes rigidas.

Uma Hamiltoniana escalonada é obtida e mostra muito bem a transicao de
suave para rigida, nos dando pistas gerais sobre as propriedades relevantes das in-
teragoes entre as particulas. Observamos que a dinamica depende apenas das razoes
de massas entre as particulas e da razao de suavidades de interagoes, sendo indepen-
dente do tipo de interagao (funcdo do potencial). Qualquer potencial de interacao
com um parametro de controle de suavidade pode ser usado nesta Hamiltoniana que
define um bilhar triangular suave no qual toda a dinamica ocorre.
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Um bilhar com potencial de Toda, onde os potenciais sao dedifinos por fungoes
exponenciais, com parametros de suavidades, como interacao entre as particulas, e
razao de massas iguais é integravel [62]. Razao de massas iguais com outro poten-
cial de interagao, como o da funcao erro, geram dinamica cadtica. Os resultados
mostram que os potenciais, com as funcoes exponencial e erro, sao apropriados e nao
apresentam divergéncias numéricas quando se aproximam do limite de interagoes
rigidas.

O estudo da dinamica de bilhares com muitos degraus é uma perspectiva de
trabalho futuro, de forma que possamos modelar qualquer funcao. Podemos ainda
verificar como se comporta a dinamica de bilhares com outras geometrias de bilhares,
como bilhar de cogumelo, e outros bilhares bidimensionais, quando as paredes sao
modeladas por degraus ou com paredes suaves.
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