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Resumo

O Problema de Stokes serd estudado neste trabalho sob o prisma das solu¢oes muito
fracas. Tal problema é caracterizado da seguinte maneira: encontrar um par de funcoes

(u, q), solugao das equagoes:

—Au+Vg=f em Q,
(S) divu =h em  Q
u=g sobre T,

Y

onde  é um conjunto aberto, limitado, conexo e Lipschitz de R3 com fronteira I'; f,h
funcoes definidas em 2 e g fungao definida sobre I'; h e g satisfazendo condicoes de com-

patibilidades adequadas.

O artigo “Stationary Stokes, Oseen and Navier-Stokes equations with singular data”,
dos autores Chérif Amrouche e M. Angeles Rodriguez-Bellido, apresenta resultados do
Problema de Stokes com o conceito de solucao muito fraca. Esta definicao diz que: para
quaisquer ¢ € Y, (Q) e 1 € W (Q), o par (u,q) € LP(Q) x W~?(Q) é solucio de

muito fraca de (S) se as seguintes igualdades valerem:

—/u~A<pda:— < q,divep > =
Q

. =
w—Lp(Q),wy P (@)

0
_<g7—78_‘10

n Wfl/PvP(r)’Wl/P-,P/ (1)
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Palavras-chave: Problema estaciondrio de Stokes, solucoes muito fraca.
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Abstract

The Stokes Problem will be studied in this work in the light of very weak solutions.
Such problem is characterized as follows: find a pair of functions (u, q), to be solution of

the equations:

—Au+Vg=f em Q,
(S) divu =h em  Q,
u=g sobre T,

where ) is an open, bounded,connected and Lipschitz subset of R?® with boundary I
f, h functions defined in 2 and g a function defined on I'; A and g satisfying appropriate

compatibility conditions.

The Article “Stationary Stokes, Oseen and Navier-Stokes equations with singular data”,
of the authors and M. Cherif Amrouche Angeles Rodriguez-Bellido, presents results of
Stokes Problem with the concept of very weak solution. This definition says that: for any
@ €Y, (Q) and 7 € WH(Q), a pair (u,q) € LP(Q) x W~17(Q) is a very weak solution
of (S) if the following equalities hold:

—/u~A<pda:— < q,divep > =
Q

. =
w—Lp(Q),wy P (@)

0
_<g7—78_‘10
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Keywords: Stationary Stokes problem, very weak solution.



Indice

[Resumal iv
[Abstractl v
1
(1 Definicoes importantes| 4
(I.1 Espacos LP(Q)[. . . . . . . . 4
(1.2 Conjunto D(£2)(Funcoes testes)| . . . . ... .. ... ... .. ... 5
(1.2.1  Convergéncia em D()| . . . . . . . ... o 5

(1.3 Distribuicoes| . . . . . . . . . . e 6
(1.3.1 Derivada de distribuicaol . . . . . . . . . . .. ... ... ... 6

[1.4  Espacos de Sobolev| . . . . . . . ..o 7
(1.4.1 Espacos de Sobolev de ordem inteira nao negatival . . . . . . . . .. 7

[1.4.2  Espacos de Sobolev de ordem fracionaria . . . . . . ... .. .. .. 8

2  Espacos Funcionais| 9

[3 Resultados classicos sobre Solucoes fracas e Solucoes fortes do Problema |
[_de Stokesl 12

[3.1 Resultados classicos de Solucoes fracas| . . . . . . . . ... ... ... ... 13

[3.1.1 Formulacao variacional classica do Problema de |

[ Stokes| . . . . 13
[3.2  Resultados classicos de Solucoes fortes| . . . . . .. .. ... .. .. .... 18
[4  Imersoes, Operadores de tracos e versoes da formula de Green| 19
4.1 Tmersoes . . . . . . . e 19
[4.2  Operadores de tracos e versoes da formula de Green| . . . . . . . . .. .. 21
[ Solucoes muito fracas para o problema de Stokes| 31
.1 Definicao de Solucoes muito fracas| . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 31

vi



vii

[5.2  Diterenca fundamental entre Solucoes fracas classicas e Solucoes muito fracas| 33

[5.3  Proposicoes e teoremas de Solucoes muito fracas| . . . . . . . . .. ... .. 34
[6 Apéndice| 65
[6.1 Definicoes usuais| . . . . . . . . . oo 65
B2 Temal. . . . . . . o 69
[6.3 Proposicoes| . . . . . ... 69
6.4 Teoremas . . ... .. . ... 70

[Reteréncias Bibliograficas| 73




Introducao

O Problema de Stokes é formulado da seguinte forma: Dadas as fungoes vetoriais f, g
definidas em €2 e em sua fronteira I', respectivamente e a funcao escalar h definida em (2,

encontrar as fun¢oes vetorial e escalar (u, q), solugao das equagoes:

—Au+Vqg=f em Q,
(S) divu=h em  Q,
u =g sobre I,

sendo 0 um conjunto aberto, limitado, conexo e Lipschitz de R® com fronteira I'. A
funcao u denota a velocidade e a funcao ¢ a pressao do fluido. Note que a primeira e
ultima sao equacoes vetoriais.

Esta dissertacao de Mestrado ¢ um detalhamento do artigo “Stationary Stokes, Os-
een and Navier-Stokes equations with singular data” dos autores Chérif Amrouche e M.
Angeles Rodriguez-Bellido no topico referente a Problema de Stokes Estacionario. Este
Problema sera chamado simplesmente de Problema de Stokes com o dominio das fun¢oes
estudadas num subconjunto aberto, limitado, conexo, Lipschitz e de classe C*! do espaco
vetorial R3.

O conceito de solugao muito fraca para as equagoes de Stokes, introduzido por Giga
[14], tem sido fortemente estudado nos ultimos anos; dentre os autores que trabalham
nesta area estdo Amrouche [3], Girault[3], Galdi[16], Farwig[12], Schumacher[25] e Kim[19].

A definicao de solucao muito fraca do Problema de Stokes diz que para quaisquer
@Y, () ere WW(Q), o par (u,q) € LP(Q) x W?(Q) ¢ solucio de muito fraca

de (9) se as seguintes igualdades sao verdadeiras:

—/u-Agadm— < q,divep > =
Q

.=
w—Lp@),wy P (@)

2%
< > \ - <G, 7>
,e (%00 @] X @) 97 on " wrmem.wi/er o

/u-Vﬂdw:—/hwdw+<g-n,7r>
Q Q

W—I/P,P(F),Wl/!)m’(p) :



Os conjuntos mostrados no paragrafo anterior e nas duas igualdades acima serao ap-
resentados devidamente em capitulos apropriados.

Um ponto importante no desenvolvimento do conceito de solucao muito fraca é definir
precisamente os tracos das fungoes vetoriais os quais pertencem a subespacos de LP(€2).
Pelo Teorema de Green(veja em [I7] e teorema ), dadas u € C%(Q) e v € CY(Q),
Q C R?,

/(vAu + VoVu)dzdy = /v%ds (1)
Q

r n

u
Pondo h = va— vem que h é continua em quase todo ponto (q.t.p.) de I'. Neste

n
estudo, nem sempre as "integrais de fronteira"sao integrais no sentido de Lebesgue. Caso

isto ocorra, a integral em serda dada por

ou S
3 v (%) = (v, g_n>A*,A
v—uds =
r 877/ au
%(“) = <g_Z’U>B*,B'

Isto é, v & um funcional linear e continuo em A aplicado em E)_Z ou vice-versa. Aqui,
A* simboliza o espago dual topologico de A. A fungao, no argumento, serd escolhida como
aquela de melhor qualidade em termos de regularidade ou aquela que mais convém.

Um topico relevante a salientar ¢ a densidade de D3(Q2) e D3(Q) em alguns espacos
como X,/ (Q) e T) () (lemas e ([4.8), respectivamente) essenciais ao desenvolvi-
mento dos resultados.

Prova-se a existéncia e regularidade de solu¢oes muito fracas (u, q) € LP(Q)xW~17(Q)
para quaisquer 1 < p < oo com dado arbitrario em algum espaco de Sobolev de ordem
negativa. Além disto, é mostrada soluc¢oes (u,q) em espagos fracionarios de Sobolev do
tipo WP x W= com 0 < 0 < 2.

Este trabalho de dissertacao foi organizado para atender as necessidades daqueles que
j& trabalham com equagoes diferenciais parciais bem como aqueles que estao dando os
primeiros passos neste assunto.

No capitulo 1 sao apresentados os espagos usuais de funcoes escalares e vetoriais, com
suas respectivas normas e também o conjunto das funcoes testes que servem de auxilio
para os resultados posteriores.

O capitulo 2 é destinado aos espacos de funcoes apropriados que desempenham um
papel importante na construcao dos lemas, teoremas e corolarios que montarao uma base

para os resultados do titulo deste trabalho.



Solucoes fortes sao mencionadas no capitulo 3 e as solugoes fracas sao tratadas, de
forma sintetizada, com lemas, proposicoes e teoremas.

Os assuntos expostos no capitulo 4 sao os resultados de imersoes, teorema relativo
a tracos de funcoes em espacos de Sobolev de ordem fracionaria e derivada normal na
fronteira, lemas contendo propriedades de densidade do conjunto das fungoes testes em
alguns espacos adequados ao estudo feito no decorrer deste capitulo, extensoes de trans-
formacoes lineares e continuas com conjuntos imagem sendo espacos de Sobolev definidos
na fronteira e as versoes da féormula de Green.

Finalmente, no capitulo 5 apresentam-se a definicao de solucao muito fraca do Pro-
blema de Stokes, as proposicoes, os teoremas e os corolarios das solucoes muito fracas do

problema de Stokes.



Capitulo 1
Definicoes importantes

O estudo de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP) exige, pela natureza dos elementos
que o compobem, a presenca de espacos de funcoes bem especificas. As distribuicoes,
os espagos de Sobolev e LP(Q)) sdo conjuntos de fungdes com presenca garantida nesta
area da Matemaética. Estes espacos sao definidos de modo preciso para serem usados nos

resultados que virao em seguida.

Alguns termos citados ao longo do texto sao definidos no apéndice; lemas, teoremas
e corolarios da Analise Funcional e Medida e Integracao sao mencionados também neste
ambiente. Este procedimento tem por objetivo permitir que o leitor mais familiarizado
com este assunto possa ser direcionado para as partes essenciais do trabalho. Os en-
caminhamentos naturais para os iniciantes sao as referéncias bibliograficas e o apéndice.

Definicoes tais como suporte de funcao e conjunto Lipschitz estao depositadas no apéndice.

1.1 Espagos LP({))

Seja um conjunto 2 C R™. O espago (de classes de equivaléncia) de fun¢oes mensuréaveis
u definidas em ) | cuja poténcia p, |u|P, é Lebesgue integravel em (Q, é representado por

LP(2) com 1 < p < 0o e munido com a norma
1/p

sy = | [ fuf)pia
Q

Caso p = oo, L>®(Q2) denota o espago (de classes de equivaléncia) das funges u, men-

suraveis em €) e que sao essencialmente limitadas em (), equipado com a norma

lull (@) = sup esslu(@).
xe)
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Dizer que u é essencialmente limitada significa que u é limitada quase sempre, isto é,
u é limitada exceto sobre um conjunto de medida nula. Mostra-se que os espagos LP(£2),

1 < p < oo sdo espagos de Banach (veja em [1]).

Para p = 2, L?(Q) é um espago de Hilbert com o produto interno
(1)) = [ ul@)o(a)de

Em 2, a medida definida dx = dxidzs - - - dx, é a medida de Lebesgue. Veja em [6] a

definicao de funcao mensuravel.

1.2  Conjunto D(2)(Fungoes testes)

Seja € um conjunto aberto em R™. Denote C2°(€2) o espaco das fun¢oes infinitamente
diferenciaveis ¢ : @ — R com suporte compacto (veja no apéndice a defini¢ao de suporte).
Uma funcao deste tipo sera chamada de funcao teste. Por simplicidade de notacao ¢ usual
colocar-se D(Q2) := C°(2).

Quando necessario D" (£2) = D(Q) x --- x D(), isto &, o produto cartesiano de D(2),
n vezes. Dado a € (NU{0})", @ = (a1, 9, ,,) (multi-indice), usa-se o simbolo

D%u(x) para representar

O _(on (9= (o u(z)
oiOsz - 0an  \ Oxt \ Oxy? Jzon '

com N* =N x N x --- x N, o produto cartesiano de N, n vezes, |a| = a; + as + -+ + a,

0
N ={1,2,3,---}. Denote D; = —.
{1,2,3,---}. Denote B

1.2.1 Convergéncia em D({2)

Seja Q@ C R™ um conjunto aberto. Diz-se que uma sequéncia (¢, ),en de fungoes de

D(Q2) converge para zero, quando as seguintes condicoes forem satisfeitas:

1. Os suportes de todas as fungdes testes (¢, ),en estdo contidos num conjunto com-
pacto fixo K C R™.

2. Para cada a € (NU{0})", a sequéncia (D%, ),en converge uniformemente para

zero em K.
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A sequéncia (D%g,),en € a notagao de

(DagolyDaSDQ;DaSO?n t )

Seja ¢ € D(Q2). Diremos que uma sequéncia (p,),eny de elementos de D(2) con-
verge para @, quando a sequéncia (¢, — ¢),en converge para zero no sentido dado acima.
Dizer que a sequéncia (D*y, ),y converge uniformemente para zero significa que dado

um ndmero real positivo €, existe vy € N tal que

|D*p,(z)| <&, v>vy Vrel.

1.3 Distribuicoes

Define-se como distribuicao sobre um conjunto aberto 2 em R" a toda forma linear
T sobre D(Q2) continua no sentido da convergéncia definida sobre D(2). O conjunto de
todas as distribui¢oes sobre (2 ¢ um espago vetorial, o qual é representdo por D'(2). Desta

forma, se T € D'(Q2), a transformacao
T :DQ) — K
g T(p) =(T,¢)

é linear e continua, com K sendo C ou R.
Define-se Lj,.(Q) = {f : @ — R funcdo mensurével; [, |f|dz < co V K C Q compacto}.

loc

Seja u € Li,.(Q2). Mostra-se que a forma linear T,, definida em D() dada por

< Tuyp >= /Qu(:t)gp(m)dx, Yo € D(Q),

¢ uma distribui¢ao sobre €. Veja em [13].

1.3.1 Derivada de distribuicao
Sejam © C R™ um conjunto aberto, ¢ € D(Q) e u € C1*(Q) com a um multi-indice.
Dada uma distribuicdo 7' € D'(§2) define-se a derivada a-ésima de T como sendo a
distribuicao DT
(DT)(p) = (1) *T(D%),

para toda ¢ € D(Q).
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1.4 Espacgos de Sobolev

Seja € um conjunto aberto, limitado e Lipschitz de R3,

1.4.1 Espacgos de Sobolev de ordem inteira nao negativa

Sejam m € N U {0}, p na reta estendida tal que 1 < p < oo. Representa-se por
Wm™P(Q), espaco de Sobolev, o espacgo (de classes de) das fungdes u em LP(Q) tais que a
sua derivada D%u, no sentido das distribuicoes, pertenga a LP(2) para todo multi-indice

a = (g, ag, a3) com |a] < m. Em W™P(Q) define-se uma norma colocando-se:

1/p
||u”Wm,p(Q) = Z |DYu(x)[Pdx , sel<p<oo
lee|<m
e
||u||Wm700(Q) = Z sup 638|D°‘u(m)|.
laj<m FISY)

De forma natural, definem-se os espacos de Sobolev de fung¢oes a valores vetoriais. Com
estas normas W™P(Q) (veja em [I]). Como D(Q2) nao é denso em W"P(Q), o espaco
dual de W™P(Q2) ndo pode ser identificado com o espago de distribuigoes em Q. Por esta
razdo, define-se W;""(Q) = mll-\lwmm(m7 isto é, Wi""(Q2) é o fecho de D(2) na norma
de W™P(Q). Se Q = R"™ entdao WJ""(2) = W™P(Q), se IQ = () entdao ndo ha diferenga
entre Wy"P(Q) e W™P(2). Representa-se também W =" (Q) o espaco dual topologico de

1

Wm™P(Q), com p e p’ expoentes conjugados, isto é, 1 <p < oo e i + = 1. Parap=2,0

espago de Sobolev W™?(Q), é denotado H™(Q) := W™2(Q), ou seja,
H™Q) = {u e L*(Q); D*u € L*(Q),YVa € (NU{0})", |a] <m} .

Pode-se provar,(veja [10]), que H™ () é um espaco de Hilbert com produto interno

dado por

((u,v))Hm(Q) = Z /QDau(a:)Dav(a:)diB = Z (Dau,DaU)LQ(Q).

la[<m l[<m

Denota-se por HJ'(2) o fecho de D(2) na norma de W™?(Q).
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1.4.2 Espacos de Sobolev de ordem fracionaria

Sejam s um ntimero real qualquer nao inteiro e nao negativo, e p nimero real com
l<p<ooe 11] + 1% = 1. Denote por m a parte inteira de s e por o sua parte fracionaria
:s=m+ocom0 <o <1. O conjunto W*P(R3) ¢ o espago de todas as distribui¢oes v

definidas em R? tais que:
e D> € LP(R3), para todo |a| =

o vEW™P(R3) e

D — D« P
JRLECE
R3 xR3 |z — y[3tor

O espago W*P(R?) é um espago de Banach reflexivo com a norma:

1/p

D*v — D>y P
Mwmzwmwﬁz/ | L1,

lat|=m 3xR3 |:B - y|d+ap

Se s < 0 denota-se W*P(R3) o espago dual topologico de W—*?(R?). No caso especial
de p = 2, a notagao usada ¢ H*(R?) ao invés de W*?(R3). A defini¢ao do espago W*P(£2)
¢ exatamente a mesma como no caso do espaco todo. Para todo m > 0, denota-se por

W™P(Q) o espaco de todas distribuicdes em Q as quais sdo restricdes de elementos de
Wmr(R3).

Comentario 1.1. O espago D(Q2) é denso em W*P(Q) para todo 0 < s < 1/p, isto
significa que W*P(Q) = WP (Q).

Veja em [1],[15].



Capitulo 2
Espacos Funcionais

No capitulo anterior foram apresentados espacos tradicionais de funcoes escalares e
vetoriais usados em Equacgoes Diferenciais Parciais. Este capitulo exibird espacos de
funcoes nao conhecidos na area de EDP; eles serao pecas decisivas neste trabalho.

Para facilitar a leitura, um conjunto representado por uma letra em negrito deve
ser entendido como um produto cartesiano de trés conjuntos iguais. Por exemplo, A é o
mesmo que Ax Ax A, sendo A um conjunto de fungoes escalares com alguma propriedade.
Em outras palavras, se ¢ € A entdo @ = (91, @2, ¢3), com ¢; € A, para j = 1,2, 3.

Os espagos duais topologicos serao indicados por asterisco(*). Assim, por exemplo, B*
representa o espaco dual topolégico de B. Isto é, B* é o conjunto dos funcionais lineares
e continuos em B.

Neste trabalho frequentemente serao usados os expoentes conjugados, isto ¢, dado um
namero real p, tal que 1 < p < 0o, 0 namero p’ é o expoente conjugado de p se % + 1% =1
e vice-versa.

Sejam 2 um conjunto aberto e limitado em R" e I" a sua fronteira . Denote por LP(Q2),

com 1 < p < 00, 0 espago de fungoes vetoriais f = (f1, -, fn) em  tais que

n 1/p
HfHLP(Q) = (/QZ |fz(33)|pdw> < Q.

Representa-se por W"™P(Q) o espaco de Sobolev de ordem m (m um inteiro nao

negativo) o espaco de fungoes vetoriais g = (g1, -+, gn) em LP(Q) tais que
1/p
19y o) = Z 1D*g[Lr 0 < .
|a|<m
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Neste estudo alguns espacos serao de importancia fundamental para atingir o alvo de-
sejado, ou seja, provar resultados concernentes a existéncia e unicidade de solucoes muito
fracas do Problema de Stokes. A seguir sao definidos tais espacos e uma breve descri¢ao
de suas propriedades e onde aparecem ao longo do texto.

Sejam r,p € R tais que 1 <7’,p<oo,r§pcom%+%: 1, 1—1)+]% = 1. E claro que
p <.

1. X, (Q) = {go e WL (Q): divep € W&?p/(Q)}

Este espaco sera usado nas demonstracoes de alguns resultados principalmente valendo-
se do seu dual. Estas fungoes vetoriais se anulam na fronteira bem como seu divergente.
A fungdo ¢ pertence a LP (Q) e dive € L' (Q) ja que L™ (Q) € L”(Q) pois de p/ < 1’ e
da limitacao de €.

Este espaco tem a seguinte propriedade: o conjunto D3(Q) é denso em X,/ (), veja
lema (4.6). Por simplicidade de notagao coloca-se X () = X,y »(Q). A norma deste
espago é

||'||Xrl,p/(ﬂ) = ||||W(1)7/(Q) + Hle()HWOlp/(Q) .

2. Yy(Q) = {$ € W (Q): 9| = 0,divpr = 0}.
Além das propriedades de derivadas distribucionais e do anulamento da funcao e do

divergente na fronteira, este espaco ¢ utilizado para trabalhar com uma versao da féormula

de Green, veja lema ({4.9).

Este espaco ¢ imerso continuamente em X,/ ,(£2) como ¢ mostrado no lema (4.3), uma

ferramenta empregada na proposicao (5.2). A norma deste espaco ¢

1/r’

ey = | 30 1D O,

la|<2

3. Tp,T(Q) = {'U € LP<Q)7 Av & [X,,‘/yp/(Q)]*}.
Assim, como Y,/ (€2), este espaco aparece numa versao da formula de Green conforme

lema (4.9). O espaco T, ,(©2) ¢ munido com a topologia dada pela norma:
1o = I ooy + 18O, ey
. : =y @) T
Este espago possui a propriedade: T, ,.(2) = D3(Q) (lema |4.8]). Por simplici-

dade de notagao coloca-se T,(2) =T, ,(€2). O espaco T',,(Q2) = {v € T,(2); dive = 0}

¢ usado na proposicao ((5.7)).
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Observe que T',(€2) ndo é T, (2) para r = 0, pois 1 < r < oco. O indice 0(zero)
da notagao refere-se ao fato do divergente da fungdo ser nulo. A norma em T',,(2) ¢ a
mesma norma em T, ().

4. H,,(div,Q) = {v € L*(Q);divv € L"(Q)}.

Conforme o lema este espago é o fecho de D?(2) na norma LP(f2) e também ftil
numa versao da formula de Green, de acordo com a proposicao . Observe que, como
em X, ,(Q), elementos em H,,(div,(2) também estdao em L"(Q). Em H,,(div,) a

norma é do grafico, isto é,

||'||Hp,,.(div,9) = ||'||LP(Q) + ||div(')||LT(Q) :

Define-se também H ,(§2) = {v € L*(2);divo = 0}. Um espago usado na proposi¢ao

(5.7) ¢ o seguinte:

L5 (Q) = {90 S L’”’(Q);/Q

o(x)da = 0}.



Capitulo 3

Resultados classicos sobre Solucoes
fracas e Solucoes fortes do Problema de
Stokes

Antes de iniciar o estudo de Solugdes muito fracas do Problema de Stokes vale a pena
comentar sobre os tipos de solucoes existentes em termos de solucoes fracas e solucoes
fortes e alguns resultados presentes na literatura. Agora, relembre o Problema de Stokes

mencionado na Introducao.

Seja Q um conjunto aberto, conexo e limitado de R3 com fronteira I'. Sejam f,h
funcoes definidas em €2 e g funcao definida sobre I' com h e g satisfazendo condigoes
de compatibilidades adequadas. O Problema de Stokes consiste em encontrar um par de

fungoes (u, ) solugao do sistema:

—vAu+Vqg=f em Q,
(S) divu =h em  Q,
u =g sobre I,

onde u representa a velocidade do fluido, ¢ denota a pressao hidrostéatica do fluido, f é a

forga externa por unidade de massa, v o coeficiente de viscosidade (constante).

12
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3.1 Resultados classicos de Solucoes fracas

3.1.1 Formulacao variacional classica do Problema de
Stokes

Para obter-se a formulagio variacional classica (em L*(Q2)) consideram-se os seguintes
espagos:
V = {u € D3(Q);divu = 0},
V= V”"Hé(m, isto é, V é o fecho de V na norma de H}(Q).

Relembre que

(u,v) = (u,v)2(q) = /Qu(:c)'v(w)d:c = Z/Qul(:c)vz(w)dw com u,v € L*(9),

i (32 ) [

i=1
com u,v € H}(Q).

Por simplicidade de notacao, /
Q

u(w)v(w)dw:/uvdw.

Q
Mais especificamente, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja Q um conjunto aberto, limitado e Lipschitz em R3. Entdo

V ={uec HyQ),divu =0} .

Demonstrag¢do: Veja em [27].

Conforme se verd mais abaixo, a formulacao variacional permite determinar apenas
a velocidade-solu¢ao do problema de Stokes. Para recuperar a pressao faz-se uso dos

seguintes resultados:

Proposicao 3.2 (De Rham). Sejam Q um conjunto aberto em R™ e f = (f1,--+, fn)
tal que f; € D'(Q),i = 1,--- ,n. Uma condi¢ao necessdria e suficiente que f = Vp para
algum p € D'(Q) € que

(f,v)=0, Yve).
Proposicao 3.3. Seja Q2 um conjunto aberto, limitado e Lipschitz em R":
(i) Se uma distribuicao q tem todas as suas derivadas de primeira ordem 8q.,1 <i<n,

em L*(Q2), entdo q € L*(Q) e

1

H‘JHL2(Q)/R < C1(2) HVQHL2(Q) .
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9 1<i<n,

)
7

(i1) Se uma distribui¢ao q tem todas as suas derivadas de primeira ordem

em H71(Q), entio q € L*(Q) e

||QHL2(Q)/]R < 02(Q> HVq’|H*1(Q) ’

Em ambos os casos, se ) € qualquer conjunto aberto em R™ entdo q € L} (9).

Considere o sistema de equagoes de Stokes,

—vAu+Vqg = f em Q (v>0), (3.1)
divu = 0 em €, (3.2)
u = 0 sobre T. (3.3)

A equacao divu = 0 significa que o fluido é incompressivel e a condi¢do w = 0 em I’

significa que o fluido adere a fronteira de ).

Lema 3.4. Sejam Q um conjunto aberto e limitado de classe C?* e f € L*(Q). As
sequintes condicoes sao equivalentes:

(i)uecV ev((u,v))=(f,v), YveV,

(ii)u pertence a H}(Q) e satisfaz — no sequinte sentido fraco:

exviste q € L*(Q) tal que —vAu+Vq = fem ’D/(Q), (3.4)
divu = 0em D (Q), (3.5)
You = 0em HY*T). (3.6)

Sendo vy o operador traco que serd apresentado no capitulo .
Demonstracao:
(i)=(ii)

Seja u € V. Entdo dive = 0 em L?(Q), donde divae = 0 em D'(Q). Como V C H}(Q)
vem que u € HE(Q) e you = 0 em HY?(T"). Considere a distribuicio F = —vAu — f,

entao para toda ¢ € V tem-se que

< —vAu— f,p > ) D)= < —vAu, e >pl D@ < f.p >’ () D) °

Agora,
<[l > (Q). D) (f, ‘P)LQ(Q),LQ(Q) €
—v < Au,p Zp @)oo~ V< Vu, Ve > (Q),DQ) v(Vu, Vo) r2q) 2 = v((u, @)
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ASSim, < —vAu — .f7 w > /(Q) D(Q I/(('U/ )) - (-f QO)LQ 0),L%2(Q) — 07 V(P ev.
Pela proposic¢ao 1) existe ¢ € D'(Q) tal que —vAu — f = V(—q) em D/(Q) ou seja,

—vAu + Vg = f em D (Q).

Como u € H(Q) entdo Au € H () e ja que f € L*(Q) c H () segue que
V(—q) = —vAu—f € H'(Q) e pela proposicio (3.3)), item () conclui-se que ¢ € L*(2).

(i1)==(i)

Se u e ¢ sao funcoes suaves que satisfazem (3.1)-(3.3) entao, tomando o produto interno
de (3.1)) com uma funcdo v € V obtém-se

(f,v) = (—vAu+ Vq,v)
= —v(Au,v)+ (Vg,v).

Usando integracao por partes,

(A’U,, ’U) = / Auvdx = /(Aul, AU% AUg)(Ul, Vo, Ug)dw
Q

= /ZAuwzdw = Z/ Auvide = Z/ Z o uz
a2ui _ auz 3uz 81;1»
- JZ_ /Q 57 vide = ”Z < o, —njv;ds — e d:z:)
aul avl 8ul (%i 3
- Z / Oz, 8$ Z/ Z 3%, Oz, de = — ; /Q Vu;Vvdz

Aqui, ds = dsidsadss representa a medida de Lebesgue na fronteira I'.
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Agora

dq 0q O
<VQ7U> = / qudw = / (8_1517 8_1?2’ 8_3?3> (U17027U3) dx
B /Z ;! Z/ c%szUde
(%Z avz
= Z (/F qnivids— ) Z/ &Uz dx

i=1
an
= —[gq dw:—/qdivvdw:0,
/Q ; O; Q

e donde v((u,v)) = (f,v), VYo € V. Observe que sendo v = (vy, v2,v3) um elemento em
D3(R) tem-se que v|p = 0, donde cada v; = 0 na fronteira de 2,7 = 1,2,3. Além disto,
dive = 0.

Seja w € V. Por V = VH'HHé(m, existe uma sequéncia (w,,)men C V tal que

MWom o 120 i =1,2,3.

1M,y o0 Wy, = w em H(Q). Assim, w,, € L*(Q) e
Para cada m € N vale l

v((w, wm)) = (f, wn).

Agora, considere
ou Ow 5 ou Ow,,
v((ww) — vZ/a,E Gode = vy [ lim ST
= 7 7 i=1 7 7

, Ju Jw,, .
= lim I/Z/an' . der = lim v((uw,w,))
i=1 ! !

m—00 mM—00

= lim (f,w,,) = lim f'wmda:

m—r0o0 m—r0o0

= / lim f'wmdac—/fwda:
Qm%oo

= (fiw).

Assim,

v((u, w)) = (f, w). (3.7)
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Observe que a passagem ao limite sob o sinal da integral é possivel pois como (W, )men C
D3(2) entdo cada w,, é mensuravel e existe C' > 0 tal que |w,,| < C, Vm € N. Desta
forma, é possivel usar o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue. Logo, a
equacao ¢ valida para toda v € V. A linearidade de (3.7)) vem dos produtos internos

() e (o).

Se o conjunto €2 é de classe C? entdo devido a (3.3) a fun¢do u pertence a H(92) e por
causa de (3.2]) e pelo teorema (3.1)), w € V. Desta forma, chega-se a seguinte conclusao:

u pertence a V' e satisfaz v((u,v)) = (f,v), Yv e V. (3.8)
|

Definicao 3.5. O problema “encontrar w € V satisfazendo (@” € chamado de formu-

lacao variacional do problema -.

Teorema 3.6. Para qualquer conjunto aberto Q C R3 o qual € limitado em alguma diregdo

e para toda f € L*(Q) o problema (@ tem tnica solugao w(o resultado € vdlido para

se f € H Q). Além disto, ewiste uma funcio q¢ € L} () tal que (3.4)-(3.9) sio
satisfeitas. Se Q0 for um conjunto aberto e limitado de classe C?, entio q € L*(Q) e

- sao satifeitas para u e q.

No artigo [4] os autores lancam mao dos artigos [3] e [9] para apresentar o proximo
teorema. Este resultado mostra que existe uma outra definicdo de solugao fraca, nao

sendo a solucao fraca classica.

Teorema 3.7. Para todas f,h,g com
fewW™rQ), he LF(Q), g€ W/PP(D),

e satisfazendo a condicao de compatibilidade /Q h(xz)de =<g-n,1 >W71/p’p(r)’wl/p,p,(r),

Problema de Stokes (S) tem exatamente uma solucio (u,q) € W'P(Q) x LP(Q)/R. Além

disto, existe uma constante C > 0 dependendo apenas de p e Q) tal que:

el gy + 1l < € (1 sy + Wiy + 181121 )
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3.2 Resultados classicos de Solucoes fortes

Como visto na secio anterior, considerando-se a forca externa f € L*(€2)(ou mesmo
H'(Q)) e assumindo certa regularidade sobre €, é possivel obter existéncia e unicidade
de solugoes fracas para o Problema de Stokes. A rigor a solugdo (u,q) é tnica na classe

H () x L*(Q)/R, ou seja, a unica solugdo do referido problema encontra-se no espaco
Wh2(Q) x L2(Q)/R.

Uma questao que surge naturalmente é a seguinte: se com os dados mais gerais sobre
a forca externa, a divergéncia e a condicdo de fronteira, pode-se obter resultados nos
mesmos niveis que aqueles da secao anterior, ou seja, solucoes tinicas em espacos mais
gerais como do tipo LP(Q2) x W?(Q)? Os resultados abaixo, respondem positivamente a

esta questao.

Teorema 3.8 (Cattabriga). Sejam m > 2 um inteiro, p qualquer nimero real com 1 <

p < 00 e Q) um conjunto conezo limitado de R™, de classe C™ %', Dados

f € Wm72,p(Q)’ @ c Wm_l’p(Q)7 g c Wmfl/p’p(r)y 1< p < 00,

com g e ¢ satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade frg-nds = fQ wdx. Entao o Prob-
lema ndao homogéneo (S1) tem uma unica solugao (u,q) € W™P(Q)x € W 1r(Q)/R.
Além disto, existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de m,p e ) tal que

) . (3.9)

2] + o) (FI—

wm—1,p(Q)/R

+llgll

wm—1p(Q) m—1/p,p(1)

—Au+Vqg=f em Q,
(S1) divu =¢ em  ,

u=g sobre T.

Demonstrag¢do: Veja em [9).



Capitulo 4

Imersoes, Operadores de tracos e

versoes da ftormula de Green

4.1 Imersoes

As imersoes entre espacos vetoriais é um poderoso instrumento no estudo das Equacoes
Diferenciais Parciais. Elas sao tteis nas demonstracoes que exigem a limitacao de uma
transformacao linear e deste fato seguindo a continuidade da mesma. O objetivo deste
procedimento é garantir que tal transformacao esteja em algum espaco dual. Veja no

apéndice as definicoes de imersao continua e compacta, bem como as suas notacoes.

Teorema 4.1 (Rellich-Kondrachov). Sejam Q um aberto e limitado em R™, Q) de classe
Cl el <p<oo. As sequintes imersoes sao compactas:

i) WhP(Q) = LU(Q),1< ¢ < % —p*, sep<nm,

i) WhP(Q) — L1(Q),1 < g< oo, sep=n,

i) WhP(Q) < C°(Q), sep > n.

Com C°(Q) representando o conjunto das fungdes continuas definidas em 2.

Veja em [24],[10].

1 1 1 .
Lema 4.2. Se — < - + g,r < p entao
T

(i) W (Q) — LP(Q),
(ii) W () — L7 (9).

s

19



Capitulo 4. Imersdes, Operadores de tracos e versdes da férmula de Green 20

Demonstracao:

(i) De fato, considere

1 < 1+1

r — p 3
1 1 1
Z_ - < Z
r 3 ~ p
3—r 1
< )
3r o

3
ouainda1<p§—r .
3—r

Sendo Q conjunto aberto, limitado e Lipschitz em R? e n = 3 entdo pelo teorema de
Rellich-Kondrachov,

3
Ser<3el<p§3 4

entao Wh(Q) — LP(Q),
,
Se r = 3 entao W1 (Q) — L4(Q), para 1 < ¢ < oo, em particular para q = p,
Caso r > 3 entao Wi (Q) — C(ﬁ) C LP(Q), para 1 < p < co. Em qualquer caso,

W (Q) — LP(5). o

(#7) Lembrando que — + — =1, — + — = 1, considere
p v o
1 < 1 n 1
r — p 3
1 1 < 1 1 . 1
r p 3
1 < 1 +1
r p 3
1 1 1
- < =
p/ 3 - ,r/
_
3—p < 17
3p/ - 7,»/
3 /
donde,1 < r' < P )
3—p

Fazendo o mesmo estudo como no item (7), pelo Teorema de Rellich-Kondrachov segue
o resultado.
[



Capitulo 4. Imersdes, Operadores de tracos e versdes da férmula de Green 21

Lema 4.3. Y, () — X, (), isto é, Y () estd imerso continuamente em X, (2),
1< p < oo.

Demonstracao:

Recorde que

Y (@) = {$ € W2 (Q):lr = 0,diveplr = 0},

Xy () = {<P e Wi (Q);dive € Wol’p/(Q)}-

Em Y ,(Q) a norma ¢ de W2 (Q); em X,,,(Q) a norma é
HSDHX,,,,J)/(Q) = llellwrr ) + [[divellym q)-

Se ¢ € Y (Q) entdo ¢ € W2 (Q), |p = 0,dive|r = 0. De ¢ € W (Q) vem
que @ € W' (Q) pois WP (Q) ¢ W (Q) e pela imersao W (Q) < L"(Q), segue
que ¢ € L"(Q) e Dip € L"(Q),i = 1,2,3 donde ¢ € W (Q). Agora, divg =
g% + % + g%;” c L (Q), ja que 27@; € L"(Q),j =1,2,3 e L”'(Q) é espaco vetorial. Além
disto, 22-(dive) € LP(Q),5 = 1,2,3. Logo, divep € WP () pois dive|r = 0. Logo,
Y, () Cj X, (). Considere

3

. 0p;
lelx,, o = 1w + 1divell g < lelwir e+ |5
- =1 19T Nl (@
3 8%0
= ”(’DHWI’TI(Q) - Z a_J , <C HSOHWZJJ/(Q) )
o [ P
ig=1 1 T llwir' ()
com C' > 0.

Isto mostra a continuidade da imersao de Y, (2) em X,/ (). Portanto, segue o

resultado.
[ |

4.2 Operadores de tracos e versoes da formula de Green

Uma dificuldade para trabalhar com a definicao muito fraca do Problema de Stokes
é a necessidade de definir com precisao os produtos de dualidades envolvendo funcoes
definidas na fronteira do conjunto €2 considerado. Além disto, tanto os tracos das com-
ponentes normal e tangencial quanto a derivada normal das funcoes envolvidas devem
estar bem definidos na fronteira; o procedimento usual é definir inicialmente tais oper-

adores de tracos sobre D({2) para, em seguida, estendé-los para os seus respectivos fechos,

preservando linearidade e continuidade.
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A densidade de D(Q) em H'(Q) e W*P(Q) permite obter o resultado no comentario e
no teorema a seguir, respectivamente.
Vale lembrar que um conjunto € ¢ de classe C*!(inteiro k& > 1) significa que local-

mente a fronteira de  é o grifico de uma fun¢ao em C*!(veja no apéndice a definicio
(6.14)).

Comentario 4.4. Considerando Q um conjunto aberto, limitado e de classe C? sabe-se

que existe um operador linear e continuo(operador trago),

v : HY(Q) — L3(T)
u > y(u) =ulr,

tal que ulr = a restrigio de uw a U para toda funcio u € H'(Q) a qual é duas vezes
continuamente diferencidvel em Q. Pode-se provar que: Im(vyy) = HY?(I).

Além disto, existe um operador linear e continuo(lifting)
Lo: HYYI) — HYQ),
tal que vo o Lo = operador identidade em H'Y?(T).

Consulte [I0] para ver o operador vy e [23] para o operador Lqg,.

Teorema 4.5. Seja Q) um conjunto aberto e limitado em R? de classe C*', para algum
inteiro k > 0. Seja s um nimero real tal que s <k+1,s—1/p=m+o0, ondem >0 é
um numero interro e 0 < o < 1.
(i) A seguinte transformagcao
0 : WP () — WYPR(T)
u— ulp
é continua e sobrejetiva. Quando 1/p < s <14 1/p, tem-se Ker(y) = W5 (Q).
(ii)Para m > 1, a sequinte transformagao
(0 7) : WH2(0) — (WoH0o(T) x oo (1)

ou
u +— (ulr, %’F)

é continua e sobrejetiva. Quando 14+ 1/p < s <2+ 1/p, tem-se Ker(v,11) = Wy (Q).

Veja em [28].
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Conforme seré visto mais adiante neste capitulo, uma solu¢do muito fraca do Problema
de Stokes devera satisfazer a equacdo de momento do sistema (S5) em [ X,/ (Q)]*. Por
esta razao, torna-se necessario definir os operadores de tracos como produtos de dualidade
sobre a fronteira de €2 e caracterizar, de forma adequada, os funcionais de tal espago dual.

E nesta direcao que se apresentam os seguintes resultados.

Lema 4.6. O espaco D3(Q) é denso em X, ,(Q) e para toda g € WP(Q) e p € X1, (Q)
tem-se

<Vgq,p > = — < ¢q,divep >

[xr/m,(m] *,xr,’p, (@) w-Lr)wh? (@) :

Demonstracao:

Seguindo o roteiro de [2] deseja-se estender as fungoes em X, () para todo espaco R3.
O primeiro passo ¢é considerar o conjunto {2 estritamente estrelado com respeito a um
dos seus pontos, o qual pode ser tomado, sem perda de generalidade, como a origem
de R3. Defina ¢ a extensdao por zero em R? da fun¢io v € X,,(Q2) . Desta forma,
& € WL(R?) e definindo dive = dive € W™ (R®) . Tome v < 1 e defina as fungdes
v, =10 (£> para qualquer & € R3. Observe que ¥, tem suporte compacto em €, ja que
suppv, CVVQ C v, e X,,(Re

lim o, =9 em X,,(R?).
r—1
Portanto, para € > 0 suficientemente pequeno e a sequéncia regularizante p. tem-se que
pex0, € D3(Q) e lir% lim p.+®, = ©. Consequentemente, D?*(Q) é denso em X, ,(2). Caso
e—0v—

() seja apenas Lipschitz, cobre-se €2 por um numero finito de conjunto abertos estrelados

e parti¢coes da unidade. Veja em [24] sequéncia regularizante.

Seja ¢ € D3(2). Considere,
<Vq,p > . = / Vqpdx = —/ qdivepde = — < q,dive >
I:X,,J’p/(Q):I Xt () Q Q
pois ¢|r = 0.

_ 1,p/
w—Lp(Q),w, )

Dada ¢ € X,/ (Q), entao pela densidade de D3(Q2) em X, (Q) existe (¢,,)men C
D3(Q) tal que limy, 00 @,,, = ¢ em X, ,(Q). Para cada m € N vale
< Vaq,p,, >[ = — < gq,divep,, >

* _ 1, / *
X, @)X () w—Lp(Q), WP (%)

Tomando o limite quando m — oo e observando a linearidade dos produtos de duali-
dades vem que
<Vg > = — <g¢,divep > , Ve e Xy (Q).

(X0 @] X0 () w=Le(9),wo P (2)
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Observe que
DHQ) C Xpp(Q) = (X (Q) € DQ).
D3 Q) CWP(Q) = W (Q) cD?Q).

Uma funcao vetorial v, definida sobre um subconjunto aberto € de R? pode ser es-
crita como v = v, + v, na fronteira de {2, sendo v, a componente tangencial e v, sua

componente normal.

Lema 4.7. (i)O espago D3(Q) ¢ denso em H,,(div, Q).

(it) Seja 1 < p < oo er > 1 tais que + < %—F 5. A transformagio v, : v — v - nr
sobre o espaco D3(Q) pode ser estendida por continuidade a uma transformacéo linear e
continua, denotada por 7, de H,,(div,Q) em WYPP(T"), e tem-se a formula de Green:
para quaisquer v € H,,(div,Q) e ¢ € WH'(Q)

w—1/pp ), wi/pp’ ()

/U'Vgodw+/tpdivvdw:<'v'n,<p>
Q Q

Demonstracao:

(i) Este item sera mostrado usando a contrapositiva da proposicao (6.21) apresentada no
apéndice. Seja f € [H,,(div,Q)]" tal que < f,v >= 0 para toda v € D3(Q). Quer-se
provar que f = 0 em [H, ,(div,Q)]". Usando o Teorema da Representacao de Riesz existe
(ug,z;) € LP (Q) x L' (Q) tais que para toda v € H,,(div, Q)

< f,v >= / ufvdm+ < diV’U, Zf >LT(Q)7LT’(Q) .
Q

Estendendo-se por zero no complementar de ) as fungoes uy e z¢ tais que suas ex-
tensoes (g, Z¢) € LP (R?) x L”(R?) com

() ug(x), se x el
ug(x) =
! 0, se xeR3\Q,

_ ze(x), se x €
0, se xeR\Q.

Tome ¢ € D3(R?). E claro que dive € L"(R3). Agora,

/ '&,fcpda:—i—/ éfdivgod:c:/ufcpdw+/zfdivcpda: =< f,p >p's(q) 3= 0
R3 R3 QO Q
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pois,

/ '&fcpd:n:/ ﬂfgodm—l—/'&fgodm:0+/ﬁ,fgodw:/uf<pda:.
R3 R3\Q Q Q Q

Anaélogo para /

Zrdivepdea.
R3

Como
/ Zpdivepde = — Vzrpde,
R3 R3

j4 que suppy C R3 entao
0= / ’l]fQDdCU +/ Zfle(pd.’B = /(’&f — V,%f)cpda: =< ’l]f — ng, 02 >D/3(Q),D3(Q) .
R3 R3 Q

Isto ¢, @y = VZ; em D'(Q). Como Vi = iy € L (R?) entdo Zp € W (R?), donde
zp € WH'(Q).

Pela densidade de D(Q2) em LF'(Q) existe uma sequéncia (z§)ren C D(Q) tal que
2§ — zp em L (), em particular, 2§ — zp em L™(Q), ja que zp € L™ (Q) C LY (Q).

Sejam as sequéncias de fungdes a, = Vzhv e by = divvzh. Para cada k € N, pela

desigualdade de Holder, as fungoes ay e by sao integraveis

/ lag| de = / |divvz’]ﬁ| dz < [|divo| ;. q) Hzﬂ
Q Q

/ |bi| dac =/ [Vegv|da < ||[Vg]| g 1] o) < oo
Q Q

Por defini¢do de espagos LP((2), as funcoes szc,v,divv sao mensuraveis. Ja que,

' Q) < o0,

para cada k € N, 2§ ¢ funcdo teste entdao 2} ¢ mensuravel. Como o produto de fungoes
mensuraveis é mensuravel entao Vz;iv e div'vz’;c sao mensuraveis. Claramente, as fungoes
. ~ , . N . , / ~
Vzsv e divozy sdo mensuraveis. Como a sequéncia (2§ )ren € convergente em L™ (Q) entdo
é limitada em quase todo ponto, isto é, existe C' > 0 tal que ‘zﬂ < C q.t.p. Sendo div

um operador continuo de WP(Q) em LP(Q) vem que

|divez}| = [dive| |2} < C HvHLp(Q)é < 00, C > 0.
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Seja v € H,,(div,Q). E necessario provar que se < f,v >= 0 entdo f = 0 em
[H,,(div, Q)]*. Agora,

<f,v> = /ufvda:—l— < divv, z¢ > 1r (), ()
Q

= /szvdaz—i-/divvzfdw
Q Q

= /Qlim szwda:ﬂL/Q lim divvz;dm (4.1)

k—o0 k—o0

= lim | Vzpvdz + lim | divezjde (4.2)
—

k—o00 Q

X JO
= lim ( / Vzgzvdaz— / vz;vdm> =0.

Da equagao (4.1]) para a equagao (4.2]) usou-se o Teorema da Convergéncia Dominada
de Lebesgue (veja apéndice). Observe que integral de fungao constante em 2 é finita.

(#1) Considere a transformagao

i D3(Q) —  WUPP(D)
v YU =v-n|.

Seja ¢ € D(Q)). Sabe-se que existe um operador lifting tal que existe uma fungao
p € WH'(Q) de tal modo que [|¢||y1 ) < Cllellwi/p @y, C > 0. Observe que pelo
teorema (4.5)), item (i), |p € WYP#(T).

Considere
‘< vy >W—1/p,p(r),W1/p,p/(p) - /Q’U ’ VQP dx + /&; ¥ dive dz
< /'U~V<pd:c+/g0divvda:
) Q
< /\U-Vgolda:—l—/ | dive| dx
Q Q
< HUHLP(Q) Ve HLP’(Q) + H90|’LT'(Q) [dive HU(Q)
< H'UHLP(Q) K% HWLP’(Q) + HSOHWLp’(Q) [dive HLT(Q)
< (Iollgny + 14iv0 [0y Co el
<

C (I8l oy + vl ) Nellyrimor

C ||’U||Hw(div,ﬂ) H‘PHWI/P””(F) '

Sendo Cy = max {C},1} e C = C,C . Observe que W' (Q) < L™ (Q) pelo lema (4.2) .
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Assim,

‘< vy >W_1/P7P(F),W1/P,P/(F) = ¢ ’lvHHp-,r(dinQ) ”SOHWl/p’p,(F) ’

Para ¢ # 0 vem que

‘< v-n,p >W—1/p¢p(p)7W1/Pap/(I‘)
<C HUHHP,T(div,Q) :
lellwrme ry
Por definicao
‘< v-n,p >W—1/p,p(p)’W1/P7PI(F)
lo-nlly-rprey = sup 1l /v
0F£peW /PP (T) Pllwases )

Logo, v - nlly-1/mnry < Cllvl g, aiv.0)-

Portanto, a transformacdo linear v — v - n|p definida sobre D3(Q) é limitada na
norma de H,,(div, ). Pelo Teorema da Continuidade e Limitacao (6.23), 7, é continua
em H, ,(div,Q). Como W/ (T") & espaco normado entio pelo Teorema do espaco dual
seu dual é um espaco de Banach. Pelo Teorema de extensao linear e limitada (6.27))

segue que 7, tem uma extensao

—I"ll &, (div, )

Jn 1 D3(Q) = H,,(div, Q) — WP (D)

linear e continua.

Lema 4.8. (i)O espago D*(0) ¢ denso em T, ,.(€2).
(i3)O espago D*(Q) ¢ denso em T,,.(Q) N H,,.(div,).

Demonstracao:
(i) Este item serda mostrado de modo semelhante ao realizado no lema (4.7)).

Seja f € [T,.,(Q)]" tal que < f,v >= 0 para toda v € D3(Q2). Quer-se provar que
f=0em [T,,(Q)* Usando o Teorema da Representacao de Riesz existe (ug, zf) €
L () x X,/ (Q) tal que para toda v € T ()

< fv >:/uf'vda:+ < zg, Av ZX Q) (X, 0 ()]
Q T

Note que é possivel estender por zero no complementar de ) as fungoes uy e z¢ de
modo que suas extensoes @ty € L7 (R?) e Z; € X, (R?), isto ¢, 2, € W' (R?) e
divz; € W (R3).
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Tome ¢ € D3(R?). E claro que Ay € [ X,/ ,()]". Agora,

/ ﬂfgoda:—i-/ Zngodac:/ufcpdw+/zngoda: =< £, >piq)psey=0.
R3 R3 Q Q
Como /3 ZeApdr =< AZf, ¢ >pyaq) pag) vem que

R

/ ugpdr + / ZpApde =<ty + AZg, ¢ >psq) ps(q):
R3 R3

ou seja, iy + AZy = 0 em D'(R?). Como Z; € W' (R?) e AZ; = —iy € LF'(R?),

/ / 8 /
donde 2, € W' (R%) e z; € W27 (Q) e 92¢ _ 0 sobre I'. Desta forma, z; € W37 (Q).

on

Como D*(2) ¢ denso em W" (Q) entdo existe uma sequéncia (z%)rey C D3(Q) tal que
2" — zp em WP (Q), em particular, zg* — zp em X, (Q).

Seja v € T,,(). E necessirio provar < f,v >= 0 para concluir que f = 0 em

[T, (Q)]*. Agora,

<fo> = /ufvda:Jr < Av,z¢ >[X, ()X (@)
Q o S

= —/QAZf’wa—i— < AU,Zf >[XT,’p,(Q)]*7X/ /(§2)

TP

= —/ lim Az’}vdw—i— < Av, lim z'} >[
Q k—o00

Pl X0 (] X s ()

= — lim Az'}’vdm + lim < A’U,z’} >

k—oo [q k—o0 [XT'vP'(Q)] X (82)

= — lim Az’}'uda: 4+ lim

z’}Avda:

= — lim /Az’}vda:—l— lim Az’}'vdaz
Q

k—o0 k—o0 Q

= lim (—/Azl}vdw—i-/Az’}vdw) =0.
k—o0 Q Q

Portanto, D3(Q) ¢ denso T, ().

(ii) Seja f € [T,,.(Q) N H,,.(div,Q)]" tal que para toda v € D3(Q), < f,v >= 0. Como
no item anterior é preciso mostrar que f = 0 em [T',,.(Q) N H, . (div,Q)]". Novamente
pelo Teorema da Representacio de Riesz existe (wg, g, zf) € LF () x L (Q) x X v (Q)
tal que para toda v € [T,,.(Q2) N H,,(div, Q)]

< f.v >:/(uf-v+7rf-divv)daz+ <z Av >
Q

Xt ot (), I:X,rl‘p/ (Q)]* '
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Seguindo os mesmos passos de (i) tem-se que —AZ; + V7; = s € L” (R?) e donde
zZy € Wi(Q) e T§ € Wy (Q). O restante da demonstragdo nao se altera.
|

Lema 4.9. Seja Q um conjunto aberto e limitado em R? de classe C*t. Sejam 1 < p < oo
er > 1 tais que % < %—1—%. A transformacdo v, : v — v.|p definida sobre o espaco D3(Q)
pode ser estendida por continuidade a uma transformacao linear e continua, denotada por
Y, de Ty, () em WYPP(D), e tem-se a formula de Green: para todo v € T,,(Q) e
P €Yy(Q),

2%

an W—l/P,P(F)ywl/Pm’(r) :

<Av,p >[X,,/,p/<n)]*,xw,p/<m: /Qv -Apdz— < v,

Demonstracao:
Seja v € D3(Q), entao

D
<V w1 ; v-Apdr— < Av, ¢ > %, @ X ) (4.3)

Como D3(2) ¢ denso X,/ y(Q) e Y (Q) C X, y(Q) para £ < % + 3, conclui-se que
esta igualdade valida é para toda ¢ € Y ,(€2). O traco da componente normal de fungdes

de Y, (§2) pertence ao espaco

Z,T) = {'u, e WYPP(I)iu-n = O}.

De fato, pela definicao de Y,/ (€2), tem-se que o|r = 0, donde em particular, ¢ - n = 0.
No teorema 1) item (4i) para s = 2 vem que g—‘ﬁ e WLV (1) = W/PP (). Seja
u € WYPP(T) entdo u = u, + (u-n)A. Como u-n = 0 vem que u = u,. Como 2 é de
classe C'M! sabe-se que existe um operador lifting tal que existe uma funcao ¢ € W2’p/(Q)

de tal forma que ¢ =0 e 2—‘5 = u, = u sobre [' e satisfazendo

”QOHWQvP'(Q) S C Huﬂ'le/pﬁp’(p) =C Hu”Wl/p,p’(p) . (4‘4)
Sendo assim, para ¢ € Y ,((2), tem-se que:

dp

< UV,U > — .
™ an W—l/p-,P(r%Wl/P«,P’(r)

w—1/p.p(1),wl/p.p (1) - ‘< U
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%

Iry e/ @ | Considere

Ponha I = ‘< v,

I =

/ v-Apdr— < Av, p >ix X, @
Q TP TP

/’U - Apdx
Q

/ ’IU ’ ALP’ de + ’< A'v’ 90 >[XT/ s (1*, X ,(2)
Q iy TP

[0l ooy 1A Lo o) + HAUH[XT/,p/(Q)]* SDHXT,’p/(Q)
Crllvll o) lellwzr @ + C2 1AV x|, oy 1€llw2e g (4.5)

IA

+ ‘< Av, o >

Xt (DX 0 ()

IN

IN

IN

IN

Cs (Il ooy + 189,y ) Il )

IN

CCs (10l gr(ey + 180ix,, ) el
6 ||vHTp7T(Q) ||'U’HW1/pyp’(F) . (46)

IN

Cg = max{C’l,Cg} (& 6 = 003

Nas expressoes (4.5)) e (4.6) foram usados os seguintes fatos: o operador laplaciano A
¢ continuo de W2¥(Q) em L¥ () e a desigualdade (4.4)), respectivamente. Como

‘< Ur, P >W71/p,p7W1/p-,p’

[vrlly—1me = sup
rwe 0£peW1/PP' (I) HQOH o

vem que [|vr||y-10 < C|[v]l7, (o)

Portanto, a transformacao linear v — v, |r definida sobre D3(Q2) é limitada na norma
de T, (). Pelo Teorema da Continuidade e Limitacao (6.25), v, ¢ continua em T',,(€2).
Como W_l/p’p(f‘) é espaco normado entao pelo Teorema do espaco dual seu dual
¢ um espaco de Banach. Pelo Teorema de extensao linear e limitada segue que v,

tem uma extensao

—lllT, (2

7. 1 D3(Q) =T,,(Q) — W/PP(T)

linear e continua.



Capitulo 5

Solucoes muito fracas para o problema
de Stokes

5.1 Definicao de Solucoes muito fracas

Relembre o Problema de Stokes citado na Introducao. Seja {2 um conjunto aberto,
limitado e Lipschitz de R3 com fronteira I'. Sejam f, h funcoes definidas em Q e g funcao
definida sobre I' com h e g satisfazendo condi¢oes de compatibilidades adequadas. O

Problema de Stokes consiste em encontrar um par de fungoes (u, ¢) solu¢ao do sistema:

—vAu+Vg=f em
(9) divu =h em  Q,
u=g sobre T.

Neste trabalho é de interesse estudar as solucoes no caso em que

felXuy (D, heLl'(Q), geW'/rr(T), (5.1)
1 1 1 1 1 1 1

_§_+_7 7n§p7 _+_:17 _+_:1

r—p 3 roor p P

Sendo que h e g satisfazem a condicao de compatibilidade

/ hz)de =<g-n,1> (5.2)
Q

Wfl/P,P(F),Wl/PvP/ (1) ’

O coeficiente de viscosidade do fluido assumira o valor unitario, isto é, v = 1.

Procura-se entao, trabalhar na maior classe possivel de funcoes mantendo a unicidade

de solucao. Neste contexto, introduz-se o conceito de solucao muito fraca.

31
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Defini¢ao 5.1 (Solugao muito fraca do Problema de Stokes). Diz-se que (u,q) €
LP(Q) x W=HP(Q) ¢ uma solugdo muito fraca do Problema de Stokes (S) se as sequintes

igualdades valerem: para quaisquer ¢ € Y () e m € W' (Q),

—/u-Acpda:— < q,divep > =
Q

_ 1,p/
w 1””(Q),W()p ()

I
< > . - < — 5.3
f.e (X, @] X gr on ~ w-Vrr@wl/pe ()’ (5:3)
/Qu -Vrde = — /Q hrdxe+ < g-n,7 >W71/p,P(r),W1/p,P'(F> ’ (54)

Para que as igualdades (5.3) e (5.4) facam sentido, as integrais devem ser finitas e
os produtos de dualidades estar bem definidos. A seguir serdao analisados tais integrais e

produtos.

a) /u - Apde:
0

Como ¢ € Y () entdo Ap € L (Q). Ja que a funcio u esta em LP(Q) e pela Desigual-
dade de Holder (veja apéndice) tal integral é finita.
b) < q,divep >

W‘LP(Q),W&’I’/(Q):

Como g € W=(Q), ¢ € Y () — X,v»(Q) (lema (4.3)) donde dive € W, 7 (Q), entio
o produto de dualidades faz sentido ja que W=2(Q) = [W* (Q)]*.

c)<f,p > ]

Claramente faz sentido este produto pois f € [ X,/ »(Q)] e € Y () — X,/ (Q) pelo

lema (4.3).
de

d)< g- on ~ wVrem,wl/rr )’
Como g € W~ YPP(I') entdo sua componente tangencial g_ também estd no mesmo es-

pago. Pondo s = 2 no teorema (4.5)) parte (ii), vem que

8 / / / /
a—zh‘ e Wi-li/vr () = W /P (I'). Observe que W_l/p’p(F) = [Wl/p’p (T)]*.
e) /u - Vrde:

Q
Sendo 7 um elemento de W' (Q) entdo o gradiente de 7 esta em L¥ (Q). Novamente u

estd em LP((2) donde pela Desigualdade de Holder segue que a integral é finita.
f) / hrde:

Q
Se h € LP(Q), de 7 € W' (Q) € LP(Q) vem que tal integral é finita. Caso h € L"(Q)
pela imersio W' (Q) < L™ (Q), do lema (4.2), segue o mesmo resultado.
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g) <u-n,m > Uyt @
Este produto de dualidade estd bem definido com m € W' (Q). Pelo teorema (4.5, com
s =1 vem que

Yo : W — WITVP (T = W/PP(T)

ou seja, m|p = yor € WP (T).

5.2 Diferenca fundamental entre Solucoes fracas classi-

cas e Solucoes muito fracas

No contexto de Solucoes do Problema de Stokes é relevante, neste momento, fazer uma
distin¢ao entre Solugoes fracas classicas e Solugoes muito fracas.
Em Solucoes fracas classicas deseja-se encontrar solugoes utilizando produtos internos

em L?(€)). Observe a igualdade a seguir:

/VvVu dx = / fvdx, com wve. (5.5)
Q Q

A forca externa em (5.5) pertence ao espaco L*(€2)(ou H'(2)) e a soluciio encontrada
(u, q) esta no espago cartesiano (H{(€2), L?(Q)/R) e observando que you = 0. Consulte
o capitulo para ver os resultados deste tipo de solucao.

No que tange a Solugoes muito fracas, duas parcelas apresentadas na primeira igual-
dade da definigao (5.1)tém a configuragao:

/ uApdr— < q,divep > , sendo ¢ € Y ().
Q

!
w—Lp(@), WP (2)

A forca f, neste estudo, estd num espaco mais geral [ X,/ (Q)]*. Agora, a solu¢ao
(u,q) mora em LP(Q2) x W~'?(Q). Note que os operadores laplaciano e divergente sao
aplicados sobre uma “funcao teste” ¢ € Y /() . Isto significa que a “responsabilidade”
de ter propriedades que possibilitem o uso de tais operadores é de outra funcao, podendo
a solugao (u,q) pertencer a espacos cartesianos bem mais “amplos” comparados aos das

Solucoes fracas classicas.
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5.3 Proposicoes e teoremas de Solugoes muito fracas

O primeiro resultado apresenta uma forma equivalente de trabalhar com a defini¢ao de
solucao muito fraca. Ela mostra que se um par de funcoes satisfaz o sistema de equacoes
do Problema de Stokes no sentido de distribuicao, a ser especificado na proposi¢ao, entao

ela ¢ uma solucao muito fraca.

Proposigdo 5.2 (proposicao 1). Suponha que f, h, g satisfacam . Entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(i) (u,q) € LP(Q) x W=EP(Q) € uma solugio muito fraca de (S),

(ii) (u,q) € LP(Q) x W=1P(Q) satisfaz o sistema (S) no sentido das distribuicoes em

[ X (Q)]* na primeira equagao, em L™(S)) na sequnda e em WYPP (1) na dltima.

Demonstracao:
(i) Seja (u, q) solugdo muito fraca de (S). Para toda ¥ € D3(Q)

—/u-A¢dw—<q,div¢> =
Q

W*l,p(n),wéﬁpl(n)_
< f.>

(X0 @] X0 (@) on = wlrem,wl/rr'r)

—/u~A1/;da:—<q,div1,b> =
Q

. =
w—Lp(Q), WP ()

<f7¢> _<gr7vw'n>

(X, p,(sz)]*,x7_, (@) w—1/ppr),wl/pe (r)’

Como Vv = 0 numa vizinhanca de I' e pelo lema (4.6) vem que

< —Au, v > + < Vg, ¢ > =< f, ¢ >

(%, ] X () (X, ] X0 () (X0 ] X ()

= <—-Au+Vqg— f,¢ > =0, Vap € D3(Q).

I:X,,J’p/(ﬂ):l*ﬁxT/yp/(Q)
Dada ¢ € X,/ ,(Q), pela densidade D*(2) em X,/ (2)(lema (4.6)) existe uma se-

quéncia (@, )men C D3(Q) tal que limy, o @,, = @ em WL (Q). Para cada m € N,

<-Au+Vqg—f,p,, > =0

i =
(X, @] X0 @
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Tomando o limite quando m — oo na igualdade anterior e lembrando da continuidade

do produto de dualidades < -,- > vem que

(X0 @] X0 ()

<-Au+Vqg—f, o> =0, Vo € X, ().

.
(X, @] X0 ()

Além disto, para ¢ € D3(Q), — < ¢, divep > =< Vq,p >

!
w—Lp(Q), WP ()

=< Vg, p >

(X0 @] X0 )

Por densidade, conclui-se que — < ¢,divep > ,
w—Lp(Q),WeP (@)

para toda ¢ € X,/ (), donde Vq € [ X, (22)]". Logo,

(X0 ] X ()

—Au=-Vg+f em [X,,(Q)] .

Também sendo D(€) denso em L™ (Q) e tomando 7 € D(Q) em (5.4), vem que

/u~V7rda::—/h7rda:—|—<g-n,7r> ) ,
w—1/p.p(1),wl/p:p (1)
Q Q
/ hrdx, pois 7|r = 0.
Q

/u-Vﬂdm:—
Q

Agora,

/uVﬂdw = —/ﬂdivudw = /(divu— h)rde,
0 Q Q

isto &, divu —h = 0 em D'(Q) e ja que h € L"(Q) segue que diva = h em L"(Q). Como
u € LP(Q) e divu € L"(Q) vem que u € H,,,(div, ).

w—1/p.p(ry,wl/p.p (1) veml, pelo lema 4.7,

De / uVrdr = / hrde+ < g-n,7 >
Q Q
(r € W' (Q),u € H,,(div,Q)),

—/wdivuda:+<u-n,7r> :/hwdaz+<g-n,7r>
Q Q

Wfl/PvP(F),Wl/Pvpl(F) W*Uﬂp(r)_ywl/:ﬂml(r)

—

/(divu—h)wdm:<u-n,7r> —-<g-n,m>
Q

Wfl/PvP(r)ywl/P,Pl (1) Wfl/PvP(F),Wl/Pypl (T) :

Mas /(divu — h)wdz = 0 donde,
0

<u-n7 >W*1/p,p(r),wl/p,p’(p):< g-nm >W*UPW(1“),W1/PvP'(1")7
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isto é, u-n =g-n em W/PP(T).
Da primeira igualdade da defini¢ao de solugao muito fraca (5.3), para ¢ € Y (2)

—/u-chdw—<q,divcp> , =
Q

w—Lp(Q), WP (@)

0
—<g,”8—90

n Wfl/PvP(F),Wl/PvP'(r)'

<f,g0>[

X, ] X, ()
Usando os lemas (4.6) e (4.9) na igualdade anterior,

%
+ < Uz, an >w—1/P,p(F),W1/p,p/(p)

< Au,p >

(X0 @] X0 ()

+ <V > . =
©® (X, @] X0 ()

e

< > . - < —
T (X0 pr @] X ) g on =~ w-irrm,wl/pr )’
donde
0

< —-Au+Vqg—f,po> —<uT,—SO> =

[0 @] X 0 on ~ wlrrm.wi/er @)

e
- < 9- 8” >w—1/pﬂp(p)7wl/p~,p’(p).
Por (1), < —Au+Vq— f,p > . =0, vem que
(X, @] X
Op Op
<Ur, 7 > =<9 5 P
an w—1/pp(r),wl/p:p' (1) an w—1/p.p(ry,wl/p:p (1)

isto é, u, = g. em W_l/p’p(f‘). Masu=u,+ (u-n)ieg=g.+(g-n)i, donde u =g

em W~Y/PP(T), j4 que u - m = g - n neste mesmo espaco.

(ii) Suponha que (u,q) € LP(Q) x W~1P(Q) satisfaga o sistema (S) no sentido de dis-
tribuigdo em [X,,,(Q)]" na primeira equacio, em L"(Q) na segunda e em W~/PP(I) na
terceira. Como u =g sobre ', u =u, + (u-n)ii e g =g, + (g-n)7 entdo u, = g, ¢

uw-m =g-n ambos em W~/P?(I'). Em particular,

Op Op
U o> e =< I et
n w p.p(r),wl/pr:p’ (1) an w—1/p.p(ry, wl/p:p (1)
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Seja ¢ € Y (). Pelo lema (4.3), ¢ € X,/ ,(2). Pelos lemas (4.6) e (4.9) e pela

linearidade dos produtos de dualidades,

!
w—Lp(Q), WP ()

—/u-Acpdaz— < q,divep >
Q

0
:—{<Au,go> +<u 7.

[0 g @] X1 @ T on T wolermwi/ee m)

+ < Vq,p > =

(X0 @] %0 ()

< —-Au+Vq,p >

(X0 ] X () on = wl/prmwl/ee ()

W—l/Pyp(r)ywl/Pyp’(r) '

=< e >[XT/,,,/<Q>]*,X o)
Segue entao a igualdade na definicao de solucao muito fraca do Problema de

Stokes. Observe que para usar o lema , u deve estar em T, ,.(Q), isto ¢, u € LP(Q)

e Au € [ X, »(Q)]". Por hipotese f € X, () e a primeira equagio do sistema (5)

é satisfeita no sentido de distribuicdo em X,/ ,(£2) e pelo lema Vg € [ X, py(Q)]F

tem-se Au € [X,,(Q)]". De modo anélogo, u € H,,(div,Q), pois divu = h € L"(Q).
Dada 7 € W' (Q) | como

< divu, 7 > , T

Lr)r @) (@), (@)’

< divu, 7 > , = [ divunrde,
rr@.rr@

< h,m> —/hﬂdw,
Q

@), (@)

<u-n,mT > =<g-n,T >

w=1/p.p (), wl/p:P (1) w—1/p.p(ry,wl/pp’ (1)’

pois divu = h € L"(Q) e 7 € W' (Q) — L (Q), vem, do lema (4.7),

w—1/p.p Ty, wl/p:p (T)

/uVﬂda} = —/Wdivudm+ <u-n,T >
Q Q

W—l/np(p),wl/p,p/ () ’

= —/hﬂdw—l—<g~n,7r>
Q

Desta forma, a igualdade (5.4)) é satisfeita.
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A proposigao seguinte revela que existe tinica solugao muito fraca do Problema de Stokes

quando se considera o caso da forca externa sendo nula, a componente normal da funcao

na fronteira também nula e o fluido incompressivel (dive = 0).

Proposicao 5.3. Sejam p qualquer nimero real com 1 < p < oo e Q um conjunto aberto,

limitado e conexo de R3 de classe CY'. Seja a condigdo de fronteira g satisfazendo

gEW_l/p’p(F), g-n=0.
Entao o Problema de Stokes

—Au+Vqg=0 em
(52) divu =0 em €,

u=g sobre T.

tem ezatamente uma solugdo muito fraca (u,q) € LP(Q) x W1P(Q)/R .

existe uma constante C' dependendo apenas de p e de ) tal que

||U||LP(Q) + ||q||W—1vp(Q) <C ||9HW*1/P=P(Q) :

Demonstracao:

Provar-se-4 que se o par de fungoes (u,q) € LP(Q) x W~1P(Q)/R satisfaz

Além disto,

(5.6)

—Au+ Vg =0em [X,(Q)]" e divu = 0 em LP(12) entao u pertence a T',o(2) e desta
forma a condigdo de fronteira u = g faz sentido. Para isto, observe que pelo lema (4.6])
se uma fungdo ¢ € W(Q)/R entdo Vg esta em [X,/(Q)]". Por defini¢ao, u € T, ()

e seu traco pertence a W~ PP(T) pelo teorema (4.5).

Dada 0 # ¢ € X,/(Q2) pelo lema (4.6),

< Vq,p > = — < q,divep >

(X @] x @ wLr)wh? (@)

isto é, Vg € [ X, ()] e

IVallix,, @y < Cllallw—rr@)m -

Como —Au + Vg =0 em [X,(Q)]*, Vg € [ X, (Q)]" e, portanto tem-se que Au €

(X, ()] (w € Tpo(R)) entao tal igualdade vale em [X,,(Q)]", isto &,

< —-Au+Vq,p >[ =0.

X, ()] X, ()
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Agora prova-se que o sistema (S52) é equivalente ao problema variacional : encontrar
u € LP(Q) e qe W P(Q)/R tal que:

/ u(—Aw + Vr)dz— < q,divw > =
Q

. =
w—Lp(Q), WP (@)

(5.7)

W—l/pﬂp(p)7wl/p7p’(r) )

N
9 on
Yw € Y, (), Vo € W (Q).

Seja (u, q) asolugdo de (S2) . Por hipétese gm =0,deg = g,+g, =g,+(gn)i =g,
e u = g sobre I' vem que u-n = 0, donde u, = g, = g igualdades estas validas no sentido
de W~Y/PP(T"). Usando os lemas (4.9) e (4.6) para toda w € Y ():

0 = <-Au+Vqw >[Xp,(Q)]*,Xp/(Q)

= —<Au,w > R + < Vq,w > .
[x @] %@ [x @] %@
ow .
= — uAwdr— < u,, — > , — < q,divw > ,
Q an Wfl/Pap(F)’Wl/PaP () W_l*p(ﬂ),wol’p (Q)
ow .
= — | vAwdzx+ < g,— > , = <gq,divw > ..
Q on =~ w-Vrrmwl/rr () W*lyp(sz),wévp Q)

Além disto, para toda T € W' (Q) e divu = 0 em LP(Q) tem-se

uVrder =< u-n,m > , — [ divurdx = 0.
Q wl/pp’ 0y, w—1/p.p(1) Q

Isto mostra que o par (u,q) ¢ a solucao da formulagao variacional (5.7). Recipro-
camente, se (u,q) satisfaz a formulagdo variacional 1 , entao para ™ =0 € Wl’p'(Q)

tem-se que

ow
=—<g,— >

W_lvp(ﬂ),W(}’pl(Q)— an W—l/p,p(r)7w1/p¢p/(r\)

/ u(—Aw)dz— < ¢, divw >
Q

/ u(—Aw)dr— < ¢, divw > =—<g,Vw-n>
Q

w=Lp@) W (@) w—L/pp(r),wi/pr ()

Assim, se w € D*(Q) C Y,(Q) entdo Vw = 0 numa vizinhanga de I'. Usando inte-

gracao por partes na integral da igualdade anterior e usando o lema (4.6) vem que

/ —Au wdx+ < Vg, w > =0 ou ainda,
Q

(X, @] x,@
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=0 =

[x, @] x, @

< —Au,w > + < Vq,w >

[x @] X, @

=0.

(X, @] X, @

< —-Au+Vqw >

Como D3(Q) ¢ denso em X ,(Q), conclui-se que a tltima igualdade também vale
também para Vw € X, (Q2) e donde, segue que —Au + Vg = 0 em [X,(Q2)]*. Da

igualdade (5.7) com os lemas (4.6)) e (4.9) vem que

ow
—<g,— >

W71,p(9)7W01,p’(Q) on w—1/p.p(r), wl/p.p' (1)

/uVﬂdm = /qud:z:+ < q,divw >
Q Q

= <Au,w > . +<uUr, >
T [xp@] x @ T on T wol/remwi/er )

<V > < Jw >
_ w . _ had
& [Xp,(Q)] X (9) 9; on ~ w-lpem@),wi/pr ()

= <Au—-Vqgw > . <u,— >
o (X @] % @) + "On T wol/remwl/pr(r)

ow
<9 % >W*1/P7P(1")7W1/P7P,([‘)
ow
= 0+ < u, % >W—1/p,p<r),wl/p,p’(p) - <9 % >W—1/p,p(r)7wl/p7p’(r>

ow ow
—<g,— >

’ an W—l/P«P(r%Wl/P,P’(r)

- >
on w—1/p.p(r), wl/p.p (1)
Em particular, para 7 funcdo constante tem-se que

ow ow
<u,— > =< g, — >
on

an Wfl/%p(r),Wl/P,p'(p) - Wfl/P,P(p)ywl/mp/(r) '

Para w € Y,(Q) vem que 2% € Z,(I') e portanto, 0 = (u — g) € [Z,(I)]"; logo
(u—g) € WYPPQ)T) e (u—g) n = 0. Agora, por hipotese g - n = 0 donde
u-n=0=g-nem W-YPP(T). Portanto, u — g = 0 em W~V/PP(T").

Também, para 7 € W' (Q) tem-se, pelo lema (4.7)

W—l/np(p),wl/pm/ ) ’

/u'Vﬂd:c+/7rdivudzc:<u~n,7r>
Q Q

Como / w-Vrder=0eu-n=0ecm W PP(T) segue que
0

/ﬂ' divu dx = 0.
Q
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Em particular, se 7 € D'(2) entdo [, 7 divu dz = 0. Como D(Q) é denso em L¥ (1)
segue que esta ultima igualdade é valida para qualquer 7 € LPI(Q) donde conclui-se que
divu € [L¥(Q)]%, ou seja, divu = 0 em LP(9).

Agora resolve-se o problema . De acordo com o teorema aplicado com
m = 2, para cada f € L”(Q) e ¢ € WoP (Q) N LE (), existe um dnico par (u,q) €
Y, (9) x W (Q)/R solugio de:

—Aw+Vr=f em Q,
(S3) divw=¢p em  Q,

w =g sobre I.
Além disto, pela continuidade da transformacao v, : W (Q) — W/P#(I")(teorema
(@ ) e a estimativa 1} com g = 0, para qualquer par (f, ) € L” (Q)x |Wa? (Q) N LE ()
e para toda w € Y, (Q) tem-se:

ow
<g,, % > HQHW*UP’P(F)

W*1/P»P(r)’W1/P7P' (1)

‘aw

on HWUM’ (I

< Collglw 1m0 lyen o)
< Collghw-1mray (Illwe o) + 17wy e J5-8)
<

CrCs gl -1immey (111 ) + 9wy ) (5-9)

Ci lgllw-vmaqey (IF 1oy + 19l @) - (5:10)

Com Cs = CsC7. Da expressao (5.8)) para (5.9) usou-se a propriedade de regularidade

elitica associada ao Problema de Stokes (S3).

0
A limitagao (5.10)) e a linearidade do produto de dualidades < g, gw

>
an W—l/p,P(p)7W1/p7p’(p)

diz que a transformacao

ow
(.fﬂo) =< gT’a_n >

W*1/Pvp(r),W1/P7P/ (1) )

é um elemento no espaco dual de L¥ () x [Wol’pl(Q) N LY (Q)| com norma limitada por

Cs [lgllw-1700(ry:

Observando que L?(Q) = [L” ()]* e 0 espaco dual de W () N LE (Q) ¢ W=17(Q)/R,
pelo Teorema da Representagao de Riesz existe um tnico par (u,q) € LP(Q)x W=17(Q) /R
satisfazendo o sistema (S3) e a limitacao (5.6).

|
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Denomina-se Problema de Laplace com condi¢do de Neumann (Ly) o seguinte sistema

de equacoes:
—Ap = p em Q,

(Ln) S 96

In = o sobre T.

Define-se K, o seguinte conjunto:
K,={veL’(Q);Ave LP(Q)}.
Sendo este um espaco de Banach reflexivo com normas:

10l ke, = 01l o) + 1A0]] 1oy

O proximo resultado serd um auxilio no desenvolvimento do teorema ((5.7)).

Teorema 5.4. Seja  um conjunto aberto e limitado de R® de classe CY'. Para toda
p € LP(Q) e 0 € WI=YPP(T) satisfazendo a condicdo de compatibilidade

/ p(m)dm =—-—<o, 1 >W—171/p,p(r)7wl+1/p,p/(F)7
Q

o Problema de Laplace com condi¢io de Neumann (Ly) tem uma inica solugao ¢ € LP(S2)

com a estimativa
611, < € (Nolnion + 10 ly-s-s7mmr))

O proximo lema seré utilizado no lema ((5.6)).
1 1

Lema 5.5. Se[Fy € L7(Q2),1 <r <ooe-+— =1 entio V-Fy € W(Q).
roor

Demonstragcao: Ponha

Juu fiz fi3
]FO - f21 f22 f23
fs1 fs2 fa3

Por definicio V - Fy = (Z S Z 02 afg]). Mostrar-se-a que Z fk] €
e P —

—1 ax] ax]
I/V*LT(Q)7 para k= 17 2, 3. Seja Y = (Spla ©2, 903) € DS(Q)
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Entao

3 3

afkj Opi
2. < > @)= T 2 < fkava—% ZLr(@),L (@) -

i,j=1 i,j=1
Como D(R2) em L™ () entdo dada ¢ € L" () existe sequéncia (¢, )men C D3() tal
que lim,, o0 ¥, = 1 em LT/(Q). Para cadam € N

3

3
a ] 7¢m2 W_l’T(Q),WOl’T/(Q): — < fk_]; axj >LT‘(Q)7L7‘/(Q) . (511)
ij=1

ij=1

Procedendo de forma analogo ao lema (5.10) vem que

3 3

i,j=1 i,j=1

A definicao do espaco X, ,(f2) foi dada no capitulo 2; o proximo lema apresenta uma

*

caracterizagdo dos elementos no espaco dual [ X, ,(2)]".
Lema 5.6. Seja f € [X,,(Q)]". Entdo, ezistem Fy = (fij)ij=123 tal que Fy € L7 (Q), f1 €
W= (Q) e satisfazendo:

F=V-Fo+Vf. (5.12)

Além disto,
f1lix, 0 = maX{HfinLr’(Q)v 1<,5<3, ||f1||W,1,pr(Q)}.

Reciprocamente, se f satisfaz , entio f € [ X, ,(Q)]".

Demonstracao:

Antes de iniciar a demonstracao deste resultado, vale a pena introduzir os seguintes es-
pacos para uma melhor compreensao:

L7(Q) ={M = (fij)ij=123; fi; € L' ()},

War(Q) ={M = (fij)ij=1,23: fis € W (@)}
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Observe que

fu fiz fis
M="1 fa foo fxs
fa1 fz2 f33

Seja E =1"(Q) x Wol’p(Q) o espago com topologia dada pela norma

g = > Il + Illyiog, ¥ h=(Ho,h) e E,

1<i,j<3

com Ho = (hij)1<ij<s-

Considere aplicagdo T : ¢ € X,,(2) — (Ve,divep) € E. Dada ¢ € X, ,(Q) tem-

se que

i

ITelle = [I(Ve,dive)lls= >

1<i,5<3

= IVellr@ +[ldivelly i) = llellwir g + ldivellyir g = llellx,, @,

+ HdiVQOHWOLP(Q)
Lr(Q)

J

donde 7' é uma isometria de X, ,(2) em E.

Ponha G =T(X, ,(€2)) com a topologia de E. e defina P: X, ,(Q?) — G.
a) P é injetora:

Dada ¢ € Ker(P), isto &, P = 0. Pela isometria 0 = ||Pep||r = ||¢||x, ), ou ainda,

el oy + [1divepl [y 1) = 0 = llellwe @) = 1diveplly1) = 0, dondep = 0.

Como P é linear, ja que os operadores gradiente e divergente sao lineares, entao, pelo
teorema (6.23), segue a injetividade. Aqui, Ker(L) = {u € A; Lu = 0}(nticleo), onde
L : A — B é uma transformacao linear entre os espacos vetoriais A e B.

b) P é sobrejetora:

Dada ¥ € G, como G = T(X,,(€2)) vem que existe ¢ € X, ,(Q) tal que Ty = 1.
Pela definicao de P vem que Py = 1. Logo, P ¢ sobrejetora. Portanto, P ¢ bijetora.
Defina S:=P7': G — X,,(Q) .

Entdo para toda f € [X,,(Q2)]" pode-se definir uma forma linear e continua

v: G — R
h +— (h),

com p(h) =< f,Sh >x_ (@) .x,,©)-
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Devido ao Teorema de Hahn-Banach, tal aplicacao pode ser estendida para uma forma

linear e continua em E denotada por F' tal que ||[F| g = [[flx, oy Além disto,
pela caracterizacio dos espagos duais de W' () e WyP(Q), e da caracterizacio E* =
]LTI(Q> X W_l’p,<Q) existem Fg = (fij)lgi,jgiﬂ c LTI(Q) e f1 c W—l,p’(Q) tais que: para

toda h = (Hy, hy) € E,

3

< F,h>g g= Z < fijr hig >y or@) T < S b > g wie)
ig=1

g+ — Max {HfinLT/(Q) A <07 <3 ||f1HW*1,r’(Q)}'

com || F|
Para h = T(p) = (Ve,divep) € G com ¢ € D3() tem-se

< F,h >g*E = < F, (VQO,dIVQO) >E*E

3 3%

= 2 <l B, L@@ T < S dVe >y i)
ij=1
3
Do .
- Z < fij, B > T < J1,dve > ) poy
i,j=1 J
3
Afi
= -) < Fr. P D@ ~ < Ve >pane
i,j=1 J
3
_ 0fij <
= =D < Pwerawine — < VP X, @) X, @
ij=1 J

- V. FO? p >[X'r/,p/(Q)}*’X7J’p/(Q) — < Vflu 72 >[Xr/,p/(Q)]*7XT/,p/(Q)
= <-V. ]FO - vflu L 2 >[Xr’,p’(Q)]*vXT’,P/(Q) '

Como F|g = 9 entao para toda h = T(p) tem-se < F,h >=(h), com ¢ € D3(Q).
Para ¢ € D*(Q) considere,

<=V -Fo=Vf,e>x, orx.,0 = <Fh>pp=19h)
= <FSh>x orx.,o
= <f.PTh>x, @) Xm0
= <[, PTIT(0) >x, (@) Xrp()

- < f7 LP >[Xr,p(Q)]*7X7‘7P(Q) ’

Assim,

<=V -Fo— V1,0 >x 0 Xn@=< T+ @ >x,, @ X,,@, Y¢ecD Q).
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Como D3(Q) ¢ denso em X, ,(£2) segue que esta tltima igualdade ¢ vélida para toda
p € X,,(), isto &,

f=-V:-Fo—Vfi em[X,,(Q)"

Reciprocamente, sendo f; um elemento em W~ (Q) pelo lema (4.6) vem que V f; €
[X,,(Q)]". Pela definicio de X, ,(Q) tem-se que X, ,(Q) C W' (Q). Por dualidade
W(Q) € [X,,(Q))*. DadaF, € L™ (2), como feito anteriormente, V-Fy € W17 (Q).
Desta forma, V - Fy € [ X, ,(Q)]*. Como f =V -Fy+ Vf entao f € [ X, ,(Q)]".

|

Proposicao 5.7. Sejam
fe[Xy(Q)), he LP(Q), g€ W H/Pr(D),

satisfazendo a condi¢ao de compatibilidade (5.9). Entio o Problema de Stokes (S) tem
ezatamente uma solugdo muito fraca (u,q) € LP(Q) x W=LP(Q)/R. Além disto, existe

uma constante C' > 0 dependendo apenas de p e ) tal que:

[ullzr @) + [lgllw-1e@)r < C <||f||[xp,(9)]* + ||f| o) + H9||W—1/Pvp(r)> '

Além disto, u € T)(Q2) e

lallry@ < € (I1flpx, @y + llo@ + lgllyw-moqr))

Demonstracao:
(7) Suponha que g - = 0 sobre I" e / h(z)dx = 0.

Q
Considere o seguinte problema equivalente: Encontrar (u,q) € LP(Q2) x W~1P(Q)/R
tal que: Yw € Y, (Q),Vr W' (Q)

/u(—Aw + Vn)dz— < ¢q,divw > =< f,w >
Q

w—Lp@),wh? (@) x @] x @)
ow ’ @] Xy (5.13)

- < — > — | hndax.
9r on w—1/p.p(r),wl/p.p (1) /{;

Note que a equacao (5.13) foi obtida somando-se as equagoes (5.3)) e (5.4]), considerando
g-n=_0.
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O objetivo de se trabalhar no espago dual é a possibilidade de encontrar solu¢ao. De-
note X := L” () x Wy (Q). Assim, X* = [L” (Q)]* x [Wo (Q)]* = LP(Q) x W12(Q).
Note que as solu¢oes siao procuradas em X*. Como os espagos LP(Q2) e W—1P(Q) sdo re-
flexivos, pela proposi¢ao e teorema (6.30)), respectivamente, [LP(Q)]" e [W~17(Q)]"
também sao reflexivos pelo teorema . Como o produto cartesiano de dois espacos
reflexivos ¢é reflexivo entdo [LP(Q)]" x [W~1P(Q)]" é reflexivo. Desta forma, pelo lema
(6.18), [LP(Q))* e [W='?(Q)]" podem ser identificados isomorfo e isometricamente com
os seus biduais, isto &, [LP(Q)]" = [[LP(Q)]*]** e [W~1P(Q)]" = [[W~1P(Q)]*]**(veja lema
(6.18)). Mas,

X = X [LP(Q) x W Q)] = [LP(Q)] x [W2(Q))
L7 ()] x [Wo ()] = [LP ()] x W™ ()]

12

~ LP(Q)x WEP(Q) =X, Istoé, XX,
Além disto, dada uma solugao (u,q) € X", pela isometria ||| 1pq) = [|Aw|||Lrq)-
e lallw-100) = HV?TH[WL,,/(Q)]*, com (w, ) solugao do problema dual de Stokes. Via
0

Teorema da Representacao de Riesz, obtém-se uma dupla de funcoes, por meio de uma
transformacao linear e continua, solu¢do da equacao (5.13)) e por meio do Problema de
Neumann, cuja solucao é dnica, chega-se a solucao do problema inicial. O seguinte dia-

grama relaciona a reflexividade dos espacos X', X** e a relacao entre X', X* via teorema.

Espaco Reflexivo

//j\

Teorema da Representacao de Riesz

X**

A solugao do problema dual é o par (w, 7). Pela definicao de Y ,,(2), o laplaciano de w
esta em LP () e como m € W1 (2) tem-se que o gradiente de 7 esta em L¥ (€2); portanto
—Aw + V7 estd em L” (Q), o qual é o dual de LP(€). Além disto, como w € Y () o

divergente de w estd em WOI”’/(Q) cujo dual & o W1P(Q), espaco no qual esta q.

Ponha J; = |< f,w > ; — < —_— > — [ hrdx|.
! f’ [Xp/(fz)] X () 9> on =~ wl/ppm),wl/pr () 0

/hﬂ'dil? =: Jo.
Q

Considere

+

Jl S ‘<faw>

* < >
(X, ] X, ’ o> on =~ w-Vermwl/ee ()
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Avaliando-se cada modulo na igualdade J; tem-se que

<15l el < ClIF g o

o < fiw>

[x, @] X, @

pelo imersao continua de Y, (Q) em X, (Q2) (lema (4.3)).
‘&w

Ow ‘
on Wl—l/p’,p’(p)

<QT>%>

w—1/p.p(ry, wl/p:p’ (1) S ‘ ‘gr‘ ‘W*l/%p(r)

Observe que pelo teorema (4.5)), item (i1), para s = 2, vem que a derivada normal de w
esta em W1~/ (D),
Denote g, = (g -n)ii. Comog=g,+g,em I eg-n =0 entao

||g7-||W—1/p7p(p) = HgHW‘l/p*p(F) :

Usando a continuidade do operador traco da derivada normal definido de W??(Q)
com valores em W!=VP'"P () pelo teorema (4.5), item (i), para s = 2, vem que existe
C7 > 0 tal que

21, .. o <o
wli- 1/pp(r

Pela Desigualdade de Hélder,

< /Q |hr| dae < [[hl| Lo 17| @) < (Bl zo@ Cllllwre o)

hrdx
0

pois W (Q) — L¥'(Q).

Assim,

Jy < CHfH[Xp,(Q)]* (Q)_H‘g|’W*l/P’P(F)Cle‘|W24"(F)+"hHLP(Q)éHWHWLP’(Q) = Js.

Agora,

CH-fH[Xp,(Q)r Q) < "f"[Xp,(Q)]*(CHwHWQvP'(Q) +6H7THWLP’(Q))7
||g||W*1/P7P(F)Cl||w||W2~P’(r) < ||g||W71/pﬂp(r)cl(c||’w||W2ﬁP’(r) +6||7T||W11P’(Q))7

6||hHLp(Q)||7THW1vP/(Q) < ||hHLP(Q)(O||'w||W2,p’(r) +6||7T||W1’P'(Q))'

Desta forma,

Ty < (Cllwllwew ) + Cllwllwir @) (Ffllx, @ + Cillgllw-venm) + [2llz@)
< Gslllwllwew o) + 17 llwrr @) Calllfllix 0y + 19llw—1me@y + [1Allr@) =t Ja.

N
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com C3 = max {6;5}, Cy = max {Cy;1} .

Em particular, sendo (w, 7) € Y () x W' (Q)/R a tnica solucio do Problema dual

de Stokes,
—Aw+Vr=F em Q,

(PD) diviwn =¢ em  Q,

w=0 sobre TI.

Vale a seguinte propriedade regularidade elitica :

wllyza oy + Il gz < Co (1l gy + el -

Assim,

Jo = CUIF gy ) +1ellwrr @) Ul x oy + lgllw-rmowy + 1Dllong) = Js,
com C = C3C5C4.

Afirmacao 5.8. A transformacao

T: LF(Q) x (W (Q)NLE Q) — R
(F,¢) — T(F, )

ow .
com T(F,p) =< f,w >[Xp,(m]* x o - <g., I >W*1/Pﬁp(r),W1/P¢P’(F) —/Qhwd:v, € um
elemento do espago dual de LP (Q) x (W2¥' (Q) N L (Q)).

Observe que dado (F, ) € L” (Q) x (W (Q)N Lg/(Q)) obtém-se, pelo sistema (PD),
o par de fungdes (w, ) € Y (Q) x W' (Q)/R. A transformagdo T leva o par (F, ) em

— / hrdx.
Q

<J,w> . — < -
f’ [Xp/(ﬂ)} X () o on =~ w—1/ppm),wl/pr (1)

Demonstracao:
(b) T é linear:
Sejam (F'1, 1), (Fa,¢2) € LY () x (Wg ™' () N LE () .

Considere

8’(01

T(F =< f,wy; > . - < —_ > — | hmdx
( 17 ()01) f? 1 [Xp/ (Q)] ,Xp/ (Q) 97—7 8” W*l/P»P(F),Wl/PvP'(r) Q 1 bl

(9'w2
T(FQ’ ('02) =<f,w:> — <95 >W—1/p,P(F).,W1/p,p’(F) B Q g,

[x, @] @ ™ on
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com (wy, ), (wy, T) € Y (Q) x WH'(Q)/R solucdes tinicas dos Problemas de Stokes

duais:

—Aw;+Vm = F; em
divw, = ¢; em §,

w; = 0 sobre T.

—Awy+Vmy = Fy em €,
divw, = @y em

wy = 0 sobre T.

(5.14)

(5.15)

Somando membro a membro as respectivas equacoes dos sistemas (5.14) e (5.15)) e

observando que os operadores laplaciano(A), gradiente (V) e divergente(div) sdo lineares,

—A(w1+w2)+V(7r1+7r2) = F1+F2 em Q,
div('w1 + 'lUQ) = ¥1 + ) em Q,

w, +wy = 0 sobre T

Assim,

T(F1+4 Fa,01+ ) =< f,w; + wy >

[x @] X,

—/h(ﬁl+ﬂ2)dm.
Q

0
—<g, O_n(wl + wQ) >

w—1/p.p(r),wl/p.p' (1)

<f,101—|-’ll)g> :<f,'w1> +<f,’lUQ>

[x, @] X, @ [x, @] X, @

8'w1

w—1/p.p(ry, wl/pp' (1) =<9 on w—1/p.p(r),wl/pp’ (1)

0
<g., %(wl + wy) >

8’(172
+ <9,

on =~ w-Yrrmwl/pr(r)

/h(7r1+7rg)d:13:/hmdfv+/hﬂ2dm,
Q Q Q

vem que T'(Fy 4+ Fa, 01+ o) = T(F1, 1) + T(Fa, ).

[x, @] x @’
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Agora, para a € R, considere o sistema

a(-Aw+Vr) = aF em
a(divw) = ap em €, donde,

aw = «o0 sobre T.

—A(aw)+V(ar) = aF em Q,

divi(cw) = ap em €
aw = 0 sobre T.
Desta forma,
J0(aw)
T(a(F = — — d
(a( 7(p)) < f’ O[w >|:Xp/(ﬂ)]*,xp/(ﬂ) < gT7 8” W_l/p’p(F),Wl/p»p/(I‘) /th(aﬂ-) m
ow
= a< f,w >[Xp/(ﬂ)]*.,xp/(n) —a<g,, o >W—1/P,P(r),W1/P=P’(F) —a/ghmlw

= oI (F,p).

(a) T & continua:

Por Js, segue a limitacao de 7' com norma majorada por

C(HfH[Xp/(Q)]* + 1gllw 10y + [|7l|Lr()). Pelo Teorema da continuidade e limitagao
(6.25), vem que T' é continua, ja que ¢ linear.

Pelo Teorema da Representacao de Riesz existe um tnico par
(u,q) € LP x W~12(Q)/R tal que

T(F, ) = / uFdx+ < q,¢p >
Q

/ ?
w—Lp(Q),wy P (@)

para qualquer (F, ) € L¥ (Q) x [W2* (Q) N LY (Q)]. Em particular vale

T(F,—(p)—/uFd:c+<q,—<p> L —/uFda:—<q,<p>
Q Q w

w—Lr)wh? (@) ~Le@)wli? @)

Mas,—Aw + V7 = F e divw = ¢ em (2, donde

T(F, ) = / u(—Aw + Vr)dz— < ¢,divw >
Q

!
w—Lp(Q), WP ()

Desta forma, a igualdade (5.13)) é satisfeita.
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i): Suponha agora que / h(z)de =< g-n,1> e considere o Prob-

w=1/p.p(ry,wl/p:p (1)

0
lema de Neumann: encontrar § € W1?(Q)/R tal que:

A = h em (),
N
(V) % = g-n sobre T.
on

o qual tem uma finica solugao § € W'?(Q)/R, pelo teorema (5.4)), e verifica a estimativa:

16| < C(lIAlloqy +llg - nll,,

wlr(Q)/r fl/pﬁp(p))'
Colocando-se ug = V6, onde 6 é a solucao do problema de Neumann acima, tem-se,

pelo passo (i), que existe uma tinica solu¢do (z,q) € L*(Q) x W~/PP(Q) /R do problema:

—Az+Vq = f+Vh em
0 em ).

z = g — ug|r sobre T.

divz

Pelo lema (5.6 implica que Vh € [ X,/ (€2)]* e g — uo|r satisfaz a hipotese do passo (i).

Finalmente, o par de funcoes (u,q) = (2 + ug, q) é a solucdo requerida.

00
Suponha # a tnica solucao do problema de Neumann. Assim, o g - 1, mas
n
00
— =Vl -n =wug-n, assim
on
uy-m=g-nem W VPP(T). (5.16)

Como z = g — ug|p sobre I' e por (5.16), vem que z, = g, — ug,. Observe que
divug = divVl = Af = h em ().

Dada ¢ € Y ,(f2) considere

L: = — /(z + ug) Apdr— < q,dive >
Q

/
w—Lp(Q),whP (@)

= —/zAgodm—/qugoda:— < q,divep >
Q Q

o
w=LpQ),wh? (@)
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Pelo lema 1) < Vq,p >[ * — < ¢, divep > Deseja-se

X, ()] X, (2) w-Lp)wi? @
usar a formula de Green dada pelo lema (4.9). Para isto é necessario que as hipoteses
de tal lema sejam satisfeitas. Como foi mostrado na proposi¢io (5.2) Az € [X,(Q)]" e
sendo z um elemento de LP(Q2) entdo z € T),(£2). Como Aug = Vh e uy € LP(Q2) vem

que uy € T,(2). Entdo, com divz =0 em Q e ug-n = g-n em WPP(T), considere,

I
IL:=— [ zApde = —|< Az, o> _, 99
2 /Q ’ |: ¥ [XP’(m]*’Xp'(Q) * T On T wol/pem,wi/er (1)
0
= — <Az, p> <z P

[xp,(n)]*,xp,m) On ~ w-1/ppm) wi/er ()

= —<Az,p> . — < g, — U, — >
i [X @] % @ ar 07 On ~ w i/ r)wi/ed )
dp
= —<Az,p> . — < - >
i [X @] x @ gr on =~ w-Vrrmwl/prm

T < Yor, B Wiy Wl ()

I
I3 = — | wpApde = — |<Au > . Uy, — >
’ Q ’ " [x @] X, @ 07 O ~ wi/er @) wl/er ()
= —<Au > . — < Ug,, — > )
e [X @] X () 07 O~ w /ey wi /e ()

Assim,

I, = L+ L+ <Vgq,¢ >[Xp,(9)]*,xp/(9)

0
= — <Az, p >[Xp/(ﬂ)]*,xp/(ﬂ) - <9 a_z w—1/ppy,wl/pp (1
— < Aug, >[xp/<n>]*,xp,<n> + < Vg, >[XPI(Q)]*7XP,(Q)
= <—-Az—-Vh+Vq,p >[xp,(sz)]*,xp/(ﬂ> — <9, g_i w—1/p.p(0),wl/p:P (1)
0

Desta forma, a igualdade (5.3)) é satisfeita. Seja = € Wh¥'(Q)/R,

Iy = /(z+u0)V7rdm = /(sz+u0V7r)dw :/
Q Q

szdw+/u0V7rdw.
Q Q
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Como feito anteriormente, usa-se a formula de Green (lema (4.7)). Como z € LP(2)
e divz =0 € LP(Q2) entdo z € H,,(Q2). Sendo uy, € LP(Q) e divuy € LP(Q2) segue que
uy € H,(€2). Desta forma,

zVrde = — | divzrde+ < z-n,7 > =<z-n,T>
Q Q w—1/p.p(ry,wl/p:p (1) w—1/p.p(ry,wl/pp (1)
Considere,
ugVrde = — [ divugnde+ < ug-n, 7 >
Q Q W—l/pﬂp(p%Wl/P,p'(p)
= — | Afrdx+ < uy-n,m >
0 )
Q W*l/p,p(p)’wl/p,p’(r)
= — | hrde+ <up-n,m > )
Q W—l/P,P(F),Wl/Pypl(r)
Assim,
Iy, = — | hrde+<z-n,7m > + <ug-n,m >
Wfl/P,P(F%Wl/P-,P/(F) Wfl/Pyp(r‘),Wl/PvP’@)

hrdx+ < z-n+wuy-n, ™ >
w=1/p.p(ry,wl/pp (1)

hrde+ < g-n,7m >

I
S— S

w—1/p.p(r), wl/p.p’ (1) ’
[ |

Teorema 5.9. Sejam f,h,g satisfazendo e . Entao, o Problema de Stokes
(S) tem exatamente uma solu¢io muito fraca (u,q) € LP(Q) x W=1P(Q)/R. Além disto,

existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de p e ) tal que:

el oy + Mgl 1y < C (|!f|| A Al + ngw_l/p,pm) -

(X, @]

Além disto, w € T, (2) e

i <€ (1L e+ Ml + ey )

Em particular, se f € W °(Q) e h € L™(Q) com 9 = 3p/(3 + p), entio (u,q) €

L? x W=1P(Q), com as estimativas correspondentes.
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Demonstracao:
Deseja-se usar as hipoteses f € [X,v,(Q)]" e h € L"(Q) em vez de f € [X ()] e
h € LP()), aparecendo na definigdo de solu¢do muito fraca do Problema (.5), entdo as

diferencas na prova sao relacionadas a:

< f,w > para w € Y, (Q)

X, (] X ()
1 1 1 3 .
Observe que Y, (Q2) C X,/ () se — < — + 370 qual é o caso definido no lema (4.9).
r.p
Portanto, o mesmo estudo pode ser feito, apenas substituindo a limitacéo HfH[X (@]
P
por ||f||[xr,7p,(g)]*'
Agora, resolve-se o Problema (N) com h € L"(§2). O Problema (N) é equivalente ao
problema: encontrar § € WP(Q)/R tal que:

w—1/p.p(ry,wl/p.p’ (1)

Vo e WH'(Q), / Vo -Voder =<g-n,p > — / hodx.  (5.17)
0 Q

o qual estd bem definido para ¢ € W' (Q), observe que, pelo lema (4.2), W' (Q) —

/ 1 1 1 ,
L"(Q)se — < =+ 3 € como p € WP (Q) entdo yop € WY/PP(T).
r . p

Suponha, inicialmente, que 6 seja a solu¢ao do Problema de Neumann (N). Como 6 €
WP(Q)/R vem que VO € LP(Q) e divVd = Af = h € L7(S), donde VO € H,,(div, ).
Pelo lema ([4.7)), tem-se que

/V@-Vgodw = <Vl -n,p>
Q

00
= < %7 SO >W—1/P«P(F),W1/p7p,(f‘) - \/Q SOAeda:

= <g-n,p >Wf1/7»,p(r>,w1/w’(r) —/nghda:,

— / pdivVedx
Q

W—l/pm(p%Wl/Pm’(r)

para toda ¢ € W' (Q), ou seja, 0 é a solucdo do problema variacional (5.17)).

Reciprocamente, suponha que a igualdade 1} seja verdadeira para toda ¢ € W“"(Q).

Por um lado, usando novamente o lema (4.7)), tem-se

W—l/PJ’(F)’Wl/P,P/([‘)

/V@-V(pda: = <Vl-n,p>
Q

00
B < %’ ()0 >W_1/p1p<1—‘)1W1/p7p/(F) - /{‘2 @Aedw

— / pdivVedx
Q
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Mas, por hipotese, tem-se

/QVH ‘ VSOdCB TS99y >W*1/P,P(F),W1/P7PI(F> a /Q h(pda:’

para toda @ € WHP'(Q).

Logo,
" = hed AfOd
= G_n’ 7 >W’1/”’P(F>ﬁW1/P*P’(F) Tsgne >W*1/P7P(F),W1/P,P/(F)_ B Q pax + Q ' x.
Donde,
i = A0 — h)pd
< % —g-n,p >W_1/p’p(F),W1/pvpl(F)_ Q( - )QD xZ.

Isto é, o funcional Af—h aplicado a toda ¢ € WP () é exatamente igual ao funcional
% — g - n definido em elementos no conjunto Wl/p’p/(F). Assim, tais funcionais sao
necessariamente nulos, ou seja, A0 —h =0em Q e g—z —g-n=0em . De fato, para
que os funcionais possam ser comparados, eles devem ter o mesmo dominio. Assim, o
funcional T := % — g - n deve ser entendido como sendo a composicao do funcional T
com o operador traco, nesta ordem. O dominio do operador traco deve ser tomado como
o W (Q) e o seu espaco de chegada como sendo W'/P#(T") (conforme secio e este
ultimo, sendo o dominio do funcional 7. Desta forma, o funcional T' composto com o
operador traco tem por dominio o mesmo dominio do operador Af — h e eles coincidem
em todos os elementos ¢ de W' (Q). Portanto eles sio iguais e como, pelo menos um

deles, é o funcional nulo, segue que o outro também deve ser.
A transformacao ( : p —< g-n, ¢ >W—1/P1P(F),W1/Pspl(r‘) — /Q hypdx define um elemento
do espaco dual [W¥'(Q)/R]*. De fato, £ estd bem definido, ¢ linear e continuo.
(a) Boa definigao :
Observe que pela condicao
<l1>=<g-n,1> —/hld:c:O.

w—1/p.p (), wl/p.P (1) Q
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Dados p € WH'(Q) e k € R,

<beth> = <g-meth >W*1/PvP(F),W1/P,PI(F) a /Q hlo + k)de

= <g-n,p> +<g-nk>

Wfl/P,P(r)_ywl/Pypl(F) W*l/p,p(p)ywl/p,p’(p)

—/h(pd:c—/hkdzc
Q Q

= <g-ny >W71/P1P([‘)_’Wl/17713/([‘) - /Q thdiB

<:g'7”1:>wUnmrmvvﬂﬂw>_lz;hdw}

= <lipo>—-k</l1>=</l,p>,

+k

donde < ¢, + k >=< {,p >. Desta forma, < ¢, >=< {,¢o >, Yy € ¢. Aqui, ¥ é um
elemento na classe de equivaléncia de ¢.

(b) Continuidade :

Como para toda ¢ € WH'(Q)/R e tal que ¢ € ¢ tem-se que |< £,¢) >| = |< £, >|.

Assim

<2 -

<g-n,p >W—1/p,p(r),wl/p’p/(r) a /Q fiode

< )< 9 P> it | T /thodm

< lg- nHw—l/p,p(r) HSOHWUp,p’(r) + [|R| L7 (Q) HSOHLW(Q) (5.18)
< Mg - nllw-rmsw) Crllelwr @ + 10l @) C2llellwir @ (5:19)
<

C (g nllw-simmqey + 1l @) Il o

com C' = max {C}, Cy}. Da desigualdade para foram usados o teorema ({4.5)),
item (ii) e imersao W7 (Q) < L" (). Logo, ¢ é continua em W¥ (Q), e portanto, ¢ é
continua em W'¥ (Q)/R.

(¢) Linearidade :

Das linearidades do funcional g-n e da integral / hpdx segue que £ é linear. Além disto,
Q
a seguinte condicao inf-sup é verificada:

V- Vd
inf sup fQ it

gaewzi’om)/k éewé:{gm/ﬂ% HV@\ v @IVl ‘LP/(Q)

De fato, suponha £ # 0, ou seja, existe ¢ € W' (Q) tal que £(p) # 0. Assim,

<gn,p>

w—1/p.p(ry,wl/p.p’ (1)

—/qupdwgéo = <gn,p >W1/p’p(r>’wl/p‘p,(r)5£/thodw
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Logo,
/QVQ -Vodx| = ’< g-n,o >W*1/PvP(F),W1/1’1P,(F) - /Q hedx| > 0
=
sup / v - Vode| >0 = inf sup / v - Vodx| >0
dewir(Q)/R |0 ¢€W;’Zo<ﬂ>/R sewlry/r |JQ

6£0

Pelo Teorema de Babuska-Brezzi, veja em [§] e [5], o problema (N) tem uma unica

solugdao 0 € W'P(Q)/R e que satisfaz a estimativa:

101 lwrr)r < C (llg - nllw-1mwy + 1l 7)) -

Se, ao contrario, £ = 0, entdio para toda ¢ € D(Q) C W' (Q) tem-se que < g-n, p >=
0 e portanto, [, hpdz = 0. Logo, h = 0 em D'(2) e como h € LP(Q) segue que h = 0 em

LP(€2). Neste caso, o problema (V) se tranforma em

—Af = 0 em Q,
N o0
) — = g-n sobre T.
on
cujo resultado de existéncia e unicidade de solugao ¢ garantida no Corolario (4.12) em [3].

1 1
Lema 5.10. Se f; € LP(Q),1 <p < oo e —+ — =1 entdo Vf, € W P(Q).
p D

Ofi 9fi 9N

Demonstragao: Por definicao Vf; = (a—,a—,a—
Ty 0Tz 03

cada k=1,2,3

). Deseja-se mostrar que para

SO ,
oz ¥ W@ W (@)

é linear e continuo.

Seja ¢ € D(Q). Assim,

ofi
< a_m’¢ Z W@ )=~ < I Dz L@, (@) -

Dada ¢ € L¥(Q), pela densidade de D(2) em L¥ () existe uma sequéncia (¢, )men C
D(Q) tal que limy, o0 @ = @ em LP'(Q). Para cada m € N

dfr

0om,
axkawm >W71,p(Q)’W017p,(Q): - < f1> a_xk >LP(Q),LP’(Q) : (520)
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Considere

Dip ©
<f1a .1' >LP(Q)LP(Q) — /flaxkdm

da (5.22)

S T Le(Q),LY (Q)

o
= TS g P W@ Wi @

24

= —< =, lim > o
Dy, masoo T T We(9) Wet (9)

= — < % > /
N ¥ Twr @ @

(5.23)

(5.24)

Da igualdade (5.21) para a igualdade (5.22) foi usado o Teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue. A continuidade dos elementos de W~'?(Q) possibilitaram a

passagem do limite da igualdade (5.23) para (5.24]). Como < fl, 7 > o), Lo (o) € linear
Oxy,

e continuo entao segue o resultado.

Corolario 5.11. Sejam f,h e g satisfazendo e f=V-Fo+Vf comF,eclL(Q),
fi € W2(Q),h € L"(Q),g € WV (). Entio a velocidade-solu¢io w dada pelo
teorema pertence a W' (Q). Se, além disto, fi € L"(Q), entdo a pressio-solugdo
q dada pelo teorema pertence a L"(2). Em ambos os casos, tem-se as estimativas

correspondentes.

Demonstracao:
Seja (u,q) € LP(Q) x W~1P(Q2)/R a solugao dada pelo teorema ((5.9).
De —Au+ Vg = f em [ X, ()] vem que

~Au+Vq = V- -Fq+ Vi,
—Au+Vq—Vfi = V- Fy,

Entao,

—Au+V(g—fi) = V-Fy em (X ()],
em L™(Q),
u = g sobre  W1=1/mm(T),

>

divu =
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Como Fy € L7(Q) entdo V - Fy € W1"(Q), isto é, cada entrada do vetor V - Fy per-

tence a W"(Q) C [ X, (Q))*. Pela imersio W'=Y/""(T') — W=/PP(T), % < - 3
vem que g € W™YPP(T). Pelo teorema (3.7), parte (i), tem-se que (u,q — fl) €
W (Q) x L"(Q)/R.
Estimativas:
e a velocidade-solugao u € WI’T(Q):
Il + 1l < O (I Bl + 19l )
e a pressdo-solucgao g € L"(Q):
el + el < Co (1A e+ WAl + Dl )
|

O proximo corolario da solugoes de Stokes (u,q) em espagos fracionarios de Sobolev
do tipo WP x WP com 0 < o < 2.

Corolario 5.12. Seja s um numero real tal que 0 < s < 1.

(i) Sejam f = V-Fo+V f1, h e g satisfazendo a condicdo de compatibilidade comFy €
Wer(Q), fL € We=P(Q),g € W V/PP(D) h € WS(Q), com 1< %+% er < p. Entao,
o Problema de Stokes (S) tem exatamente uma solugdio (u,q) € W*P(Q2) x W 1P(Q)/R

satisfazendo a estimativa

WS, T‘(Q) + ||f1| WS T(Q) + ||g||wsfl/p,p(1—~)> :

||u||WSP(Q +||Q| Wws— 1P(Q)/]R — <||IFO| Ws— lp(Q) + ||h|
(ii) Assuma que
feWs2(Q),ge WHVrr(D) h e WP (Q),

com a condi¢io de compatibilidade (5.9). Entio o Problema de Stokes (S) tem ezatamente
uma solucdo (u,q) € WH2(Q) x W*P(Q)/R com

]

PO | Y o 7 N o 11| P || IR B

Demonstracao(i):

Sera usado um argumento de interpolacao. Considere a notagao de espacos interpolados
Wer(Q) = W2(Q), L(Q)], .

Para s = 0 tem-se W?(Q) = [WP(Q), LP(Q2)], = LP(),

Para s = 1 tem-se WhP(Q) = [WP(Q), LP(Q2)], = WP(Q).
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Para 0 < s < 1,
WhP(Q) C WHP(Q) C LP(Q).

Para s = 0,
e gc Ws—l/p,p(F) — W—l/p,p(r),
o h e WP(Q) = WoP(Q) = LP(Q),
o Fy e Wsr(Q) = Wor(Q) = L"(Q),
o fLe W br(Q) = W—1P(Q).

Pelo lema (5.6) tem-se que f € [X,/,(Q)]" e usando o teorema (5.9) parte (i) vem
que existe uma tnica solugao (u,q) € LP(2) x W=1?(Q)/R satisfazendo a desigualdade

a seguir. Ponha I := [[ull,,, + llqll,,_.,, . € considere

2 (1l e+ Wl + sl )
r'.p

< C(IV Rt Tall o+ Wl + gl )

< (IRl I+ e + 19l )
< T (CallFoll,r g+ Call filly -1y + 1BlL iy + gl )

< C (IFollr gy + 11illy vy + 1ALy + 11811, s )

com C' = max {U, 601,602}.

Para s = 1,

e gc Ws—l/p,p(F) — Wl_l/p’p(F),

o h e WP(Q)=W'P(Q) C Lr(Q),

o fi € WLP(Q) = WOP(Q) = LP(Q) , donde, pelo lema (5.10), Vi € W17(Q),

o Fy € Wo(Q) = WH(Q), mas, da imersao WT(Q) — LP(Q), vem que Fy € LP(Q),
donde, pelo lema , V-Fo e W 2(Q).

Assim, f € W'?(Q). Pelo teorema ({3.7)), existe uma tinica solucio (u, q) € W'?(Q) x

LP(€2)/R satisfazendo a estimativa

Null i p) 1l p0)e <€ <HF0HWM(Q) + [ Allr@ + 1Al lwrr @) + HgHW1—1/P,p(F)> :
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Solugoes no espago WP (Q) x W= LP(Q) /R com 0 < s < 1:

e Existéncia:
Pela interpolacao dos espacos com 0 < s < 1,
WP (Q) x LP(Q) € WHP(Q) x Ws~12(Q)/R C LP(Q) x W~1P(Q)
entdo para cada s em (1,0) existe solu¢do em W*P(Q) x W 12(Q)/R.

e Unicidade:
Como existe solucdo tnica em W'P(Q) x LP(Q) e W5P(Q) x W*~12(Q)/R C
WP (Q)x LP(€) entdo para todo s € (1,0) existe unicidade de solucdo em W*P(Q)x
Ws=tr(Q)/R.

Demonstragao(ii):
Trabalhando de forma analogo ao item (7) tem-se
Para s = 0,
FeWP(Q), g e WPP(T) he LP(Q).

Pelo teorema (3.7), existe tnica solucio (u,q) € WP(Q) x LP(Q)/R.
Para s =1,
feL’(Q), ge W PHT), he W (Q).

Pelo teorema (3.8)), para m = 2, existe tnica solucdo (u,q) € WP(Q) x Whr(Q).
[

Comentario 5.13. Pode-se reformular o ponto (ii) do cordldrio da sequinte forma:

Para quaisquer

feW™? (Q), he W*tP(Q), g € W2*~1/pP(D),

com 0 < s < 1, entdo o Problema (S) tem uma tnica solu¢io (u,q) € W?*P(Q) x
Wi=sr(Q)/R.

De fato, para s =1
FeEW'P(Q), heWQ)=17Q), geW! /rrQ).

Pelo teorema (3.7)), existe o par de funcdes(u, q) € WHP(Q) x LP(Q) /R, solugio muito
fraca do Problema de Stokes (5).

Para s = 0,

fFeW'(Q)=L"Q), heW'(Q), gewW>/rr(Q).
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Pelo teorema (3.8), (u,q) € W*P(Q) x W(Q)/R, solugao muito fraca do Problema
de Stokes (.5).
|

Teorema 5.14. Seja s um nidmero real tal que % <5< 2. Sejam f,h e g satisfazendo a

condicao de compatibilidade com

feWs2P(Q),he WP(Q) e g € W V/PP(T).

Entao, o Problema de Stokes (S) tem exatamente uma solug¢io (u,q) € W?*P(QQ) x
Ws=LP(Q) /R satisfazendo a estimativa

el + 1l < C (W sy Wl sy + 1811 1) - (5:25)

Demonstracao:

Para 1 < s < 2, o teorema é provado pelo corolario (5.12)), parte (i7). Usando o teorema
, pode-se supor g = 0 . Seja s um ntmero real tal que % < s < 2. Resta considerar
o seguinte problema equivalente:

Encontrar (u,q) € WiP(Q) x W 12(Q)/R tal que Y € W57 (Q), Vr € W17/ (Q)

<u,—Aw+ Vr > — < q,divw > =

/ ’ -
Wg’p(ﬂ),W757P (Q) WS*LP(SZ),W(;S+1’p (Q)

< f,w> — < h,m>

— / _ / .
ws=2p(Q),wy T3P (@) ws—Lp(Q),wy ST (@)

Note que Wy **(Q) = W=+1#(Q) pois —s + 1 < 1/p/, veja comentério 1}

Como na prova da proposicao 1) para toda H € W_S’pl(Q) e o € Wt (Q)
tem-se:

—< f,w> + < h,7>

wsf2,p(n),w0‘3+27p'(m
S C(HfHstzp(Q) + thlwsfl,p(g))(HHH )7
sendo (w, 7) € W5 2P (Q) x Wy ™7 (Q) /R a tinica solucio do Problema de Stokes dado

pelo corolario (5.12), parte (i), e comentario (5.13):

—Aw+Vr = H em Q,

divw = ¢ em Q,

/
ws=Lp(@),wy STHP (a)

+ Il

w—s.2"(Q) w—s+1.p" ()

w = 0 sobre TI.
Observe que o conjunto de funcoes

{;Z):Q—>R

é subespago vetorial de W'?(Q).
x +—— P(x) = constante
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Ponha J :=< h,m > . Para toda 7 € W=7 (Q) e k € R tem-se que

; !
ws=Lp (), Wy TP (o)

lJ| = |<hn+k> )
ws—Lp@),wy  THP (@)
< |<h7m> + < h k>
- ’ ws=Lp@),w, 7 @) ’ we=Lp),w, 7 (@)
< |<h 7> <C||h T .
— Y WS*LP(Q),WO_S_H’I’/(Q) — || ||Ws—1,p(Q)|| ||W_S+11P/(Q)/]R

Isto significa que para qualquer elemento na classe de equivaléncia 7 € W=+ (Q)/R, o

produto de dualidades < h, T > é limitado. Além disto,

/
ws—Lp@),wy  THP (@)

+ ||| < C([[H]l

[|wl| +llel| )-

w—s+2,0’ () w—s+1p" () /R w—s.p (Q) w—s+1,0" ()

Desta limitacao e da linearidade dos produtos de dualidade, deduz que a transformacao

(H,p) — —< f,w > + < h,7m>

— / — / Y
we=2p (@) wy T (@) we=Lp (@), wy TP (@)

define um elemento no espaco dual de W% (Q) x W=t1¢'((2) com norma limitada por
C (Hf||W572,p(Q) + HhHWS,Lp(Q)) Do Teorema da Representacdo de Riesz deduz-se que
existe um tnico par (u,q) € WP (Q) x W*=17(Q) /R solugao de (S) e satisfazendo (5.25)).

|



Capitulo 6

Apéndice

6.1 Definicoes usuais

Definigao 6.1 (Reta estendida). Seja R o conjunto dos nimeros reais. A cole¢do

R := RU {+00, —00} € denominada reta estendida de nimeros reais.

Defini¢ao 6.2 (Fungao de classe C™). Uma funcao f: Q — R, definida no conjunto

aberto Q C R", diz-se de classe C* quando existem, em cada ponto x € Q, as derivadas

ais 2L ... Of 05 2F
parciais 5:-, s Pas € aST funcoes a7 -

que uma funcao f: Q — R definida no conjunto aberto 2 C R™, m > 1 um inteiro, € de

Q — R, assim definidas sao continuas. Dizemos

classe C™ quando ela possuir derivadas parciais em todos dos pontos de ) e as funcoes
AL ... 9L . R forem de classe C™ 1,

ox1’ ) Oxn

Definicao 6.3 (Conjunto de classe C™). Seja Q0 um conjunto aberto em R™ com
fronteira I'. Dizemos que ) € de classe C™ se a frontera I € uma variedade de classe C™

(m > 1 o qual deve ser especificada) de dimensao n — 1,e Q estd localmente num lado de

I.
Para ver defini¢do de variedade de classe C™ veja em [26].

Definigao 6.4 (Conjunto conexo). Uma cisao de um conjunto X C R™ é uma decom-
posicio X = AU B, onde AN B =0 e 0s conjuntos A, B sao ambos abertos em X. Uma
cisao do tipo X = X U € chamada cisao trivial. Um conjunto chama-se conexo quando
nao admite outra cisao além da trivial. Isto é, quando X € conero, X = AUB, com A, B

disjuntos e abertos em X entao A =0 ou B = (.

65
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Definigao 6.5 (Suporte de fungao). Sejam u uma funcdo definida em Q C R", u
mensurdvel e (A;)ier a familia de todos os subconjuntos abertos A; de Q tais que u = 0
quase sempre em A;, com I conjunto de indices. Entao u = 0 quase sempre em A =
Uics Ai- Define-se o suporte de u e denotado por supp u, o sequinte subconjunto fechado

de €,
supp u = Q\A.

Caso u seja continua em (2,

supp u = {x € Q;u(z) # 0}.

Isto é, o suporte de u € o fecho, em Q, do conjunto {x € Q;u(x) # 0}. Diz-se que uma

funcao u tem suporte compacto em ) se existir um conjunto K, com K C S tal que
supp u C K.

Com A= AUA", A" conjunto dos pontos de acumulacio de A.

Defini¢ao 6.6 (Conjunto Lipschitz). Seja @ C R"™ um conjunto aberto e limitado

com fronteira I'. Diz-se que ) é Lipschitz se numa vizinhanca de qualquer ponto x € T,

' admite uma representagao de um hipersuperficie y, = f(y1,-+ ,Yn_1) sendo f uma
funcgdao Lipschitz e (Y1, ,yn) sGo coordenadas retangulares em R™ numa base que pode
ser diferente da base canodnica eq,...,e,. Dizse que f : A C R* — R € uma funcao

Lipschitz se a sequinte condigcao for satisfeita: existe uma constante K > 0 tal que para

todos x,y € A

[f(z) = f(y)] < Kl[z —yll.

Definic¢ao 6.7 (Convolugao). Sejamu € L'(R"),v € LP(R") com 1 < p < oo. Define-se

a convolucao de u e v por

w(zr) = /n u(z —y)v(y)dy, Ve R"

Notacao: w(z) = (ux*v)(x).



Capitulo 6. Apéndice 67

Definicao 6.8 (Operador divergente de campo vetorial). Seja u = (uy,- -+ ,u,) um
campo vetorial definido no conjunto aberto 0 C R™ sendo que as componentes uy,-- - , Uy

admitam deriwadas parcias em . O divergente de u é o campo escalar
divu : @ — R,

definido por
8u1

81’1

ou,,
o0x,,

divu(z) =

F (@) 4 4+ o= (),

para todo x € ().

Definigao 6.9 (Operador divergente de matriz). Seja A = (a;j); j=1,.. n uma Mmatriz
admitindo derivadas parcias em cada uma das suas entradas. O divergente de A € dado

por

VoA— ( (9% . Za“w)
j=1
com a;; : €0 — R,
Isto ¢, o dwergente de uma matriz € um vetor linha cuja j-ésima componente € o divergente

do vetor da i-ésima linha de A.

Definigao 6.10 (Operador gradiente de fungio escalar). Seja f : Q@ — R uma
funcao diferencidvel no conjunto aberto 2 C R™. Define-se o gradiente de f no ponto

x € Q como o vetor gradf(x) dado por

radf(0) = (@) g @).

Notacao:  gradf(z) = Vf(z).

Definicdo 6.11 (Operador gradiente de fungdo vetorial). Seja u = (uq,usg,us3)
uma fungao vetorial com cada uj : Q — R, j = 1,2,3 definida sobre um conjunto aberto
Q C R3, tendo derivadas em todas as direcoes. O gradiente de w, denotado por Vu, é

definido por

i 8u1 8u1 8u1 T
dr; Oxy Ox
8ué 8u§ 8u§
Ory Oxry Ox
8u; 8u§, 8u§

| Ox1 Oze Ox3 |
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Defini¢ao 6.12 (Operador laplaciano). Seja Q C R™ um conjunto aberto. Para toda
fungcao f : Q — R, duas vezes diferencidvel e x € ), o laplaciano de [ € a funcao
Af:Q — R, definida por
0? 0?
(@)= TL@) 4+ L)
Oxy

2
O0x2

Em se tratando de equacao vetorial tem-se a sequinte notacao:

Af(z) = (Afi(z), -, Afu()),
com fj : Q@ — R, je{l,---,n}, duas vezes diferencidvel.

Defini¢do 6.13 (Espagos CF(R")). Denota-se por CF(R"™),com k inleiro nio negativo,
o espaco de Banach das funcoes u : R™ — K ,assim como todas as suas derivadas até a
ordem k e equipado com a norma

[Jull o ny = max sup | D%u(x)|.
Definigao 6.14 (Espagos C**(R")). Denota-se por CK*(R"),0 < X\ < 1, o espago de
Banach das fungies u € CF(R™) tais que u e todas as suas derivadas até a ordem k > 1
sao Hoélderianas com expoente \, tal que

| D*u(z) — D*u(y)|

max su < 00
i<k e [z — y|P ’
T#y
com a norma
_ |DYu(x) — D*u(y)|
[ull grengny = HUHC{f(Rn) + ‘rg@i Isy%gn |z — [
TF#yY

Definigao 6.15 (Dual topologico). Seja V' um espago normado. O espago de todas os
funcionais lineares e continuos em V ¢é denominado dual topoldgico de V' e denotado por
V*. Um funcional € uma funcao f:V — K onde V € um espaco vetorial e K um corpo

de escalares. A norma de f € V* ¢

L M@
v+ = Sup .
osey el

/1

Notacao:: f(z) =< f,z >y y.
Definigao 6.16 (Espacgo Reflexivo). Seja X um espa¢o normado. Dizemos que X é

um espaco reflexivo se a imersao candénica

T . X — &A™
r — g, X" — K (6.1)
o ga:(f) = f((ﬂ)

¢ sobrejetiva. Com T(x) = g.(f) = f(z), X** = [X*]" e K corpo de nimeros (R ou C).
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Definicao 6.17 (Imersao). Sejam X e Y espagos normados.
Dizemos que X estd imerso conlinuamente em Y se:
a) X € subespago vetorial de Y,
b) O operador identidade I definido de X em Y por I(x) = = para todo © € X € continuo.
Sendo I um operador linear, pelo Teorema , a condi¢io b) € equivalente a

z|ly < Cl|z||x, Vr e X.

Dizemos que X estd imerso compactamente em Y se a) e b) sao satisfeitas e para
cada sequéncia limitada (x,)nen em X, € pré-compacta em Y, isto é, Y admite uma
subsequéncia (Tn;)jen de (T,)nen convergente em Y.

Notacgoes:

X <= Y: wmersao continua e X CC Y: imersao compacta.

6.2 Lema

Lema 6.18 (Transformacao candnica). A transformacao canonica C' dada por
¢ um isomorfismo do espago normado X sobrejetivamente ao espag¢o normado R(C), o
conjunto tmagem de C'. Desta forma, pode-se identificar um espacgo reflexivo com o seu
bidual, 1sto €, X = X**.

Veja em [20)].

6.3 Proposicoes

Proposicao 6.19 (Desigualdade de Holder). Seja 2 C R". Se p,q sao expoentes
1 1
conjugados, isto é, — + — =1 com 1 < p < 0o e f € LP(Q),g € LIQ). Entao,
p q
frgel()e
/Qlf(l") 9(@)dz < |[fll 1oy 191 Lagey -
Veja em [24],[L0].

Proposicao 6.20 (Desigualdade de Holder Generalizada). Se fi, fo, -+, fm sdo
fungdes tais que f; € L (Q), para 1 <i < m, com % = pil + p% +- me <1, entao o
produto f = fifs--- fm pertence a LP(Q) e

1 1oy < Wl o) 120l oy - - Nl o () -

Veja em [7].
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Proposicao 6.21. Seja W um subespaco vetorial de um espag¢o normado real V, com
W # V. Entio, eviste f € V*, tal que f #0 e f(x) =0, Vo € W.
Contrapositiva: Seja W um subespaco vetorial de um espaco normado real V. Se para

toda f € V* tal que f #0 e f(z) =0,Yx € W entio W = V.
Veja em [18].

Proposicao 6.22. Seja Q um conjunto aberto em R™. LP(Q)) € reflexivo se, e seomente

se, 1 < p < oo.

Veja em [I].

6.4 Teoremas

Teorema 6.23. Sejam U e V' espacos vetoriais sobre K e T : U — V' uma transformagao
linear. Entao

a) Ker(T) é um subespaco vetorial de U e Im(T) é um subespago vetorial de V.

b) T é injetora se, e somente se, Ker(T) = {0}.

Im(T)={veV;3ueUlU tal que T(u) = v}.

Ker(T) ={u e U; T(u) =0}.

Veja em [11].

Teorema 6.24 (de Green). Sejam Q) um subconjunto aberto, conezo e limitado de R?,

onde vale o Teorema da divergéncia, e u,v € C*(Q). Entdo valem as sequintes identidades:

/(vAu+Vqu)dxdy: /v%ds,
Q r on

ou ov
/Q(vAu — uAv)dzdy = /1“ (v% — u%) ds,

com o € a derivada normal na fronteira unitdria externa a 1.
n

Veja em [17].

Teorema 6.25 (continuidade e limitagdo). Um funcional linear f com dominio D(f)
num espaco normado € continuo se, e somente se, f € limitado.

Dizer que um funcional f € linear e limitado significa que

a) Limitagao:

3 C > 0 tal que |f(z)| < C||z||, Vo € D(f), com ||-|| norma em D(f) .

b) Linearidade:

flax+ By) = af(x)+ Bf(y), Vz,y € D(f) e a,p € K(corpo de nimeros).
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Um forma equivalente de mostrar a linearidade de um funcional € a sequinte: Dados
r,y € D(f) ea €K,

o flx+y) = flz)+ f(y),
o flax) = af(z).

Veja em [20].

Teorema 6.26 (espago dual). O espaco dual X* de um espaco normado X é um espago
de Banach.

Veja em [20)].

Teorema 6.27 (extensao linear e limitada). Seja T : D(T) — Y um operador linear
e limitado, onde D(T) estd contido num espa¢o normado X e Y é um espaco de Banach.

Entao T tem uma extensdao

T:D(T)—Y,
com T ¢ um operador linear e limitado de norma
Tl = [IT].

Veja em [20].

Teorema 6.28 (convergéncia dominada de Lebesgue). Seja (fi)ren uma sequéncia
de funcgoes integrdveis a qual converge em quase todo ponto para uma funcao f mensurdvel

a valores reais. Se existir uma funcao integravel g tal que |fy] < g para todo k € N, entao
/fd,u = lim /fkd,u.
k—o00

Teorema 6.29 (Hahn-Banach). Seja f um funcional linear e continuo sobre um sube-

f € integravel e
Veja em [6].

spaco W de um espaco normado V. Entao existe um funcional linear e continuo ]? em V

o qual € uma extensao de f a'V e tem a mesma norma,

£l = 1£llw

com fllv=sup [f@) e [lfllw=sup |f(w)

=1 =1
lolly, lwlly,,

Veja em [20)].
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Teorema 6.30 (O dual normado de W;""(2)). Se 1 < p < oo, p' € o expoente
congugado de p, um inteiro m > 1, entao o espago dual [Wy"*(Q)]* € isometricamente

isomorfo ao espaco de Banach W~ (Q) consistindo de todas as distribuicies T € D'()
que satisfazem e tendo norma

|T|| = min {HUHLp/(Q) v satisfaz 1)

T= 3 ()DL, T =<éw> 0<lal<m (6.2)
0<|a|<m
com v, € LP(Q) e T, definidas em D(Q).
A completude deste espaco é consequéncia do isomorfismo isométrico. Evidentemente,

W= (Q) ¢ separdvel e reflexivo.
Veja em [1].

Teorema 6.31. Seja X' um espaco normado. X € reflexivo se e somente se X* € reflexivo.

Se X* ¢ separdvel entao X € separdvel. Donde se X € separdvel e reflexivo, assim é X*.
Veja em [I].

Teorema 6.32 (particao da unidade). Seja (X)\)ren uma cobertura aberta de um sub-
conjunto aberto de X de R™, com A um conjunto de indices. Entao existe uma sequéncia
de fungoes (;)1<icco € D(X) tal que:

(i) cada 1; tem suporte em algum X,
(i) Yi(x) 2 0 e Z%(x) =1, zed,
i=1

(15i) qualquer conjunto compacto intercepta apenas wm nuimero finito de suportes de 1);.
Tal colecao de funcoes € chamada de uma particao localmente da unidade, subordinada
a cobertura (X\). Uma cobertura de um conjunto A de R™ é uma familia (F))\er de

subconguntos F\ C R™ tal que A C | Jrer Fy, sendo L um conjunto de indices.

Veja em [13].
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