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Resumo

Neste trabalho, analisamos a existéncia de solucao para problemas da forma

—div (quIp_ZVu) =fem Q
u>0em (D
u =0 sobre 09,

sendo f:Q — R uma funcdo dada por f = AuP~'+ uP~1, Q C R” aberto e limitado, A€ R e
1 < p < n. Este problema é conhecido na literatura como o Problema de Brezis-Nirenberg.
Inicialmente, estudamos o trabalho de Brezis-Nirenberg [BN83] que trata o caso p =2 e que
deu origem aos problemas da forma (1). A vantagem de se estudar o caso p =2 é que o
problema (1) fica modelado no espago de Hilbert H;(£2), a equagdo de (1) € eliptica e a
solucao € de classe C?. No caso geral, o problema fica modelado no espaco de Banach
WOLP(Q), a equacdo em (1) pode nao ser eliptica e a solugao € de classe C*, com0<a < 1.

O que tornou o trabalho de Brezis-Nirenberg original e bastante divulgado foi o fato de
usarem funcdes extremais da desigualdade de Sobolev para minimizar o funcional
associado a (1). O caso 1 < p < n foi estudado por Guedda-Veron [GV89] e as idéias
usadas foram as mesmas de [BN83], porém foi necessario o uso de técnicas de aproximacgao

e o desenvolvimento de principios de comparacao.

Palavras-chave: Problema de Brezis-Nirenberg, método variacional, desigualdade o6tima de

Sobolev, concentracgao de compacidade, regularidade Holderiana.
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Abstract

In this work, we've analysed the existence of solution to problems of form

—div (qu|’”_2Vu) =fin Q
u>0in Q 2
u=0 on 29,

where f : Q) — R is a function defined for f = Au?~!'+ u?"~!, Q c R” open and bounded,
A€Rand 1 < p < n. This problem is known in the literature as Brezis - Nirenberg’s Problem.
Initially, we have studied the paper of Brezis-Nirenberg [BN83] that is the case p =2 and gave
rise to problems of form (2). The advantage of studying the case p =2 is that the problem (2)
is modeled in the Hilbert space H&(Q), the equation of the (2) is elliptic and the solution is C?
class. In the general case, the problem is modeled in the Banach space Wol’p (), the equation
in (2) can not be elliptic and the solution is C“ class, with 0 < @ < 1.

What made the work of Brezis-Nirenberg original and highly publicized was the fact that
they use extremal functions of Sobolev inequality to minimize the functional associated to
(2). The case 1 < p < n was studied by Guedda-Veron [GV89] and the ideas used were the
same as [BN83], but it was necessary to use approximation techniques and the development

of principles of comparison.

Keywords: Brezis-Nirenberg's problem, variational method, inequality optimal Sobolev, con-

centration of compactness, regularity Holderian.



Sumario

Resumo
Abstract
Introducao

1 Resultados Preliminares
1.1 Definicdes e alguns resultados cldssicos . . .. .......... ... . ... ...

1.2 Método Variacional . . . . ... ..
2 0 Operador Laplaciano - Caso Classico

3 O Operador p-Laplaciano
3.1 IdentidadedePohozaev ............. ... . .. . .
3.2 Oprincipio de comparacaoforte . . .. ........ ... .. ... .. i

3.3 Existéncia e ndo-existénciadesolucao . ............. ... ...
A Regularidade C'“ até a Fronteira e Unicidade de Soluciao

Referéncias Bibliograficas

vi

iv

30

54
54
58
65

77

91



Introducao

Nesta dissertacao investigamos a existéncia de solu¢do para o problema

—div (IVuI”_ZVu) =AuP'+uP-! em Q
u>0em Q (3)
u =0 sobre 909,

sendo 2 C R” um subconjunto aberto e limitado, 1 <p <n, AcR e p*= é 0 expoente

critico de Sobolev.
Para resolver este problema, o qual é conhecido como o “Problema de Brezis-Nirenberg”,
iremos utilizar o método variacional. Tal método consiste em procurar pontos criticos do

funcional associado a EDP do problema em estudo, que no nosso caso é dado por

1 1 . 1
fb(u)z—J |Vu|”dx——*f |ulP dx——JAIulpdx, (@Y
P Jq P Jq P Jq

o qual é definido sobre Wol’p (©2). Veremos no capitulo 3 que os pontos criticos deste funcional
sao solucoes do problema (3). Logo, o trabalho sera analisar a existéncia de tais pontos criti-
cos. No entanto, este estudo fica dificultado pelo fato do funcional ® envolver o expoente
critico de Sobolev, e assim, ndo temos a comodidade de usar resultados de compacidade
imediatos, dado que a imersao de V\{)l’p em LP" ndo é compacta.

E justamente esse fato que nos motiva a estudar o problema (3), pois ele assemelha-se com
alguns problemas variacionais da Geometria e da Fisica, nos quais a falta de compacidade
também se faz presente. Um exemplo notério é o Problema de Yamabe, proposto em 1960
por H. Yamabe no trabalho [Yam60]. Este problema consiste no seguinte: “Dada uma
variedade Riemanniana compacta de dimensdo maior ou igual a trés, existe uma métrica
Riemanniana, que seja conforme a métrica original e com curvatura escalar constante?”. A
demonstracao desse resultado, dada como verdadeira por Yamabe em seu trabalho [Yam60],
na verdade apresentou algumas falhas que foram detectadas por Trudinger, aproximada-
mente oito anos depois. O problema foi resolvido em alguns casos particulares, por Trudinger

[Tru63] e T. Aubin [Aub76a]. Esses resultados, mesmo em casos particulares, deram uma



clara indicacao do caminho para a solu¢gao completa do problema de Yamabe. Entretanto, o
problema permaneceu em aberto até o ano de 1984, quando R. Schoen [Sch84] finalmente
resolveu o problema, ap6s vinte e quatro anos do inicio da investigacao.

Tal fato levou a um significativo desenvolvimento da teoria das equacoes diferenciais parci-
ais ndo-lineares e chamou a atencao para os problemas de Andlise Geométrica. A idéia de
Yamabe foi considerar uma variedade Riemanniana compacta e suave (M, g), de dimensao

n >3, e [g] aclasse conforme da métrica g, que é definida como

[g]={u""?g=g, ueC™(M), u>o}.

Se g e § sdo métricas conformes com curvaturas escalares S, e Sy respectivamente, entao

Sg e Sg satisfazem a relagao

4n—1)
n—2

sendo A, u = —div,(Vu) o Laplaciano de u com respeito a métrica g. Com essa constatagao,

———Agu+Sgu=Szu*7, (5)

o problema de Yamabe torna-se um problema de existéncia de solucao para a equacgio
diferencial (5). De fato, dada qualquer variedade Riemanniana compacta e suave (M, g), de
dimensao n > 3, queremos saber se existe u € C*°(M), com u > 0, tal que S g Seja constante,
ou seja, queremos u satisfazendo

gU+ 4(’; _21)8 u=2ru*"', com A=S; 4(’1’1—_21)

Outras informacoes acerca do problema de Yamabe e da equacao (6), conhecida como

(6)

Equacgdo de Yamabe, bem como seu contexto histérico, podem ser encontradas nas
referéncias [DHO02] e [BASM].

Voltando ao problema de Brezis-Nirenberg, como estamos considerando A uma constante
real qualquer, precisamos separar a andlise em alguns casos, os quais dependem do primeiro

autovalor do p-Laplaciano A, dado por

Alzmax{p >0; f |u|’”dx§p‘1f [VulPdx, vV ue M{)l"’(ﬂ)}.
Q Q

Essa andlise é baseada no artigo [BN83], no qual os autores Brezis e Nirenberg estudaram
a existéncia de solu¢do do problema (3) para o caso p =2, considerado como caso classico,
justamente por terem introduzido algumas idéias para a andlise de equacoes desta natureza.
Tal caso serd tratado no capitulo 2 desta dissertacdo, uma vez que este servirdi como modelo
para a andlise do caso geral. Veremos que no caso 0 < A < A; o problema (3) possui pelo

menos uma solucao e nos casos A <0 e A > A, tal problema nao possui solucgio.



O fato de Wol’p (£2) ndo imergir compactamente em L”*(2), faz com que o estudo de existén-
cia de pontos criticos do funcional (4) se torne bastante delicado. Uma das formas de se
contornar esta situacao é utilizar o chamado Teorema da Concentragdo de Compacidade, re-
sultado que levou Pierre Louis Lions a receber a medalha Fields no ano de 1994. O mesmo
encontra-se nos trabalhos The concentration compacteness principle in the calculus of varia-
tions: the limit case I e The concentration compacteness principle in the calculus of variations:
the limit case II, publicados na Revista Matematica Iberoamericana, em 1982.

Em se tratando de nao existéncia de solucao, no caso A < 0 usamos a Identidade de Pohozaev.
Esta identidade é facilmente obtida no caso p =2, pois podemos trabalhar diretamente com
a EDP do problema (3), uma vez que qualquer solucdo desta EDP é de classe C%(Q). No
caso geral sabemos apenas que a solugdo da EDP em (3) € de classe C%(f2), com 0 < a < 1.
A forma tradicional para resolver essa falta de regularidade é aproximar (3) pela seguinte

equac¢do nao-degenerada

p=2
—div ((£+|Vu€|2) 2 Vus) =f em Q
(7)
u, =0 sobre 99,

para £ > 0. Como as solucdes u, de (7) sdo de classe C2(Q2), podemos obter a identidade de
Pohozaev para u.. A identidade de Pohozaev para solucdes de (3) segue tomando-se o limite
na igualdade integral encontrada para o caso nao-degenerado. Para isso, faz-se necessario a
verificacdo de que u, converge uniformemente para u em C(2), quando & — 0.

A prova da nao-existéncia de solucdo para o caso em que A > A, é facilmente resolvida no
caso em que p = 2, pois o problema (3) se modela no espacgo de Hilbert, ou seja, a norma
de H; provém de um produto interno. No caso geral, a estratégia usada em [GV89] foi obter
resultados de comparacao para o operador p-Laplaciano.

De forma a proporcionar um bom entendimento acerca desta dissertacao e da problemadtica
por ela tratada, dividimos o contetido do trabalho em trés capitulos. No capitulo 1, além
de resultados cldssicos e necessdrios para o desenvolvimento do assunto, como desigual-
dade 6tima de Sobolev e tépicos sobre o método variacional, enunciamos e provamos o
ja referido Teorema da concentracdo de compacidade. No capitulo 2, estudamos o caso
cldssico do problema (3), analisando a ndo existéncia de solucdo para n > 3 e a existén-
cia de solucdo foi separada em dois casos, n > 4 e n = 3. Aqui, surgem peculiaridades
acerca da dimensao e da regidao em estudo. Usando as idéias retiradas do caso cléssico, es-
tudamos o caso geral no capitulo 3. Neste capitulo, a primeira secao considera o problema
perturbado (7), donde obtemos a Identidade de Pohozaev para a solu¢do do problema (3).
Na segunda secdo, apresentamos principios de comparacao e de maximo, os quais serao

fundamentais para a prova da ndo-existéncia de solucdao quando A > A,.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo, iremos apresentar alguns resultados que aparecem com menos frequéncia
na teoria cldssica de EDP’s elipticas. Estes resultados serdo utilizados ao longo deste tra-
balho, os quais, somados a uma formacao geral em Andlise Funcional, Teoria da Medida e
Equacoes Diferenciais Elipticas, permitem um bom entendimento desta dissertacdo. Omi-
tiremos algumas demonstracoes ora para deixar a leitura mais fluente, ora por se tratar de

resultados bem conhecidos na literatura.

1.1 Definicoes e alguns resultados classicos

Os Espacgos de Sobolev, por desempenharem um papel central no estudo das equacoes

diferenciais parciais, serdo definidos a seguir.

Definicao 1.1 (Espacos de Sobolev). Sejam Q2 € R"™ um aberto, 1 < p < oo e k um inteiro

nao-negativo. O espaco de Sobolev

wkP(Q)
é o conjunto formado por todas as fungbes u € LP(QQ) tais que existem as derivadas fracas
D%*u € LP(Q2), para qualquer multi-indice a com |a| < k.

A seguir, vamos munir os espagos de Sobolev com normas que fornecam uma boa estrutura

a estes espacos.

Definicdo 1.2. Dada u € WP (Q), sua norma é definida como

ID*ull?
p

lal<k

sel<p<o

||u||wkvv(sz) =
ID%ull, se p=oc.

lal<k
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Definicao 1.3. Denotaremos por Wok"’ (©) o fecho do conjunto C>(Q2) no espago Wkr(Q) com

respeito a norma| . ||y

Definicéo 1.4. Seja$) C R"” um aberto e limitado. Dizemos que 05 é de classe C* se, para cada

X0 €9, 3r>0euma fungdoy: U — R de classe C*, com U C R"! aberto, tal que

QN B,(xo) = {x € B(x0) ; xn >7(x1,---,Xp1)}.
Além disso, 0Q0€ C® se Qe Ck, V k eN.

Teorema 1.5 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Q) C R" um subconjunto aberto e limitado,

oNeCl1<p<neuc Wol'p(Q). Entdo, existe uma constante C = C(n, p,q,<?) tal que

||u||Lq(Q) <C|Vu ||LP(Q),
para todo q € [1, p*].
Demonstragdo. Ver capitulo 5 de [Eva09]. O

Teorema 1.6 (Normas equivalentes). Em Wol’p (), sendo 2 C R™ um subconjunto limitado

com fronteira de classe C', temos que

Il. ||wlvp(sz) ~ V. ”Ll’(ﬂ)'

Demonstragdo. Seja u € W)l’p (€2). Pela desigualdade de Poincaré, temos

1 1 —
luells = (Nl +1IVull?)? < (CUVulll, +1Vull,)” = CliVul.

Por outro lado, temos

1
IVully < (1l + 1V ul],)? =iy,

o que finaliza a demonstracao.

Teorema 1.7. Seja{) C R" ndo-vazio, 1 < p <o e{u,} uma sequéncia em LP(R2) tal que
@ llunllpp) <M, para algum M > 0;
(ii) up,—u q.t.p.em.

Entdo,

”unHip(Q) —[lun— u”ip(g) - ”u”i)p(g)-

Demonstragdo. Ver [BL83]. O
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Definicao 1.8 (Imersdao compacta). Sejam X e Y espacos de Banach, com X C Y. Dizemos
que X estd imerso compactamenteem Y, e escrevemos X CC Y, sel; : X — Y for um operador

continuo e compacto, isto é, se satisfaz

@ |lx|ly <Cllx|lx, V x € X e para alguma constante C;

(ii) Qualquer sequéncia limitada em X é pré-compactaemY .

Seja L o operador diferencial de segunda ordem dado por

n

Lu=-— Z (a”(x)uxi)xj +ibi(x)uxi +c(x)u,
i=1

ij=1

sendo u, a'/, bt, c :QCR"—>R, Vi, j=1,---,n.

Definicao 1.9. O operador L é chamado de Eliptico se existir uma constante 6 > 0 tal que

S @l(EE 2 01EE, q.Lpem 0,V £ R

i,j=1
Definimos acima um operador de segunda ordem na sua forma completa, justamente para

enfatizar que a elipticidade de um operador diferencial depende apenas dos coeficientes das

derivadas de maior grau.
Definicao 1.10 (Solucdo fraca). Seja f € L*(£2) uma fungdo dada. Diremos que u € W)l'p Qe

solugado fraca do problema

Lu=f em(Q
u=0 sobre 09,

conhecido como Problema de Dirichlet, se satisfaz

J Zaif(x)uxivxj+Zbi(x)uxiv+cuv dx:ffvdx, Y ve W, Q).
) 0

ij=1 i=1

A seguir, vamos considerar uma solucao fraca de um problema de particular interesse.
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Uma solucao fraca para o problema

—div (a(Vu))=f em Q

(1.1)
u =0 sobre 90
é uma funcio u € W'r(Q) tal que
J a(Vu)Veodx =f fodx, Y ¢eW," ), (1.2)
Q Q

sendo f€ L*(Q)ea:R"—R", a(n)=(ai(n),---,a,(n)). Suponha que a fungio a satisfaz
(i) ae€C(R")NCY(R"\{0});

(ii) a(0)=0;

n 0 ; B
i) D 2 L0 27 (ki) P
J

ij=1

< T(x+In)"™%

(iv) zn:

ij=1

ﬁa,-

——(®)
on; K
W) |am)|<T (k+m)"
i) a(n)-n=CGinlP —C,,

para todos n € R” \ {0}, & € R", para algum k € [0, 1] e para constantes positivas 7,I", C; e C,.

Com estas condicoes de crescimento e elipticidade temos o seguinte resultado de regulari-
dade, devido a Tolksdorff [Tol84] e DiBenedetto [DiB82].

Teorema 1.11 (Regularidade C%). Seja u solugdo fraca de (1.1) e u € L™(R2). Nas condigbes

acima, existem constantes a € (0,1) e C > 0, tais que |Vu(x)|<C e

a

‘Vu(x)—Vu(x’)

< C|x—x’

, paratodos x,x €Y,
sendoC=C(n,p,y,I)e QY ccQ.

A demonstracdo deste resultado serd omitida neste trabalho, justamente por se tratar do
principal objeto de estudo do artigo [Tol84]. Como foi dito anteriormente, o problema (3)
e sua perturbacao se encaixam nas hipoteses do Teorema acima. Faremos a verificacdo das
condicoes de crescimento e elipticidade quando estivermos trabalhando com tais proble-

mas. Com respeito a limitacao da suposta solucdo, esta serd considerada abaixo. Fizemos
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esta demonstracdo baseados num resultado semelhante ao tratado neste trabalho, o qual
pode ser encontrado no apéndice E de [Per97].

Assim, supondo que o problema tenha solucao fraca, podemos obter informacao sobre a
limitacao da soluc¢ao, a qual é uma condicao necessdria para a utilizacao do resultado ante-

rior. Antes, porém, precisamos do seguinte lema.

Lema 1.12. Sejama >0, >1 e ¢ :[0,00) — [0,00) uma fungdo decrescente. Se

¢p(h) <

=i [90(K)]?, Y hk talque h> k> ky>0,

entdo ¢(ko+d) =0, onde d* = C271 [ (kq)]*~".
Demonstragdo. Defina

d
dn=ko+d—2—n, VneNuU{o}.

d
Assim, podemos notarque d, < ko+ded 1 —d, = a1’ V n € NU{0}. Portanto,

(=o' = (s ) =€ 205 fgran) ™,
Dai,
C d
¢(dy) < m [‘P(do)]ﬁ = %-
Indutivamente, obtemos
o(d,)< 9D _ 9ld)

onaf(-1) ~  ony

a
sendo u = ——- > 0. Logo,

p—-1
lim () =0.

Como ¢ é decrescente e d,, < ky+ d, temos que
0<¢(ko+d)<lim¢(d,)=0.
O

Proposicao 1.13. Suponha que u € WOI”’ (Q),u > 0, seja solugdo fraca do problema (1.1),
sendo f uma funcao tal que |f(x,u)| < C (1 + Iul”*_l). Entdo, u € L>(9Q).

Demonstragdo. A demonstracao desse resultado serd dividida em dois passos.
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Passol: u € L5(Q), Vs>1.

Defina, paracada l >0e 8 > 1, as funcoes

ub se u<l

BIEY u—-01)+18 se u>1l

F(u)=

e
uB-r+l ge y <1
G(u)=
BlB—-Dp+1]16-Vr(u—1)+1F-Dr+l se y>1.
Logo,
Fl(u)= Puise usl e G'(u)= [(B—-Dp+1]ulf~P se u<l
BB~ se u>1 BlB-Dp+1]1F-VPr se u>1.

E assim, podemos obter as seguintes propriedades:
(1) G(u)<uG'(u);

(2) C[F'(u)]” £G’(u), com C independente de ;

(3) uP~'G(u)< C[F(u)]?, com C independente de [;
@) F(u),G(u)e W,""(Q).

Agora, como p < p*, podemos escolher # > 1 tal que Bp < p*. Considere a funcao n?G(u),

com 1 € C*(Q2). Uma vez que n*G(u) € Vl{)l’p (Q) e u satisfaz (1.2), temos em particular, que

J a(Vu)V(n"G(u))dx :f fMPG(u)dx.
Q Q

Como V(n?G(u)) = pn?~'G(u)Vn+nPG'(u)Vu, aplicando a propriedade (1), a desigual-
dade de Holder e a desigualdade de Young com ¢, obtemos
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J a(Vu)- [n’G'(u)Vuldx - J fnPG(u)dx = —pf a(Vu)- [n”"lG(u)Vr)] dx
Q Q Q

IA

pf |a(Vu)-Vn| n”_lG(u)ijlG(u)%dx
0

IA

pJ |a(V)- V| P16/ w)7 1 Glwy?
Q

p(f |a(Vu)|p”1nPG’(u)) ,, ( f IVnI”u”‘lG(u))p
Q Q

< sle |a(Vu)|ﬁ an’(u)+C2J uP'G(u)|vnl”.
Q Q

IA

Além disso, pela hipdtese, podemos colocar G(u)f < Cs (1 + Iul”*_lG(u)). E, usando a pro-
priedade (3), obtemos, para € > 0 suficientemente pequeno,
J a(Vu)- [nPG'(u)Vu]dx < Cgf CIan”[F(u)]”dx—l—Cgf [1+|u|”*_lG(u)] nPdx
Q Q Q
< le Ian”[F(u)]’”rsz lul”P[Fu)’n” +Cs.  (1.3)
Q Q
Por outro lado, pela condicao (vi), obtemos

J a(Vu)- [n"G'(u)Vu] dx > le VulPnPG'(u)dx — sz n"G'(u)dx.
0 Q Q

Assim, substituindo a desigualdade (1.3) na anterior, encontramos

JIVuI”n”G’(u)SaJ Ian”[F(u)]”+Ezf[F(u)]”lul”*_pn’”+fs+f4j n’G'(w). (1.4)
Q Q Q

Q

No entanto, note que o lado esquerdo da desigualdade (1.4) pode ser estimado usando-se a

propriedade (2), obtendo-se assim

J VulPn’G'(u)dx > Cf
Q Q

F’(u)nVu|pdx. (1.5)
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Dai, usando as desigualdades (1.4) e (1.5),

J\V(nF(u))de < f(|F(u)Vn|+|nF’(u)Vu|)pdx
Q Q

IA

CJ [|F(u)Vr){p + |nF’(u)Vu\p] dx
Q

IA

cf |F(u)Vn{pdx+Ef VulPn”G'(u)dx

Q Q

< C4J IVTII”IF(u)I”+CsJ Iul”*"’n’”[F(u)]”+Cs+C7f n"G'(w).
Q Q Q

Porém, da desigualdade de Soboleyv, retiramos

U [F(u)]”*n'“*)
Q

Agora, dado x, € Q, escolhemos ) € C*(2) tal que, se supp (1) = Br(x,), entdo

P
£2

=

s@f IVn|”|F(u)lP + Cs f lul”PnP[F(u))” + Cs+ C, f nPG'(u). (1.6)
Q Q Q

p*-p

el = 20,

Entdo, pela desigualdade de Holder,

5

£ p-p
p* [
ESJ n” [Fw)l” lul’Pdx < Cs (J T]”*[F(u)]p*dx) (J u”*dx)
Q Br(x0) Br(xo)

P
¥

_ " * b *—
= Cs (J np [F(u)]p dx) ”u”i"*(’;}?(xo))
Q

U nP*[F(u)]P*dx) "
Q

IA
N |

Logo, a desigualdade (1.6) fica

P P
€3 %

(f [F(u)]p*np*) p SE4J |VT)|p|F(u)|’ﬂ‘|'l (J np*[F(u)]p*) p +Ee+67f n"G'(u).
Q Q 2 \Uq Q
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Juntando, obtemos

(J [F(u)]”*n”*dx) : < C7f |Vn|”[F(u)]”dx+C8+Cgf G'(u)dx.
Q Q Q

Assim, pela definicao das funcoes F e G’, fazendo [ — 0o, concluimos que

p

&
(f Mﬁp*np*dX) < C]()J uﬁpdx+C11f uﬁp_de‘i‘Clz.
Q Q Q

Como fp—p < Bp, u € LP"(Q) e tomamos > 1 tal que Bp < p* segue da desigualdade
acima que u € LPP'(Q2) (note que Bp* > p*). Aplicando este argumento sucessivas vezes,
obtemos que u € L5(Q2), Vs > 1.

Passo 2: u € L>(1).

Por hipétese, u satisfaz

J a(Vu)Vvdx :J frvdx, Yvew" . 1.7)
Q Q

Para k > 0, considere a funcao v dada por

u—k se u>k
V=
0 se u<k,

e defina o conjunto A(k)={x €Q; u(x)> k}. Entédo, u,, = v, em A(k) e

u=v+ksign(u) em A(k).
Além disso, como v € V\{)l’p (©2), substituindo em (1.7) obtemos

J a(Vv)-Vvdx = frvdx.
A(k) A(k)

Como a funcdo a( - ) satisfaz a condicao (vi), temos que

f [Vv|Pdx <C fvdx+6j dx.
A(k) A(k)

A(k)

Mas, pelas desigualdades de Holder e Poincaré,

%
EJ dxsclf udxsf(f IVVI”dX) AR
A(k) A(k) A(k)
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Dai,

%
f IVv|Pdx <C fudx+EU IVVI”dx) |A(K)|" 7. (1.8)
A(k) Ak) A(k)

Agora, aplicando a desigualdade generalizada de Holder e a desigualdade de Poincaré, temos

frdx < U IfIde) U Ivl”dx)n|A(k)ll‘(i+;)
A(k) A(k) A(k)
CU |f|5dx)SU |vU|pdx)p|A(k)|1‘(l+L).
Alk) A(k)

Substituindo esta desigualdade em (1.8), encontramos

1-1 %
U 'Wl”dX) < C( J |f|5dx) +CIAK) | A6,
A(k) AR

Pela desigualdade de Sobolev, ficamos com

© =

IA

p—1

SU Ivl’”*dx) < c(f |f|5dx) O HI Gl (1.9)
A(k) A(k)

Agora, note que, para 0 < k < h, temos que A(h) C A(k). Além disso, em A(h), temos que

h —k <|v|. Logo, dessas duas informacdes, obtemos

1

L p* . # . ITI*
[A(R)|P"(h—k)= ( (h—k)”*dx) < (J |v|P dx) < (J g dx) .
A(h) A(h) A(k)

Portanto,

p-1

F

|A(h)|p7_*l(h — k)Pl < U |u|P*dx) ) (1.10)
A(k)
Dai, de (1.9) e (1.10), obtemos

s

SIAR) 7 (h— kP < c( f |f|sdx) +elAm)l | 1A -G,
A(k)
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*

Elevando a equacgao acima a ——, temos
— 1 ,f% 1 p*(l—#)
AR < [CllFllsgagey + CMAGR | ————lat)” o).
(h—k)P Sp1
1 1
Chamando 3 = p* (— — —), obtemos
p (p—1s

p*

[CllF iy + CIAGE]
& (h—k)”

|A(h)| < A(K)IP.

n
Agora, pelo passo anterior, podemos tomar s > P donde podemos concluir que > 1.

Por outro lado, tomando a = p*, ko =0 e a funcdo decrescente ¢ : [0,00) — [0,00), dada por
¢(h)=|A(h)|, como

~

C
(h—k)*

p*

~ . — 1 1
em que C =81 [CIIfIILS(A(k))-I- C|A(k)|5] ’

¢(h) < P(k),

, segue do lema (1.12) que |A(d)| =0, onde
P o g

ar =C21)Q|" .

Isto €,

[ AUuy + CIAGRN |

B (L_#)_L
d= - 28-11Q|\p D)%,
Sp1
Portanto, ||u||,, < 00.
O
Proposicao 1.14. Para todos &,n € R", existe C > 0 tal que
£ +nl” <IEPP+CIEP Inl+ClnlP.

Demonstragdo. Considere a funcao f(x)=x”, para x > 0. Pelo Teorema do valor médio,

fx+1)—f(x)=f'(x+A), paraalgum 0<A<I. (1.11)

Porém, f'(x +A) = p(x + A)P~L e (x + A)P~! < C(xP~1 +1), para todo x > 0. Logo, de (1.11),

segue que

(x+1P <xP+CxP'+C, Vx>0.
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Tomando x = :7%:, obtemos
(IE1+1n)? <1EP+CIEP Inl+Clnl”.
Assim, da desigualdade triangular, segue o resultado almejado. O

Proposicao 1.15. Dados x,y € R", existe uma constante C > 0, independentede x ey, tal que

Clx—y|’ se p>2
(R 2x=lylPy x=y) 2y L lx =yl
(I +1y1)*”

Demonstragdo. Ver o apéndice A de [Per97]. O

se 1<p<2.

Para finalizar esta secao, daremos mais uma definicao e enunciaremos alguns fatos de Andlise

real. Para mais informacdes, consultar o livro [Eva09].

Definicao 1.16. Dizemos que um conjunto aberto Q) é estrelado em relagdo a origem se,

para cada x €9, o segmento de reta {\x ; 0 < A < 1} estd contido em .
Proposicao 1.17. Suponha que a fronteira 0X) seja de classe C! e que ) seja estrelado em
relagdo a origem. Entdo,
xv(x)>0, VxedQ,
sendo v o vetor unitdrio normal exterior a fronteira de ).

Proposicdo 1.18. Se f : R"” — R é de classe C?, entdo f é convexa se, e somente se, D>f > 0.
A fungdo f € C? é uniformemente convexa se D? f > 01, para alguma constante 6 > 0. Isso

significa que
D fun (0582 01EF (x,5€R™).
i,j=1
1 »
Exemplo 1.19. A funcgdo g(n)= E (8 + |7’]|2) *, definida sobre R" e com p > 1, é convexa.
Como

p—2
2

og ., . .
D= (e+1nl*) * n;

2 p—4 p—2
2

Fman, M==2) (e+1nP) = nin;+ (e +Inf) = &4,
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além disso,

p—2
2

Cle+Il)’ < (e+Inf) * <C(e+In)", (1.12)

sendo C, C constantes positivas, temos que

> L

ij= lanlan]

(MEE; = y(k+In)" %1€, para todos £ € R", n € R" \ {0}.

De fato, note que

Z P 3 & = D [(p—Z)(Hlnlz)p?nmj+(€+|n|2)p;26ij] 33
i,j=1 i,j=1
= (e+il?)T -2 (eril) " S i, + S bce,
i,j=1 i,j=1
= (e+1P) " [(p-2)(e+ 1) 1z +127]
= (e+l0P) T [(p-2(e+mP) ' <Em>*+12F], (1.13)

sendo A =nnT. Assim, para p > 2, temos

Z

Por outro lado, no caso em que 1 < p < 2, basta aplicarmos a desigualdade de Cauchy-

2 pT_z 2
Py am (mE:&; = (e+1nF) * 12"

Schwarz:

—~ 0%g "— Inl*
(M&i&; = €+|7’I| ? 2)———=+1
521 9nion; ! ( (€+ITI| )

L

> (p—-1D(e+nl’) * IEF

Em vista de (1.12), obtemos

(MEE; > Ce+In))"2I1ER Yp>1.
”213771577]

O préximo Teorema sera recursivamente utilizado nos capitulos 2 e 3 para obtermos estima-

tivas que nos ajudarao na prova da existéncia de solu¢ao do problema (3).
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Teorema 1.20 (Formula da Codrea). Suponha que f : R" — R seja continua e integrdvel.

ffdxzf (J fds)dr,

sendo S, a esferaemR" deraior.

Entdo

1.2 Método Variacional

Introduziremos agora, algumas defini¢coes e resultados acerca do chamado Método Varia-
cional. Este importante método é usado na investigacdo da existéncia de solucao de de-
terminadas equacoes diferenciais, permitindo tratar o problema usando técnicas da Andlise
Funcional ndo-linear. A idéia central deste método é associar um funcional a equacgdo
diferencial em estudo. Desta maneira, a solucao do problema passa a ser o estudo de pontos
criticos de tais funcionais. Se tivermos a garantia de que o funcional admite ponto critico,
esse ponto conduzird a solu¢do da EDP original. Assim, como precisaremos dar sentido para
derivadas de funcionais (ndo necessariamente lineares) definidos sobre espacos de Banach,

a proxima definicdo se faz necessaria.

Definicao 1.21. Seja F : X — R um funcional definido sobre um espaco de Banach X. Dado
x € X, dizemos que um funcional F'(x) € X’ é a Derivada de Gateaux de F em x se existir o
limite

F(x+ty)— F(x)

F'(x)y =lim " ,

para todoy € X.

Se existir um funcional linear limitado / : X — R tal que

hy) _
lyllx—o ||y |l

F(x+y)=F(x)+ F'(x)y+h(y), com

)

entdo chamaremos F’(x) de Derivada de Fréchet. Dizemos que o funcional F € C'(X) se a
derivada de Fréchet de F existir e for continua sobre X. Além disso, se ocorrer de F’(x) =0,
ou seja, F’(x)y =0, V y € X, chamaremos x de ponto critico de F.

Usando o Teorema do valor médio, podemos provar o préximo resultado.

Proposicao 1.22. Suponha que F : X — R tenha derivada de Gateaux continua em X. Entdo
F é diferencidvel segundo Fréchet e F € C'(X).

O exemplo a seguir, além de dar uma aplicacdo do resultado anterior, serd bastante utilizado

no decorrer do trabalho.
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Exemplo 1.23. Considere o funcional ] : LP(Q2) — R, dado por

](u)ZJ lulPdx,

Q

sendo Q2 um subconjunto aberto doR". Vejamos que ] é de classe C'(f).
(i) Existéncia da Derivada de Gateaux.

Sejam u, v € LP(£2). Queremos garantir a existéncia do seguinte limite

. J(u+tv)—J(u)
lim " =

t—0

~ | =

ltlil(}f fi(x)dx, sendo f(x)=-[lu(x)+tv(x)]” —|u(x)"].
Q

Dado x €1, para 0 < || < 1 temos, pelo Teorema do valor médio, que existe A € ]0,1] tal que

[l (x) + tv(x)” = u(x)”|

7 = plu(x)+2arv)" v(x)l

< pUul)l+ v v(x)l.

Pela desigualdade de Holder, obtemos

fftdxﬁpf(Iu(X)|+|v(X)I)’”_1|V(XJ|SP(f [Iu(X)|+|v(X)I]”dX) p vl < oo.
Q Q Q

Assim, (f;) é uma sequéncia de fungdes integraveis. Juntando a isso o fato de que
fi=plu+itv)’'v— plulP-'v eque

|fe| < pQul+lvl o] € L'(9),
segue do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que
ltm(}f frdx :f plulPPuvdx = J'(u)v.
Q Q

(ii) Continuidade da Derivada de Gateaux.

Suponha que u, — u € L”(2). Entao, u,(x) — u(x) q.t.p. em  (a menos de subsequéncia).

Além disso, sabemos que existe g € LP(Q2) tal que

lu(x)], lu,(x)| < g(x) q.t.p.em (a menos de subsequéncia).
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Queremos mostrar que J'(u,)— J/(u). Para isso, defina f(u):= p|u|P~?u. Entao,

1f(W)l7T = pri|ul’ € L'(Q).

Logo, f(u)e L%, e entao,

F) = F[ T = po [l — a5 < po (el )P
n n — n
201 pit (|un|” +|ul?)

< 2rtprTigl e L'(Q).

IA

Assim, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, obtemos que

fun)— f(u) em Lii(Q).

Dai, dada v € L”(2), aplicando a desigualdade de Holder, encontramos

J(un)v—J'(w)v| < f | f(wn) = fQ)|[vldx < | f(wn) = fQ)l, ]l
Q

E entao,

17/ (wn) = J' (W)l = sup

loll,=1

J(a)v = 7' (W] < || f(wa) - FIl, = 0.

O préoximo Lema permitird uma extensao do Teorema dos Multiplicadores de Lagrange para
espacos de dimensao infinita, o qual serd utilizado em larga escala nos casos em que j4 tiver-

mos a confirmacao de que o infimo do funcional em estudo é atingido.
Lema 1.24. Sejam F, G : X — R funcionais de classe C', sendo X Banach. Se, para x, € X,
existirem v, w € X tais que
F'(xo)v G'(xo)w # F'(xo)w G'(xo)v,
entdo F ndo tem extremo local em x,, quando restritaa C = {x € X ; G(x)= G(x)}.

Demonstragdo. Considere a funcao f:R? — R?, dada por f(s, t) =(fi(s, 1), f2(s, t)), sendo f;
e f, definidas por

fi(s,t)=F(xo+sw+tv)
fols, 1) =G(xo+sw + tv).
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Entao, pela definicao de derivada parcial e derivada de Gateaux, obtemos

%(0,0) %(0,0)
Js Jt F(x0)w F'(x0)v
|Df (0’0)|: af. of. B G'(xo)w G'(xo)v
2 2
%(o,o) E(O’O)

Como f é de classe C! e o Jacobiano de f no ponto (0,0) é diferente de zero, segue do Teo-
rema da aplicagdo inversa que f é localmente injetora e, portanto, x, ndo pode ser extremo
local de F.

O

Teorema 1.25 (Multiplicador de Lagrange). Suponha F, G : X — R funcoes de classe C' e X
um espago de Banach. Se para x, € X tivermos G(xy) = 0 e xy extremo local da F quando
restritaa C ={x € X ; G(x)=0}, entdo

(i) G'(x9)=0o0u
(ii) JueR tal que F'(xo)v =u G'(xo)v, Vv € X.

Demonstragdo. Suponha que G’(xo) # 0. Entdo, 3 w € X tal que G'(xo)w # 0. Como x, é

extremo para F, pelo lema anterior, temos
G'(x0)wF'(x0)v =G (x0)vF'(x0)w, YV v € X.

Logo, basta tomar y = ————. O

Definicdo 1.26. Sejam ] : X — R um funcional e X um espacgo de Banach. Dizemos que
] é fracamente semicontinuo inferiormente se para toda sequéncia (u,) C X, com u, — u,

tivermos J(u) <liminf J(u,).

Teorema 1.27. Seja L:R" xR xQ — R uma fungdo suave e limitada inferiormente. Suponha,

ainda, que L satisfaca
|L(y,z,x)| <C+lylP+lzl”), VY(y,z,x)€ER"XRxQ
eque a funcaoy — L(y, z,x) seja convexa, V (z,x) € R x . Entdo,

](w):f LVw,w,x)dx
Q

é fracamente semicontinuo inferiormente em WHP(Q), sendo1 < p < 00.
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Demonstragdo. Ver pagina 446 de [Eva09]. O

Como veremos, quando aplicarmos o método variacional para alguns problemas, o fato dos
espacos envolvidos estarem imersos compactamente facilitard a busca por um minimizante
do funcional em estudo. No entanto, em outros problemas, pode ser que nao tenhamos
tal informacao, como, por exemplo, no Teorema (2.10). Nesses casos, uma das formas de
contornar a situacao é aplicar o Teorema da concentragéio de compacidade. Antes de enun-
ciarmos tal resultado, precisamos definir a Constante Otima de Sobolev e entender um pouco

sobre limitacao e convergéncia de sequéncias de medidas.

Primeiramente, definiremos a Desigualdade Otima de Sobolev. Tal desigualdade, aplicada
junto ao método variacional, nos auxiliard na prova da existéncia de solu¢do do problema
(3). Essa desigualdade foi estudada de modo independente por Aubin [Aub76b] e Talenti
[Tal76], em 1976. No entanto, ela também pode ser obtida, como um caso particular, da
Desigualdade Otima de Gagliardo-Nirenberg, estabelecida por Del Pino e Dolbeault [DPD03]
no ano de 2003.

Definicao 1.28. Seja .</(p, n) a menor constante tal que a desigualdade

U |u|P*dx)p Sﬂf(p,n)(J IVuI”dx)p (1.14)
R” R

seja satisfeita para toda funcdo u € WVP(R"). Tal constante é chamada de Constante Otima

de Sobolev e a desigualdade (1.14) é denominada de Desigualdade Otima de Soboleuv.

A igualdade na definicdo anterior ocorre se considerarmos funcoes da forma

uo(x)=aw (B(x —xo)),
paraa,p €R, B #0e x,€R”, sendo

w(x)= (1+|x|f1)p”n.
As funcodes u, sao chamadas de Fungdes extremais para a desigualdade 6tima de Sobolev.
A originalidade na prova da existéncia de solucao do problema (3), caso p = 2, do trabalho
[BN83] de Brezis-Nirenberg, foi a utilizacdo da funcao extremal para mostrar que o funcional
energia associado a equagdo em (3), fica abaixo de um certo nivel critico. Este passo foi

crucial para a prova da existéncia de solucdo.

Agora, considere o espago

B(4R):={u:Q2—R; u é continua e limitada em Q},



Capitulo 1. Resultados Preliminares 22

e o subespaco

K(Q):={ueB(R); supp (1) cQ é compacto}.

el

Defina %6,(2) = K(2) . Assim, dada uma medida finita u em 2, defina o funcional linear

continuo T : 6,(©2) — R, dado por

T(u):= (,u,u)zf u(x)du.

Q
Finalmente, definamos a norma de uma medida. Para isso, seja . (£2) o espaco vetorial das

medidas finitas definidas sobre Q2. Assim, defina

= sup L0
uUe6y() ”u”oo

’

sendo ||u||, =sup|u(x)|.
x€N

Definicao 1.29 (Convergéncia fraca de medidas). Dizemos que uma sequéncia de medidas
(un) € M (R2) converge fracamente para a medida u € /#(f2), e denotaremos por U, — U,

quando

(tn, u) = (u, ),

para toda u € 6,(12).
Exemplo 1.30 (Convergéncia de medida com presenca de dtomo).

Considere h € 6)(R) e a funcao teste definida sobre R

1
exp (— ) se x| <1
8(x)= 1—x?

0 se |x|>1.

Defina a sequéncia de medidas u, = 0,dx, sendo

6n(x):n5§<nx), com K:f o(x)dx.
R

1
Note que supp (0,,) = {x eR; |x| < ;} Assim,

_n " 1 ' y
JRh(Sndx—EJ_I h(x)é(nx)dx—EJ_ h(;)é(y)dy.

1
n
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Entdo, tomando o limite na igualdade acima e aplicando o Teorema da convergéncia domi-

nada de Lebesgue, obtemos

1
limf hﬁndx:lf h(0)o(y)dy = h(0).
n—o0 R K B

1

Seja

1se0€E
50(5):
0se 0¢E,

sendo E mensuravel a Lebesgue. Entao,

h(0)= J h(x)d do.
R
Chamando 6, := u, segue que u, — u. A medida 0, € chamada de medida atomica.

Teorema 1.31. Toda sequéncia limitada em _#(QY) possui subsequéncia fracamente conver-

gente em M (QY). Além disso, se u,, — u em M (S2), entdo (u,) é limitada e

llull < liminf ||e |-

Observacdo 1.32. Considere uma sequéncia (u,) limitada em Wol’p (©) e defina a medida

Vo =|u,|” dx, isto é,

va(E)= f |un|p*dx-
E
Afirmamos que tal sequéncia de medidas € limitada em . (£2). De fato, basta notarmos que

{

l[vall=sup

UEGH(Q) )

Vi, U] . *
P Sf |un|p dx:””n”p <C,
Tl =),

para alguma constante C. De forma completamente anéloga, se definirmos u, =|Vu,|’dx,

concluiremos que (u,) é limitada em . ().

Com as definicoes e resultados anteriores, estamos em condi¢des de provar o seguinte re-

sultado, conhecido como o Teorema da Concentragdo de Compacidade.
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Teorema 1.33 (Concentracdo de Compacidade). Seja(u,)C Wol’p (Q) uma sequéncia tal que

1, . A . .
u, — u €W, ”(Q) edefina as seguintes sequéncias de medidas

vp=luy"dx e Un=|Vu,|’dx.

Suponha quev, — v eu, — U, sendov eu medidas limitadas em (). Entdo, existe um conjunto
no mdximo enumerdvel J, uma familia de pontos {xj ; JET } C Q, uma familia de niimeros

positivos {vj s j€e J} e uma familia de niimeros positivos {,uj HES 3} tais que

M v=luldx+> v;6.;

J&J

() p>|VulPdx+Y po;
jed

(iii) .«/(p, n)"’(vj)% < uj,

sendo ./ (p, n) a constante 6tima de Sobolev e 6 ., a medida de Dirac, definida por

1 se x;€E
6Xj(E):
0 se x;¢E,

a qual também é conhecida como medida atomica, sendo x; seus dtomos.

Demonstragdo. Primeiramente, mostremos (iii). Como (u,) C Wol’p (Q) é tal que u, — u,

segue que ||u,||y1» < C. Usando o fato de que W'P(Q) ccC LP(f2), temos que
up(x)—u(x) q.t.p.em ©Q (amenosdesubsequéncia).
Agora, defina as sequéncias de medida

wp=v,—|ulPdx e A,:=|V(u,—u)"dx.

Note que podemos escrever

w,=u, — ul’”*dx-l-fn,

sendo f,, =|u,|” dx —|u|”" dx —|u, — u|’" dx. Entdo, pelo Teorema (1.7), temos que

f fndx —0,
E

para qualquer subconjunto E C 2 mensuravel. Em relacao a medida A,,, se considerarmos

v, :=u,—u,como (u,)élimitada em Wol’p(Q), segue que (v,) é limitada em Vl{)l’p(ﬂ). Logo,
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a sequéncia de medidas (A,) é limitada. E assim, do Teorema (1.31), segue que A,, — A, para
alguma medida A. Além disso, como v,, também é limitada em L”*(2), pela desigualdade de

Sobolev, podemos garantir que w, — w, para alguma medida w.

Afirmacao: A medida w pode ter, no maximo, um nimero enumerdvel de &tomos. De fato,

seja {x4}4es 0 tal conjunto de dtomos, sendo A um conjunto indexador. Seja

za:va =w (U {xa}) :

aEA

ou seja, o valor da medida w sobre o conjunto dos d&tomos. Defina, para k €N, o conjunto

1
Mk:{xa;va>E}.

Uma vez que o ¢ finita, podemos afirmar que Y v, < 0o, donde segue que M é finito. E
. . 00 2 2 . . P 2 2z
assim, o conjunto | J;_, My é enumeravel, ou seja, o conjunto dos dtomos é enumeravel.

Dessa forma, {xj R } denotard o conjunto de dtomos da medida w.

Agora, usando o Teorema da Decomposicao de Lebesgue, podemos decompor w da seguinte

forma

w(E) se ECQN{x;; €
w=wo+zvj5xj, com wy(E)= {1 J /}
jes 0 caso contrério.

O proximo passo serd comparar as medidas w e A. Assim, dada ¢ € C¥(Q2), temos que

YU, € V\{)l'p (). E entao, da desigualdade 6tima de Sobolev, obtemos

U |<,ovn|”*dx)” < d(pny U V(pva) ”dx)
Q Q

= d(p,n) (J |(V<p)vn+90(VUn)
Q

pdx)

P+ CIan@|p_1|V<p Un

IA

ﬁ(p,n)”J (|90(an) +C|V<pvn p) dx
Q

o) (o)
Q Q

+CJ v, |Pdx. (1.15)
Q

IA

ﬁ(p,n)”J |<,0an
Q
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Acima, usamos a Proposicdo (1.14) e a desigualdade de Holder, respectivamente. Como

lv,|P dx — w e |Vv,|Pdx — A, em particular, temos que

J|gp|ﬂ*|un|l’*dx—>f|¢|”*dw e f|90|p|an|”dx—>J|<p|”d7L.
Q Q Q Q

Além disso, como v, — 0 em LP(2), tomando o limite em n na desigualdade (1.15), obtemos

[

qualquer que seja ¢ € C*(f). A idéia, a seguir, € particularizar a func¢do ¢. Para isso, con-

A
¥

=

<.d(p,ny f lplPd2, (1.16)
Q

sidere um atomo x; da medida w. Tome £ > 0 suficientemente pequeno e ¢, € C*(£2), com

0<¢, <1, pe(xj)=1ep,=0em [Bs(xj)] ‘. Logo, a desigualdade obtida acima fica

r
*

14
(J [aps]p*dw) Sﬂ'(p,n)”f lpelP d A
B (x)) Be(x;)

P

* P
( f 1B, [9e]” dw) S%(p,n)”f By lelPd A
Q

Q

E, portanto,

Fazendo € — 0, do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, segue que

P
3

A (p,n)7? [v;]" <A({x;}). (1.17)

Por outro lado, para toda 0 < ¢ € C>(Q2), tem-se que

-
OV, —VulPdx < | ¢ (IVuul’ +ClVu,|”™ Vu|+C|Vul’) dx
J0 Q
)4

[ PIVu,l” +C U IVunl”)p U |¢w|”)p +cf oIVulf
Ja Q Q Q

< [ p p P ’ p
< ¢|lVu,’dx+C lp|"|IVul’dx | +C | ¢|Vul|"dx. (1.18)
Q Q

Ja

f o|Vv,|Pdx
Q

IA

Assim como fizemos anteriormente, fixe um dtomo x; de w e considere 0 < ¢, <1 em C>(Q)
tal que ¢.(x;)=1e ¢, =0em [Be(xj)] ‘. Dai, como Vv,|Pdx — Ae|Vu,|’dx — u, fazendo

¢ = ¢. na equagdo (1.18) e tomando o limite em n na desigualdade (1.18), obtemos

f p.dA < f ¢.du+C (f
Q Q Q

7
Pe p|vu|pdx) +CJ ¢ |VulPdx.
Q
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Finalmente, fazendo ¢ — 0, segue do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, que

2({x}) <u({xl)-

Assim, denotando u ({xj }) := U, da desigualdade (1.17) obtemos

*““

A (p,n)7" [vi]" <uy,

0 que demonstra (iii).
Provemos agora, a afirmacao (ii). Primeiramente, notemos que u > [Vu|”dx. De fato, dada
0 < ¢ € CX(9), considere o funcional f : I/\{)l’p () — R dado por

fou) = f Vul pdx.
Q

2

Como [Vu|” é estritamente convexa e ¢ € positiva, segue que |[Vu|’¢ é convexa. Além
disso, f € fracamente semicontinuo inferiormente, uma vez que f, € continuo. Logo, como

u, — u em W, ”(), temos que

J ¢pduy = lim J o\Vu,|Pdx = 1iminff Vu,lP¢pdx
= liminf f,(u,) > fo(u) = J VulP¢pdx.
n—oo
Q
Seja E C 2 um conjunto mensuravel qualquer. Logo, yr € L?(2), uma vez que 2 tem medida
finita. Assim, como yr é uma funcdo ndo-negativa e limitada, da teoria da medida sabemos

da existéncia de uma sequéncia uniformemente limitada 0 < ¢, < M em C%(f2) tal que

¢n— ye q.t.p.em (. Entao, como vale

J ¢,du > J [Vul|’¢,dx, paratodo n,
Q Q

segue do Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

WE) = f)(Ed,u = hmJ ¢ndu > hmf VulP¢,dx

- J|Vu|p;(de—f|Vu|”dx
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Provamos assim que u > |[Vu|’dx. Juntando a isso, o fato de que as medidas |Vu|’dx e

Z ;0 ; sdo mutuamente singulares, segue do Teorema da decomposigao de Lebesgue que
J

u> |Vu|”dx+z,uj5xj,
J

0 que demonstra (ii).
Finalmente, vamos provar a afirmacao (i). Comecemos mostrando que w, << A, ou seja,
dado E C Q tal que A(E) = 0, entdo wo(E) = 0. Antes, porém, notemos que € suficiente

considerarmos E C 2\ {xj s JE€ESL }, uma vez que w, € uma parte de w que nado apresenta

atomos. Assim, tome E C )\ {xj i ] ej} talque | dA < .</(p,n)?. Considerando, nova-

E
mente, uma sequéncia uniformemente limitada ¢, € C>(Q2) tal que ¢, — yr q.t.p.em £,

de (1.16) obtemos
(o)
Q

Fazendo n — oo, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue garante que

P

£

=

<.4(p, n)J I¢nlPdA, VY neN.
Q

p

(J dw)ﬁsﬁ(p,n)f dAr<1.
E E

lzﬁ(p,n)f d)tzf dow. (1.19)
E E

Portanto,

Seja E C 2\ {x]- J ej} tal que A(E) = | dA =0. Como a desigualdade (1.19) vale nesse
E
caso também, segue que wy(E)=0, donde obtemos que wy << A.

O proximo passo € provar que wy = 0. Antes, porém, note que isso ja ocorre no conjunto
{xj s JESL } Como wy << A, pelo Teorema de Radon-Nikodym, existe uma func¢ao f nao-

negativa e A-integrdvel tal que
a)o(E)zf fdA, VEcCQ\ {x]- i ej} mensuravel.
E

Em particular, para E={y}, em que y €Q\ {xj ;J € j}, obtemos

0= oo ({y}) = f{ SO 1),
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Como A tem, eventualmente, mais 4tomos que w, pode ocorrer de A ({y}) # 0 e, nesse caso,

f(y)=0. No entanto, se ocorrer de A ({y}) =0, fazemos o seguinte: Pelo Teorema de Radon-

J dC()o
By(y)

fy)=lim | =22
p—0
f a
By(y)

Nikodym, sabemos que

Dai, usando (1.16), obtemos

1
o] ?
°
s
NH
[
(=)
1
E*‘E

f ai
S lim Bp()’)

p—0
da f 5
LB ) B L By(y)

p*-p
p*
(p,n) f(y)n”*snmU dx) —0.
p—0
Bp(}’)

Portanto, f(y) = 0 para quase todo y € 2\ {xj ; ej}, com respeito a medida A. Logo,

(p,n) )" =e/(p,n) | lim

‘E*‘-Q

Assim,

como wy(E)= fE fd2A, segue que wy=0. E assim, temos que w contém apenas dtomos. Por
outro lado, como sabemos que w, :=v, —|ul’ dx — wev, — v, entdo w =v — |u|’ dx.

E, como decompusemos a medida w em w = wy+ E Vi 5x]., temos que
jes

v = |u|”*dx+Zvj5xj.
jes

Concluimos assim, a demonstra¢ao do Teorema da concentracdao de compacidade.



Capitulo 2

O Operador Laplaciano - Caso Classico

Ao longo deste capitulo, vamos considerar {2 C R” um subconjunto aberto, limitado, com
0 € Q e com fronteira Q2 € C®. Além disso, n > 3 e A € R. Iremos estudar a existéncia de

solucao do problema (3) no caso em que p =2. A saber,

—Au=Au+u®1 em Q
u>0em (2.1)
u =0 sobre 0€.

Nosso interesse € investigar para quais valores de A o problema acima possui solugdo. Esta
andlise dependera do primeiro autovalor do Laplaciano, cuja existéncia é garantida pelo

lema seguinte.

Lema 2.1. Seja n > 3. Entdo, existe u, € H)(Q?) tal que

1
u€H,

= in(m{nwni; lullo =1} =1V 13- (2.2)

Além disso, u, € C*(Q) e satisfaz

—Aulz/hul. (23)

Demonstragao. Defina os funcionais J, G : Hj(©2) — R, dados por

](u):zfqulzdx e G(u)::f u’dx,
0 0

e 0 conjunto J := {u € Hy(Y); llull. = 1}. Note que os funcionais J e G estdo bem definidos

e além disso, J e G sao de classe C'(2).

30



Capitulo 2. O Operador Laplaciano - Caso Classico 31

A idéia para provarmos (2.2) é usar o Teorema da imersdao compacta aplicado em uma se-
quéncia minimizante. Em seguida, usaremos (2.2) e o Teorema do multiplicador de La-

grange para provar (2.3). Assim, considere
U= L}gyff{](u)}.

Note que faz sentido tal definicdo, uma vez que J(u) > 0. Pela definicdo de infimo, existe uma
sequéncia (u,) C # tal que J(u,) — u. Como as normas || . ||Hg e ||V .||, sdo equivalentes,

segundo o Teorema (1.6), temos que
Jn) = IV unlly = llwallfy,

e assim, segue que (u,) C H; € limitada. Por sua vez, sendo H;(£2) um espago reflexivo, entdo
existe u; € H}(2) tal que u,, — u, (a menos de subsequéncia). Mas, como H}(Q2) CC L*(Q),
segue da definicao de imersao compacta que u, — u, em L?(2) (a menos de subsequéncia),
para alguma func¢do u, € L?(Q2). Mostremos que u; = u; q.t.p.em . De fato, tomemos

¢ € [()". Pela desigualdade de Poincaré, temos, para toda u € L*(2),

|o(w)| < Cllull, < CIVull < Cllull-

Logo, ¢ € H(}(Q)*. Assim, temos que

u,—uemHy(Q) = ¢(u,)— (),

pela definicdo de convergéncia fraca. Além disso,

up, - usemL*(Q) =  o(u,)— p(u,).

E assim, temos que ¢(u;) = p(u,), ¥ ¢ € L3(£)". Usando o Teorema de Banach obtemos

|y — usll, = sup )‘P(ul—uz)|=0-
pel2(Q)
gl=1

Portanto, u; = u, q.t.p.em .

Agora, como u, — u; em L?(2), entao ||u,||» — ||u1]].. No entanto, como ||u,||, =1, para todo
n € N, segue que u; € . Por outro lado, como u, — u; em Hj(f), segue que

||u1||H& <liminf ||un||H3. Assim,

1\ 2
p < J) Sl < (minf fu,ly)° = (liminf /() ) = p, (2.4)
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Logo J(u1) = u e isto prova (2.2). Para provarmos (2.3) iremos usar o Teorema do multipli-
cador de Lagrange, uma vez que u; € um ponto critico restrito a /. Assim, existe k € R tal
que J'(u1)v =k G'(u)v, V v € Hj(Q), isto &,

f Vu,Vvdx = kf uvdx, ¥V veH)(Q). (2.5)
Q

Q
Fazendo v = u; na equagdo acima, encontramos k = ||Vu1||§ = A;. Assim, resolvemos o

problema

—Auy=Au; em

u;=0 sobre 09,

no sentido fraco. Agora, chamando f = A,u,, temos que f € H}((2), uma vez que u, € Hy(f).
Como 992 € C™, dos resultados classicos de regularidade (ver Teorema 5, pagina 323, de
[Eva09]), temos que u; € H3(2). Por sua vez, f € H3(Q2) o que implica, pelo mesmo Teorema,
que u; € H*(2). Aplicando o Teorema recursivamente, concluimos que u,; € H(2) V I. Segue
da desigualdade geral de Sobolev que u, € C®(9).
Agora, como

div(Vuv)=Auv+Vu, Vo,

integrando tal igualdade sobre (2, substituindo na equacao (2.5) e fazendo uso do Teorema

do divergente, obtemos

—f Aulvdx:—J Aulvdx—i-f diV(Vulv):Mf uvdx,
Q Q Q Q

uma vez que v € H}(€2). Assim,
f (—Au; —Au)vdx =0, ¥V v e Hy(Q).
Q

Portanto, —Au; =A,u; em Q.
O

Observacao 2.2. A autofuncdo u; pode ser tomada positiva. De fato, como V|u,| = £Vu,,
segue de (2.4) que J(|u,|) = u. Deste modo podemos substituir u; por |u;| e assim podemos

supor u; > 0. Usando o principio do maximo cldssico, vemos que u; > 0 em .
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Lema 2.3 (Identidade de Pohozaev). Sejam n >3 eu € C2(Q)N CL(Q) solugdo de (2.1). Entdo,

a funcao u satisfaz a igualdade

1
—f IVulzx-v(x)ds:/IJ u’dx,
2 Jaq 0

sendo v(x) o vetor normal a ) em x.

Demonstragdo. Como u satisfaz —Au = Au + u?~!, multiplicando tal igualdade por Vu - x

e integrando, obtemos
—f AuVu~xdx:J uz*_IVu-xder/lf uVu-xdx. (2.6)
Q Q Q

Sabemos que div (Vu -xVu)=V(Vu - x)Vu +(Vu -x)Au. Assim, do Teorema do divergente,

segue que
f (Vu-x)Audx :f (Vu-x)Vu-v(x)ds —J V(Vu-x)Vudx. 2.7)
Q onN Q
Igualando as expressoes (2.6) e (2.7), obtemos

u?'Vu-xdx +Af uVu-xdx (2.8

Q

f V(Vu-x)Vudx —f (Vu-x)Vu-v(x)ds :f
Q o0

Q

Considere a fungao y : [—1,1] — dQ de classe C!, com y(0) = x. Como u = 0 sobre 92, temos
que u (y(¢)) =0V t. Assim, u (y(¢)) = Vu(y(t))- v/(t) e entdao Vu(x)-y/(0) = 0. Portanto,
Vu(x) é perpendicular ao espaco tangente T,,012. Logo, existe a € R tal que Vu(x) = av(x).

Entretanto, sendo v unitdrio, segue que Vu(x) ==%|Vu(x)|v(x) e assim,

f (Vu-x)Vu-v(x)ds = f (E|Vulx)) (v(x) - x)(E|Vux)|v(x)-v(x))ds
20 2

= f IVul*x-v(x)ds. (2.9)
o0
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Note que

V(Vu-x)Vu =

) —~Ju 0J%u
= |VU| + X

Vul?
= |Vu|2+x1(| | ) +
2 x1
n 2
[Vul
= |Vu|2+2xj( >
j=1 Xj

1
= |Vul+ 5V(|Vu|2)x.

& u
3x13x = '”

)+---+xn(
i=1

— a_xiﬁx,ﬁxl

52
5xn8x ] v

u Jd*u
J0x; 0x;0x,

2)
Xn

Integrando tal igualdade e usando o fato de que div (IVuIZx) =V(IVul®)-x+|Vul’n, segue

que

f V(Vu-x)Vudx
Q

Substituindo (2.10) e (2.9) em (2.8), encontramos

1
(l—ﬁ)f IVuIde——f Vulx-vds
2 Q 2 o0

Porém, div (u? x)

f YV(u?)-xdx=
Q

1
f IVulzdx+—f
Q 2 o0

1
= (l—ﬁ)fWulzdx-k—f IVul*x-v(x)ds.
2 Q 2 a0

1
Vulx-v(x)ds— EJ Vul*ndx
Q

(2.10)

uVu-xdx

J u> " 'Vu-xdx +)Lf
Q Q

1 . A
> Qv(uz)-x+§Lv(u2)-x. (2.11)

=V (u?)-x+u?*n. Logo, pelo Teorema do divergente, obtemos

—nf u?dx,
Q

(2.12)

ja que u se anula na fronteira. Analogamente, como div (u?-x)=V(u?)-x + u?n, segue que

f V(u?)-x dx:—nf
0 0

u’dx. (2.13)
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Substituindo as equagoes (2.12) e (2.13) na equacao (2.11), obtemos

1 1 " A
(1—3) Vuldx—- | Vulx-vds = — | V) -xdx+2 | V(ud)-xdx
2 Q 2 a0 2* Q 2 Q

n . ni
= — | u¥dx——| u’dx. (2.14)
2 ), 2 ),

Como u satisfaz —Au = Au + u?~!, multiplicando tal igualdade por u, obtemos
—Auu=u?*+Au?

Porém, div(Vuu)=Auu+VuVu, portanto

—f Auudx:f |Vu|2dx:f uz*dx+kf u’dx.
Q 0 Q )

Dai, substituindo tal igualdade em (2.14), obtemos

. 1 . A
(l—ﬁ) lf u? dx+Af uzdxl ——f |Vu|2x-v(x)ds:—£*f u¥dx -2 | utdx.
2 o q 2 )50 2" J, 2

Q

n n
Como 11— 5 = 5 segue a igualdade almejada, isto é,

1
— | |Vulx-v(x)ds=2A| u’dx.
2 Jaq

Q
Ul

A partir de agora passaremos a estudar o problema (2.1). Usando a identidade de Pohozaev
e o primeiro autovalor A, iremos mostrar que ndo existe solucao para (2.1) quando A <0 ou
A=A

Teorema 2.4. Suponha n > 3. Entao:

(1) SeA <0 e éestrelado com respeito a origem deR", o problema (2.1) ndo possui solugdo;

(2) SeA> Ay, o problema (2.1) ndo possui solugdo.

Demonstragdo. Prova de (1). Suponha por contradicao que exista u solucao de (2.1). Segue

da teoria cldssica que qualquer solucio de (2.1) é de classe C2(Q).



Capitulo 2. O Operador Laplaciano - Caso Classico 36

Sabemos que u satisfaz a Identidade de Pohozaev

1
— | |Vulx-v(x)ds=A| u’dx.
2 Jaa

Q
Note que o lado direito desta igualdade é ndo-positiva. Por outro lado, como {2 é estrelado e

0 €int , segue que existe ' C 0N tal que |V|>0e

x-v(x)>0,Vxe.

Segue do Lema de Hopf que Vu(x)#0, V x € 9. Logo,

1
OZAJ uzdx:—J IVul*x-v(x)ds >0,
Q 2 a0

0 que claramente é um absurdo.

Prova de (2). Suponha que A >0 e seja u solucao de (2.1). Entao,

J uz*‘ludx-l—)tf uudxz—f vAudx, Y uveH)Q).
Q Q Q

Em particular, para v = u; (sendo u,; a autofuncio associada ao autovalor A,), temos

f uz*‘luldx+)tf uuldxz—f wAudx.
Q Q Q

Como div(Vuu,)=Auu; +VuVu,, segue que

J VuVu,dx = —f Auu,dx.
Q Q

Usando esta igualdade na anterior, obtemos

J uz*_luldx+kf uuldx:f YuVu,dx. (2.15)
Q Q Q

Por outro lado, u, satisfaz —Au; = A, u;, entao

Alf uuldx:—f Auudx.
Q Q

Usando o mesmo raciocinio anterior, obtemos

Alf uudx :J VuVu,dx.
Q Q
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Substituindo esta igualdade em (2.15) ficamos com

)Llf uuldx:f uz*_lulder)Lf uudx.
Q Q Q

Como u, u; >0em €, obtemos

(A —A)J uudx >0,
Q

de onde segue que A; > A.

Observacao 2.5. Considere n =3, 2= B;(0) e o problema de autovalor

—Au=Au em B;(0)
(2.16)
u=0 sobre dB;(0).

Pelo Teorema 2 da pdagina 521 de [Eva09], temos que solucdes deste tipo de problema sdo
radiais. Logo, podemos considerar u(x) = v(r), com r = |x|. Entdo, podemos reescrever o

problema (2.16) da seguinte forma

2
—v”"——=v'=Av, r€(0,1)
r

v(1)=v’(0)=0.

Neste caso, A; = 712 é o primeiro autovalor.

Podemos observar a influéncia da dimensao na ndo existéncia de solugdo para o problema

(2.1) no seguinte Teorema.
: M . . .
Teorema 2.6. Sejamn =3, 2= B1(0)eA < R Entdo, o problema (2.1) ndo tem solugao.

Demonstragdo. Como para A <0 ja sabemos que o problema em questao ndo tem solugao,

vamos considerar 0 < A < Zl Suponha por contradi¢do que u seja solucao de (2.1). Apli-
cando o mesmo resultado que foi utilizado na observacao (2.5), temos que u € radial, isto é,

u(x)=wv(r), comr =|x|. Como

o’u 0 v’(r)x _v’(r)+x U,,(r)xi v'(r) x;
3xl~2_6xi r 1 or l r? r2or]’
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podemos reescrever o problema (2.1) da seguinte forma

2
v’ ——v'=v>+Av, r€(0,1)
r (2.17)

v(1)=v'(0)=0.
Seja i € C*(0,1), com y(0) =0. Como

(rzz,b(v’)z)/ =2rp(v )+ 2y’ (v +2r*Yv'v”,
segue que

1

1 1
Zf rt/;(v’)zerrf rzt//(v’)zdr+2f rAyv’v"dr =y (1)(v' (1)) (2.18)
0 0

0

Agora, multiplicando a equagao em (2.17) por —2r?y) v’ e integrando, obtemos

1

1 1 1
ZJ rztpv/v”drz—Zf rzwv’vsdr—Zkf rzz/)v’vdr—4f r(v'?ydr.
0 0

0 0

Substituindo o resultado na equacao (2.18), ficamos com

1

1 1
Y(D(v'(1))? = Zf rw(v’)zdr+f rzz//(v’)zdr—ZJ riyv’'vidr
0 0

0

1 1
- ZAJ r2¢v’vdr—4f r(v'ydr. (2.19)
0 0

Iremos manipular um pouco mais as integrais acima. Por um lado, usando a definicao da

1 1 2 1 1 1 1
0:—5 (rzlpve) =3 rt/wG—g rrY’ve =2 rPyoi,
0 0 0 0

1

1 1
2 1
_zf rzwy’ysdr: §f rlpvsdl’-i-gf 7'2'(/)/1/6dr. (2.20)
0 0

0

funcao v,
e assim,

Por outro lado,

Oz—Af (rzwvz)/:—k lZJ rwvz+f rzt//v2+2J rzwvv’],
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e entao,

1

1 1
—ZAJ rzt/wv’drzzkf rlpvzdr—i-/lj ri’vidr.
0 0

0

Assim, substituindo as igualdades (2.20) e (2.21) em (2.19), obtemos

! , 121/1/ l/}(l)(l}/(l))z 1 ! /
L(U)z[ 2——r1/)]dr—— = ——J; UG(ZH,/) r2¢)dr
1 ! /

Por outro lado, vejamos que

0 = Ll[(; ray’ — rlp) ]/ =%Jﬂlr2¢”l}v’—Jollpvv’

v’ (%rzw’— rlp).

1 29y
+ f(v’)z(l—r¢)+J v
0 2 0
1 1 1 1
f rzvv’z,/)”drz—J rvzz/)”——f rrvy”dr.
0 0 2 0

Porém,

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

Além disso, pelo Teorema fundamental do célculo, obtemos ainda os seguintes resultados

1 1 1
J rvzz,b”dr:—f vzw’dr—Zf rvv'y’dr,
0 0 0
1 1
f UZI/J/dTZ—ZJ vv'ydr.
0

Agora, multiplicando a equacao em (2.17) por ( ) v, obtemos

J vv”(rw—%rzlp’)ﬂ—f v’ (—ry’+2y) = f rw)

(2.25)

(2.26)

f r 1/) Ar@b) (2.27)
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Assim, substituindo as igualdades (2.24), (2.25) e (2.27) em (2.23), e considerando a igual-
dade (2.26), obtemos

2 le/ 1 1 NN 1 6 1 2.0,/ 1 2 1 2.0/
( N ——rz/) — | o= v zrYy' —ry |+A | v ZryY —ry|. (2.28)
4 o 0 2 o 2
Finalmente, combinando as igualdades (2.22) e (2.28), obtemos
/ 2 2 / 1 1
—w(l)(;’ (1) = J (v')? [ Y rw] +éf u6(2r¢+r2¢’)+%f vi2ry +r*yY’)
0 0

2 V4 1 2 1
— v 4 dr+ | Aviray'dr+-=| v8(r*y’ —ry).
0 4 0 3 0

Logo,
, 1
¢(1)(;/ (1))2 f 6(“/) r w/)dr :J GW//_MW) viridr. (2.29)
0 0

Note que a igualdade acima é valida para toda funcao iy € C*(0,1) tal que y(0) = 0. Em
particular, é valida para a fungao y(r) = sen ((41)"/?). Além disso, da observagao (2.5), sabe-
mos que A; = 2. Assim, como 0 < A < %2, temos que 0 < (41)/2 < 7, donde segue que
Y (1)=sen ((41)/2) > 0. Deste modo

’/; FAY'=0 e y(1)>0.

Com esta andlise, concluimos de (2.29) que

1
f vo(ry —r*y")dr <0. (2.30)
0

No entanto, como

ry—ri)'=r [sen ((4l)l/zr) — r(421)"2 cos ((4/1)1/2r)] >0,

para0<r <1, temos que

1
f ve(ry —r*y’)dr >0,
0

0 que é um absurdo com (2.30). Portanto, o problema (2.1) ndo tem solu¢do nesse caso.
O

Os proximos resultados serdo cruciais para a prova da existéncia de solu¢dao do problema
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(2.1). Para analisarmos o caso em que 0 < A < A;, precisamos fazer a seguinte definicao:

Sp:=inf {[IVul}—Allull; llull =1}.

ueH)(Q)

2
IVull;

Observacao 2.7. Note que S, estd bem definida. De fato, como A; = inlf >-, segue que
uelzgo(m ||u| 5
IVull; > Mllull;, Y ue€Hy Q).
Dai, para todo u € H;(9),
IVull; = Alull; > (A= llull; > 0.
Também iremos considerar a Desigualdade Otima de Sobolev:
7 2
(f lul? dx) <.g(2,n) (f |Vu|2dx) .
Rﬂ R)l
Proposicdo 2.8. Sejamn>4eA>0. Entdo S, < .d/(2,n) .
Demonstragdo. Defina
IVull; = Allull;
Qu(u):= 2 2 (2.31)
[12]
Sejam 6 >0 e ¢ € CX() tal que
0 se |x|>206
p(x)=
1 se |x|< 0,
e considere a funcao
X
()= — 2
(e+1xF) 2

A idéia da demonstragdo é avaliar o quociente Q,(u.) para € suficientemente pequeno.
(i) Andlisede ||Vus||§.

Primeiramente, como

Zz ()= gf (e+1x?) "% —(n—2)px; (e +1xP) %,
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segue que

2 _ o2 (,02|X|2 _ J 2\ 1-n ) f 2 2\2-n
LIVugl (n—2) L—(€+|x|2)n+2(2 n) Q<,0(£+|x|) x-Vo+ Q|Vg0| (£+|x|) )
(2.32)

Passaremos a estimar cada uma das integrais do lado direito dessa igualdade. Do Teorema

de mudanca de varidveis obtemos

2 2 —1/2)% 2
JQDZ(X—NJZC'ndXSJL”dx:s“”J‘ |xe 12| 5 ndesz_z"f L”dx.
o (e+I1xP) o (e+1xP) o (1+[xe22[") o (1+1x)

2

X
Note que a func¢ado x — ﬁ é integravel sobre todo o R”. De fato, como 2, C R" é
I+]x
limitado, existe rp > 0 tal que €2, C B,,(0). Dai,

x| f x|
———dx < ——dx.
LF (eB)™ " Ly ()™

Logo, pela féormula da codrea, tem-se que

2 o 2
J LGdxzf lf r—zndS] dr,
By, (0) (1+|x| ) 0 s, (1+72)

sendo S, a esfera em R” de raio r. Considerando o volume |S;| = C e aplicando o Teorema

de mudanca de varidveis, obtemos

To 2 To pntl
——n —ds|dr = C — —dr<C
o s, (1+77%) , (1+1%)

_ To pnt+l ~ To
— CC+CJ ﬁd’” < C+CJ rl_”dr.
o (141?) .

1

n To
rn+1

—+ -
o (1+r3)" ) (1+r3)"

rn+1

Logo,

J xf’ dx<C+ !
—adX = —_—.
sy (1+1xP)" (2—n) r"?

Assim, como n > 4, segue que

2 2
X X
e (R L S
(1 + |x|2) ro—00 (1 + |x|2)
R" By, (0)
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Dai,

zx x2 2—n x2 2—n x2
f—(p( )lzlndee‘zT —| lzndef:zT —| |2ndx.
Q(s+|x|) o (1+|x|) P (1+|x|)

E assim, segue nossa primeira estimativa:

2 2 2
(n —2)2J L)|ch|ndx <(n —2)2.92_2"[ LGdx. (2.33)
o (e+x?) re (141x%)

A segunda integral da equacao (2.32) é limitada, pois (s-l— |x|2)l_n < (lxlz)l_n em BS(0)N Q.

Portanto, chamando B;s(0) = Bs, temos que

f o(x) (£+ |x|2)17n V(x) -xdx
Q

< cf (e+1x?) " lxldx
B{NQ

1
BsnQ |x|

De forma completamente analoga, prova-se que

J \ch(x)|2 (3 + lez)z_n dx < o00.
Q

Das limitacoes (2.33) e (2.34), juntamente com a estimativa acima, obtemos

2

—n x

J |Vu8|2dx§(n—2)2822J LGdijCl, (2.35)
0 re (14 1x)

para alguma constante C; > 0 que ndo depende de ¢.

(i) Andlisede||u.lf..

Pela definicdo da funcao u,, temos

: 1 o)
lu.l”d :J—nd +J ———wd
J;zu : B (3+|x|2) : BN (3+|x|2) :
1
> | —— dx.
Lﬁ (erief)
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No entanto, pelo Teorema de mudanca de variével,

[N

1 B 1 _on 1 _ 1
La (e+heP)” f/ red) f (1+xF)" f (1+xP)"

1/2

Tal quebra € possivel, visto que ambas as integrais sdo finitas. Para a demonstracdo dessa

afirmacao, basta usar a férmula da codrea e mudanca de varidvel. De fato,

J J f g dsdr<CJ r " ldr<Ce:.
B (1+|x| (1+r?)" .l

5e71/2
Assim, juntando esta desigualdade nas duas anteriores, encontramos

3 n 1 n
f lu > dx>e":2 f —anx—Csi
0 RY (1+|x| )

. s ~ 2
Aplicando o Teorema do valor médio a funcdo x — x2*, obtemos

(o) =L wg) =

Usando esta desigualdade, (2.36) e o fato que x — x® (x > 0) é crescente, encontramos

(s
Q

(2.36)

N

v
e"I
MR
RIS
~
el ?
3
~
—
+
? —
=
Q
=
|
R
[+>)
NI
N—

1V
N

2-n ]. z
U —zndx) —Cre>0. (2.37)
Y (1+|x| )

(iii) Andlise de||u.|;.

Primeiramente observe que

2
J|u£|2dx = J ;n_de‘FJ |SO(—X)|n_2dx
Q Bs (€+IXI2) BSNQ (€+|x|2)

n 1 1
82_5 f mdx—J ﬁdx . (238)
we (141x7) s, (1+1x)

v
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Agora iremos separar a analise em dois casos.

Suponha, primeiro, que n > 4. Dai, como

1 o0
- n
f ——————dx< CJ r¥"=Cse27?,
B (s + |x|2) 5672
se—1/2

segue que

n 1
J |u5|2dx2£2_2f ﬁdx—Cg.
0 R7 (s—i-lxl )

Por outro lado, para n =4, temos de (2.38) que

J luel*dx
Q

v

J L S J L N
wi (1+1xP) B L (1+1xP)

_1
2

f 1 o oe 2
= ——Sdx=C ﬁrdr
Bs,-1/2 (1+|x|) 0 (1+T)

58_% /3
= f r+f —dr
(1+r2 o (1413

3
Z C1+CJ —4dr
) 4r

= C4 — C5 ln(e).

Substituindo as desigualdades (2.35) e (2.37) em (2.31), encontramos

5 2o |x|2 2
(n—2) E 2 ﬁdX"’Cl_A”uS”z

1+ |x[?)
Ql(ué‘) S 2
2—n ]. g
£ 2 (J —zndX) — C28
Y (1 + x| )
1
Por outro lado, sabemos que h(x) = —— = é uma func¢ado extremal para a desigualdade

(1+]xP )

de Soboleyv, isto é, h satisfaz

(J |h|2*dx) =ﬂ(2,n)2f |Vh|[*dx.
R"? R"?
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Como

on 2)4
axfmze—nnirﬂﬂ) ,

temos
2
(H—Z)zf LGdx
5,‘2%(2 n)—Z_ R (1+|x| ) ._z

J 1 27* b |
——dx
n
( RA (1 + |x|2) )
Para facilitar nossas contas, considere

d::f ;n_zdx
R” (1+|x|2)

Assim, para n >4 e como A > 0, temos

Fa+Ci+AC— e d
Qiue)—.(2n)? < S 4T AT Af T E 4
ez b—Cye b

bC,+AbCs+aeC,—Abdez
£ b2 — C,be
(bcls"%“ FAbCse" +aCoe's —)Lbd)

= E 7 < 0,
b? — bCzEE
para € > 0 suficientemente pequeno.
Da mesma forma, para n =4 e A >0, temos
_ bC,—AbCy+ AbCsIn(e)+aeC,
—d(2,n)?
Q1) —./(2,1) bheT—Cre)
(C1—=AC)b+ACsbIn(e)+ Csace <0
= £ ,
b2 — C2b£2

para € > 0 suficientemente pequeno. Portanto, em ambos os casos, temos que

Qu(u,) < . (2,n)7%,

para £ > 0 suficientemente pequeno. Assim, da definicdo de S;, obtemos S, < .</(2,n) .

O]
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O proximo resultado segue em linhas gerais as mesmas idéias anteriores. No entanto, a

regido () deve ser a bola de R3 e a funcao corte ndo pode ser qualquer.

A
Proposicao 2.9. Sejam n =3, Zl <2 eQ=B,(0):=B,. Entdo S, < .</(2,3)%.

U
Demonstragdo. Considere a funcao ¢(r)=cos (E r), sendo r =|x|. Defina, para € >0,

@(r)

ue(x): 1
(e+71?)?

Dessa forma,

/()2 , 2 9
leglzdx _ Jidx_zf (T)SO(r)rdx_i_f ot
B; B (£+|X| ) B, 8+|X| ) B, (g+|x|
1 , 5 / )
ff ()de_sz (r)so(r)rdd_i_ff(p(r)r .
£+17?) (e+12)° (e+12)°
/ 242 / 3 4
= o Mm_zj P (e dr+f e 4l
o (e+77) o (e+71?) o (e+71?)
sendo f ds= rzf ds = r*w. Agora, note que, por integracio por partes, obtemos
S S1

o(r)p’(r)rs f 3r2 4r4
—d — dr| .
ZJO e+ l e(ry ((s+r2)2 (£+r2)3) r]

Dessa forma, substituindo tal igualdade na igualdade anterior, obtemos

r

L 252
Vu,|dx = o AU adr+w
. (e+71?)

(-

(‘1 /()2 32
= w —(p(r)zr dr+3we | ———
0 (e+r?) o (e+71?)

1

(-
)

IA
e

1
(p’(r)zdr+3w£f ——dr. (2.39)
Jo o (e+7?)
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Porém, temos ainda que
2.2 1 2 , et 2
('O(r)rgdr f r—dr:.s_ZJ al dx
(e+71?) 0 €+r2) o (1+x?)
g2 J (2.40)
(1 +x2)
Logo, substituindo (2.40) na desigualdade (2.39), obtemos
1
J IVuglzdewJ go’(r)zdr-i—?)ws_ij ——d (2.41)
0 o (1+x?)
Por outro lado, como 2* = 6, temos
[ = [ o e [ ot
B n (e+1xf)’ (€+f2)
f (p(r)°~1) - f
= r+w
o (£+r2) (£+r2)
= Il+12.
Mas, pela definicdo de ¢, existe C > 0 tal que
6
-1
‘% <C, paratodo0<r<1
Dai,
4 et 4
dr= 82J ad Cez
o (1+x?)

1
IIISCJ _—
' 0 (s+r2)3

Em relacdo ao termo I,, note que
-}
€
x2
dx > we

_3
2

o0 2
J X e
o (1+x?)

L
2=—3 -
ez ), (1+x2)°
Encontramos, assim,
1 x?
— zdx—Ce¢|, com C>0.
£2 o (14+x?)

J lu > dx >
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1
Elevando esta desigualdade a 3 e aplicando o Teorema do valor médio, obtemos
f lu 2 dx z 3 J — Ces. (2.42)
(1—|—x2)
Finalmente, vejamos que
2 1 2 9
f lulPdx = f —gp(r)z dx:a)J plryre Z dr
B s (e+1x) o EFT
= w Fcp(r)zdr+wjl (r) ( 2 1)dr
Jo 0 +r?
_1 1 2
vt [ 207
= | pr)ydr—we? ————dy
Jo 0 1+J/
1
> w ( cp(r)zdr—C.s‘%. (2.43)

Jo

Assim, substituindo os valores encontrados em (2.41), (2.42) e (2.43) na defini¢do de Q;,

aplicado a func¢ao u,, chegamos ao seguinte

1 00 2 1
wf go’(r)zdr+3cos_if y—3dy—w7tf o(r)?dr+CAe?
0 (1+y?) 0

Qk(us) <

;l f 1+ xr—c‘*

1 1
K::J (p’(r)zdr—kf p(r)dr.
0 0

Uma vez que ¢(r)=cos (gr), segue que

Defina

1

1 1
Kzf cp’(r)zdr—QLJ cp(r)zdrz(ﬂ—z—k)f @(rydr <0.
0 0 4 0

Dessa forma, obtemos

o0 2 .
a)K+3e‘iwf y—sdy-i—C?Lei
Qi) < (” )
MNUe) = 1

[ f T+ ]_C"”i

N\»—

(2.44)
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Agora, como h(x)= (1 +|x |2) ~? ¢ uma funcio extremal para a desigualdade 6tima de Soboleyv,

segue que

IVAll;

(2,3)% = —==.
Il

No entanto, como vale a igualdade

o0 4 o0 2
fs_sds:e,z:gf g
o (1+5?) 16 o (1+5?)

segue
b 2 o0 4 o0 2
||Vh||§=f Jr—gdsdrza)f y—gdyz?)a)f y—gdy
0o Js, (1+7?) o (1+y?) o (1+y?)
e
o0 y2 3
||h||2=(wJ —dJ/) -
° 0 (1+y2)3
Assim,

Swf ——=dy
o (1+y?) _a

(2,3) %= — =, (2.45)
o0 yz 3 b
o (1+7)
Com essa notacao, podemos reescrever (2.44) como
wK+e2a+Che?
Qa(ue) < : (2.46)

e :b—Ce:
Assim, de (2.45) e (2.46), obtemos

wK+e:a+Cle:  a

Qulus)—./(2,3)7 < 1 — =
g e 2hb—Ce2 b
B wbK +AChe: +aCe:

b2~ —bCe: '

Como K < 0, entdo, para £ > 0 suficientemente pequeno, temos que Q;(u,) < .</(2,3) %
Entao, segue que S, < .¢/(2, 3)72.
O
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Teorema 2.10. O problema (2.1) possui uma solugdo quando:
(1) n>4e0<A<Ay;

A
(2) n=3, Q:BI(O)eZl<A<Al.

Demonstragdo. Prova de (1). Defina o conjunto /¢ := {u € Hy(Y); Nlully = 1} e o funcional

J:Hy(©)— R, dado por
](u):zJ |Vu|2dx—AJ u’dx.
Q Q

A
J(w)= (1 - /1_) IVull; > ClIVull,.

1

Como A < A, segue que

Logo, fica bem definido S; = in;](u). Seja (u,) c # tal que J(u,) — S,. Portanto, da
UES

desigualdade acima, segue que

A
C 2 J(un) = IVunlly = Alu,ll; > (1 - A_) IV 2Lall3,

1

ou seja, (u,) € limitada em H;(£2). Como o espago H}(Q2) é reflexivo, temos que

U, — Uy E Hé(Q) (a menos de subsequéncia).

Agora, considere as medidas v, = lunl*dx e Unp = Vu,|*dx, as quais sdo limitadas, pela
observacao (1.32). Logo, pelo Teorema (1.31), temos que v, — v e U, — U, sendo v e u
medidas limitadas em Q2. Assim, pelo Teorema da concentragdao de compacidade, existem um
conjunto no maximo enumerdvel ¢, uma familia de pontos {xj s JES } c Q e familias de
numeros positivos {V]’ 3] ej} e {,uj ;] ej} tais que

@ v=luof dx+ Y v;by;
jes

() > Vuoldx+ Y pdy;
jes

(i) .o/(2, n)’u; > (v)7.
Aqui, 5xj representa a medida atdbmica. Portanto,
J(uo) < limian Vu,lPdx —AJ uolPdx =D ;.
Q Q jESL

Por outro lado, como (u,) C Hy(£2), segue que u, — uo € L*(£2) (a menos de subsequéncia).

Logo, [[unll; = lluoll3-
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Dai, usando (iii),

J(ue) < lminf|[Vuy|2 = Aluol2 =Y p;

jes
= liminf[[Vu, |2 -2 limsup|ualZ -
jes
= liminf|[Vu, |2+ liminf (<lual?) =Y g
jes
< liminf (|[Vual2 = Mual2) = >y
jes

= liminf](un)—z,uj

jes
= SA—ZHJ‘

jes

< Si—.d2n) ) viE (2.47)

jes

Por outro lado, integrando (i), obtemos

f uol* dx+D v =1. (2.48)
Q

jes

Donde extraimos que Z v; < 1. A equacdo acima também fornece-nos indicios do caminho
que devemos seguir, a saber, provar que ¢ = (. Para isso, procedamos por contradi¢do. Pela

Proposicao (2.8) sabemos que S, < .</(2, n)>. Logo, da desigualdade (2.47) temos
J(uo) <SS 1—21’]'21*
jes

2
Dai, como v; SZvj <lparatodoje€ ¢ e o < 1, segue que v; < ijl*’ V j € ¢. Com tais
observacoes e usando a igualdade (2.48), obtemos

HIN

J(ug) < S, I—Zvjzi* <S, 1— fluol dx<S;L(J‘|u0| dx) .

jes JGJ’

Assim,

0<J(up)< SA||U0||§* < Sxlluollp-
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Desta forma, se ||uo|,- = 0, chegamos a uma contradicdo. Por outro lado, se ||ul,- # 0, segue

que

u
1( 0 ) <S,= inf J(u),

Izl
Uo

|||+
(2.48) que ||ug||,- =1, e portanto, u, € 7. Além disso, da desigualdade (2.47), temos que

0 que também caracteriza um absurdo, uma vez que € . Portanto, /] =0. Segue de

](uo)suigyff](u)-

Portanto, /(1) =S, e pelo Teorema do multiplicador de Lagrange (1.25), existe k € R tal que
J'(uo)v =k G’(uo)v, V v e Hy(52), onde

G(u):zJ lul* dx.
Q

Isto €,
ZJ VuOVvdx—ZAf uovdx :2*kf uy” 'vdx, VuveH)(Q).
Q Q Q
2—2*2*
Definindo u; = mu,, sendo m escolhida de tal forma que satisfaca — = 1, obtemos
f Vu,Vvdx —AJ wvdx :f u* 'vdx, VuveH) Q. (2.49)
Q Q Q

Concluimos assim que u, € Hj(£) € solu¢do fraca do problema (2.1). Além disso, u; > 0,
uma vez que podemos considerar u, > 0. Agora, usando resultado de regularidade cléssico,

segue que u; € C2(2). Deste modo, usando (2.49) encontramos

f —Auvdx :f (Aul + ulz*‘l) vdx, veH,Q).
Q Q

Portanto —Au; = Au;+ 1121, uy >0 e u; =0 sobre 992. Além disso, do principio de maximo

classico seque que u; > 0 em (. Isto mostra que (2.1) possui uma soluc¢ao cléssica.

Para provarmos (2) devemos seguir exatamente a mesma argumentacao dada na demon-
stracdo de (1). Apenas usaremos a Proposic¢do (2.9) no lugar da Proposicao (2.8) para obter-
mos S < .¢/(2,3) .

O



Capitulo 3

O Operador p-Laplaciano

Neste capitulo, estaremos interessados em estudar a existéncia de solucdo para o problema

—div (IVul’”_ZVu) =AuP '+ ur-1 em Q
u>0 em (3.1)
u=0 sobre 99.

Como tal equacdo é uma generalizacdo do problema tratado no capitulo anterior, precisare-
mos estender alguns resultados de regularidade e principios de comparacao, os quais serao
estudados nas duas primeiras se¢des deste capitulo. No que segue, {2 denotard um subcon-

junto aberto e limitado do R”, com fronteira dQ e C>* el <p <n.

3.1 Identidade de Pohozaev

Como almejamos fazer uma anélise quanto a resolubilidade do problema (3.1), podemos
proceder como no capitulo anterior, obtendo uma Identidade de Pohozaev para solucoes do
problema em estudo. No entanto, para obtermos tal identidade, é necessario que a solucao
seja de classe C! até a fronteira, além de regularidade C? no interior de €. Porém, em geral,
as solucoes de (3.1) sdo no maximo C1¢(2), para algum 0 < & < 1. Para contornar esta difi-

culdade iremos considerar uma perturbacao deste problema. Seja

—div((£+|VuE|2)p;Vu3):f em
(3.2)

u,=0 sobre 29,

para £ > 0, sendo f € C*¢(Q). Usando o Teorema 8.3, pagina 301, do livro de Ladyzhenskaya

[LU68], vemos que o problema (3.2) possui uma solucao u, € C2(Q), para todo € > 0. Assim,

54
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com tal regularidade garantida, estamos em condicoes de obter a Identidade de Pohozaev

para solu¢des do problema degenerado (3.1).

Teorema 3.1. Sejap>1euec W)l"’ (Q)N L>*(Q) solugdo de (3.1). Entdo, u satisfaz

1
Af uldx= (1 ——)f [VulP(x-v)do.
Q p a0

Demonstragdo. Defina o seguinte campo vetorial

p—2

P:=g.(x)(Vu, - x)Vu,(x), sendo g.= (£+|Vu€|2)T.

Entdo, do Teorema do divergente, temos que

divP=div (g.Vu.) Vu, - x)+g:Vu.V(Vu, - x). (3.3)
Assim, como
J%u, ﬁug 0x;
(Ve - ; lﬁx 5x] 3x] 3xl]

temos que

[ 92u, 3u€ 3x] [ o2u, aug ox;

V(Vu, - x)=

= 3x13x] 8x] dx: ]:1 6xn3x] 5x] dxy,

Dai,

Vu,-VVu, - x) =

o l o2u, 8us 3x,]
1

Xy 4= 3xk6‘x] 5‘xj Xy

k=1 J
B i du, 02%u, N ou,du, 0x;
B = | 0x Ox0x;" " Oxi Ox; Oxi
~ (du, J2%u, )
= i+ IVuel. (3.4)

= dxp 3xk8x1

u
X

=

ks
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Por outro lado,

eovvu)) = 33w | 3(2e)

"~ Ju, 02%u,
= Z X (35)

N |~

Assim, de (3.4) e (3.5), segue que

Vi V(Vue - x)== (x - V(IVue?)) + V. (3.6)

N |~

Agora, multiplicando —div (g.Vu,.)= f por u., obtemos, por integragdo por partes,

J g€|Vu€|2dx=J fu.dx. (3.7)
) Q

Além disso, note que

% [x : V((8+|Vu€|2)g)] =

(£+|Vu€|2)%z (x : v(|Vu€|2)). (3.8)

SR

Dai,

lJ (8+|Vu£|2)§(x-v)da = leiV ((8+|Vu5|2)gx)dx
p o0 Q

p
(x - 9 (vuf)) + J (e +1vu.p)

= %f (e+ IVuglz)
Q Q

p—2
2

ST

Portanto,

(SIS
(SIS

%J (€+|Vu£|2)g(x-v)da—gf (£+|Vu£|2) )] (3.9)
o0

Q

= %Jﬂ [x : V((€+ Vu, )

Por outro lado, note que

J P-ud(f:f g8:(Vu.-x)(Vu,.-v) do.
29 29

Porém, como u, =0 sobre dQ2 e v é o vetor normal unitdrio, temos que Vu, =+|Vu,|v.
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Segue do Teorema do divergente que

Jdidex:f gS(VuE-x)(VuS-V)dU:J g |Vu.l(x-v)do. (3.10)
Q o0 a0

Por outro lado,

f'
J divPdx = div(gEVue)(Vug-x)dx—i-J g:Vu,V(Vu,-x)dx
Q Ja Q
r : 1 2 2
= | div(gVu)(Vu,-x)dx+ | g (x-V(IVuel’)) dx+ | gelVueldx
Ja 2 Jg Q
(.
= div(g.Vu.)Vu, -x)dx+%f 8 (x-V(IVuglz)) dx+J fu.dx
Ja Q Q

— —L(Vug-x)fder%L [x-V((sHVuEIZ)Z)] dx-l—qude

= —J(Vus-x)erlf (€+|Vu8|2)g(x-v)da—ﬁf (£+|Vu€|2)g+ffu£.
Q P Jaa p Q

Q

Acima, usamos as equagoes (3.3), (3.6)-(3.9), nessa ordem. Dai, igualando (3.10) com a

equacao acima, obtemos

2

_f (Viue-x)f~ (£+|V”flz)Z+J fL‘s:J (x-v) [|Vug|2 (1_1)_£] (€+|Vug|2)p%.
& P o 0 29 p p

Fazendo ¢ — 0 na igualdade acima, pelo Teorema A.4, presente no apéndice desta disser-
tacao, temos que u, — u em C La(()). Dai, segue do Teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue que

—J(Vu-x)f—zj|Vu|p+ffu:(1—l)f [VulP(x-v)do. (3.11)
Q p Q Q p %Y

J Vul|Pdx :J fudx.
Q Q
Substituindo em (3.11), obtemos

—J(Vu-x)fdx—i—(l—ﬁ)qudx: (l—l)J VulP(x-v)do. (3.12)
Q p Q p N

Por sua vez,
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Considere a funcdo H:R — R, dada por

*

rpP
s H(u)=f.
pe (w)=f

rpP
H(r)=A—+
p
Dai, temos que
VH(u(x))=H'(u)Vu(x)= f Vu(x).

Integrando por partes, obtemos

—f (Vu -x)fdxz—f (x-VH(u))dx = nf H(u)dx.
Q Q Q

Substituindo esta tltima igualdade em (3.12), temos

nJH(u)dx+(1—z)ffudx:(l—l)J Vul’(x-v)do.
Q p Q p o0

Finalmente, da definicdo de H, obtemos

1
AJ u’”dx:(l——)f [VulP(x-v)do.
Q PJ Jsa

3.2 O principio de comparacao forte

Nesta secdo apresentaremos alguns resultados, os quais, além de serem considerados
generalizacOes de principios de maximo e comparacdo conhecidos, serdo indispensaveis

para a continuacao do estudo da existéncia de solucio.

Proposicao 3.2. Sejam 2 C R" aberto e conexo, f,g € LY () eu,v € WP (Q) fungoes que

loc loc

satisfazem
—div (quI”_ZVu) =f e —div (|Vv|”_2Vv) =8

emC). Assumau >v e f >g,ambas g.t.p.em Q. Se K ={x€Q; u(x)=v(x)} é compacto,

entdo K é vazio.

Demonstragdo. Suponha, por reducdo ao absurdo, que o conjunto K ={x €Q; u(x)=v(x)}

seja compacto e ndo-vazio. Como dist (K, 92) > 0, existe um subconjunto aberto 2, tal que

KcQ,cQ, cq.
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Assim, podemos afirmar que u(x) > v(x), V x € Q; \ K. Para € > 0, considere os problemas

nao-degenerados
p=2 p-2
—div ((£+|Vu£|2) 2 Vug) =f em —div ((£+|Vv€|2) 2 va) =g em,

U, =u sobre o v, = v sobre o
(3.13)

os quais possuem solucao fraca em W'?(;). De fato, note que a tinica diferenca entre estas
equacgoes e o problema perturbado (3.2) é a condicdo sobre a fronteira. Logo, o espago onde
procuramos um minimizante do funcional associado ao problema contém informacao so-
bre o valor da solucao na fronteira, diferente da solucdo nula. No entanto, a existéncia de tal
minimizante é garantida pelo Teorema 5 da pagina 453 do [Eva09]. Além disso, ja sabemos
que u,, v, € C?(Q;) e

lin(}ugzu e lingvgzv em CYQ).
£l £—

Considere, agora, um outro subconjunto aberto de 2, digamos €2,, tal que

KcQ,cQcQy,

e defina

n=rggg1(u—v)>0.

Como temos, em particular, que
lue — ullcya,) Ve —vllcio,) —0, quando &—0,

podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

|3

| — tell 1o,y 1V — Vell o,y <
Logo, podemos deduzir que

ug—v£<g em K e ug—v£>g sobre 9%,. (3.14)
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Agora, note que, em {2,

f—g = —div ((£+|Vu€| )pT )—i—div ((€+|VU€|2)”22VV€)

17 22 0 u, 22 v,
- Y [(HWF) 2 (e+Ivuef) 8_x,-]

2
= ->. 3 [FO=FWl, (3.15)

i=1

p—2
2

sendo F(z)= (s-l— |z|2) zi, x=Vv.ey=Vu,. Como

OF
2 ()= 0y (e+12P)

p—4
2

+(p-2)(e+12P) * zi2),

p—2
2

do Teorema do valor médio e da equacao (3.15), obtemos

"0 —~ 0F Jw,
f-g _;5% 8x](Z) ox;j
_ _ii 5~-(3+|t-Vu +(1—-1t)Vv |2)pT_2+(p—2)(€+|t'Vu +(1—¢)Vv |2)pT_4
2 o, ij i ¢ i e i ¢ i P

t-%-i-(l—t-)% 5u£+(1_ )%
" 0x; “ox; )\ ' ox; ox;

parat; €(0,1) e w, = u, — v.. Dai, denotando

(2)}

p—4
2

af, = (e+16Vue+(1—1)Vrel?) * {85 (e +16Vue+(1— 1:)Vre[*) +

-2 (62" p 1= 9% (9% (1= )02
P lﬁx,- ! ﬁxi lﬁxj ' 3.76]' ’

obtemos

—i d a’ owe =f—g>0 em £ (3.16)
ijzlaxi 7 ox; - &= : .

no sentido fraco, ou seja,

, w0
f @ij aw agbdx_f(f g)pdx >0, V¢ eCr() ndo-negativa.
i,j=1J
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Considere p = nslzin w, e o conjunto onde o minimo € atingido, isto é,
2
K, ={x€Q; w.(x)=p},
o qual é um compacto nao-vazio, por (3.14). Nesse conjunto, temos que Vu, = Vv,, e entao,

p—4
2

a?}. = (€+ |Vug|2)7 {51‘] (€+ |Vus|2) +(p-2)

du,ou,
5‘x,~ 6‘xj '
Note que os coeficientes af ; acima sao as componentes da matriz Hessiana da funcao con-

1 »
vexa G(x)= ; (s + |x|2) ?,no ponto Vu,. Pela Proposicao (1.18), podemos afirmar que

n

D atig; = 0157, VEeRr”, (3.17)

ij=1

para algum 6 > 0. Considere, ainda, uma vizinhanca aberta €2, de K, tal que
K,CQ,CQ, CQy.

Entdo, w, > p sobre 99, e (3.17) ainda continua valida em 2, (o que pode mudar é a
constante 6). Entdo, pelo principio de maximo forte (Teorema 8.19, pdg. 198, [GT01]) apli-
cado a funcao w,, obtemos que w, deve ser constante em £2,,. Como em K, temos w, = p,
segue que w, = p em Q,,, contradizendo o fato que w, > p sobre 9.

O

A seguir, provaremos um resultado de comparacao que serd ttil nas préoximas demonstragdes.

Proposicdo 3.3. Sejam Q2 C R" aberto, conexo e limitado, f,g € L*(Q) eu,v € CH{Q)NWLP(Q)

funcaoes tais que

—div (IVuI”_ZVu) =femQ —div (lelp_ZVU) =gem )
e
u =0 sobre 912 v=0 sobre 99,

(3.18)

no sentido fraco, com f > g q.t.p. em ). Entdo, u > v em¥).
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Demonstragdo. Como u e v sdo solucoes fracas para tais problemas, temos, em particular

J IVulp_ZVuV(pdx:f fodx ZJ g(,bdx:f IVv|P2VoVedx,
Q Q Q Q

para toda ¢ € W, " (€2), ¢ > 0. Logo,

f (qu|p_2Vu — |VU|p_2VU) Vodx>0, Y ¢=>0. (3.19)
Q

Agora, considere o conjunto 2, = {x €Q; v(x)> u(x)+e¢}, para € > 0. Suponha por con-

tradicdo que exista &y > 0 tal que 2., # 0. Assim, podemos definir a seguinte fun¢ao

v(x)—u(x)—e em £,
¢80(x): ’
0 em Q\€,,.

Nota-se que v — u = &, sobre 9Q,, e que 0 < ¢, € W)l"” (©). Dai, substituindo tal funcao em
(3.19), obtemos

f (IVuI’”_?‘Vu - IVvl”_ZVU) (Vu—-Vuv)dx <O0.
Qe

Em vista da Proposicdo (1.15), concluimos que

[Vu —-Vv|[=0 em €.

No entanto, sendo 2., um subconjunto aberto e conexo, e v — u = &, sobre 91, segue que

v—u=¢ em 1. (3.20)
Como €2, #0, entdo Q,, #0 para todo €, < &. Assim, pelo mesmo raciocinio acima, obtemos
que

v—u=¢ em Q. (3.21)
Das igualdades (3.20) e (3.21), segue que &, = & em {2, 0 que é um absurdo. Logo, Q. =0,

para todo € > 0. Portanto, v < u em 2. ]

O resultado seguinte estende o Lema de Hopf classico.
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Proposicao 3.4. Sejam Q2 C R" um subconjunto aberto conexo e limitado, f,g € L™*(Q2) e
u,v € CHQ)N WLr(Q) satisfazendo

—div (IVul”_ZVu) =f em Q —div (IVvl”_ZVv) =g emQ
e
u=0 sobre 00} v=0 sobre 01).

Se assumirmos que f > g > 0 q.t.p.em$) e que o conjunto C = {x€Q; f(x)=g(x)} tem

interior vazio, entdo temos que
ux)>v(x)>0, vxeQ e
u

v

Demonstragdo. Primeiro devemos observar que existe um conjunto de medida positiva onde

)
x)<x)<o0, Vxean.
ov

f > 0. De fato, caso contrario C =2, pois f > g > 0, porém C tem interior vazio. Portanto,
u % 0. Além disto, segue da Proposicdo 3.3 que v >0 e também u > v. Logo, u >0eu Z0e

entao, por [Vaz84], segue que
du
u(x)>0 em Q e 3_v(x)<0’ Vxe 90

Considere K = {x €Q; u(x)=v(x)} e suponha por contradicao que K # (. Da Proposicdo
3.2, sabemos que o conjunto K ndo pode ser compacto. Entdo, existe uma sequéncia
(xn) C K tal que x, — xo, com xo € 92. Dai, como (x,) C K, temos que Vu(x,) = Vuv(x,).

Mas, sendo Vu e Vv continuas em 9, segue que Vi (x,) = Vv(x,). E assim,

v Ju
8_v(x0): 3_v(x0) <0. (3.22)

Agora, considere w = u—v. Usando a mesma argumentacao da demonstracao da Proposicdo

3.2 vemos que w satisfaz
=~ 0 ow
Lw=—Y —|aij=—|=f-g>0,
”Z:laxj( Uﬁxi) f §=

sendo a;; = a?j (¢ =0). Em particular, como Vu(xy) = Vv(x,), temos que

1%
a11(x0) = [V u(xo)|” ™ {5i,-|w(xo)|2 +(p—2) (xo)—u_(xo)} .

0
ax; dx;
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E entdo, para tal x,, obtemos

D ay(x0)Ei; > 01EF, YEER" e 0 >0.

i,j=1
Pela continuidade de Vu, podemos construir uma bola B c 2 tal que x, € d B, sobre a qual

o operador eliptico definido pelos a;; seja estritamente eliptico. Assim,

D ai(x)EiE; = rlEl, VEER, VxeBey>0.

ij=1
Por sua vez, como w > 0 em B, temos duas possibilidades: w =0 ou w Z0em B. Se w =0,
entdo f = g em B, o que entra em contradicdo com o fato de que int C = 0. Caso contrério,
isto é, se w nao é identicamente nula em B, entdo decorre de [Vaz84] que w > 0 em B e
w

—(x0) < 0. Logo,

81/( 0) 8

du v
E(XO) < %(xo),

contradizendo a igualdade (3.22). Assim, como em ambas as possibilidades chegamos a um

absurdo, temos que K =0. Logo, segue que
ulx)>v(x)>0, vVxeq.

Assim, resta-nos provar que

Ju
v

Como u = 0= v sobre 99 temos que Vu(xy) ==x|Vu(xo)|v e Vv(xo) ==x|Vv(xo)|v, sendo v o

o
(x) < a—:(x) <0, Vxedq (3.23)

vetor normal em x,. Suponha por contradicao que

Ju ov
E(Xo) = E(x())’

para algum x, € Q. Entdo |[Vu(xo)| = |Vv(xe)| e portanto Vv(x,) = £|Vu(x)|v. Com isto

8w]
>0e

0
podemos repetir o argumento anterior e iIremos obter — E > |Gij7—
T ox j Jdx i

Zaij(x)gingﬂglz, VEER", VxeBCQey>0,

ij=1

ow
com xyp € d B. Como w = u—v >0em¢2, temos que E(xo) <0, por [Vaz84], o que contradiz
ov

a—v(xo). Portanto, segue (3.23).

7
o fato de —u(xo) =
av
]
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3.3 Existéncia e nao-existéncia de solucao
Nesta se¢do analisaremos a existéncia de solucdo para o problema
—div (IVulp_ZVu) =uP 1+ AuP! em

u>0em Q (3.24)
u =0 sobre 9.

A demonstracado do préximo resultado depende da Identidade de Pohozaev, cuja verificacdo
independe do sinal da solu¢do, como j4 foi constatado. Além disso, A; denotara o primeiro

autovalor do p-Laplaciano.

Teorema 3.5. Sejal < p < n. Entdo:

(i) Se( for estrelado com respeito a origem e A <0, entdo (3.24) ndo tem solucdo em Wol’p (),

(ii) Se A > A4, entdo o problema (3.24) ndo admite solugcdo em Vl{)l’p ().

Demonstragdo. Prova de (i). Suponha, por reducdo ao absurdo, que exista u € Wol’p ()]

solucao de (3.24). Primeiramente, consideremos o caso em que A < 0. Assim, do Teorema

1
0>7LJ u”dx:(l——)f [VulP(x-v)do >0,
Q PJ Joq

donde segue o absurdo.

3.1, temos que

Para o caso em que A =0, temos que

J [VulP(x-v)do =0,
29

_ du
pelo Teorema 3.1. Além disso, como u € C!(f2), segue de [Vaz84] que Fm < 0 em 9. Por

outro lado, como 2 é estrelado, obtemos que x - v(x) >0, V x €/, com ' C Q2 sendo um

subconjunto com medida positiva em 0. Portanto, IVu|P(x-v)do > 0, contradizendo
20

a igualdade anterior.

Prova de (ii). Sabemos que o primeiro autovalor do p-Laplaciano é dado por

A :max{p >0; lull) <p ! IVulls, Vue wol”’(sz)}.
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Considere o problema de autovalor do p- Laplaciano:

—div (Vo' *V¢)=2¢7" em Q
¢ >0 em () (3.25)
¢ =0 sobre 0.

Usando idéias andlogas ao Lema 2.1 podemos provar que existe ¢ € Wol’p (92), ¢ >0, solucao
fraca de (3.25). Da Proposicao 1.13 segue que ¢ € L®(f2) e por [Tol84] ¢ € C}(Q). Além disto,
por [Vaz84], ¢ > 0 em (2 e portanto e < 0 sobre 912.

Agora, suponha por reducao ao absurdo, que exista u € I/\{)l’p (©2) solucao de (3.24). Logo,

— 0
ueCli(Qe a—: < 0 sobre 912. Considere o conjunto
A={e>0; u(x)>ep(x), Vx e},

o qual é ndo-vazio (ver argumentacao do Teorema A.5 do Apéndice desta dissertacdo). Logo,
podemos considerar
go=supfe>0; ecA}

e definir ¢po = €y¢. Assim, u(x) > ¢o(x), V x €Q. Defina
f:A,Mpil‘i‘up*il e gzﬂ,l(popil.

Como A > A, e u > ¢ em ), segue que f > g em 2. Logo, int {x€Q; f(x)=g(x)} =0e

entdo, da Proposicao 3.4, temos que

u(x)>¢o(x)>0 Vxen

3.26
—( )<ﬂ(x)<0 Y xeon. (3.26)

Logo,

av

Q(x):= >1 sobre 9.
0
—¢°( )

Seja p =min {Q(x); x € N} > 1. Afirmamos que existe a > 0 tal que

VxeQ,={xeQ; dist(x,00)<a}, u(x)> (pT-i-l) Po(x).
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Suponha por contradicdo que ndo exista tal faixa. Logo, para todo a > 0, existe x, € , tal

+1
que u(xy) < (pT) ¢o(xy). Em particular, para todo n €N, existe x,, € Q% tal que

p+1

u(x,) < (T) @o(xn). (3.27)

Além disso, existe subsequéncia de (x,), a qual vamos continuar denotando pela sequéncia

original, tal que x, — X € 992. Porém, da definicdo de p temos

du )
—(x
u(xy,) ov >p.
¢0(xn) a¢0 -
E
v
p+1 . . - . .
Portanto p < — Assim p < 1, o que contradiz a definicdao de p. Considere, ainda, o
conjunto
o‘=inf{M ; er\Qa}.
¢o(x)

Entao,oc>1e
+1
u(x)>min{a,pT}q§0(x), Vxeq.

+1
Como min {0, pT} > 1, segue que

+
u(x)>min{0,p

1}80¢(x), VxeQ,

o que contradiz a escolha de &.
U

Doravante, analisaremos a existéncia de solucao para o problema (3.24). E assim como no
caso classico p = 2, a existéncia de solu¢do estd relacionada com o valor de A. Dai, para
0 <A< A, defina

S,:= inf f(IVuI”—/llul”)dx;fIul”*dX=1 :
uewyP@) | Jq Q

Além disso, vamos considerar a constante 6tima de Sobolev

L

(J |u|p*dx)p*§ﬂ(p,n)(f IVul”dx)p.
R” R
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Observacdo 3.6. Se 0 < A < A4, entdo S, estd bem definida. De fato, em Wol’p (), temos que

|lull,, < oo. E, como estamos considerando 0 < A < A, obtemos

f |Vu|”dx—/1J lulPdx > (Al—k)f |lulPdx > 0.
0 0 0

Lema 3.7. Para qualquer0< A < Ay, temos que S; < .«/(p,n)"".
Demonstragdo. Definamos as seguintes funcoes

p_ p
Vel = Alull

P
Ll

Qa(u)=

, YueWw'" (Q), u#0

¢ (x)
n-p )
(8+|xlﬁ) ’
sendo ¢ € C*(2), 0 < ¢ <1 e ¢ =1 numa vizinhanga de 0, digamos B;. A idéia da

demonstracao € estimar o valor de Q,(u.) para € > 0 suficientemente pequeno.

u(x)= para £<(0,1],

Passo 1: Como

n—2p

¢xi(x)(g+|x|ﬁ)’?_¢(x)(’;%p (8+|xlﬁ) p (|X|Z)%xi

1
22 ’
(s—i—lxlﬁ) ’

u,
ox. (x)=

obtemos

Vu.(x)=

Vo(x) _ +(P—") ¢(x)x,, .
(s+|xlppl)”p P (8+IXIﬁ)E|xI§%

Logo, pela Proposicdo 1.14,

— p ply|P \V4 p \V4
Wuelps(n p) ( Prlx| +C Vol +C x|Vl

_ p O\ p=2 p \n—p n—1°
p-1 8+|x|p€1) |x|p(5*1) (s—i-lxlpril) (s—i—lxl%)

Assim,

—p\? =
JIVuglpde(n p) f ALY
Q p-1 Q (€+|x|ﬁ)
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Fazendo ¢” =1+ (¢” — 1), obtemos que

_\P it —p\P P 1)x|PT
JIVuel”dx < (” ’;)J Ll ndx+(%) or =™ v e,
p— 1 p—- 1
0 Q(8+|x|p ) ) (£+|x|” )
—p\” o
S (n p)f S G,
p-1 Q(e—i-lxlﬁ)

—\P son =
(n p) Ep”J‘ Lﬁ,,dx%—(]l. (328)
p—-1 R" (l—i-lxlﬁ)

Passo 2: Pela definicao de u,,

. 1 P
f|u8|” dxzf ﬁdwrf ¢—de. (3.29)
Q Bs (s+|x|ﬁ) O Bs (s+|x|ﬁ)

Como

(S

1 o 1
f e = ey I
5o (£+1x177) By (112177

= ¢ (J ;dx—f ;dx
\ R” (1+|x|ﬁ)n B¢ (1+|x|ﬁ)n ,

sendo B, := B, u-»/r, segue de (3.29) e do Teorema do valor médio, que

|u£|p dx > €7 ﬁdx— ﬁdx
0 G (1+|x|ﬁ) Be (1+|x|ﬁ)

P
£

5 J ;dx p —C1J ;dx
R” (I-I-leﬁ)n Be (1+|x|ﬁ)n

Y
)
|

Mas

o0 o0
1 1 _ prel
I’N 1-p » 1—p »
e (1+1x177) 5o’ Js, (14777) 5o’ (14777

IA
9]
(=7 ?
® )
s
<
|1
Q
=~
|
B
—
|
<
Nt
| O
=
g8
VY
~N | =
N——
|
|
I
[»%)
1|~
N——
i
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Logo,
* p% p—n ( r ]. \’% p=n n
(f |1, |? dx) > g7 5 dx —C,Ce 7 gr
Q \JR" (1+|x|ﬁ) )
l
o (1 1 \’
= g7 g dx — C,e. (3.30)
e (1+1P7) )

Passo 3: Notemos que

1 QP
J lulPdx = J P NP dx+f p\"Pp dx
Q Bs (£+|x|v*1) BENQ (€+|xlpfl)

1 p?-n 1
- n_pdxze » J - n_pdx
) o (1+0)

v
&
~—
D)
+
=

Para p? < n, temos

1 * 1 Y ol
—~ nﬁpdx = o | T nﬁpdsdr:C . 2P nﬁpdr
B (1+|x|”*1) 5e' 7 Js, (Hrw) 6e'7 (1+rp—1)

1-p
e pr
nfpz
= C3£ P

E assim,

_ 1 n—p?

lu|"dx>¢e» — 5 Adx—Cse v
0 RY (1+|x|ﬁ)

Portanto,

p2-n 1
luell? =& J ( 5 dx—Cs. (3.31)
Rn
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Agora, se p? = n, temos

p?=n 1 1
flugl”dx > g J — n_pdx—f — n_pdx
Q R” (1+|x|p71) B¢ (1+|x|n—1)

[+

. S P -, . Se P =l
= C+Cf —dl’ZC-l—Cf -
1 1

= C4 — C5 ln(s).

Como queremos fazer a andlise para ¢ > 0 suficientemente pequeno, podemos toméa-lo de

ﬁ . . . « ” :
tal forma que 6& » > 1, o que justifica a igualdade demarcada por “*” acima.

Passo 4: Substituindo (3.30) e (3.28) na definicao de Q,, aplicada a func¢ao u., concluimos

—o\? oo
(" p)s@‘f-—JﬂLTde+Q—Mmm;
p-1 R” (1+|x|ﬁ)

Qk(us) < Z

p-n 1 ’
Er ﬁdx —C2€
R" (l—i-lxlﬂ—l)

Definindo

E*‘“

—p\” = 1
a:= (u) J Lpndx e b= f —— 7 dx
p-1 R” (1+|x|ﬁ) R (l-i-lxlﬁ)
obtemos

ae’? +Cy— Al
Q?L(us)f p-n .
er» b—Cye

Por outro lado, como a funcao

- (52

p—n

p—n p—n
(1+|x|%) b= a(l—i—lxlﬁ) ’

n—p
2
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é extremal para a desigualdade 6tima de Sobolev, temos que

) e
JIVZI”dx P=1) Jer (14+1x177)"

"Q{(p’ n)—p =

R?
p
R?

p
£

J]R” l—l-:l’pl e
(1+1217)

Para facilitar a notacao e o compreendimento do que segue, denotemos

d ::J ! dx.
R” (1 + IxI%)n_p

Dai, para p? < n, usando (3.31), obtemos

M
ae 7 +Ci—Alully 4

Qu(ue)—(p,n)? <

IA

e%b—Czs b

n 2_,
a€p7 +C; —/IepTd+C3)L a

£p;n b—Cse b

bC,+AbCs+aCoe —Abde 7

N

0 que nos permite concluir que Q;(u.)—.</(p, n) "7 <0, para ¢ > 0 suficientemente pequeno.

Agora, para p? = n, temos

Qi(ue)—(p,n)”

para ¢ > 0 suficientemente pequeno.

b2e’s —bCse

p=p

n—p? n—p? 2+4n
bCie' 7 +AbCse 7 +aCoe 7 —Abd

IA

b2 —bCoer

p=n
ae? +C=Aull 4

s%b—cze b
as% +Ci—CyA+CsAIn(e) a
s%b—Czs b

bCi+bCsAln(e)+aCre —bCyA

b2e’s —bCse
b(C,— C4A)+AbCsIn(e)+aC.,e

g7 (b2—bCye?)

0,
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Em qualquer um dos casos, tem-se que Q,(u.) < .</(p,n)?, para ¢ > 0 suficientemente
pequeno. Assim, da defini¢do de S;, segue que S; < .</(p,n)".
O

Teorema 3.8. Assuma 1 < p? < n. Entdo, para todo A € (0,1,), o problema (3.24) admite

solugdo em W,""(Q).

Demonstragdo. Defina o conjunto /¢ := {u € Wol’p ) Nlull,-= 1} e o funcional
— p_ p
J(w) =1V ull” = Alull”.

Como S; = injff](u), existe (u,) C # tal que J(u,)— S;,. Portanto, J(u,) < C, donde segue
UES

que (u,) é limitada em Wol’p (), uma vez que

C 2 IV unll, = Alluall? = Tl

E assim, temos que
U, — Uy em Wol’p () (amenos de subsequéncia).
Agora, como a imersao WP — LP" ndo é compacta, precisamos considerar as medidas
Vp=|un dx e u,=|Vu,l’dx,

as quais sao limitadas, pela observacao (1.32). Logo, pelo Teorema (1.31), temos que v, — v
e U, — u. Além disso, temos que ||v|| < liminf ||v,|| e ||u]| < liminf ||u,||. Desta forma, pelo
Teorema da concentragdo de compacidade, existem um conjunto no maximo enumeravel
¥, uma familia de pontos {xj ; ef} c Q e familias de niumeros positivos {vj J ej} e
{,uj ;] ej} tais que

@) v=luol” dx+ ) v;8y;
jes

() > Vil dx+ Y phby;
jes

(i) .o/(p, ) "(v,)" < ;.
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Dai, usando a propriedade (ii) e a imersao compacta de Vl{)l’p (2) em LP(£2), temos

Juo) < p)= ) pi6() = Alluoll?
jes

<l = Aluolll = s
J
< 1iminf||,un||—7t||u0||,’;—z.uj
J

< liminf [Vuu|l? - Mluol? = > p;

J
= liminf |[Vu,|[? - Alimsup [[ua ] - p;

J
< 1iminf(||Vun||,’;—AllunIIZ)—Zuj
J

= SA—Z.Uj-
J

Mais ainda, utilizando a propriedade (iii), obtemos

J(uo) <8, = (p,n) P D (V)7 (3.32)
J

Por outro lado, da propriedade (i), concluimos que

f \uol” dx +Zv,- =1. (3.33)
Q ]

Esta igualdade, além de fornecer a informacao de que Z v; <1, também nos da indicios do

J
caminho a ser seguido: provar que ¢ = 0. Assim, suponha, por reducdo ao absurdo, que tal

conjunto seja ndao-vazio. Como S, <.</(p, n)?, segue de (3.32) que

J(uo) <3 =/ ()" Y (v <Si | 1= (v))*
J J

P
Dai, como v; < Zvj <1, jefe % <1, segue que v; <v;»", donde obtemos
i

0<J(u)<Sy [ 1= v; | =Salluolll.
J
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Assim, se || uo||Z* =0, chegamos a um absurdo com a desigualdade acima. Por outro lado, se

[ltol}. # 0, como [|uoll}. < lluoll,+, obtemos

Up
] <SQL)
lloll -

0 que resulta numa contradi¢gdo. Como em qualquer uma das possibilidades chegamos a

uma contradi¢do, devemos ter ¢ = 0. Assim, da equagdo (3.33), segue que ||uol/,- =1 €,
portanto, uy € 7. Logo, da equacdo (3.32), temos que

isto é, J(uy) = S;. Logo, pelo Teorema do multiplicador de Lagrange, existe k € R tal que

k * *
P f luolP Puovdx, Y ve W .
P Jq

f IVuol” *Vu,Vvdx —AJ luo|’ Pupvdx =
0 Q

kp*aP_P*

p

Tomando a de tal forma que u; =aug e =1, obtemos

f |Vu1|p_2Vu1Vde—Af |u1|p_2u1vdx:f lui|P 2uvdx, Yve Wol'p(ﬂ),
Q Q Q
donde segue o resultado.
O

Observacao 3.9. A demonstragdo desse ultimo resultado pode ser feita de forma diferente,
sem utilizar o Teorema da concentracdo de compacidade. Tal demonstragdo pode ser en-
contrada na nossa principal referéncia [GV89]. Nesse artigo, a estratégia dos autores Guedda
e Veron foi utilizar um problema sub-critico associado ao problema (3.24) e obter o resultado

almejado através de um processo limite. As idéias principais sdo as seguintes:

Dado p <t < p*, considere o funcional definido sobre I/\{]l’p ()N {0}

P _ p
IV all? = Alluel?

p
llell?

Q(u)=
e o conjunto S’ = 1% Q’(u). Além disso, para t € [p, p*), considere o problema sub-critico
u

—div (lvutlp_zvut) =Au?"' +S'ul~! em Q
u, >0 em (3.34)
Qi(u)=8" llull,=1.



Capitulo 3. O Operador p-Laplaciano 76

Ap6s provar a existéncia de solucao fraca para o problema (3.34), faz-se necessdrio a verifi-

cagdo de que a funcao ¢ — S’ é continua a esquerda sobre [p, p*]. Desta forma, podemos

encontrar uma sequéncia nao-decrescente (t,) tal que t, — p* e lim S =S,. No entanto,
ty—p*

para obtermos o resultado almejado, devemos ter a garantia de que (u,,) convirja para uma

funcao u em C»%(Q2). Uma das formas de obter tal garantia é utilizar o Teorema (1.11).



Apéndice A

Regularidade C1:2 até a Fronteira e

Unicidade de Solucao

Na primeira secdo do Capitulo 3 obtemos a Identidade de Pohozaev para solucdes do
problema degenerado (3.1). Para isso, consideramos uma perturba¢do do problema, donde
retiramos a almejada identidade através de um processo limite. Neste apéndice, além de
garantirmos tal convergéncia, provaremos um resultado de unicidade de soluc¢do, como apli-
cacao dos resultados obtidos na secdo 3.2 desta dissertacdo. Inicialmente, preocupemo-nos

em garantir a existéncia de solucdo fraca para o problema (3.2).
Proposicao A.1. Existeu, € W)l’p () solugdo do problema (3.2).

Demonstragdo. Seja ] : Wol"” () — R, dado por

](u)::lf (8+|Vu|2)gdx—f fudx.
p Q Q

Nota-se, facilmente, que o funcional J estd bem definido. Vejamos que J € limitado inferior-

mente. Dado u € Wol"” (©), temos que

J(u) = lf (e+|Vu| dx—qudx

> J IVuI”dx—f fudx
> —IIVMHZ—CHullp
1
> E||u||wlp Cllullwrp- (A1)

77
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Nas passagens acima usamos as desigualdades de Holder e Poincaré e a equivaléncia das
normas ||V .||, e|l.[ly,. Se J fosse ilimitado inferiormente, existiria (u,) C W, " tal que
J(u,) — —oco. Da equacido (A.1), como C > 0, temos necessariamente que ||u ||y, — oo.

Porém, como p > 1, o crescimento de (A.1) é determinado pelo crescimento do fator ||u,,||"

wlp:
1 . . .
Logo, —|| unll’;V],,, — Cl|lup||yr» — 00, 0 que é uma contradi¢cdo. Assim, faz sentido calcularmos
p
n:= inf J(u).
uewy "’ (@)

Pela definicao de infimo, existe (u,) C Vl{)l'p (©) tal que J(u,)— n. Portanto, J(u,) < C. Logo,

Cc > ](un):lf (£+|Vun|2)gdx—ffundx

p Q Q
1
—f IVunlpdx—f fundx
P Jq Q

=
1 —
> —[IVunlly = Clluall,
p
1
> ;Ilunllﬁvl,p — Cllunllwr.

e . 1,
Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, temos que ||u,||y1.» < C. Sendo W, re-

flexivo, existe uo € W,"" () tal que
U,— Uy em Wol’p () (amenos de subsequéncia).

Defina a aplicacao L:R"” — R, dada por

p
2

L(y):= % (e+1yF)”.

Pelo Teorema (1.27), segue que o funcional

P
2

F(w):f L(Vw)dx:lf (£+|Vw|2) dx
Q p Q

é fracamente semicontinuo inferiormente em W'?(Q2), uma vez que a aplicacao L é convexa,

pelo exemplo (1.19). Assim, como u,, — uy em WOI”’ (), temos que

F(uy) <liminf F(u,).
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Assim,
J(uy) = fL(Vuo)dx—f fuodx = F(uo)—limJ fu,dx
) ) ")
< limian(un)—limsupj fu,dx
Q
< liminf/(u,)=n.
Logo,

J(wo)=n=inf J(u).

1,
uew, ()

Portanto, J'(u)v =0, ¥V v € W,"P(Q). Isto é,

p=2
f (3+|Vu0|2) 2 VuOVvdx:f fvdx, V veWOl”’(Q).
Q

Q

O]

Proposicao A.2. Se u, € Wol'p () é solugdo fraca de (3.2), entdo u, € L*(2) N CH%(Q)), para
alguma €(0,1).

Demonstragdo. Basta tomar a(n) = (e + |77|2)r% 1 na equacao (1.2), utilizar a Proposicao
(1.13) e aplicar o Teorema (1.11). O

Observacao A.3. Para a correta utilizacdo dos resultados citados acima é necessario verificar
que a funcao a satisfaz todas aquelas seis condicoes de crescimento e elipticidade. Em re-
lacdo as condicoes (iii) e (iv), a primeira se verifica com os mesmos cdlculos presentes no
exemplo (1.19) e a quarta condicdo serd verificada abaixo. Quanto as demais, suas andlises
serdo omitidas, por ndao demonstrarem dificuldades. Para isso, basta utilizar o lado direito
da desigualdade (1.12). De fato, como

da; pot p2
a—;(n)=(p—2)(8+|n|2)p2 nimj+(e+m?) = 84,
J

temos que

n

2

ij=1

)

=

adj
on;

~ ‘

. p-2 <
< +n)? O0ii+———< in;
(T])‘ (5' Inl ) -MZ_I j (€+|T}|2) WZ_:llfl n;l

=
[N}

7/’2
(e+nF)

™ ‘

< (e+Inf)* |n+C < C(e+n))".
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A seguir, provaremos que a regularidade C“ da solugao do problema perturbado pode ser
estendida até a fronteira. Esse resultado também pode ser encontrado no artigo [GV89]
(nossa principal referéncia). No entanto, como a demonstracao € feita utilizando-se o Método
da Reflexdo Local, que é um procedimento conhecido, as contas envolvidas sdo geralmente
omitidas. Desta forma, faremos a tal extensdao no que segue, com todos os detalhes, os quais

achamos pertinentes.

Teorema A.4. Sejam Q C R" aberto e limitado, com 39 € C*®, f € C**(Q) e u, solucdo do

problema perturbado

—div((SHVuEIZ)p;VuS):f em
(A.2)

u,=0 sobre 0.

Entdo,

u, —u em C"Q), com a<(0,1),
sendo u solugdo fraca do problema degenerado (3).

Demonstracdo. Sabemos que u, pertence ao espaco C2(Q) por [LU68]. Em particular, u, é
solucdo fraca do problema (A.2). Para facilitar a notacao, denotemos u = u,. Como estamos
considerando Q2 um subconjunto limitado do R” com fronteira de classe C*, da defini¢ao

(1.4), temos que 3 r > 0 e uma funcdo 7y : R"~! — R de classe C* tal que
B, (xo)N2= {x € B,(x0); X >71(x1,-- ;xn—l)}-
Seja U =N B,(x,) e considere as cartas

¢: U — BT

x — @)= (x1,, Xpo1, X — (X1, X0m1))

Y: Bt — U
y o= Y= Yo Yatr(, x0m1)),
sendo Bt = ¢(U).
Além disso, defina a funcao g(y) = (y1,-**,¥n-1,—Y») € a composicao F : g(B*):= B~ — (,
dada por

F(xl)"' rxn): ¢(x1;"' rxn—l)_xn)'
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Considere, também, a funcao

(uoy)(x) se xeB*
—(uoF)x) se x€B-.

v(x)=

Primeiramente, sendo u solucdo fraca de (A.2), temos, em particular,

p=2
f (€+|qu|2) * Vyu Vxndx:f fndx, VneCrU).
U U

Pelo Teorema de mudanca de variaveis, tal igualdade torna-se

J,

No entanto, aplicando a regra da cadeia, obtemos

p—2
2

v.uy)))

] - du Y
oy D=2 5 WG )

donde segue que V, u(y(y)) =V, u(x)y’.

L Vau()=Vyuy(y)e’.

Analogamente, obtemos
Vin(x)=V,n(p(y)e’.

Substituindo as igualdades obtidas acima em (A.3), obtemos

f (e+ v, utp)e’
B+

Logo, pela definicao de v em B*, podemos escrever

f (e+[vyv000)
"

sendo { =noy € CX(B*).

p—2
2

Vou () Von () dy=J Lo NG dy.  (B3)
B+

2) B Vyu (@) ¢ -Vyn () ¢’'dy =f FW)n ) dy.
B+
(A.4)

Vyv(y)g -V, {(y)¢'dy =f W) <y)dy, (A.5)
B+
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Agora, inspirados no procedimento acima, considere a matriz

1 - 0 Vo,

Y, o0 —1 Vo,

Tal matriz é a derivada da composta g o ¢, uma vez que consideraremos, agora, a carta F.

Dai, vamos analisar a seguinte equacao

p—2
2

f (e+[%0 0F) ™ wy0 ()0 - ;50004
~

p—2
2

- f (e +[vsve gl 6]') * Viwog)n)6 - ViEog)piody,  (a8)
B+

sendo £ € C*(B~). Como

0 0 0
3—J7iV(g(y)) = 3—J7i[—UOFOg(y)]Z—ay_i(uot/))(y)
0 P
= —a—yi(uolp)(g @),
pela regra da cadeia, obtemos que
Viv (8() ==Vy(uoy)y) I, (A7)

sendo I a derivada da aplicacdo g, istoé,

~i
Il

Da mesma forma, levando em consideracao que
cog=noFog=noy,

obtemos

Vi(Eog)y)=V,y(noy)(y) 1. (A.8)
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Substituindo (A.7) e (A.8) em (A.6), obtemos

p—2
2

f (e+[w50@)6") * Vyv3)0 - ViE)0d7
5

p—2
2

= J (e+|—vy(uo¢)(y)f9|2) (=9, (uoy))I0) - (V,(noy))I0) dy
B+

p—2
2

_— (e+ |V utp) 9T) * Vyu (@) @' V0 () ¢'dy

J Bt

. fFW)n(yy)d

J B+

= - r (feF)y)s(y)ay.

JB-

Acima, utilizamos (A.4) e o Teorema de mudanca de variaveis, nessa ordem. Portanto, obte-

J (e+|vsvm 6
.

A seguir, colocaremos as equacoes satisfeitas pela funcao v, em ambas as regides B* e B~,

mos
p=2
2

Vyv(7)0 - Vy‘i(f)edf:—J FE@)EWdy.  (A9)
.

na notacao de Tolksdorff [Tol84]. Comecemos com a equacao (A.5). Como

V00 =Y 0,000 e V,000 ch,(y)wj»

i=1

entao
n

(V09 V, 00" ) =D ¢, lZ vy, (Vi Vo)
j=1

i=1

Substituindo em (A.5), obtemos

3] a3

donde podemos escrever

A 0
/ ) <V¢i’v¢j>a_;(ﬂ} dy=f Fy») <)y,
i B+

n p—2
2

aj:Z(s+ ’2)

i=1
Analogamente, podemos reescrever (A.9) na forma

0
(V9090;) 5,00 em B,

)3 f & [Z(HIVy-v(y‘)@Iz);<V9~V9>§;’ (y)} dy = f [ (FG)] EG)d.
=1J B~ i=1 ! B~
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E, assim,

n p—2
2

a; :Z (8 + |Vy v(y)9|2)

i=1

<V9i,V9j>§—;(J7) em B

Finalmente, definindo

(.9+|n¢’|2)p%zz <V¢i,v¢j> n; se x€B"

4

(s+|n9|2)p7722 <V9,-,V0j> n; se x€B~,

1

aj=aj(x,u,n)=

temos que a funcao v satisfaz

f D ajx,pmn)iy }dx =J h(x)9(x)dx, (A.10)
B B

j=1

para toda 1 € C*(B) com suporte compacto estritamente contido em B* ou em B~, onde

h(x) = (foy)x) se xe€B*t

—(foF)x) se xe€B-.

Note que estamos diante de um problema, uma vez que precisamos que a equacao (A.10)
seja vélida V i € C°(B). A forma como encontramos para resolver essa situagao, foi transferir
o problema para o dominio original, uma vez que nessa regido temos mais informacodes a

respeito da solug@o u. Assim, dada ¢ € C(B), considere as fungdes

p1(xX)=¢ (p(x)) = (X1, , Xp—1,Xn — 7(X1,++,X4-1)), para xeB* e
Ya(X)=@ (X1, , Xn1, —Xn +7(X1,-+, Xn—1)), para xeB-.

Logo, ¢1 = ¢, sobreI', sendo I' =y (supp pnN(@BtNod B*)). Agora, usando o fato de que a
equacao

—div ((s+|Vu|2)pZZVu) =f (A.11)

é vélida em €2, com u € C?(Q2), multiplicando (A.11) pelas fungoes ¢, e ¢, e integrando sobre
U c, obtemos

—JUdiv ((e-i-qulz)pzzvu‘Pi) =Lf%—L (e +1vuF)

para i = 1,2. Aplicando o Teorema do divergente e usando o fato de que ¢;(x)=0, para todo

p—2
2

VuVy;,
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x € 0O\ T, obtemos as seguintes funcoes

p=2 p=2
2 2

VuVp,dx e (A.12)

§ f (e +1vuP)

Vugolvds:f fgoldx—f (8+|Vu|2)
U U

p—2 p—2
2 2

VuVy,dx. (A.13)

L(HIVuIZ)

Somando (A.12) e (A.13), temos

Vugozvds:—J f(pzdx—J (8+|VU|2)
U U

=2 p-2
ffgoldx—f fgazdx—f (.9+|Vu|2) 2 VquolderJ (€+|Vu|2) > VuVp,dx=0.
U U U U
Aplicando o Teorema de mudanca de varidveis, segue que
p-2
f (foy)pro)dx — | (foF)proF)dx— f (e+IV(uoy)P) * V(uoy)V(p o)
Bt B~ BT
p=2
+ J (£+|V(uOF)|2) > V(uoF)V(p,oF)dx = 0.
.
Logo,
= p=2
fh(x)cp(x)dx = J (e+IVvl) 2 wvuplow)—f (e+IVul) * VuV(ps0F)
B Bt B~
= J‘:E:aijﬂix.
B j=1
Portanto,

f Zajcpxjdxzf h(x)p(x)dx V ¢ € CX(B).
B B

j=1

Além disso, precisamos provar que v € W)l’p (B), para que possamos utilizar o principal re-
sultado de Tolksdorff [Tol84]. Como a limitacdo de v é evidente, preocupemo-nos com a

existéncia de derivada fraca de v.
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Para isso, seja ¢ € C(B). Dai,

fvapxidx = f vgpxidx+f Vpydx
B Bt B~
= —J vxit,odx+f vapvids—f vxi¢dx+f vpvids
B* oB+ B- 0B~

= —J Uy, pdx.
B

Acima, v e v representam os vetores normais as fronteiras de B* e B~, respectivamente.
Desta forma, estamos nas condicoes do Teorema 1.11, o qual, juntamente com o Teorema
de Arzela-Ascoli, permite-nos afirmar que u, — w em CLe(Q), para algum a € (0,1), sendo
w e Che(Q).

Mostremos que w = u, sendo u solucao fraca do problema degenerado (3). De fato, sendo

u. solucao fraca de (3.2), sabemos que

p=2
f (£+|Vug|2) 2 VuEVvdx:f frdx, YveWw" .
Q

Q

Fazendo € — 0 na igualdade acima, obtemos

f IVw|P*VwVvdx :f frdx.
Q Q

Por outro lado, sabemos que

f VulP2VuVvdx =f frdx.
Q Q

Logo,
f (IVuI”_ZVu — Ile”_ZVw) Vvdx=0, VYve Wol’p(ﬂ).
Q

Em particular, tomando v = u — w na igualdade acima, segue da Proposicdo 1.15 que

Vu—-Vw|=0 q.t.p.em Q@ — u=uw.
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Para finalizar, provaremos um resultado de unicidade para solu¢ées do problema

—div (IVul”_ZVu) =g(x,u) em Q
u=0 sobre 99Q.

(A.14)

Este resultado servird como uma aplicacdo da teoria desenvolvida na secao 3.2 desta disser-

tacao.

Teorema A.5. Sejam Q2 C R" um subconjunto aberto, conexo e limitado, e g uma fungao

continua em 2 x R com valoresem R e que satisfaz

g(x,pr)

or <glx1), VxeQ, p=>1 e 0<r<r.

Se u, e u, sao duas solucoes de (A.14) em C1%(Q) tais que

max u;(x) =max u,(x),
Q Q
entao u; = u».

Demonstragdo. Como g é ndo-negativa, segue da Proposicdo 3.3 que u;,u, > 0em Q. E

assim, de [Vaz84], somos deixados com duas possibilidades:

(i) u, = LLZEO,

.s ou, du,
() u,u,>0emQ e —,—— < 0sobre dQ.
av  ov

Como se ocorrer (i) o resultado é imediato, vamos assumir (ii) e considerar o conjunto

A :={e>0; cus<u,emQ}.

Afirmacao 1: A; #0.
Para verificarmos tal afirmacao, procedamos pelo absurdo. Entdo, V ¢ > 0, 3 x, € {2 tal que
euy(x.) > u,(x.). Em particular, para todo n €N, 3 x, € Q tal que

Us(xp) _ 1

<-—.
ui(x,) ~ n

0<
Construimos, assim, uma sequéncia {x,} C Q tal que x,, — x, € Q. Logo,

us(x,)
ui(x,)
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Por outro lado, para cada x, € 2, considere y, € 91 tal que % = v, isto é, o vetor
normal a fronteira Q2 em y,. Dai, t
Uz(xXn) — uz(yn) du,
uz(xn) |xn _yn| vu2(¢n)vn E(x())
= = — =— >0,
ui(x,) ul(xn)_ul(yn) Vui(€n)va du,
——(x0)
|xn _J/n| ov

donde segue o absurdo.
Afirmacao 2: A; <1.

A verificacdo desta afirmacao é imediata da hipétese max u; = max u,.
Q Q

Assim, podemos considerar €, =sup A; e definir ¢ =¢&,u;. Logo, &1u; <u,em Qe

—div (|[Vo"?Ve) = —e/ 'div (V" Vuy) =& glx, u1)

(o)

= ﬁ < g(x,uy).
(=)

1
Acima, usamos a hipotese,com 0<r=¢ <u,=r'e p =—. Assim,
&

—div (|[V9[’?V¢) < —div (|Vul’*Vuz), VxeQ.

Como ¢ < u, segue da Proposicdo 3.2 que o conjunto K = {x €Q; ¢(x)= u»(x)} ndo pode

ser compacto, a menos que seja vazio. Analisemos as possibilidades:

Primeiramente, suponha K = ). Nesse caso, temos que ¢ < u, em (). Usando a mesma

argumentacdo para provar (3.23) da Proposicao 3.4, definindo w = u, — ¢ >0, obtemos que
0 U 0 ¢

ER <E<0 sobre 2.

Como ¢ < u, em 2, tome x, — xo € 2. Entdo

2¢
P (x,) . E(XO)
Us(x,) %(xo)
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conforme as contas presentes na Afirmacao 1, pagina 68. Logo,

0
a—(p(xo)
gV
0 U -
v (xo)

’

o que é um absurdo. Suponha, agora, que K # . Como K nado é compacto, existe uma

sequéncia (x,) C K tal que x,, — xo € 99Q. Paran > 0, defina
Q,={xe€Q; dist(x,0Q) <ne|Vu|>0}.
Note que Q,, # 0 pois u, € C%(£2). Considere o conjunto
Ky={xeQ,; u(x)=9(x)},

0 qual é um conjunto aberto e ndo-vazio (pela defini¢do de K). Logo, Vu, = V¢ em K,,.
Agora, defina w = u; — ¢. Dai, temos que w > 0 em {2 e pelas mesmas contas que ja fizemos

anteriormente, obtemos

= 0 0
0=<glx,uz)—gx,¢)=- Z = (aija—f;) = Lw
J

i,j=1 0xi
em 2. Em particular, Lw > 0 em £2,,. Além disso, em K,,, temos que

17 [7%) J U
a;i=|Vu P4 0;ilVu 2+ -2)—1.
ij | 2| ( l]| 2| (P axi 3xj
Novamente, aij representa os coeficientes da Hessiana de uma fun(;éo convexa no ponto
Vu,. Logo, V £ €eR",

n
D aigiE; 2 olEf em K,
ij=1
Pela continuidade de Vu, e V¢ em Q, segue que
n
Zaijgigj > r|EF em Q.

ij=1

Pelo Teorema 8.19 de [GT01], segue que w € constante em £, isto é, u, — ¢ = C. No entanto,

29, Nd0#0, o que implica em C = 0. Portanto,

U=¢e1u; em . (A.15)
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Analogamente, podemos considerar &, > 0 como sendo o supremo do conjunto
AN:={e>0; cu,<u,emQ}.
Assim, teremos 0< &, <1, &su> <u;emfQe
uy=¢&u, em €y, paraalgum n’ >0. (A.16)
Multiplicando (A.15) por &; e (A.16) por &, obtemos
Eolly = €16 Uy em £}, € & U =¢EEU; em ().

Assim,

(e182)ur=u, em £,NQ,.

Portanto, £,&, = 1. Mas, como 0 < €1, &, < 1, segue que €; =&, = 1. Logo, u; = u, em (L.
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