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Resumo

Este trabalho trata dos métodos de elementos finitos de Nédélec para as equagoes de
Maxwell harmonicas no tempo. Revisamos a obtencao das equagoes harmonicas a partir
das equagoes de Maxwell completas, obtemos a formulacao variacional e em seguida cons-
truimos o espaco de aproximacao de Nédélec, cujas fungoes possuem a componente tangencial
continua nas interfaces entre elementos adjacentes. Tratamos do comportamento dispersivo
da aproximacao por elementos de Nédélec de primeira ordem em duas e trés dimensoes em
termos da frequéncia temporal e do tamanho dos elementos da malha, obtendo uma forma
explicita para a relacao de dispersao discreta. Experimentos validam o desempenho Nédélec
de ordem zero e de primeira ordem em um dominio bidimensional, onde pode-se verificar a

dispersao da solucao aproximada com respeito a solucao exata.

Palavras-chave: Elementos Finitos de Aresta; Dispersao Numérica; Fquacoes de Mazwell;
Elementos de Nédélec.
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Abstract

This work concerns Nédélec finite element methods for time-harmonic Maxwell’s equa-
tions. We review the derivation of the harmonic equations from full Maxwell’s equations as
well as their variational formulation, and build the Nédélec element space, whose functions
have continuous tangential components along the interface of adjacent elements. We study
the dispersive behavior of first-order Nédélec elements in two and three dimensions, in terms
of the time frequency and the mesh element size, and present an explicit form for the discrete
dispersion relation. Numerical experiments validate the performance of Nédélec elements of
zeroth and first order in a two-dimensional domain, that also illustrates the dispersion of the

approximate solution with respect to the exact solution.

Keywords: FEdge Finite Element; Numerical Dispersion; Discrete Dispersion Relation;
Nédélec Elements.
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Capitulo 1
Introducao

Neste trabalho faremos uso do Método dos Elementos Finitos com a ideia de aproxi-
mar solugoes para equagoes que descrevem o fenomeno eletromagnético. Dentre as diversas
aplicagoes do Método de Elementos Finitos ao eletromagnetismo, podemos destacar a telefo-
nia celular [34], biomedicina [16] e nos métodos eletromagnéticos para geofisica de exploracao
[22]. Para tais aplicacoes convém utilizar uma classe diferenciada de Elementos Finitos como
se segue.

Quando em alguma formulacao numérica é necessario representar diretamente e de forma
discretizada uma grandeza vetorial, a alternativa encontrada, quando utilizamos apenas
funcoes de base do tipo nodal, é o tratamento em separado de cada componente do campo
considerado, que individualmente reduzem-se a funcoes escalares.

Surge deste fato uma dificuldade, e que diz respeito a continuidade da grandeza vetorial
discretizada entre elementos adjacentes da malha. Quando possuem uma face em comum,
dois elementos adjacentes compartilham também os nés da malha, e pelo fato da aproximacao
ser realizada componente por componente, verifica-se que o uso desta abordagem implica a
continuidade de todas as componentes da grandeza vetorial. O resultado final é que, se
porventura cada um dos elementos pertencer a um meio material de composicao diferente, a
imposicao de continuidade produz uma solugao fisicamente incorreta. Tais solugoes surgem
por nao se garantir, com o uso das funcoes de base nodais, a continuidade das derivadas das
funcoes de interpolacao entre os elementos da malha.

Felizmente, ao longo do tempo, alternativas para contornar estas dificuldades foram con-
cebidas. Entre elas, destacam-se o desenvolvimento e o aprimoramento de técnicas caracte-
rizadas pelo uso de uma outra variedade de elemento finito como alternativa as abordagens
nodais originais. Tais alternativas surgiram nos trabalhos de Hassler Whitney [37] e Jean-
Claude Nédélec [31].

Apesar de ter usado conjuntos de vetores de aresta em um contexto completamente
diferente ao método dos elementos finitos desenvolvido neste trabalho, Whitney foi um dos
primeiros a usar um espago de polinomios vetoriais para gerar tais conjuntos [25]. Estes
vetores de aresta ou elementos de ordem zero, ja no contexto do método dos elementos finitos,

constituem uma aproximagao afim sobre elementos que possuem componentes tangenciais



constantes nas arestas. Na literatura é comum encontrarmos referéncias a estes elementos
como Elementos de Whitney [25].

Um pouco mais tarde, Jean-Claude Nédélec apresentou algumas familias de elementos
finitos nao-conformes em R?.Veremos posteriormente que uma destas familias de elementos
finitos, constitui elementos conformes no espago H(curl,2). A partir dessas observagoes
algumas aplicagoes desses elementos na aproximacao das equagoes de Maxwell e nas equagoes
de elasticidade foram apresentadas em [31]. Esta inovadora variedade de elemento finito é

conhecida por elementos finitos vetoriais, ou ainda, Elementos de Nédélec.

1.1 Elementos Finitos Vetoriais

O espago de Sobolev H(curl, 2) desempenha um papel central na teoria variacional das
equagoes de Maxwell, pois de acordo com [25] este espago corresponde ao espago das solugoes
de energia finita, e deste modo podemos garantir a existéncia, unicidade e regularidade
de solugbes discretas fisicamente significativas [14]. Assim, é conveniente tomar elementos
finitos neste espago para obter uma classe de subespacgos de elementos finitos adequados
para o sistema de Equacoes de Maxwell. Outra caracteristica deste espaco encontra-se na
escolha da discretizacao de elementos finitos, que se faz necessédria para que as componentes
tangenciais do campo E sejam continuas através da interface do elemento, além disso, nao
h& nenhuma obrigagao imposta para que as componentes da normal sejam continuas.

Elementos finitos vetoriais podem ser usados em geometrias consideradas complexas e
também na presenca de propriedades eletromagnéticas descontinuas. No caso das equacoes
de Maxwell, se a permissividade elétrica € é descontinua através da superficie de um dominio
Q) de R3, é sabido da teoria eletromagnética que a componente tangencial do campo elétrico
FE ¢é continua através dessa superficie, deste modo, é necessario que a componente tangencial
do campo de aproximacao FEj, também seja continua. Escolhendo os elementos de Nédélec o
que garante uma aproximagao H (curl)-conforme, veremos que a componente tangencial do
campo de aproximacao E}, sera continua sobre a superficie, no caso em que dois elementos
da malha terem propriedades materiais distintas. Além disso, os elementos finitos de aresta
possuem muitas propriedades matematicas interessantes e desafiadoras. Tais propriedades
sao profundamente exploradas em [25, 2, 3, 18, 27|, entre outros.

Iremos restringir nosso estudo aos elementos de Whitney e aos elementos de Nédélec de
primeira ordem de uma maneira conveniente e aplicada, visando proporcionar uma compre-

ensao inicial para os leitores interessados nos fundamentos desta teoria.

1.2 Revisao Bibliografica

Varios autores tém considerado o comportamento dispersivo do método dos elementos

finitos, entre os quais, os mais pertinentes para o presente trabalho sao revisados a seguir.:

1. Christon, M. A. [9] considerou o comportamento dispersivo de uma variedade de



métodos de elementos finitos para a equacao de onda de segunda ordem, e apresentou

comparagoes numéricas entre a fase discreta, velocidades de grupo e os valores exatos.

. Monk e Parrott [28] consideraram o comportamento dispersivo de elementos finitos
de primeira ordem em elementos triangulares, para as equagoes de Maxwell, quando ¢é

feito um refinamento na malha.

. Cohen e Monk [29] realizaram uma anélise de dispersao de elementos do tipo Nédélec
para as equacoes de Maxwell dependentes do tempo utilizando um conjunto com lum-

ping da matriz de massa sobre o produto tensorial de malhas de duas e trés dimensoes.

. Babuska e Ihlenburg [17] estudaram as propriedades dispersivas de elementos finitos
de ordem superior para a equacao de Helmholtz em uma dimensao, e obtiveram esti-
mativas para a aproximagao do método até quinta ordem em que wh < 1. Evidéncias
numéricas foram apresentadas, as quais, levaram a conjectura de que os elementos
de ordem p fornecem uma aproximacao ordem-2p da relacao de dispersao quando o

tamanho da malha h tende a zero.

. Monk, P. [27] apresentou uma prova, baseada na dualidade, para a convergéncia do
método dos elementos finitos de Nédélec aplicados em um problema de cavidade para
as equagcoes de Maxwell. Tal cavidade foi assumida como sendo um poliedro Lipschitz,

e a malha foi considerada retangular, mas nao uniforme.

. Monk, P. [26] estudou o uso dos elementos finitos de Nédélec em H (curl, §2) na aproxi-
macao das equacgoes de Maxwell harmonicas no tempo sobre um dominio limitado. Esta
analise mostrou-se um tanto complicada pelo fato de que a forma bilinear considerada
nao era coerciva. Esta dificuldade foi contornada pelo uso da Decomposicao Discreta

de Helmholtz do vetor erro.

. Ainsworth, M. [2] demonstrou que a dispersao numérica exibe trés diferentes tipos de
comportamento, dependendo do tamanho da ordem do método em relagao ao tamanho
da malha e do nimero de onda. Estes comportamentos sao descritos na seguinte

sequéncia: Fase de Oscilacao, Zona de Transicao e Decaimento Super-Exponencial.

. Ainsworth e Coyle [4] estudaram um conjunto de fun¢ées de base hierarquicas para a
Descritizagao de Galerkin do espago H (curl, §2) para malhas hibridas contendo ambos

quadrilateros e triangulos com uma ordem polinomial arbitraria nao uniforme.

. Ainsworth, M. [3] apresentou um argumento que mostra que a relagdo de dispersao
discreta pode ser expressada em termos de uma aproximacao da equagao escalar de
Helmholtz em uma dimensao. Além disso, explicitou a relacao de dispersao discreta

em uma dimensao valida para ordens arbitrarias de aproximacao.



1.3 Objetivos Principais

O objetivo deste trabalho é iniciar um estudo duradouro e aprofundado sobre o método
de elementos finitos vetoriais para problemas de eletromagnetismo. O tema escolhido para

iniciar este estudo foi a analise de dispersao dos elementos de Nédélec, em particular:

1. Revisar a dedugao da equagao de Maxwell harmonica de segunda ordem e discutir sua

formulacao variacional

2. Descrever os elementos Whitney e elementos Nédélec de primeira ordem, e mostrar seu

desempenho em um dominio bidimensional.

3. Mostrar que a relacao de dispersao discreta pode ser escrita em termos da equagao
escalar de Helmholtz em uma dimensao, e estender este conceito para a relacao de dis-
persao discreta para elementos Nédélec, com énfase nos elementos de primeira ordem.
Encontrar e analisar o erro na relacao de dispersao discreta para elementos Nédélec,

com enfase nos elementos de primeira ordem.

1.4 Organizacao do Texto

O capitulo 2 do trabalho tratard de uma breve revisao sobre Calculo Vetorial, onde serao
abordados tépicos necesséarios para o desenvolvimento dos demais capitulos. Depois disso,
faremos uma breve introducao com conceitos fundamentais para a definicao de espacos de
Sobolev. Apresentaremos também um método de aproximacao usando uma funcao racional
intitulada Aproximacao de Padé, o qual serd utilizada no capitulo 5 na apresentagao dos
resultados numéricos.

No capitulo 3, faremos a exposicao das equacoes diferenciais que governam o fenomeno
eletromagnético, as Equacoes de Maxwell. Com o intuito de examinar a propagacao de
uma onda eletromagnética em uma tunica frequéncia, e levando em conta que neste estudo
as variacoes no tempo sao harmonicas, faremos a apresentacao das Equacoes de Maxwell
Harmonicas no Tempo.

O capitulo 4 tratard da descricao dos Elementos Finitos de Nédélec. As fungoes de base
para elementos de Whitney e elementos de Nédélec, serao construidas por meio de bases
hierarquicas. O método de elementos finitos com ambas as bases foram implementados no
pacote Matlab e verificados com um exemplo numérico semelhante ao apresentado em [3].

O objetivo do capitulo 5 serd analisar as propriedades de dispersao dos elementos Nédélec
de ordem zero do método dos elementos finitos para as equacgoes de Maxwell Harmonicas
no Tempo. Daremos também uma forma explicita para a relacao de dispersao discreta,
juntamente com uma expressao explicita para o termo principal do erro quando h, o tamanho
do elemento, tende a zero, o que confirma a conjectura de Thompson e Pinsky para o método
de primeira ordem [36]. Uma conclusdo interessante, como veremos, é que a relacdo de

dispersao discreta em duas dimensoes pode ser obtida em termos da relacao de dispersao



discreta da equacao escalar de Helmholtz em uma dimensao [3]. Verificaremos isso para
elementos Nédélec de ordem zero. Forneceremos informacoes sobre o nivel de refinamento
da malha e a ordem de aproximacao mais adequada para controlar os efeitos dispersivos.
Um sumario do trabalho e das principais conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros
é apresentado no capitulo 6. A teoria e os resultados preliminares apresentados servem como
ponto de partida para estudos sobre elementos de Nédélec de alta ordem em duas e trés
dimensoes. Outra proposta para trabalhos futuros é estender o trabalho para elementos
de alta ordem ou tridimensionais. Neste sentido o apéndice faz uma releitura da anélise
de dispersao apresentada em [3] para Elementos de Nédélec em trés dimensoes e de ordem

arbitraria.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Trataremos neste capitulo de uma breve revisao sobre Célculo Vetorial [19], onde serao
abordados tépicos necessarios para o desenvolvimento dos demais capitulos. Depois disso,
faremos uma breve introducao com conceitos fundamentais para a definicao de espagos de
Sobolev [1]. Apresentaremos também um método de aproximagao usando uma funcao raci-
onal intitulada Aproximacao de Padé [24]. Teremos como principal meta a apresentacao das

notacgoes usadas no trabalho.

2.1 Calculo Vetorial

As equacgoes de Maxwell descrevem campos vetoriais, de modo que diversos conceitos
e propriedades do calculo vetorial sao necessarias neste estudo. Iniciemos estabelecendo as

notagoes para produto de vetores no espaco.

2.1.1 Algumas Identidades Vetoriais e Diferenciais
Produto Escalar e Produto Vetorial

Definigao 2.1.1 (Produto Escalar) Sejam os vetores a,b € R®. Definimos o produto

escalar entre os vetores a e b como
(a,b) = a1by + asbs + asbs

Definigao 2.1.2 (Produto Vetorial) Sejam os vetores a,b € R®. Definimos o produto

vetorial entre os vetores a e b como

i § k
axb= ay Qag asg | = (agbg — &3[72)’1: + (&3[)1 — Cllbg)j + (&1[72 — Clgbl)k
by by b3

Para os vetores a,b,c,d € R? e para A € Msy3, onde Ms,3 é o conjunto de matrizes

3 x 3 invertiveis com entradas reais, sao validas as seguintes identidades:

axb=-bxa (2.1)



a-b=b-a
a-(bxe)=(axb)-a=(cxa)-b
a-(bxc)=det(ab c)
(u+v) w=u-w+v w
(a+b)xc=axc+bxe
x (bxe)=(a-c)b—(a-b)c
(axb) (cxd)=(a-c)(b-d)—(b-c)(a-d)
(axb)x(ecxd)=(a-(bxd)d—(a-(bxc)a
(Aa x Ab) = det(A)A™"(a x b)
a-(bxe)=c-(axb)=b-(cxa)

a;, by cg
onde det(abc)=|a, b

a, b, c,

y Oy Cy

Demonstracgao: As propriedades acima seguem de maneira elementar das defini¢oes

2.1.1 e 2.1.2(vide [19]). A propriedade (2.10), entretanto, ¢ menos imediata e convém ser

detalhada.
((Av X Aw) - Au) = (Au - (Av X Aw)),

onde u,v,w € R? sao arbitrarios. Agora pela identidade (2.4), tem-se que

(Au - (Av X Aw)) = det(Au Av Aw)
= det((4) (u v w))
= det(A)det(u v w)
(

)
= det(A)(v xw) - u

Por outro lado, (Au - (Av x Aw)) = (u - AT(Av x Aw)). Logo,

u- AT(Av x Aw) = det(A)(v X w) -u  para u € R3 arbitrario.

o que implica que

(Av x Aw) = det(A)AT (v x w)

2.1.2 Funcgoes Integraveis e Diferenciaveis

Vamos definir alguns espacos de funcoes. Para qualquer conjunto Q@ C RV, com N =

1,2, 3, definimos:



e [P(Q) é o conjunto das fungoes u aplicadas em €2, para as quais, |u|P é integravel. Mais

precisamente, sao as fungoes tais que:

/ [ulPdY < 0o
Q

O mais importante caso é quando p = 2, cujo conjunto L?*(§2) é denominado conjunto

das fungoes quadrado integraveis em (2.
e C*(Q) é o conjunto das fungoes que sao k-vezes continuamente diferencidveis em ;

e Ck(Q) é o conjunto das fungdes u € C*(Q), cujas derivadas sdo uniformemente continuas

e limitadas até ordem k;

Suponha que uma funcao ¢ definida em €2 é diferente de zero apenas em pontos perten-

centes a K C Q. Logo, chamamos K, o fecho de K, de suporte de ¢.

Definicao 2.1.3 Dizemos que uma funcao ¢ definida sobre €2 tem suporte compacto, se o

seu suporte K é um conjunto limitado em .

Definigao 2.1.4 Definimos CE(Q) como sendo o espaco de todas as fungoes k-vezes con-
tinuamente diferencidveis, as quais juntamente com suas derivadas, tem suporte compacto

em Q, onde Q € um conjunto aberto limitado de RY.

Definicao 2.1.5 Definimos C§°(§2) como sendo o espaco de todas as fungoes infinitamente
diferencidveis, as quais juntamente com suas derivadas, tem suporte compacto em §2, onde

Q ¢é um conjunto aberto limitado de RV .

2.1.3 Dominios Lipschitz

Seja 0 € RY um dominio com contorno I'. Seja @, um ponto arbitrario de I', o qual
podemos tomar, para algum ¢ > 0, uma bola B(xo;€). Na sequéncia, estabelecemos um

sistema de coordenadas (wy, ws, ... wy) tal que I' N B(xo; €) possa ser expressada como
wy = f(we, w3, ... wN), onde f é uma funcao definida sobre €.

Dizemos que I'" é Lipschitz continuo se f é Lipschitz continua, isto é, se existe uma

constante C' > 0 tal que

|f(w) — f(n)] < Clw —mn|,

onde w = (wy, w3, ...wy) e N = (N2, 13, ...nx). Ou ainda, se I'N B(xo; €) for o gréafico de uma
funcao Lipschitz continua, entdo I' é dito ser um contorno Lipschitz continuo [25]. Além
disso, devemos denominar {2 de Dominio Lipschitz sempre que seu contorno for Lipschitz

Continuo.



2.1.4 Campo Gradiente

Seja um campo escalar f = f(z,y,2) diferencidvel no dominio  de R3. As derivadas
parciais de primeira ordem de f existem neste dominio e estas formam as componentes do

vetor gradiente do campo escalar f, ou seja

_of. of . Of
Vf= 8a:z+8y‘7+82k

ou ainda,

_(of Of of
vi= (a‘a@a‘)

onde 2,7 e k sao vetores unitarios canonicos. Por conveniéncia representamos o operador V

na forma de um vetor V = (a%, 8%, %). Um fato importante é que V f aponta na direcao

do maximo crescimento de f.
Propriedades do Gradiente

Se f e g sao campos escalares, entao
e V(f+9)=V/f+Vy
o V(fg9)=gVf+[Vyg
Se f é um campo escalar e ¢ é uma constante, entao

o V(cf)=cVf

2.1.5 O Divergente de um Campo Vetorial

Seja v = (v, vy, v,) um campo vetorial em um dominio © de R?, e v,, v, e v, sao fungoes

escalares diferenciaveis em 2. Representamos o divergente deste campo vetorial pelo produto

interno entre V = 2 3 2 e v, ou seja
~\oz ay 92 ) O

ol (D0 0N o o o
-\ 9z’ 9y’ 0z Voo Uy U2) = 50 oy 0z’

onde v,, v, e v, sao fungoes escalares diferencidveis em (2.

Propriedades do Divergente

Se u e v sao campos vetoriais, entao
eV (u+v)=V-u+V-v
Se u é um campo vetorial e f é uma funcao escalar, entao

e V- (fu)=f(V-u)+ (V[ u)



2.1.6 O Rotacional de Campo Vetorial

Dado um campo vetorial v = (v, vy,v,) em um dominio  de R* representamos o

9 990
ox’ Oy’ Oz

ov ov ov ov ov ov
. ﬁ ﬁ Q — z o _'y . x _ 4 . _y o X
VXO=| g by b (ay é%)z+(az ém)”+(ax ew)k

Propriedades do Rotacional

rotacional deste campo vetorial pelo produto vetorial entre V = ( ) e v, ou seja

Se u e v sao campos vetoriais, entao
e VXx(u+v)=Vxu+Vxo
Se u é um campo vetorial e f é uma funcao escalar, entao

e VX (fu)=fVxu+Vfxu

Identidades Diferenciais

Sejam u,v e f funcoes suaves, vetoriais e escalar, respectivamente. Sao vélidas as

seguintes identidades:

V x (Vf)=0 (2.12)

V- (Vxu)=0 (2.13)
Vx(uxv)=u(V-v) - (u-V)vo+ (v Vu—v(V-u) (2.14)
Vx(Vxu)=V(V-u)—-Vu (2.15)
V-(uxv)=v-(Vxu)—u-(Vxuv) (2.16)
V(u-v)=(u-V)v+ @ Vut+ux (Vxo)+vx(Vxu) (2.17)

O Laplaciano em trés dimensoes é definido por

2 2 2
N

VAV =V = ox?  0y?> 022

(2.18)
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Gradiente de Superficie

Definicao 2.1.6 Seja S wma superficie com contorno suave e vetor mormal unitdrio n.
Para uma fungdo escalar f € H'(S) definimos o gradiente de superficie Vs f via uma repre-

sentacdo paramétrica de S. Suponha que x € S possa ser escrito como

T = (ivl(ULUQ), $2(U1,U2), fEs(Ul,UQ))T,

onde uy e us sao as coordenadas de alguma superficie que coincide com parte, senao com

toda a superficie S. Deste modo, nesta superficie, Vs f € L(S) € definido por

onde g" é a (i,7)-ésima entrada da matriz inversa da matriz G dada por

ox Ox 19
= comi,j=1,
J 8UZ an J
e L2(S) = {u € (L*(S)); n-u =0 sobre S}, onde n é o vetor normal unitdrio.

Uma importante observagao é que o gradiente de superficie e o gradiente estao relacionados

por uma fungao escalar f que é diferenciavel em uma vizinhanca de S por

0
Vf ’5: Vsf + —af n,
n

onde % = Vf-n. Segue da identidade vetorial (2.23), que veremos adiante, que (n x V f) x
n = Vg f sobre S.
Divergente de Superficie

Tendo definido o gradiente de superficie, podemos definir o divergente de superficie como
o operador Vg-: L?(S) — H'(S)" que satisfaz

/Vg-vfdQ:—/v-VSfdQ v f e HY(S),
S

S
onde H'(S)" é o dual de H*(S), ou seja, se g € H'(S)', temos que g : H'(S) — R.

O Escalar Rotacional de Superficie

Podemos denotar o escalar Rotacional de superficie por Vgx : L#(S) — H*(S). Assim, se

v € LZ(S), entdo a seguinte expressio ¢ satisfeita
/stvfdQ:/v-(ngxn)dQ v fe HY(S)
s s

Observacao 2.1.1 Se S denota um dominio Lipschitz no plano (x,y), entdo para a fun¢ao

vetorial u = (uy(z,y), uz(x,y)), temos que o escalar rotacional de superficie fica definido por

Vexu=—2——1 (2.19)



O Vetor Rotacional de Superficie

Podemos denotar o vetor Rotacional de superficie por Vgx : HY(S) — L2(S) e defini-lo

por
Vsx f=Vsfxn VY feHYS).

Observacgao 2.1.2 Se S denota um dominio Lipschitz no plano (x,y), entdo para dada

fungdo escalar ¢ = ¢(x,y) definida sobre S temos o vetor rotacional de superficie definido

por
- dp  0¢
- (27 2.2
Esta definicdo ¢ motivada pelo fato de que Vg x ¢ = —n x Vgdp = —n x [(n x V¢) x n] .

Produto Vetorial no Plano (z,y)

Sejam u = (u;(z,y),us(z,y)) e v = (vi(z,y),v2(,y)) vetores no plano R?. Vamos estender

a definicao do produto vetorial 2.1.2 para estes vetores da seguinte forma

u X v =us(x,y)v(z,y) — ui(x,y)ve(z,y) (2.21)

Esta definigao é consistente com (2.19) e (2.20), e é motivada pelo fato de que, dados os

vetores u = (uq,uz,0) e v = (v1,v2,0), temos que
U X v = (UQUl — ulvg)k, (222)
onde k é o vetor unitario na direcao do eixo z.

2.1.7 Identidades Diferenciais sobre uma Superficie

Seja S uma superficie com contorno suave e vetor normal unitario n e sejam v e f
funcoes suaves, vetorial e escalar, respectivamente, definidas numa vizinhanca de S. Seguem

as seguintes identidades:

Vsf=mxVfls)xn (2.23)
Vs X f=-nxVgf (2.24)

Vs X v=—Vs-(nxv) (2.25)
Vs v =Vs x (nxv) (2.26)

Vs - (nxv)=-n-(Vx0)|s (2.27)

2.1.8 Identidades Integrais

Agora vamos fazer uma breve revisao de algumas identidades integrais basicas para nosso

estudo. Iniciemos com o Teorema da Divergéncia de Gauss para um dominio Lipschitz.
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Teorema 2.1.1 (Teorema da Divergéncia) : Seja Q C RN, N = 2,3, com contorno

Lipschitz T e vetor unitdrio externo n. Seja F € (C1(2))? um campo vetorial. Temos que

/V-FdQ:/F-ndF
Q r

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [35].

Corolario 2.1.1 (Identidades de Green) : Seja Q C R um dominio Lipschitz limitado

com contorno I' e vetor normal unitdrio externo n.
(1) Sew € CHQ) ewu € (CL(NQ))?, entdo

/V-uw dQ:—/u-Vw dQ+/n-uw dl’
Q 0 r

(2) Se w € CHQ) e p € C*Q), entdo

/Vzpw dQ:—/Vp-Vw dQ+/@w dr
Q Q ron

(3) Se w € C*Q) e p € C*Q), entdo

0
/ Vipw — pViw dQ = @w — —wp dr’
Q r 37’1, (97?,

(4) Suponha u, ¢ € (C*(Q))3, entdo

/qu~q’> dQ:/u~V><¢ dQ+/nxu-¢ ar’
Q o)

r
Demonstracao: A ideia é utilizar o Teorema da Divergéncia e algumas identidades dife-

renciais.

(1) Do Teorema da Divergéncia, para um campo vetorial F' € (C1(Q))? podemos escrever

/V-F dQ:/n-F ar
Q r

Tomando F = uw e usando a identidade V - (vw) = Vw - u + wV - u, temos que

/QV-(uw) dQ:/n-(uw) dr

r

e assim,
/Vw-u+wv-u dQ:/n-(uw) dl’
Q r
integrando a soma Vw - u + wV - u separadamente, tem-se

/V-uw dQ:—/Vw-u—l—/n-(uw) dr
Q Q r
(2) Na identidade (1) escolha u = Vp.

(3) Tome a seguinte identidade, garantida por (2)

13



/V2wp dQ:—/Vw~Vp dQ—i—/a—wp dr
Q Q r on

agora, basta subtrair esta identidade de (2).

(4) No Teorema da Divergéncia escolha F' = u X ¢ e use as identidades (2.16), e (2.11)

para o contorno.

Corolério 2.1.2 (Teorema de Stokes no Plano) Seja S C R? um dominio Lipschitz li-

mitado com vetor tangente unitdrio t a T'. Se v € (CY(S))? e w € CY(9), entdo

/(Vgxv)wdQ:/'v-ﬁsxwdQ%—/t-vwdF
s s

r

Demonstragao: Dados v € (CY(S))%, w = w(zy,22) € CYS) e n = (ny,ny), o vetor

w
normal unitdrio externo. Seja u € (C*(S))? um campo vetorial tal que
u = (uy, ug) = (Wvg, —woy)

Tem-se pelo Teorema da Divergéncia que

/V~udQ:/u-ndF (2.28)
S r

Por outro lado, note que vw = (—ug, u1). Assim, se t = (—ngy,n1) é 0 vetor tangente unitério

correspondente a i = (ng,ny), entao

logo, podemos escrever (2.28) como

/V-udQ:/vw-tdF
s r

Agora, usando as observacoes dadas na subsecao 2.1.4, encontramos que

o (%2 (%1 = . E)w 6w
VSX'U—a—xl a—@ e stw—(a—:m, 8—xl>
logo,
(%2 81)1
s It 2.2
(Vs x v)w w@xl wagc2 (2.29)
além disso, observe que
- ow  Ow ow ow
. — 2= ) o L e 9.
v VS X w (Ul, UQ) (8.232’ a.’ﬂl) (%1 6.%’2 (%) 03@1 ( 30)
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8u1 8u2

Como V - u = — 4+ ——=, usemos a definicao dada a u para obtermos
8301 81‘2
~ O(wvy)  O(wwy)
Veu = (9371 81'2
0(v9) o(w) d(vy) o(w)
v 8ZE1 + 2 8271 v 81'2 i 8%2

De (2.29) e (2.30), tem-se que
V-u=(Vgxv)w—v-Vgxw

e portanto,

/(VSxv)wdQ:/v-ﬁgxwdQ—i-/vw-tdF
S s r

2.1.9 Transformacao Covariante

Consideremos um vetor tangente £ € RY e tomemos E;, com i = 1,..., N, como suas
componentes. Seja e;, com i = 1,..., N uma base para R". Agora sobre uma outra base e/,
com i = 1,..., N, para RY tomemos as componentes E!, com i = 1, ..., N de algum vetor em

RY de modo que
E=) FEei =) E

suponha ainda que

_dz; o dx!

Y U A ) &

onde A é um parametro. Se expressarmos as novas componetes E! em termos das compo-

E;

nentes anteriores E;, entao, de acordo com [19], tem-se

(2.31)

Esta é a forma explicita da transformacao chamada transformacao covariante.

2.2 Espacos de Sobolev

Faremos, agora, uma breve introducao sobre espacos de Sobolev. Tais conceitos sao
fundamentais para a compreensao do trabalho. A ideia desta secao é proporcionar uma

rapida explanacao sobre este assunto. Consideraremos ainda, nesta secao, N = 2, 3.
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2.2.1 Notacao Multi-indice

Seja Zf o conjunto de todas as n-uplas de inteiros nao negativos. Um elemento de Zﬂy
é denotado por e« = (ay, @, ..., ay ), onde cada a; € Zy, com i =1,2,..., N.
Denotemos || como a soma das componentes de a e a derivada de uma funcio ¢ € Cll(Q),
com 2 C RY, por D%, tal que
oledg

= al a2 aN
0x{'0x5?...0x}

D%

Por exemplo, se N =2 e a = (2,1), entao
A
030,

Assim, se |a| = m, entdo D*¢ serd chamada de m-ésima derivada parcial de ¢.

D%¢

2.2.2 Distribuicoes

Definimos uma distribuicao num dominio  C R" como um funcional linear limitado apli-
cado em C§°(£2). Ou seja, uma distribui¢ao é um mapeamento de C3°(£2) para R. Denotemos

o espago das distribui¢oes por C§°(£2)".

Definicao 2.2.1 : Uma funcao f : QQ — R € dita ser localmente integravel se para todo
conjunto limitado K C Q) tem-se f € LY(K), ou seja

[ 15(@)ae < o

Para essa fungao podemos definir uma distribuigao F' € C§°(2)" associada por

F:C8(02) —R tal que

Fo)= [ foa0  onde, o€ Cr(@)
Q
Considerando que o suporte de ¢ é K C €2, logo

F@) = [ 10d9] =| [ od0] < swlo@)] [ If@)as

isto mostra que F' ¢é limitado e dizemos que F ¢é uma distribuicao gerada por f. Uma
distribuicao que é gerada por uma funcao localmente integravel é dita distribuigcao regular.
Segue abaixo, duas propriedades de espacos vetoriais e uma de sobre convergéncia de

operadores

Espacos Vetoriais
Sejam S, F € C3°(Q) e c € R, logo
o (S+T)(¢)=5(0)+F(¢)  com e C5e();

o (cF)(¢) = cF(9) com ¢ € Cg°();
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Convergéncia de Operadores

Sejam F,, € C3°(Q) e ¢ € R, logo
o F, — F em C§°(f2) se e somente se F,(¢) — F(¢) em R.

2.2.3 Derivada da Distribuicao

Podemos definir a derivada de uma distribuicao de tal forma que a distribuicao deva
ser gerada por uma fungao continuamente diferenciavel, assim a derivada da distribuicao
coincide com a derivada usual. Para isso, utilizemos o Corolario 2.1.1, identidade 1, o qual

expressa que

ou

ov
U v
o O

o, dQ com i=1,2,..N (2.32)

dQ) — /uvnidF =
r

é valida para todas as fungoes u, v € C'(2), onde n; é a i-ésima componente do vetor normal
n externo & I' e Q C RY. Este teorema pode ser generalizado para resultados envolvendo
derivadas parciais de ordem m de fungoes u,v € C™(2), com |a| = m. Desta forma (2.32)

fica

/Q (Du)y dQ2 = (—1)™ /Q w(D)dQ + /F H(u, v)dr, (2.33)

onde H (u,v) é uma expressao envolvendo uma soma dos produtos de u e v de ordem menor
que m.
Agora, consideremos u € C™(Q2) e ¢ € C§(R2). Desde de que ¢ seja identicamente nula

fora de seu suporte K C €2, obtemos pela integracdo por partes

/Q (D) pd = (—1)™ / w(D° ) (2.34)

Q

Sabendo que toda fungao continua é localmente integravel, logo para u € C™(£2) definimos

a distribuicao U gerada por u por
U(6) = /Q wpdQ  com e C¥(Q) (2.35)
considerando que D¢ € C§°(£2), temos
U(D%p) = /QuDagbdQ com ¢ € Cy°(R2) (2.36)

Além disso, D%u, |a| = m é continua, logo esta também é capaz de gerar uma distribui¢ao

satisfazendo
DU(¢) = /(D“u)qﬁdﬂ com ¢ € C5°(2) (2.37)
Q

substituindo (2.36) e (2.37) em (2.34), tem-se
D°U(¢) = (~1)"U(D%)  com ¢ € CF(Q) (2.38)
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A partir deste momento a notacao “u estd associada a uma distribuicao U” sera dis-
pensada, simplesmente escreveremos u para ambas quantidades. Ficard claro no contexto
quando u é tratado como funcao e quando é tratado como distribui¢ao, por exemplo: na
expressao [, u¢dzr, u denota uma funcdo, enquanto que em u(¢), com ¢ € C3°(2), u denota

uma distribui¢do a qual u estd associada. Assim, (2.38) fica
D%(p) = (=1)"u(D*p)  com ¢ € C(Q) (2.39)

Logo, a derivada da distribuicao u é definida como sendo a distribuicao denotada por
D*u que satisfaz (2.39).

2.2.4 Derivada Fraca

Suponha que a funcao u é localmente integravel e que a distribuicao gerada por u possui
derivadas de todas as ordens, em particular a derivada da distribuicao D*u ¢ definida como
em (2.39). Se D*u é uma distribui¢ao regular, entao naturalmente, é caracterizada desta

forma porque foi gerada por uma funcao D%u localmente integravel tal que
Dou(6) = / (D*w)ed2  com ¢ € C2(Q) (2.40)
Q

De (2.36) e (2.37), temos que as fungoes u e D*u estao relacionadas por

/QD"‘u(:v)¢(a:)dQ = (—1)m/Qu(w)(D°‘¢(a:))dQ com |a|=m (2.41)

Definicao 2.2.2 Dizemos que a fun¢cao D*u obtida neste processo € a m-ésima derivada

fraca da fungao u.

Podemos ver que, se u é suficientemente suave tal que u € C™(f), entao a sua derivada

fraca D®u coincide com a sua derivada no sentido usual para |a| < m.

2.2.5 Espacos de Sobolev

Seja m > 0 um inteiro e seja p tal que 1 < p < oo.

Definigao 2.2.3 O espaco de Sobolev W™P(Q), com Q C RY, € definido como sendo a
cole¢io de todas as fungoes em LP(QQ) tais que todas as derivadas fracas até ordem m estao

também em LP(QY), ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q)|D € LP(Q2), onde |a] < m}
Para o caso p = 2, temos a seguinte notacgao:
Wm2(Q) = H™(Q) = {u € L*(Q)|D%u € L*(Q), onde |a| < m}
Podemos definir o seguinte produto interno para H™(f)
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(u, V) pm(Q) = / Z D®uD%vd2 para u,v € H™(2)
Q

la|<m
Este produto interno induz a norma de Sobolev || - || gm(q) definida por
HUH%W( o = (U, w)gm@) = / Z (D*u)?dQ

|a|<m

observe que se m = 0, entao

ey = (o) = [ (0P
e assim, H°(Q) = L*(Q2). Além disso, podemos escrever

(U,U)Hm(g) = Z (D"‘u, DaU)LQ

|a|<m

e portanto,
[l = Y |ID%ull7: (2.42)

loe|<m
A correspondente semi-norma, usada na andlise de interpolacao do método dos elementos

finitos é dada por

[l 0y /Z (D%u)2dQ)

la|=m

2.2.6 Espacos H(curl, Q) e H(div, )

Vamos definir agora alguns espacos de funcoes importantes em nosso estudo. Seja Q C R3

um dominio Lipschitz e seja I' seu contorno.

Defini¢ao 2.2.4 Definimos o espago H(curl, ) por

H(curl,Q) = {u € (L*(Q))3;, V x u € (L*(Q))3}
com norma definida por
||u||§{(curl,ﬂ) = ||u||%L2(Q))3 + ||v X u||%L2(Q))3

Defini¢ao 2.2.5 Definimos o espago Ho(curl, Q) por

Ho(curl, Q) ={u € H(curl,Q);n x u=0 sobre I'}
Defini¢ao 2.2.6 Definimos o espago H(div,$2) por
H(div,Q) = {u € (L2(Q))*; V-ue L2(Q)}

19



com norma definida por
||l 3 div0) = ||’u’H%L2(Q))3 + ||V UH%%Q)

O produto interno L?(Q) pode ser estendido para fungoes vetoriais. Suponha que u =
(u1,uz,u3)? e v = (v1,v9,v3)T estejam ambos em (L2(£2))3, logo podemos definir o produto

interno em (L2(£2))3 como
3
(u,v) = / > ujv; dQ (2.43)
Q=

A norma de uma fungao vetorial u = (u1, ui,uy) € (L*(R2))? é definida por

3
el = Y il 2@ (2.44)
=1

Algumas inclusoes, devido a atuacao dos operadores, gradiente, divergente e rotacional,

podem ser dadas de acordo com o diagrama de Rham [25].
HY(Q) -5 H(curl, Q) 25 H(div, Q) — L*(Q)

HY(Q) -5 Ho(curl, Q) 25 Hy(div, Q) — L*(Q)/R,
onde L*(Q)/R = {u € L2(Q);/u dl' = O}.

2.2.7 Rotacional e Divergente em (C(Q)')?

Vamos definir o rotacional e o divergente para uma funcdo vetorial v = (vy, v, v3)T €
(Cs°(Q))3, onde v; = (z1, 72, 73), com i = 1,2, 3, é uma fungao escalar em C5°(Q2)'. Para o

rotacional tem-se que

VX v — 81)3 . 81}2 81}1 _ 81}3 81}2 _ 8111
N 8952 (9:5'3’ (9.1'3 8351’ 391:1 81'2 ’

(2.45)

onde as derivadas que aparecem em (2.45) sao entendidas no sentido distribucional. Em

particular, aplicando a identidade integral (4) do Corolério 2.1.1, tem-se que
(Vxv,¢)=(v,Vx¢) Ve (C59Q) (2.46)

Na sequéncia definimos o divergente. Seja v = (v1, vo,v3)T € (C5°(Q))3, onde v;(z1, 9, 3),

com ¢ = 1,23, é uma fungao escalar em C§°(Q2)’, logo
Vov= i 9v; (2.47)
= Ox;
Aplicando a identidade integral (1) do Corolario 2.1.1, vemos que

(V-v,0) = =(v, Vo)  V¢elF(Q) (2.48)
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2.3 Método de Aproximacao Racional

Nesta secao introduziremos um método de aproximacao racional para fungoes.

2.3.1 Aproximacao de Padé

A ideia central é explicitar uma funcao racional R que sera a aproximacao de uma funcao
f numa pequena parte de um dominio {2 C R, onde ambas estao definidas. Por exemplo,
a aproximacao racional para f sobre Q = [a,b] é o quociente de dois polinémios, Py (z) e
Qn(x), de graus M e N, respectivamente. Usaremos a notagdo Ry n(x) para denotar tal

quociente.
_ Pu(x)
Qn(z)

O objetivo é fazer com que o erro maximo na aproximacao seja tao pequeno quanto

Ry () (2.49)

possivel. A aproximagao, aqui desenvolvida, é conhecida como aproximacao de Padé.
O método de Padé requer que f seja continua no dominio, e que sua derivada, por
conveniéncia, seja continua no ponto z = 0.

Os polinémios usados em (2.49) sao os seguintes:
Pu(z) = po + pra + pox® + ... + para™ (2.50)

QN(JI) = 1+Q1I+QQI2+... —|—qNJZN (251)

No caso em que N = 0, a aproximacao fica sendo apenas o polinomio de Maclaurin para
f(z). Para um valor fixado de M + N o erro fica menor quando M e N sao iguais, ou quando
M > N, ou seja, quando o grau de (2.50) é maior do que o de (2.51).

Note que gy = 1, isso fard com que a fungao racional (2.49) tenha M + N + 1 coeficientes
a serem determinados.

Vamos assumir que nossa fungao f seja continua e suave em torno do ponto z = 0.

Podemos escrever a expansao de f, em torno do ponto zero, como
f(x) = ag + a1z + agx® + ... + apa® + ... (2.52)

em seguida formaremos a seguinte expressao de diferenca:
f(@)Qn(z) — Py(x) = Z(x) com  Z(x)= Y =z (2.53)

Substituindo as expressoes (2.50),(2.51) e (2.52), obtemos

=0 J=M+N+1

usando a propriedade distributiva, podemos organizar a expressao acima como um sistema
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de M + N + 1 de equagoes lineares com k = 0,1,.... M + N. Em k = M + N, sera feito
o truncamento de (2.52), assim, conclui-se que quanto maior for o valor de M + N, melhor
sera a aproximacao. Vamos separar o sistema linear em dois conjuntos de equagoes: as M

primeiras sao

ap — Po =0

qiap + a; — pr = 0

209 — P1a1 + a2 — P2 =0
qaaop + @201 + q1a2 + a3 — pP3 = 0 (255)

qNaM-N-1 +gN—1apM—-N + ... +Fay—1 —pu—1 = 0

qnay—N + qN—1ap-Ny1 + o+ Ay — Py =
enquanto que as N equacoes seguintes sao
ANarM-N+1 t N1 -N42 + - T qrapy + aprg
qNar-N42 F N1 N3+ .o F Ay Gy =
+ + + + (2.56)
NGy +gn_1Gp+1 + oo F Q1A N—1 T QM4 N = 0

Note que em cada equacao a soma dos subscritos nos fatores de cada produto sao os mesmos,
e esta soma cresce consecutivamente de 0 a M + N. As N equagoes em (2.56) envolvem
apenas as incégnitas qp, qo, ...qn, que devem ser resolvidas primeiro, s6 assim, as equagoes
(2.55) sao usadas sucessivamente para encontrar pg, p1, -.-Pu-

Na literatura podemos encontrar a seguinte notacao para identificar a Aproximacao de
Padé

[M/N] (),

onde M é o grau do polinomio do numerador da funcao racional, N é o grau do seu deno-

minador e f(z) representa a imagem da fungao f a ser aproximada.
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Capitulo 3

Equacoes de Maxwell Harmonicas no

Tempo

O campo eletromagnético se caracteriza por quatro funcoes vetoriais de posigao e tempo:
o campo elétrico €, o vetor deslocamento D, o campo magnético H e a indugao magnética
B. As leis béasicas do campo eletromagnético sao regidas pelas equagoes de Maxwell que
envolvem as quatro funcgoes vetoriais. As equagoes que constituem o sistema de equacoes de

Maxwell sao a lei Faraday da Indugao Eletromagnética

% +VxE=0 (3.1)
a Lei de Gauss do magnetismo
V- B=0
a pela Lei de Maxwell-Ampere
%—?—fo}uazo (3.2)
e a Lei de Gauss da eletricidade
V-D=p

com p assumindo ser a densidade de carga elétrica e J a densidade de corrente elétrica.
Queremos fazer uma analise de propagacao eletromagnética em uma frequéncia unica,
por exemplo, em muitos sistemas envolvendo ondas eletromagnéticas as variagoes no tempo
sao da forma cosenoidal e podem ser expressas por e 0! assim, o problema do tempo-
dependente, equacoes acima, pode ser reduzido para o sistema de Maxwell harmonico no

tempo, como veremos a seguir.
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3.1 Deducao das Equacoes de Maxwell Harmonicas no
Tempo

Se a radiacao tem frequéncia temporal wy, onde wy > 0, os campos, elétrico e magnético,
harmonicos no tempo ficam relacionados com os campos, elétrico e magnético dependentes

do tempo por
E(x,y,2,t) = Re(e ™' E(x,y, 2)) (3.3)

H(zx,y,2,1) = Re(e ™ H(z,y, z)) (3.4)

podemos ainda estender esta relagao para

D(z,y,2,1) = Re(e ' D(z,y, 2)) (3.5)
B(x,y,z,t) = Re(e_iwotB(x, Y,2)) (3.6)
J(z,y, 2, t) = Re(e ™' J (x,y, 2)) (3.7)

—twot ~

pz,y,2)), (3.8)

onde Re(z) representa a parte real do nimero z € C. O simbolo Re(-) possui as seguintes

propriedades para funcgoes complexas A; e As.
(P1) Re(Ay) + Re(As) = Re(A; + Ay)

(P2) Re(aA;) =aRe(A;) coma€eR

(P3) aaiRe(Al) = Re (%’23)

Lema 3.1.1 : Se Re(Aje “°") = Re(Aze™“°") para todo t, entdo Ay = As.

Demonstragao: Assuma A; # A,. Considere que A; = a + bi e que Ay = ¢ + di, onde
a,b,c,d € R. Como a igualdade Re(A e ™) = Re(Aye~™0!) ¢é valida para todo t, logo
para t = 0, temos que Re(A;) = Re(Ay). Tomando agora t = 7/2w, tem-se que Im(A;) =
Im(Asy), o que contradiz a escolha A; # As. Portanto, A; = As.

Tomando agora a equagao (3.3) e aplicando o operador Vx juntamente com a propriedade

(P3), obtemos:
V x &=V x Re(e ™'E) = Re(V x e “'E)

Por outro lado, se considerarmos a equagao (3.1) e substituirmos B usando a igualdade na

equagao (3.6) seguida da propriedade (P3), teremos:
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9B
ot

a —iwot
= —aRe(e B)

de~iwot B
= e <T>

= Reliwge ™' B)

VxE& =

Logo, Re(V x e ™' E) = Re(iwpe ' B) para todo ¢t € R, U{0}. Segue do Lema 3.1.1 que
V x E = iw,B (3.9)

Procedendo desta maneira, podemos escrever (3.2) e as Leis de Gauss para a eletricidade e

o magnetismo da forma

Vx H=—iwD+J (3.10)
V-D=) (3.11)
V-B=0 (3.12)

Assim, (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) formam o sistema de Equagdes de Maxwell Harmonico

no Tempo.

Meio 1

€1,r
Ml,r

Figura 3.1: Dois meios separados por uma interfase S.

Considerando dois meios, como na figura 3.1, segue abaixo as condigoes na interface S

para os campos harmonicos no tempo:

nx (Ey,—E) =0 (3.13)
nx (Hy— H)) =Jg (3.14)



3.2 Equacoes Constitutivas para Meios Lineares

As equagoes (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) serao estendidas por duas leis constitutivas
que relacionam EeHaDeB , respectivamente. Estas leis dependem das propriedades
do material no dominio ocupado pelo campo eletromagnético. No vacuo ou no ar os campos

sao relacionados pelas equacoes

- 1 = - 1 ~
E=—D e H-=-—B,
€0 Ho
onde € e po sao chamadas de permissividade elétrica e permeabilidade magnética, respecti-
vamente. Os valores de € e pp dependem do sistema de unidades usado. No sistema padrao,

SI, de unidades tem-se que

po = 4m. 10" "Hm ™!
€0 ~ 8,854.10 12 1

Além disso, a velocidade da luz no vécuo, denotada por ¢, é dada por ¢ = /egig *. Em
materiais heterogéneo e isotrépicos, os quais sao mais comum na pratica, onde o dominio do
campo eletromagnético é constituido de diferentes materiais, as leis constitutivas ficam

1~ 1~

E=-D ¢ H=-B, (3.17)
€ [

onde € = €(z,y,2) e p = p(zr,y, z) sdo fungdes escalares de posicao.

3.3 DMateriais Condutores

As duas equagdes constitutivas (3.17) sao semelhantes entre si, pois relacionam dois a dois
os vetores do campo, E e D, os "vetores elétricos”, e H e B, os ”"vetores magnéticos”. Existe
ainda uma terceira equacgao constitutiva, esta relaciona um vetor do campo com a densidade

de corrente. Conhecemos esta equacao como Lei de Ohm e definimos sua expressao por
J=0E+J,, (3.18)

onde 0 = o(z,y,2) é uma funcdo de posigao nao-negativa denotada como sendo a condu-
tividade do material e J, descreve a densidade de corrente elétrica aplicada. Tomando as
trés equagoes constitutivas podemos reescrever as equagoes (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) da
seguinte forma:

(i) Usando (3.9) e H = %B obtemos:

V x E = iwouH
(ii) Aplicando V- em (3.10), temos pela identidade (2.13), que:

woV -D=V-J
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-1~
agora, E = —D e a Lei de Ohm, tem-se:
€

V- (cE) = ,LV'(O'E—FJa)

1Wo
- 1=
(iii) Usando E = —D e a lei de Ohm em (3.10), temos:
€
VxH—(0E+J,) +iweE =0
- 1=
(iiii) Usando H = —B em (3.12), temos
0

V. uH =0

3.4 Sistema de Primeira Ordem de Maxwell

De acordo com [11] podemos definir ainda os campos elétrico e magnético harmoénicos

no tempo, respectivamente, por
E = eé/QE‘ e H:u(l)pf{

Além disso, se definirmos a permeabilidade e a permissividade relativas por

] :
eT:—(e—kZ—U) e ur:ﬂ (3.19)

€0 Wo Mo

podemos escrever a equagao (i) como

VxE = iwo,ueé/zﬁ
.1 H
= Wol€E, W
Ho

: 12 H

= Wollro€g 12

Ho

= iwoprpty ey H

= akpu.H

Assim,

V x E =irku.H, (3.20)

onde Kk = wy,/€oflo, € a equagao (iii) multiplicada por -1 como

-J, = —iwo/,LeE Al Py V x H
Wo
= —iwy (e—i—Z—U)E—foI
Wo
. 1 10 ~ ~
= —iwpep |— le+— || E—V X H
(&) Wy
= —iwoeoerﬁ ~VxH
FE ~
= —iwoeé/2ere(1)/2— -V xH

1/2
€
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Agora multiplicando ué/ ® tem-se

—Jay? = —iwoe 26ty E — V x iy H
= —iek B -V xH

Logo,
—ie, kB —V x H = —Jou?, (3.21)

onde k = wyy/€oftp. Assim, o sistema de primeira ordem de Maxwell é forma do por

s (3.22)

VXE—ikuH=0
—ie, kB =V x H = —J

3.5 Condicao de Divergéncia e Sistema de Segunda Or-

dem de Maxwell

Aplicando o operador divergente em (3.20) e (3.21), temos o que definimos como condigao

de divergencia

1

V-gB=-—V-F (3.23)
V- H =0, (3.24)
onde F = m,u(l)/zJa. Agora, isolando H em (3.20) e em seguida substituindo em (3.21),

obtemos:

1
—irke, B — V x ( V x E) = —Jaup?
PRy

Multiplicando por —ix temos o Sistema de Maxwell de Segunda Ordem

—r?6E+V xu'VxE=F (3.25)

3.6 Formulacao Variacional do Sistema de Maxwell de

Segunda Ordem

O Método dos Elementos Finitos esta baseado na formulagao variacional ou formulagao
fraca de problemas de valor de contorno. Antes de iniciar a discretizacao do sistema de

Maxwell, precisamos, portanto, estabelecer uma formulacao variacional adequada [25, 33, 20].

3.6.1 Formulacao Variacional

Vamos assumir que €2 é um dominio Lipschitz limitado em R? com contorno I'. A partir

de agora, por questao de conveniéncia, estaremos assumindo que o campo elétrico em (3.25)
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estd no vacuo ou no ar. Logo, de acordo com (3.19),

—w'6(, E+VxVxE=F  sobre Q, (3.26)
onde, w? = woeollp € € = (1 + %) Consideremos o problema (3.26) sujeito a seguinte
condicao de contorno:

t-E=0  sobre T, (3.27)

onde, t é um vetor tangente unitario a I' no sentido anti-horario.
Como as equagoes de Maxwell envolvem funcoes complexas no regime harmonico, de-
vemos adaptar para o campo complexo os espacos e produtos definidos. Por exemplo, o

produto interno em (Ly(Q2))? passa a ser definido por

(u,v) = /Qu v dS) (3.28)

Aqui adotaremos, tanto para o operador escalar rotacional de superficie Vgx quanto
para o operador vetor rotacional de superficie ﬁgx, o simbolo Vx sem o sobrescrito S e
sem a seta. Multipliquemos (3.26) por ¢ € Hy(curl, (), e em seguida integremos sobre

para obter a seguinte equacgao
—w(E,¢)+(VxV X E,p)=(F,¢) V ¢ c Hy(curl, Q). (3.29)

Na sequeéncia, para o corolario 2.1.2 fagamos as seguintes escolhas:

- 0B, OE,
OS—VXE—% a—y,

° v =4

Seja m = (n1,ny) o vetor normal unitario exterior a I'. Temos que o vetor tangente no

sentido anti-horério é dado por t = (ny, —ny). Além disso, temos de (2.21) que

{ t @ =nypr — i (3.30)

n X @ = NP1 — NPy

Observacao 3.6.1 Devido d identidade (3.30) alguns autores [3, 6] definem o espag¢o Hy(curl, )
(vide defini¢ao 2.2.5) na forma

Ho(curl,Q) = {u € H(curl,Q);t-u =0 sobreI'}

Segue de (2.19), (2.20) e o corolario 2.1.2 que

(VXVXxE, ¢)=(VxENVx¢) Y¢e Hycurl, Q). (3.31)

Portanto, de acordo com a identidade (3.31), (3.29) fica
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—weE,¢)+ (VX E Vxo¢)=(F,¢) V o¢c Hylcurl,Q) (3.32)

Na sequéncia, vamos revisar resultados tedricos a respeito de formulagoes variacionais

abstratas a fim de discutir a existéncia e unicidade do problema (3.32).

Defini¢ao 3.6.1 (Forma Sesquilinear) Seja X um espaco de Hilbert. Um mapeamento

a(+,-) =X x X — C € chamado uma forma sesquilinear se

alaqu + av, @) = aqa(u, @) + asa(v, @), onde Y aj,a3 € C com u,veX e ¢ e X.

a(“ﬁﬁl‘b + ﬁ2X> = Ea(uﬂ Qb) +EG(U7X)7 onde V 61752 € C com u < :X: € ¢7X € x

Um exemplo de uma forma sesquilinear é o produto interno em (L?*(2))? definido em

(3.28).

Defini¢ao 3.6.2 (Forma Sesquilinear Coerciva) Uma forma sesquilinear a(-,-) = X X
X — C, onde X é um espaco de Hilbert, é sesquilinear coerciva se existe uma constante

a > 0 independente de u € X tal que
la(w,u)| > af|u]lk Yu e X.

Defini¢ao 3.6.3 (Forma Sesquilinear Limitada) Uma forma sesquilinear a(-,-) definida
sobre X, um espaco de Hilbert, é dita limitada se existe uma constante C' > 0 independente
de u € X tal que

|a(u, @)| < Cllullx]l@llx YV u,¢eX. (3.33)

Teorema 3.6.1 (Lema de Lax-Milgram) Seja X um espaco de Hilbert e seja a(-,-) uma
forma sesquilinear limitada e coerciva sobre X x X. Se g € X', entao existe um tunico u € X

tal que

a(u, @) =g(¢) VeeX (3.34)

onde X' é o conjunto dos funcionais lineares sobre X. Além disso, existe uma constante

C > 0 wndependente de u € X tal que

[luflx < Clglla

Este teorema é demonstrado em [33].
Seguindo a notagao dos resultados acima e tendo em vista a equagao (3.32), definimos
X = Hy(curl, Q), a(u,v) = (V x u,V x v) — w?(e,u,v) e g(¢p) = (F, ¢p). Para o problema

(3.32) podemos vamos distinguir dois casos:

Caso 1

Se o > 0 em €, entdo podemos escrever que (3.29) possui uma tnica solu¢ao para qualquer
we F € (Ly(9Q))?. Neste caso podemos escrever o lado esquerdo de (3.32) como uma forma
sesquilinear que serd coerciva em Hy(curl, ) [26]. Isto garante que (3.32) possui uma tnica

solugao para qualquer w e F € (Ly(2))2.
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Caso 2

Se 0 = 0 em (), entao (3.32) nao tera solu¢do para um conjunto infinito discreto de valores
de w, os quais sao chamados ressonancias. Neste caso, a forma sesquilinear definida pelo
lado esquerdo de (3.32) néo sera coerciva [26]. Para contornar este problema, podemos usar
a teoria de Fredholm para fornecer condigoes sobre as quais garantiremos a existéncia e

unicidade de uma solugao [25, Segao 4.7].
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Capitulo 4
Elementos Finitos de Nédélec

Neste capitulo vamos tratar da discretizacao das equagoes de Maxwell harmonicas pelo
método de elementos finitos. Seja M uma particao de 2 em quadrilateros ou hexaedros,
tais que a interseccao nao-vazia entre elementos distintos é, ou uma face em comum, ou
uma aresta, ou um vértice. Cada elemento K € M é imagem de um elemento de referencia
K = (—1,1)N(N = 2,3) através de uma bijecéo diferencidvel F : K — K. Um elemento
finito no sentido de Ciarlet [10], é representado por uma tripla (K, P,X), como se segue

abaixo.
e K ¢é a geometria do elemento, podendo ser um quadrilatero, hexaedro, etc.
e P espaco de funcoes definidas sobre K, geralmente um espaco de polinomios.
e Y é um conjunto de funcionais lineares sobre P.

enquanto que o elemento finito de referéncia é dado pela tripla (R’ P, ﬁ)) descrita por
e Kéa geometria do dominio de F'i, podendo ser um quadrilatero, hexaedro, etc.
e P éum espaco de funcgoes definidas sobre K, geralmente um espago de polinomios.
e 3 6 um conjunto de funcionais lineares sobre P.

Um elemento « do conjunto de funcionais lineares 3 (ou 3}) é denominado grau de liber-
dade. Um grau de liberdade geralmente é associado a algum ente geométrico do elemento
K (ou K), como um vértice ou uma aresta (ver figuras 4.1 e 4.2).

Dizemos que o elemento finito (K, P,>) é unisolvente se
VpeP, aip) =0, Vo €%

implicar que p = 0. Além disso, um elemento finito é dito ser H (curl, Q2)-conforme se para
qualquer «; € ¥ definido apenas sobre a aresta 7, a;(p) = 0, V p € P, implicar que n xp = 0

sobre a aresta 7, onde n é o vetor normal a aresta 7.
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4.1 Descricao do Elemento de Nédélec

Daremos, a partir de agora, uma atencgao especial para os elementos finitos bidimensionais.
Definimos o espaco de polinomios P associado ao elemento de Nédélec de ordem p sobre

elemento de referéncia K = (—1,1)? como sendo

A

P=E,= {E = (Eb E2)§ E, = Spa”{meH} e Ey= 5pan{@p+l,p}}>

sendo Q,, o conjunto dos monomios de grau menor ou igual a p em Z e de grau menor ou

igual a ¢ em 7, isto ¢é
Qq={1"9: 0<i<p; 0<j<q}
Observacao 4.1.1 Temos que E E, implica V x E ¢ Qpp

Seja {Lx},_, o conjunto dos polinémios de Legendre, os quais sao dados pela férmula de

Rodrigues para 0 < k <p

d®)
Ly(§) = ﬁd_gk (€% —1)F]

/ . . , . 1
além disso, definimos também o conjunto {lk}zio como

1

. €)= 5(1-9)
o ()= 3(1+6)

3 2 _
. 12(5):/1L1(t) dt — & 5 !

3
lk(g):/_lLk_l(t) dt  k=3,..p+1

Note que l;(—1) = lx(1) = 0 para k > 1. De fato, para £ = —1 a afirmagao é clara. Para

& =1, tem-se que

(1) = /_ L) di = /_ L (OLot) dt. (A1)

1 1

que ¢é zero pela ortogonalidade dos polinomios de Legendre.
Este conjunto serd utilizado para definir funcoes de bases hierdarquicas, que sao tteis para

métodos de elementos finitos adaptativos [5].
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4.1.1 Graus de Liberdade

Iniciemos definindo os graus de liberdade sobre um elemento de referéncia K Cc R?, de
acordo com [31]. Neste trabalho vamos adotar elementos quadrilaterais. Deste modo vamos
considerar o K = (—1,1)2.

Uma forma de garantir a continuidade entre dois elementos com a mesma interface, é
selecionar os graus de liberdade sobre uma aresta « para serem os momentos ponderados da
componente tangencial de um campo E ¢ E,.

Os graus de liberdade nas arestas do elemento de referéncia sao definidos pelos funcionais

lineares o, € P’

a,(u) = /(t cu)pds YV oePq(y) (4.2)

onde t é o vetor tangente unitario a aresta v e P’ denota o espaco dual de P. Temos um
total de 4k graus de liberdade de aresta.
Os graus de liberdade no interior do elemento de referéncia sao definidos pelos funcionais

lineares a,; € P’

b1

amt(u):/f((u~¢) dK Y ¢ = [@

] com ¢ € Quop1 € o€ Quo1p—2 (4.3)

Temos um total de 2k(k — 1) graus de liberdade no interior de K.
Utilizando as fungoes Ly e [}, definidas anteriormente, definimos as fungoes de base asso-

ciadas aos graus de liberdade nas arestas como sendo
1=0,...,p; j=0,1 (4.4)

ondee; =[1 0|7 eex=[0 1]7 denotam a base canonica do R? e 7 e g sdo as coordenadas
de &. As funcoes de base associadas aos graus de liberdade no interior complementam as

fungoes em (4.4) ao utilizar I com k > 2:
) = Li(2)l;(9)e

{ P (
¢23'f2( ) = 1i(2)Li()ez

Apesar da representagao (4.4)-(4.5) ter a conveniéncia de ser compacta e geral, vamos

o

i=0,.,p; j=2,..p+1, (4.5)

&

utilizar uma notacao diferente para as fungoes das arestas; esta notacao leva em conta as

arestas do elemento de referencia escolhido:

&7 (&) = Li(2)lo(9)ex; &% (&) = Li(2)li(9)ex;
(4.6)
% (&) = Li(9)lo(2)ez; ¢*(2) = Li(9)li(2)es,

Deste modo, as fungoes de base associadas as arestas satisfazem
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/(t-q’)Zj)Lkds:5lj6ik||Li|]2 com j—1.2.3.4 (A7)
7

Analogamente, as funcoes de base associadas ao interior satisfazem

[ B )ity - exdidy = 8,85 L P

/R Lo (§)1n(2) 6%, - eadivd) = bidg | Lil P11

(4.8)

4.1.2 Definicao dos Graus de Liberdade sobre um Elemento

Um elemento Nédélec (P, K, ) sobre um dominio fisico K é construido a partir do
elemento de referéncia (93, K, f]) da seguinte forma:
Seja E um campo vetorial. O m-ésimo grau de liberdade sobre a aresta ¢ é dado pelo

mapeamento linear
E— / v - dx,
S

onde a funcao peso v,, é escolhida para coincidir com o m-ésimo polinomio de Legendre
quando a aresta ¢ é parametrizada por ¢ € (—1,1). Em particular, seja ¢ uma aresta
orientada de um elemento na malha com pontos extremos x,, ¢ «,,, onde os indices v, e
v, correspondem aos vértices adjacentes no elemento quadrilateral. Introduzimos agora, a

parametrizacao sobre a aresta como sendo

x(t) = (z(t),y(t)) = %(1 — 1)@y, + %(1 +t)x,, com te(—1,1) (4.9)

Logo, usando (4.16), obtemos

! dx dy !
v B - de = L(t) | BEi— + Ex—= ) dt = L,(t)E - odt, (4.10)
. 1 dt dt _1
onde o = (%, %) é o vetor tangente sobre a aresta <.

Seja Fx um mapeamento do elemento de referéncia ao elemento fisico K, F : K — K,
definido por
Fg(Z) = Jx& + b, (4.11)

onde Jg é uma matriz quadrada invertivel e b é um vetor de translacao. Note que Fx é uma
bijecao diferenciavel, e a matriz Jacobiana de transformacao é dada por dFx = Jx. Tem-se

da transformacao covariante (2.31) que os vetores tangentes o e T estao relacionados por

o(x) = Jx(&)7(€)

logo, podemos representar (4.10) como

35



/ L (E - ()t

1
e usando o mapeamento F, restrito a aresta de referéncia v e sendo m = k, obtemos
1 1
/ Ly()E - (JgT)dt = / Li(s)JLE - Tds
-1 -1

Observe que o campo elétrico E sobre um elemento de referéncia K esté relacionado com

o campo elétrico E, definido sobre o elemento fisico K, pela transformagao covariante (2.31)
E(x)|x = JLTE(), x = F(&). (4.12)

Analogamente, a funcao de base global qbz(f? (d = 1,2) correspondente a fungao de base

~(d
local q,’);j) sobre o elemento de referéncia é definida por

o @)k = I by (@), x = Fi(#). (4.13)

Observacgao 4.1.2 Os graus de liberdade nas arestas garantem que (K, P, %) seja H(curl, Q))-
conforme; complementando-os com os graus de liberdade no interior, garantimos também que
(K, P, %) € unisolvente (vide o Teorema 5 de [32]).

4.1.3 Fungoes de Base para Elementos de Whitney (p = 0)

Vamos comecar particularizando a defini¢ao de E, para o caso p = 0. Temos que Q1 =
{Lg} € Ql,O = {Li;}a IOgO

Eq = {E = (E\, E»); Ey = span{l,§} e E,= span{l,i}} (4.14)

Funcoes de Base

Nos elementos Whitney ha apenas um tinico grau de liberdade em cada aresta, deste

modo podemos definir as fungoes de base como

¢31(‘f3) = Lo(2)lo(9)ex; ¢gz(§7) = Lo(2)l1(9)ex;
(4.15)

#¢’ (&) = Lo(9)lo(2)ez; ¢g*(2) = Lo(9)li(2)e2,

onde e; e ey denotam a base canonica do R%2. As funcoes de ordem zero podem ser carac-
terizadas pelo fato de terem o divergente livre, isto é, V - ¢g* = 0, e também por terem a
componente tangencial constante em cada aresta «y; [18]. A figura 4.1 mostra , no plano-2y,
os graus de liberdade distribuidos nas arestas do elemento de referéncia.

Em particular, se a aresta v, estd parametrizada por s € (—1,1) e p = 0, entao escolhe-

mos vy como sendo o polinomio de Legendre de grau zero Ly, e obtemos, de acordo com [19,
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(-1,-1) ——~ (1,-1)

Figura 4.1: Graus de liberdade para elementos de Whitney. As setas indicam a ordem zero do momento tangencial do

campo E. Note que a diregdo das tangentes se mantém no sentido anti-horario em torno do elemento.

equagao 5.34],

~ 1 .~ dr 1 ~ dx ~ dy
FE -dr = L E - — ) ds= L Ei—+E—=1d 4.1
[ﬂvo . /_1 0<s>( ds) s /_1 0(s)< 2+ 2d8> s (4.16)

Para deduzir a func¢ao de base ¢¢", consideremos a parametrizagao para a aresta «; sobre

aretay=—1.

{ 2(s) = %1(11— s)x1+3(1+s)zp=s com se[-1,1], (4.17)
2

onde (z1,y1) = (—1,—1) e (z2,y2) = (1, —1) s@o os pontos extremos da aresta ; de acordo

com a figura 4.1, Se derivarmos (4.17) com respeito a s, obtemos %(SS) =1le %(;’) = 0. Agora,

por (4.14), podemos escolher By = lo(f)). Por fim, pela férmula de Rodrigues temos que,

para k = 0, Lo(Z) = 1. Substituindo estes argumentos em (4.16), obtemos

o) (A — gt Ba0)ds = [ Loe(s) (- () Lo(i(s) ) ds
[ 1eon (; Jar = [ mieton ( )

1 1 -
B /_1 Lo(&(s))lo(4(s))Lo(&(s)) (dfgf)+d%f))ds
— [ Lol (s) bl (s) Lo(i(s)ey s
#o*
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Por outro lado, temos que y = —1, logo

/1 Lo(2(s)) (%(1 - @)Lo(f(s))) ds = /1 L2(3(s))ds

1 1

e assim,
[ TaGats) e - dry = Lol
7

ou seja, verificamos que a condigao (4.7) é satisfeita com j=1=1ei=k=0.

4.1.4 Funcgoes de Base para Elementos de Nédélec (p = 1)

A

Definigao do Espago de Polinémios P

O espaco de polinomios associado no elemento de Nédélec de ordem p = 1 sobre elemento
de referéncia K = (—1,1)2 ¢ definido por

~

P=E = {E = (E17E2)§ El = span{@lg} S El = Sp@m{@m}},

onde
@1,2 = {17297@27:%7'%@7'%@2} € QQ,I = {1,&,.@2,:&,?323,@&2}

Observacao 4.1.3 O espaco E, € construido aumentando o espago Eqy. Além disso, podemos
notar que existem quatro novas funcoes de base nas arestas que serao geradas pelos elementos
2,29 € Q2 ey,yz € Qq1, as quais serao adicionadas nas arestas juntamente com as fungoes
de base para os elementos de Whitney.

Diferentemente das funcoes de base para elementos de Whitney, aqui teremos funcoes de
base interiores geradas pelos elementos T,9% 29* € Qo € §,2%,92% € Qq1. A figura 4.2

mostra a distribuicao dos graus de liberdade sobre um elemento quadrilateral.

Funcgoes de Base

Como podemos observar, os elementos de ordem p = 1 sao munidos de graus de liberdade
nas arestas e no interior do elemento. Deste modo, as funcoes de base para estes elementos

sao diferenciadas da seguinte forma:

e Funcoes de base para arestas
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® °
(-1,-1) —— (1,-1)

Figura 4.2: As setas indicam os graus de liberdade dos elementos de ordem p = 1 distribuidos sobre as arestas. Os

quadrados em preto, no interior do elemento, representam os graus de liberdade necesséarios para um quadrilatero.

Definimos as funcoes de base nas arestas como
( @0 () = Lo(2)lo(9)er; g (&) = Lo(2)l1(3)es;

Do’ (&) = Lo(9)lo(Z)ez;  @g*(£) = Lo(9)l1(Z)e2
(4.18)
&1 (2) = Li(2)lo(9)er; @1* (&) = Li(2)l1(7)es;

[ #1° (&) = Li(9)lo(D)ez; o1 (&) = L1(9)li(2)ez

Observe que as quatro primeiras fungoes de base de aresta, sao as mesmas funcoes de
base para os elementos de ordem p = 0. As fungoes de base em (4.18) sao construidas usando

0 peso vy = Ly, de modo que satisfagam (4.7).
e Funcoes de base para o interior nas direcoes €1 € €.

Definimos as fungoes de base no interior ¢§"}t2, com j = 0,1, como
%)

872':?1(3}) = LO(‘%)ZQ(g)QIQ i?zt,ml(i) = Ll(f)h@)en
(4.19)

o (®) = Lo())la()e;  dyat(®) = Li(§)la(@)es

As fungoes de base em (4.19) sdo construidas de modo que satisfagam (4.8).

4.2 Desempenho dos Elementos de Nédélec

Agora, com o objetivo de ilustrar a performance dos elementos de Nédélec de primeira

ordem, consideremos um exemplo numérico de uma propagacao de uma onda plana através
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de um dominio quadrado Q2 = (0,1)? com contorno I'. Sejam a frequéncia w fixada e g uma
funcao suficientemente suave. Queremos aproximar o campo elétrico E € H(curl, Q) tal
que

(Vx E,Vxv)—w (E,v)=0 (4.20)

para todo v € Hy(curl, ), sujeito a condigao de contorno
t-E=g sobre I, (4.21)

onde t é o vetor tangente unitario sobre o contorno I'.

Vamos escolher a funcao g de modo que tenhamos a solucao exata conhecida. Seguindo
3], seja E = iV x 4 (vide equacio (2.20)) a onda plana propagando-se na direcio & =
(47, 47). Se escolhermos w? = 3272 e g = t - E‘, entdao E é a solucao exata do problema

(4.20) com condigbes de contorno (4.21). De fato, temos que
E = (—4reé® Anei€e)
logo as seguinte equagoes ficam

V x V x E = (-1281%¢* 12873¢¢*).

W E = 321V x ie€® = (—12873¢€®, 128771 @)

assim,
VXVXE—-WwE=0 (4.22)

O problema (4.20)-(4.21) nao pode ser tratado de acordo com a segao 3.6 porque g # 0.
Vamos apresentar duas abordagens para contornar esta dificuldade. A primeira abordagem
impoe fracamente a condigao (4.21), enquanto a segunda utiliza um problema auxiliar que

possui condi¢oes de contorno homogéneas.

Condicoes de Contorno Impostas Fracamente

Consideremos que o dominio = (0,1)? estd discretizado em uma malha uniforme de
elementos quadrados de lado h(Figura 4.3), e os elementos de Nédélec de ordem uniforme p
sao usados para definir o espago de elementos finitos V'p,,.

A aproximacao por elementos finitos é buscar Ej, € V', tal que
(V x Epp, V x v) —w*(Epy,v) =0 (4.23)

para todo v € V,, N Hy(curl, 2). As condigdes de contorno essenciais sdo aplicadas reque-

rendo que, sobre todas as arestas v C I, tenhamos

/(t -Epy—g)vds=0 (4.24)

Y
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Figura 4.3: Malha utilizada nos experimentos numéricos.

para todo v € P,(7y), onde P, denota o espago de polinomios unidimensionais de grau no

maximo p no comprimento do arco.

Problema Auxiliar com Condigoes Homogéneas

Como vimos, a fun¢ao g em (4.21) pode ser escolhida de modo que o campo vetorial
E = iV x ¢ seja a solucdo do problema (4.20)-(4.21). Vamos definir a partir de E um
novo campo vetorial E’ que satisfaz condicoes de contorno homogéneas.
Seja a(z,y) = 1 + sin(rz)sin(ry) e Ey = a(z,y)E. Temos que E' = E — E, se anula
na fronteira I'. Em particular, ¢ - E' = 0, temos de (4.22) que

(VX E' 'V xv)—wE v) = (VxE,Vxv)—uw(E,v)
—(V x Ey,V x v) +w*(Egy,v) (4.25)
= —(V x Ey,V xv) +w(Ey,v) = (F,v),

onde

—cos(m(x +v)) — 4i(2sin(rx)cos(my) + sin(w(z + y)))
cos(m(x +y)) + 4i(2sin(my)cos(mx) + sin(m(x + y)))

F = 473%™
Portanto, E’ satisfaz o seguinte problema variacional: encontrar E € Hy(curl, Q) tal que
(Vx E,Vx¢)—uw(E,¢)=(F,¢) V ¢c Hylcurl,Q). (4.26)

Novamente, o dominio 2 = (0,1)? é discretizado como na Figura 4.3. Primeiro, devemos

calcular a aproximagao por elementos finitos E;Lp € Vi, N Hy(curl, Q) tal que
(Vx E, ,Vxv)—uw’(E,,v)=(F,v) (4.27)

para todo v € V, N Hy(curl, ), e em seguida recuperar a solucdo aproximada E, =
E,, + E, do problema original (4.20)-(4.21).
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Experimentos Numéricos

Na sequéncia, optaremos por fazer aproximacgoes para E utilizando elementos de Nédélec
de ordem zero(Elementos de Whitney) e por elementos de Nédélec de primeira ordem. Apre-
sentaremos alguns experimentos numéricos referentes aos problemas vistos anteriormente
nesta secao. Nas figuras destacaremos a parte real da segunda componente da solugao exata
E para os problemas com condicoes de contorno fracamente e fortemente impostas.

Iremos observar nas figuras a diferenca de fase na propagacao da onda aproximada quando
estivermos considerando o problema com condicoes de contorno fracamente impostas. Por
outro lado, notaremos uma diferenca de amplitude na solucao aproximada do problema que
impoe condigoes de contorno fortemente.

As figuras 4.4(a)-4.4(b), 4.5(a)-4.5(b) e 4.6(a)-4.6(b) mostram os resultados obtidos
usando Elementos Nédélec de ordem zero na aproximacao, onde os refinamentos das malhas
uniformes sdo h = 1/8, h = 1/16 e h = 1/32, respectivamente. Os resultados apresentam
uma diferenga na amplitude 4.4(a)-4.5(a)-4.6(a) e uma diferenca de fase 4.4(b)-4.5(b)-4.6(b)
das solugoes aproximadas quando comparadas com a amplitude e fase da onda na solugao

exata.

25 ‘ ‘ ‘ : 50 i i ‘ ‘

Figura 4.4: Variacio ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/8) da solucio exata (linha tracejada)
e da aproximagao por Elementos de Nédélec de ordem zero (linha sélida) no problema com condigoes de

contorno impostas fortemente (a) e fracamente (b).
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Figura 4.5: Variagdo ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/16) da solugdo exata (linha
tracejada) e da aproximacdo por Elementos de Nédélec de ordem zero (linha sélida) no problema com

condigoes de contorno impostas fortemente (a) e fracamente (b).

15 T T T T 15 T T T
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Figura 4.6: Variagdo ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/32) da solugao exata (linha
tracejada) e da aproximagdo por Elementos de Nédélec de ordem zero (linha sélida) no problema com

condigoes de contorno impostas fortemente (a) e fracamente (b).

As figuras 4.7(a)-4.7(b), 4.8(a)-4.8(b) e 4.9(a)-4.9(b) mostram os resultados obtidos
usando Elementos Nédélec de Primeira Ordem na aproximagao, onde os refinamentos das ma-
lhas uniformes sao h = 1/4, h = 1/8 e h = 1/16, respectivamente. Os resultados apresentam
uma diferenga na amplitude 4.7(a)-4.8(a)-4.9(a) e uma diferenga de fase 4.7(b)-4.8(b)-4.9(b)

das solugoes aproximadas quando comparadas com a amplitude e fase da onda na solugao

exata.
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Figura 4.7: Variacio ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/4) da solugao exata (linha tracejada)
e da aproximacao por Elementos de Nédélec de primeira ordem (linha sélida) no problema com condigoes de

contorno impostas fortemente (a) e fracamente (b).

15

Figura 4.8: Variagao ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/8) da solugdo exata (linha tracejada)
e da aproximagao por Elementos de Nédélec de primeira ordem (linha sélida) no problema com condigoes de

contorno impostas fortemente (a) e fracamente (b).
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Figura 4.9: Variagao ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/16) da solugao exata (linha
tracejada) e da aproximacao por Elementos de Nédélec de primeira ordem (linha sélida) no problema com

condigoes de contorno impostas fortemente (a) e fracamente (b).

45



Capitulo 5

Propriedades Dispersivas dos

Elementos de Nédélec

Vimos no capitulo anterior que o erro de aproximagao por elementos finitos pode
causar uma diferenca de fase com respeito a solugao exata. Este efeito depende nao somente
no parametro de malha h (compare as Figuras 4.7(b) e 4.8(b)), mas também da frequéncia
temporal w (conforme ilustra a Figura 5.1), e pode ser analisado pelo estudo das propriedades
dispersivas da solugao numérica.

Neste capitulo vamos fazer um estudo tedrico de tais propriedades dispersivas, analisando
a dispersao numérica em uma malha ilimitada. Este estudo particulariza um trabalho de M.
Ainsworth [3].

40
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Figura 5.1: Variagao ao longo da diagonal principal (malha com h = 1/8) da solugdo exata (linha tracejada)
e da aproximagao por Elementos de Nédélec de primeira ordem (linha sélida) no problema com condigoes de

contorno impostas fracamente com w? = 3272 (a) e com w? = 12872 (b).
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5.1 Relacao de Dispersao

Vimos que de acordo com a secao 3.4 com J, = 0, o campo elétrico F satisfaz a equacao

de Maxwell harmonica de segunda ordem:

~w?'E+VXxVxE=0 (5.1)

A relacao de dispersao para esta equacao pode ser descrita ao procurar uma onda plana,

como solugao nao-trivial, da forma
E(z) = ¢“*q, (5.2)

onde x é uma varidvel espacial e & aponta para a direcao de propagacao da onda plana.

Considerando o campo E definido num dominio 2 C R? tem-se que e = (ay,ay) e

€= (51752)-

Substituindo (5.2) em (5.1) e usando as observagoes 2.1.1 e 2.1.2; obtemos

_u2eite | M| 4 & —&ié& R
Qo —&H& & o2

Dividindo ambos os lados por —e*®, tem-se

(5.3)

wio + Meca = 0, com M= )
—6& &

£ -4 ]

De (5.3), temos que
(w?I + M) = 0, (5.4)

onde [ é a matriz identidade. Considerando agora uma solugao nao-trivial para (5.4), tem-se

que det(wI + M) = 0, ou seja

—wr+& —6i&
—&H& —wr 4

Expandindo o determinante e fazendo as devidas simplificacoes, obtemos

Wi =& =) =0 (5.5)
Deste modo, se w é diferente de zero, segue o que definimos como a relagao de dispersao

w = ¢ (5.6)
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5.2 Dispersao Discreta para Elementos de Nédélec
de Ordem Zero

Iniciemos discutindo as propriedades dispersivas dos elementos Nédélec de ordem zero.
Suponha que o espago livre esta particionado numa malha uniforme infinita consistindo de
quadrados de lado h, com eixos de coordenadas cartesianas escolhidas de forma a coincidir

com as diregoes das arestas dos quadrados, como na figura 5.2 abaixo.

Observacao 5.2.1 No apéndice deizaremos indicacoes para o caso em trés dimensoes.

(m,n+1)h (m+1,n+1)h
® - ]
ST A
(1)
Py(m,n)
[ > @
(m,n)h (m+1,n)h

Figura 5.2: Notagao usada para descrever as arestas relativas aos vértices de um tipico elemento qua-

drilatero, de lado h, retirado de uma malha uniforme infinita.

Denotemos V', como o espaco dos elementos de Nédélec de ordem zero construido sobre

esta malha. Qualquer funcao E;, = (E,(Ll) , E}(LQ) ) € V', serao expandidos na forma forma

B =3 el (5.7)

nez?

onde Z é o conjunto dos niimeros inteiros e

com expressao analoga para a segunda componente, ou seja

(2) _ 0
o [ On1 (1) Xn2(22) ]

Aqui, y, é a fungao caracteristica (descontinua) para o intervalo (nh,nh + h) dada por

a(s) = { 1 se s € (nh,nh + h) (5.9)

0 caso contrario
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enquanto que #, é a funcao de interpolacao linear e continua por partes dada por

(1—<n—%> se s € (nh — h,nh]
On(s) =4 1+ <n — %) se s € (nh,nh + h) (5.10)
L 0 caso contrario

Observacao 5.2.2 Vale destacar que as funcoes de base usadas nesta secao sao diferentes
das fungoes de base utilizadas no capitulo 4. o motivo de tal mudanca é que as funcoes em
(5.10) sao interpolantes e por isso facilitam a andlise de dispersao. Entretanto, os espagos

gerados por ambas as bases € o mesmo.

A integral de linha de uma funcao de base, qbsf) € V), tomada ao longo das arestas do

quadrado, tem a seguinte forma

/()¢£fl)~dw:{h se m:'n,ed:a7 (5.11)
Yon

0 caso contrario

onde fy,(fi) denota a aresta alinhada com o a-ésimo eixo coordenado iniciando no vértice
indexado por m, veja figura 5.2. A partir de (5.11), podemos calcular os coeficientes do
campo Ej, em (5.7) procedendo da seguinte forma:

Multiplicando (5.11) por o\® ¢ considerando n = m juntamente com a = d, tem-se

o) 1 a) 1(a
0‘51):5/753>0‘n)¢5»)' da

e usando (5.7) para a d-ésima componente espacial, obtemos

1
ol =~ E, - dx (5.12)
h )5

Além disso, consideremos que uma solucao discreta nao-trivial FE, satisfaz a condicao
En(z +hn) =" "E)(x), (5.13)

onde &, ¢ o vetor de onda discreto relacionado a uma prescrita frequéncia temporal w pela

relacao de dispersao discreta.
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Aplicando uma mudanga de varidvel em (5.12) e considerando a invariancia de translagao

da malha, deduzimos que

1
 _ = .
(67 h /y':(td) Eh(w) dx
Y Bytnn-d
=7 o Y TN Yy

1 ih),
I ) nE .
. L ° n(y) - dy

e portanto,
oD = eihsh'"aéd) Vn € 7? (5.14)

Substituindo (5.14) em (5.7), tem-se

O = o) 3 eeung (5.15)

nez?

e assim, considerando o fato de que a somatéria se desacopla em contribuicoes separadas de

cada Componenle de n, segue que
h o7 h(fl?xl) h(&?aah) com - 727 ( . 6)

onde

Th(€s) = 3 e xas) (5.17)

nez
On(&s5) = Y _ e bu(s) (5.18)

nez
A equagao (5.16) é uma versao discreta da equagoes (5.2) e reflete o fato que ambos os
campos, discreto e continuo, tem apenas dois graus de liberdade, 04(()1) e 0462) correspondentes

as escalas aplicadas individualmente as componentes da solugao discreta.

Na sequéncia vamos analisar separadamente as funcoes O, e Tj. Seja V}, o espaco das
funcgoes lineares continuas por partes sobre a reta real com néds localizados em hZ. Segue de

(5.13) e de (5.16) que O, satisfaz

On(&; s +nh) = e™"O,(&s)  YneZ (5.19)

Assim, a funcao ©5(¢; ) € V}, pode ser interpretada como a versao discreta da exponencial
complexa u(s) = €. Motivado pelo fato que u(s) é a solucio da equacido escalar de

Helmholtz em uma dimensao [3],

W'+ wtu=0, w=]|¢, (5.20)
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vamos considerar o seguinte problema auxilar:

/R On(E: 5)v)(5) ds = wn () /R On(E:syon(s) ds Yo € Vi (5.21)

O autovalor wy,(€)? pode ser calculado da seguinte forma:

Primeiramente, defina v, = 6,,, com m € Z, onde 0,, é definida da mesma forma que
(5.10). Substituindo (5.18) em (5.21), temos

[ (50 - | 5 nionon

neZ nez

Note, pela defini¢ao de (5.10), que 6,,(s)0,,(s) # 0 somente quando s € (mh —h;mh+h).

Portanto, com o mesmo valendo para as derivadas, a equagao acima pode ser reescrita como:

/ Z ey’ (5)0) (s) ds =
(

m—1)h n=(m—1)h

(m+1)h (mADh
o (6)? / S €, (5)0(s) ds
(

m—1)h n=(m—1)h

Observe que a exponencial nao depende de s. Agora, tomando a integral em cada uma

das trés parcelas dadas pela somatoria e considerando a exponencial como constante em cada
uma destas parcelas, temos

(m+1)h

(m+1)h
Z ’hgn/ 0 (s) ds =
n=(m—1)h
(5.22)
(mth (m+1)h
a3 [ (9 (s) ds
n=(m—1)h (m=1)h

Nos trés termos da soma no primeiro membro aparecerao, respectivamente, as derivadas
das fungoes chapéu 0, (s),0.,(s),0,,.,(s), enquanto que, no segundo membro, respectiva-

mente, teremos 60,,-1(5), 0y (5), Omi1(s). Todas estas podem ser obtidas de (5.10), ou seja,

1
27m+% se s € (mh—2h,mh—h] 5 se s € (mh—2h,mh— 1]
S J—
Om-1(s) = m= - se s € (mh—h,mh) Or_1(s) = Tl se s € (mh—h,mh)
0 caso contrario 0 caso contrario
S 1
1—(m—ﬁ) se s € (mh— h,mh] 5 se s € (mh — h, mh]
S / -1
Om(s) =4 1+ (m - E) se s € (mh,mh+h) O (s) = 5 se s€ (mh, mh + h)
0 caso contrario 0 caso contrario
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1
—m + % se s € (mh,mh+ h] 7 se sE (mh, mh + h]
s _
Opni1(s) = 2+m— 5 se s€(mh+hmh+2h) Opy1(s) = 71 se s € (mh+h,mh+ 2h)
0 caso contrario 0 caso contrario

Depois de explicitar as somas em (5.22), basta substituir o valor de cada uma das fungoes

acima na integral correspondente, respeitando os limites de integracao. Com isso, obtemos

he e mh o 1 1 he mh 1 mh—+h 1
ehemet — | (=] ds+e™™ {/ <—) ds —|—/ (—) ds} +
/(m—l)h ( h ) <h) (m—=1)h h? mh h?
ih&ém ,ihE - - ds = 2 _ith&ém —ih& 2 1 — 2) d
etme /mh (h) ( ; ) s =wp(&)e™™e /(m—l)h <m h> ( m + h> s+
) mh S 2 mh+h s 2
6’”(/ (1mmeg) s [ (14m=3) d8>+
(m—1)h h

m m

e e mh+h S S
A m 51 _ _ 1 _ _> d
e e /h < m + h) ( +m 3 S

m

resolvendo as integrais, encontramos

4 o1 Qe 2 A 1
—ethém g—ih§ — + ezh&m_ _ ezh£m61h5
h h h

. o h o 2h A . h
wh(£)2 (ezhfmezhgg + elhfm_ + ezhfmezhﬁ_

3 6) (5.24)

Usando a identidade 2cos(éh) = eihé + e7?¢ e eliminando €™ podemos simplificar
(5.24) e obter

6 1 — cos(h§)

2o — s 5.25
&) = 12T cos(he) (5:25)

e se hé < 1, podemos expandir como série de Maclaurin, e assim

h 2
wp()? = (1 + % +..) (5.26)
logo, se h — 0, tem-se no limite que

wh(§) =§ (5.27)

Vamos agora considerar a fun¢ao Y1, (&; ). Temos de (5.17) e (5.18) que as fungoes T,(&; )

e ©,,(&;+) sao relacionadas pela seguinte equagao

ihe _
g@h(ﬁs)zﬁ(f;h)n(&s), A& h) = & - L

o (5.28)
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Note que
lim A(&; h) = i€, (5.29)
h—0

logo a fungao Y (¢; -) satisfaz uma propriedade anédloga a relagao u/(s) = i€u(s) satisfeita pela
exponencial complexa u(s). Esta propriedade indica que a fungao E), definida em (5.16) pode

ser expressa de uma forma alternativa, ou seja

{ By = 010}, (€1;21)0n(62: 72), (5.30)

EP? = 0,0,(61;21)0), (&2: 12),

aél) aE)Q)
onde ar = xelpy, € Q2= Fpggy-

Com o objetivo de determinar a relacao de dispersao discreta, vamos buscar uma solugao
discreta nao-trivial da forma (5.30) de modo a satisfazer a forma variacional apresentada em
(5.1):

(Vx E,,V xv,) —w*(Epv,) =0 Y, €V, (5.31)

A primeira vista, este problema parece ser insolivel, ja que existem apenas dois graus
de liberdade associados com a funcao E; dada em (5.30), enquanto que a equacao (5.31)
parece encorporar infinitas condigoes. No entanto, a translagao invariante da malha indica
que a equagao (5.1) realmente impoe somente duas condigoes independentes, como veremos
a seguir.

Primeiramente, para qualquer n € Z?2, escolhemos v, € V', da forma

Uy = (532)

Or1(21)0n2(2)
0

Um célculo usando a propriedade (5.21) revela que

(Ep,vp) = /R /R ENY dayda,

= wh(gl)QalH/R@h(fl;:vl)%(xl) diBl (533)

e explicitando V x Ej e V X v, = wa, onde

V X B, = (az — 1)0},(£1;71)0}, (€25 72)

V X wp = =0, (21)0;,(2)
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logo,

(VX E,Vxo) = — / / (a5 — 01)0), (03 21)0) (E9: 0)0ly ()01 () s s
R JR
2
= (o1 — ) (@) ] / O (E45 70)Bna (1)

=1 /R

Usando o problema auxiliar (5.21), a equagao (5.31) simplifica-se para a equagao algébrica

a1 (wp(&2)? — w?) — aswp(&)* =0 (5.34)

Observe que a mesma equacao algébrica aparece independente da com a escolha do multi-

indice n € Z%. O mesmo argumento aplica-se as demais componentes, ou seja, escolhendo

0
on = [ (1)) ] (53%)

obtemos a condicao algébrica

g (Wi(61)? — w?) — aqwi(&1)? = 0

Por isso, como descrito acima, a equagao (5.31) se reduz a um sistema homogéneo de duas
equagoes. Consequentemente, chegamos a seguinte condi¢ao equivalente para a existéncia

de uma solucao nao-trivial E},.

—w?twn(&)® —wa(&)? | _ 0
—wp(&)? —w’ +wn(6)?
Expandindo o determinante acima obtemos
wHw? —wp(&)? — wi(&)?) =0
e, deste modo, para w nao-zero, tem-se que
w? = wp(&1)? + wi(&2)? (5.36)

Agora, inserindo a expressao (5.25) para cada componente &;, com ¢ = 1,2, chegaremos a
uma expressao para a relagao de dispersao discreta correspondente aos elementos de Nédélec

de ordem zero, que é

5, 6 [1—rcos(h&) 1— cos(h&)

= 5.37
Y TR 2y cos(h&) 2+ cos(hés) (5:37)
se hl€| < 1, pela expansao da série de Maclaurin de (31), obtemos
1
w? =g + EhQ(gf + &)+ .. (5.38)

o qual exibe a precisao de segunda ordem da relagao de dispersao discreta para o espaco de

elementos de Nédélec de ordem zero.
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5.3 Analise de Dispersao de Elementos de Nédélec de

Ordem Arbitraria

Vamos encontrar uma expressao para a relacao de dispersao discreta para um espaco
Vp de elementos de Nédélec de ordem p — 1 € N arbitraria. Vamos buscar Ep, € Vi, na

forma

E (z +hn) =" mwmE, (x) VmnecZ? (5.39)

Em analogia com a equagao (5.30), para dado & hp € R2, temos que
B\ = 0404, (E521)Onp(E2i 12),  d=1,2. (5.40)

Analogamente a (5.21), consideramos o problema de autovalores auxiliar

/@hp(g; s)'vﬁlp(s) ds = whp(f)Q/th(ﬁ; S)upp(s) ds Y vpy € Vi (5.41)
R R

Similarmente para o caso de elementos de ordem zero, obtemos da forma variacional

(V X Ehp, V x ’Uhp) — w2(Ehp, ’Uhp> =0 (542)

simplifica-se em
ay (wip(€2)® — w?) — agwpy(62)® =0 (5.43)

Na sequéncia podemos seguir fazendo escolhas para vy, de modo similar a (5.35), e obter
a equacao algébrica
Q9 (whp(fl)2 — w2) — aqwpy(£)? =0 (5.44)

Agora, escrevendo (5.43) e (5.44) na forma matricial, considerando a busca de uma

solucao nao trivial para Ej), e desde que w seja nao-zero, tem-se

W = wip(8§1)” + wip(€2)”. (5.45)

que ¢ a relagao de dispersao discreta para elementos de Nédélec de ordem arbitraria.

Logo, para usar (5.45), gostariamos que fosse possivel expressar wp,(§) em termos de &.
Uma forma mais pratica, para facilitar a exibicao, seria encontrar uma definigao implicita
para wp,(§) em termos de cos(h). Por exemplo, no caso de elementos de ordem zero, a

relac@o (5.25) pode ser reescrita na forma

6 — 2(hwh11)2

cos(h&) = Ri(hwpi) = 6 + (hwm)?

(5.46)

Esta expressao ¢ generalizada para arbitrarias ordens de p no seguinte teorema, que ¢é de-

monstrado em [2].
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Teorema 5.3.1 Denote
[2Ne + 2/2Ne]§tam(§)7 [2N0/2N0 - 2]§cot(§)
como a aproximagao de Padé para tan(§) e cot(§), respectivamente, onde

N = |p/2], N,=[(p+1)/2]

Logo, wpy satisfaz

cos(h§) = Ry(hwsy), (5.47)

onde R, € a funcao racional

[2N0/2N0 - 2]§cot(§) - [2Ne + 2/2Ne]§tan(§)

R,(2§) = 5.48
p(2) [2No/2N, = 2]ecot(e) + [2Ne + 2/2Neletan(e) ( )
Além disso, para hé < 1, € valido que
2 1 2p¢2p+2
) ) ! h2Pg2P
= 5.49

A figura 5.3, abaixo, mostra o comportamento do cos(wh) e da fungao racional R, (wp,h)

da equagao (5.48) para aproximagoes de ordem p = 1,...,10 e wh € [0, 20].

Para p=1 Para p=2
T T
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Para p=3 Para p=6

i a 2 4 B a 10 1z 14 16 18 20 0 2 4 B a 10 12 14 18 16 20

Para p=3 Fara p=10
4 T T T T T T T T T Z T T T T T T T T T

Figura 9.3: Curvas para cos(wh)(azul) comparada com a fungdo racional Ry (wh)(verde) dada em (5.48) para o método de
ordem p =1, ..., 10.

A figura 5.3 confirma que o método de ordem superior determina uma aproximagao até
mesmo onde wh é relativamente grande. Seguindo nesta direcao, uma questao foi estudada

em [2], onde o seguinte resultado é mostrado. Se wh < 2p + 1, entao

cwh )} o (5.50)

1
cos(wpph) — cos(wh) ~ §sm(wh) [m

A estimativa (5.50) determina uma qualificagao precisa do comportamento observado na
figura 5.3, e revela que, como a ordem do método estd em crescimento para um valor fixado
de wh, é obtido um forte decaimento no erro.

Casos especiais para os resultado de ordem p = 1,2,3 sao dados na Tabela 1 abaixo,

reproduzida em [3], juntamente com o termo principal para o erro valido para h{ < 1.
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p Ry (hownyp) Whp(f)Q - &

. 6 — 2(hwp)? h2¢
6 + (hwh1)2 12
) 3(hwna)t — 104(hwpa)? + 240 €S
(hwh2)4 + 16(hwh2)2 + 240 720
; —4(hwns)® + 540(hwps)* — 11520(hwss)? + 25200 hoes
(hawns) + 30(hwps)* + 1080(hwps)? 4 25200 100800
! 2 h2p§2p+2
! B [<2p>!} 2+ 1

Tabela 1. Casos especiais das relagdes entre wpp(€) e § para a aproximagdo de ordem p dada no Teorema 5.3.1, juntamente

com o termo principal para o erro vdlido para h§ < 1

Segue de (5.49) que o erro é dado por

O o

&2 2p 2p +1)

Ainsworth [3] estabelece uma conexao entre (5.51) e [36].

Os seguintes teoremas demonstrados em [2] tratam do comportamento do erro da rela¢ao
de dispersao discreta, ou seja, do quao pequeno ¢ o valor absoluto da diferenca |cos(wp,h) —
Ry (wnph)|.

Teorema 5.3.2 Seja p € N, e além disso consideremos hw < 1. O erro & = |cos(wpph) —

R, (wiph)| na relagao de dispersao discreta € dado por

en o L[PL] (he)™t2
220! 2p+1

Teorema 5.3.3 Suponha agora que hw > 1. Logo, o erro ¥ = |cos(wpph) — Ry(wiph)| na

relacao de dispersao discreta quando hw < 2p + 1, é dado pela aproximacao

2p+1
Pl ewh
& 2sm(wh) {—2(21) 1)}

5.4 Selecao do Parametro da Malha

Vamos utilizar a teoria desenvolvida neste capitulo para estabelecer um critério de selecao
do parametro da malha A, comecando com os elementos de Nédélec de ordem zero.
A equagao (31) descreve a relacao de dispersao discreta w = w(€). Em analogia a secao

4.2, vamos considerar € = (&, ) que resulta em
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, 12 [Ls(hf)] (5.52)

Y TR 2y cos(h§)
Definimos a velocidade de fase numérica como sendo
w

el

Como €] = v/2¢, temos que w = v/2£C. Substituindo em (5.52), temos

C

V6 [1—_@8} v (5.53)

- heé |2+ cos(hé)
Em geral temos de (5.45) que se & = (£,¢), entdo w? = 2wy, (£)% Por outro lado,

w? = 26207, deste modo tem-se que

C — whp<€>
§

Podemos agora considerar o caso dos elementos de Nédélec de primeira ordem. Tomando

p = 2 na Tabela 1, obtemos

2 _ 16c0s(Eh) 4+ 104 + /(16c0s(Eh) + 104)2 — 4(cos(Eh) — 3)(cos(Eh) — 1)

(hwhg(h)) 3 — 2(COS<€h))

Por outro lado, pela relacao de dispersao w = || do problema continuo, temos que a
velocidade de fase exata é dada por ¢ = 1. A figura 5.4(a) mostra a velocidade de fase dos
elementos de Nédélec de ordem zero e de ordem um. A figura 5.4(b) é uma ampliacao da
figura ao lado que permite estimar, por exemplo, o maior valor possivel do parametro h de
modo que o erro de fase estimado seja inferior a 1%, bastando observar os pontos em que
as curvas de velocidade atingem o valor 1,01 (ou seja, £h = 0,5 e £h &~ 2 para elementos de
ordem zero e ordem um, respectivamente).

Vamos validar as estimativas obtidas para h por meio dos experimentos numéricos rea-
lizados na secao 4.2. Nessa se¢ao utilizamos € = (4m,4m), logo £ = 47 e assim os valores

recomendados para h sao:
e h = 0,04 (ordem zero)
e h= 0,16 (ordem um)

De fato, a partir do valor h = 1/32 < 0,04 a diferenga de fase no experimento com
elementos de ordem zero torna-se desprezivel. O mesmo acontece para elementos de ordem
um para h = 1/8 < 0, 16
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~~"Crdem 0 [ ~~~Ordem 0
12l : ; . 1.015 t
) 1
1
1
1.01 i 1
1 1
i
1.005 : ]
0.8~ 1
- = 1
3 3 ]
= 0.6 ) : :
|
09951 : }
1
041 ) i
0.99F 1 ]
: 1
: 1
L B S S 0985t ! 1
: |
|
1
0 i i i ; i i 0.98 i i il i i i
0 1 2 3 4 5 6 0 1 4 3 4 5 6
H H

Figura 5.4: Velocidade de fase dos elementos de Nédélec de ordem zero e de ordem um. No eixo x, temos
H = h¢.
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Capitulo 6
Conclusoes

Neste trabalho, descrevemos o espago de elementos finitos de Nédélec de primeira ordem.
A partir deste espaco realizamos alguns experimentos numéricos em problemas de eletro-
magnetismo, nos quais verificamos alguns interessantes resultados na aproximacgao. Tais
resultados revelaram diferencas na fase da onda da solucao aproximada, quando utilizamos
uma condicao de contorno imposta fracamente e diferencas na amplitude da onda da solucao
aproximada, quando consideramos uma condi¢ao de contorno homogénea.

Na sequeéncia, vimos que a relacao de dispersao discreta foi escrita em termos da relagao
de dispersao discreta para a aproximacao da equagao escalar de Helmholtz em uma dimensao.
As expressoes para o termo principal no erro em regimes onde: (a) wh < 1, mostrando que
o erro na relagao de dispersao é de ordem 2p para um método de primeira ordem; (b) 1 <
wh < 2p—+1, mostrando que neste caso o erro decai fortemente quando a ordem p do método
estd crescendo. Estes resultados descreveram o comportamento de elementos espectrais de
primeira ordem e da versao-p do método dos elementos finitos para a aproximagao das
equacoes de Maxwell harmonicas no tempo em nimeros de onda moderadamente altos.

Trabalhamos também na busca do mais adequado parametro da malha, fornecendo in-
formagoes quantitativas sobre o nivel de refinamento da malha e da ordem de aproximacao
necessaria para controlar os efeitos dispersivos. Por simplicidade, esta andlise foi restrita
a ondas planas se propagando com angulo de 45 graus com a horizontal (assim como nos
experimentos numéricos apresentados). A andlise com ondas planas que se propagam em
outras direcoes entretanto nao apresenta dificuldades adicionais.

A teoria e os resultados preliminares apresentados servem como ponto de partida para
estudos sobre elementos de Nédélec de alta ordem em duas e trés dimensoes. Outra proposta
para trabalhos futuros seria investigar o comportamento da aproximacao por Elementos de

Nédélec para as Equacoes de Maxwell no sentido relativistico.
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Apeéendice

Aqui apresentaremos uma versao em trés dimensoes para a relacao dispersao para Ele-
mentos de Nédélec de ordem zero.
Vimos que de acordo com a secao 3.4 com J, = 0, o campo elétrico E satisfaz a

equacao de Maxwell harmonica de segunda ordem:
~w’E+VxVXxE=0 (1)

A relacao de dispersao para esta equacao pode ser descrita ao procurar uma onda plana,

como solugao nao-trivial, da forma
E(x) = (2)

onde x é uma variavel espacial e £ aponta para a direcao de propagacao da onda plana.

Considerando o campo E definido num dominio 2 C R?, tem-se que o = (g, a, a3) e

£€=(&.88)
Agora, substituindo (2) em (1), obtemos

VxePa = i(i&e oz —i&e S as) + j (i€ Ty — i P ay)
+ k (@fleig'mag - ifgeiﬁ'"’al)

Apliquemos novamente o operador V x, assim

-& -8 L& §1&3 ay
VxVxefa=| && G- &6 ay | (—€*®)
§3& §36o —& - & ag

Sendo assim, considerando (2), podemos escrever —w?e®*a + V x V x ¢ %a = 0 como

€31 —53 - fg 5152 5153 a
—w?e®T |y | — §1&2 —& - & §382 ay | €T =0
Qa3 §3&1 §362 —f% - 522 a3
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Multiplicando ambos os lados por —e¢®, tem-se
w2a + Mga =0 (3)

&G -8 L& &8s

onde M, = £1& —£2 — ¢2 36 . Seguindo o mesmo procedimento realizado

£ §3&2 —& - &

para escrever V x V x e ®a na forma matricial, podemos ver que

(=& — &)on + &b + &8z
Ex(Exa)=| & oy + (=& — &)z + &
E3&1an + &6 + (&7 — &)

ou seja, Meax = & x (§ X o). Assim, (5.2) da a condicao
at+éEx(Exa)=0 (4)

De (5.3), temos que
(W?I + M¢)ae =0 (5)

onde [ é a matriz identidade. Considerando agora uma solu¢ao nao-trivial para (5.4), tem-se
que det(w?I + M¢) = 0, ou seja

w? =& — & 182 §183
§1&2 w? =& - & €382 =0
&6 §362 w? — 512 - 63

Expandindo o determinante e fazendo as devidas simplificacoes, obtemos
W -G - & - &) =0 (6)
Deste modo, se w é diferente de zero, segue o que definimos como a relagao de dispersao

w = €] (7)

Suponha que o dominio estd particionado numa malha uniforme infinita consistindo
de cubos de lado h, com eixos de coordenadas cartesianas escolhidas de forma a coincidir
com as diregoes das arestas dos cubos, como na figura 1 abaixo.

Denotemos V', como o espago dos elementos de Nédélec de ordem zero construido sobre

esta malha. Os campos FE; = (E,Sl), E}(LQ), E}(L?’)) € V', serao expandidos forma

B =" aldgld 8)

nezs3
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(I+1,m+1,n+1)h

(I+1,mmn+1)

(3)
py(lJrl,m,n)

O ® (I.m,n+1)h
(3) . R
| ’y(l,nz-&-l,n) 4 ~<

l+1,m,n)h
) ( m,n)
| /y(l,m,n)

(Il,m,n)h

Figura 1: Notagao usada para descrever as arestas relativas aos vértices de um tipico elemento cubico, de lado h, retirado

de uma malha uniforme infinita.

onde

com expressoes analogas para as demais componentes, ou seja

0
¢Sz2) = 9n1($1)Xn2($2)9n3($3) ¢£§) =
0 9n1(l’1)9n2($2)Xn3(333)

Aqui, y, é a fungao caracteristica (descontinua) para o intervalo (nh,nh + h) dada por

1

se

s € (nh,nh + h)

Xn(5>

0 caso contrario
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enquanto que #, é a funcao de interpolacao linear e continua por partes dada por

(1—<n—%> se s € (nh — h,nh]
Oo(s) =< 1+ <n — %) se s € (nh,nh+ h) (11)
L 0 caso contrario

A integral de linha de uma funcao de base, qbsf) € V, tomada ao longo das arestas do

cubo, tem a seguinte forma

¢£§l)' dw:{ h se m e d=e (12)

0 caso contrario

|
S

onde 'yﬁ,el) denota a aresta alinhada com o a-ésimo eixo coordenado iniciando no vértice
indexado por m, veja figura 1. A partir de (12), podemos calcular os coeficientes do campo

E)}, em (11) procedendo da seguinte forma:

Multiplicando (12) por o\® ¢ considerando n = m juntamente com a = e, tem-se

(e) _ 1
an’ = E[,g;» ¢l . dax
e usando (8) para a d-ésima componente espacial, obtemos

1
©—_ [ E,-d 1
An hle " r (13)

Tn

Além disso, consideremos que uma solucao discreta nao-trivial E), satisfaz a condicao
Ej(x + hn) = """ By () (14)

onde &, ¢ o vetor de onda discreto relacionado a uma prescrita frequéncia temporal w pela
relacao de dispersao discreta.
Aplicando uma mudanga de varidvel em (13) e considerando a invariancia de translagao
da malha, deduzimos que
oD = eihsh'"aéd) vn € 7° (15)

Substituindo (15) em (8), tem-se

B =af) Y et pld (16)

nezs

e entao, considerando o fato de que a somatoria se desacopla em contribuicoes separadas de
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cada componente de n, segue que

E}(Ll) = agl)Th<€17 wl)@h(£2; $2)@h(€3; .’L’g),
Ef(f) = aéz)@h(§1;$1)Th(§2;1‘2)®h(§3§x3)= (17)
By = ag)On (615 20)On(&a: 22) Yo (65: 33),

onde

Th(&s) = 3 €™y, (s) (18)

neL

On(&s) =) _ ", (s) (19)

neL

A equagao (17) é uma versao discreta andloga a equacao (2) e reflete o fato que ambos os cam-
pos, discreto e continuo, tem apenas trés graus de liberdade, a(()l), Ozé)z), agg) correspondentes
as escalas aplicadas individualmente as componentes da solucao discreta.

As fungoes O}, e T, no caso de trés dimensoes, apresentam as mesmas propriedades que as
suas equivalentes em duas dimensoes vistas no capitulo 5. Portanto, a partir de ©; também

encontramos a relacao de dispersao discreta para a equacgao escalar de Helmholtz em uma

dimensao
6 1—cos(h§)

wh(€)? = W22+ cos(ht) (20)
e

0,5 +) = A& h)Ta(&: ) (21)
onde e

e — .
A(&h) = T i€ com h—0 (22)

Esta propriedade indica que a fungao E}, definida em (17) pode ser expressa de uma forma
alternativa, ou seja
E;(Ll) = 10}, (§1;71)On(§2; 12)On (&35 3),
E;(f) = 20 (&15 1) O}, (&25 22)On (&35 23), (23)
E;(lg) = 30,815 71)On(§2; 12) 0}, (35 73),

(1) (2) (3)
Onde o] = L Oy = L e e = L
L= Alesh)? T2 7 Aexsh) 37 Alessh)”

Com o objetivo de determinar a relagao de dispersao discreta, uma solugao discreta nao-

trivial da forma (23) é buscada de modo a satisfazer a forma variacional apresentada em

(1):
(V X Eh, V x ’Uh) — w2(Eh,'vh) =0 Vv, € V), (24)

Primeiramente, para qualquer n € Z3, escolhemos v, € V), da forma

01,1 (21)Ona(22)0n3(3)
(A 0 (25)
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Um célculo usando a propriedade (5.21) revela que

(Ep,vp) = / / / ENY day daoydas
RJRJR

= wh(§1)2a1H/R@h(&;xl)é’nl(xl) dZEl (26)

e explicitando V x Ej; = w; e V X v, = wa, onde

@107, (§1;71)On (825 12) 0, (€35 73) — 30}, (§1571)On (€25 22) O}, (€35 23)

|: @305, (£1521)0), (§2; 02) 07, (§3573) — 2O (€1:71)O), (§25 22)0, (&35 @3) ] g
wy =
@207} (&1521)0),(£2; 22)On (&35 x3) — 1O}, (§1521)0O), (€23 x2)On (€35 3)

(S

0 T
Wy = [ Or1 (21)0n2(22)075(3) ]
05,1 (21)0},5(72)0n3(23)

(V x E,V xv) = (w T, wy?)
- / / / 010} (13 21)On (€x: 22) O (€ 23)81n (1) (20 (105) —

@307, (&1571)On(§2; 22) 0%, (§35 23)0,,1 (71)0n2(22)0,,3(73) —
@20),(£1521)07, (€2 ©2)On (€35 23)0;,1 (1) 0,5 (x2)0n3(23)+

@10}, (&1;21)0), (§2;22)On (€33 23) 00,1 (21)0),9(22)0n3(23) dridradrs

— awn(eentea? ([ n(Erseun(er) do) [ On(easaiaton) dre ) ( [ @06 aa)0nalis) doa)
(€)% ()7 ([ Oneiiz)nm) don ) ([ On(Eiantalon) da ) ( [ Ontcsizn)tna(on) dog
—aann (62622 ( [ Onlrson)tue) don ) ([ Onlnanuatas) das ) ([ On(Esias)tia(en) de
rann (€)% (&) ([ On€nantuten) don ) ([ Onlnanuaten) dea) ( [ Ontesianuatan) da

3
= <H/R@h(§l;xl)9nl($l) dwl) (wn(&1)? [ (wn(&2)* + wn(€3)?) — aawn(&2)? — azwn(€s)?])
=1

Deste modo, com esta escolha para vy, a equacao (24) simplifica-se para a condigao

algébrica
ay (wh(&2)? +wn(€3)* — W) — agwn(&)? — aswn(€s)® = 0 (27)

Observe que a mesma condicao algébrica aparece independente da com a escolha do multi-
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indice n € Z3. O mesmo argumento aplica-se as demais componentes, ou seja, escolhendo

0
Vh = | On1(21)0)5(72)0n3(23) (28)

obtemos a condicao algébrica

g (wh(&1)? + wh(&3)? — w?) — arwn(&1)® — aswn(&3)> = 0

e escolhendo
0
Uy = O (29)
On1(71)0n2(2)0;,5(73)

obtemos a condicao algébrica

ag (W (61)? + wa(&2)? — w?) — aqwn(61)? — agwi(€2)* =0

Por isso, como descrito acima, a equagao (24) se reduz a apenas trés condi¢oes indepen-
dentes. Consequentemente, chegamos a seguinte condicao equivalente para a existéncia de

uma solucao nao-trivial Ey,.

w? — wh(§2)2 - Wh(§3)2 wh(52)2 wh(§3)2
wp(&1)? w? — wp(&1)* — wi(&3)? wp(&3)? =0
wi(&1)? wh(&2)? w? = wy(&1)? — wn(&2)?

Expandindo o determinante acima obtemos

W (W? = wi(&1)? = wi(&2)? —wa(&3)?)* =0

e, deste modo, para w nao-zero, tem-se que

w? = wh(&1)? + wr(&2)” + wa(&s)? (30)

Agora, inserindo a expressao (20) para cada componente §;, com i = 1,2, 3, chegaremos a
uma expressao para a relagao de dispersao discreta correspondente aos elementos de Nédélec
de ordem zero, que é

5 6 [1—rcos(h&) 1 —cos(h&) 1 —cos(hés)

YT 02 |21 cos(héy) o7 cos(h&) Ty cos(h&s) o

se hl€,| < 1, pela expansdo da série de Maclaurin de (31), obtemos
1
W=7+ P&+ &+ &)+ (32)

o qual exibe a precisao de segunda ordem da relacao de dispersao discreta para o espago de

elementos de Nédélec de ordem zero.
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