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Resumo

Com o uso da equagao de Boltzmann, faz-se neste trabalho, um estudo de gases granulares
compostos de moléculas esféricas rugosas. Para caracterizar as colisoes ineldsticas, con-
sideramos dois coeficientes de restituicao, um normal a e um tangencial 3, os dois sao
considerados constantes. Além disso, supoe-se que todas as particulas possuem a mesma
massa e mesmo momento de inércia. Para fornecer uma descrigao macroscépica do gés,
encontra-se a fungao de distribuicao do gas, através do método de Chapman Enskog
utilizando os polinomios de Sonine. Esta funcao de distribuicao difere da maxwelliana
e é funcao da velocidade linear e angular das particulas. Define-se as temperaturas
translacional T e rotacional T"™" para o gis e a partir da primeira aproximacao da
funcao distribuicao, encontra-se as taxas de resfriamento translacional " e rotacional
™" do gés. Através da resolucio de um sistema de equacoes diferenciais acopladas,
obtida a partir das equagoes de balanco, encontra-se os decaimentos das temperaturas
em funcao do tempo para alguns casos de interesse, demonstrando algumas propriedades
de gases granulares como: o alcance do estado de resfriamento homogéneo para tempos
longos; o decaimento das temperaturas proporcional a ¢t=2, concordando com a lei de Haff
e a nao eqiiiparticao de energia na maioria dos casos. Para o estado de resfriamento
homogéneo, comparamos resultados da aproximacao de primeira ordem, obtida pelos
polindmios de Sonine com a aproximagao maxwelliana, mostrando que na maioria dos
casos, a aproximacao maxwelliana, fornece resultados satisfatérios. Por tultimo, com o
uso da segunda aproximagao da fungao de distribuicao e com a definicao de apenas uma
temperatura 7', faz-se um estudo dos coeficientes de transporte que sao: condutividade
térmica, viscosidade volumétrica e de cisalhamento de gases granulares, mostrando suas
dependéncias com o coeficiente de restituicao normal «, para trés casos de interesse:
rugosidade baixa, média e alta.



Abstract

Granular gases composed of rough spherical molecules are studied within the framework of
Boltzmann equation. To characterize the inelastic collisions, we consider two coefficients
of restitution, a normal « and a tangential 3, both are considered constant. Moreover, it
is assumed that all particles have the same mass and same moment of inertia. To provide
a macroscopic description of the gas, it is found the distribution function of gas through
the Chapman Enskog method using Sonine polynomials. This distribution function differs
from the maxwellian and is a function of linear and angular velocities of the particles. It
is defined the translational T and rotation 7"°" temperatures and from the first approx-
imation of the distribuition function, it is found the translational ¢ and rotational (™
cooling rates for the gas. By solving a coupled system of differential equations, obtained
from balance equations, it is found the decay of the temperatures as function of time
for some cases of interest, demonstrating some properties of granular gases as: the scope
of homogeneous cooling state for long times; the decay of temperature proportional to
t=2, agreeing with Haff’s law and the non-equipartition of energy in most cases. For the
homogeneous cooling state, we compare the results from the first order approximation ob-
tained by Sonine polynomials with maxwellian approximation, showing that at the most
cases, the maxwellian approximation, provides satisfactory results. Finally, by using the
second approximation of the distribution function and setting only one temperature 7',
it is realized a study of transport coefficients which are: thermal conductivity, bulk and
shear viscosity of granular gases, showing their dependencies with the normal coefficient
of restitution «, for three cases of interest: low, medium and high roughness.



Sumario

Sumario 1
Lista de Figuras 3
1 Introducgao 5
2 Resfriamento de um gas granular 10
2.1 Dinamica Microscépica . . . . . . . . ... 10
2.2 Equagao de Boltzmann . . . . . . ... ..o 13
2.3 A equacao de transporte . . . . . .. .. 19
2.4 Os momentos da funcao de distribuicao . . . . . . .. .. ... 21
2.5 As equagoes de balango para os momentos . . . . .. ... ... 23
2.6 Método de Chapman-Enskog . . . . . . .. . .. ... ... 24
2.6.1 Equagoes integrais . . . . . . .. ... 24

2.6.2 Funcdo de distribuicao f@ . . . ... 26

2.7 Estado de resfriamento homogéneo . . . . . .. ... ... ... ... ... 29
2.7.1 Esferas elasticas lisas (¢ =1, =—-1) . ... ... ... ...... 30

2.7.2 Esferas elasticas rugosas (a=1,=1). .. . ... ... ... ... 30

2.7.3 Esferas ineldsticas lisas (a <1, 8=—1) . .. ... ... ... ... 32

2.7.4 Esferas eldsticas parcialmente rugosas (¢ =1, 5 <1) ... ... .. 32

2.7.5 Esferas ineldsticas parcialmente rugosas (« <1, 5 <1) ... .. .. 34

2.7.6 Equiparticao da energia . . . . .. .. ... 35

2.7.7 Influéncia dos coeficientes as e by no estado de resfriamento homogéneo 38

3 Coeficientes de transporte 41
3.1 Equagoes de balango . . . . . .. ..o 41
3.2 Equagoes integrais . . . . . . . . ... 42
3.3 A funcdo de distribuicao f© . . ... 43
3.4 A funcdo de distribuicao f . . ..o 45



3.5 Coeficientes de transporte . . . . . . . . ... o
3.5.1 Condutividade térmica . . . . . . . . . . .. ... ..
3.5.2  Viscosidade volumétrica e de cisalhamento . . . . . . ... ... ..
3.5.3 Esferas elasticas erugosas . . . . . .. ...

4 Conclusoes
Referéncias Bibliograficas

A Relagoes matematicas
A.1 Polindbmios de Sonine . . . . . . . ...
A.2 Integrais utilizadas em teoria cinética . . . . . . . . ... ... ... ...



Lista de Figuras

1.1

2.1
2.2
2.3

24

2.5

2.6

Formacao de aglomerados em gases granulares inicialmente uniformemente

distribuidos [1]. . . . . . . . .

Colisao de duas esferas rugosas. . . . . . . .. .. ... ...
Colisao entre duas esferas rugosas mostrando o parametro de impacto b. . .
Figura da esquerda: Temperaturas T'(7), R(7) e M (7) em fungao do tempo.
Figura da direita: Fator de equiparticao Q(7) em funcao do tempo, para
k = 2/5 e condigoes iniciais T(0) =1e R(0)=2. . . ... ... ... ...
Temperaturas rotacional R(7), translacional 7'(7) e média M (1) em fungao
dotempo 7, para k =0. . . . . . ..
Figura da esquerda: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e
média M(7) em fungdo do tempo, para k qualquer. Figura da direita:
Fator de equiparticdo Q(7) em func¢ao do tempo para x qualquer. . . . . .
Figura da esquerda: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e
média M(7) em fungao do tempo 7. Figura da direita: Fator Q(7) em
fungao do tempo para K = 2/5, § = 0,8 e condigbes iniciais T(0) = 1 e
R(0)=2. . .



LISTA DE FIGURAS

2.7 Figura da direita: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e mé-
dia M(7) em fungao do tempo. Figura da direita: Fator Q(7) em fungao
dotempoTparax =0.. . . . . . ..

2.8 Figura da esquerda: Temperaturas rotacional R(7), translacional 7'(7) e
média M(7) em funcao do tempo. Figura da esquerda: Fator de equipar-
ticdo Q(7) em funcdo do tempo para « =0,8, 5 =0,8e k =2/5. . . . ..

2.9 Gréfico de M (1) em funcao do tempo para « = 0,8, 5 =0,8e kK =2/5. . .

2.10 Grafico de T'(1), R(7) e M(7) em funcao do tempo para o« = 0,8, 5 =10,8

2.11 Grupo de valores de a e § que fornecem a equiparticao de energia para
k=0,2/5e 2/3, onde foi considerado ag =0eay #0. . .. ... ... ..
2.12 Gréafico das razao de temperatura T™'/T" em fungao de «, para 8 =
—0,9. A linha pontilhada e a continua representam as aproximagcoes pela
maxwelliana e por polinomios de Sonine respectivamente. A regiao 0,955 <
a < 1 émostrada ampliada. . . . . . . ... oL
2.13 Gréfico das razao de temperatura T™'/T™ em fungdo de «, para =
0. A linha pontilhada e a continua representam as aproximagoes pela
maxwelliana e por polinomios de Sonine respectivamente. . . . . . . . . ..
2.14 Grafico das razao de temperatura T™/T™ em fungdo de «, para =
0,9. A linha pontilhada e a continua representam as aproximacoes pela
maxwelliana e por polinomios de Sonine respectivamente. . . . . . . . . . .
2.15 Figura da esquerda: as no estado de resfriamento homogéneo em funcao
de a, para § = —0,9, 8=0e 8 =0,9. Figura da direita: b, no estado de

resfriamento homogéneo em funcao de o, para § = —0,9, f=0e 3 =0,9.

3.1 Condutividade térmica A\ (figura da esquerda) e o (figura da direita) em
funcdo de o, para = —0,9, 6=0e f=0,9ex=2/5. . ... ... ...

3.2 Viscosidade de cisalhamento 4 (figura da esquerda) e viscosidade volumétrica
n (figura da direita) em funcgao de «, para f§ = —0,9,  =0e f=0,9 e
R=2/b. .

40



CAPITULO

1

Introducao

Para modelar um gas molecular através da mecanica estatistica e teoria cinética,
considera-se as particulas como esferas que colidem elasticamente, o que implica na
conservagao da energia mecanica. Apés cada particula colidir algumas vezes, o gas relaxa
até seu estado de equilibrio, sendo caracterizado pela fungao de distribuicao maxwelliana.
Se nao houver forcas externas, a densidade do gas serd homogénea. Considere agora que
em cada colisao entre esferas, existe uma perda de energia, ou seja, as esferas transformam
energia cinética em calor. Tais particulas sao chamadas de graos, e o gas formado por
estas particulas é chamado de gds granular [1]. Para este tipo de gds, a energia total ndo
¢ mais conservada e consequentemente, ocorre um decaimento na temperatura granular
com o tempo (como serd visto no capitulo 2). Uma outra caracteristica destes gases, é
a formacao de aglomerados (clusters) auto organizados, como pode ser visto na figura
(1.1). Nesta figura, as esferas est@o inicialmente uniformente distribuidas e em um estado
de refriamento homogeéneo! (HCS - Homogeneous cooling state). Apés um determinado
intervalo de tempo, comeca a ocorrer a formacao de aglomerados. Para modelar um gas
granular, caracteriza-se a nao-elasticidade da colisao entre duas esferas, por um coeficiente

de restituicao a. Para o caso em que « ¢é constante, os aglomerados nao se extinguem,

IEstado de um gés granular livre de forcas externas, com decaimento continuo da temperatura e
homogeneidade espacial preservada.
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ou seja, o gas nao retorna ao estado de resfriamento homogéneo, enquanto que para «
dependente das velocidades relativas, o modelo é mais realista [2] e o sistema pode retornar

ao estado de resfriamento homogéneo [1].

Figura 1.1: Formacao de aglomerados em gases granulares inicialmente
uniformemente distribuidos [1].

No modelo mais simples de um gas granular, considera-se um sistema de esferas
rigidas e lisas que colidem inelasticamente, com um coeficiente de restituicao normal
constante. Entretanto, a natureza macroscopica dos graos torna o atrito entre as particulas
praticamente inevitavel e ele deve ser considerado, pois permite a troca entre energia
translacional e rotacional e ¢é responsavel pela nao equiparticao de energia em gases
granulares, até mesmo em estados homogéneos e isotrépicos [3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

O modelo de esferas rugosas foi inicialmente introduzido, considerando ou esferas
perfeitamente rugosas, ou perfeitamente lisas. Posteriormente, além do coeficiente de
restituicao normal «, foi introduzido um coeficiente de restituicao tangencial 3, responsavel
por valores intermediarios de rugosidade. Diferente do coeficiente o que é positivo e menor
ou igual a 1, os valores do coeficiente 5, variam de —1 (esferas perfeitamente lisas) a 1
(esferas perfeitamente rugosas). Algumas tentativas de desenvolver a teoria cinética para
esferas rugosas foi realizada por Jenkins e Richman [10] e também Lun e Savage [11], que
fizeram algumas aproximacoes para um problema de fluxo de cisalhamento simples. A
influéncia da rugosidade em fluxos cisalhantes também foi estudada por varios autores

[12, 13, 14, 15, 16, 17, 18], normalmente considerando esferas aproximadamente lisas e
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elasticas.

Para o estudo de gases granulares, utiliza-se a funcao de distribuigao f(x,c, w, ),
onde x, c e w sao a posic¢ao, velocidade linear e velocidade angular da particula, respecti-
vamente (ver capitulo 2). A partir desta fungao, define-se as temperaturas translacional
T' e rotacional 7" e a partir destas duas grandezas, pode-se também definir as taxas

de producao de energia (" e (™', definidas como

w1 [orm R O
¢ = T\ ot )’ = Trot \ ot ) (1L.1)

Pode-se ainda definir uma taxa de resfriamento resultante para o gas, dada por ( =

(T rovTron) /(T™ + T™°), sendo (™ e (**', ambos dependentes de f e portanto, de
todos os momentos de f.
Goldshtein e Shapiro [19] encontraram taxas de resfriamento translacional e ro-

tacional, aproximando a func¢ao de distribuicao pela maxwelliana, ou seja

|

(1.2)

{ m(c—v)?  [w?
xp | —

moo\ 3 I
fu(e,w) =n (27?th1"> (27T]<3Tr0t) KT KTt ]

onde n e v sao a densidade do nimero de particulas e a velocidade de fluxo, respectiva-
mente, do gas e m e I sao a massa e o momento de inércia, respectivamente. A velocidade

média angular do gas foi considerada nula. Os resultados para (* e (*™* sao

C“z—% [1—a2+1+—ﬁ(1—ﬂ2)+ﬁ(1+6)2 (1—%)] v, (13)
e [ e (1) .
onde
= (15)
¢ o momento de inércia adimensional (d = diametro da esfera) e

1
v= €6d2n\/7rkT“"/m (1.6)
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é a frequéncia de colisao efetiva.
Quando um gas se encontra no estado de resfriamento homogéneo, as tempera-
turas T e T™" tendem a decrescer continuamente, obedecendo a lei de Haff [20, 4], que

para o caso da temperatura translacional é dada por

T kT,
0 7t o nd*(1 — o?) : (1.7)

T T m

onde T} é a temperatura inicial translacional do gds. Apesar das temperaturas T e T"°
tenderem a zero quando t — 0o, a razao T /T" se aproxima de um valor constante, que

implica em (" = (™' e que fornece a seguinte equacao para as razoes das temperaturas:
T /T =1+ C? + O, (1.8)

onde
1+ k 1—a?

C=is A (I+r)7773

Y (k- D1-8)]. (1.9)

A equagao (1.8) mostra que s6 existe equiparticdo para valores selecionados de «, (5 e &,
como mostrado em [3, 4, 5, 20].

Quando considera-se uma funcao de distribuicao qualquer f, é de se esperar que
as taxas (" e (*' sejam influenciadas também pelos termos nao maxwellianos e sejam
diferentes de (1.3) e (1.4). A parte nao maxwelliana de f, pode ser expandida em termos

dos polinémios de Sonine multiplicada por coeficientes as e by, definidos por

(v — u)) = % (Q’g“) (14 a) (1.10)
(W) — % (2’“?@) (1+by). (1.11)

Pode-se ainda encontrar trabalhos sobre esferas rugosas que inclui: estudo de
um gas confinado em um recipiente com paredes rugosas [21]; obtencao das equagoes

constitutivas para gases granulares de esferas aproximadamente lisas e eldsticas [22]; e
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correlagao entre o eixo de rotacdo e diregao de translagao [23].

O objetivo deste trabalho é: (a) encontrar aproximagoes para (" e (™' levando em
consideracao a parte nao maxwelliana de f; (b) encontar as solugoes das equagoes (1.10)
e (1.11) e obter os coeficientes as e bo; (¢) analisar o comportamento do gés granular em
fungao dos parametros «, e k; (d) calcular a condutividade térmica, a viscosidade de
cisalhamento e volumétrica do gas granular.

Este trabalho esta organizado na seguinte forma. No capitulo 2, descreve-se toda
a dinamica colisional para as particulas, seguindo com a deducao da equacao de Boltzmann
para gases granulares e posteriomente calcula-se a funcao de distribuicao, necessaria para
encontrar o comportamento das temperaturas translacional e rotacional juntamente com
suas respectivas taxas de resfriamento. Também é feita uma andlise da influéncia da
aproximacao obtida pelos polinomios de Sonine no estado de resfriamento homogéneo. J&
no capitulo 3, encontra-se a segunda aproximacao para a funcao distribuicao, e a partir
disso, é feito o cédlculo dos coeficientes de transporte do gas granular. Por fim sao feitas
as consideracoes finais. Neste trabalho, serao omitidos muitos calculos devido as suas
complexidades e ao final, encontra-se um apéndice, com algumas relagoes frequentemente
utilizadas em teoria cinética. Para facilitar os cédlculos, usa-se a convencao da soma de

Einstein sobre os indices repetidos.



CAPITULO

2

Resfriamento de um gas granular

2.1 Dinamica Microscépica

Vamos considerar um sistema com N particulas por unidade de volume V', onde
cada particula possui uma massa m, momento de inércia I, diametro d e a densidade
de nimero de particulas dada por n = N/V. A colisdo entre duas particulas pode ser
vista na figura (2.1), que mostra a particula 1 se aproximando da particula sem indice.
As velocidades linear e angular podem assumir diregoes arbitrarias. Pode-se definir J
como sendo o impulso exercido pela particula sem indice sobre a particula com indice
1. As velocidades linear e angular das particulas antes da colisdo sao (c,c1) e (w,wy) e
as velocidades linear e angular das particulas apds a colisdo sao (c/,c}) e (W', w}) (com

indice linha). O momento linear das duas particulas apds a colisdo pode ser escrito como:
mc' = me —J, mey =mey +J (2.1)
e o momento angular apés a colisao:

d d
IW/:IW+§k><J, [Wa:[W1—|—§kXJ, (22)

10
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onde k é um vetor unitario que aponta do centro da particula com indice 1 para o centro
da outra particula, e é denominado vetor de colisao. J e dk x J/2 s@o as variagoes de

momento linear e angular respectivamente, que ocorrem devido a colisao.

Wi
.
I
)

L

w
§
1
- o s
a g=ci—c

Figura 2.1: Colisao de duas esferas rugosas.

As velocidades relativas u e u’ entre os pontos das duas particulas que entram em
contato durante a colisao serao usadas para definir matematicamente como duas particulas
podem colidir inelasticamente, e podem ser obtidas fazendo a soma da velocidade relativa
dos centros das particulas (velocidade radial) com a velocidade relativa transversal dos
pontos de contato, ou seja:

d d
u:g—ékx(w—{—wl), u’:g'—ékx(w—{—wll) (2.3)

onde g e g’ sdo as velocidades relativa dos centros das duas particulas antes e apds a
colisao, definidas por: g = ¢y —ce g = c] —c¢’. Assim as componentes normal e
transversal da velocidade relativa u’ apéds a colisao definem a nao-elasticidade das colisdes

através das relagoes:
(k-u') = —ak-u), (k x ') = —g(k x u), (2.4)

onde « é o coeficiente de restituicao normal e 3 é o coeficiente de restituicao transversal.
O coeficiente v assume valores entre 0 e 1. Se a = 0 a colisao ¢é perfeitamente inelastica
e se a = 1, a colisao é totalmente elastica. Os valores de (3 estao entre —1 e 1, sendo que

o primeiro corresponde a particulas lisas, e o segundo a particulas perfeitamente rugosas.
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O vetor u’ pode ser escrito como:
u=(k-u)k+(kxu)xk
e usando as relagoes (2.4), temos
u' = (f—a)(u-k)k— pu. (2.5)
A partir das equagoes (2.1), (2.2) e (2.3), também podemos escrever u’ na forma:

2 1
uv=u+—[J—-kx(kxJ)|, (2.6)
m K

onde £ é o momento de inércia adimensional (ver equagao 1.5) e assume valores desde 0
até 2/3. Se kK = 0 a massa esta concentrada no centro das esfera, se K = 2/5 temos uma
distribuigao uniforme de massa e se K = 2/3 a massa estd concentrada na superficie da

esfera. Pode-se também definir as seguintes quantidades:

k(1 + ) . l+a
2okt 1) T2

b

. (2.7)

Usando estas definicoes de 3 e & e com o uso das equagoes (2.5) e (2.6), podemos expressar

o impulso J na forma:

J=mp[(u-k)k —u] —ma(u-k)k. (2.8)

Eliminando J das equagoes (2.1) e (2.2) e usando a rela¢do de u dada por (2.3), obtém-se:

c’:c—l—B{g—gkx(w—l—wl)}+[&—B](g-k)k, (2.9)

ch=c—p {g—gkx (W—i—Wl)] —[a—B](g - k)k, (2.10)
) 20 d

W:W—Ekx{g—ﬁkx(w+wl)1, (2.11)
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d
wi=w; — —kx|g—-kx(w+wy)|. (2.12)

Este conjunto de equagoes fornece as velocidades linear e angular das duas particulas apds
a colisao em termos das velocidades pré colisionais. A variagao da energia mecanica em
uma colisao é:
m 1 m
—C

AE:_/Q _/2
I

I m I m I
/12 + 5’[1/12 — 502 - 5’[1)2 - 50% - _w% (2]‘3)

Substituindo as equagoes (2.9) a (2.12) em (2.13), obtemos apds algumas simplificacoes:

B2-1 & d 2

o?—1
e g k- Skx (wrwy)| - (214)

4

AE = (g-k)*+
Vé-se facilmente que quando as colisoes sao eldsticas (aw = 1) e as esferas perfeitamente
rugosas ou perfeitamente lisas (5 = +£1), a variacao de energia AFE é nula, ou seja, existe

conservacao da energia mecanica em cada colisao.

2.2 Equacao de Boltzmann

Em 1872, Boltzmann deduziu uma equacao bésica da teoria de transporte para
gases diluidos. Quando esta equagao ¢é resolvida, obtém-se uma funcao de distribuicao
dependente do tempo, posicao e velocidade para as moléculas em um gas diluido. Vamos
deduzir agora a forma da equacao de Boltzmann para um gas granular composto de
moléculas rugosas, e para isso, devemos levar em consideracao o movimento rotacional
das moléculas.

Vamos considerar um recipiente com volume V', contendo um gas constituido
de N moléculas que interagem aos pares. Esta suposi¢do é satisfeita se V/N > d?
onde d é o diametro de cada molécula. Neste caso estamos garantindo que o gas esta
suficientemente diluido de modo que colisoes entre trés ou mais moléculas possam ser
desprezadas. Para especificar completamente uma molécula deste gads em um tempo t,
basta fornecer sua posigdo x com componentes (x1, s, z3), sua velocidade linear ¢ =

(c1,¢9,c3) € sua velocidade angular w = (wy,ws, w3) ou equivalentemente sua posi¢ao
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em um espaco de nove dimensoes composto pelos eixos z;, ¢;, w;, onde ¢ = 1,2 ¢ 3. O
estado total do gas sera portanto descrito por N pontos neste espago de nove dimensoes,
denominado espaco u. Cada ponto identificado pelas nove coordenadas (x°,c?, w®) onde

§=1,2,...,N.

A fungao de distribuicao f(x,c,w,t) é definida de tal forma que

f(x,c,w,t)dxdcdw = f(x,c,w,t)dr, dre drsdey deg deg dwy dws dws (2.15)

fornece o nimero de particulas N(t) localizadas entre x e x + dx com velocidades linear
entre c e ¢ + dc e angular entre w e w + dw. Podemos definir o elemento de volume du

do espaco p como:

dp = dxdcdw = drxy dxg dxs dey deg des dwy dws dws. (2.16)

O numero de particulas N(¢) no volume du depende do tempo, pois as particulas estao
se movendo pelo recipiente e mudando de velocidade devido as colisoes. Em um instante
de tempo ¢ + dt, o volume no espago u serd du(t 4+ At) e o niimero de particulas presentes

neste elemento sera:

N(t+dt) = f(x + dx,c+dc,w + dw,t + dt) du(t + dt). (2.17)

A mudanca do nimero de particulas é dada por:

dN = N(t+dt)—N(t) = f(x+dx,c+dc, w+dw, t+dt) du(t+dt)— f(x,c,w,t)du. (2.18)

Se considerarmos que o gas estd livre de forcas e torques externos, as mudancas nas
posicoes e velocidades serdao dx = cdt, dc = Fdt/m = 0 e dw = Mdt/I = 0, onde F

é a forca externa que atua sobre o gas e M é qualquer torque externo. A relacao entre
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du(t + dt) e du(t) é dada pelo médulo do Jacobiano J da transformagao:

O(x1(t+dt), xo(t + dt),...,ci(t +dt),...,ws(t + dt))
Oz (t), z2(t), ..., c1(t), ..., ws(t))

dp(t 4 dt) = [J|dp(t) = dp(t)
(2.19)
Se considerarmos apenas termos lineares em dt, podemos dizer que J = 1 + O[(dt)?],

portanto

du(t + dt) =~ du(t). (2.20)

Se expandirmos a fungao de distribuigdo f(x + dx,c + dc,w + dw,t + dt) em série de

Taylor em torno do ponto (x,c,w,t), obtemos o seguinte:

- of of  of of :
f(x+dx,c+dc,w+dw,t+dt) ~ f<x’c’w’t)+g+8xidxl+8_cidcl+8_widwl+o[(dt) ].

(2.21)
Substituindo (2.20) e (2.21) em (2.18), e dividindo por dt, temos:
dN of aof
— = | = ; d 2.22
dt [at +CZ@:BJ a (222)

Para os calculos a seguir, foram feitas algumas hipdteses:

e O gas esta suficientemente diluido, de modo que apenas colisoes entre duas particulas

serao levadas em consideracao.
e Qualquer forca externa que atue sobre o gas sera desprezada.

e A funcao de distribuigao f(x, c, w,t) ndo varia apreciavelmente durante um intervalo
de tempo da ordem de duragao de uma colisao molecular ou em uma distancia da

ordem do tamanho das particulas.

e Em qualquer posicao x e tempo ¢, podemos desprezar qualquer possivel correlagao
existente entre as velocidades de duas particulas. Esta aproximacao fundamental
na teoria é chamanda de suposicao de "caos molecular” e pode ser justificada para

os casos em que a densidade do gas é suficientemente baixa.

Pode-se definir colisao direta e de restituicao da seguinte forma: Colisao direta é
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aquela na qual duas particulas com velocidades iniciais (c, ¢, w, wy) colidem, produzindo
velocidades (c/, c1’, w’, w1’) e colisdo de restituigao é aquela na qual duas particulas com
velocidades iniciais (c*, c1*, w*, w1*) colidem, produzindo velocidades (c, ¢1, W, wy).
Na figura (2.2), podemos considerar que a particula com velocidades (c, w) colide
com outra particula, com velocidades (ci,wy) que se aproxima com velocidade linear
relativa g = ¢; — c¢. Este movimento relativo é caracterizado pelo parametro de impacto

b e pelo angulo azimutal ¢, nao mostrado na figura.

Figura 2.2: Colisao entre duas esferas rugosas mostrando o parametro de impacto b.

Vamos agora calcular o niimero de colisoes diretas que ocorrem num intervalo
dt, e para isto basta perceber que se uma particula possui velocidades linear entre c; e
c1 +dcy e angular entre wy e wy + dwy, no tempo t e se encontra num cilindro de volume
gddt dbde, ela ira colidir com uma particula com velocidades lineares entre ¢ e ¢ + dc e
angulares entre w e w + dw, que se encontram em torno do centro O, em um volume dx,
no tempo entre t e t + dt. O ntmero de particulas com velocidades lineares entre c; e

c1 + dcq e angulares entre wy e wq + dwy é:

f(x,c1,w1,t) dcy dwygdt bdbde,

ou

F(x,c1, w1, 1) dey dwydt d*(g - k) dk, (2.23)

onde dk = sin ) df de e o parametro de impacto foi escrito como b = dsin 6.

O namero de particulas com velocidades lineares entre c e ¢ + dc e angulares
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entre w e w + dw é:

f(x,¢c,w,t)dxdcdw. (2.24)

Assim, o nimero de colisdes denominado (dN)~, serd igual ao produto do nimero de
particulas com velocidades lineares entre c; e c; + dcy e angulares entre wy e wy + dwy
pelo nimero de particulas com velocidades lineares entre ¢ e ¢ 4 dc e angulares entre w

e w + dw, ou seja:
(dN)™ = f(x,¢1, Wy, t) dcy dwiAtd*(g - k) dk f(x, ¢, w,t) dx dcdw. (2.25)

Para obter o ntimero total de colisoes no intervalo dt no elemento de volume dx, devemos

integrar (2.25) sobre todos os valores de ¢y, wy, b e €, assim:

<Cil_]j>_ = dﬂ<t)/f(xv c1,wi,t) f(x,c,w,t)d*(g - k) dk dc; dw. (2.26)

Para determinar o nimero de colisoes de restituicao, basta fazer uma analise

analoga a anterior e obter:
(dAN)T = f(x,ci, wi,t)dc) dw) Atd*(g* - k*) dk* f(x,c*, w*, t) dxdc*dw*.  (2.27)

As equacoes (2.9) a (2.12) relacionam as velocidades finais com as iniciais, mas neste caso

b b

as velocidades finais nao possuem "x” e as iniciais possuem "x”. Desta forma, sem perda

de generalidade, podemos orientar o vetor de colisao k* na direcdo do eixo z e escrever
) 3

(2.9) a (2.12) na forma:
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o = b Blel — ) + Bl + ), = ekt Blel — ch) — Bl + ),
= ¢y Blel —ep) — AS (), ch = et = Beyr —ep) + AS (),
=B =)+ [a— B (—e ), == - ) [a-B|(—ct + b,
wy = W + z—i {(ci,* —G) - §<w; + wi*)} W= wi*+i—i {( y =) 5w+ wi*)} :
wy = w, — i—i [(ci* )+ g(wz + w;*)] , w; = w;*—i—/i [(ci* - c;)—i-g(w; + w;*)} ,
w, = wl, w! = w*. (2.28)

Usando as relagoes acima, encontramos que o moédulo do Jacobiano da transformacgao

dc* dw* dcy dwy = |J| dc dw dcy dwy é dado por:

1
1J| = o (2.29)

Desta forma, podemos escrever a transformacao entre os elementos de volume na forma:

1

04252

(g* - k*)dc* dw* dc} dwi = (g -k)dcdwdc; dw, (2.30)

Usando a transformacao (2.30) na relacao (2.27), obtemos:

(AN = f(x,c5,wi,t) f(x, ¢, w*, t)d? (g - k) dk dc, dw dt dx dc (2.31)

1
o232
Dividindo a equacao (2.31) por dt e integrando sobre todos os valores de k, ¢; e wy,
encontramos o numero total de colisoes por intervalo de tempo que cria pontos no espaco

i com velocidades linear ¢ e angular w, ou seja:

AN\ " 1
(E) = du(t) / YD f(x, e}, wht) f(x, ¢, w* t)d* (g - k) dk dc; dw, (2.32)

onde as velocidades (c7, c¢*, w}, w*) se relacionam as velocidades (cq, ¢, wy, w) por meio das

relagoes (2.28). A mudanga resultante por unidade de tempo dt no nimero de particulas
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2-(2)-(5)

Substituindo (2.26) e (2.32) em (2.33) e igualando com (2.22), encontramos a equagao de

Boltzmann livre de forgas e torques externos:

0 0 1

Na equacao acima, as seguinte abreviacoes foram introduzidas para facilitar na notagao:

f*Ef(X7C*aW*at)7 ffEf(X,CT,WI,t), fEf(X,C,W,t), flEf(X7c17W1at)‘
(2.35)
Para facilitar os calculos mais a frente, podemos definir o lado direito da equacao de

Boltzmann como:

o) = | ( ! fl*f*—flf) & (g - k) dk deydw,. (2.36)

a262

2.3 A equacao de transporte

Podemos multiplicar a equacao de Boltzmann por uma fungao arbitraria ¢ (c, w)

dependente das velocidades e integrar sobre todos os valores de c e w e obter:

%/w(c,w)f dc dw+8ii /¢(c,w) c;fdcdw =
/w(c, w) (a%@fl*f* - flf) d* (g - k) dk de;dwde dw  (2.37)

Usando a equagao (2.30), e lembrando que ¢ é uma varidvel independente, podemos

reescrever o lado direito da equacao acima como:

/ w<c,w>( ! fl*f*—flf)dQ(g-k)dF— [ vtewsire e ac)ar

a2ﬁ2

- / ble,w)fifd (g k)l (2.38)
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onde dI' e dI'* foram definidos como

dl' = dk dcydwydc dw, dI'* = dk dcidwidc*dw™. (2.39)

A primeira integral do lado direito da equagao (2.38) é uma integral fechada e portanto

podemos fazer a seguinte mudanca de notacao:

c] — ¢, W] — Wy, c* —c, W — W, c—c, w— w.
Isto equivale dizer que as particulas com velocidades iniciais (c*, ¢}, w*, w}) que colidiam e
produziam velocidades finais (c, ¢, w, wy) e possuiam vetor de colisdo k*, possuem agora
velocidades iniciais (c, ¢y, w, wy ), colidem e produzem (c’, ¢}, w', w}) com vetor de colisdo

k. Portanto reescrevemos (2.38) na forma:

/ w<c,w>(f1* L f1f)d2 (g k) dr = / (W) — (e, W)l fifd? (g - k) dT, (2.40)

a2ﬁ2

Podemos também trocar o papel das particulas que colidem, ou seja, trocar (c,w) por

(c1,wy) e vice versa, neste caso, a equagao (2.40) torna-se:

/ (') — (e, w)lfi fd? (g - k) dT = / W(ch, wh) — dlen, wo)lfufd? (g - k) dT (2.41)

ou

/WC/’W/) —¥(c,w)lfifd* (g k) dl =

1

5 [ [ w)) + 0l w) = v(erwi) — vle Wl fd (g ) T

portanto

/w<c,w>( : fl*f*—flf)d2(g-k)dF=

@262

5 [[[0chwt) 0 w) = wler w) = vle, WA (g1 dT. (242
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substituindo (2.42) em (2.37) e obter a forma geral da equacao de transporte:

5 [ e W) + (e w) = verwi) — wle, Wl (g1 T (243

onde (c’,c},w’,w)) sao fungoes de (c,c1,w,w;). A equagao de transporte (2.43) pode

ser reescrita na forma abreviada:

ov 0
v d)=P 2.44
ot T ag Ut )= (2.44)
onde ¥, ®; e P sao dados por:
= /w(c,w)f dc dw, O, = /w(c,w) C;f dcdw, (2.45)

P= / [0(ch W) + (W) — (e, wi) — (e, w)lfifd? (g k) dl. (2.46)

Para definir ®;, foi utilizada a velocidade peculiar C; = ¢; — v;, onde v; representa a

velocidade do gés, que sera definida logo a frente.

2.4 Os momentos da funcao de distribuicao

Sabendo a funcao distribuigao f(x,c,w,t) de um gas, e as quantidades micros-
copicas que o caracterizam, podemos fazer uma descricao macroscopica do gas através
dos campos bésicos: densidade do nimero de particulas n(x, t), velocidade hidrodinamica
v;i(x,t), velocidade de rotagao do gés 0;(x, t), temperatura translacional 7% (x, t) e T (x, t)

que sao definidas como:

p(x,t) = mn(x,t) = /mfdcdw, vi(x,t) = %/cifdcdw, oi(x,t) = %/wifdcdw
(2.47)

T (x,t) /mCQfdcdw T (x,t) = /IQ2fdcdw (2.48)

3kn 3kn
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onde k é a constante de Boltzmann e C; = ¢; — v; e Q; = w; — 0; sao as velocidades
peculiares.

O momento da funcao distribuicao de ordem N definido através de
Diyis.in (X, 1) = /mC’ilCl-2 L Ciyf(x,c,w,t)decdw. (2.49)

A densidade de massa é o momento de ordem zero, enquanto que o primeiro momento é

nulo, pois:

pi(x,t) = /mC’if(x, c,w,t)dcdw = /mcif (x,c,w,t)dcdw —

/mvif(x, c,w,t)dcdw = 0. (2.50)
O tensor pressao é o momento de segunda ordem, dado por
pij(x,t) = /mCiij(x,c,w,t) dcdw (2.51)
e seu analogo rotacional:
oij(x,t) = /IQiC’jf(x,c,w,t) dcdw. (2.52)

O deviante do tensor pressao p; ¢ definido por:

1
Diij) = /mC@Cj)f(X, c,w,t)dcdw = p;; — gprréij = Dij — POy, (2.53)
e a pressao do gas é:
1 1 ,
p(x,t) = 3P =73 mC*f(x,c,w,t) dcdw. (2.54)

O momento de terceira ordem contraido é:

1
qg - Epjji - / %Czcif(xv C7W7t) de dW, (255)
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e é denominado fluxo de calor translacional. Pode-se também definir a relacao
rot I 2
T = 59 Cif(x,c,w,t)dcdw, (2.56)

que ¢é o fluxo de calor relacionado ao movimento rotacional das moléculas.

2.5 As equacoes de balanco para os momentos
Pode-se definir a derivada material D como:

0
0@-

0

e utiliza-la para escrever as equacoes de balango dos campos basicos, e para isto basta

escolher determinados valores de 1) na equagao (2.43) e obter:

Balanco do ntimero de particulas (¢ = 1):

a’l]i
D =0 2.58
n + n@xi , ( )

Balango da velocidade hidrodinamica (i) = mc;):

Du; + — =2 =0, (2.59)

Balango de temperatura translacional (v = mC?/2):

2
DTtr + =

gt ov;
3kn

i T =0 2.60

Balango de temperatura rotacional (v = IQ?/2):

2 [0g do;
DTrot = 7 7,_1 TTOt rot =0. 261
+3nk l@xi +U]8x]~] * ¢ (2:61)
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O coeficiente de resfriamento (™t e (" do gds foram definidos como:

md? , ,
¢ =  6nkTtr /(012 +C0? = C = C*)ffi(g-Kk)dT, (2.62)
rot Id” 2 2 2 2
= G /(Ql +Q7 -0 - ) ffi(g-k)dl, (2.63)

e a taxa resultante (ou liquida) de resfriamento é dada por:

C _ Ctthr + CrotTrot
- Ttr + Trot

(2.64)

2.6 Meétodo de Chapman-Enskog

2.6.1 Equacoes integrais

A idéia fundamental do método de Chapman-Enskog é de expandir a funcao de

distribuicao como uma série de poténcia na forma:
F=FO4 04N 4. = f: N (2.65)
r=0
onde A é um parametro da ordem do nimero de Knudsen, o qual é definido como
Kn=—, (2.66)

onde [ é o caminho livre médio e L. é um comprimento representativo do gas. Se Kn > 1,
as colisoes moleculares sao despreziveis e o gas esta num regime conhecido como fluxo livre
molecular. Se Kn < 1, as colisdes moleculares sao muito importantes e o gas é descrito
por um regime continuo [24]. Na expansao (2.65), o primeiro termo f(o), fornece os
valores de densidade de massa, velocidade hidrodinamica e temperatura e corresponde a
primeira aproximacao. Do segundo termo f() resultam grandezas de transporte, que estao

relacionadas com o gradiente da velocidade, da temperatura e do nimero de particulas.
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A partir das defini¢oes (2.47) e (2.48), vemos que:

p(x,t) = /mfdcdw: /mf(o)dcdw, (2.67)

vi(x,t) = %/cifdc dw = %/cif(o)dc dw, (2.68)

T (x,t) = #/mcﬁfdc dw = —/mC2 Vdc dw, (2.69)
T (x,t) = S;n/IQ2dedW = —/192 Vdc dw. (2.70)

Assim obtemos a seguinte restricao:
/@Z)f(r)dc dw=0, Vr>1, (2.71)

onde ¥ é m, mc;, mC? e IQ?. Substituindo a expansao da fungao distribuigao (2.65) nas
definigoes do deviante do tensor pressao (2.51) e fluxo de calor total dado pelas equagoes

(2.55) e (2.56), temos:

= /mC’iCj Z N M de dw = poij + Z )\Tpg;>, (2.72)
r=0 r=1
G =q +q" = / mer g tor) e i N O de dw = i Ag”. (2.73)
Z l 2 2 r=0 r=1 '

Usando (2.65) nas defini¢oes dos coeficientes de resfriamento (2.62) e (2.63),

obtemos a aproximacao de ordem zero:

md? / /

e /(012 +C? =1 =) O (g k) dr, (2.74)
1d’ PPN

¢ = T GnkTrot /(912 +Q% -0 - 0O 1% (g k) dr, (2.75)

E possivel escrever a equagao de Boltzmann em termos do parametro A como [24]:

of

D L =
f+)\C’laxi

Q(f, fr)- (2.76)
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Como a fungao de distribuicao f foi expandida em séries e consequentemente as grandezas
derivaveis dela, podemos também expandir a derivada material D em termos do parametro

A como:

D =D+ DM + XD 4 ... =Y "\ DO), (2.77)
r=0

Usando a expansao (2.65) e (2.77) na equacao (2.76), obtemos a aproximagado para a

equacao de Boltzmann de ordem zero:

oz2,6’2 1

.
DO §0) = / ( ©) pxO) _ (O f<0>) d* (g - k) dk dc; dw, (2.78)

Substituindo as expansoes (2.65), (2.72), (2.73) e (2.77) nas equagoes de balango (2.58) a

(2.61) e igualando os termos de ordem zero em A, obtemos:

D(O)n =0, D(O)Ui =0, D(O)Ttr _ _Ttrctr(o)’ D(O)Trot _ _Trotcrot(o)‘ (279)

Usando a regra da cadeia, podemos escrever a derivada material de f© como:

af© af© af© af©

0) £(0) — 2/ pl0) (0),,, O)ptr  ZJ  p(0)prot
DY ) = - DVn + " DVv+ ———DVT" + DT (2.80)
Usando (2.79), temos:
/l r r 0 f(O) /' TO {0 0 (0)
D(O)f(O) t <t ( )E — tC t(0) EJ —. (281)

2.6.2 Funcao de distribuigao f©

Vamos determinar a primeira aproximacao f© para a funcio de distribuicdo f

do gés e para isso, vamos supor que f(*) pode ser expandida em polinomios de Sonine (ver
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defini¢ao dos polinomios de Sonine na apéndice A) na forma:

3 3
e m \'f I \° mC?  I1Q?
=n exp | — —
kT |\ 27k ot P T opre T g

n m02 (n) [Q2
{1 +Z { . ( %T”> + b)) ( %Tmt)] . (2.82)

Considerando termos até n = 2, temos:

3
f(O)_n m ! 26X _mc2_ IQ2 1+a §_m_C’2 +
— "\ onke |\ 2mkTrot Y Y o 7 oprwr

p (3 12\, (15 5mC? mPCt (15 5100 ot (2.83)
N2 ket | TP\ 8 akTe T R(RT™)2 )T P\ 8 4kTret T Q(kTron)2 ) [0

onde aj, as, by e by, sdo coeficientes a serem determinados. Substituindo (2.83) nas duas

o

definigoes de temperatura dadas por (2.69) e (2.70), encontramos a; = b; = 0, além
disso se substituirmos a fungao distribuicao (2.83) nas equagoes dadas por (2.74) e (2.75),

obtemos as primeiras aproximacoes para a taxa de resfriamento de um gas granular:

2 tr ~ ~ __ ot
o0 =) (1) - (1-32) | o
rot(0) _ 16571(:]2 kT n az Y Ttr 3@2
S R (oA 0= -7 (1 5) | e

Note que ambas taxas nao dependem do coeficiente by.

Vamos agora determinar os coeficientes as e by, e para isto, vamos multiplicar a
equagao (2.78) por uma fungao arbitraria ¢ e integrar a equacao resultante sobre todos

os valores de c e w, obtendo:

/w ¢, w)DO fO de dw = /( i OO - f(o)f(o)) (g -k)dl.  (2.86)
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usando (2.42) e (2.81), temos:

afo

Ttrétr(o)/w dCdW +TrOtCrOt(0)/'¢

o1t
= / (4 + 0~ — ) if & (g- k)T (2.87)

Se fizermos ¢ = 1, ¥ = mC?/2 e ¢p = IQ?/2 em (2.87), obtemos identidades, mas se

escolhermos 1) = m?C*/(2kT")?, obtemos o seguinte:

5 [, s 1903 =, T 15a;
2 —a-f) 1+ =2 22 b
4“{“(0‘ +h—a ﬁ)( * 16)+B 7o "7 6

,{2[&5(&5“—&—5)%3(5 2) +a(a—2) — 181(a+5)+§<622+52)

15&2/42[&“5(&5—62—%@) G D) (@ )

16 15 120 120
Tot

k Ttr

1132 ot Aag\ [ T by as
1 1+ 2 -2 (2
3 “Ttr( T ) O 7w HERET R

Perceba que nesta equacao aparecem ambos coeficientes ay e by, portanto é impossivel de

—2(a" + %) ap* (@ —1)+28°(B - 1)

determinar estes coeficientes apenas desta equacao. Para obtermos uma segunda equagao,

podemos escolher ¢ = I°Q*/( 2kTT")? e obter:

_5/{2{(/{—5) (1+b2_1_6> —IiﬁTrort < +b2+31_6> }

[ 3% — 8Bk + 5k7 (1 + 31—%2)

= (47— 85 + 95* — 5] (1 2) 4 B

>3 2 T\’ 15a, >3 22 > 2 3102
+43°k Trot 14+ 16 + [45° — 85°k + 130Kk — 10k ]5 (2.89)

onde termos de ordem O[(as)?| e O[(by)?] foram desprezados. Perceba que agora temos
duas equacoes linearmente independentes, e que quando resolvidas, fornecem os valores

de as e by, que nao serao mostrados aqui, pois sao muito extensos. Uma vez determinados
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os coeficientes a1, ag, by € by, a primeira aproximacao @ para a funcdo de distribuicio

fica completamente determinada em termos dos campos bésicos.

2.7 Estado de resfriamento homogéneo

Vamos agora considerar um sistema homogéneo no qual as temperaturas dependam
apenas do tempo e as derivadas espaciais sejam todas nulas. Neste caso, podemos

substituir as relagoes (2.84) e (2.85) nas equagoes de balango (2.60) e (2.61) e obter:

o™ 16 nd® |wkTt

~ ~ 3 ~ Trot a
tr -~ T ~ X2 02 -~ _ 32 __2 —
T [T {/{[OH—B & ﬁ](1+16a2> s (1 16)} 0, (2.90)

o™ o 16 fnd?  [nkTtr ~ as =T 3
T [ {[m e (1 - 1—6) — P (145w ) p =0, (291)

Dividindo as duas equagdes acima por T%(0)/ty e definindo:

_T™(7) _ToY(r) ot 1 m
T(r)= (0’ R(7) = T (0 T = o onde t,= ek /7Tk‘ T (0)" (2.92)

representa um tempo molecular caracteristico da ordem do intervalo entre colisoes, obtemos
as seguintes equacoes adimensionalisadas:

dT n 16
dr 3k

dR 16 f - as =T 3
= 4 ??RTMQ {[H — B (1 _ E> - /gﬁﬁ (1 + —aQ)} =0, (2.94)

onde as também depende das temperaturas translacional e rotacional.
Para a determinacao da solucao do sistema de equagoes diferenciais acopladas
acima, e sua anélise, serd proveitoso definir a temperatura média do gas M (7) e o fator

de equiparticao Q(7) como:

M(r)= —F——, Q1) = ———. (2.95)
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O fator de equiparticao assume valores entre zero e um. Quando () = 0, toda energia do
gas esta associada com o movimento rotacional da moléculas e a energia de translagao é
desprezivel. Quando ) = 1, ocorre o inverso e para o caso em que () = 0,5, a energia
estd igualmente distribuida entre os modos de rotacao e translacao das moléculas.

O sistema de equagoes diferenciais (2.93) e (2.94) nao pode ser resolvido anali-
ticamente, pois as possui uma complexa dependéncia das temperaturas T e R, portanto

vamos resolve-lo numericamente, analisando alguns casos de interesse.

2.7.1 Esferas elasticas lisas (« =1, = —1)

O sistema (2.93) e (2.94) torna-se

dT'(t) dR(T)
dr  dr

= 0. (2.96)

Neste caso, nao existe nenhuma perda de energia, e nem transferéncia de energia rotacional
para translacional e vice versa, pois as esferas sao lisas, e portanto as temperaturas 1 e
R e a média M permanecem constantes no tempo, independente das condigoes iniciais e

do valor de k.

2.7.2 Esferas eldasticas rugosas (a« =1, f=1)

Como as esferas sao elasticas, a energia total do gas permanece constante, pois
nao existem perdas. Mas como as esferas sao rugosas, poderd existir transferéncia de

energia translacional para rotacional e vice versa. Para este caso, o sistema de equagoes é

R e R R (O ST X

=0. (2.98)

A partir de (2.97), vemos que se k # 0, entao dT'(7)/dr # 0, assim, apesar da energia
total ser constante, as duas temperaturas 7'(7) e R(7) variam no tempo, mas com taxas

contrarias, de modo que a soma destas duas derivadas é nula, como pode ser comprovado
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pela equagao (2.98). O fator de equipartigdo depende inicialmente das condigbes iniciais,
e tende a 1/2 para tempos longos, pois as temperaturas T'(1) e R(7) se igualam e suas

variagoes se anulam, como pode ser visto na figura (2.3).

{R(0, T(r), M()} Q)

2,0 0,50}

1.8} Ko 0.45

16

: Mt

9 0,40
14}
2l 1w 0.35
05 1,0 1.5 2,0 2.5 05 1,0 15 2,0 2.5 3,0

Figura 2.3: Figura da esquerda: Temperaturas T'(7), R(7) e M(7) em funcao do
tempo. Figura da direita: Fator de equiparti¢do Q(7) em funcdo do tempo, para
k = 2/5 e condigoes iniciais T'(0) = 1 e R(0) = 2.

A medida que diminufmos o valor de x, as massas das esferas se concentram
mais préximo dos seus centros, e isso dificulta cada vez mais a transferéncia de energia
translacional para rotacional e vice versa, e o modulo das variacoes das temperaturas
dT'(7)/dr e dR(7)/dr diminuem cada vez mais, até que no limite em que x = 0 néo
acontece mais a transferéncia de energia e as duas temperaturas 7'(7) e R(7) permanecem
constantes no tempo, independente das condigoes iniciais, como pode ser visto na figura
(2.4). Observe que quando @ = 1 e f = £1, temos os casos em que ocorre conservagao da

(R, T(), M(v)}

R
2,0
1.8}
16} M)
14}
1.2}
[ T(
10
0,5 1,0 1,5 2,0 2.5

Figura 2.4: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e média M (1) em
funcao do tempo 7, para k = 0.

energia mecanica.
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2.7.3 Esferas inelasticas lisas (o <1, § = —1)

O sistema de equagoes que descreve o gas neste caso é:

dz(:) + ?T(T)gd[l —a (1 + %ag) =0, (2.99)
dR(T)
U (2.100)

Perceba que a temperatura rotacional permanece constante no tempo, pois as esferas
sao perfeitamente lisas e nao ocorrem trocas de energia entre os modos de translacao e
rotacao, mas a temperatura translacional decresce com o tempo devido a nao-elasticidade
da componente normal da colisao e diferente dos casos anteriores, ocorre a diminuicao da
temperatura média M (7) em funcdo do tempo. A figura (2.5) mostra estas diminuigoes
nas temperaturas e também o comportamento decrescente do fator de equiparticio Q(7)

para grandes valores de tempo, devido & diminuigao até o zero da temperatura 7'(7).

(R, T(1), M() Q)
R
2,0
0,30
1,5 \ 0,25
1.0 I ——— —‘M(Q OYZO
’ 0,15
050 0,10
0,05
T
L L T 1 L L L T
5 10 15 20 5 10 15 20

Figura 2.5: Figura da esquerda: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e
média M (1) em funcao do tempo, para x qualquer. Figura da direita: Fator de
equiparticao Q(7) em fungdo do tempo para s qualquer.

2.7.4 Esferas elasticas parcialmente rugosas (=1, 5 < 1)

Agora a inelasiticidade das colisoes esta relacionada com a componente transversal

das colisoes, pois as componentes normais sao elasticas. As equacoes da evolucao das
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temperaturas translacional e rotacional sao:

dT(r) 16, s+ . 3 B R(7) as
=+ 2T(n)35 {(1 —B) (1 + E‘“) TG (1 - 1—6) } — 0, (2.101)

dR(t) 16, 583 | 5 3 B\ R(7) as
— - 2T(r)is {5 (1 + E@) - (1 - E) o (1 - 1—6)} —0.  (2.102)

A figura (2.6) mostra o comportamento das temperaturas 7'(7), R(7) e M(7) em funcao

do tempo para K = 2/5 e = 0,8. Perceba que no inicio, existe transferéncia de energia
rotacional para translacional, resultando num aumento de 7'(7), até que em 7 = 1, as duas
temperaturas se igualam, mas decaem com taxas diferentes, de modo que a equiparticao

nao ocorre, pois ) ~ 0,53 quando 7 — oo.

(R0, T(t), M(0)} Q)
2.0
0,50
L3 045
1,0 0,40 |
0,35
0,5}
T L L T
1 2 3 4 5 2 4 6 8 10

Figura 2.6: Figura da esquerda: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e
média M (7) em funcao do tempo 7. Figura da direita: Fator Q(7) em fungéo do
tempo para k = 2/5, 5 = 0,8 e condicoes iniciais T(0) =1 e R(0) = 2.

Um outro comportamento pode ser obtido para o = 1 e kK = 0, neste caso B =0,
mas de acordo com a equacio (2.7), vemos que 3/ = (1 + ()/2 quando x = 0. Neste
caso as equagoes (2.101) e (2.102) se reduzem a:

dR(T)
dr

N|=

+ %T(T) R(r)(1 -6 (1-2) =o. (2.103)

16

Como a massa das esferas esta concentrada nos seus centros, nao hé transferéncia de
energia entre os graus de liberdade translacional e rotacional, consequentemente, a tem-
peratura T'(7) permanece constante no tempo enquanto que se § # +1, R(7) decresce

de uma forma independente até atingir o zero e o fator de equiparticao tende a 1 para
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tempos longos, como pode ser visto na figura (2.7).

(R, Ttr), Mo} an)

2.0 1,0
0,9
1,5 0,8
0,7

10 T(r)
0,6

— M
0,5F o 0,5
R(T) 04

: =~ 7 T
1 2 3 4 5

Figura 2.7: Figura da direita: Temperaturas rotacional R(7),
translacional T'(7) e média M (7) em fungao do tempo. Figura da direita: Fator
Q(7) em funcao do tempo 7 para k = 0.

2.7.5 Esferas inelasticas parcialmente rugosas (o <1, 5 < 1)

Neste caso hé perdas de energia devido a todos os movimentos e se considerarmos
k # 0 haverd troca de energia entre os modos de rotagao e translagdo. Na figura (2.8)
vemos o decaimento das temperaturas R(7), T(7) e M(7) em funcdo de 7. Considerou-
se as condigoes iniciais T(0) = 1 e R(0) dez vezes maior que 7(0) para mostrar mais
facilmente algumas coisas: Percebe-se que para 7 < 0, 5, a taxa de transferéncia de energia
rotacional para translacional é maior que a taxa de decaimento da energia translacional,
pois a temperatura 7'(7) aumenta com o tempo. Mas se 7 > 0,5, ocorre o contrério, de
modo que o efeito resultante é uma diminuigao da energia translacional e consequentemente
de sua temperatura associada. Para 7 = 0, 5, estas duas taxas sao iguais, de modo que a
temperatura translacional alcanga um valor méximo. Ainda na figura (2.8), podemos ver
que @ — 0,46 quando 7 — 00, violando o principio da equiparticao de energia.

Na figura (2.9) vemos um grafico de T'(7), R(7) e M (1) em funcao do tempo em
escala logaritmica, mostrando que para 7 — 00, estas temperaturas obedecem uma lei de
poténcia na forma 77", com n ~ 2, em concordancia com [3, 20, 4]. Esta dependéncia da
temperatura em funcao do tempo é conhecida na literatura como lei de Haff.

Se considerarmos k = 0, as equagoes que descrevem a evolucao das temperaturas
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{R@), Ttr), M(m)} D)

0,45
0,40 |
0,35
0,30 F
0,25}
0,20 |
0,15F

2,0 2,5 3,0

Figura 2.8: Figura da esquerda: Temperaturas rotacional R(7), translacional T'(7) e
média M (7) em funcdo do tempo. Figura da esquerda: Fator de equiparticao Q(7)
em funcdo do tempo para a = 0,8, 5 =0,8 e Kk =2/5.

{R®, T(0), M(n)}

0,1
0,001

105

‘ ‘ ‘ T
10 100 1000 10t

Figura 2.9: Gréfico de M(7) em fun¢ao do tempo para a« = 0,8, 5 =0,8 e kK = 2/5.

do gas sao:
CHC;(TT) + %T(T)gﬂ —a?%) (1 + f—é) =0, (2.104)
WO 4 PR - ) (1-2) =0 2109

Neste caso, o decaimento das temperaturas serd semelhante ao da figura (2.8), mas a
diferenga é que nao havera trocas de energia entre os modos de rotagao e translacao e as
temperaturas irao decair de uma forma independente, nao influenciando o comportamento

da outra, como pode ser visto na figura (2.10).

2.7.6 Equiparticao da energia

Como foi visto nos casos anteriores, nao é comum a ocorréncia de equiparticao

de energia, mas pode ser mostrado que existe uma equagao que fornece valores de «a, 3 e
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{R(), T(x), M(7)}
2,0
R

LS K M)

LO K T(0)
0’5 \

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

T

Figura 2.10: Grafico de T(7), R(7) e M(7) em fun¢ao do tempo para a = 0, 8,
8=0,8ex=0.

K, para os quais ocorre equiparticao de energia. Para se obter essa equagao, vamos impor

que:
e As duas temperaturas sao iguais para qualquer tempo (T () = T™(¢)).

Consequentemente, as taxas de resfriamento também sao iguais (¢** = (**). Da condicao

. . - ©)  ~tp(0)
acima, obtemos as seguintes relacoes para ¢ ¢

d [7kT | L 5
¢ = 16;(: T {R[&+5_a2_5](1+@) 52< 16)} (2.106)
rot 16g d2 thr a 3
o — 39,? X {[5—5] (1—%)— B(ht%)} (2.107)

usando as definicoes de a e E dadas por (2.7), podemos reescrever as equagoes acima

COIMo:

4 2 Ttr
¢ = 3(nXZd1)z \ W]jn { [1-a®+26(2+ p —a®) + £ (20’ = B7)] (1 " 31%2)

—r(1+ ) (1 - %) } (2.108)

2 tr
(ot _ 3(4;1(11)2 /wl;’f { [1— 8%+ 26(1 4 B)] (1 - %) — K(1+B)? (1 + 31—?) }

(2.109)
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igualando (“g;) com ctrfj;), obtém-se a seguinte equacao:

2 2
o« (2.110)

a?  b?

onde a e b foram definidos como:

(1+ k)2(16 + 3az) ’
. \/216/1(1 ) +as[2+ /(9486 + )]

aE\/ 16k(1 + K) + as [2 + K(9 + 88 + 3k)]

(1 —k)[16(1 + k) + az(3k — 1)] (2.111)

Perceba que a e b dependem de « e 3, entao a equagao (2.110) nao corresponde
a uma hipérbole. A figura (2.11) mostra os valores possiveis de a e 8 que fornecem a
equiparticao de energia, onde foram plotados valores para as = 0 e para as # 0. Perceba
que para k = 2/3 e kK = 2/5, as curvas para a; = 0 e ay # 0 se sobrepoem. Para k =0 e
a < 0,5, verifica-se que existe um grande desvio da curva com as = 0 com relagao a curva

com ay # 0, pois a curva com ap = 0 fornece bons resultados apenas quando («, |3]) =~ 1.

1] apa—

0,8}

06}

[0

04}

0,2}

0,0 L ‘ ‘ ‘ J
-10 ~0,5 0,0 0,5 1,0

B

Figura 2.11: Grupo de valores de a e 8 que fornecem a equiparti¢do de energia para
k=0,2/5e 2/3, onde foi considerado as =0 e as # 0.
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2.7.7 Influéncia dos coeficientes as e b, no estado de resfriamento

homogéneo

Para analisar o comportamento das temperaturas 7' e R com « e [ para o estado
de resfriamento homogéneo, podemos isolar d1'/dt e dR/dt nas equagdes (2.93) e (2.94) e

dividir a primeira pela segunda para obter:

dT kT r(@+ 8 — & — %) (1 + 3a2/16) — 82 (1 — as/16) R/T

— === — — 2.112
dR  BR (k — B) (1 —ag/16) — kB (1 + 3az/16) T/R ( )
Considerando o caso de resfriamento homogéneo, em que a razao R/T = 6 = constante,
a equacao acima torna-se:
~ ~ ~ ~ ~ 3a
02 2(1_%) 0 _ (1_%>_ 2/~ 2oy (142"
K3 ) TPk =6) ) " F@atf-at =) 1+ o2
kB (1 + 31—a62) —0 (2.113)

As equagdes (2.88) e (2.89) em conjunto com (2.113), quando resolvidas, ilustram a
dependéncia de 6, ay e by com « e 5. Os graficos (2.12) a (2.15) mostram os resultados
obtidos para a razao 6, as e by em funcao de o para valores representativos do coeficiente
de restituigao transversal: f = —0,9 (baixa rugosidade), § = 0 (rugosidade média) e
g = 0,9 (alta rugosidade). Em todos os casos, considerou-se uma distribui¢ao uniforme
de massa para as esferas (k = 2/5).

Nas figuras (2.12) a (2.14), vemos que a aproximacao maxwelliana fornece exce-
lentes resultados na estimativa da razao T /T, quando comparado com a aproximagao
obtida por Sonine, principalmente para § = £0,9, ou = 0 com « préximo de 1.

Na figura (2.15), percebe-se um comportamento interessante para os coeficientes
ay e by. Para esferas com uma alta rugosidade (5 = 0,9), ambos os coeficientes possuem
valores relativamente pequenos, mostrando que a aproximacao obtida para a funcao dis-
tribuicdo é muito préxima a maxwelliana, como pode ser visto na figura (2.14). Para
o caso 3 = 0, o coeficiente ay assume valores nao despreziveis, causando alteracoes nas

curvas T /T*™  como visto em (2.13). Com relagao ao coeficiente by, vemos que a medida
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Figura 2.12: Gréafico das razao de temperatura T*°% /T em funcio de «a, para
B =—0,9. A linha pontilhada e a continua representam as aproximagoes pela
maxwelliana e por polindmios de Sonine respectivamente. A regiao 0,955 < v <1 é
mostrada ampliada.

Figura 2.13: Gréfico das razao de temperatura 77°"/T* em fungao de «, para 3 = 0.
A linha pontilhada e a continua representam as aproximagoes pela maxwelliana e
por polinémios de Sonine respectivamente.

085 0,6 0,7 0,8 0,9 1
(04

Figura 2.14: Gréafico das razao de temperatura T*°% /T em funcio de «, para
£ =0,9. A linha pontilhada e a continua representam as aproximacoes pela
maxwelliana e por polinémios de Sonine respectivamente.

que « vai diminuindo de 0,95 a 0,5, by assume valores até maiores que 1, invalidando a

aproximacao de by na obtengao das equagoes (2.88) e (2.89), na qual desprezamos termos
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de ordem Ol(az)?] e O[(b2)?]. Apesar disso, a curva mostrada em (2.13) nao perde com-
pletamente sua validade, pois by exerce pouca influéncia sobre a equacao (2.113). Para o
caso f = —0,9 e a < 0,95, percebe-se que |by| > 1 e portanto viola a aproximagcao usada

para sua deducao.

s 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Figura 2.15: Figura da esquerda: as no estado de resfriamento homogéneo em
fungéo de a, para f = —0,9, 5=0e 8 =0,9. Figura da direita: b no estado de
resfriamento homogéneo em fungao de a, para § = —-0,9, 8=0e 5 =0,9.



CAPITULO

3

Coeficientes de transporte

3.1 Equacoes de balanco

Neste capitulo, as definigoes de densidade de nimero de particula n(x,t) e veloci-
dade hidrodinamica v;(x,t) continuam as mesmas definidas no capitulo 2, mas agora nao
é feita a distincao entre temperatura translacional e rotacional e portanto considera-se

apenas a temperatura média T do gas, dada por

B 1 mC? n 102
~ 3kn 2 2

) f(x,c,w,t)dcdw. (3.1)

As equagoes de balango podem ser obtidas da equagao de transporte (2.43), escolhendo

determinados valores de 1) e obter:

¢ Balango do ntimero de particulas (¢ = 1):

Gvi
D =0 3.2
n + n@xi , (3.2)

¢ Balango da velocidade hidrodinamica (¢ = mc;):

1 Op;;
DUZ—F—&

e =0, (3.3)

41
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¢ Balango de temperatura (1 = mC?/2 + IQ?/2):

1 8q2 8vi
DI+ — | — i — T¢ = 4
T 3m Lhti Py 83@] 16 =0, (3:4)

onde ¢; é o fluxo de calor total definido como:

2 [QQ
qi = / (mc + _) Cl f(X, C7W7t> dedw (35)

2 2

e ¢ é a taxa de resfriamento, dada por:

d2

C= o

/ [m(cf +C?—C?—CHH+ I+ Q2 -2 - 0| ffi(g-k)dT. (3.6)

3.2 Equacoes integrais

Para calcular os coeficientes de transporte de um gas granular, vamos usar nova-
mente o método de Chapman-Enskog para a expandir a funcao de distribui¢ao na forma
(2.65), e também usar a expansao (2.77) para as derivadas materiais e obter aproximagoes
para as equagoes de balanco, equagao de Boltzmann e taxa de resfriamento. Substituindo

a expansao (2.65) nas definigoes do tensor pressao (2.51) e fluxo de calor (3.5), temos:

r=1

r=0

mC?  IQ? > >
- el . E T £(r) _ r (1)
0 / ( 5 + 5 ) C; 2 A U de dw TEZI Ng; . (3.8)

As aproximagoes de ordem zero e de ordem um para a taxa de resfriamento (3.6) sdo
respectivamente

d2

0) —
¢ 12nkT

/ [m(cf +0? = CF = CH)+I(QF + Q2 = 03 - )| fO £ (g - k) dT
(3.9)
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2
(0= - / [m(C2+C2 = CF = %) + 192 + Q% - 02 - 0] x

12nkT
(FORY + fOEN) (g k) dl.  (3.10)

Usando as expansoes (2.65), (2.77), (3.7) e (3.8), nas equagoes de balango (3.2) a (3.4), e

coletando termos de mesma ordem , obtemos as aproximacoes de ordem zero

DOy =0, DOy, =0, DOT = —7¢O). (3.11)
e primeira ordem
0v; oT on T Ov;
DWn=—n—, DUy = k kT pOT = ¢ — L (3.12
" " x; v " ox; + ox; )’ ¢ 3 O (3.12)
€
af© af© af af©
DO O — Z__pO DOy, + 2 DO = 7¢O 3.13
/ on nt ov; Y oT ¢ oT ( )

Na segunda relagao da equagao (3.12) foi usado que p = nkT.
Usando novamente a expansoes (2.65), mas agora na equagao (2.76), obtemos as

equacoes integrais para f(© e f(V

© O — (f(O) f(O)) (3.14)

R R R Y AR VLN LI NN

3.3 A funcao de distribuicao [

Considerando que agora temos apenas uma temperatura, a expansao para, f(©

©) _ (m[)% _m02 0?2 ) [ MC?
I = amry P\ T T HZ Sz \ g ) 05 l/2 2kT

(3.16)
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Considerando termos até n = 2, temos:

o=y

(ml)? . B mC? B I_Qz
kTP V| T 2T T %T

Lo (2-mC0) Ly (212
Y\ T kT 2 7ok

N 15_5mC’2+m2C4 e 15_5]Q2+ ?°04 (3.17)
“\S T T sz TP\ 8 T wkT 8D [ ‘

onde ay, az, by e by, sdo coeficientes a serem determinados. Substituindo (3.17) em (3.1),

encontramos a; = —by, cujo valor sera indicado mais a frente. A primeira aproximacgao

para a taxa de resfriamento pode ser obtida substituindo (3.17) em (3.9) e encontrando:

o _ 8nd® [mhT [ = o s a2\ B, F\(_ @
==\ [O‘Jrﬁ & 52} e ) =% (1 16>

—2—52 (1 + 31%2) } (3.18)

Vamos agora encontrar os coeficientes as e by, e para isso substituimos (3.13) em (2.86) e

usando (2.42), obtemos:

of©
Tg<°)/¢ éfT dcdw = —%/(¢1+¢/—¢1 — ) fuf d* (g - k) dT. (3.19)

Se fizermos ¢ = 1, 1 = mC?/2 e ¢ = IQ?/2 em (3.19), obtemos identidades, mas se

escolhermos ¢ = m2C*/(2kT)?, obtemos o seguinte

5 ~9 9 ~ ~ 19(12 ~9 15@2 B
Zl{{l{(a +0°—a—p) (1—'—?) + (1-1—?) } -

K laﬁ(&ﬁﬂ —a-B)+FB-2)+ata-2) - %(aw’) + %9(&2+§2)

15as o] ~(—~ — ~ 23\ 269 _ ~ 357, ., . 4
16“[a5<0‘5 @ 5+15> o @t A+ @+ ) +a7+ 8

3as 1132 Alay
14 2% 1
<+16)+ 8 “<+176 *

—2(@ + B | +x|ap(@—1)+28°B - 1)
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E escolhendo ¢ = I?Q*/( 2kT)?, obtemos

—5&2{(5—@( +b2—1—6)—/€§(1+b2+% }

2[433—852&;—1—95,3 ]<1—1—6)+ﬁﬁ[8ﬁ2—86ﬁ;+5ﬁ (14_@)
15&2

16

+433 K2 <1+ >+[463 83%k + 138k> — 107 22 (3.21)

onde termos de ordem Ol(az)?] e O[(by)?] foram desprezados. Perceba que estas duas
equagoes sao semelhantes as (2.88) e (2.89), mas a diferenga é que agora nao existe mais a
dependéncia com a temperatura. Resolvendo o sistema de equagoes acima, encontramos

o valor das incognitas ay e by, que nao serao mostrados aqui, pois sao muito extensos.

3.4 A funcao de distribuicao [

Pra a determinacao da funcio f!), vamos decompor os gradientes que aparecem

em (3.15) como

af© af© of©

© 91 " pm) DUy, DO .22

f on n (91}1' v; + oT ; (3 )
(0) (0) ©) gu; O or

OfF 7 _0f7 on  0fT0v;  0f 70 (3.23)

dr;  On Ox;  Ov; Ox;  OT Ox;

Usando as equagoes (3.12), (3.17), (3.22) e (3.23) e escrevendo a distribuigdo maxwelliana

como fys, temos:

DWFO 4 ¢

af” [af© Dy, af P af DTt
8172 { on Toa PGt e T

e af<0> n _0fVoc, of9orty mC? I 1] O,
olnT mC?  IO? 3 5 1mC? dlnn
o {4_2kT_21c_T+T2+ T?’}_a {5 2kT} o

ovy; mC? 19?3
v (1) _ _ -t 42
4—[1%—“1”2]]€ C;C; 'Oz, —l—C [3 SET 2kT+2T3} }, (3.24)
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onde

T — g %mC’Q_ZmZC4+1m3C’6_§[QQ _2m02+im204
YU6 kT 3(KT)? 6 (KT)P 2 kT 3 KT 15 (KT)?
35102 71204 1135 5m(? 2102 1 1204
by | = — = + = — = S )|, (3.29)
6 KT 3(kT)2 6(KT)> 2 kT 3KT 15 (kT)?

8 A KT | B(kT)Y

8 AkT TRGTR

35 TmC?  1m2Ct 15 5102 1 1204
ngag(— m m ) 2( ) (3.26)

1B 9mC? smPCt 1mtCt 5107 (| 2mC? 1 mPC!
ST 4 24 kT T6(KT)? 24 (kT 8 kT 3 KT 15 (kT)?
15 95102 5120 1 I3Q°  5mC? 210% 1 IO

2{?%@*6@—%(/@)3—5 kT (1—5 kT +E<m2)]- (3:27)

e que poderao ser desprezados nos calculos a seguir.

Vamos supor que funciao de distribuicido f) pode ser escrita na forma:

2 2
W _ mC™ TN [ m O S e O
/ fM[%(%T kT ) \| 2T 0, 2 <2kT> i By,
(o omet Jm o (0T Ol (8 TR
2 2T )\ 2k T\ or, T o, 2 2kT )\ 2%kT

olnT Olnn
.2
(75 o T, )},(3 8)

)

onde 71, ...,7s sdo coeficientes a serem calculados e v, = a1, usada em f©.

Substituindo as fungdes f© e f1) dadas por (3.17) e (3.28) nas expressdes da

aproximagcao de primeira ordem para o coeficiente de resfriamento (3.10) e desprezando

termos em ay e by, encontramos:

¢ = —9v2rnd?y, {E(E_ ) +a(a—1)+ % (1 +28 — é) } (3.29)

K

usando novamente f(© e f() nas equacdes para o tensor pressio e fluxo de calor dadas



CAPITULO 3. Coeficientes de transporte 47

por (3.7) e (3.8), encontramos:

| m_ 8vr / Ovy;
5 /2kT 3 olnT 3 Olnn
q = _anT m |:<’}/3 + g’Y5> 89@1 + (’74 + g%}) 89@1 1 . (331)

Para determinar os coeficientes 7y, . . . , 75, precisaremos das seguintes quantidades:
2 2
fu= (357 = gr ) Vo (332)
3 IO? m 3 3102 m
DO | (2 20 0@ ‘
(5 aem) Var®] = (- % ) Voo™ o
5 mC? 5 3mC? m
(0) N (0
20 |5 5w )V aire) = (5 ) Vairoe®. e

2 02 2 2
o | (mCT 1 3mC* 310 m. o
b [( 2ET QkT) 2kT ( kT 2kTC ’ (8:35)

0) m B 3
2 |\ (5i) | =5y i) < (3.36)
olnT 190lnT Olnn
(0) - _
b [ ox; } ¢ {2 0z N 0z ] (3:37)

Vamos agora multiplicar a equacao (3.15) por uma func¢ao arbitraria i(c,w) e

integrar em c, w para obter:

(0)
/wcw( fO +pW O +Caafx)dcdw—

*(0) £x(1 (1) px (0) £(1 (1)
/ w<c,w>{a252 (ROp @4 OO — (fO50 4 f<°>)]d2<g-k>dr (3.38)

usando (2.42), temos:

T, =T, + Ts, (3.39)

onde

1= / (FO70 + (0 FO) @+ = = 9) (g ) dl (3.40)
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I, = / VY (D(l) fO 4+ ¢; af ) dcdw (3.41)
T = / Y DO O de dw. (3.42)

Utilizando as funcdes f(© e f() dadas por (3.17) e (3.28) e as relacdes (3.32) a (3.37) nas
equagoes (3.40) a (3.42), e escolhendo ¢ = CxC), podemos encontrar os valores de 7; e

v2. O trago das equagoes obtidas (Z'), é:

2
;o 5 B p
I = or nd—%[ @0+ FE-1- | o (3.43)
n kT Ov; kT
e A eyl €Y
I 3 Oz n C , (3.44)

2kT ov;
7, = M), O 4
3 4 m S %8:@ (3.45)

Usando (3.43), (3.44) e (3.45) em conjunto com (3.39), (3.18) e (3.29) e resolvendo a

equacao resultante para 7;, obtemos:

1 o~ o~ 332

= |lal-a)+ 801 -5+ 2= 3.46
Se coletarmos a parte de trago nulo (Z”) ainda para ¢ = CxC}, obtemos:
kT 32
7," = §\/27m2d2—72 @+p)a+p-2) — B ] o1y (3.47)
7)
kT 81)@
" = 2n 3.48
2 m Oz’ (3.48)
2kT vy

Tp" = D)2 0, X (3.49)

4 m " Oxjy

resolvendo para 7s, encontramos:

~ -1

50

15 [&(19 — 78— 12B) + B(19 — 78 — 12a) + g (12§+ — -5

=T nd?\/2m

(3.50)



CAPITULO 3. Coeficientes de transporte 49

Para ¢ = C?C; em (3.40) a (3.42), temos:

2

2
I, = —%x/%nzcﬂ (%T) { [33(&2 + 3% —41(a+ ) + 16805 + 7%

olnT dlnn 32 OlnT dlnn
<’V3 oz, + N ar, )+10; (75 oz, + 76 oz, > }7 (3.51)
ET\?0lnT
5kT 2kT (911 T JOlnn
- - ©)p,

e para ¥ = Q2C;,

2 2 " 7
7, = Sua (PN sg (a5 2 1) (5,2 T 2l
3 k2 \m K ox; ox;

0~ o~ B - omT  Olun
+ [2ﬁ <4a + 605 + 3; — 7) — 6k (Oz + ﬁ) (75 oz, + Y6 oz, > }, (3.54)
ET\?0InT
3 /<:T 2kT olnT Olnn
Iy = 5 C {4% o T (275 + 37) o } : (3.56)

usando novamente Z; = Z, + Z3, obtém-se das equagoes (3.51), (3.52) e (3.53) o seguinte:

—%\/ﬁndQ[ (33(&2 + %) —41(a + B) + 16605 + 7ﬁ—2> <7381nT n 748;nn)

Ox; i
B2 8 InT Jlnn 0T

1
+ 30 V2mnd?

. 3 o1 o1
G+ioar— el (1_25_§>] {473 821 + (275 + 37) 822"]

ou



CAPITULO 3. Coeficientes de transporte 50

aénT{gx/%nd%g[m <a+3 — B+ 5<1—25—§>)+
z;, |3 K

(33(d2 + (%) — 41(a + B) + 1643 + 75—2> } + @\/%mf%z% + 5}

1 2
+8 nn{EOv 2mnd*ys

+
8567;

)

~2 22 62 20 2g2
(33(a + %) —41(a + B) + 1645 + 7— )1 +§\/§nd ;%} =0 (3.57)

a+p—a?— [+ 5(1—25

N |\®z
N——

= |

%\/ﬁncﬁ% [15 <5z+ﬁ~—a — 3%+ p (1—25—

de (3.54), (3.55) e (3.56), obtemos:

nd2 {

_1+ 3 81nT+ Olnn
8@' T 8@

+ 1346 +65 - 7+3 — 6r(a OlnT %aln” _ 0T,
2v2mnd? |G+ f - a* - B+ (1—%—@)] (47581“ 275+3%>a;2,")

ou

5’81HT{2\/%nd2% [1 (25 <4& +66— 7+ 3é> — Gr(a+ )>
ZT; 3 k "
+

+12<@+5—a — 3+ B(l—Qﬂ g

—@”—dz%ﬁ(sﬁ— 1+ 5) +3} aln”{ \/%”—dzmw(w— 1 +§

ox;
4\/%nd275(&+3—a —- P+ 5(1—2ﬁ—§
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o1

como 0InT/0x; e dlnn/dx; sdo linearmente independentes, seus coeficientes devem ser

nulos, desta forma, obtém-se das equagoes (3.57) e

V3T + Y5r2 = —1
V33 + YaTa + Y65 = 0
V3T + Y5r7 = —1

VaTg + Y59 + Yer10 = 0

onde 1, X, ... ,x19 foram definidos como:

9 -
T, = 1—5\/27md2 {33(@2 + %)

20 32
—\/ﬁndQB—,
15 K

22

—41(a + B) + 1643 + 7—

20 &+B—d2—52+£<1—23—é>>],
K K

x3:%<d+5—&2—6~2>+

zi=5(a+f-a— )+

1
3

103 g
o)

(33(d2+32) —41(a+ B) + 16a5+7ﬁ2>

o)

10@2
Y 3 Kk’

x9:2(&+6~—a B2>

(3.58) o seguinte sistema de equagoes:

(3.59)
(3.60)
(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)
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. ) . ] ) 25 ]
—6(454+65—7+3§) +3(&+ﬁ—&2—52> .30 (1—2ﬁ—
K K K
—2(a+ B). (3.72)

96‘1023

= T

A partir de equagoes (3.59) e (3.61), obtemos os valores para s e vs:
L2 — X7 Lo — 1
T1T7 — T2Tg

V3 = )
17 — Tade

Substituindo 3 e 75 em (3.60) e (3.62) e resolvendo o sistema de equagbes resultante,

(g — 27)w378 + (21 — $6)$4$9_ (3.74)

obtemos 4 e 7g:
(I1$7 - xzxﬁ)(l‘ﬂlo - xsl’s)

(w6 — 1) w579 + (T7 — T2)T3T10
($1$7 - $2I6)($4$10 - $5I8) 7

V4 =

3.5 Coeficientes de transporte
. v serem conhecidos, pode-se calcular os coeficientes

Apoés os coeficientes 7y,
de transporte de um gas granular na forma mostrada a seguir.

3.5.1 Condutividade térmica

O fluxo de calor ¢; pode ser escrito como:
oT on
= Ao — -
q o o o, (3.75)

onde A\ e ¢ sao as condutividades térmicas do gés, que estao relacionadas a condugao de

calor por conducao e conveccao respectivamente. Comparando a equacao acima com a

equagao (3.31), encontramos:
(3.76)
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5 [2KT 3

Figura 3.1: Condutividade térmica A (figura da esquerda) e o (figura da direita) em
fungéo de a, para 8 = —0,9, 3=0e 5=0,9 e kK = 2/5.

A dependéncia de X\ e 0 com « para = —0,9, 5 =0e 3 = 0,9, pode ser vista
na figura (3.1). Percebe-se que para § = £0,9, tanto A\, quanto ¢ nao diferem muito para
valores de o nao muito distantes de 1. Ja para § = 0, a condutividade térmica é maior

que 1nos casos anteriores.

3.5.2 Viscosidade volumétrica e de cisalhamento

O tensor pressao é:

1
Pij = Puj) + gprr(sij (3.78)

usando a pressao dinamica p*, podemos escrever p,../3 = p* + nkT, entao

Pij = Pg) + (07 4 nkT)d;;. (3.79)
Mas sabe-se que
vy ov;
i) = 72 f= o 3.80
Piij) Wow, ¢ P "5, (3.80)

assim temos:

vy ov,
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onde 7 e p sao as viscosidades volumétrica e de cisalhamento.

Comparando a equagao (3.81) com (3.30), encontramos:

n |mkT
= —— .82
1t 5\ T (3.82)

mkT
2

n=-n 7 | (3.83)

A figura (3.2) mostra a dependéncia da viscosidade volumétrica e de cisalhamento
em fungao de a para trés valores de 5. Vemos que a viscosidade volumétrica 7, assume
valores muito maiores se as esferas possuem baixa rugosidade (8 = —0,9), pois sabe-se
que 7 — oo quando  — —1, ou de uma forma equivalente, n — oo se kK — 0, como pode

ser visto em [24].

0,23
—p=-0,9
0,22/ 30
el =019
01217 ............. :

S
e
0,18
04g 5 0,6 0,7 08 09 1

Figura 3.2: Viscosidade de cisalhamento p (figura da esquerda) e viscosidade
volumétrica 7 (figura da direita) em funcao de «, para = —0,9, 8=0e §=0,9 ¢
Kk =2/5.

3.5.3 Esferas elasticas e rugosas

Para o caso particular em que as colisoes sao elasticas e as esferas rugosas, a =

f =1, as equagbes (3.76), (3.77), (3.82) ¢ (3.83) tornam-se

9k [kT (37 + 151k + 50%)(1 + K)?
A= 6@V wm = 84
6\ 7m (125 Tor £ 10172 + 10209)° 0 (3.84)

_ 15 [mkT (1 + k) . 1 mkT (1 + k)
P8V T @6+ 13m) TmnV T s

(3.85)
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em concordancia com os valores encontrados por Pidduck [25].



CAPITULO

4

Conclusoes

Percebeu-se que a rugosidade e o momento de inércia das esferas excercem forte
influéncia sobre a troca entre energia rotacional e translacional, pois apenas nos casos em
que consideramos esferas lisas, ou k ~ 0 as duas temperaturas 7' e R se comportam de
uma forma independente uma da outra.

Verifica-se que na maioria dos casos, a equiparticao da energia é violada. A
nao violagao ocorre apenas quando os coeficientes de restituicao e o momento de inércia
assumem determinados valores especificos, dados pela equagao (2.110).

No estado de resfriamento homogéneo, com as colisoes ineldsticas, ambas as tem-
peraturas rotacional e translacional, decrescem seguindo a lei de Haff, mas com taxas de
decaimento diferentes e que dependem dos coeficientes de restituicao normal e transversal.

E importante perceber que os cédlculos feitos neste trabalho, apesar de fornecerem
uma boa idéia do que ocorre, sao apenas aproximacoes, pois algumas suposicoes feitas nao
sao verdadeiras, como: 1) As interagoes entre particulas foram consideradas como sendo
de nicleo rigido, sendo que um modelo mais realista pode ser muito mais complexo; 2)
Os coeficientes de restituicao foram considerados constantes. Modelos mais complexos,
levam em consideracao a dependéncia destes coeficientes com a velocidade relativa de

impacto. 3) As aproximagoes obtidas para as equagoes em que se considera ay = by = 0

26
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fornecem uma boa estimativa do comportamento do gas, mas sao validas na maioria das
vezes, apenas para (o, |3] ~ 1). Quando desejamos analisar o gds para casos em que 0s
coeficientes se distanciam da unidade, deve-se considerar mais termos na expansao (2.82)
de Sonine de modo a obter uma melhor aproximacao para as equacoes do gés, aumentando
o conjunto de valores de a e § que podem ser analisados.

Com relagao aos coeficientes de transporte, obteve-se valores (3.76), (3.77), (3.82)
e (3.83) para as condutividades térmicas, viscosidades de cisalhamento e volumétrica,
respectivamente, em funcao dos parametros «, S e k.

Algumas sugestoes para trabalhos futuros sao:

e O desenvolvimento de um modelo com o produto das velocidades linear e angular

na expansao de Sonine para a fun¢ao de distribuicao de ordem zero.

e A consideragao de um coeficiente de restituicao normal dependente da velocidade

relativa das particulas.

e O estudo do resfriamento do gas nos casos em que a densidade nao é homogénea.
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APENDICE

A

Relacoes matematicas

A.1 Polindmios de Sonine
Considere a equacao diferencial:
zy'(x) + (m+1—2)y'(z) + (n —m)y(xz) = 0. (A.1)

Esta é conhecida como equagao diferencial associada de Laguerre, cuja solugao y(z) é

dada pelos polinomios associados de Laguerre de grau n — m.
y(z) = L™, m < n. (A.2)

Os polinémios L™ (x) s@o escritos como:

! k:o( ) (n—m—k)!(k+m)! k! (A.3)

Estes polinomios nao sao ortogonais, mas podemos obter uma relagao de ortogonalidade

T

entre dois polinomios, multiplicando pelo fator e™*, assim a relacao de ortogonalidade é
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dada por:
= —z, m7(m) (m) (n')3
e "™ Ly (v) L) (2)dr = ———"—=0np- (A.4)

(n—m)!
Os polinomios de Sonine podem ser escritos em termos dos polindmios associados de

Laguerre como:

S () = L)m!ﬂ") (2). (A.5)

ou

n+m)! k
S () = ; H(n . l:)r!(k>+ ) (4.6)

assim como os polindomios associados de Laguerre, os polindmios de Sonine devem ser

multiplicados pelo fator e™ para obedecer a relacao de ortogonalidade:

/ e g™ S (2)SW) (x)dx (A.7)

[
Bl
S

Em teoria cinética, os polinomios de Sonine sao utilizados numa forma um pouco diferente,

que pode ser obtida fazendo m = [ + 1/2, assim temos:

I'(n+143/2)
l+1/2 Z k' 7’L— 'F k?—l—l—{—?)/Q)( l‘)k’ (A8)

e a relacao de ortogonalidade é:

e ym LD(n+1+3/2)
/ "8 (@) S pl@)dz = 5 O (A.9)

Os trés primeiros polinomios de Sonine sao:

Sip (@) =1 (A.10)
3
St (@) =1+ 5= (A.11)

1 5 3 5 1
Si () = 5 (z + 2) (z + 5) - (z + 5) T+ 5332. (A.12)
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A.2 Integrais utilizadas em teoria cinética

Lol 1y
/0 e dx = §F< 5 )<E> : (A.13)
_o( MmN [0 n o ome
/cilqé .Gy farde = m(mT) /c“cm Oy BT de. (A.14)
1
1

/CiCjCkleMdC = 1—5 <5il(5jk + (Sikfsjl + 5@'(51@) /C4fMdC. (A.16)
/ (g k)dk = =19 (A.17)

& CES) '

27Tgn—1

ki(g - k)"dk = i) A.18
/ (g-k) ni)? (A.18)
/k'k"(g'k)”dk= g (9%0i; + ngig;) (A.19)

v (n+1)(n+3) * W0 '

2,ﬂ.gn73
(n+2)(n+4

2rg" 4
(n+1)(n+3)(n+5)

+ng°(9:9;0k + 9i9k051 + 9:9105k + 959600 + 990 + Gu9i10i) + n(n — 2)g;9;9k9:] -(A.21)

/ kikkik (g - k)"dk = (9% (6:j0k + it + 6ubjk)



