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RESUMO

VibracBes mecanicas indesejadas de sistemas mecanicos devem ser controladas, seja por
desconforto ou por possiveis falhas estruturais futuras. As formas de controle variam,
podendo ser: passivas, em que ndo ha demanda de poténcia externa, ativas, em que ha
demanda de poténcia externa, e mistas, em que elementos passivos e ativos sao
simultaneamente utilizados.

O controle passivo pode ser feito de maneira muito eficiente utilizando materiais
viscoelasticos. Via de regra, o desenvolvimento da estratégia de controle empregando tais
materiais requer o conhecimento prévio de duas propriedades dindmicas basicas: o méodulo
dindmico de elasticidade do material e o fator de perda. Em condi¢des usuais de engenharia
essas propriedades apresentam dependéncia significativa quanto a temperatura e a frequéncia.
Para o conhecimento das propriedades dindmicas é necessario que se tenha em méaos dados
experimentais que possam ser utilizados em uma modelagem matematica que, por sua vez,
fornecera os parametros de projeto necessarios. Dentre os diversos tipos de modelagem, pode-
se destacar o modelo de derivadas fracionarias e 0 modelo Golla-Hughes-McTavish (GHM).
Este trabalho investiga os dois modelos citados, procurando o melhor resultado possivel no
ambito da caracterizagdo dinamica dos materiais em uma faixa de frequéncias e temperaturas
de interesse, através da chamada caracterizacdo dindmica integrada. Nessa investigacdo, sdo
empregadas técnicas de otimizacdo nao linear e algoritmos genéticos.

Mostra-se que os ajustes feitos via céalculo fracionario apresentam melhores resultados e que o
modelo GHM quando munido de diversos termos pode apresentar resultados igualmente
satisfatorios, embora haja, para este caso, perda de informagdes quanto as estimativas iniciais
e regido de busca de alguns parametros, além de poder apresentar discrepancias nas curvas de

propriedades dindmicas.

Palavras-chave: Controle Passivo de VibragGes. Materiais Viscoelasticos. Derivadas

Fracionérias. Método GHM. Caracterizacdo Dinamica.



ABSTRACT

Unwanted vibrations of mechanical systems must be controlled due to either discomfort or
possible future structural failure. The types of control vary, and they can be: passive, where
there is not demand for outside power, active, in which there is demand for outside power,
and mixed, or hybrid, in wich passive and active elements are simultaneously used.

The passive control can be done very efficiently by using viscoelastic materials. As a rule, the
development of a control strategy employing such materials requires prior knowledge of two
basic dynamic properties: the dynamic modulus of elasticity and the corresponding loss
factor. Under the usual range of engineering design these properties have significant
dependence on the temperature and frequency.

To the knowledge of the dynamical properties, it is necessary to have available experimental
data that can be used in a mathematical model which, in turn, will provide the required design
parameters. Among the various types of modeling, the model of fractional derivatives and the
GHM model can be highlighted.

This work investigates the two models mentioned above, looking for the best possible
outcome to the dynamic characterization of a knowns viscoelastic material, in a range of
frequencies and temperatures of interest. In a process called integrated dynamic
characterization, nonlinear optimization techniques and genetic algorithms are employed.

It is shown that the curve fittings made with the fractional calculus model have better results
and that the GHM model, when used with various terms, can produce satisfactory, results.
However, in this case, lack of information about the initial estimates and the searching region

of some parameters can lead to discrepancies in the curves of dynamic properties.

Keywords: Passive Vibration Control. Viscoelastic Materials. Fractional Calculus. GHM

Method. Dynamic Characterization.
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1 INTRODUCAO

VibragOes mecénicas podem ser de naturezas distintas. Em algumas situacGes podem ser
de utilidade e benéficas, como por exemplo, as vibragdes que auxiliam o fluxo de grdos em
tremonhas e as vibragdes geradas por instrumentos musicais. Contudo, por outro lado, elas
também podem ser desagradaveis e indesejaveis, tanto do ponto de vista do conforto quanto
do estrutural, como as vibragdes causadas por prensas (devido aos impactos) e as originadas
pelo vento em linhas de transmissdo elétrica. Essas vibragfes indesejadas acontecem,
geralmente, quando, sobre um sistema, agem forcas cujo espectro contém componentes
significativos em uma ou mais frequéncias naturais do sistema, provocando amplitudes

excessivas de movimento. Nesses casos, faz-se necessario o controle.

O controle de vibracGes pode ser passivo, ativo ou ainda misto. O controle passivo, que
se da pela aplicacdo de forcas de reacdo e/ou dissipacdo de energia, oferece as vantagens da
ndo necessidade de aplicacdo de poténcia externa e do relativo baixo custo a ele associado.
Nesse tipo de controle, os materiais viscoelésticos, particularmente os elastdmeros, sdo
largamente utilizados, em aplicacdes que vdo das mais singelas as mais sensiveis. Essas
aplicacdes incluem, dentre outras, equipamentos de laboratorio, eletrodomésticos, motores,
maquinas em geral, tubulacbes e componentes aeroespaciais, automotivos e navais.

Projetos de controle eficazes demandam o conhecimento preciso do comportamento, ou
caracterizacdo, desses materiais, em especial de suas propriedades dindmicas, a saber, 0
maodulo dindmico de elasticidade e o correspondente fator de perda. Essas propriedades sdo
dependentes, dentre outros fatores, da frequéncia e da temperatura, dependéncia essa que, em
faixas de grande interesse, é bastante pronunciada.

Uma forma estabelecida e comumente usada de se descrever o comportamento dinamico
de materiais viscoelasticos, reunindo as propriedades anteriormente mencionadas, € a
representacdo por modulos complexos. Cada mddulo complexo desempenha um papel
analogo ao seu correspondente da elasticidade classica. Contudo, ele ndo so responde pelas
caracteristicas elasticas (parte real), como também pelas dissipativas (parte imaginaria)
(LOPES et al., 2004).

Os mddulos complexos sdo geralmente determinados em dois estagios, um experimental

e outro analitico e numérico. No estagio analitico e numérico, emprega-se um modelo



25

matematico, que é ajustado aos dados experimentais levantados no estagio anterior. Para uma
descricdo completa de seu comportamento dindmico, o material viscoelastico deve ser
ensaiado ao longo de amplas faixas de frequéncia e temperatura.

Duas abordagens principais para a modelagem matematica sdo, atualmente, objetos de
especial atencdo. Sdo elas a abordagem por Derivadas Fracionérias, ou Generalizadas, e a
abordagem via método GHM. A abordagem por derivadas fracionarias apresenta a capacidade
de descrever o comportamento de muitos materiais viscoelasticos com um pequeno ndmero
de parametros (NASHIF et al., 1985), enquanto que a abordagem via GHM apresenta a
vantagem de ter sido intencionalmente desenvolvida com equagdes dindmicas de segunda
ordem, o0 que a torna compativel com os métodos correntes de andlise estrutural
(VASCONCELOS e BATTISTA, 2004).

Almeja-se, no decorrer do presente trabalho, realizar um estudo sobre estes dois
métodos e, apds obtido um conhecimento tedrico razoavel, comparar o uso de cada um na
caracterizacdo dindmica integrada de um material viscoeléstico. Esta comparacdo é feita de
forma grafica e também utilizando-se indicadores numéricos. Para tanto, sdo utilizados dados
de transmissibilidade de um sistema mecanico de 1 grau de liberdade, cujo material resiliente
é uma borracha butilica, em uma faixa de frequéncias de O0Hz a 2000Hz e temperaturas entre
-20°C e 60°C, com intervalos de 10°C.

O capitulo 2 apresenta conceitos gerais de caracaterizacdo dinamica, partindo do
conceito de material viscoelastico, expde definicbes, como o modulo complexo de
elasticidade, discute os efeitos de fatores ambientais sobre o comportamento de materiais
viscoeldsticos, relaciona o modulo de elasticidade ao mddulo de cisalhamento e finaliza com a
apresentacdo do principio da superposi¢do e do nomograma de frequéncia reduzida

Ja o capitulo 3 destina-se a apresentar o modelo de derivadas fracionarias, com sua
equacdo constitutiva. Nele, é feita uma anélise qualitativa e quantitativa dos pardmetros do
modelo, onde se apresentam graficos demonstrando a influéncia de cada um dos parametros e
suas respectivas regides de atuacao.

No capitulo 4, faz-se a introducdo do modelo GHM, apresentando sua equagdo
constitutiva e as suas diferentes formas, com analise de pardmetros, regides de atuacéo e a
aplicacdo de termos adicionais.

O capitulo 5 contempla os métodos experimentais e de otimizacdo utilizados. Nele,
encontram-se explicagfes sobre a obtencdo dos dados experimentais, os algoritmos de
otimizagdo utilizados e os coeficientes de qualidade de ajuste. Apresenta-se também o
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procedimento realizado para se obter a caracterizacdo dinamica do material de forma
integrada.

O capitulo 6 apresenta os resultados do trabalho em forma de curvas e indices de
qualidade de ajuste, devidamente comentados.

No capitulo 7, sdo expostas as conclusdes e os comentarios finais, além de propostas
para futuros trabalhos.

Finalizando a estrutura do trabalho, o apéndice | mostra a modelagem de um sistema
de um grau de liberdade via modelo GHM, enquanto o apéndice Il contém o wicket plot e as

propriedades dindmicas de uma borracha butilica de composicao tipica.
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2 CARACTERIZACAO DINAMICA

Sistemas passivos de controle de vibrages que utilizam materiais viscoelasticos como
provedores simultaneos de flexibilidade e dissipacdo de energia vibratdria sdo comumente
usados. Esses sistemas apresentam uma grande variedade de concepcdes, sendo que cada
projeto de controle ainda possui suas préprias especificidades. A elaboracdo de um projeto
exige o conhecimento das propriedades mecénicas do material a ser utilizado, sendo, ent&o,
esse conhecimento, ou caracterizacdo, de crucial importancia para se ter uma solucao 6tima
do sistema de controle.

Pode-se definir os materiais elasticos lineares como os que se deformam sob tensdo, mas
retornam ao tamanho e forma originais quando a tensdo € removida, obedecendo, a lei de
Hooke, em que a tensdo é diretamente proporcional a deformacédo. J& os fluidos viscosos
podem ser definidos como aqueles que se deformam constantemente quando submetidos a
uma tenséo cisalhante, obedecendo a lei de Newton correspondente, que propde que a tensdo
é proporcional a taxa de deformacdo com o tempo para os liquidos idealmente Vviscosos.
Assim sendo, Ferry (1980) afirma que, de uma maneira geral, os materiais viscoel&sticos
podem ser entendidos como materiais cujo comportamento € uma combinacdo entre o
comportamento eldstico e o comportamento viscoso. O comportamento Viscoso esta
relacionado a dissipacdo de energia, e 0 comportamento eldstico ao armazenamento de
energia.

H4, na literatura, algumas outras definicBes que, embora relacionadas a anterior sao
mais especificas. Segundo Lakes (1999), materiais viscoelasticos sdo aqueles em que a
relagdo entre tenséo e deformacéo € dependente do tempo. Ja para Golla e Hughes (1985), um
material viscoelastico é aquele caracterizado por uma relacdo constitutiva na qual a tenséo
instantdnea ndo depende somente da deformacdo instantanea, mas também do histérico de
deformacéo. Christensen (1982) expOe que a teoria da elasticidade descreve materiais que
possuem a capacidade de armazenar energia mecanica sem dissipagdo, enquanto que um
fluido viscoso newtoniano, em um estado de tensdo ndo hidrostatico, tem a capacidade de
dissipar mas ndo armazenar energia. Porém, ha materiais que fogem do escopo destas duas
teorias, que sdo para os quais, parte do trabalho realizado (mas nédo todo) para efetuar sua
deformacéo pode ser recuperado.
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Uma forma muito bem estabelecida e muito utilizada para se descrever esse
comportamento dos materiais viscoelasticos, para uso em problemas dindmicos, é a
representacdo por modulos complexos. Ela utiliza grandezas complexas que associam 0
armazenamento e a dissipacdo de energia com suas partes reais e imaginarias,

respectivamente.

2.1 Modulo Dinamico Complexo de Elasticidade

Segundo Pritz (1998), todo material solido real apresenta propriedades elasticas e de
amortecimento, onde entende-se por amortecimento a habilidade de dissipar energia mecanica
durante uma deformacdo ou vibragdo de qualquer natureza. Tais propriedades podem ser

apresentadas, em sua regido linear, no dominio da frequéncia, por um namero complexo,

conhecido por modulo complexo de elasticidade, também chamado de médulo complexo de

Young, E.
Para materiais incompressiveis, 0 modulo complexo de elasticidade representa a relagcdo

dindmica entre tensdo e deformacéo, sendo, entdo, escrito sob a forma

E=—=E, +iE,, (2.1.1)
onde a parte real E, estd associada a energia armazenada, enquanto a parte imaginaria E,
esta associada a energia dissipada pelo material. O médulo real E; é também conhecido

como madulo dindmico de elasticidade (SNOWDON, 1968).

Definindo-se o fator de perda como sendo n, = g , 0 mdédulo complexo pode ser
R

escrito como
E=E,(1+in.). (2.1.2)

O modulo dindmico E, e o fator de perda m. sdo ditos propriedades dindmicas do

material viscoelastico.
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2.2 Efeitos de Fatores Ambientais

As propriedades dindmicas dos materiais viscoelasticos variam de acordo com o0 meio.
O conhecimento dessa variacdo é de fundamental importancia para o bom desempenho do
controle de vibracdo ou ruido irradiado. Essa variagdo oriunda de fatores do ambiente pode
ser vista como uma vantagem no sentido de oferecer uma maior flexibilidade nos projetos
(NASHIF et al., 1985).

Dentre os diversos fatores que provocam a alteracdo do comportamento do material,
pode-se destacar: temperatura, efeitos de carregamento ciclico (frequéncia e amplitude), pré-
carga estatica, envelhecimento, exposicdo a Oleos, vacuo e pressdo. Sera dada especial
atencdo, neste trabalho, a dependéncia dos materiais viscoelasticos com relacdo a temperatura
e a frequéncia. Isso porque, para aplicacBes usuais de engenharia, estes fatores sdo os de

maior importancia na descrigéo de tais materiais.

2.2.1 Efeitos da Temperatura

A temperatura é usualmente considerada como o fator ambiental mais importante que
afeta as propriedades dinamicas dos materiais (NASHIF et al., 1985). A figura 2.1 mostra o
efeito da temperatura sobre o material viscoelastico.

Notam-se quatro regides distintas, sendo trés delas de maior interesse. Na primeira
regido, chamada regido vitrea, 0 médulo de elasticidade tem seu valor maximo enquanto o
fator de perda apresenta valores extremamente baixos. O moédulo nesta regido muda
lentamente com a temperatura, enquanto o fator de perda cresce consideravelmente com o
aumento desta. Na segunda regido, conhecida como regido de transicdo, observa-se um
acentuado decréscimo do modulo com o aumento da temperatura, enquanto o fator de perda
alcanca seu valor méaximo. A terceira regido, nomeada de regido elastica, apresenta tanto o
modulo quanto o fator de perda com baixos valores, variando lentamente com a temperatura.

Ha ainda a quarta e Gltima regido, que é tipica de materiais com baixo amortecimento,
tal como esmaltes vitreos e termoplasticos. Nesta regido, o0 médulo continua a decair com o
aumento da temperatura, enquanto o fator de perda assume valores muito altos. Embora seja
interessante para completar a caracterizacéo, a regido de fluéncia é de pouco uso no projeto de
sistemas de controle por sua instabilidade e outras propriedades fisicas ndo desejadas
(NASHIF et al., 1985).
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Médulo Dinamico (E) e Fator de Perda (n)

Regido Vitrea Regido de Transi¢do Regido Elastica Regiao de Fluéncia

Temperatura

Figura 2.1 - Variacdo do médulo dindmico e do fator de perda com a temperatura

2.2.2 Efeitos da Frequéncia

O efeito mais importante da frequéncia € que o modulo dindAmico sempre cresce com 0
seu aumento (NASHIF et al., 1985). Isso pode ser observado na figura 2.2.

Jé& o fator de perda aumenta com a frequéncia até um maximo, quando entdo, comeca a
diminuir. Esse ponto de maximo ocorre na chamada regido de transicdo e corresponde a maior
inclinacdo da curva do médulo dindmico, que cresce muito nessa regido. A frequéncia em que

ocorre 0 maximo fator de perda da-se o nome de frequéncia de transicéao.

Regido de Transicao

Frequéncia
. de transigao

Médulo Dinamico (E) e Fator de Perda (n)

»
Frequéncia

Figura 2.2 - Variagdo do modulo dindmico e do fator de perda com a frequéncia
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2.2.3 Notacdo Completa do Modulo Complexo

Face a dependéncia dos materiais viscoelasticos quanto a temperatura e frequéncia,

pode-se escrever a equacdo (2.1.2) de uma forma mais completa, qual seja
E(QT)=Ex(QTNL+in(Q ], (2.2.1)
onde T € a temperatura e Q a frequéncia circular.

2.3 Modulo Complexo de Cisalhamento

Da teoria da elasticidade, sabe-se que 0 mddulo de cisalhamento (G) relaciona-se com o

maodulo de Young, para materiais isotropicos e elastico-lineares, pela seguinte equagéo:
E=2G(v+)), (2.3.1)

onde v é o coeficiente de Poisson, que expressa a relacdo entre as deformacdes lateral e
longitudinal do material.

Como exposto por Snowdon (1968), ha dois tipos fundamentais de deformacéo que um
material pode sofrer: cisalhamento puro, em que ele sofre variacdo de forma, mas ndo de
volume; e volumétrica, em que o material sofre variacdo de volume, mas ndo de forma.

Decorre que,

9BG

E= @B:0) (2.3.2)

onde B é 0 modulo volumeétrico do material.
Para materiais viscoelasticos, B>>G. Logo, a equacdo (2.3.2) pode ser simplificada, de

forma que

E~3G. (2.3.3)
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A equacdo (2.3.3) utilizada na equagdo (2.3.1) determina o valor aproximado do

coeficiente de Poisson v ~0,5. Quando B>>G o material é dito incompressivel.

Considere-se, agora, a expressdo do médulo complexo de cisalhamento, escrita de forma

semelhante a do mddulo complexo de Young, de modo que
G =G, +iG,, (2.3.4)

onde G, é a parte real do médulo de cisalhamento, associada a energia armazenada, e G, é a

parte imaginaria do modulo de cisalhamento, associada a energia dissipada.

O fator de perda ao cisalhamento ,n, é definido como n; = % .
R

Assim, de forma semelhante a equacdo (2.1.2) o modulo complexo de cisalhamento

pode ser escrito como

G =G, (l+ing) (2.3.5)
sendo sua representacdo completa em funcdo de temperatura e frequéncia dada por

G(Q,T) =G, (QD[L+ing (T, (2.3.6)

onde, recorda-se, T é a temperatura e Q a frequéncia circular.

Em analogia com as relacGes da elasticidade classica, expostas no inicio da secdo,
Snowdon (1968) afirma que E, ~ 3G, e E, ~3G,, de modo que n. =1, . Assim E~3G.
A variacdo de G e ng com a temperatura e a frequéncia se da de forma semelhante a

exposta anteriormente para E e n..

2.4 Principio da Superposi¢do e Nomograma de Frequéncia Reduzida

Face ao exposto até aqui, decorre que o conhecimento cabal do comportamento
dindmico de um dado material viscoelastico s6 pode ser obtido ap0s esse ser ensaiado ao
longo de amplas faixas de frequéncia e temperatura. Via de regra, o que resulta dos diversos

procedimentos experimentais existentes € um conjunto de curvas, em uma banda de
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frequéncia caracteristica do procedimento empregado, estando cada curva associada a uma
temperatura de ensaio (JONES, 1993; LOPES et al. 2004). A figura 2.3 apresenta curvas de

modulo real (dinamico) de cisalhamento e de fator de perda para varias temperaturas, em uma

determinada faixa de frequéncias.

Modulo Real (MPa)

3
10

o
()

o

0

Fator de Perda

i

n

10

T1 &) 3]
-
*- T
i 5
o T,
=t .
Aa- T
7
10’
Frequéncia (Hz)

Figura 2.3 - Graficos de propriedades dinamicas medidas
(Fontes: NASHIF et al., 1985; ESPINDOLA, 1990)

10° 10°

Frequéncia (Hz)

10"

De posse das caracteristicas que fornecem as curvas da figura 2.3, graficos do fator de

perda versus o modulo real de cisalhamento, para cada temperatura de ensaio, podem ser

construidos. Esse tipo de grafico, que recebe o nome de wicket plot (ASTM E756-98, 1998), é

ilustrado na figura 2.4.

Fator de perda

O

* 4 x

ARG S

+

10 10°

Mddulo de elasticidade real (MPa)

Figura 2.4 - Wicket plot
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Para diversos materiais de interesse, a chave para se obter uma caracterizagdo dindmica
ampla, a partir de dados experimentais limitados, é o chamado principio de superposi¢do
frequéncia-temperatura (FERRY, 1980; NASHIF et al., 1985; LOPES et al., 2004). Pela
aplicacdo desse principio, pode-se, por exemplo, a partir de um teste feito na faixa de
frequéncia de 100 a 1000Hz e com temperaturas entre 0°C e 100°C, obter valores de
propriedades dinamicas na temperatura de 50°C e na frequéncia de 2Hz (NASHIF et al.,
1985).

Partindo da observacdo de que os efeitos de frequéncia e temperatura em materiais
viscoelasticos sdo qualitativa e reciprocamente equivalentes, esse principio estabelece que as
diversas curvas de propriedades dinamicas podem ser superpostas, em uma temperatura de
referéncia qualquer, por meio de deslocamentos em frequéncia apropriados, formando, assim,

duas curvas mestre Unicas, uma para cada propriedade.

Matematicamente, tem-se que

Gy F () = (Tepe /TP)GR (Q,T) (2.4.1)

(M6 )e(€2,) =M (,T), (2.4.2)

onde Q, =o,(T)Q é a frequéncia reduzida, o, € o fator de deslocamento (que depende da
temperatura e cujos valores sdo O<a, <1, para T>T., o, =1, para T=T., e a, >1, para
T <T.), T é atemperatura de referéncia (em escala absoluta), p é a densidade do material e

pe € adensidade do material a temperatura de referéncia.

As expressdes acima estabelecem que, exceto por um fator (T.p./Tp) para 0 médulo
real de cisalhamento (via de regra, desprezavel), as propriedades dindmicas obtidas a uma
frequéncia Q e temperatura T sdo iguais as propriedades dinamicas a uma frequéncia
composta Q, e a uma temperatura T.. Embora a temperatura de referéncia seja arbitraria, sua

escolha, para um certo conjunto de dados experimentais, terd influéncia na qualidade da
representacéo final obtida (LOPES et al., 2004).
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A determinag&o do fator de deslocamento o, é de crucial importancia para o processo
de consolidagdo das curvas e consiste em se estimar os valores que fazem com que as curvas
parciais se desloquem em frequéncia, de tal modo que superposi¢cbes completas sejam
alcancadas na temperatura de referéncia (FERRY,1980; LOPES et al., 2004).

O comportamento do fator de deslocamento o, em temperatura pode ser modelado

de diversas formas, dentre elas através de uma equagdo empirica, consistente com a

experiéncia e conhecida como equacdo WLF (Williams-Landel-Ferry). Por essa equacao,

_91 (T — TF)

, 2.4.3
0,+T-T;. ( )

log,, o, (T) =

onde 6, e 0, sdo parametros a serem determinados para cada material, T é a temperatura de

ensaio cuja curva sofre deslocamento e T. é a temperatura de referéncia .

A equacao WLF é empregada neste trabalho por ja se dispor de uma maior experiéncia

no seu uso, principalmente no tocante & obtencdo de estimativas iniciais de seus parametros.

Um grafico tipico de fator de deslocamento pode ser visto na figura 2.5.

Fator de Deslocamento

1 1 1 1 1 1 1 1
250 280 2¥0 280 290 300 310 320 330 340
Temperatura (K}

Figura 2.5 - Fator de deslocamento x temperatura

Uma vez consolidadas, as propriedades dinamicas (modulo real e fator de perda) sdo
exibidas de forma padronizada (ISO 10112, 1991), em nomogramas conhecidos como
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nomogramas de frequéncia reduzida (LOPES et al., 2004). Um desses nomogramas €
mostrado na figura 2.6. Os nomogramas facilitam a obteng&o das propriedades, pois permitem
que os valores desejados sejam determinados diretamente do grafico, ndo sendo necessario,
antes, calcular valores de frequéncia reduzida, para entdo se chegar as respectivas
propriedades (NASHIF et al., 1985).

Termperatura (K]

333
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255

10 210
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o 10
B {10’
o
210
5 =
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5 10 il
= =
" w
2 o'
=
2 J10°
s 3
=o't

1D 1 1 1 D
107 10° 100 10t mL

Freguéncia Reduzida (Hz)

Figura 2.6 - Nomograma de frequéncia reduzida



37

3 MODELO DE DERIVADAS FRACIONARIAS (DF)

Ajustar modelos matematicos a curvas experimentais € uma pratica corriqueira e valiosa
para a descricdo das propriedades dindmicas dos materiais viscoelasticos com relacdo a
frequéncia. A introducdo do célculo fraciondrio como modelo tedrico de viscoelasticidade
resulta em uma poderosa ferramenta para se representar o comportamento dindmico de
polimeros e outros materiais, para além dos modelos elementares anteriormente expostos
(PRITZ, 2003).

Inicialmente, a partir da generalizacdo dos modelos elementares (NASHIF et al., 1985),
as equacdes constitutivas de materiais viscoelasticos foram sendo desenvolvidas com base na
nocdo classica de derivadas (em relagdo ao tempo) de ordem inteira. Essas equacOes
constitutivas continham muitos parametros a serem identificados, o que tornou o
procedimento inconveniente do ponto de vista computacional.

Ao longo das Udltimas décadas, contudo, o conceito de derivadas fracionarias (ou
generalizadas) ganhou a reputacdo de ser uma ferramenta extremamente adequada ao modelo
de materiais viscoelasticos. A equacao constitutiva para materiais viscoelasticos em derivadas
fracionarias, também apresenta, aparentemente, muitos parametros. Porém, isto é enganoso. O
modelo de derivadas fracionérias descreve tdo bem o comportamento reoldgico de materiais
viscoelasticos que apenas quatro parametros sdo suficientes para representar um determinado
material. Esse fato implica em consequéncias bastante vantajosas quanto a abordagem em
questdo (ESPINDOLA et al., 2005).

3.1 A Equacéo Constitutiva do Modelo de DF

O modelo generalizado, colocado sob a forma de derivadas de ordem fracionéria,
fornece uma equagéo constitutiva unidimensional para materiais viscoelasticos, considerando-

se uma temperatura ambiente constante, dada pela expressdo

() + i b, DP[o(t)] = E,e(t) + i E, D™ [(t)], (3.1.1)
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onde b, B, E, , E, e a, sdo parametros do material no dominio do tempo, sendo que m

variadelaMenvariade 1aN.

No modelo acima, D’» e D* sdo derivadas fracionarias, sendo que uma derivada
fracionaria de ordem o, com O<a <1, é definida como (BAGLEY e TORVIK, 1983;
NASHIF et al., 1985; ESPINDOLA et al. 2005)

1 df% x()

PO g @ oy

(3.1.2)

onde I" é afuncdo gamae ¢ uma variavel de integracdo.

Na pratica, tomando-se M e N iguais a 1 na equacdo constitutiva, ja se obtém uma
representacdo satisfatoria do comportamento dindmico dos materiais viscoelasticos. 1sso
resulta em uma modelagem matematica que utiliza apenas cinco parametros, qual seja

6(t) + bD*[o(t)] = E,e(t) + E,D*[e()] (3.1.3)

A transformada de Fourier dessa derivada fracionaria de ordem o (O<a<1) €
(SAMKO et al., 1987 apud CRUZ, 2004)

F {D*[f()]}=(>1Q)*F {f(t)}, (3.1.4)

onde a transformada de Fourier é definida como
F(Q)=F {f()}= f f(t)e " dt . (3.1.5)
Aplicando a transformada de Fourier aos dois lados da equacéo (3.1.3), chega-se a

5(Q) E,+E,b(iQ)"

E=2Q) " o0y

(3.1.6)

A expresséo correspondente para 0 modulo complexo de cisalhamento é
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T(Q) G, +G,b(iQ)"
7(Q)  1+b(iQ)

G(Q) = (3.1.7)

com E, ~3G, e E, ~3G,, de modo que E(Q) ~3G(Q), como mostrado anteriormente.

Bagley e Torvik (1986) sustentam que um modelo de comportamento viscoelastico deve
prever um trabalho interno e uma taxa de dissipacdo de energia ndo negativos. Essas

restricdes termodinamicas implicam em o =3 nas equacg0es (3.1.6) e (3.1.7).

Assim sendo as equac0es (3.1.6) e (3.1.7) devem ser escritas com quatro parametros, de

forma que

= . &(Q) E,+Eb@iQ)

B =20) " ooy (3.1.8)
e

5(Q) - T(Q) G, +G,b(i)’ . (3.1.9)

7(Q) 1+b(3iQ)

O modelo de derivadas fracionarias com quatro parametros é comprovadamente
apropriado para se predizer o comportamento dindmico de materiais poliméricos ao longo
uma vasta faixa de frequéncia. Esse modelo é robusto e possui uma base tedrica sélida.
Porém, ele ndo é capaz de descrever a assimetria do pico do fator de perda e nem o
comportamento dindmico em altas frequéncias (PRITZ, 2003).

3.2 Analise dos Parametros do Modelo de DF

Nesta sec¢do, é feita uma analise da influéncia de cada parametro do modelo de DF sobre
as curvas de mddulo real de cisalhamento e fator de perda ao cisalhamento. Esta analise
fornece uma ideia qualitativa sobre a forma e a intensidade da influéncia de cada parametro.

O procedimento aqui realizado foi feito fixando-se valores hipotéticos (valores

plausiveis, com base na literatura) para os parametros G,, G,, b, e P da equacéo
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(3.1.9). Assim, as curvas base de modulo real de cisalhamento e fator de perda ao

cisalhamento, vistas nas figuras 3.1 e 3.2, possuem os seguintes valores:

Tabela 3.1 - Valores base do modelo de DF

Parametros Valores
G, 5.10"Pa
G, 5.10°Pa
b 2,8.107*s"
B 0,64

Médulo Real de Cisalhamento (Pa)

—

10

Frequéncia [rad/s]

Figura 3.1- Mddulo real de cisalhamento via DF

o
@
T

o
[~2]
T

Fator de Perda

.
10*
Frequéncia [rad/s]

Figura 3.2- Fator de perda via DF



3.2.1

Mantendo todos os demais parametros do modelo de DF fixos, de acordo com os valores

base da tabela 3.1, e variando apenas o valor de G,, sendo que G, =0,5G, e G, =2G,,

obtem-se as curvas apresentadas nas figuras 3.3 e 3.4.

As curvas obtidas mostram que quanto maior o valor de G, maiores serdo os valores

para 0 médulo dindmico do material abaixo da frequéncia de transicdo. Em particular, ha um

aumento no valor assintético inferior de G, . Com relagdo ao fator de perda, observa-se um

ligeiro deslocamento do pico para a direita com 0 aumento do parametro analisado, além de

Influéncia do Parametro G,

uma reducdo parcial de magnitudes nos valores dessa propriedade.

Figura 3.3

Figura 3.4 - Variacédo do fator de perda com G,

Médulo Real de Cisalhamento (Pa)
N

base
———0.5"ase
—-—--2"base

10 10 10
Frequéncia [rad/s)

- Variacdo do maddulo real de cisalhamento com G,

o
=]

Fator de Perda

06}

base
———0.5"base
——--2"base

Frequéncia [rad/s]
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3.2.2 Influéncia do Paréametro G,

Procedendo da mesma forma, altera-se agora o parametroG,, com todos os demais
valores sendo mantidos fixos (valores base). A variacdo de G, é tal que G,, =0,5G,; e
G,, =2G,.

As curvas obtidas, ilustradas nas figuras 3.5 e 3.6, mostram que G, é determinante nos

valores do mddulo dindmico nas regides de transicao e vitrea, em especial no valor assintético

superior de G.. A medida que G, aumenta, maiores sio os valores do fator de perda abaixo

da frequéncia de transicdo, com ligeiros deslocamentos do pico para a esquerda.

base
———05"ase 4
=== 2"hase ]

Mddulo Real de Cisalhamento (Pa)

10 1 1 1
10° 10 10* 10 10°
Frequéncia [rad/s)

Figura 3.5 - Variacdo do modulo real de cisalhamento com G,

base
———0.5"base
=re==bhge

Fator de Perda

10*
Frequéncia [rad/s]

Figura 3.6 - Variagdo do fator de perda com G,



43

3.2.3 Influéncia do Parametro b

Alteram-se agora os valores do parametro b, tal que b, =0,5be b, =2b. As curvas

obtidas, apresentadas nas figuras 3.7 e 3.8, mostram claramente que o parametro b ¢
responsavel por um deslocamento horizontal, tanto do modulo real de cisalhamento quanto do
fator de perda. A medida que b aumenta, ambas as curvas sdo deslocadas para a esquerda, ou
seja, a regido de transicao é reposicionada de acordo com os valores de b. Consequentemente,

a frequéncia de transicdo também o é.

base
———05"ase P ~
—-—--2%base s &

9

Médulo Real de Cisalhamento (Pa)

Frequéncia [rad/s]

Figura 3.7 - Variagdo do modulo real de cisalhamento com b

base
———0.5%ase I
—-—--2base

Fator de Perda

0
10 10 10* 10 10°
Frequéncia [rad/s]

Figura 3.8 - Variacéo do fator de perda com b
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3.2.4 Influéncia do Parametro

Por fim, analisa-se a influéncia do pardmetro . As curvas se mostram bastante
sensiveis a mudancas nesse parametro (que corresponde a ordem da derivada fracionaria). Por
conta disso, os valores escolhidos para B, e p, fogem do padrdo adotado para todos 0s outros
parametros, em que eram usados valores que correspondiam a metade e ao dobro dos valores
estabelecidos como valores base. Para a analise da influéncia de B, foram utilizados
B,=p-0,1ep,=p+0,1.

Percebe-se, da observacdo das figuras 3.9 e 3.10, que esse parametro altera ndo sO a
inclinacdo da curva do modulo de cisalhamento na regido de transi¢do, mas também o valor e

a localizago do pico do fator de perda. A medida que p aumenta, a inclinagio do modulo de

cisalhamento na regido de transicdo € maior, o que o0 que ¢ acompanhado pelo aumento e pelo

deslocamento para a esquerda do pico do fator de perda.

base
———base-0.1

//l// ——--base+0.1

Médulo Real de Cisalhamento (Pa)

10 10 10* 10° 10° 10"

Frequéncia [rad/s]

Figura 3.9 - Variag¢do do modulo real de cisalhamento com B
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/ T \ \

04} // P \\ i

Fator de Perda
o
@
\

7 / \ 5
’ = N &
o // % s \ 3 1
Z - T
0 ol 1 e ‘\:x; —
10° 10° 10* 10° 10° 10"

Frequéncia [rad/s]

Figura 3.10 - Variacgéo do fator de perda p
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3.3 Regido de Busca no Modelo de DF

Para que seja feito um ajuste rapido e eficaz na determinacdo dos parametros de cada
modelo, é interessante que se tenha uma ideia quantitativa e qualitativa dos mesmos. Logo, a

observagéo das caracteristicas das funcdes que definem o modulo dindmico real (E, ou Gg)
e o fator de perda (n. ou mng), para estabelecer um espago de busca de valores dos

parametros, € um importante passo no processo de ajuste dos modelos as curvas
experimentais.

A equacdo (3.1.9), que representa 0 modulo complexo de cisalhamento via DF, tem sua
parte real representada por (LOPES, 1998)

_ G,(b)* +(G, +G,) cos(pr/2)b’ +G,

Cr ©2 (bQ*)? +2cos(Br/2)bQ" +1 (3:3.0)
e sua parte imaginaria por

oSS

Logo, o fator de perda é dado pela seguinte expressao:

Q) = G, (G, -G,)sin(Br/2)bQY’ (33.3)

G. G, (bQ")?+(G,+G,)cos(pn/2)bF +G,

O modulo real, para baixas frequéncias, situa-se na regido elastica, enquanto que para

altas frequéncias, situa-se na regido vitrea (LOPES, 1998). Isso quer dizer que

Im = = ..
limG,, =G, (0) =G, (33.4)

lim Gy =Gg () =G,. (3.3.5)
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Cabe aqui dar énfase ao fato das expressdes acima confirmarem o que pode ser
observado graficamente na anélise prévia do modelo de DF.

Para valores usuais dos pardmetros em questdo (G,, G,, b e ), observa-se, também na

regido de transicdo, que G.(Q)o«cQ® (0 que também foi observado previamente) e

G,(Q) o« Q" (LOPES, 1998). Isso significa que r, Q =

G, Q (@
o

p
— | =¢,°, apontando
GR Qa

um erro conceitual encontrado em Snowdon (1968) e Bavastri (1997), entre outros, que

afirmam que para um  material viscoelastico na regido de transicdo

Gp Q Q - . . N :
Q= =| — |=¢,. Na exposicdo anterior Q, é uma frequéncia de projeto de
G, Q, (O

a

dispositivo viscoelastico localizada na regido de transicdo e r, e g, S30 parametros

a
adimensionais de projeto.

O valor maximo do fator de perda é encontrado derivando-se a expressao (3.3.3) e
igualando o resultado a 0 (zero). Feito isso, chega-se a frequéncia em que o valor do fator de

perda é maximo, também conhecida como frequéncia de transi¢do Q,. Esse valor é

Q =e , (3.3.6)
que pode ser rearranjado para fornecer

Qf:E So | (3.3.7)
by G,

A equacdo (3.3.7), utilizada na equacdo (3.3.3), fornece o fator de perda maximo, dado,
entdo, por (SNOWDON, 1968; LOPES, 1998)

-2

¢, 2/6,/6,
G, cos(Br/2)

Nimax = tan(Br/2). (3.3.8)
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Novamente levando em consideracédo valores corriqueiros dos parametros do modelo de

DF, chega-se a

N = taN (B—;) (3.3.9)
ou
2
B;[;arctan Moix } (3.3.10)

Da expressao (3.3.7), decorre que

b= |20 (3.3.11)

Com base nas consideragfes acima, entende-se que, num processo de ajuste, as
estimativas para os parametros G,, G,, be p podem ser buscadas numa regido, por exemplo,
uma ordem de grandeza abaixo e uma ordem de grandeza acima dos valores fornecidos pelas

expressdes (3.3.4), (3.3.5), (3.3.10) e (3.3.11). Esses valores, alias, podem ser usados como

estimativas iniciais.
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4 O MODELO GHM (GOLLA-HUGHES-MCTAVISH)

O método proposto por Golla, Hughes e McTavish (GOLLA e HUGHES, 1985;
MCTAVISH, 1988; MCTAVISH e HUGHES, 1993) procura contornar os efeitos da
dependéncia das propriedades de materiais viscoelasticos em relagdo a frequéncia,
introduzindo um modelo do modulo complexo do material no dominio de Laplace, para
depois trazé-lo para o dominio do tempo.

O resultado é bem adequado a modelagem por elementos finitos, pelo fato do modelo ter
sido desenvolvido intencionalmente para uso em equac@es dindmicas de segunda ordem. A
principal vantagem esta no fato dessa abordagem ser compativel com os métodos correntes de
analise estrutural (VASCONCELOS e BATISTA, 2004).

4.1 A Equacéo Constitutiva do Modelo GHM

Considere-se uma estrutura unidimensional simples, sujeita a uma tor¢do N e um angulo
de torcéo ¢, tal como mostrado na figura 4.1 (a). O angulo de tor¢do ¢ esta associado a uma
deformacéo por cisalhamento y (HIBBELER, 2008). A existéncia de uma funcédo relaxagéo

G(t) do material da estrutura é proposta, sendo que G(t) é a tensdo correspondente a uma

deformacdo cisalhante tipo degrau unitario, aplicada em t=0 (vide figura 4.1 (b)).

A

G(t)

N ¢ "
(@) (b)

Figura 4.1 - (a) Estrutura unidimensional sob deformacéo (b) Funcéo relaxacao G(t)
(tensd@o para uma deformacao tipo degrau unitério)

Se uma pequena deformacéo cisalhante Ay é repentinamente aplicada no tempo t=¢, a

tensdo resultante, assumindo que o material estava previamente relaxado, é
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At(t) =G(t—@)Ay . (4.1.1)

A relaxacdo do material € ainda assumida como sendo linear, de modo que se uma série

de pequenas deformagdes discretas aditivas Ay; sdo aplicadas em vérios instantes de tempo

o, , tem-se a deformagéo em fungéo do tempo dada pela expresséo
Y1) =2 Av()u(t-9)). (41.2)

Assumindo que, em algum momento do passado, o material estava relaxado, entdo a

historia correspondente de tenséo é

(1) =2 G(t-0)Av(0). (4.1.3)

A dependéncia do tempo apresentada pela fungdo relaxacdo G(t) descreve a “memoria”
do material a deformacdes passadas.

Pode-se estender os desenvolvimentos acima para o caso de uma histéria de deformacéo

continua, tornando, arbitrariamente, 0s @, proximos uns dos outros enquanto
Ay(op;) = dy(e,). Assim, o somatdrio da equagdo (4.1.3) assume a forma de uma integral,
qual seja, uma integral de convolucdo de Stieltjes, entre G e y. Supondo a causalidade do
sistema, isto e, G(t—¢) =0 se t <o, pode-se escrever a integral com o limite superior igual a

t e o limite inferior igual a O (zero), uma vez que y(t) =0 para t <0. Assim sendo,

©(t) = [G(t-0)dy(0). (4.1.4)

A integral de Stieltjes acima pode ser escrita como uma integral ordinaria, ou de

Riemann, sob a forma

(1) - jG(t-q»%v«p)dq) . (4.0.5)
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Em Moschen (2006), observa-se que o modulo de relaxacdo pode ser escrito como a
soma de uma constante e uma parte dependente do tempo (separagdo do modulo de

equilibrio), tal que
G(t) =G u(t) + H(t), (4.1.6)
onde p(t) € uma funcdo degrau unitario e a constante G, = !im G(t) € o modulo de equilibrio

elastico do material.

Substituindo a expressdo (4.1.6) em (4.1.5) tem-se
: d
t(t) = | Gou(t-)+H(t—0) 3 1(@do, (4.1.7)
0
que pode ser conduzida para
i d
©(t) = Gyy(t) + [H(t ~0) 3, V(0o (4.1.8)
0

A transformagdo do dominio do tempo para o dominio de Laplace é feita via
transformada de Laplace, que, segundo Papoulis (1962), é definida por

Fs) =L {f(O}= [ f(edt = m[ [ f(t)eS‘dt] (4.1.9)

sendo que f(t) é uma funcédo real ou complexa, definida para todo t>0 e a variavel s é um
namero complexo da formas=p + iv.

Para derivadas de ordem inteira, vale a seguinte relacao:
o-1

L {D*f ()} =s’L {f(t)}- D s"D* " f(0"), ¢=0,+L£2,... (4.1.10)
k=0

A aplicacdo da transformada de Laplace em (4.1.5) leva a seguinte relacdo entre tenséo e

deformacéo
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7(5) =5G, (5)7(5) (4.1.11)

onde sG,(s) ¢ designada como a fungdo médulo do material.

Aplicando a transformada de Laplace também na expresséo (4.1.8), obtem-se a mesma

relacdo tensdo-deformacéo, sob uma forma diferente, tal que
T(s) =| G, +sH(s) |7(s) . (4.1.12)

Igualando (4.1.11) a (4.1.12), chega-se a uma expressdo que define o modulo de

cisalhamento no dominio de Laplace, em fungdo do maddulo de equilibrio elastico, G,, e uma

funcdo dissipacao, sH(s), de modo que
sG,(s) =[ G, +sH(s) ]. (4.1.13)
FazendosG, (s) = G(s) e sH(s) = h(s) , a equacdo (4.1.13) pode ser reescrita como
G(s)=[ G, +h(s) . (4.1.14)

A funcéo dissipacdo h(s) possui diversas formas, propostas por varios autores. Algumas

dessas formas sdo apresentadas na tabela 4.1. Ela é a Unica propriedade do material cuja
representacdo matemaética deve ser escolhida pelo analista (GOLLA e HUGHES, 1985;
BARBOSA, 2000). Os autores do metodo GHM empregam, em seus trabalhos, uma fungéo
proposta por Biot (1955), justificando que ela é adotada por estar de acordo com a teoria
classica de fungdes de transferéncia racionais no dominio de Laplace (utilizada no método em
questdo), além de apresentar uma equivaléncia a sistemas de equacdes diferenciais lineares de

valor inestimavel.
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Tabela 4.1 - Funcdes dissipacao

Funcéo Proponente (ano)
(Fonte: GOLLA e HUGHES, 1985)

ﬁ(s)=z a,s
kSt by Biot (1955)
— *_ B
A(s) = Gs ngs |
1+bs Bagley e Torvik (1981)

O<a<leO<p<l

(aqui adaptada para cisalhamento)

h(s) = asdj‘% dp

1 Buhariwala (1982)
——, a<p<P

Y(p) =B«
0, pglo;p]

Da tabela 4.1, nota-se que, ao se usar a funcdo dissipacao proposta por Bagley e Torvik
na equacgdo (4.1.14), obtem-se o modelo de derivadas fracionarias, com cinco parametros, no
dominio de Laplace.

Como se pode observar na tabela 4.1, a funcdo dissipacdo de Biot, no dominio de

Laplace, é representada pela série

hg)=> 2 (4.1.15)

A série de Biot é utilizada na literatura apenas com os dois primeiros termos, sendo

b, >b, >0. Esta série truncada é denominada por par de pdlos de dissipacdo (GOLLA E

HUGHES, 1985) e é descrita por

A2 A
= oS + 7S
h(s _—Y

S (4.1.16)
s +Ps+o

onde & =a, +a,, y=a,b, +a,b,, f=b,+b, e S=bb,, sendoque (&, 7, B, &)>0.
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Assim, a expressdo para 0 modulo complexo de cisalhamento no dominio de Laplace

torna-se

as® +9s

G(s)=G,+h(s)=G, + ———_,
(5)=G,+h(s) =G, 2 pstd

(4.1.17)

Segundo Golla e Hughes (1985), para a aplicacéo da expressao (4.1.17) a modelagem de
sistemas vibrantes, é necessario estabelecer a restricdo de que ?z&B. Assim a equacédo
(4.1.17) passa a ser

G s +Ps

G(S):GO+H(S):GO + . (4118)
S +Ps+0

J& Friswell et al. (1997) entendem que essa restricdo ndo € necessaria e, além disso,

prop6em, de forma alternativa, que

és+ﬁt

G()=G,+h(s)=G, +——,
(8)=Go +h(s) s° +Bs+9o

(4.1.19)

A

onde G, =G, +6&, 6=7-Gf e fi=-43.
A substituicdo de G_, 0 e {1, como expressos acima, em (4.1.19) resulta na expresséo

(4.1.17). Se arestricdo y = &B é considerada, obtém-se a expresséo (4.1.18).

Os desenvolvimentos de Friswell et al. (1997) sdo apresentados no Apéndice I.

4.2 Conversdo do Dominio de Laplace para o Dominio da Frequéncia

Medi¢Oes experimentais ndo fornecem curvas no dominio de Laplace, e sim no dominio
da frequéncia. Sendo assim, para que as expressdes anteriormente apresentadas possam ser
ajustadas a essas curvas experimentais, é necessario que elas sejam expressas no dominio da

frequéncia.
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A expressao (4.1.9), repetida abaixo por conveniéncia, define a transformada de Laplace
unilateral de uma funcéo f(t), de modo que (PAPOULLIS, 1962)

R9=Lﬁa»=£ﬁam“m:gm[ﬁﬂoe%q, (4.1.9)

sendo que f(t) € uma funcdo real ou complexa, definida para todo t>0, e a variavel s é um
numero complexo da forma s = p + iv, de modo que, para cada p > 0, ocorre a convergéncia

da integral impropria acima. Ou seja, se a integral existe para um dado valor s, =p, +iv, de
s, entdo ela existe para qualquer valor de s tal que Re(s)>p,. Para toda funcdo f(t), uma
constante y pode ser associada, tal que F(s) convirja para Re(s) >y e ndo convirja para
Re(s) <y (para Re(s) =1y, conclusdes gerais ndo podem ser tiradas).

Se a regido de convergéncia de F(s) no plano complexo contiver o eixo Im(s) em seu
interior, i.e., se y < 0, a transformada de Fourier dada por (3.1.5) sera um caso especial da

transformada de Laplace dada por (4.1.9), em que s=i2. Nesses casos, pode-se considerar,

no domino da frequéncia, expressdes de G(s) em que
s=iQ. (4.2.1)
Assim sendo, no dominio da frequéncia, as equacdes que representam o modelo do

maodulo dindmico de cisalhamento para a abordagem GHM padrédo (conforme Golla e Hughes,

1985) e para a abordagem alternativa (conforme Friswell et al., 1997) s&o, respectivamente,

Iy 2 -A
G(Q) =G, + L2 H1PQ) (4.2.2)
Q" +IpQ+05
e
G(Q) =G, + 2R (4.2.3)

Q2 +ipQ+S
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4.3 Analise dos Parametros do Modelo GHM Padréo

Similarmente ao que foi feito na secdo 3.2 para o modelo de DF, é feito aqui, para o
modelo GHM padrdo (7=GB), um estudo do comportamento do médulo real de
cisalhamento e do fator de perda correspondente, face aos parametros do modelo. Essa analise
busca observar, graficamente, a influéncia dos parametros, utilizando um conjunto de valores
base e,de forma isolada, modificando esses valores. Uma analise semelhante é apresentada no
trabalho de Barbosa (2000) e os resultados aqui obtidos condizem com os la apresentados.

Utilizando a equacéo (4.2.2) e os valores base, inspirados na literatura, apresentados na

tabela 4.2, sdo obtidas as curvas exibidas nas figuras 4.2 e 4.3.

Tabela 4.2 - Valores base do modelo GHM padréo

Parametros Valores
G, 2.10°Pa
a 5.10°Pa
B 6.10°s™
S 10%s7?

Mdédulo Real de Cisalhamento (Pa)

saaal PR |

i Aol A L All A A a s aaaal i A A A Aial i A A A A Al
10 10 10° 10° 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.2 - Mddulo real de cisalhamento via GHM padrao
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0.7

06

o o o
w E-N (8]

Fator de Perda

o
N

01

10 10° 10* 10° 10°
Frequéncia [rad/s)

Figura 4.3 - Fator de perda via GHM padréo

4.3.1 Influéncia do Parametro G,

Mantendo todos os demais parametros do modelo GHM padrao fixos, de acordo com o0s
valores base da tabela 4.2 e variando apenas o valor de G, entre G,, =0,5G, e G, =2G,,
obtem-se as curvas das figuras 4.4 e 4.5. Essas curvas mostram que quanto maior o valor de
G,, maiores serdo os valores do modulo dindmico do material. Isso pode ser visto na
diferenca entre as curvas correspondentes obtidas, que sdo transla¢fes verticais da curva base,
de acordo com a variagéo do valor de G, .

Com relacdo ao fator de perda, observa-se uma reducdo geral com o aumento do
parametro analisado, além de um ligeiro deslocamento do pico. I1sso mostra que, em geral,

quanto maior o valor de G,, mais elevadas s&o as caracteristicas elésticas do modelo e menos

pronunciadas as caracteristicas viscosas.
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base
———0.5"base [{
—-—-2"base

o
~
T

Mddulo Real de Cisalhamento (Pa)

At s aaaal i A sl n Ad s aaaal IR AN A A A A iial
10 10 10° 10° 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.4 - Variagdo do modulo real de cisalhamento com G,

1.4
base
———0.5"base
l=2n —-—-2%base ||
N i
1 A
iy
!
= { \
S osf \ .
o 1 \
= f \
= ! \
5 06} | 3 .
i J
\
! {
) 2
0.4 ; A\ 4
/ \
{ W,
LhY W
02F 74 \ al
LAy o
//,/ &
0 E= 1 1 .
10° 10° 10t 10° 10°

Frequéncia [rad/s]

Figura 4.5 - Variagéo do fator de perda com G,

4.3.2 Influéncia do Parametro @

O mesmo procedimento aplicado ao estudo do pardmetro G, foi seguido para o estudo
do parametro &, onde todos os demais parametros foram mantidos fixos (valores base) e &
variou entre &, =0,5& e a, =2a.

As curvas das figuras 4.6 e 4.7 mostram que & é determinante para os valores do

modulo dindmico a partir da regido de transicdo, em direcdo as frequéncias mais elevadas
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(valor assintotico superior de G ). Além disso, quando o valor de & tende a O (zero), o valor
de G (e também o de G) tende a G, 0 que representa um material puramente eléstico.

Quanto ao fator de perda, mostra-se que para valores maiores de &, maiores sdo 0s
valores do fator de perda. Em outras palavras, o pardmetro & mostra-se diretamente
relacionado ao amortecimento do modelo. Observa-se, também, um ligeiro deslocamento do

pico para a esquerda, com 0 aumento de &.

base i
———0.5"base |4
——-2%base

S\l
\
1

Y

Mddulo Real de Cisalhamento (Pa)
\\
\ X
b e
\ \
\

\

\

I

|

|

|

|

|

|

|

!

I

|

|

|

|

o
1

1D A Aod s aaasl " At sl At s aaaal i Ao d i il " A A A Aadl
10 10 10° 10° 10 10
Frequéncia [rad/s)

Figura 4.6 - Variacdo do médulo real de cisalhamento com a

base
———0.5%base
| —-—--2"base ||
1F _
=
5 08} b
a
@
-
2 06 4
©
o
0.4 4
02} 4
0 .
10 10° 10

Frequéncia [rad/s)

Figura 4.7 - Variacao do fator de perda com a
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A

4.3.3 Influéncia do Paréametro p

Com os valores base da tabela 4.2 e variando os valores do pardmetro {3, entre
B,=0,53 e B, =2p, sdo obtidas as curvas apresentadas nas figuras 4.8 e 4.9. Tais curvas
mostram que B determina a localizacdo da frequéncia de transi¢do. Especificamente, o

aumento de B faz com que a frequéncia de transicdo diminua. Observa-se também uma

reducdo, ainda que discreta, na altura do pico do fator de perda.

10

base
———0.5"base
w=re=cs 2'hage

Mddulo Real de Cisalhamento (Pa)

10 A Aot s aaasl " At sl A A s aaaal i Ao Al il A A b Al iil
10 10 10° 10° 10 10
Frequéncia [rad/s)

Figura 4.8 - Variacéo do modulo real de cisalhamento com g

base
———0.5"ase |
g

Fator de Perda

0
10 10 10* 10° 10°
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.9 - Variacéo do fator de perda com [3
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4.3.4 Influéncia do Parametro &

Por fim, fixando todos os outros parametros e variando & éntre 5, =0,55 e &, = 28, sdo

obtidos os gréficos das figuras 4.10 e 4.11, que permitem uma andlise qualitativa do

parametro.

Observa-se que 5 possui caracteristicas semelhantes ao parédmetro B alterando a
localizacdo da frequéncia de transicéo, porém, de forma inversa, uma vez que a diminuicdo de
§ faz com que a frequéncia de transicio também diminua. Além disso, ele reduz

discretamente a altura do pico do fator de perda.

base
/ ———05%ase
v Xthase

Médulo Real de Cisalhamento (Pa)

10 Al 1 i 1 " al aal i
10 10 10° 10° 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.10 - Variacdo do médulo real de cisalhamento com &

07

base
———0.5"base |
—-—--2"hase

o
o
T

o o
£ (8]
T

o
w
T

Fator de Perda

Frequéncia [rad/s)

Figura 4.11 - Variacéo do fator de perda com
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4.3.5 Sobre a semelhanca da influéncia dos parametros ﬁe )

Embora os parametros e o apresentem praticamente as mesmas caracteristicas, SO

que de forma inversa, ndo existe uma relacdo através da qual eles possam ser associados, de
modo a gerar uma Unica varidvel e reduzir, assim, o niamero de parametros no modelo.

Os valores adotados para esses parametros podem resultar em perturbacBes nas curvas
de médulo dindmico, como pode ser observado nas figuras 4.8 e 4.10, logo no inicio da regido
vitrea. Essas perturbacGes ndo sdao proprias de curvas caracteristicas de mddulo dindmico de
materiais viscoelasticos (BARBOSA, 2000).

4.4 Anélise dos Parametros do Modelo GHM Alternativo

Reserva-se este item a analise dos parametros do modelo GHM alternativo (proposto por
Friswell et Al, 1997), sendo esta feita de forma semelhante como foram feitas as anélises do
modelo GHM padrdo e do modelo de DF, nos itens 4.3 e 3.2, respectivamente.

Utilizando a equacdo (4.2.3), repetida a seguir por conveniéncia, e os valores base,
inspirados na literatura, apresentados na tabela 4.3, sdo obtidas as curvas exibidas nas figuras
4.12 e 4.13.

@Q+ﬁ

G(Q)=Gw+ﬁ.
-Q°+1pQ+0

(4.2.3)

Tabela 4.3 - Valores base do modelo GHM alternativo

Parametros Valores
G, 7.10°Pa
0 5.10°Pas™
B 6.10°s™
t —4.10"Pas™
8 2.10%s7
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Mddulo Real de Cisalharento (Pa)

1 1 1 1 1
107 10 10 10 10° 10° 10"

Frequéncia [radis]

Figura 4.12 - Modulo real de cisalhamento via GHM alternativo

0.18

016 F

014 F

012F

RN

0.08 F

Fator de Perda

0.06

0.04F

0oz

_DDz 1 1 1 1 1
10 10 10 10* 10 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.13 - Fator de perda via GHM alternativo

4.4.1 Influéncia do Parametro G

Mantendo todos os demais parametros do modelo GHM alternativo fixos, de acordo

com os valores base da tabela 4.3, e variando apenas o valor de G_, sendo que

G,,=7.10°Pa (base, curva 1), G,, =5.10°Pa (curva 2) e G_,=9.10°Pa (curva 3), sdo
obtidas as curvas apresentadas nas figuras 4.14 e 4.15.

De forma semelhante ao parametro G, na analise do modelo GHM padréo, as curvas

obtidas mostram que quanto maior o valor de G_, maiores serdo os valores para 0 mddulo
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dindmico. Isso pode ser visto na diferenca entre as curvas correspondentes obtidas, que s&o

translagdes verticais da curva base, de acordo com a variagéo do valor de G, .

Com relagéo ao fator de perda, ainda da mesma forma com o que ocorre com relagéo ao

pardmetro G, no modelo GHM padrdo, observa-se uma redugdo com o0 aumento do

pardmetro analisado, além de um ligeiro deslocamento do pico. Isso mostra que, em geral,

quanto maior o valor de G, mais elevadas séo as caracteristicas elasticas do modelo e menos

pronunciadas as caracteristicas viscosas.

Mddulo Real de Cisalhamento (Pa)

1 1 1 1 1
0 10 10 10t 10" 10’ 10"

Freguéncia [rad/s]

Figura 4.14 - Variagdo do médulo de cisalhamento com G,

03

Fator de Perda

_DDS 1 1 1 1 1
107 10 10 10 10 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.15 - Variacao do fator de perda com G
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4.4.2 Influéncia do Parametro

Sendo todos os demais valores de parametros fixados de acordo com a tabela 4.3 e

fazendo com que 6 assuma os valores §, =5.10°Pas™ (curva 1), 6, =1.10°Pas™ (curva 2),

6,=10.10°Pas™ (curva 3), 6, =5.10"Pas™ (curva 4) e 6, =-5.10"Pas™sé0 gerados os

gréaficos das figuras 4.16 e 4.17.
Este pardmetro se mostra pouco sensivel a alteracdes e sua variacdo pode até provocar
deformidades nas curvas de médulo real de cisalhamento, acompanhadas do aparecimento de

picos extras no fator de perda, sendo que estes podem, inclusive, aparecer invertidos.

Madulo Real de Cisalhamento (Pa)

——~Curva 3
———Curva 4
Curva 5

10 10 10 10 10° 10° 10"

Frequéncia [rad/s]

Figura 4.16 - Variacdo do médulo real de cisalhamento com 6

025

—-—--Curva3||
———Curva 4
Curva5 |

Fator de Perda

10 10 10° 10 10 10 10
Frequéncia [rad/s)

Figura 4.17 - Variacéo do fator de perda com 6
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4.4.3 Influéncia do Parametro p

Considera-se, aqui, [i, =—4.10“Pas™ (curva 1), [i,=—6.10"Pas™ (curva 2) e
(i, =—2.10"Pas™ (curva 3). Para esses valores, sdo gerados os graficos de modulo real de

cisalhamento e fator de perda nas figuras 4.18 e 4.19, respectivamente.

O pardmetro 1 se mostra determinante no tocante aos valores do modulo dindmico a
partir da regido de transicdo, em direcdo as frequéncias mais baixas. Além disso, quando o
valor de i tende a O (zero), o valor de G, ( e também de G) tende a G_,, 0 que representa
um material puramente elastico.

No tocante ao fator de perda, mostra-se que, a medida que se reduz [i, maiores séo 0s

valores dessa propriedade. Em outras palavras, o pardmetro [i mostra-se inversamente

relacionado com o amortecimento do material. Além disso, observa-se um ligeiro

deslocamento do pico para a esquerda com a redugao de [i.

a)

Mddulo Real de Cisalharmento (P

10+ B

.
* 1° 10° 10 10° 10° 10"

Freguéncia [rad/s]

Figura 4.18 - Variagdo do mddulo real de cisalhamento com
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03

Curva 1
Curva 2 ||

e — —-Curva3

Fator de Perda

005 1 I | 1 1
10 10 10 10t 10 10 10
Frequéncia [rad/s]

Figura 4.19 - Variacéo do fator de perda com ji

A

4.4.4 Influéncia do Parametro p

Com os valores base da tabela 4.3 e variando apenas os valores do parametro B , Obtém-
se as curvas ilustradas nas figuras 4.20 e 4.21. Essas curvas, para p, =p (curva 1), f, = 0,50
(curva 2) e 63 =2 (curva 3), mostram que, no modelo GHM alternativo, o parametro B tem

influéncia semelhante a do B no GHM padréo, determinando a localizacdo da frequéncia de

transicdo. Particularmente, o seu aumento faz com que a frequéncia de transicdo diminua. N&do

se observa, contudo, variacdo na altura do pico do fator de perda.

Madulo Real de Cisalhamento (Pa)

Il 1 1 1 1
10 10 10 10’ 10° 10° 10"

Frequéncia [rad/s]

A

Figura 4.20 - Variacdo do médulo real de cisalhamento com
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018

Curva 1
016 s Curea 2

—-—-Curva3

014

012F

01r

Fator de Perda
—
)
[an}

7002 1 1 1 1 1
1" 1 10° 10t 10 10 10

Frequéncia [rad/s]

Figura 4.21 - Variacao do fator de perda com [3

4.45 Influéncia do Parametro &

Variando apenas os valores do parametro &, de modo que &, =8 (curva 1), 8, =0,55

(curva2) e 83 =25 (curva 3), obtem-se as curvas dinamicas ilustradas nas figuras 4.22 e 4.23.

Percebe-se que, para 0 GHM alternativo, este parametro ndo apresenta influéncia inversa a do

A

pardmetro 3, como no modelo GHM padrdo. Sua influéncia, quanto ao médulo dindmico, é
semelhante & do pardmetro [i, determinando os valores a partir da regido de transi¢do, em
direcdo as baixas frequéncias.

Com relagdo ao fator de perda, sua influéncia também é semelhante a de [i, ou seja, ha

uma relagdo inversa. Porém, o deslocamento do pico é mais significativo.

Madulo Real de Cisalhamento (Pa)

Curva 1
Curva 2
—— - Curva 3

0 1d 10 1t 10° 10 "

Freguéncia [radfs|

Figura 4.22 - Variacdo do médulo real de cisalhamento com §
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Fator de Perda

-0.05 ' ' '
10* 1 10 10* 1o 10 10
Freguéncia [radfs)

Figura 4.23 - Variagao do fator de perda com $

4.5 Regido de Busca no Modelo via GHM Padrao

Como afirmado na secdo 3.2, é interessante que se tenha uma ideia do comportamento
dos parametros de cada modelo, para facilitar o ajuste entre curvas experimentais e modelos
matematicos. Pode-se, inclusive, estabelecer, face a esse estudo, um espaco de busca de
valores.

A equacdo (4.2.2), que representa 0 modulo complexo de cisalhamento, no dominio da

frequéncia, para 0 modelo GHM padréo, tem sua parte real dada por

GO (Q -5 +p?
" (8—222)2 +B252 )| (45.1)

R = 20
Quando © — 0, observa-se que G, tende para G, , ou seja
gl)iLr(l)GR =G, (0)=G,. (4.5.2)
Tomando-se agora o limite de G, quando Q — oo, chega-se a

imG, =G, +&. (4.5.3)

Q0
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Isso pode ser visuaizado na andlise de influéncia dos pardmetros do modelo GHM

padréo, que mostra claramente que G, é o modulo real para freqiiéncias mais baixas e que &

é a diferenca entre os valores assintéticos superior e inferior do médulo real.

Assim, com uma faixa de dados experimentais que varia entre Q_, e Q ., pode-se

dizer que as regides de busca para G, e & sdo
Gy <Gr (i) (4.5.4)

&>GL(Q,,)-G,. (4.5.5)

max

A afirmagdo de que G, >0 e n>0, para todo Q, fornece uma restricdo para a

equacdo (4.5.1), que é expressa por

+&Qz(92—8+ﬁ2)
(S_QZ)Z +B2Q2

>0, VQ. (4.5.6)

0

Como o termo G, e o denominador do segundo termo da expressdo acima séo sempre

positivos, 0 numerador desse segundo termo tem que ser maior que zero, para satisfazer

G >0. Sendo assim, decorre que

GO (Q? -5 +p2) >0, VQ. (4.5.7)

Do contexto da equacio (4.1.16), sabe-se que & >0. Tem-se, entdo, que o produto GQ?

é positivo. Assim, o termo entre paréntesis também tem que ser positivo. Como, ainda do

contexto de (4.1.16), §>0, resultaa inequacéo

S <(Q*+p?), vQ. (4.5.8)

Uma vez que o intervalo de dados em frequéncia estd compreendido entre Q_. e Q

min max

e Q.. >Q ., aequacdo (4.5.8) fornece

min 1
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A

B2>85-02 . (4.5.9)

min

Como, também do contexto de (4.1.16), B é real e maior do que zero, resulta que

B>4[6-Q2, . (4.5.10)

§>0? (4.5.11)

min *

A expressao para o fator de perda é

apoQ ! (4.5.12)

n= (S—QZ)Z +6ZQZ 'GR

e a inequacdo 1 >0 é, face ao ja exposto, sempre satisfeita.

4.6 Regido de Busca no Modelo via GHM Alternativo

A equacdo (4.2.3), que representa 0 modulo complexo de cisalhamento, no dominio da

freqiiéncia, para 0 modelo GHM alternativo, tem sua parte real dada por

A% ov 2L o
_g 4+ OB-Q" +ii8 (4.6.2)

R » (8—Q2)2+[32Q2 )

A

Quando © — 0, observa-se que G, tende para G, +% , OU seja

i _ _g B
lim G, _GR(O)_Gw+8. (4.6.2)
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Tomando-se agora o limite de G, quando Q — <o, chega-se a

imG, =G,. (4.6.3)

Q-0

Como §>0 e, obviamente, a assintota inferior de Gy € menor do que a superior,

conclui-se que

(<0. (4.6.4)

Assim, com uma faixa de dados experimentais que varia entre Q_. e Q_., pode-se
dizer que as regides de busca para G, e [1 sdo

G, 2G,(Q,4) (4.6.5)
e

1 <8(Gr(Qmi)-G..), (4.6.6)
pois

G, +%s Gy Q.. . (4.6.7)

A afirmacdo de que G, >0 e n>0, para todo Q, fornece uma restricdo para a

equacao (4.6.1) que é expressa por

(OB - ()OO + 15
(6 _ QZ)Z + BZQZ

o0

>0, VOQ. (4.6.8)

Tanto G, quanto o denominador do segundo termo do lado esquerdo da desigualdade

acima, sdo sempre positivos. Assim, o numerador desse segundo termo tem que ser maior do

que zero. Sendo assim, chega-se a
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OB-Q+(5>0, VQ. (4.6.9)

Sabe-se que Q° é positivo e que QS é negativo, pois §>0e [t<0. Logo, o termo entre

paréntesis acima deve ser positivo, o que implica

0B > i (4.6.10)
Além disso, sabe-se que B >0 . Rearranjando, ent&o, e a expressao (4.6.9) para
OBQ2 > ((Q? -9), (4.6.11)
decorre que, para
Qz>§ — ﬁ(QZ—§)<O - (:9<0 (46.12)
Q*<d > [(Q°-8)>0 — 0>0
A expressao para o fator de perda é
(4.6.13)

QO5-60-pp) 1
N=—"% 22 |, h22
B-Q) +B°Q* Gy

Assim, para que a inequagdo m > 0seja satisfeita, partindo-se de que G, >0, tem-se que
05-60%—B>0, ou

(4.6.14)

Percebe-se que o modelo alternativo apresenta regides de busca mais amplas, quando

comparadas com as do método GHM padrdo. Isso torna sua utilizacdo em procedimentos de

minimizacao, a priori, mais complexa.
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4.7 Termos Adicionais em Modelos GHM

Uma analise preliminar do exposto anteriormente, neste capitulo e no anterior, permite
argumentar que os modelos GHM se mostram menos adequados do que o modelo de DF a
descri¢do do comportamento viscoelastico, em particular no tocante a inclinacdo da regido de
transicdo. Pode-se, inclusive, propor a tabela 4.4, que relaciona caracteristicas relevantes nas
curvas de médulo real de cisalhamento e fator de perda com os parametros dos modelos de
DF e GHM que afetam, de forma marcante, essas caracteristicas. Nota-se, de forma clara, que
0 modelo de DF é mais direto em sua funcdo de representante do comportamento
viscoelastico tipico.

Tabela 4.4 - Caracteristicas relevantes e parametros de modelos viscoelasticos

Caracteristica DF GHM Padrdo | GHM Alternativo
assintota inferior de G, G, G, G, i, d
assintota superior de G G, G,, & G,
inclinacdo da regido de transigéo B & i, 5,6
localizag&o da frequéncia de transicao b, p B 9 B S

Uma forma de se reduzir essa menor adequacdo é expandir o componente h(s) dos

modelos GHM, adicionando os chamados pares de p6lo de dissipacdo (GOLLA e HUGHES,

1985). Em outras palavras, acrescentando termos a funcéo dissipacdo. Essa adicdo de termos
transforma h(s) num somatério e influencia as curvas de propriedades dinamicas pelo fato de
gue cada novo termo gera novas curvas com o formato geral das anteriores, porém, face aos
novos parametros (6., B e 8)ou (0, {1, B e &) com caracteristicas particulares. Essas
novas curvas se somam as existentes e alteram o resultado final.

A expansdo de h(s), num modelo GHM padrdo, no dominio de Laplace, pode ser

representada por

_ 0 &, S2+B,S
G(5)=Gp+> — -

- . (4.7.1)
2 S°+B,S+9,
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Abaixo, nas figuras 4.24 e 4.25, sdo mostradas as curvas resultantes do modulo real de
cisalhamento e do fator de perda com um, dois, trés e quatro termos num modelo GHM
padrdo, onde se pode observar no caso do modulo real, os patamares intermediarios gerados
pelos novos termos e as diferencas quanto as inclinagdes das novas curvas. Quanto ao fator de
perda, pode-se observar o aparecimento de novos picos, correspondentes as mudangas de
inclinacdo das curvas de médulo real de cisalhamento. Esses patamares e picos podem ser
manipulados de modo a serem suavizados e gerar curvas muito proximas as curvas

experimentais.

1 termo

[}
L
T
1

......... 2 termUS
—-—-Jtermos
———4 termos

Mddulo Real de Cisalhamento (Pa)

10 10 10 10° 1ot 10° 10°

Freguencia [rad/s]

Figura 4.24 - Influéncia do namero de termos adicionais no modulo real de cisalhamento

1 termao
......... 2 tErmDS ul
——--3termos
———4 termos ||

Fator de Perda

D L 1 11T
10 10 10 10° 10 10 10
Frequencia [radés]

Figura 4.25 - Influéncia do numero de termos adicionais no fator de perda
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Golla e Hughes (1985) afirmam em que uma funcéo dissipacdo h(s) com quatro termos

é relativamente simples. Contudo, haja vista a quantidade de termos e levando-se em conta
que cada termo do somatdrio tem trés pardmetros, com ordens de grandeza bastante distintas
entre si, € de se esperar que, para um ajuste global, ao longo de uma ampla faixa de
frequiéncias, o processo torne-se moroso. Além disso, a obtencao de estimativas iniciais para

0S parametros torna-se ainda mais complicada, isso sem contar o fato de que os termos do
agora somatorio h(s) ndo sdo funcdes ortogonais (GIBSON e MCTAVISH, 1995).

De modo a contornar esses problemas, Gibson e McTavish (1995) propdem, para o
modelo GHM padrdo, uma reducédo de parametros, com o médulo complexo de cisalhamento,
no dominio de Laplace, sendo dado por

5(s)=G, [ 143 FuS +260,8) (4.7.2)
N Hs 2805+, )

onde se assume que todos os valores de ¢, sejam constantes e que os ®, variem de forma
geométrica, sendo &, = a,r**
Comparando-se a expressdo acima com a anterior, observa-se que G,a, =a,,

28,0, =P, e 2 =35, . Portanto, a reducéo de parametros em termos de 3 e & é tal que
up, =+f5, . 0<u<1, (4.7.3)

onde u= P sendo que B e & ficam restritos a série geométrica
Gk

Brt=p,, (4.7.4)

onde r € um novo parametro que indica a razdo geométrica de crescimento do valor de |3 (o
que decorre da relacdo entre & e ﬁ) e k varia a partir de um, indicando o termo adicional em

que B esta inserido.



76

O intervalo do novo pardmetro u, definido acima, é obtido quando se observa, em

conjunto, a equagdo (4.5.10) com o valor de Q_,—>0 e o intervalo imposto

(& 7, B, §)>0.0useja, se p, >\/§, para que se satisfaca a equacgéo (4.7.3), u deve ser
menor que um. Como ambos os parametros devem ser positivos, u necessita ser maior que
zero. Estabelece-se, assim, o intervalo deste novo parametro.

Feita esta reducdo, o modelo GHM passa de 3n+1 pardmetros, no caso padréo
expandido, para n+4 parametros a serem determinados (para n > 1, ja que, caso n seja igual a
1 0 nimero de parametros a serem determinados € n+3), no caso acima, sendo n o nimero de
termos na funcdo dissipacdo h(s). Esses termos sdo conhecidos como termos GHM. Ja o

modelo discutido nessa secdo sera referido como modelo GHM restringido.
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5 METODOS EXPERIMENTAIS E DE MINIMIZACAO

5.1 Transmissibilidades Analitica e Experimental

De modo a relacionar os modelos matematicos de material viscoelastico, expostos nos
capitulos anteriores, com resultados experimentais, considera-se um sistema de um grau de
liberdade, de massa “m”, ligado a uma base rigida através de um elemento flexivel, cuja
flexibilidade provém apenas da parte viscoeldstica do mesmo, como mostrado na figura

5.1(a). Esse elemento apresenta, entdo, a seguinte equacao de rigidez:
k=9G(Q), (5.1.1)
onde k é a rigidez complexa, 8 é um fator dependente do tipo de deformacéo e da forma

geométrica do elemento e possiveis insercbes metalicas e G o mddulo complexo de

cisalhamento do material viscoelastico do elemento.

X(t) m X()
m

k(@) J y() k@Y -X(@Q)
! Y(Q)
I |

Figura 5.1 - Modelo de um grau de liberdade com elemento viscoelastico

(a) (b)

O movimento da base, y(t), é prescrito e assume-se que ele ndo sofre nenhuma
influéncia de retroalimentacéo.
Como, na figura 5.1(b), todas as quantidades envolvidas sdo escritas no dominio da

frequéncia, o equilibrio dindmico do sistema pode ser expresso por

KQ[X(Q)-Y(Q) |=ma?X(Q) . (5.1.2)

Com base nessa equacdo, pode-se escrever a seguinte transmissibilidade
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_X©@) __ k©

_ 28 | (5.1.3)
Y©Q) k(©Q)-mQ

T(Q)

A transmissibilidade complexa T(Q) é uma funcio resposta em frequéncia, que liga a

saida X(Q) & entrada Y(Q) (observe-se que X(Q) e Y(Q) séo as transformadas de Fourier

de x(t) e y(t), respectivamente).

Usando-se a expressao (5.1.1), a equacdo (5.1.3) pode ser reescrita da seguinte forma

G(Q)

S (5.1.4)

T(Q)=

onde o fator my = %

Decorre, entdo, que a funcdo T(Q) sera uma funco analitica da frequéncia e de outros
parametros, dependendo do modelo de material viscoelastico a ser utilizado.

Agora, assume-se que x(t) e y(t) séo digitalmente medidos nos instantes t., i=1,N, onde
N é um numero na forma N=2", sendo n um nUmero inteiro. A partir dessas duas séries

temporais, a transmissibilidade experimental T (©;) pode ser computada como

_ S..(Q.
T.(Q,) = SXY EQ]; . J=1.p, (5.1.5)

onde p é um ndmero inteiro menor ou igual a N/2, QN/ e a frequéncia de Nyquist, S, (€))
2

€ 0 espectro cruzado de poténcia de x(t) e y(t) e S, (Q;) € o auto espectro de poténcia de y(t).

Defina-se, entdo, o vetor de erro complexo €, cujas entradas séo
g =T(Q)-T(Q), j=1p. (5.1.6)
Pode-se, assim, definir uma fungéo objetivo de erro quadratico tal que

f(x)=¢"e, (5.1.7)
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onde X é um vetor que contém os parametros do modelo utilizado para a caracteriza¢do do
material (variaveis de projeto do problema de otimizacéo).

Para derivadas fracionarias, o vetor x é dado por

X" =[G,,G,,b,p]. (5.1.8)

J& para 0 modelo GHM padréo, o vetor X é expresso por

X" =[G,,6,p,8] (5.1.9)

enquanto que para o modelo GHM alternativo tem-se

A

X" =[G_,1,0,B,8]. (5.1.10)

Nas expressdes acima, o indice H significa conjugado transposto, ao passo que o indice
T significa transposto.

Computando-se o vetor x de forma a minimizar f(x), ou seja, de modo que a soma dos
erros quadraticos definida pela expressdo (5.1.7) alcance seu valor minimo, obtém-se os

valores dos parametros materiais na temperatura de ensaio.

5.2 Calculo do fator m,

Nos metodos de ajuste de dados experimentais aos modelos considerados no presente

trabalho, é de suma importancia a obtengéo do fator m,, presente na equacéo (5.1.4). O valor

deste fator e calculado de acordo com o corpo de prova do material viscoelastico, cujo
comportamento dindmico se acredita ser modelado pelo modelo de um grau de liberdade
anteriormente considerado. No presente trabalho, despreza-se a dilatacdo volumétrica de
elementos viscoelasticos.

O corpo de prova empregado consiste, basicamente, de uma massa localizada de forma
central em um suporte vazado, sendo sustentada por dois elementos de material viscoelastico,

que fazem o papel de mola do sistema, em deformacéo por cisalhamento. A figura 5.2 exibe



80

uma vista frontal do corpo de prova, ja com dois acelerémetros posicionados, um no suporte
(base) e outro na massa central.

e

Figura 5.2 - Detalhe do corpo de prova

A érea total de cisalhamento é dada por

A=2le, (5.2.1)

onde o fator 2 multiplica a altura (l) e a espessura (e) pelo motivo de haver dois elementos
viscoelasticos.

Considerando deformagdes muito pequenas, pode-se dizer que a deformacao
cisalhante y de cada elemento é aproximadamente igual a tangente do angulo A, de modo

que

y=tan A =AFI. (5.2.2)

Como a tensdo cisalhante correspondente é dada por

=Gy (5.2.3)

e a tensdo cisalhante média ¢ a razdo da forca aplicada sobre a area, a equacao (5.2.3) pode ser
escrita como

E:Gé. (5.2.4)
A h
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donde resulta que a relacdo entre forca e deslocamento, que determina uma constante de

rigidez, é
k=F_g4 (5.2.5)
Al h
Como da equacéo (5.1.1)
%
3==, 5.2.6
g (5.2.6)

e, por definicdo, m, = % entdo, para o corpo de prova considerado, com dois elementos

viscoelasticos,

mGh mh

_— = 5.2.7
AG 2le ( )

m, = mG _
ok
As medidas dos elementos de elastdbmeros dos corpos de prova, empregados no
levantamento das transmissibilidades experimentais, foram e=16mm, 1=48mm e h=14mm. A
densidade do material utilizado na massa central, qual seja, aco, foi considerada como igual a

7850kg/m3. Assim a massa m foi 0,0844kg e o valor de m, igual a 0,7693kg.

5.3 Obtencéo dos dados experimentais

Os dados experimentais utilizados foram obtidos a partir de ensaios realizados em um
elastbmero comercial, a saber, uma composicdo de borracha butilica. A montagem para
realizacdo dos experimentos € apresentada esquematicamente na figura 5.2. Nela, foram
utilizados dois acelerémetros, um medindo a aceleracdo do suporte (base) e o outro a
aceleracdo da massa central. A razéo entre seus sinais forneceu, entdo, as transmissibilidades
experimentais que foram empregadas na obtengdo de estimativas para os pardmetros dos
modelos.

As medicOes foram realizadas em temperaturas de -20°C a 60°C, com um intervalo de

10°C, em uma faixa de frequéncias de 0 a 2000Hz. O sinal de excita¢do enviado pelo gerador
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de sinais até o excitador, passando pelo amplificador de poténcia, era do tipo chirp, na faixa
de frequéncia ja mencionada. Os sinais de aceleracdo foram processados num analisador de
sinais dinamicos.

Essas medi¢cdes ndo foram executadas durante o curso do presente trabalho, mas durante
o envolvimento anterior do signatario na caracterizacdo dindmica de elastdmeros, junto ao
Grupo de Pesquisa Integrada em Sistemas Vibrantes e Acusticos (PISA), do Laboratério de
Vibracdes e Acustica (LVA) da Universidade Federal de Santa Catarina (UFSC).

~
CAMARA DE TEMPERATURA CONTROLADA
AMALISADOR
DE SINAIS
DINAMICOS
S -
i h, L
>
EXCITADOR > Fﬁ MPLIFICADOR DE e GERADOR DE
[ POTENCIA SINAIS

., ’

Figura 5.3 - Esquema da montagem do experimento dos elastdmeros.

5.4 Caracterizacdo dindmica integrada

As expressoes (3.1.9), (4.2.2) e (4.2.3) fornecem o modulo complexo de cisalhamento,
via modelos de DF e GHM em funcdo da frequéncia. Contudo, como ja visto, além da
frequéncia, a temperatura também é uma importante varidvel ambiental a ser considerada. Dai
a razdo de serem realizados experimentos ndo s6 ao longo da frequéncia, mas também ao
longo de uma série de temperaturas.

Como os efeitos de frequéncia e temperatura podem ser relacionados, utilizando o
principio da superposicdo, o0s materiais viscoelasticos podem ser dinamicamente
caracterizados de forma integrada (LOPES et al., 2004).

Para tanto, sdo incorporados aos modelos de DF e GHM os efeitos de temperatura,

modelados através da equacdo WLF (vide secdo 2). Tem-se, assim,
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G, +G,b[iog (T)Q]B

G(QT)= T+ b fice, (T (DF), (5.4.1)

GQT)=G, + i‘E{ E‘z‘;)(;)]gilgi‘z‘;)(;)f} (GHM padréo), (5.4.2)
e

GO.T) =6, 4 o (MAl+i (GHM alternativo), (5.4.3)

o, (MQF +ipo, (T)Q+5

onde o fator de deslocamento o, é dado pela expresséo (2.4.3).

A transmissibilidade complexa da equacdo (5.1.4) é reescrita em funcdo da frequéncia

e da temperatura como

G(Q,T)

_ - (5.4.4)
G(Q,T)—m,Q

T(Q,T)=

Observando-se as equacdes anteriores percebe-se que as transmissibilidades sdo funcdes

de vérias variaveis. Para os modelos de DF, GHM padrdo e GHM alternativo tem-se, entdo

T(Q,T)=f(QT,G,,G,,b,,B,0,,0,,T,), (5.4.5)

T(Q,T)=f(Q,T,G,,6.p,5,0,,60,,T,), (5.4.6)
(5]

T(Q,T)=f(Q,T,G,,0,01,pB,8,6,0,T,) (5.4.7)

Na sequéncia, define-se a matriz de erro complexa €, cujas entradas sao
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& =T(, T)-T.(2, T, j=Lpek=14, (5.4.8)

onde g é o numero de temperaturas de ensaio.

Pode-se, agora, definir uma nova funcdo objetivo, tal que

£(%) =i{i(ék,-)%é,-k)] (5.4.9)

k=1| j=1

onde o indice C significa conjugado.
O vetor x das varidveis de projeto passa a ser dado, para os modelos de DF, GHM

padrdo e GHM alternativo, por

X" =[G,,G,,by,p.m,.0,,0,,T,], (5.4.10)

X' =[G,,6,p,6,m,,0,,0,,T,], (5.4.11)
€

X" =[G,,0,i,p,6,m,,0,,0,,T,], (5.4.12)

respectivamente.

A minimizacdo de f(x), como definida acima, permite que todas as fungdes
transmissibilidade experimentais sejam utilizadas simultaneamente para a determinagéo
integrada dos parametros materiais finais de um dado elastdmero, incluindo-se aqueles
parametros relativos ao fator de deslocamento o.,. Dessa forma, numa Unica etapa, obtém-se
0s elementos necessarios a caracterizacdo completa do material, que pode ser expressa na

forma gréfica, pelo nomograma de frequéncia reduzida, ou na forma analitica, pelas
expressdes vistas neste capitulo (LOPES et al., 2004; LOPES, 1998).
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5.5 Algoritmos Genéticos (AGS)

A fim de buscar que os modelos estudados fossem ajustados aos dados experimentais de
forma padronizada e, tanto quanto possivel, em igualdade de condicdes, a estimativa inicial
dos pardmetros foi feita através da técnica de algoritmos genéticos, limitando-se a regido de
busca de acordo com as possibilidades de cada modelo, através da técnica de otimizacdo ndo
linear via método Quase-Newton. Obtidos os valores iniciais partiu-se, entdo, para a
minimizacdo das funcbes objetivo correspondentes. Todos os procedimentos foram
implementados através do pacote computacional Toolbox Optmization do MATLAB®.

Algoritmos genéticos sdo algoritmos de procura baseados nos mecanismos de selecdo
natural e genética. A idéia geral consiste em selecionar os individuos mais aptos e combinar,
de forma aleatoria, suas estruturas, para gerar novos individuos. Em cada nova geracao, um
novo conjunto de “criaturas artificiais” (strings) € criado, usando partes dos individuos
anteriores.

Segundo Goldberg (1989), ha quatro grandes diferencas do método dos algoritmos

genéticos para 0s métodos normais de otimizacgdo e procedimentos de procura. Sao eles:

1. AGs trabalham com uma codificacdo do conjunto de parametros, € ndo com 0s
parametros propriamente ditos;

2. AGs procuram por uma populacdo de pontos, ndo apenas por um Unico ponto;

3. AGs usam informacdes diretas da funcdo objetivo, ndo usando derivadas ou outras
informagdes auxiliares;

4. AGs usam regras de transicdo probabilisticas e ndo regras deterministicas.

Um algoritmo genético utiliza trés tipos principais de regras, em cada etapa de criagdo
da proxima geracédo de individuos a partir da populacdo em curso. Esses tipos principais sdo
0S seguintes:

1. Selecdo: seleciona os individuos, chamados pais, que contribuem para formagdo da
populacéo da proxima geracao;
2. Cruzamento (Crossover): combina dois pais, para formar os filhos da préxima
geracéo;
3. Mutacdo: aplica mudancas aleatdrias individuais nos pais, para formar os filhos.
AGs sdo muito eficientes em grandes espagos de busca, por serem algoritmos de busca

aleatorizada, ou seja, utilizam escolhas aleatérias como ferramenta para guiar procedimentos
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de busca altamente explorativos, através do espago dos parametros. Por esse motivo, € uma
técnica que permite que se encontrem Otimos globais de fungdes objetivo que apresentam
muitos 6timos locais (pontos onde a fungdo apresenta valores menores do que em sua Volta,
mas maiores que pontos distantes do espaco de procura). Uma representacdo de funcao desse
tipo é dada na figura 5.4, que mostra a chamada funcéo de Rastringin, onde ocorrem inimeros

minimos locais.

Minimo
Global

Figura 5.4 - Funcdo com multiplos minimos locais (fonte: www.mathworks.com)

No presente trabalho, através de uma curta execucdo do procedimento de algoritmos
genéticos foram obtidos valores proximos a um minimo global. Esses resultados
intermediarios, por meio de uma técnica de otimizagdo ndo-linear, foram refinados,
permitindo que se extraisse 0 melhor de cada técnica. A analise dos resultados finais obtidos
foi feita grafica e analiticamente, através de valores de qualidade de ajuste. O uso combinado
de AGs e otmizacdo ndo-linear foi inspirado em Bavastri et al. (1998), onde se abordou o

projeto 6timo de neutralizadores viscoelasticos de forma semelhante.

5.6 Otimizacao nao linear

Ao realizar o ajuste de curvas da forma combinada, ou hibrida, descrita acima, é
necessario que se use um procedimento de otimizacdo ndo linear para refinar os resultados
intermediarios obtidos pelo método de algoritmos genéticos. Escolheu-se, para realizar esta
tarefa, a rotina fmincon, disponivel no pacote computacional MATLAB®. Essa rotina permite

que se encontre um minimo de uma fungdo objetivo multivariavel, a partir de estimativas
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iniciais dadas, aplicando-se, ainda, limites inferiores e superiores para 0S parametros
procurados. A isto da-se 0 nome de otimizacdo ndo linear restringida.

A rotina fmincon apresenta, isoladamente, algumas limitacoes, tais como obtencdo de
minimos de forma local e necessidade de que a fungéo objetivo seja continua e real.

A fmincon usa um método de programacdo quadratica sequencial (PQS). Neste
método, a funcdo resolve um subproblema de programacdo quadratica (PQ) em cada
iteracdo. Uma aproximacdo realizada na Hessiana da funcdo Lagrangeana é feita a cada
iteracdo, utilizando um método de atualizacdo de Quase-Newton, que no caso da fmincon, é o

método BFGS, cuja formula é dada por

L9 Hegeg H,
09 9eH O,

He=H, : (5.6.1)
onde H é a matriz Hessiana, g, = X,,, — X, e q, = Vf(x,,,) - Vf(x,), sendo x, a solucdo da

funcdo objetivo na iteracédo k.

5.7 Comparacdes entre Modelos e Coeficiente R?2

Os residuos (rd) de um certo ajuste de curva sdo determinados pela diferenca entre os

valores experimentais y e os valores preditos ¥ (obtidos pelo ajuste) em cada ponto (x,y), de

modo que

doy—§. (5.7.1)

Se os residuos aparecem de forma aleatoria € razoavel se supor que o modelo se ajusta
de maneira ndo tendenciosa, enquanto que, ao se darem de forma sistematica, oferecem um
indicativo de que o ajuste pode ser tendencioso.

A figura 5.5 mostra um grafico em que os residuos sdo apresentados como distancias
verticais entre valores experimentais e ajustados, enquanto a figura 5.6 apresenta 0s mesmos

residuos, representados apenas por seus valores.
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Figura 5.5 - Valores experimentais e ajustados com respectivos residuos

Figura 5.6 - Residuos da figura 5.5

A soma quadrética dos valores dos residuos fornece um indicativo da qualidade do
ajuste feito. Quanto menor for o valor dessa soma, melhor é o ajuste obtido. Idealmente ter-
se-ia 0 valor nulo, quando feita a soma dos quadrados dos residuos.

Isso pode ser observado ao se analisar o coeficiente de determinagdo R2. Este

coeficiente, também conhecido como R-quadrado, é definido por

onde SSE é a soma dos quadrados dos residuos e SST ¢é a soma dos quadrados das diferengas

entre os valores experimentais e sua média. Numericamente, tem-se que

SSE = Z(yi _g/i)2 ) (5.7.3)
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SST =Y (y; - 9)° (5.7.4)

<l
Il

%Zyi : (5.7.5)

onde n, aqui € o nimero de pontos experimentais (DRAPER, 1998).

Um valor de R? igual a 1 (um) indica que a curva de ajuste representa os dados
experimentais de forma perfeita. Por outro lado, um valor de R*igual a 0 (zero) indica que a
soma dos quadrados dos residuos é tdo significativa que é comparavel a variancia dos dados
experimentais. Assim quanto menor for o SSE, melhor é o resultado obtido.

Anderson-Sprecher (1994) comenta que 0 R2 ndo tem seu uso bem visto entre 0s
estatisticos. Porém, afirma que ele é valioso, desde que visto como o resultado da comparagéo

entre dois modelos, sendo um o modelo efetivamente empregado e o outro, 0 modelo nulo, ou

seja, a auséncia de modelo. Afirma ainda que o R?, dado pela forma generalizada indicada na
equacao (5.7.2), pode ser utilizado em modelos de regressdo ndo linear, tal como no presente
caso.

Ha que se observar também que, neste trabalho, lida-se com grandezas complexas, o que
implica residuos também complexos. Ja as somas quadraticas das equacfes anteriores Sao
redefinidas como somas de multiplicacbes dos valores envolvidos por seus complexos
conjugados. Assim, a soma dos quadrados dos residuos torna-se a soma dos quadrados dos
valores absolutos das diferencas entre os valores experimentais e os preditos. Ou seja, um
namero real. Isso € consistente com a definicdo de variancia de variaveis aleatorias

complexas, também um namero real (PAPOULLIS, 1984).
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6 APRESENTAQAO DOS RESULTADOS
6.1 Consideracdes Gerais

Os experimentos realizados forneceram, como dados, a transmissibilidade do corpo de
prova em varias temperaturas. Esses dados, por apresentarem uma certa discrepancia nas
frequéncias iniciais e finais, foram tratados, de forma que o ponto inicial utilizado nos ajustes
pertencesse a regido imediatamente fora dessa zona de ndo conformidade. Ou seja, buscou-se
garantir que todos os pontos experimentais tivessem valores de coeréncia iguais ou muito
préximos de 1 (um). Dessa forma, a faixa real de frequéncias estudada foi de 32,5Hz a
1997,5Hz. As temperaturas de ensaio, coletadas a partir do sensor de temperatura localizado
no interior da camara térmica, foram -18,3°C, -10,0°C, 0,3°C, 9,8°C, 20,0°C, 30,0°C, 39,9°C,
50,0°C e 60,2°C.

Como etapa inicial, foram feitos ajustes para cada temperatura individualmente,
utilizando-se, a principio, algoritmos genéticos e refinando-se o resultado intermediario com a
rotina fmincon do MATLAB®. A fim de encurtar o tempo de processamento, orientou-se a
rotina de algoritmo genético a procurar pelos valores 6timos em uma dada regido, limitada por
valores inferiores e superiores que abrangessem as regides de busca de cada modelo, tal como
exposto anteriormente. Na etapa seguinte foi realizado o ajuste simultaneo de dados relativos
a trés temperaturas. Por fim, foram considerados, de forma integrada, os dados de todas as
nove temperaturas.

Quando se considera apenas um ensaio em faixa de frequéncia, em uma unica
temperatura, esses limites da regido de busca, tornam-se de dificil visualizacdo, tanto para o
método baseado em DF, quanto para o0 método baseado em modelos GHM. Sendo assim, 0s
limites aplicados envolvem uma faixa bastante ampla de possiveis valores paramétricos. Ja
para 0s casos de caracterizagdo integrada, os limites empregados para 0 método baseado em
DF sdo mais facilmente obtidos, o que auxilia bastante na convergéncia do ajuste e simplifica
0 processo. Por outro lado, por caracteristicas ja apresentadas, 0 método baseado em modelos
GHM ndo apresenta tanta facilidade em se obter limites tdo restritos, que levem a regides de
busca tdo pequenas quanto as do método via DF.

Na secdo a seguir, sdo apresentados, para os dois métodos, os resultados obtidos para
cada temperatura. Ressalta-se que, para 0 método baseado em modelos GHM, foi feito o
desmembramento em GHM padréo (vide secdo 4.1), GHM alternativo (vide secédo 4.1) e

GHM restringido (vide secdo 4.7). Para cada um desses desmembramentos foram realizados
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ajustes com um e trés termos na funcdo dissipacdo. Feita essa anélise preliminar dos trés tipos
do modelo, foi escolhido apenas um para representar 0 metodo baseado em modelos GHM,
uma vez que os trés modelos nao forneceram resultados significativamente distintos entre si.
As equacOes empregadas explicitam, além dos valores fundamentais dos parametros
proprios dos modelos, também os valores das ordens de grandeza desses pardmetros. Este
procedimento busca considerar todos os pardmetros numa mesma ordem de grandeza, para
que ndo haja diferencas na influéncia de cada um sobre os resultados dos ajustes. Para o

modelo via DF, a equacéo utilizada é

X(l).lOX(5) + [X(Z)_lox(ﬁ)].[X(4).10x(7)j|. |OC-|—(T)Q [x(3)‘1ox(8):|

G(Q!T) = (8)
1+ [x@).107]. iy (1).0 PO

(6.1.1)

Comparando a equagdo (6.1.1) com a equagdo (5.4.1), chega-se a
X(1).100® =G,, x(2).10°® =G,, x(4).10" =b, e x(3).10°® =B

As equacles correspondentes para 0 método baseado nos modelos GHM padrédo e
alternativo sdo apresentadas a seguir, sendo que os modelos aqui mostrados possuem apenas
um termo. Para se visualizar as equacdes com trés termos, basta incluir os termos adicionais.

A equacao para 0 GHM padréo é

[x(21007. o (M.Q° + i (1.0 [x(3)107]
Lo (T).Q 7 + i (T).Q [x(3).107] + [x(4).109]

G(Q,T) = x(1).109 + (6.1.2)

onde seguindo a equagdo (5.4.2) determina-se a relagdo x(1).10® =G,, x(2).10® =4,

X(3).10" =B e x(4).10® =3,

Para o GHM alternativo, a equacéo utilizada tem a forma

[X(Z).]_OXU):I. |O(.T(T)Q _ [X(3).10X(8)]

G(QT) = 100 :
(@T)=x(1) 107+ Lo (T).Q° + o (T).Q [x(4).2019] + [x(5).1047 ]

(6.1.3)

onde x(1).10°® =G_, x(2).1007 =9, x(3).10°® = —{i, x(4).10*® =f e x(5).10°% =§, por

comparacdo com a equacdo (5.4.3).
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Para o modelo GHM restringido, a equacdo apresentada possui trés termos, para

enfatizar suas caracteristicas, de forma que

[x(2209]. o, (T).Q° + ia (T).Q [x(3).10€]

G(Q,T) = x(1).10° + _ :
Lo, (T).Q " + 1o (T).Q .[x(3)_10x(9)]+ x(4).x(3) °.1092

[x(5).10°]. {ocT(T).Q "o (T).Q [X(3)X(6).10¢ ] }
.
‘EXT(T)-Qj+ [ocT(T).Q:[x(S).x(6).1OX(9)] + |<:(4).x(3).x(6)jlox<9)-2 }

[x.109 ], o, M+ For (M. x@x(6).100] ¥
fo-mad+ modx@xer100] + [x@x@x6r ] 100 ¢

(6.1.4)

Comparando a equagéo (6.1.4) com as equagdes (4.7.3), (4.7.4) e (5.4.2) em conjunto,
chega-se a x(1).10? =G, X(2).10® =4, x(3).10® =B,, x(d)=u, x(6)=r,
X(5).10%? =&, e x(7).10™ = @G,.

E importante destacar ainda que a rotina de algoritmos genéticos utilizada, disponivel no
Toolbox Optimization do MATLAB® dispde de algumas opcOes referentes aos seus
procedimentos. Tem-se, a saber, as opc¢des de determinar o tamanho da populacdo, 0 nUmero
de geracdes e os limites para os parametros, de ajustar os critérios de convergéncia e, em
especial, de se realizar um ajuste combinado, ou hibrido, de forma direta. Foram utilizadas
500 geracBes, com uma populacdo de 85 individuos e, como dito anteriormente, a rotina
fmincon como rotina final do método hibrido.

Particularmente, vale comentar que a funcdo mutacdo escolhida foi a
mutationadaptfeasible, sendo que os valores de StallTimeLimit e TolFun foram modificados
para 100 e 107, respectivamente, mantendo-se todas as outras opgdes com os valores padrao
do MATLAB®. A primeira opgéo faz com que o algoritmo pare, se ndo houver melhora de
resultado da funcdo objetivo em tal quantidade de segundos. J& a segunda faz com que o
algoritmo seja executado até que a variacdo acumulada do valor da funcdo objetivo (funcéo

fitness) sobre StallGenLimit (cujo valor padrdo € 50) seja inferior ao valor de TolFun.
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6.2 Resultados para Temperaturas Individuais

Os resultados dos ajustes obtidos para a borracha butilica em cada temperatura séo
apresentados em tabelas e graficos Os valores dos pardmetros e dos indices SSE, SST e R?
encontram-se em tabelas. Ja as curvas de transmissibilidade (modulo ou fase) por frequéncia,
de residuos quadraticos por frequéncia e de residuos (mddulo) por transmissibilidade ajustada
(mddulo) sdo ilustrados em graficos especificos. Como o algoritmo genético é utilizado de
forma truncada, podem ocorrer variaces nos valores obtidos. Nesse caso, tomar-se-a sempre
0 ajuste com os melhores indices alcangados. Como ndo ha variacdo de temperatura, o valor

de o, é sempreigualale b, =b, parao modelo de DF.

6.2.1 Modelo de DF

Os limites inferiores e superiores estabelecidos para os parametros, em forma de
vetores, foram respectivamente, Li=[111118-5-8] e Ls=[1010 91081500].

Os valores obtidos para os parametros na temperatura de -18,3°C sdo relacionados nas
tabelas 6.1 e 6.2.

Tabela 6.1 - Parametros DF -18,3°C
G, (Pa) G, (Pa) § b (s")

3,2601.10° | 1,4369.10° | 4,6720.10" | 1,7803.10°

Tabela 6.2 - Indices DF -18,3°C
SSE SST R2
0,0015212 | 14,9305 | 0,99990

Ja os graficos correspondentes a esse ajuste sdo apresentados na figura 6.1.
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Na sequéncia, de forma similar, sdo apresentados os resultados para as temperaturas de

-10°C a 60,2°C , nas tabelas 6.3 a 6.18 e nas

figuras 6.2 a 6.9, respectivamente

Tabela 6.3 - Parametros DF -10°C

G, (Pa)

G, (Pa) p b (sP)

4,3268.10°

3,1395.10° 4,6426.10" 4,4547.10™

Tabela 6.4 - indices DF -10°C

SSE SST R?

0,0014425 | 49,7533 0,99997




95

16
15 ///\ ,
g 14 / g
L S
213 B
2 a
g 12 8
7] =
§ 1.1 5
= = EXp: &
1 — Ajs.
0.9 : : ) i s ¥
5000 10000 15000 0 5000 10000 15000
Frequéncia (rad/s) Frequéncia (rad/s)
) x 10° (d)
0 8
Exp. i
02 — As. || >
g -0.4 6» " .
© w
o o *e *
g 06 2, ; S
g 08 8 1 -
(‘G e ‘2 o + N :‘
T : 3N & - . :"’Q’M
i 2 Be® 0 o ot ?
0"‘ Val o * "z
-1.2 AR IRN R o o
* * s ‘:0 -
1.4 ‘ : 0 ‘ : :
0 5000 10000 15000 1 1.2 1.4 16 1.8
Frequéncia (rad/s) Transmissibilidade
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-10°C - DF

Tabela 6.5 - Parametros DF 0,3 °C

G, (Pa) G, (Pa) B b (s")

9,4746.10° | 1,9076.10° 5,0653.10" 2,4976.10™

Tabela 6.6 - Indices DF 0,3°C
SSE SST R2
0,004514 | 101,1975 0,99996
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0,3°C - DF

Tabela 6.7 - Parametros DF 9,8°C
G, (Pa) G, (Pa) § b (s")

8,5237.10° | 3,7442.10° 4,9397.10" 7,8924.10°

Tabela 6.8 - Indices DF 9,8°C
SSE SST R2
0,006825 | 135,2603 0,99995
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Figura 6.4 - (a) Transmissibilidades (m6dulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);

Tabela 6.9 - Parametros DF 20°C

G, (Pa)

G, (Pa)

B

b (s")

7,6076.10° | 3,6115.

10°

4,7557.10"

5,9990.10°

Tabela 6.10 - Indices DF 20°C

SSE

SST

R2

0,0075274

162,2893

0,99995




Transmissibilidades

o
n

Fases (radianos)

N
n

]

-
(8]

-

o

Frequéncia (rad/s)

98

Transmissibilidade

(a) x 10 (b)
i = (¢
— Ajs. | &
(=]
0
)
-
o
=
/ O
w
o
3 1
w
by
o
" 1 D "
0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000
Frequéncia (rad/s) Frequencia (rad/s)
(c) (d)
0.015
Exp. ks
P — A [ .
\ g 3
\ » 0.01 + :.’ ’
* P *
\ g ':*";%.,’“ :
\g % z ‘vt . .
o * e : - o -
0.005 "&} . o %
£ 3 .
. o
*
1 Y i D 1 1 1 L
0 5000 10000 15000 0 05 1 1.5 2 25

Figura 6.5 - (a) Transmissibilidades (médulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (modulo);
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Tabela 6.11 - Parametros DF 30°C

G, (Pa)

G, (Pa)

B

b (s)

6,7955.10°

1,2785.10°

4,5849.10*

1,2700.10*

Tabela 6.12 - Indices DF 30°C
SSE SST R2

0,0096097 | 190,8724 [ 0,99995
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(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (modulo);

30°C - DF

Tabela 6.13 - Parametros DF 39,9 °C

G, (Pa)

G, (Pa)

B b (sP)

5,9648.10°

2,9814.10° 4,5248.10" 3,8923.10"

Tabela 6.14 - Indices

DF 39,9°C

SSE SST

R2

0,014898 | 216,5685

0,99993
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Figura 6.7 - (a) Transmissibilidades (médulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);

39,9°C - DF

Tabela 6.15 - Parametros DF 50°C

G, (Pa)

G, (Pa) B

b (s)

5,1388.10°

2,4057.10° 4,3437.10"

3,9886.10"

Tabela 6.16 - Indices DF 50°C

SSE SST R?

0,032334

239,4428

0,99986
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(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (modulo);

50°C - DF

Tabela 6.17 - Parametros DF 60,2°C

G, (Pa) G, (Pa)

P b (s")

4,7177.10° | 5,4096.10°

4,4443.10" 1,1587.10"

Tabela 6.18 - Indices DF 60,2°C

SSE

SST R?

0,089541 | 26

1,3669 | 0,99966
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Observa-se, nos resultados acima, que as étimas impressées visuais dos ajustes estdo em

plena concordancia com os elevados valores do coeficiente R*. Ja os gréficos de residuos n&o

permitem, a principio, nenhuma observagdo mais incisiva e geral. No tocante aos valores dos

pardmetros, verifica-se que G, variou de 3,26.10°Pa (-18,3°C) a 9,47.10°Pa (0,3°C), G, de

2,41.10°Pa (50°C) a 3,74.10°Pa (9,8°C), pde 4,34.10™" (50°C) a 5,07.10™* (0,3°C) e b de

6,00.107°s" (20°C) a 1,78.107°s” (-18,3°C). Em termos de ordem de grandeza, a varia¢io mais

apreciavel foi, portanto, a do parametro b.
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6.2.2 Modelo GHM

Os limites inferiores (Li) e superiores (Ls) empregados para os parametros dos trés tipos
de modelo GHM foram

a) GHM padrdo com trés termos:

Li=[1 1111111111111111111]
Ls=[10101010 10101010101015151515151515151515]

b) GHM padrdo com um termo

Lis[11111111]
Ls=[10 10 10 10 15 15 15 15]

c) GHM alternativo com trés termos

Li=[1-10111-10111-10111 0100010001000]
Ls=[1010101010101010101010101015151515151515151515151515]

d) GHM alternativo com um termo

Li=[1-101 11 01 0 0 0]
Ls=[10 10 10 10 10 15 15 15 15 15]

e) GHM restringido com trés termos

Li=[0,01110,00111100000]
Ls=[100 100 101 100 10 100 10 1010 10 10]

f) GHM restringido com um termo

Li=[0,01110,001 0 0 0 ]
Ls=[100 100 101 1010 10]

Os resultados obtidos para todos os tipos de modelo GHM e seus diferentes nimeros
de termos foram muito semelhantes entre si. Entendeu-se, assim, que a utilizagdo de apenas
um tipo ndo traria maleficios significativos do ponto de vista da presente comparacéo.
Portanto, fez-se a escolha do modelo GHM restringido como aquele a ser utilizado doravante.

Essa escolha se deu devido ao fato de que este modelo apresenta menos parametros a serem
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ajustados, folgando o algoritmo de ajuste, de modo que, quando necessario, se possa fazer a
adigédo de termos GHM em uma maior quantidade, frente aos outros dois modelos.

6.2.2.1 Um Termo GHM

Para as temperaturas de -18,3°C a 60,2°C, sdo apresentados, a seguir, 0s resultados
obtids para 0 modelo GHM restringido com um termo. Esses resultados encontram-se, pela
ordem, nas tabelas 6.19 a 6.36 e nas figuras 6.10 a 6.18.

Tabela 6.19 — Parametros GHM 1 termo -18,3°C
G, (Pa) a (Pa) B (sh) u

7,5536.10" | 2,3773.10° | 8,0659.10° | 1,461.10°"

Tabela 6.20 — Indices GHM 1 termo -18,3°C
SSE SST R2
0,10682 [ 14,9305 | 0,99285
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(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
-18,3°C — GHM 1 termo

Tabela 6.21 — Parametros GHM 1 termo -10°C
G, (Pa) o (Pa) B (sh) u

4,6201.10" | 1,5383.10° | 5,0600.10° | 1,946.10°

Tabela 6.22 — Indices GHM 1 termo -10°C
SSE SST R2
0,36383 | 49,7533 | 0,99269
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(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (modulo);

-10°C — GHM 1 termo

Tabela 6.23 — Parametros GHM 1 termo 0,3°C
G, (Pa) o (Pa) B (sh) u

3,0152.10" | 7,6984.10" | 7,0169.10* | 5,080.10°*

Tabela 6.24 — indices GHM 1 termo 0,3°C
SSE SST R2

0,75475 | 101,1975 | 0,99254
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0,3°C — GHM 1 termo

Tabela 6.25 — Parametros GHM 1 termo 9,8°C

G, (Pa) a (Pa) B (sh) u

1,7991.10" | 4,4735.10" | 1,3455.10° | 1,080.10°°

Tabela 6.26 — indices GHM 1 termo 9,8°C
SSE SST R2
0,84740 | 135,2603 | 0,99374
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Tabela 6.27 — Parametros GHM 1 termo 20°C

G, (Pa)

& (Pa)

B (s u

1,3276.10°

2,4353.10’

8,6603.10" | 1,200.10

Tabela 6.28 — Indices GHm 1 termo 20°C

SSE

SST

R2

0,72348

162,2893

0,99554
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Tabela 6.29 — Parametros GHM 1 termo 30°C

G, (Pa) & (Pa)

B (s u

1,0309.10" | 1,3656.10°

3,4644.10% | 5,400.10°°

Tabela 6.30 —

indices GHM 1 termo 30°C

SSE

SST

R2

0,5479

190,87

24 | 0,99713
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Tabela 6.31 — Pardmetros GHM 1 termo 39,9°C

G, (Pa) a (Pa) B (sh) u

8,1868.10° | 8,1204.10° | 2,2416.10° | 6,130.107

Tabela 6.32 — indices GHM 1 termo 39,9°C
SSE SST R2
0,39871 | 216,5685 | 0,99816
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Figura 6.16 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
39,9°C -GHM 1 termo

Tabela 6.33 — Parametros GHM 1 termo 50°C

G, (Pa)

& (Pa)

B (s

u

6,6978.10°

5,1809.10°

8,2890.10°

9,320.10°

Tabela 6.34 — indices GHM 1 termo 50°C

SSE

SST

R2

0,31891

239,4428

0,99867
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Tabela 6.35 — Pardmetros GHM 1 termo 60,2°C

u

G, (Pa)

a (Pa)

B (s

5,7746.10°

3,4352.10°

6,4117.10*

3.105.10™"

Tabela 6.36 — indices GHM 1 termo 60,2°C

SSE

SST

R2

0,29775

261,3669

0,99886




(a)

(b)

5000 10000

Frequencia (rad/s)

15000

-
Y A .

.

e = (¢ ]
.4 Ais. [{ ¢ 002
S =2
(T
S 3 < 0015
2 3
g 2 w
£ 2 g o001
8 F
17 & 0.005
4
0 . —— o il
0 5000 10000 15000 0
Frequéncia (rad/s)
(c)
05 0.2
0 Exp. |}
[T — Ajs.
- -05¢ 0.15
[o]
3 4} 8
g 3 4
% -15t 2
% o
Sl 0.05 v
25} /:"
\\—\ﬂ: i
3 - - = 0 -
0 5000 10000 15000 0 1

Figura 6.18 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

Frequencia (rad/s)

=
L
Transmissibilidade

4

113

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (modulo);

60,2°C — GHM 1 termo

Nos resultados anteriores, observa-se que a queda geral na impressdo visual dos ajustes

¢ acompanhada por alteragio na terceira casa decimal do coeficiente R*. Os graficos de

residuos quadraticos por frequéncia apresentam algumas evidéncias de relacdo ndo linear

(harménica). Quanto aos valores dos pardmetros, verifica-se a seguinte variagdo: G, de

5,7.10°Pa (60,2°C) a 7,55.10"Pa (-18,3°C), & de 3,44.10°Pa (60,2°C) a 2,38.10°Pa (-

18,3°C), p de 6,41.10°s(60,2°C) a 3,46.10°s™ (30°C) e u de 5,400.10° (30°C) a

5,080.107*. Os pardmetros G, e & decrescem com o aumento da temperatura. Em termos de

ordem de grandeza a variacdo mais expressivaé a de f .
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Os resultados alcancados com o modelo GHM restringido com trés termos, para as

temperaturas de -18,3°C a 60,2°C, sdo apresentados, a seguir, pela ordem, nas tabelas 6.37 a

6.54 e nas figuras 6.19 a 6.27.
Tabela 6.37 — Parametros GHM 3 termos -18,3°C
G, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a4 (Pa) B, (s r u
4,6047.10" | 7,9355.10" | 2,9417.10° | 1,0231.107 | 3,7587.10* | 9,4348 | 3, 318.10°"
Tabela 6.38 — indices GHM 3 termos -18,3°C
SSE SST R2
0,0029449 | 14,9305 | 0,99980
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Figura 6.19 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
-18,3°C — GHM 3 termos



Tabela 6.39 — Pardmetros GHM 3 termos -10°C
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G, (Pa) a4 (Pa) a, (Pa) a;(Pa) B, (s?) r u
1,6955.10" | 3,6468.107 | 4,9133.10" | 2,3936.10° | 4,9278.10* | 6,3430 | 1,922.1™"
Tabela 6.40 — Indices GHM 3 termos -10°C
SSE SST R2
0,0030923 | 49,7533 | 0,99994
(@) x10* (b)
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Figura 6.20 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);

-10°C — GHM 3 termos
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Tabela 6.41 — Parametros GHM 3 termos 0,3°C

G, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a4 (Pa) B, (s r u
3,9156.107 | 1,6789.10° | 6,3637.10° | 1,7310.10° | 4,1276.10" | 1,0762 | 6,110.10°*
Tabela 6.42 — Iindices GHM 3 termos 0,3°C
SSE SST R2

0,012027 | 101,1975| 0,99988
% (a) x 10 (b)
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Figura 6.21 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
0,3°C — GHM 3 termos



Tabela 6.43 — Parametros GHM 3 termos 9,8°C
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G, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a4 (Pa) B, (s r u
1,3960.10" | 1,0908.10" | 5,9229.10" | 6,6817.10% | 9,5191.10* | 10,000 | 1,901.10*
Tabela 6.44 — indices GHM 3 termos 9,8°C
SSE SST R2

0,02111 | 135,2603 | 0,99984
(a) x10* (b)
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Figura 6.22 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);

9,8°C - GHM 3 termos



Tabela 6.45 — Parametros GHM 3 termos 20°C
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G, (Pa) a, (Pa) a,(Pa) a, (Pa) B, (s r u
1,0861.10" | 5,8571.10° | 1,0663.10° | 3,4621.107 | 2,1886.10* | 3,4399 | 3,420.10°*
Tabela 6.46 — indices GHM 3 termos 20°C
SSE SST R2

0,014432 |162,2893 | 0,99991
(a) x 10 (b)
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Figura 6.23 — (a) Transmissibilidades (médulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
20°C — GHM 3 termos



Tabela 6.47 — Parametros GHM 3 termos 30°C
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G, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a4 (Pa) B,(sh) r u
8,7925.10° | 3,4889.10° | 3,6916.10° | 1,8941.107 | 2,0169.10* | 3,4937 | 3,210.10™
Tabela 6.48 — Indices GHM 3 termos 30°C
SSE SST R2

0,015319 |190,8724 | 0,99992
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3 8
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Figura 6.24 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
30°C — GHM 3 termos



Tabela 6.49 — Pardmetros GHM 3 termos 39,9 °C
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G, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a4 (Pa) B, (s r u
5,6605.10° | 2,9468.10° | 2,9675.10° | 1,8490.10" | 3,3679.10* | 10,000 | 1,319.10™
Tabela 6.50 — Indices GHM 3 termos 39,9°C

SSE SST R2
0,0094689 | 216,5685 | 0,99996
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Figura 6.25 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
39,9°C — GHM 3 termos



Tabela 6.51 — Parametros GHM 3 termos 50°C
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G, (Pa)

a, (Pa)

a, (Pa)

a, (Pa)

Bu(s™)

u

5,0037.10°

1,9817.10°

7,7912.10°

6,4004.10°

1,9762.10°

5,3445

5,420.10

Tabela 6.52 — indices GHM 3 termos 50°C

SSE

SST

R2

0,027484

239,4428

0,99989
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Figura 6.26 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,

(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (modulo);
50°C — GHM 3 termos

Tabela 6.53 — Parametros GHM 3 termos 60,2°C

G, (Pa)

a, (Pa)

a, (Pa)

a, (Pa)

B,(s™)

r

u

4,7171.10°

1,2668.10°

1,7048.10°

8,4231.10°

9,4890.10°

10,000

2,467.10™

Tabela 6.54 — indices GHM 3 termos 60,2°C

SSE

SST

R2

0,076553

261,3669

0,99971
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Figura 6.27 — (a) Transmissibilidades (mddulos), (b) Residuos quadraticos,
(c) Transmissibilidades (fases), (d) ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
60,2°C — GHM 3 termos

Nesse caso, a impressio visual dos ajustes e sua concordancia com o coeficiente R* s&o
muito semelhantes ao observado para 0 modelo de DF. Também os residuos ndo permitem
nenhuma constatagdo mais firme de algum comportamento sistematico. Quanto aos valores

dos parametros, observa-se que ocorre uma variagdo dos mesmos, quais sejam, G, de
4,7171.10°Pa  (60,2°C) a 4,6047.10’Pa (-18,3°C), &, de 1,6789.10°Pa (0,3°C) a
7,9355.10'Pa (-18,3°C), &, de 1,0663.10°Pa (20°C) a 6,3637.10°Pa (0,3°C), &, de
6,6817.10°Pa  (9,8°C) a 2,3936.10°Pa (-10°C), f, de 9,4890.10°s™ (60,2°C) a
4,1276.10's™ (0,3°C), r de 1,0762 (0,3) a 10,000 (9,8°C, 39,9°C, 60,2°C) e u de
5,420.107°(50°C) a 3,420.10™" (20°C). Repara-se que os valores de &, possuem grandes

variagfes em termos de ordem de grandeza. Pode-se observar também que r atinge o valor do

limite superior para trés temperaturas.
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6.3 Resultados Obtidos Para Um Conjunto de Trés Temperaturas

Como passo intermediario entre a caracterizacdo dindmica para uma so temperatura e a
caracterizacdo dinamica integrada para um conjunto de nove temperaturas, foi considerada a
caracterizacdo dindmica para um conjunto de trés temperaturas, com espagamento
aproximadamente igual entre elas. As temperaturas escolhidas foram, entdo, -18,3°C, 20°C e
60,2°C (Templ, Temp2 e Temp3, respectivamente). Na figura 6.28 pode ser observado, pelo
wicket plot, que as temperaturas escolhidas estdo téo distribuidas quanto possivel com relacéo
ao maédulo real de cisalhamento.

Além de preparar para a caracterizagdo dindmica completa, visou-se, com este passo,
verificar se um conjunto minimo de dados em temperaturas bem espacadas ja seria suficiente

para uma descricao satisfatoria do comportamento material.

0™} ‘ 1,,,-% .
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10%° v, 30°C
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Fator de perda ao cisalhamento
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{
107 F l“
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10°* PP i et o e
6 7 8
10 10 10 10
Modulo Real de Cisalhamento (Pa)

Figura 6.28 — Wicket plot - borracha butilica

6.3.1 Modelo de DF

Para 0 modelo de derivadas fracionarias, os limites inferiores e superiores utilizados
foram Li=[1 11168 -5-8101 1 min(Temp)] e Ls=[10 10 9107 1000 10 1 10 3
max(Temp)], respectivamente. Os ltimos cinco valores de Li e Ls referem-se aos parametros
0, e sua ordem de grandeza, 6, e sua ordem de grandeza e a temperatura de referéncia T.
(dada em Kelvin). Esses parametros dizem respeito a equacdo WLF, embutida na

minimizagdo. O parametro T. ¢ analisado com base em “Temp”, o valor de temperaturas

escolhidos (também em Kelvin).
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Os dados experimentais, obtidos nas trés temperaturas escolhidas, conduzem aos
parametros e curvas das tabelas 6.55 e 6.56 e figuras 6.29 a 6.31. Na figura 6.32 € apresentada
a comparacao entre o wicket plot experimental e o wicket plot obtido com os parametros do

ajuste.

Tabela 6.55 — Parametros DF 3 temperaturas
G, (Pa) G, (Pa) B b, (s") 0, 0, T: (K)

4,4250.10° | 2,0000.10% | 3,9160.10" | 1,0757.10* | 14,3438 | 202,4647 | 260,2773

Tabela 6.56 — Indices DF 3 temperaturas
SSE SST R2
Templ | 0,22590 14,9305 | 0,98487
Temp2 | 0,13563 | 162,2893 | 0,99916
Temp3 | 0,09072 | 261,3669 | 0,99963
Total 0,44761 | 556,0161 | 0,99918
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Figura 6.29 — Graficos das transmissibilidades (mddulos), Transmissibilidades (fases),

Residuos quadraticos, ResiduosXTransmissibilidade ajustada (mddulo);
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Figura 6.32 - Wicket plot experimental e ajustado — DF 3 temperaturas

Observa-se que 0s ajustes a 20°C e a 60,2°C se mostram apreciaveis, tanto
visualmente, quanto pelo R?. Ja a -18,3°C, ocorre alguma discrepancia visual, corroborada

pelo R?. Quanto aos residuos, pode-se notar que se apresentam mais destacadamente em
torno dos picos das curvas de transmissibilidade (modulo). O wicket plot obtido com o0s
parametros ajustados mostra uma forma semelhante ao obtido através dos dados

experimentais.

6.3.2 Modelo GHM

S&o apresentados, nesta secdo, os resultados obtidos com o modelo GHM, utilizando-se
trés temperaturas. Inicialmente, para estabelecer uma igualdade quanto ao numero de
pardmetros com relacdo ao modelo DF, foi feito um ajuste com um termo GHM. Em seguida,
foi feito um ajuste com trés termos GHM, sendo este um nimero de termos bastante
encontrado na literatura. Posteriormente, deu-se um salto consideravel, fazendo um ajuste
com sete termos GHM. Tentou-se, nesse Ultimo ajuste, obter uma melhora significativa de
modo a encontrar um numero de termos GHM para o qual esse modelo se equipararia, em

resultados, ao modelo de DF.
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6.3.2.1 Um Termo GHM

Para 0 modelo GHM de um termo apenas, os limites inferiores e superiores utilizados
foramLi=[1 1 10001 57 010 1 1min(Temp)]eLs=[101010 1 7101010 110 3
max(Temp)], respectivamente. Como no caso anterior, os ultimos cinco valores de Li e Ls
referem-se & 6, e sua ordem de grandeza, 6, e sua ordem de grandeza e a temperatura de
referéncia, sendo “Temp” o vetor de temperaturas escolhidas.

Os dados experimentais, obtidos nas trés temperaturas escolhidas, conduzem aos

parametros e curvas das tabelas 6.57 e 6.58 e figuras de 6.33 a 6.36.

Tabela 6.57 — Parametros GHM 1 termo 3 temperaturas

G, (Pa) a, (Pa) B, (s™) u 6, 0, T: (K)

6,4085.10° | 2,0838.10° | 1,1011.10° | 8,200.10° |6,1218 | 277,9612 | 292,6387

Tabela 6.58 — Indices GHM 1 termo 3 temperaturas
SSE SST R2
Temp 1 0,65273 14,9305 | 0,95628

Temp2 71,2165 162,2893 | 0,56118
Temp3 1,2825 261,3669 | 0,99509

Total 73,1517 556,0161 | 0,86844
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Figura 6.33 — Graficos das transmissibilidades (médulos), Transmissibilidades (fases),

Residuos quadraticos, ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);

GHM 1 termo 3 temperaturas
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Figura 6.35 — Nomograma de frequéncia reduzida — GHM 1 termo 3 temperaturas



Fator de perda ao cisalhamento

131

111l
10

111l
10°

Mddulo real de cisalhamento (Pa)

10

a
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Nesse ajuste os resultados deixam a desejar, particularmente na temperatura de 20°C,

em que sdo bastante insatisfatorios. Os residuos mantém-se elevados no entorno do pico das

transmissibilidades (mddulo). Observa-se que o wicket plot obtido com os parametros

ajustados se apresenta bastante deslocado com relacéo ao wicket plot experimental.

6.3.2.2 Trés Termos GHM

No modelo GHM de trés termos, foram utilizados os limites inferiores e superiores:
Li=[11 1000111 10000520 11min(Temp)] e Ls=[10100 10 1 100 10100 10

10 10 10 7 10 1 10 3 max(Temp)], respectivamente. Aplicam-se 0s comentarios ja feitos nos

casos anteriores.

As tabelas 6.59 e 6.60 relacionam, respectivamente, os parametros e indices obtidos. Ja

as figuras 6.37 a 6.40 ilustram as curvas correspondentes.

Tabela 6.59 — Parametros GHM 3 termos 3 temperaturas

G, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa)
6,2534.10° 9,9028.10° | 6,9802.10° 1,7943.10°

O u A 0, T: (K)
1,1036.10° | 10 4,051.10" 14,9837 | 413,7779 | 264,5366
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Tabela 6.60 — Indices GHM 3 termos 3 temperaturas

SSE SST R?
Temp 1 0,50950 14,9305 | 0,96588
Temp2 0,80202 162,2893 | 0,99506
Temp3 0,82133 261,3669 | 0,99686
Total 2,1328 556,0161 | 0,99616
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Figura 6.40 - Wicket plot experimental e ajustado — GHM 3 termos 3 temperaturas

Os ajustes se mostram melhores do que no modelo GHM de um termo, mas ainda nao se
equiparam aos obtidos via modelo de DF. Chama a atencdo, no nomograma de frequéncia
reduzida, os dois patamares na curva de médulo real de cisalhamento e 0s dois picos na curva
de fator de perda. Isso indica que, esse material teria duas regifes de transicdo, o que ndo
condiz com o comportamento tipico da borracha butilica, como se observa no Apéndice II,
elaborado com, base em Jones (2001). Essas regides podem ser observadas também no wicket
plot obtido com os parametros ajustados, porém o comportamento do material ndo é este
guando se observa o wicket plot obtido com os dados experimentais. Com relacdo aos
residuos, percebe-se que mantém-se elevados em torno dos picos de transmissibilidade
(mddulo).

6.3.2.3 Sete Termos GHM

Os limites inferiores e superiores empregados foram, respectivamente, com as
observagdes ja feitas, Li=[1110,0011111 11100000000 51011 min(Temp)] e
Ls=[10 100 10 1 100 10 100 100 100 100 100 10 10 10 10 101010107 101103
max(Temp)].

Para esse caso, apresenta-se dois resultados. O primeiro, mostrado nas tabelas 6.61 e
6.62 e figuras 6.41 a 6.44, ocorre mais frequentemente, e suas curvas de propriedades
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dindmicas ndo condizem com o real comportamento do material, apresentando anomalias
(patamares no mddulo real dindmico e picos extras no fator de perda) no modulo real de
cisalhamento e no fator de perda no nomograma de frequéncia reduzida. O segundo, exibido
nas tabelas 6.63 e 6.4 e figuras 6.45 a 6.48, ndo apresenta esse comportamento anémalo nas
propriedades, aparentando ter se aproximado de um minimo global, porém, é visto e
comentado que se trata apenas de um resultado possivel que, apesar de ndo apresentar essas
discrepancias nas curvas dinamicas, ndo fornece valores coerentes com o comportamento real

do material ensaiado.

Tabela 6.61 — Parametros GHM 7 termos 3 temperaturas

G, (Pa) B, (s7) r u 0, 0,
6,3907.10° | 1,4263.10* 1,9448 9,048.107t | 13,6039 553,4489
a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) T: (K)
8,2525.10°| 2,2213.10° 9,4330.10° | 1,5413.10° 319,5206

&, (Pa) &, (Pa) &, (Pa)
2,4161.10° 1,6728.10° 1,4137.10°

Tabela 6.62 — Indices GHM 7 termos 3 temperaturas

SSE SST R?
Temp 1 0,10075 14,9305 | 0,99325
Temp2 | 0,050915 | 162,2893 | 0,99969
Temp3 0,17371 261,3669 | 0,99934
Total 0,32537 556,0161 | 0,99941
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Os resultados visuais e numericos se mostram melhores que os resultados obtidos com
trés termos e pelo modelo de DF. O nomograma de frequéncia reduzida apresenta curvas

andmalas, tendo deformagfes no médulo real e principalmente um grande anti-pico no fator
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de perda. A curva do wicket plot dos ajustes experimentais representa um material com mais

de uma regido de transicéo, o que ndo condiz com o comportamento da borracha butilica.

Tabela 6.63 — Parametros GHM 7 termos 3 temperaturas (2)

G, (Pa) B, (s r u 6, 0,
7,0000.10° | 5,0000.10° 5,1250 1,8300.1072 10 481,2500
a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) T: (K)
5,8315.10°| 3,5790.10° 6,5000.10° | 2,0000.10° 263,8500
a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa)
7,7370.10° 7,7023.10° 6,6000.10°

Tabela 6.64 — Indices GHM 7 termos 3 temperaturas (2)

SSE SST R2
Temp 1l | 0,067887 14,9305 | 0,99545
Temp2 | 0,055248 | 162,2893 | 0,99966
Temp3 0,31028 261,3669 | 0,99881
Total 0,43341 556,0161 | 0,99922
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Residuos quadraticos, ResiduosXTransmissibilidade ajustada (médulo);
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Visualmente e numericamente, os resultados obtidos séo equivalentes aos obtidos no
modelo de DF. Quando se observa o0 nomograma de frequéncia reduzida, percebe-se que, para
esse ajuste, ndo se obteve patamares intermediarios no modulo real de cisalhamento, nem
picos extras no fator de perda. O wicket plot feito com os parametros ajustados fornece uma

curva bastante diferente da curva do wicket plot experimental, mas, diferentemente do ajuste
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anterior, aponta a existéncia de apenas uma regido de transicdo. Esse ajuste parece se
aproximar de um 6timo global para os pardmetros do modelo GHM, porém, pelos valores
observados no nomograma de frequéncia reduzida e no wicket plot, pode-se perceber que se
trata de um resultado ndo condizente com as propriedades tipicas da borracha butilica,
observadas em Jones (2001) e reproduzidas no apéndice 1l desta dissertagdo. Ou seja, apesar
de se obter um melhor ajuste, ndo é possivel chegar a conclusdo de que um minimo global foi
alcancado. Cabe aqui destacar que isso pode indicar haver a possibilidade de se aprimorar as
estimativas iniciais e/ou as regides de busca. Ou, simplesmente, que a possibilidade de se
obter ajustes numérica e visualmente bons ndo garanta a descri¢do correta das propriedades

dinamicas do material.

6.4 Resultados Obtidos Para Um Conjunto de Nove Temperaturas

A caracterizacdo dindmica integrada nas nove temperaturas de ensaio foi o passo final
dado neste trabalho. Basicamente foi seguido o mesmo procedimento aplicado a
caracterizagdo com trés temperaturas, sendo utilizados os mesmos limites superiores e
inferiores, as mesmas opcdes de algoritmo genético e extraidos 0s mesmos parametros e
curvas. Os resultados, dispostos em ordem crescente de temperatura, sdo apresentados na

sequéncia.

6.4.1 Modelo de DF

Para 0 modelo de derivadas fracionarias, os limites inferiores e superiores utilizados
foram Li=[111168-5-81011min(Temp)] e Ls=[10 10 9107 1000101 10 3
max(Temp)], respectivamente. Os ultimos cinco valores de Li e Ls referem-se a 6, e sua
ordem de grandeza, 0, e sua ordem de grandeza e a temperatura de referéncia T. (dada em
Kelvin). Sendo “Temp” o vetor de temperaturas. Recorda-se que 6,, 6, e T. sdo parametros

da equacdo WLF, embutida na minimizacéo.

Os resultados sdo apresentados nas tabelas 6.65 e 6.66 e figuras 6.49 a 6.55.



Figura 6.65 — Parametros DF 9 temperaturas
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Figura 6.66 — indices DF 9 temperaturas

SSE SST R?

Templ | 0,27343 14,9305 | 0,98169
Temp2 | 1,42130 49,7533 | 0,97143
Temp3 | 1,78020 | 101,1975 | 0,98241
Tempd | 1,69490 | 135,2603 | 0,98747
Temp5 | 0,36572 | 162,2893 | 0,99775
Temp6 | 2,78180 | 190,8724 | 0,98543
Temp7 | 3,56060 | 216,5685 | 0,98356
Temp8 | 0,84403 | 239,4428 | 0,99648
Temp9 | 1,89860 | 261,3669 | 0,99274

Total 14,6206 | 1626,106 | 0,99101
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Figura 6.51 — Residuos quadraticos — DF 9 temperaturas
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Figura 6.55 - Wicket plot experimental e ajustado — DF 9 temperaturas

Observa-se que visualmente as transmissibilidades (mddulo) apresentam um ajuste

razoavel. Isso pode ser visto numericamente pelo coeficiente R?, sendo que o pior ajuste se
da para a temperatura de -10°C e 0 melhor para a temperatura de 50°C. As fases, com excecao
da regido de frequéncias mais altas para as temperaturas mais baixas, se mostram muito bem
ajustadas e os erros continuam se apresentando de forma mais expressiva na regiao em torno
dos picos de transmissibilidade (mddulo). O wicket plot obtido através dos paramtros
ajustados apresenta um fator de perda maximo abaixo do valor da curva do wicket plot
experimental, e parece apontar para um moduo real de cisalhamento superior um pouco

menor do que indicam os dados experimentais.

6.4.2 Modelo GHM

6.4.2.1 Um Termo GHM

Para 0 modelo GHM de um termo apenas, os limites inferiores e superiores utilizados
foramLi=[1 1 10.001 57 01 0 1 1min(Temp)]eLs=[101010 1 7101010 110 3
max(Temp)], respectivamente. Valem, novamente, as observacdes ja feitas para Li e Ls.

Os resultados correspondentes sao apresentados nas tabelas 6.67 e 6.68 e figuras 6.56 a
6.62.



Tabela 6.67 — Parametros GHM 1 termo 9 temperaturas
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G, (Pa) a, (Pa) B, (s™) u 6, 0, T: (K)
7,0567.10° | 1,5440.10° 1,3296.10° | 1,2960.107" |5,2004 | 211,3951 | 274,3242
Tabela 6.68 — Indices GHM 1 termo 9 temperaturas

SSE SST R?
Templ 11,6265 14,9305 | 0,22129
Temp2 4,6397 49,7533 | 0,90675
Temp3 | 35,4779 | 101,1975 | 0,64942
Tempd | 54,9923 | 135,2603 | 0,59343
TempS | 64,3103 | 162,2893 | 0,60373
Temp6 | 68,3123 | 190,8724 | 0,64210
Temp7 | 50,7187 | 216,5685 | 0,76581
Temp8 | 11,5761 | 239,4428 | 0,95165
Temp9 | 32,4250 | 261,3669 | 0,87594
Total 334,0788 | 1626,106 | 0,79455
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Figura 6.56 — Transmissibilidades (mdédulo) — GHM 1 termo 9 temperaturas
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149

Residuos

Residuos

oD

Residuos

0.4 0.8
e 03 06
e m I
o )
] E]
Z 02 Z 04
2 8
o i
0.1 0.2
1] 0
1.5 2 25 1 11 12 13 14 15 [k} 03 1 11 1z
Transmissibilidade Transmissibilidade Transmissibilidade
15 2
“, 15 T,
g 1 ", g o ‘.,
= *, ¥ ‘0. 0‘
2 * 2 4 "
g g :
o 04b o s
0.5 i
o
il e
0 ]
0.6 0.8 1 12 1.4 0 o0& 1 145 1] 0s 1 15 2
Transmissibilidade Transmissibilidade Transmissibilidade
158 3
ey
-t b . + 1
" + g 1 w * + g2 ‘.,
. + = . s 3
¥ K 2 Lt iy = . o
ot - & 05 et e &1 e
- ot * g
st L Lot
P had 0 e ob b4+ i] st +
0s 1 148 2 28 i} 1 2 3 4 0 1 2 3 4 5
Transmigsibilidade Transmissibilidade Transmissibilidade

Figura 6.59 — ResiduosXTransmissibilidade ajustada (mddulo)

GHM 1 termo 9 temperaturas

Fator de deslocamento

2
10 1 1 1 1 1 1 1 1
250 260 270 280 2590 300 30 320 330 340
Temperatura ()

Figura 6.60 — Fator de deslocamento — GHM 1 termo 9 temperaturas



150

Termperatura (K

10° g ST 310
10 F S
g " o J10°
[ 1 i
= iy
2 S J0'E
o 1} I e sy
: =
% i 410° E
&'k
= F
2 f 1 ,
st 410
= o'k E
il i
“ID 1 1 1 1 D
10 10° 10° 10t 10° 10g

Frequéncia Reduzida (Hz)

Figura 6.61 — Nomograma de Frequéncia Reduzida — GHM 1 termo 9 temperaturas

10 , :
. . +  Eup
* - s
i — Ajs ]
*
=
=
i}
gm F =
=
(1
2
(&}
o
[1:3
1
_
=
=
@ g
= 0k |
& ]
=
b *
i *
2
1D L 1 | telid S e B e £ | 1 1 [ T N B | 1 1 [ N N B 1
10° 1 10° 10

Madulo real de cisalhamento (Pa)
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Os resultados visuais e os valores dos coeficientes se apresentam muito piores do que 0s
obtidos no modelo de DF. Os residuos sdo bastante expressivos proximos aos picos de
transmissibilidade (m6dulo) e o wicket plot obtido com os parametros ajustados mostra uma
curva com valores de fator de perda bem maiores do que os valores obtidos na curva do

wicket plot experimental. Os valores de fator de perda observados no nomograma de
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frequéncia reduzida ndo condizem com as propriedades tipicas do material, como pode ser
visto no apéndice I1.

6.4.2.2 Trés Termos GHM

No modelo GHM de trés termos, foram utilizados os seguintes limites inferiores e
superiores: Li=[11 10,001 11 1000 0510 11min(Temp)] e Ls=[10100 10 1
100 10 100 10 10 10 10 7 10 1 10 3 max(Temp)], respectivamente.

Os resultados associados sdo apresentados nas tabelas 6.69 e 6.70 e figuras de 6.63 a
6.69.

Tabela 6.69 — Parametros GHM 3 termos 9 temperaturas

G, (Pa) a, (Pa) &, (Pa) &, (Pa)
6,5630.10° 9,1522.10° 9,8599.10° 1,4941.10°

B, (s™) r u 0, 0, Te (K)

5,6719.103 10 1,053.10° 10,9012 | 246,6382 254,85

Tabela 6.70 — Indices GHM 3 termos 9 temperaturas
SSE SST R?
Templ | 9,7096 14,9305 | 0,34968
Temp2 2,1451 49,7533 | 0,95688
Temp3 | 11,9678 | 101,1975 | 0,88174
Temp4 8,5392 135,2603 | 0,93687
Temp5 4,3246 162,2893 | 0,97335
Temp6 | 18,2889 | 190,8724 | 0,90418
Temp7 | 32,6167 | 216,5685 | 0,84939
Temp8 | 15,6243 | 239,4428 | 0,93475
Temp9 | 9,6486 | 261,3669 | 0,96308
Total 112,8648 | 1626,106 | 0,93059
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Figura 6.63 — Transmissibilidades (modulo) — GHM 3 termos 9 temperaturas
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Figura 6.69 - Wicket plot experimental e ajustado — GHM 3 termos 9 temperaturas

Esse ajuste apresentou curvas e indices ainda um pouco distantes dos resultados
obtidos com 0 modelo de DF, porém, com uma melhora significativa com relacdo ao modelo
GHM de um termo. Observa-se no nomograma de frequéncia reduzida uma curva de fator de
perda com valores extremamente reduzidos (menores que 0,01), ndo caracteristicos da
borracha butilica nas frequéncias e temperaturas correspondentes. A figura 6.69 apresenta a
curva do wicket plot obtido com os parametros ajustados, indicando a existéncia de duas
regides de transicdo. Mas, vale ressaltar que, o wicket plot ajustado se aproxima bastante do

experimental quando comparado aos wicket plot obtidos via DF e GHM de um termo.

6.4.2.3 Sete Termos GHM

Os limites inferiores e superiores empregados, foram respectivamente
Li=[1110,00111111110000000051011 min(Temp)] e Ls=[10100 101 100
10 100 100 100 100 10010101010101010107 101 10 3 max(Temp)];
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Tabela 6.71 — Parametros GHM 7 termos 9 temperaturas

G, (Pa) B, (s r u 6, 0,

6,6914.10° | 1,0666.10° 3,5857 0,9367 | 49,4112 1,6262.10°

a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa) T: (K)
3,0939.10°| 3,4241.10° | 6,4191.10° 1,7437.107 293,48
a, (Pa) a, (Pa) a, (Pa)
9,1078.10’ 6,3994.10° 1,6514.10*

Tabela 6.72 — Indices GHM 7 termos 9 temperaturas
SSE SST R2
Templ | 0,12379 14,9305 | 0,99171
Temp2 | 0,00685 49,7533 | 0,99986
Temp3 | 0,28375 | 101,1975 | 0,99720
Temp4 | 0,39261 | 135,2603 | 0,99710
Temp5 | 0,36810 | 162,2893 | 0,99773
Temp6 | 0,61939 | 190,8724 | 0,97675
Temp7 | 0,33618 | 216,5685 | 0,99845
Temp8 | 0,07141 | 239,4428 | 0,99970
Temp9 0,1854 261,3669 | 0,99929
Total 2,3875 | 1626,106 | 0,99853
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Figura 6.76 - Wicket plot experimental e ajustado — GHM 7 termos 9 temperaturas

O ajuste com 7 termos GHM em 9 temperaturas ndo apresentou robustez alguma, por
vezes conseguiu-se resultados ruins e por outras resultados muito bons. Apesar de se obter um
ajuste de transmissibilidades excelente, as curvas das propriedades dindmicas sdo andémalas.
Quanto ao resultado apresentado observa-se que os indices obtidos sdo muito melhores que 0s
obtidos no modelo de DF, porém, o nomograma de frequéncia reduzida, apresenta patamares
no modulo real de cisalhamento e varios picos extras no fator de perda que indicam a
presenca de mais de uma regido de transicdo. A curva do wicket plot obtido através dos
parametros ajustados também apresenta muitos picos, 0 que ndo condiz com as propriedades

dindmicas tipicas do material em questao.
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7 CONCLUSAO

7.1 Comentarios Finais

O controle de vibracGes e ruidos utilizando materiais viscoelasticos é comumente
empregado e requer, para fins de projeto, que se conhegcam as propriedades dinamicas do
material. Para tanto, modela-se matematicamente o elastbmero e buscam-se parametros de
modelos matematicos que expliquem, satisfatoriamente, o comportamento desse material,
descrevendo-o através das curvas de modulo dinamico e fator de perda. Nesse processo, dados
experimentais relativos ao elastdmero sdo empregados.

Foram investigados os modelos GHM e via célculo fracionario, com a utilizacdo da
equacdo WLF para obtencdo dos fatores de deslocamento em frequéncia. Os decorrentes
resultados foram apresentados numeérica e graficamente. O estudo desses modelos foi feito de
forma imparcial, procurando-se dar igualdade de condicdes, a fim de que os resultados finais
obtidos ndo fossem tendenciosos. Para tanto, empregou-se 0 método dos algoritmos genéticos,
que proporciona uma estimativa inicial mais eficaz relativa ao modelo GHM, tendo em vista
que a regido de busca dos parametros deste se mostrou muito ampla. O tempo computacional
ndo € citado, pois este varia muito de acordo com as estimativas iniciais encontradas pelo
método de algoritmos genéticos, principalmente para o caso do modelo GHM.

Os resultados obtidos aprofundam as informagOes encontradas na revisao
bibliografica. O estudo da influéncia de cada parametro para cada modelo mostra, logo de
saida, uma pequena vantagem a favor do modelo via DF com relacdo ao modelo GHM, em
funcdo da possibilidade de mudanga na inclinagdo do modulo dindmico (real) na regido de
transicédo e, simultaneamente, da alteracdo de magnitude do pico do fator de perda.

Os ajustes feitos em uma temperatura mostram que varios valores de parametro
diferentes sdo obtidos, indicando que uma Unica temperatura é insuficiente para que se tenha
um ajuste amplo, embora os resultados para os dois modelos sejam satisfatérios para a
temperatura em que o ajuste € realizado. Observou-se também que o método GHM necessitou
de mais termos para que os resultados dos ajustes se equiparassem aos obtidos via DF.

O ajuste com trés temperaturas serviu como um passo intermediério de investigacdo
dos algoritmos computacionais e também como uma analise da possibilidade do uso de um

numero menor de temperaturas na caracterizacdo integrada.
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Por fim, o ajuste com nove temperaturas utilizou todos os dados experimentais
extraidos. Entende-se que ele, por ser o mais completo, é o que fornece resultados mais
confiaveis. Como forma de comparacao entre os modelos, foi proposta uma analise numeérica,
0 que €, de certa forma, uma distingdo deste com relacdo a outros trabalhos, que apresentam,
via de regra, uma anéalise simplesmente gréfica ou visual.

Na comparacdo direta entre os modelos, algumas foram as observacdes feitas no
transcorrer desta dissertacdo, podendo-se observar alguns detalhes relativos a programacao e
aos resultados. Primeiramente, o fato de o GHM ter parametros sem um significado fisico
imediato evidencia uma dificuldade em limitar uma regido de busca de valores. O uso deste
modelo em sua forma mais simples ndo fornece bons resultados, face a auséncia de controle
sobre a inclinacéo da regido de transicdo no médulo real dinamico.

O emprego de mais termos pode gerar bons ajustes, quando vistas as
transmissibilidades ajustadas. Porém, as curvas de fator de perda e médulo real, representadas
no nomograma de frequéncia reduzida, mostram deformidades que ndo correspondem as
propriedades tipicas do material. Essas propriedades sdo conhecidas por experiéncia e
também da literatura. Ainda com relacdo a adicdo de termos, é valido lembrar que o método
via derivadas fracionarias também apresenta esta possibilidade, o que ndo foi empregado
nesta dissertacao por ser desnecessario.

A firma-se na literatura (BARBOSA e BATTISTA, 2000; TRINDADE e ALMEIDA,
2006) que, normalmente, 0 modelo GHM representa muito bem as variacdes das propriedades
do material viscoelastico com relacdo a frequéncia em uma temperatura constante. 1sso
acontece, de fato, em ajustes feitos com temperaturas fixas, onde o modelo GHM se
equiparou ao modelo de calculo fracionario, porém, requerendo trés termos GHM. Com a
adicdo de temperaturas, um nimero maior de termos é necessario, sendo que ocorre uma
melhora quanto aos resultados obtidos quando o nimero de termos GHM é maior.

Nota-se que 0 emprego de sete termos GHM foi razoavelmente suficiente. Isso gerou
um total de vinte e cinco parametros a serem otimizados, enquanto que 0 modelo de DF
necessitou de treze (esses numeros incluem os parametros do modelo e suas ordens de
grandeza, bem como os parametros da equacdo WLF). Ainda assim, muitas vezes, 0 modelo
de DF apresenta resultados um pouco melhores, no tocante a qualidade das curvas ajustadas.

Entende-se, a partir dos resultados oferecidos por este trabalho, que o modelo GHM,
de particular conveniéncia para o uso em elementos finitos, ndo apresenta na caracterizagéo

dindmica ampla a mesma adequagéo que o modelo de DF.
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7.2 Sugestdes para Trabalhos Futuros

Espera-se que esse trabalho sirva como base para futuras investigaces sobre modelos
de caracterizacdo dindmica de elastdmeros, tanto via DF quanto, principalmente, via GHM.

Sugere-se, para estudos futuros, que sejam feitas investigacOes para outros elastdomeros,
andlise de como se d& a influéncia de cada parametro para mais de um termo nos dois
modelos e a realizacdo de ajustes ponderados, em que se estabeleca um critério que possibilite
dar maior peso aos pontos onde 0s residuos sdo maiores.

Também pode ser interessante a realizacdo de uma analise mais aprofundada no uso de
algoritmos genéticos e a utilizacdo de outros algoritmos de otimizacdo global para a

caracterizacgdo integrada.
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APENDICE |
MODELAGEM DE UM SISTEMA DE UM GRAU DE
LIBERDADE (GDL) VIA GHM

I.1. Descrigdo via GHM padréo

Para um sistema massa-mola de 1 gdl, com uma forca aplicada na massa e uma mola

viscoelastica, a equacdo de movimento no dominio de Laplace pode ser escrita como
{s"™™ +[G, +h(s)IK }q(s) =f(s)+M (sq, +0,) , (1.1.2)

sendo g a coordenada de deslocamento, f a forca aplicada, M a massa do sistema e K a rigidez
normalizada com relagdo ao modulo complexo de cisalhamento. As constantes g,e ¢, Sdo as
condicdes iniciais.

Visando o uso da abordagem GHM, Friswell et al. (1997) propdem, de imediato, a
introducdo de um segundo gdl, z, para produzir um sistema de equacfes de movimento de

segunda ordem, de onde aequacéo (1.1.1) e a equacao

as’ +79s

G+ES:G +—-,
o TN =G, s° +Ps+0o

(1.1.2)

possam ser recuperadas com a eliminacédo desse gdl auxiliar.

O sistema proposto fica, entdo, sob a forma

M G| ~|D dilgq| /K k f(t
m q +B q +9 a0 : (1.1.3)
m 1|2 d 1]z k 1|z 0
onde os parametros M, D, K, m, d e k devem estar disponiveis para garantir que a equagéo

(1.1.3) contenha as equacdes (1.1.1) e (1.1.2).

A transformada de Laplace da equacéo (1.1.3) leva a
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Ms? +BDs+ 8K ms? + Bds + ok {q(s)}_{f(s)}{M m}{sqﬁqo}rﬁ[D d}{qo}
ms? +Bds+8k  s*+Ps+8  |LZ(S) 0 m 1 ][sz,+2, d 1]z
(1.1.4)

sendo que z, e z, sdo as condicdes iniciais do gdl extra, cujos valores, sustentam Friswell et

al. (1997), podem ser escolhidos de forma arbitréria.

A equacdo matricial (1.1.4) pode ser expandida, formando o sistema

Ms? +BDs+8K q(s)+ ms?+Pds+8k z(s) = f(s) + M(sq, +,) + m(SZ, +2,) +pDa, +pdz,
ms? +Bds+k q(s)+ s’ +Bs+o z(s)= m(sq, +d,) + (52, +2,) +pdq, +Pz,

(1.1.5)

A segunda equacdo de (I.1.5) fornece uma expressdo para a coordenada adicional z,

denominada coordenada dissipativa, no dominio de Laplace, tal que

2 A S 1, + P 2o+
msz+[3Ads +A6k 46) + (ma, +2,)s+ (zani + BE’% +2,+PB7,) _ (1.1.6)
s +Bs+0 $"+ps+o

z(s)=-

Observa-se que, face a forma da equacdo (1.1.3), o denominador da equacdo (1.1.6)
corresponde aquele da equacéo (1.1.2).

Friswell et al. (1997) afirmam que o segundo termo a direita na equacdo (I.1.6) é
problematico. Por conta disso, 0 que se faz é arbitrar condi¢es iniciais para z, de forma tal

gue esse segundo termo se anule. 1sso é realizado fazendo-se

Z, =—Mmq, (1.1.7)

2, =-md, +B(m-d)q,. (1.1.8)

Com essas condigdes iniciais, a substituicao de (1.1.6) na primeira equacao de (1.1.5)

fornece
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(ms? + pds + 8k)?

F15r5 q(s) = (s) + (Ma, +mzy)s + (Mg, +BDg, + mz, +pdz,)

Ms? +BDs + 8K —

(1.1.9)

A equagéo (1.1.9) pode ainda ser alterada com base nas mesmas condigdes iniciais

relacionadas acima, resultando em

(Ms? +BDs +8K)(s% +Bs +8) — (ms? + pds + 5k)> q

— (9)=F(9) +(M~m?)(qs +) +B(D +m? ~2md)q,
S +Ps+0

(1.1.10)

A equacdo (1.1.10) deve ser exatamente igual a equacdo (1.1.1). Reescrevendo, entdo, o

lado esquerdo da equacéo (1.1.1), com o uso da equagéo (1.1.2), tem-se

. (M s? +G K )(s? +Ps+8)+ (s +7s)K
s2+Bs+o

[Ms*+ G, +h(s) K ]a(s qs),  (1.1.11)

Que deve ser tal que

(Ms? + BDs + 5K)(s? + s +8) — (ms? + pds +3k)? (M s? + GK )(s? +Bs+3) + (6s® +§9)K
s2+Bs+6 s2+PBs+6

(1.1.12)

A equacéo (1.1.12) fornece as seguintes relagdes entre os parametros:

M-m?=M

M+D-2md=M

M3 + DB? + K& —d*B? —2mkd =M 8 + G K +6K (1.1.13)
BS(D+K-2dk) = 7K +GBK

S(K-k?) =G K

Observa-se que as duas primeiras equacdes de (1.1.13) fazem com que os termos que

envolvem as condigdes iniciais, localizados na parte direita da equacdo (1.1.10), se igualem
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aos termos que envolvem as mesmas condig¢des iniciais na equacdo (1.1.1) , relativo ao
movimento de um sistema de 1gdl, isso sem qualquer restricdo adicional. Dessa forma ndo ha
necessidade da restricdo y = dﬁ imposta por Golla e Hughes (1985).

As cinco equacdes do sistema (1.1.13) apresentam seis parametros desconhecidos, a
saber M, D, K, m, d e k. Pode-se eliminar M, D e K, usando as duas primeiras e a ultima

equacdes de (1.1.13) na terceira e na quarta equacdes do sistema Esse procedimento fornecera

S(k—m)? —p2(d—m)? =K (1.1.14)
(5]
2md —2dk —m? +k? = Vfg . (1.1.15)

A equacéo (1.1.15) pode ser rearranjada de tal forma que

2md —2dk —m? + k2 = (k —d)? — (d —m)? = Vﬁé . (1.1.16)

N&o ha uma unica solucdo para os trés parametros desconhecidos m, d e k. Assim, uma
restricdo extra deve ser imposta. Caso d — m = 0 (o que é assumido por Golla e Hughes,

1985), as equacdes (1.1.14) e (1.1.115) ndo formardo equacOes independentes e a condicao
?z&B € necesséria para assegurar que haja um ndmero infinito de solugdes, em vez de um
sistema sem solucdo. Portanto, considera-se que d =m.

A partir das equagdes (1.1.14) e (1.1.16), fazendo (k—d)=(k—m)—(d—m), chega-se a
uma equacdo quadratica em termos de (k-m)?, eliminando-se, portanto, (d—m). Essa

equacdo quadratica €

2

(48-&2)(k—m)4+w(k_m)z_?K_:O. (1.1.17)

82

CondicOes sobre os pardmetros materiais &, [3 S e ¥ podem ser extraidas da
equacédo (1.1.17) para garantir que uma solugéo real para (k — m) exista. Nota-se que apenas

uma das solucdes dessa equagdo quadratica em (k—m)® é uma solucio das equacdes (1.1.14)
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e (1.1.15). A outra solucdo esta associada a condicdo necessaria para eliminar (d — m). Uma
vez que (k — m) foi estimado, (d — m) pode ser calculado a partir da equagédo (1.1.14). A
restricdo extra (por exemplo, a escolha de um valor para m) pode entdo ser introduzida e m, d
e k calculados. Ja M, D e K séo entdo calculadas a partir das equaces de (1.1.13).

Uma restricdo particularmente conveniente a ser introduzida € considerar m = 0, que faz
com que a estrutura e o grau de liberdade extra figuem acoplados apenas através das

propriedades de amortecimento e rigidez, sem relacdo de propriedades inerciais.

1.2. Descricdo via GHM

De uma forma mais geral, Friswell et al., 1997, propdem que a equacéo (1.2.1) pode ser

reescrita de forma alternativa, como

A

G, +h(5)=G, + 21 (1.2.1)
S°+ps+0

onde G_ é o médulo real dinamico superior e 0 e [l sdo parametros que podem ser obtidos
de &, 7, p e & , sendo que G, =G,+6, 0=7-Gf e [i=—Gad. Procedendo como
anteriormente, encontram-se equacdes equivalentes a (1.1.15) e (1.1.17) para 0S novos

parametros 0 e |i.
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APENDICE I1
PROPRIEDADES DINAMICAS DA BORRACHA BUTILICA

As figuras 11.1 e 11.2 mostram o comportamento dindmico de uma borracha butilica de
composicao tipica, conforme Jones (2001). Como pode ser observado, este material apresenta
um Udnico pico de fator de perda e, consequentemente, uma Unica regido de transicdo no

modulo real de cisalhamento, além de um wicket plot convexo, sem a presenca de ondulagdes.

Médulo real (MPa); Fator de perda

Frequéncia reduzida (Hz)

Figura I1.1 — Grafico de modulo e fator de perda versus frequéncia reduzida para uma

borracha butilica de composic¢ao tipica. (Fonte: JONES, 2001).
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Figura 1.2 — Wicket plot de uma borracha butilica de composicéo tipica.
(Fonte: JONES, 2001).

Essas informac@es sdo relevantes para as analises realizadas no capitulo 6.



