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“Algo so é impossivel até que alguém duvide
e acabe provando o contrdrio.”

Albert Einstein

“Uma geometria ndo pode ser mais verdadeira do que outra;
poderd ser apenas mais comoda.”

Henri Poincaré

“Nenhuma grande descoberta foi feita jamais
sem um palpite ousado.”

Isaac Newton

“Rein!”



Resumo

O objetivo desta dissertacdo é fazer um estudo mostrando algumas ligacdes entre geometria
e fisica utilizando conexdes em fibrados principais. Mais especificamente, descreveremos as
geometrias cldssicas como exemplos de espagos simétricos e, além disso, mostraremos exem-
plos de field strenghts como expressdes de conexdes em certos fibrados principais. Come¢amos
fazendo uma apresentacdo sucinta dos conceitos: fibrado principal, conexdo e curvatura. Em
seguida, dividimos o trabalho em duas direcdes. Na primeira, usamos a linguagem de fibrados
principais e conexdes para definir o conceito de espaco simétrico e escrevemos, nestes termos,
as geometrias classicas (simplesmente conexas) de curvatura constante: a geometria Esférica, a
geometria Hiperbdlica e a geometria Euclidiana. No segundo, apresentamos uma relacao entre
as fibragcoes de Hopf e alguns temas oriundos da fisica teérica: o eletromagnetismo e a teoria de
Yang-Mills.

Palavras-chave: conexdo em fibrado principal, curvatura, espago simétrico, fibrados de Hopf,

eletromagnetismo, teoria de Yang-Mills.
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Abstract

The aim of this work is to make a study showing some relations between geometry and physics
using connections on principal fiber bundles. More specifically, we will describe the classical ge-
ometries as examples of symmetric spaces and, besides, we will show examples of field strenghts
as expressions of connections in some principal fiber bundles. We start doing a quick presen-
tation of the concepts: principal fiber bundle, connection and curvature. In the following, we
divide the work in two directions. First, we use the language of principal fiber bundles and con-
nections to define the concept of symmetric space and we write, in these terms, the classical
geometries (simple connected) of constant curvature: the Spherical geometry, the Hyperbolic
geometry and the Euclidean geometry. Next, we present a relation between the Hopf’s fibrati-
ons and some topics arising from theoretical physics: the eletromagnetism and the Yang-Mills’
theory.

Keywords: connection on principal fiber bundle, curvature, symmetric space, Hopf's bundles,

electromagnetism, Yang-Mills’ theory.
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Introducao

Estruturas fibradas tém sido objetos de fundamental importancia em grandes dreas da mate-
matica e da fisica desde algumas décadas atrds. Na geometria diferencial, por exemplo, temos
naturalmente os fibrados vetoriais, nos quais guardamos ao mesmo tempo informacao da vari-
edade base e, sobre cada ponto desta, guardamos também informacdo sobre o espaco vetorial
tipico daquele fibrado vetorial em questdo (por exemplo, o espaco tangente naquele ponto, o
espaco dual, espaco dos tensores, etc...). Outro exemplo € o fibrado de referenciais de uma va-
riedade, em que colocamos sobre cada ponto desta o conjunto de todas as bases ordenadas
do espaco tangente correspondente. A estrutura fibrada mais simples que podemos ter é um
produto cartesiano X x Y, o qual é pensado como uma estrutura fibrada sobre X e, em cada
ponto x € X, a fibra é uma copia do espaco topolégico Y, de modo que X x Y pode ser pensado
como uma “colagem” de cépias da fibra Y sobre cada ponto x de X. Esta é a maneira mais
simples de fazer tal colagem. Uma estrutura fibrada em geral segue a mesma ideia, porém nem
todas sao obtidas globalmente como um produto cartesiano, o que se exige é que isso aconteca
pelo menos localmente. Isso se tornara mais preciso posteriormente. Um dos objetos mais
importantes quando se considera um fibrado é o tipo de fibra que usamos. Nos casos de nosso
interesse, os fibrados terdo uma “fibra tipica”, sendo que nesta fibra age um grupo, chamado de
grupo estrutural do fibrado. Dependendo da situacao, a fibra tipica pode ter tipos de estruturas

diferentes, sendo, por exemplo, topolégica, vetorial, de grupo de Lie, entre outras.

Nesta dissertacao lidaremos com fibrados principais e seus fibrados associados (em particu-
lar, fibrados vetoriais). Sem muito rigor, podemos dizer que um fibrado principal é um fibrado
cuja fibra tipica é o grupo estrutural e, além disso, a acdo nas fibras é dada por translacoes a
esquerda. Um exemplo cldssico que procura motivar uma tal estrutura é o seguinte: particulas
se movendo em uma regido e que interagem. Por motivos fisicos, é importante entender como
é a variacao da fase destas particulas, porque sua fase relativa tem consequéncias observaveis.
A fase de uma particula é representada por um niimero complexo de médulo 1 (isto é, um ele-

mento do grupo S'). Se o movimento de uma particula é modelado em uma variedade M, uma



maneira para tentar manter o controle de variacdo da fase desta particula é colocar em cada
ponto da variedade M uma cépia de S' como fibra, e considerar assim um fibrado sobre M fa-
zendo uma “colagem” destas fibras (este fibrado é chamado de espaco de fases). O movimento
da particula, pensado neste espaco de fases, € um exemplo de secdo local deste fibrado. Neste
caso a fibra tipica é o préprio grupo, que age por translagoes (rotacoes). Posteriormente, estu-
daremos esse exemplo com mais detalhes. O objeto que de fato tem o papel de medir a variacao
da fase é uma conexao neste fibrado. Veremos que uma conexao em um fibrado principal induz
uma conexao em cada fibrado vetorial associado, o que corresponde a uma noc¢ao de derivagao
de secoes. No caso particular em que o fibrado vetorial é o fibrado tangente, recuperamos a no-
¢do de conexdo da geometria Riemanniana, ilustrando que a partir do estudo de conexdes em

fibrados principais é possivel, de certa maneira, estudar questdes de geometria Riemanniana.

O exemplo de origem fisica do pardgrafo anterior nos diz que a linguagem de fibrados prin-
cipais e conexdes pode modelar questoes tedricas do eletromagnetismo. De fato, o eletromag-
netismo foi a primeira teoria a ser considerada como um exemplo de Teoria de Calibre. Algumas
destas teorias tém o papel de tentar unificar em uma tnica linguagem certas forcas da natureza.
Nesta linguagem, o eletromagnetismo é uma teoria de Calibre de grupo U(1) = S! (abeliano),
que tem o papel de unificar as forcas elétrica e magnética. Em 1954, C. N. Yang e R. Mills in-
troduziram uma teoria de Calibre, de certa maneira anédloga a teoria do eletromagnetismo, para
tentar modelar a interacgao forte entre os nucleons de um dtomo. Esta teoria, chamada de Teoria
de Yang-Mills, é uma teoria de Calibre com grupo SU(2) (ndo abeliano). Assim como no eletro-
magnetismo temos as Equacoes de Maxwell, existem também as equac¢des de campo na teoria
de Yang-Mills. Em 1970, Sir Michael Atiyah comecou a estudar a matemadtica das solucoes des-
tas equacoes. Dai em diante muita matemadtica apareceu como consequéncia desses estudos,
com trabalhos de S. Donaldson, M. Freedman (existéncia de R* “exdticos”), entre outros.

Dada assim um preliminar do que é a teoria de fibrados e um pouco da sua importancia,
vamos comentar o que serd feito nesta dissertacao. No capitulo 1, apresentamos os conceitos
mais importantes deste trabalho: fibrados principais, conexdes e suas respectivas curvaturas.
No capitulo 2, mostramos como estes objetos podem modelar diferentes tipos de geometrias,
introduzindo para isso o conceito de espaco simétrico. As trés geometrias cldssicas de curvatura
constante (e simplesmente conexas), a geometria Esférica, a geometria Hiperbdlica e a geome-
tria Euclidiana sdo escritas na linguagem de espacos simétricos. Finalmente, no capitulo 3 sdo
estudados os fibrados de Hopf (complexos e quaternionicos) e é apresentada uma ideia de como
estes fibrados modelam situacdes oriundas da fisica teérica: o monopolo magnético (um con-

ceito introduzido por P. Dirac) e a teoria de Yang-Mills. Por fim, veremos que o fato de que estas



teorias sdo quantizadas é refletido em um fato puramente topolégico dos fibrados em questao.

Neste trabalho é assumido como conhecida a teoria basica de variedades diferencidveis, gru-
pos de Lie, dlgebras de Lie e o conhecimento dos elementos bésicos da geometria Riemanniana.
Para uma apresentacdo da teoria de variedades diferencidveis e grupos de Lie podem ser con-
sultados por exemplo [Lee03], [BG80], [Hel62], [KN69], [War83] e [Spi75]. Para elementos basi-
cos de geometria Riemanniana podem ser consultados [Car92], [Lee97], [O'N83] e [Pet06]. Para
elementos basicos de topologia algébrica recomendamos [Nab97], [Hat02] e [BT82]. Para ele-
mentos de dlgebra recomendamos [Lan02]. Para uma apresentacdo em nivel mais elementar
do capitulo 2 recomendamos [Mil77]. Para possiveis continua¢oes dos temas desta dissertacao
recomendamos, por exemplo, [Jar05] para uma primeira leitura e [DK90] para uma leitura mais

avancada.



Capitulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos e os resultados principais que serdo usados, os quais
tentamos expor de uma forma objetiva. Vamos esclarecer algumas convencdes e notagdes. Em
todo o texto quando dizemos “P é uma variedade”, queremos dizer que P é uma variedade dife-
rencidvel de dimensao finita no sentido de [Lee03], além disso, diferencidvel aqui vai ser sin6-
nimo de “diferencidvel de classe C*”. Se f : M — N é uma aplicacao diferencidvel entre duas
variedades, detonaremos por f,: TM — TN a aplica¢do induzida entre os fibrados tangentes de
M e N respectivamente, a qual chamamos simplesmente de derivada de f. O espaco vetorial
dos campos vetores em M serd denotado por X(M). O elemento neutro de um grupo de Lie G
serd denotado por e, amenos que seja especificado outro simbolo. O produto de dois elementos

g, h € G é denotado por g - h (a menos que seja um grupo aditivo).

Definicao 1.1. Uma agdo (a direita) de um grupo de Lie G numa variedade P é uma aplicagdo
diferencidvel f : Px G — P, tal que f(u,e)=u e f(f(u,g),h)= f(u,g-h) para todos u € P e
g hea.

Para economia de notacdo, a acdo de um elemento g € G em um certo u € P serd denotada

simplesmente por u - g. Com esta notacao, as propriedades da acdo sdo escritas como abaixo:

1. u-e=u,paratodo u €P.
2. u-(g-h)=(u-g)-h,paratodosucPeg,hed.

Outra notacao frequente € a seguinte: quando fixamos g € G, denotamos por R, a aplicagdao
induzida pela acdo: Rg(u)=u - g. Podemos fazer consideracoes analogas a respeito de acoes a
esquerda. A acao € dita livre se u - g = u, para algum u € P, implicar g = e. A a¢do é dita efetiva

se u-g=u,paratodo u € P, implicar g =e.
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Para cada g € G, temos o difeomorfismo L, : G — G definido por Ly(h) = g - h, chamado
a translacdo a esquerda por g. Analogamente, o difeomorfismo R, : G — G, Rg(h)=h-g, é
a translacdo a direita por g. Temos também a aplicacao adjunta ad(g) : G — G, definida por
ad(g)(h)=ghg'=LgoRg1(h)=Rg10Lg(h).

A 4lgebra de Lie de G, denotada pela letra gética g, serd pensada ora como o espago tangente
T.G, ora como o conjunto de campos de vetores invariantes a esquerda em G. Se X € g, entdo
ad(g)*(X) = (Rgfl)*Xy POiS (Lg)*X =X.

Dado X € TG, existe um tinico campo invariante a esquerda que vale X em g, bastar tomar
o campo invariante a esquerda associado a ((L,)™!)«(X) € g, que por simplicidade de notacao,

também serd denotado por X.

Definicao 1.2. A forma de Maurer-Cartan é a 1-forma em G com valores em g definida por
O4(X)=X., em que X, é o valor na identidade do tinico campo invariante a esquerda que vale X

emg.

1.1 Fibrados Principais e exemplos

Definicao 1.3. Sejam M uma variedade e G um grupo de Lie. Um fibrado principal C>® sobre
M com grupo de estrutura G consiste de uma variedade P e uma agdo (a direita) de G em P,

(u,g)— u-g, tais que:
1. aacgao é livre.
2. M édifeomorfo ao espago quociente P/G e a projecdo canonica i : P — M é diferencidvel.

3. P é localmente trivial, isto é, para todo x € M existe um aberto U C M contendo x e
um difeomorfismo v : 1=Y(U) — U x G da forma y(u) = (n(u), p(u)), em que ¢ satisfaz
p(u-g)=v(u)-g paratodosu csn'(U)egeaG.

Denotaremos um tal fibrado principal por 8 = P(M, G) ou apenas por P quando estiver
claro quem é a variedade M e o grupo de Lie G. E usual dizer que P é o espago total, M é o
espaco base, e que para cada x € M a pré-imagem do conjunto unitdrio {x} pela aplicacao 7,
denotada por ~!(x), é a fibra sobre x. Como 7t é uma submersao, as fibras sao subvariedades
fechadas de P. As aplicacoes ) da definicdao acima sao chamadas de trivializacoes locais. Pela
forma como se escreve uma tal trivializacao local vy, e também por esta ser um difeomorfismo,

segue que a restricdo da aplicacdo ¢ a uma fibra 7~!(x), em que x € U é arbitrario, fornece um
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difeomorfismo entre esta fibra e o grupo G. Assim, em um fibrado principal, qualquer fibra é

difeomorfa ao grupo estrutural G.

Note também que pela propriedade 2., a acdo é transitiva quando restrita a uma fibra qual-
quer, isto é, fixado u € ©~!(x), para qualquer outro v € 7~!(x) existe g € G talque u = v-g. Além

disso, como a ac¢do é livre, tal elemento g € tnico.

Seja P(M,G) um fibrado principal. Pela condicao 3. da definicdo, existe uma cobertura de
M por abertos {U,},cx onde estdao definidas trivializagoes locais ¢, : n71(U,) — U, x G, com
Y, = (m,¢3). Suponha que a, € A sejam tais que U, N Ug # 0. Note que para cada
uen(U,NUg)e g €G, temos que

ou-8)-(pp(u-g) "' =valu)-g-8 " wpu) ' =g u) pplu)™.

Portanto, tem sentido definir a fun¢do de transicio g.,s : U, N Us — G, colocando
8ap(x) = @o(u)- pp(u)~!, em que u é qualquer elemento da fibra 7-!(x). A aplicacdo g.p €
diferenciavel, pois pode ser escrita como composicao de aplica¢des diferencidveis. De fato, se
i:U,NUpg — U,NUp x G € ainclusdo i(x) = (x,e), como . },¢, € pp sdo diferencidveis e o
produto e a inversao do grupo G sdo diferencidveis, segue que g = (¢4 90[;1) oy toi é dife-

renciavel.

Se U,NUp NU, #0, entdo dado x € M nesta interse¢ao e u € n-!(x), temos:

8rp(x)- gpa(x) =, (w)pp(u) " pp()pa(u) ™ = o (U)pa(u) ™ = gralx).

Isto €, as fungoes de transi¢ao satisfazem (quando tem sentido) gy, = g5 - §p4> que € a cha-
mada condicao de cociclo. Veremos posteriormente que o conjunto das fun¢des de transicao

determina o fibrado principal.

Definicao 1.4. Seja P(M, G) um fibrado principal. Uma aplicagdo diferencidvel s : U — P, U C M
aberto, tal que 1o s = Idy é chamada uma segdo local do fibrado. No contexto fisico, é comum

dizer que s é um calibre.

Observacao 1.1. Existe uma correspondéncia 1-1 entre secdes locais de um fibrado princi-
pal e trivializacoes locais. De fato, dada uma trivializacao local ¢ : 77}(U) — U x G, com
Y(u) = (n(u), p(u)), podemos definir uma se¢do local s : U — P colocando s(x) = y~!(x,e).
Ela é chamada de secdo local candnica associada a . Reciprocamente, dada s : U — P uma

secdo local, defina f: U x G — n~1(U) colocando f(x,g)=s(x)-g.



Capitulo 1. Conceitos e resultados preliminares 7

Temos que f é injetora, pois se f(x1, g1) = f(x2, g2), entdo x; = 7(s(x1)- g1) = n(s(x2)- g2) = x>
por definicdo de secdo local, dai g; = g, pois a agdo € livre. Esta aplicacao também é sobrejetora
pois dado u € n~1(U) temos que s(7r(u)) estd na mesma fibra de u por definicao de secao local,
logo existe um tnico g € G tal que u = s(m(u))- g. Isto define uma funcao u — p(u) := g. Segue
que f € bijetiva, e sua inversa Y = f~! é Y(u) = (7w(u), ¢(u)). Finalmente, dados u € n~1(U)
e g €G,como s(m(u-g)) (p(u) g)=s(m(u))(p(u)-g)=u-g, temos que p(u-g)=¢(u)-g.
Portanto Y é uma trivializacdo local. Observe dai a seguinte consequéncia dessa correspon-
déncia. Suponha que um grupo de Lie G age livremente em uma variedade P e que M := P/G
seja uma variedade com a projecdo candnica 7 : P— M sendo uma submersao. Se esta projecao
admitir uma familia de secdes locais definidas em abertos que cobrem M, entdo podemos cons-
truir uma estrutura de fibrado principal P(M, G). Outra consequéncia dessa observacao é que
caso um fibrado principal possua uma sec¢do global, entdo ele possui uma trivializacao global, e

portanto esse fibrado é um produto cartesiano.

Definicao 1.5. Um morfismo de um fibrado principal 3, = P\(M, G1) em um fibrado principal
By = P,(M,,G,) consiste de um par de aplicagoes (f, f'), em que f : P, — P, é uma aplicacdo
diferencidvel e f' : G; — G, é um homomorfismo de grupos de Lie tais que f(u-g)= f(u)- f'(g)

para todos u € P, e g € G,. Em geral, denotaremos um tal morfismo por (f, f'): B, — PB>.

Assim, um morfismo de fibrados preserva fibras, portanto induz uma aplicacao F : M; — M,
determinada pela equacgdo 7, o f = Fom,. A aplicacdo induzida é diferencidvel. De fato, dado
X € M; qualquer, considere um aberto U; € M; contendo x e uma sec¢do local (diferencidvel)
s1: Uy — M, do fibrado P,. Por definicdo de sec¢do local, temos que 7, o s; = Idy,, de modo que

em U, vale F =m0 fos;, eassim F é escrita como composicdo de aplicacdes diferencidveis.

Definicao 1.6. Um morfismo (f, f') : %, — 9B, é um mergulho se f : P, — P, é um mergulho e

f’: Gy — G, é um monomorfismo.

Note que, usando trivializa¢oes locais, a primeira funcdao coordenada de f é a aplicacao
induzida F, portanto, se f é mergulho, entdo F é também um mergulho. No caso da defini¢cao

acima dizemos que P,(M;, G;) é um subfibrado de P,(M,, G,).

Definicao 1.7. Se (f,f’) : $1 — PB, é um mergulho entre dois fibrados com mesma base M e
a aplicacdo induzida F é a identidade de M, dizemos que (f, f') é uma redugdo do grupo de
estrutura do fibrado P,(M, G,) para G, e que P\(M, G1) é um fibrado reduzido.

Definicao 1.8. Se H é um subgrupo de Lie de G, dizemos que o grupo de estrutura do fibrado
P(M, G) é redutivel a H se existe um fibrado reduzido Q(M, H).
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O teorema a seguir caracteriza quando um grupo de estrutura admite reducao. Este teorema
ndo serd usado posteriormente, porém, serd enunciado e demonstrado pela sua importancia na

Teoria de Fibrados Principais em geral.

Teorema 1.1. O grupo de estrutura G é redutivel para um subgrupo de Lie H se, e somente se,
existe uma cobertura de M por trivializacoes locais tal que as fungoes de transigdo tomam valores

emH.

Demonstracao: Suponha primeiramente que o grupo de estrutura G é redutivel a H e seja
Q(M, H) o fibrado reduzido. Considere Q como subvariedade de P. Seja {U,} uma cobertura
aberta de M associada as trivializa¢oes locais tﬁa Y (U,) — U, X H, 1,[1a = (7, Pq), de Q(M, H).
As funcoes de transicdo correspondentes tomam valores em H. Vamos estender agora cada iﬁa
para uma aplicacao ¢, : n~}(U,) — U, X G que sera de fato uma trivializacao local do fibrado
P(M,G). Fazemos isso da seguinte maneira: dado u € 7='(U,), tome @i € 7-'(U,) e g € G tais
que u =il - g edefina p,(u) = @q(i1)- g e Yo(u)=(n(u), pa(u)). Vejamos que ¢, estd bem de-
finida. Se u =i, - g1 = i1, - g», com iy, i, € T~ (U,) € g1, &2 € G, entdo glgz_1 € H pela acao ser

livre, e portanto
Palllz) 2= Palily - glgz_l)-gz = sﬁa(ﬂl)-glg;lgz = Palli1)- g1.

E fécil ver agora que 1, é de fato uma trivializacdo local de P(M,G). Suponha agora que
U,NUp #0esejam x € U,NUg e u € 7 (x). Sejam também #i € 7~!(x) e g € G tais que
u=1u-g,entao

8ap(X)=alii- §)pp(i- 8)" = Pulii)g g~ ¢p(lt) = Pulit)pp(it)™ € H,

e portanto as funcoes de transicao tomam valores em H.

Reciprocamente, assuma que exista uma cobertura {U,} de M com um conjunto de funcoes
de transi¢do tomando valores em H. Da definicao de subgrupo de Lie, é possivel mostrar que
a restri¢cdo do contradominio g.s : U, N Ug — H € uma aplicacdo diferencidvel na estrutura
diferenciavel de H. Pelo teorema 1.1 é possivel construir um fibrado principal Q(M, H) a partir
desta cobertura e destas funcoes de transicao. Seja f, : 7=(U,) — n~!(U,) a composicdo das trés

aplicacoes abaixo (que sao mergulhos):
7Y U,) = U, x H— U, x G — n '(U,).

As aplicacoes f, concordam nas intersecoes, definindo portanto um mergulho f:Q — P.O
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Definicao 1.9. Sejam 3B, = P((M, G,) e B, = P,(M, G,) fibrados principais e (f, f') um morfismo
de $B, em AB,. Dizemos que (f, f') é um isomorfismo entre esses fibrados se | for um difeomor-
fismo e f" um isomorfismo de grupos de Lie. No caso em que P, = P, e G, = G, dizemos que (f, f’)

é um automorfismo do fibrado.

Dados dois automorfismos (f1, f7) e (f2, f,) de um fibrado principal 9 = P(M, G), tem-se que
(fu, fDo(fo f3):=(f10 f2, f{ o f,) € também um automorfismo do fibrado 9. O conjunto dos au-
tomorfismos do fibrado 9, denotado por ¥( %), é um grupo com a operacao o. Evidentemente
aidentidade deste grupo é o morfismo (Idp,Idg) e se (f, f’) € um automorfismo do fibrado, o seu

inverso é o morfismo (f~1, f'-1).

Observacao 1.2. No caso de dois fibrados 93, e 9, sobre o mesmo espa¢o M e mesmo grupo G,
um isomorfismo (f, f’): $B; — %, tal que f'=1d; e F =1d), é chamado de equivaléncia.

Seja 8 = P(M, G) um fibrado principal e {(U;,y,)},ex uma cobertura aberta de M por tri-
vializa¢oes locais para 4. Considere um refinamento desta cobertura, isto é, uma cobertura
aberta {U, }rcx de M tal que cada U, estd contido em algum U,. Para cada k € K, selecione
A = Ak) € A com U € Uy. Se ¢y : ' (Up) — U x G € definida por ¢} = Y3l vy), entdo
{(U,, Y} )}kex também é uma cobertura trivializante de 9. Agora suponha que sejam dados
dois fibrados principais, 8, = (M, G) e 3, = P,(M, G), e considere coberturas abertas triviali-
zantes {U/{1 boien, € {U/{Z}MGAZ de %, e %, respectivamente. Segue entao que {lel N U,%Z}AleAl,kzeAz
é um refinamento comum destas coberturas e assim é uma cobertura trivializante para ambos
9B, e $B,. Portanto, ndo hé perda de generalidade supor que dois fibrados P(M,G) e P,(M, G)
tenham as mesmas vizinhancas trivializantes. Segue abaixo um critério para equivaléncia de

fibrados principais.

Teorema 1.2. Sejam %, = P,(M,G) e 3B, = P,(M, G) fibrados principais e {U,},cn uma cobertura
trivializante para ambos 3B, e 3B,. Sejam géﬁ, giﬁ : UsNUpg — G as fungoes de transigdo cor-
respondentes para %, e B, respectivamente. Entdo 3B, e B, sdo equivalentes se, e somente se,

existem funcoes continuas h, : U, — G, A €A, tais que
giﬁ(x) = ha(x)_lgiﬁ(x)hﬁ(x), x €U, NUp.

Demonstracao: Suponha primeiramente que %, e 93, sejam equivalentes e seja f : P, — P, uma
equivaléncia. Fixe x € U, N Ug. Note que para qualquer u € 7r;'(x), temos f(u) € ;"' (x). Sejam

Yl ﬂ;l(Ua) — U, xGey?: ﬂgl(Ua) — U, X G trivializagoes de %3, e 98, sobre U, e similarmente
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sobre Ug. Dado g € G qualquer, note que

Poltt-8)oa(flu-g) " = (u)-g- g pi(fw)) ™ =g (W) (fw) ™,

de modo que tem sentido definir i, : U, — G por hq(x) = @L(u)pZ(f(u))™!, em que u € qualquer

elemento de 7;'(x). Similarmente para h B-

Como ghs(x) = ph(u)ph(u) e g2,(x) = w2(f(u)@3(f(u))™", segue que
giﬁ(x): ha(x)_lgéﬁ(x)hﬁ(x).

Para a reciproca, para cada A € A definimos f3 : 77 (Ux) — 7, ' (U) por

Falu)=@p3) 7 (x, ha(x) 3 (w)).

Verifica-se que estas aplica¢des coincidem nas intersecoes U, N Up e que portanto definem
globalmente uma aplicacao f : P, — P e, além disto, pode-se mostrar que f é uma equivaléncia.
O

Teorema 1.3. Seja M uma variedade, {U,},cp uma cobertura aberta de M e G um grupo de
Lie. Suponha que em cada intersecdo ndo vazia U, N Ug seja dada uma aplicagao diferencidvel
8up : UsNUp — G e de modo que esta familia de aplicagoes satisfaca a condigdo de cociclo:
8ra = 8yp-8pa em U,NUgNU,. Entdo existe um fibrado principal P(M, G) que possui esta familia

de aplicacoes como fungoes de transigdo e, além disso, tal fibrado é tinico a menos de isomorfismo.
A demonstracao do teorema acima pode ser encontrada em [KN69] pg. 52.

Finalmente, vamos apresentar os exemplos de fibrados principais que mais usaremos ao

longo deste trabalho.

Exemplo 1.1. Se M é uma variedade e G é um grupo de Lie, entdo G age livrementeem P:= M xG
definindo a ag¢do por(u, g)-h=(u, g - h). Isto fornece o fibrado principal P(M, G) que é chamado
de fibrado principal trivial. Note que segue da definicdo de isomorfismo de fibrados principais

que todo fibrado é localmente isomorfo a um fibrado trivial.

Exemplo 1.2. Se 8 = P(M,G) é um fibrado principal e S é uma subvariedade da variedade M,
podemos considerar a restri¢do |15y : m1(S) — S e verificar que n~1(S)(S, G) é também, natural-

mente, um fibrado principal, chamado de por¢do de 3B sobre S e serd denotado por AB|s.
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Exemplo 1.3. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado de G. Temos que H age a direita
em G pela multiplicag¢do do grupo: (g,h) — g-h, para g € G e h € H. Sabemos que ([Lee03]
pg. 229) o espago de 6rbitas G/H tem uma tinica estrutura de variedade para a qual a projegcdo
canénican : G — G/H é uma submersdo. Além disso, é possivel mostrar que tal projegcdo admite
uma se¢ao numa vizinhanga de m(e). Pela observagdo 1.1, temos entdo um fibrado principal
G(G/H,H).

Exemplo 1.4. Seja M uma variedade de dimensao n. Um referencial linear u em um ponto
x € M é uma base ordenada (X,, ..., X)) do espaco tangente T,M. Seja L(M) o conjunto de to-
dos os referenciais lineares em todos os pontos de M et : L(M) — M a aplicagdo que leva um
referencial u em x no ponto x. O grupo linear G L(n,R) age a direita em L(M) como segue. Se
a=(a;;)€ GL(n,R) eu =(Xy,...,X,) é um referencial linear em x € M, defina u - a como sendo
o referencial linear (Y, ..., Y,) dado por Y; = Zi a;jX;. Esta agdo é livre e, além disso, dados dois
referenciais lineares u, u’ em x € M, a existéncia da matriz mudanca de base de u para u’ nos diz

que esta agdo é transitiva na fibra n~(x). Vamos colocar uma estrutura diferencidvel em L(M).

Seja(xy, ..., x,) um sistema de coordenadas locais em um aberto coordenado U de M. Os cam-
pos X; = 0/0x; em cada ponto de U formam uma base do espago tangente correspondente.
Portanto, dado um referencial linear Y = (Y,...,Y,) em x € M, temos que existe uma tinica
matriz (matriz mudanga de base) a = (a;;) € GL(n,R) para a qual Y; = ), a;;X; para cada
i=1,2,..., n. Isso fornece entdo uma bijecdo entre t1=1(U) e U x G L(n,R). Para tornar L(M) uma
variedade diferencidvel, tomamos(x., ..., X», a;;) como coordenadas em n~1(U). Assim, temos que
L(M)(M,G L(n,R)) é um fibrado principal, chamado de fibrado dos referenciais lineares sobre
M.

Um conceito importante que aparece na teoria de fibrados principais é o conceito de gera-
dor infinitesimal. Antes de defini-lo, lembremos o resultado importante de que o colchete de

Lie [X, Y] de dois campos de vetores X, Y numa variedade M é dado por:
1
onde ¢, € o fluxo (local) do campo X. Mais especificamente, se x € M, entao:
o1
X, Y], =lim—- (%= (0 Y))

Em particular, se A e B sdo campos invariantes a esquerda num grupo de Lie G, entao
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a,:=exp(tA)=y,(e)eparacada g €G temos ¢,(g)=g-a, =R, (g), assim:
BA—l'1 BB—l'lRBB—l'1 d(a’)B-B
(B, A)=tim 7 (). B~ B) =lim - (Ra). 5~ B) =lim - (ad(a; )5~ 5).
Seja f : P x G — P uma agdo a direita de um grupo de Lie G numa variedade P. Para cada
u € P, seja f,, : G — P a aplicacdo induzida: f,(g) = f(u, g). Dado A € g, podemos associar

o campo A € X(P), chamado de gerador infinitesimal de A (ou campo fundamental de A),

colocando para cada u € P, A*(u) =(f,).A, ou seja:

d
Af(u)= — . tA).
(u)=— B u-exp(tA)
Proposicdo 1.4. A aplicagdo € : g — X(P) definida por e(A) = A* é um homomorfismo de dlgebras
de Lie. Quando a agdo for efetiva, entdo € é injetiva e quando a agdo for livre, entdo para todo

A € g ndo nulo, o campo A* ndo se anula.

Demonstracido: Evidentemente ¢ € linear. Para ver que [A*, BY] = [A, B]#, sejam u € P e

a,=exp(tA), dai
47, B'] =lim1-(B#—(R (B} )) :liml-(B#—(R )(fua-)B)
’ Y0 u a1 P (u) 10 t u ac s\ Jy-a7'xD )
e por outro lado
Ra, 0 fua(g)=Ra(u-a;'-g)=u-a;"'-g-a,= fu(ad(a;"))g),

para todo g € G. Portanto (R,, o fula;l)*B =(fu)+(ad(a;').B), e entdo:

(A% B, =lim - ((£u).(B - ad(a; ).B)) = (£,).(A, B = 4, BI!.

Assim £ é um homomorfismo de dlgebras de Lie. Seja agora A € g tal que A? = 0 para algum

u € P. Considere a curva a(r) = u - a;. Temos que a’(0) = A? = 0. Dado outro f, € R qualquer,

temos que:

) d d
a = — = —
T dr dt

a; (u-a;)-a,=(R

t=0

J(A%) =0

U Ay =
t=0

Az,

dr

=ty

Portanto a curva a é constante, e como a(0) = u, segue que u -a, = u para todo t € R.

Suponha agora que a acdo seja efetiva. Para ver que ¢ é injetiva, seja A € g para o qual £(A) =0,
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isto é, A* =0 para todo u € P. Mas isto implica que u - a, = u para todo u € P, e como a a¢ao
é efetiva temos que a, = e para todo ¢t € R, e assim A =0. Se a a¢do é livre, como foi mostrado

acima, se em algum u € P tivermos A*; =0, entdo a, =e paratodo r €R, e portanto A=0. O

Voltamos agora ao caso de fibrados principais. Se P(M, G) é um fibrado principal entao, por
definicao, a acdo de G em P é livre. Portanto, dado A € g ndo nulo, o campo A* € X(P) nao
se anula. Além disso, dado u € P temos também por definigdo que A* =d/dt|,—o(u - exp(rA)), e
como o caminho ¢ — u-exp(zA) tem imagem na fibra sobre x := 7(u ), segue que A* € T, (77!(x)).
Podemos induzir assim a aplicacao ¢, : g — T,(77'(x)), £,(A) = A*, que € injetiva pela observa-
¢do acima, e portanto um isomorfismo pois dimg = dimT,(7~'(x)). A proposicao abaixo serad

usada posteriormente.

Proposicao 1.5. Seja A* o gerador infinitesimal de A € g. Entdo para cada g € G, (Rg).A* é 0

gerador infinitesimal correspondente a ad(g—').A € g.

Demonstracao: Sabemos que para todos A € g e g € G vale arelacao:

exp(ad(g).A)=ad(g)(exp(A)).

Fixando u € P e escrevendo B =ad(g~!)* A, temos que:

(Rg)*Af?gfl(u) = Rg((u g_l)exp(tA))

=0

= —| wu-(ad(g™")-exp(rA))

t=0

= I t:O u-exp(ad(g™).A)
d
= — . tB

= B(u).

1.2 Fibrados Associados

Faremos agora uma importante construcdo que nos levara a definir os chamados fibrados ve-

toriais. Os fibrados associados tém um papel importante na relacdo entre fibrados principais e
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fibrados vetoriais que sera explorada mais adiante.

Seja P(M,G) um fibrado principal e suponha que tenhamos uma acao a esquerda p de G
em uma variedade F. Podemos definir uma acdo a direita de G na variedade produto P x F
colocando (u,v)-g:=(u-g,g ' v). Seja E= P x; F:=(P x F)/G o0 espaco quociente por esta
acdo. Dado (u,v) € Px F, denotaremos por [u, v] sua classe em E. Fica bem definida a aplicacao
ng: E— M, mg([u,v]) =n(u). Chamaremos a aplicacao mx simplesmente de projecao, e como

em fibrados principais, dado x € M, o conjunto 7;'(x) é chamado a fibra sobre x.

Daremos agora ao conjunto E uma estrutura de variedade diferencidvel. Para isso, fixe
X € M e uma trivializacdo local ¢ : 77(U) — U x G, em que U é um aberto de M contendo
x. Temos que Y (u) = (n(u), p(u)), em que ¢ : 7=1(U) — G satisfaz p(u - g) = ¢(u)- g. Va-
mos definir uma bije¢do ¢ : 7,'(U) — U x F da seguinte maneira: dado [u, v] € n;'(U), defina
¢([u, v]) = (n(u), p(u)-v).

Para ver que ¢ estd bem definida, suponha que (u, v) e (1, v’) sejam tais que [u, v] = [u’, V'],
assim existe um elemento g € G para o qual (u,v)=(u’,v")-g=(u’-g,g ' v’), o que implica
u=u-gev=gtv.Entiopu) v=pu-g)-g'-v=9p(u)gg'-v=y¢(u) v. Como

u=u’-g,ueu’ estdona mesma fibra, e portanto 7(u)=n(u’). Assim ¢ estd bem definida.

Para ver que ¢ é injetiva, sejam [u, v],[u’,v’] € E tais que ¢([u,v]) = ¢([u’,v’]). Segue que
(m(u), p(u)-v)=(n(u’), p(u’)-v’). Em particular 7w(u) = 7(u’), portanto existe g € G para o qual
u'=u-g,assim

g =gl e W =g p(u)  p(u)g-v' =0’
e dai [u, v] =[u’,v’]. Paraver que ¢ é sobrejetiva seja (y,v) € U x F e escolha u € n71(y). Temos

entdo que ¢ [u,p(u)t-v]=(y,v).

Mostraremos agora que as aplica¢des ¢ induzem uma estrutura diferencidavel em E. Para
isso, definiremos as cartas e verificaremos que as funcdes de transicdo sdo diferenciaveis. Se-
jam U, e Ug subconjuntos abertos de M tais que U, N Up # 0, para os quais estejam definidas
trivializagGes locais v, € 1 g € com a fungao de transi¢do correspondente g.p: U,NUp — G. Se-
jam ¢ : ;' (Uy) — Uy X F e ¢ : 3, (Ug) — Up X F as aplicagdes induzidas. Suponha que exista
X € B,NBg, com B, C ngl(Ua) e Bg C ngl(Uﬁ), e que ¢q(B,), ¢p(Bp) sejam dominios de cartas
fa © fp da variedade M x F. As cartas correspondentes em E sdo definidas por ¢, = fy 0 @q,

¢s = fp o ¢p. Dado p, temos que c,0 c;'(p) = fuo Puo ¢4 f5'(p). Escrevendo f'(p) =(x,v) e
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escolhendo u para o qual (u) = x, temos que

a0y (P)= fal@allt, pp(u)™" - VD) = fulxt, palu) o @p(u) ™! - V) = fulx, gup(x)- V).

Portanto as funcoes de transicao sdo diferencidveis e E é uma variedade diferencidvel. Note
que com esta estrutura, 7y : E — M é diferencidvel. Chamamos E, ou mais precisamente
E(PM,G,p, F), de fibrado associado ao fibrado P(M, G) com fibra F.

1.3 Conexoes em Fibrados Principais

Definicao 1.10. Seja P(M,G) um fibrado principal sobre uma variedade M com grupo G. Para
cada u € P seja V;, o subespaco de T, P consistindo dos vetores tangentes a fibra que passa por u,
isto é, V, = Ker ,.,. Uma conexdo C em P é uma escolha de um subespaco H, de T, P, para cada
u €P, tal que:

1. ,P=V,®H,.
2. H,.g=(Rg):H, paratodou cPegegG.

3. H, é uma distribuicdo diferencidvel.

O subespaco V, é chamado subespaco vertical e H, é chamado subespaco horizontal de
T, P (com respeito a conexdo C). Cada vetor X € T, P se decompde numa soma X = X, + X, em

que X, € V, é acomponente vertical de X e X, € H, é a componente horizontal de X.

Temos uma maneira natural de associar a cada conexdo C em P uma 1-forma em P com

valores na dlgebra de Lie g de G.

Definicao 1.11. A forma de conexdo «w de uma conexdo C é definida em cada X € T, P como

sendo o tinico A € g tal que(A*), = X,.

A forma w estd bem definida pois temos o isomorfismo ¢, de g em V;, induzido pelo gerador
infinitesimal. Note que o nticleo desta 1-forma é, em cada ponto, o subespaco horizontal cor-
respondente. Segue abaixo uma proposicdao que apresenta as propriedades que caracterizam a

forma de conexao.

Proposicao 1.6. A forma de conexdo w tem as seguintes propriedades:

1. w(A*)=A paratodo A € g.
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2. (Rg)w = ad(g™')s o w, isto é, w(Rg).X = ad(g~').(w(X)) para todo g € G e todo campo
vetorial X sobre P.

Reciprocamente, dada uma 1 -forma « com valores em g sobre P tendo as propriedades acima,

existe uma unica conexdao C em P cuja forma de conexdo é w.

Demonstracao: Seja w a forma de conexdo. A primeira propriedade segue imediatamente da
definicdo de w. Para mostrar a segunda, por linearidade podemos separar nos casos em que X
é horizontal e em que X é vertical. Se X é horizontal, entdo w(X)=0 e além disso, pela condicao
2. da defini¢do de conexdo, segue que (Rg),X também € horizontal, portanto w((R).(X)) =0,
e a igualdade segue pela linearidade de ad(g~!).. Se X é vertical, podemos supor que é entao
um campo vetorial fundamental A*. Como (R,).(X) é o campo vetorial fundamental correspon-
dente a ad(g~1).(A), entdo

(Ry@)u(X) = wu4((Rg).X)=ad(g™):(A) = ad(g ™ )(wu(X)).
Reciprocamente, dada uma 1-forma w satisfazendo 1 e 2, definimos
H,={X€T,P;w(X)=0}

e mostra-se agora que u — H,, define uma conexao em P. O

A projecado  : P — M induz uma aplicac¢do linear (7.), : T, P — T, M, para cada u € P, em
que x = m(u). Na presenca de uma conexao em P, (7,), é um isomorfismo quando restrito ao
subespaco horizontal H, (o nucleo de (7t,), é justamente V;). Isso nos permite definir levanta-

mento horizontal de campos vetoriais:

Definicao 1.12. O levantamento horizontal de um campo vetorial X em M é o tinico campo
vetorial em P que é horizontal e que se projeta em X. Tal campo serd denotado por XH. A condicdo
de se projetar em X significa .(X!) = X, para todo u € P.

Proposicao 1.7. Dada uma conexdo em P e um campo vetorial X em M, existe um tinico levanta-
mento horizontal X". O levantamento X" é invariante por R, para todo g € G. Reciprocamente,
todo campo vetorial Y em P que é horizontal e invariante por G, é o levantamento de um campo
vetorial X em M.

Demonstracéo: A existéncia e unicidade de X*’ segue do isomorfismo de H,, com Ty, M. Para

ver que X" ¢é diferenciavel se X é diferenciavel, tomamos uma vizinhanca U de um dado ponto
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x € M tal que 7~1(U) ~ U x G. Usando este difeomorfismo, nés primeiro obtemos um campo di-
ferenciavel Y em n~!(U) tal que 7.(Y)= X. Entao X é acomponente horizontal de Y e portanto
é diferenciavel. A invariancia de X por G € clara pela invariancia dos subespagos horizontais
por G. Reciprocamente, para todo x € M, tome um ponto u € P tal que n(u) = x e defina
X, = m(Y,). O vetor X, é independente da escolha de u na fibra de x, pois se u’ = u - g, entao

7.(Yur) = m(Rg)«(Y,) = 7.(Y,). Segue entdo que Y € o levantamento do campo vetorial X. O

Algumas propriedades do levantamento de campos:

Proposicdo 1.8. Sejam X e Y campos vetoriais em M e X" e YH os levantamentos horizontais
correspondentes. Entdo:

1. XH 4+ YH ¢ o levantamento horizontal de X +Y.
2. Para toda funcao diferencidvel f : M — R, (f or)- X! é o levantamento horizontal de f - X.

3. A componente horizontal [X", YH], de [X", YH] é o levantamento horizontal de [ X, Y].

Demonstracao: As duas primeiras sdo evidentes e a terceira segue da igualdade:
(X7, YH)) = m(IXT, Y] = [X, Y].

|

Observe que se (x!,...,x") é um sistema de coordenadas locais no aberto U C M e Xf{ éo
levantamento horizontal do campo vetorial X; = d/d x;, entao (Xf’ , ...,Xf) é uma base para a

distribuicao horizontal u — H, em 7~!(U).

Seja P(M, G) um fibrado principal e w uma forma de conexao. Veremos como w se comporta
com respeito a trivializacoes locais. Seja {U,} uma cobertura aberta de M com uma familia de
trivializagoes locais ¢, : 771(U,) — U, X G e a familia correspondente de func¢des de transicao
8up : UsNUp — G. Para cada a, seja s, : U, — P a secao local canodnica associada a v,. Seja © a
1-forma de Maurer-Cartan em G. Para cada «, o potencial de calibre, no calibre s,, é a 1-forma
com valores em g definida em U, por

g =S, .

Em cada interse¢do U, N U ndo vazia, defina também uma forma 0,5, com valores em g,

colocando

@aﬁ = g:{ﬁ@.
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Proposicao 1.9. Em cada interse¢do U, N Ug ndo vazia, as formas .d,, .@/g e ©yp satisfazem
= ad(g;é)* 0.y +Oyp.

Reciprocamente, dada uma familia de formas {.</,}, cada uma definida em U, e satisfazendo
a equagdo acima para cada a, 3 tal que U, N\ Ug # 0, existe uma tinica forma de conexdo w em P

para a qual as formas </, sdo dadas pela maneira descrita acima.

Demonstracao: Seja f : P x G — P a a¢do dada no fibrado e lembramos que denotamos por
fu, : G — P e Ry : P— P as aplicagoes induzidas pela agdo. Identificaremos T, ¢ (P x G)
com T,,P x T, G, de modo que para cada w = (wp, wg) € T,,, P x T, G a derivada da agdo f se
expressa por fi(w)= Rg, wp+ fu,, Ws. Primeiramente fixe a, § para os quais U, N Ug # 0. Fixe
xeU,NUpeXe T .M. Temos que sg(x) = s4(x)- gqp(x). Agora, para qualquer y € U, N Ug,
550) = 54)- 8ap () = 0 (50 Eup)y), e dai

Sﬁ*X = f*(sa*X: gaﬁ*X)
= RgO*(Sa*X)+fu0*(gaﬁ*X)
= (Rgo 080X+ (fuy © gup)eX,

em que go = Zqp(x) € Uy = So(x). Para completar a primeira parte da demonstragao, basta

mostrar que

W((Rg,0500:X) = ad(g,,)(du(X))
w((fuo ° gaﬁ)*X) = eaﬁ (X).

A primeira igualdade é a que segue:

@ ((Rgp°5a)X) = @y ((Rgupe)hsa)(S0xX) )
= Wsw) ((Rgaﬂ(x))*sﬂ(x)-gaﬁ(x)fl(Sa*X))
= ad(8ap(x) ) (W) guptert (S0:X))
= ad(gup(*) i (Wsoi) (50 X))
= ad(gap(x) ™). ((sh0):(X))
= ad(gap(x) ™ (Hu(X)).

Para a segunda igualdade, seja A € g o campo invariante a esquerda em G que satisfaz
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A(8ap(x)) = (8up)sx(X), de modo que
Oup(X) = (8550)(X) = O, (1)(8ap, X) = Og,) (AZup(x))) = A.

Portanto, precisamos mostrar que w;(x) (( fuo© 8ap )*X) = A. Considere o gerador infinitesi-
mal A”. Por defini¢ao, A*(u) = (f,)«A, de modo que A*(s4(x)" §ap(X)) = (fsu(x) gup(x))+A- Mas

fsa(x}ga,g(x)(g) = (sa(x) . gaf}(x)) ‘8= Sa(x) . (gaﬁ(x) . g)
= fuo(gaﬁ(x)'g):fuo(Lga/;(x)(g))
= fuo©Lg,p0(8);

e dai

(foa)gap@sA = (fudl(Lgopx))<A)
= (fuo)(A(8ap(x)))
= (fup)((8ap):X)

(fuo © ap)X.

Assim, A*($4(x)- 8ap(x)) = (fu, © 8ap)-X, concluindo que

@ ((fur© 8ap)eX) = (A (sa(x)- gap(x)))
= w(A(s5(x)
= A.

Para mostrar a reciproca, vamos dividir o argumento em algumas partes. Primeiramente,
seja (U,y) uma trivializacao local e s(x) = y~!(x,e) a secdo candnica associada. Sejam
(X0,80) € PX G e (X,Y) € Ty, g)P X G. Fixando x, e deixando variar g, a aplica¢do induzida
pory~t € 1(g)=s(xo)- . Analogamente, fixando g, e deixando variar x, a aplicagdo induzida

por Y=t €y 1(x) = s(x)- o = (Rg, © s)(x). Deste modo
w;l(X’ Y) = Rgo*(s*X) + fS(Xo)* Y.

Escrevendo A=(L gal)*go Y, entdo Y =(Lg ):A e assim fi(x), Y = fox)((Lgo xA) = A*(s(x0)- 80)-
Em particular, quando g, = e obtemos l/)*_&oye)(X,A) = 5, X + A*(s(xp)). Concluimos assim que

todo elemento em Ty, (7~ !(U)) pode ser escrito (de maneira tinica) como s.,(X) + A*(s(x¢))
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para algum A € g.
Primeiro definimos a forma em por¢des do fibrado. Dado um indice «, vamos definir w, em

n~1(U,) como segue: se xo € Uy, U = s4(Xo), X € T,,M e A € g, defina
Wo(U)($e: X + A (1)) = A, (X)+ A.

Note que qualquer ponto em 7w~1(U,) se escreve de maneira tinica como $,(x,)- g, para algum

Xo € U, e algum g € G. Escreva u = s(x,) e para cada X € T,,.,(n~1(U,)), defina
wa(u - g)(X) =ad(g ™) 0 wa((Rg1).X).

Mostra-se dai que w, € uma forma de conexdo em P|;-1(y,). Sejam agora (U, ) e (Up, ' g)
trivializagoes locais tais que U, N Up # 0 e sejam x, € U, N Up e X € T,,; M. Derivando ambos os
lados da igualdade sg(x) = gqp(x) - sa(x)=(f o (&ap> Sa))(x) podemos obter

$5.,(X) = (R, p(x0)e(Sax(X)) + O (X) (55 (x0))-

Mostra-se com o auxilio desta expressao que as formas w, e wg coincidem em 7~!(U, N Up),

de modo que definem uma forma w em todo o espaco total P. O

No caso particular em que o grupo estrutural G é um grupo de matrizes, podemos escrever
as equagoOes de compatibilidade de uma maneira mais simples. Seja x € U,NUp e X € T, M.

Considere um curva diferenciavel a : (—e,€) — M com a(0)=x e a’(0) = X, dai

Gga,s(x) ((gaﬁ)*X) = Gga,g(x) ((gaﬁ ° Ol)/(O))
= (Lgpir) ((8apoa)(0))
= (Lgyer1o8as© a)/(O)
d
= |, (a0 (gep o)D)
= gap(x)) 7 (gapoa)(0).

Na linguagem matricial, podemos escrever o resultado acima como G4 = 8,0 = g;[;d 8ap-

Sabemos também que em grupos de matrizes vale ad(g).A = gAg~!, de modo que

VQ{[)’ - g;évdagaﬁ +gaﬁdgaﬂ.

Da mesma forma que dada uma conexao é possivel fazer levantamentos horizontais de cam-
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pos vetoriais no espaco base, temos também uma nocao de levantamento horizontal de curvas
e transporte paralelo de uma fibra ao longo de uma curva. Seja a : [a,b] — M, uma curva de
classe C! por partes em M. Um levantamento horizontal de a (ou simplesmente levantamento)
é uma curva @ : [a,b] — P tal que 7t(@(t)) = a(t) para todo ¢ € [a, b]. Aqui, uma curva horizontal

quer dizer uma curva de classe C! por partes cujos vetores tangentes sao sempre horizontais.

Proposicdo 1.10. Sejaa:[0,1] - M uma curva de classe C' em M e seja x = a(0). Para qualquer

ponto u € P tal que m(u) = x, existe um tinico levantamento @ de a tal que a(0)=u.

Demonstracao: Pela trivialidade local do fibrado podemos escolher uma curva 8 : [0,1] — P
(ndo necessariamente horizontal) de classe C! por partes tal que $(0)=u e (f(t)) = a(t) para
todo t € [0,1]. Da transitividade da acdo, qualquer outra curva & para a qual w(a(t)) = a(t) e
a(0) = u deve ser da forma a(t) = B(t)- g(¢t), em que g : [0,1] — G é uma curva com g(0) =e.
Vamos supor que um tal levantamento exista e estudar que equacao diferencial a curva g deve
satisfazer. Denote por f: PxG — Paac¢dode G em P. Temos que a(t) = f(B(t), g(t)), e portanto:

&' ()= fi(B(1), (1)) = (Rgn):(B'(0)) + (fp(n)):(8'(2)).

Para cada t, o vetor (fp(:))«(g’(¢)) € vertical, e portanto pode ser visto como um gerador in-
finitesimal A(¢)* de algum vetor A(¢) € g no ponto @(t). Mostraremos agora que A(t) deve ser o
valor na identidade do iinico campo invariante a esquerda cujo valor em g(t) é g’(¢). De fato,
para todo ¢, € [0, 1], temos

B(to)g(to)exp(t(L g(p)1)8 (%)),

t=0

d d
A(to) (alto)) = 77 a(ty)-exp(tA(f))= 17

=0

e fazendo mudanca de varidveis u =t — ¢y, encontramos

d
Ato)(alto) = —~

P B(to)g(t0)g(t — to) = (fp(z))+ & (to),

t=ty

de modo que @'(t) = (Rg(1))«B’(t) + A(t)*(a(t)). Assim, calculando a forma «w em cada um dos

termos do lado direito da igualdade que expressa @’(¢), encontramos

O((Rg(0):B'(1)) = (Rg(n)) w(B'(1)) = ad(g(t)™uww(B(1))

w(A)(@(t)) = (Lgy1):g'(2).
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Queremos que a(t) seja horizontal, e para isso devemos ter w(a’(¢)) =0. Como

ad(g(t) ) (B(1)) = (Lgiry ) Rg(n):(B'(1)),

teremos:

8'(1)=—((Rg(r)s 0 0)(B'(1)).

Prova-se que esta equacao diferencial acima tem solucdo tinica com g(0) = e ([Nab97] pg.
308). |

Com a nocao de levantamento de curvas, podemos definir o chamado transporte paralelo
de uma fibra ao longo de uma curva. Para isso, sejam « : [0,1] — M uma curva de classe C!,
X0 = a(0) e x; = a(1). Para cada uy, € m~'(xp), o tinico levantamento de a« comecando em u,
termina em um ponto &(1) = u; € 7=1(x1).

Assim, fica bem definida uma aplicacdo 7, : 7~ !(xo) — 7 !(x;). Se fixarmos g € G e res-
tringirmos a aplicagdo Ry a ~!(x,), teremos que 7,0 Rg = R, 0 T,. Isto é verdade pois apenas
precisamos observar que se @ é o levantamento de « comecando em u,, entdo por unicidade do
levantamento, o levantamento de @ comecando em u,- g é o caminho @ g. Em geral, podemos

definir a transporte paralelo para curvas de classe C! por partes de maneira evidente.

Para a proposicao abaixo, dada uma curva « : [0,1] — M, definimos ¢! : [0,1] — M por
a ' (t) = a(l —t) para cada t € [0,1] e se # : [0,1] — M é uma outra curva, com «a(1) = £(0),
definimos a curva a* 8 : [0,1] - M por a*x(t)=a(2t)se t €[0,1/2] e axB(t) = B(2t — 1) se
t €[1/2,1]. A curva a~! é chamada de curva inversa de a e a * # é chamada de justaposicao de

aepf.

Proposicdo 1.11. 1. Sea écurvade classe C' por partes em M, entdo o transporte paralelo ao

longo da curva a™! é o inverso do transporte paralelo ao longo de a: T' = T 4-1.

2. Sea é uma curva ligando x atéy em M e 3 ligay até z em M, entdo o transporte paralelo
ao longo da justaposicdo a - B, que liga x até z, é a composigdo dos respectivos transportes

paralelos: Tqp =7Tq0Tp.

Suponha agora que seja dada uma conexao C num fibrado principal P(M, G). Dado x € M,
como observado acima, cada curva de classe C* por partes a comecando e terminando em
x determina uma bijecdo da fibra 77!(x) nela mesma. O conjunto de tais bije¢des forma um
grupo, o qual é chamado de grupo de holonomia de C com ponto base x, e é denotado por
Hol,.
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1.4 Forma de curvatura

Vamos definir nesta se¢cdo a chamada curvatura de uma conexdo e mostrar a primeira equacao

de estrutura. Comecaremos definindo objetos mais gerais, as formas pseudotensoriais.

Seja P(M, G) um fibrado principal e p : G — Aut(V) uma representa¢do de G num espaco

vetorial real V de dimensao finita.

Definicao 1.13. Umar-forma ¢ em P com valores em V é dita pseudotensorial do tipo (p, V) se
(Rg)yp=p(g)ow

para todo g € G. A forma ¢ é chamada forma tensorial se ¢(X;,..., X;) = 0 toda vez que algum

X; évertical.

Exemplo 1.5. Se p, é a representagdo trivial, entdo uma r -forma tensorial do tipo (po, V) pode

ser escrita como @ = 7* gy, em que @ é umarr -forma em M com valoresem V.

Exemplo 1.6. Sejam p uma representacao de G em V e E o fibrado associado. Uma forma ten-
sorial de grau r e tipo (p, V) pode ser pensada como uma associa¢do que a cada x € M for-
nece uma aplicagdo r-linear alternada ¢, : TM X ... x T.M — ngl(x). Para isso, basta definir
Go(X1, .0 X)) = [u, 0(X4,.., X)), em que u € w7'(x) e X; é qualquer vetor em T, P para o qual
n.X; = X;. Reciprocamente, dadas r -formas alternadas @ : T,M x ... x T,M — ﬂgl(x), definimos
YuX1, .. Xp) = [(u), Pr)(m:Xy, ..., 1. X, )]. Note que a escolha de uma 0-forma linear alternada
para cada x € M com valores em ;'(x), é simplesmente uma se¢ao de E. Em particular, uma
0-forma tensorial do tipo (p, V), isto é, uma fungdo f : P — V tal que f(u - g) = p(g~')(f(u)),
pode ser pensada como uma se¢do de E.

Proposicao 1.12. Seja C uma conexdo em P(M,G). Se ¢ é uma forma pseudotensorial de grau r
do tipo (p, V), entdo:

1. Aforma(y - h), definida por (¢ - h)( X, ..., X)) = o(X)n, ...,(X:)n), é uma forma tensorial do
tipo(p, V).

2. Aformady é pseudotensorial de graur+1 do tipo(p, V).

3. A(r+1)-forma Dy :=(dy)- h é forma tensorial de tipo (p, V).

Demonstracao:
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1. Temos que
(Rg)*(SD -h)(Xy, .., X)) = @(((Rg)*Xl)hr oo ((Rg)*Xr)h);

mas se X € horizontal e Y é vertical, entdo

((Rg)*(X+ Y))h = ((Rg)*X+ (Rg)* Y)h = (Rg)*X

(Rg)*(X+ Y)h = (Rg)*X
Portanto (Rg).(X;) = ((Rg)«X)n, 0 que implica
(Re) (¢ - B)(X1, .0, X)) = (Re) @ (X1 oer (X)) = (D)@K s oors (X))
Logo, R;(go -h)=p(g~Ho(p-h)e - h épseudotensorial de mesma grau e tipo que ¢. Da
forma como foi definida, ¢ - h é evidentemente tensorial.

2. Comod(p(g ) op)=p(g ') odyp, temos que
(ReY'(dp)=d(Rg)'p)=d(p(g™)op)=p(g " )d ).

3. E evidente juntando os itens anteriores.

|

A forma Dy é chamada derivada exterior covariante de ¢. Note que se w € a forma de

conexdo de C, entdo w é uma forma pseudotensorial de grau 1 e tipo (ad, g).

Definicao 1.14. A2-forma tensorial de tipo (ad, g) definida por ) := Dw é chamada de forma de

curvatura de v (ou simplesmente curvatura de w).
Antes de mostrarmos a primeira equacao de estrutura, precisamos de uma lema.

Lema 1.13. Se X é um campo horizontal e A* é um campo fundamental, entdo [X, A*] é um campo

horizontal.

Demonstracao: Se a; = exp(tA), entdao

d 1
[X)A#]_ . -

=il (Ra))X —X).
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Como X é horizontal, temos que (R,,).X é também horizontal por definicdo de conexao e
portanto o limite acima acontece em subespacos horizontais (que sdo fechados por serem de

dimensao finita) e assim [X, A*] é horizontal. O

Teorema 1.14 (Primeira Equacao de Estrutura). Seja w uma forma de conexdo num fibrado prin-

cipal P(M, G) ef} sua forma de curvatura, entdo para cada u € P:
dw(X,Y)=—[w(X), (V)] + (X, Y)

para todos X,Y € T, P.

Demonstracao: Como ambas as expressoes do lado esquerdo e do lado direito da igualdade que

queremos mostrar sao formas bilineares, basta mostra-la em 3 casos.

1. Se X e Y sdo horizontais.
Como X, =XeY,=Y,entdo X, Y)=d(w- h)(X,Y)=dw(X,Y), assim a igualdade vale
pois w(X)= w(Y)=0 por definicao de forma de conexao.

2. Se X e Y sdo verticais.

Podemos supor que ambos sdo campos fundamentais A* e B* e assim, pela férmula de
Cartan ([Lee03] pg. 310) temos

dw(A", B") = A'(w(B")- B'(w(A") - w([A%, B"])
= —w([A, B])
= —[A B]
= —[w(A"), w(B")],

e como (A*, B¥)=0, a igualdade segue.

3. Se X é horizontal e Y é vertical.

Estenda X para um campo horizontal em P e suponha que Y = A* é um campo fun-
damental e note que, desta maneira, o lado direito se anula. Entdo, basta mostrar que
dw(X,A*)=0, mas

d (X, A") = X(w(A") = A (w(X)) — o([X, A"]) = —w([X, A"]) =0,

em que na ultima igualdade acima foi usado o lema anterior.
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Corolario 1.15. Para levantamentos horizontais X" e YH de campos X e Y de M temos
Q(XHr YH) = _w([XH! YH]U)

Demonstracio: Novamente usando que campos horizontais pertencem ao nticleo de w, temos

que:

QX" Y = doX?, Y+ [w(X), w(YH)]
= X"(w(Y") = Y"(w(X™) - (X", Y"])
= —o(X", Y"],) - (X", Y"],)
= —o([X",Y"],).

|

Observacao 1.3. Note que o coroldrio acima nos fornece uma interpretacdo geométrica para
a curvatura de uma conexao. De fato, se 2 é nula em todo par de vetores tangentes de P, en-
tao pelo corolério acima w([ X", Y#],) = 0, mas como o nticleo de w é o conjunto dos vetores
horizontais, temos que [X*, YH], =0 e portanto [ X", Y] é horizontal. Isto significa que a dis-
tribuicdao horizontal desta conexdo é uma distribuicao integravel. Portanto a curvatura da co-
nexao mede a falha da distribui¢do horizontal correspondente ser integravel. Além disso, pela
proposicao 1.8, o levantamento horizontal de [X, Y] é [XH, Y], portanto se a curvatura é nula,
o levantamento horizontal de [X, Y] é [XH, Y]. Isto significa que a aplica¢ao de levantamento
horizontal preserva colchetes, em outras palavras, € um morfismo de algebras de Lie. Assim,
podemos dizer também que a curvatura mede a falha do levantamento horizontal ser um mor-

fismo de algebras de Lie.

Na terminologia fisica, a curvatura 2 de uma conexdo w é geralmente chamada de campo
de calibre. Note que o termo [w(-), w(-)] na primeira equacao de estrutura é uma 2-forma com
valores em g. Dada uma secao local s : U — n~!(U) do fibrado P(M, G), chamaremos o pull-
back 7 := s*Q2 de intensidade (local) do campo, ou simplesmente intensidade. Isto ndao é uma
terminologia padrao, fizemos uma possivel traducao do termo original oriundo do inglés: local

field strenght. Seja .</ o potencial de calibre de w (no calibre s). Note que s*[w, w] = [s*w, s*w],



Capitulo 1. Conceitos e resultados preliminares 27

e como o pull-back comuta com a derivada exterior, temos que
F=5s5"0=s"dw+[w,w])=d(s"w)+[s"w,s"w]=d .o + ., .d].

Se U é o dominio de um carta f : U — R” (ou diminuindo U se necessdrio), as expressdes
em coordenadas (so f~1)*w e (s o f~1)*Q2 de .&/ e F respectivamente, se relacionam de forma

semelhante:

(sof™Q = (FGQ
(A" )+ s, s )
= d((sof V' w+[(fosVw,(fos)w].

Lembramos que se s; : U; — n~}(U;), i = 1,2, sdo calibres, com U; N U, # 0, entdo os potenci-
ais correspondentes .¢/; e .o/, devem satisfazer uma certa relacao de compatibilidade. Veremos

agora qual € essa relacdo com respeito as intensidades .7, e Z,.

Teorema 1.16. Seja w uma forma de conexdo em um fibrado principal P(M,G) com curvatura
Q. Sejam s; : U; — n~Y(U;) calibres com Uy N U, # 0 e seja g1, : Uy NU, — G a fungdo de transicdo
correspondente. Entdo, em Uy N U,,

Ty = ad(gl_gl)ogl-

Demonstracao: Fixeum xo € UyNU, e X, Y € T, M. Temos por definicdo de pull-back (omitindo
0S pontos), que
FH(X, Y) = Q((82): X, (52):Y).

Mas (s2). = (RgIZ)*(Sl)*X+ 012(X)*, de modo que
FoaX,Y) = Q((Rg (51X, (Rg,,)ul51).Y)
= R;ZQ(SI*X»SI*Y))

= ad(gl_zl)(Q(SuX, S1x Y))
= ad(g;,)(Z1(X,Y)).

Onde usamos que 0,(X)* e ©1,(Y)? sdo verticais e que £ anula vetores verticais. O
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Se {ey,...,e;} é uma base da dlgebra de Lie g, entdo existem escalares c ]’ « para os quais:
[e;,ex]= ) cl e;
T jkt
i

Estes escalares sdao chamados constantes de estrutura de g com respeito a base {ey,...,e,}.
Nesta base podemos escrever w = Zi wie; el = Ziﬂiei, em que w; sdo 1-formas em P com
valores em R e ; sdo 2-formas em P com valores em R. Podemos expressar a primeira equacao

de estrutura da seguinte forma:

da)i :_chl:kwf AWy +Q,
j<k

Teorema 1.17 (Primeira Identidade de Bianchi). DQ2 =0.

Demonstracao: Temos que mostrar que para vetores horizontais X, Y e Z vale dQ)(X,Y,Z) = 0.

Aplicando a diferencial exterior na primeira equacao de estrutura teremos que:

Ozdda),- =—Zc]’:kdwj/\wk +ZC}kCOj/\dCz)k+in.

j<k Jj<k

Como w;(X)=0 quando X é horizontal, temos
dQi(X,Y,2)=0

sempre que X, Y e Z sdo horizontais. O

1.5 Fibrados Vetoriais e conexoes lineares

Seja P(M, G) um fibrado principal, V=F", em que F=R ouF=C e seja p : G — GL(n,F) uma

representacdo de G.

Definicao 1.15. O fibrado associado E(P,M,G, p,F™) é chamado de fibrado vetorial de posto m
e fibralF™.

Lembramos que uma trivializagdo local de E é uma aplicagdo ¢ x : ;' (U) — U xF™ da forma
Ye([u,v])=(re(u), p(u)-v), em que ¢ é induzida de uma trivializacao local i : 7=} (U) » U X G
de P(M, G). Fixando x € M, Y gl -1,y : 75 (x) — {x}xF™ é um difeomorfismo. A fibra ;' (x) pode

ser munida naturalmente de uma estrutura de espaco vetorial, que faz com que a aplicacao
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anterior seja um isomorfismo linear. De fato, dados [u, v], [u’, v’] € 75 (x), seja g € G o tnico
elemento tal que u’- g = u e defina

(w,v]+[u,v]=[u,v+p(g™) V.

Desta maneira, cada fibra do fibrado E é um espaco vetorial isomorfo a F™. Além disso, po-
demos também definir uma estrutura de espaco vetorial para o conjunto de secoes de E (se¢oes
diferenciaveis), denotado por I'(E). Para isso, sejam ¢ € F, s,s’ € I'(E) e defina ¢ - s +s' € I'(E)
colocando para cada x € M:

(c-s+s)(x):=c-s(x)+5'(x).

Claramente, se m > 1 o espago vetorial ['(E) tem dimensao infinita. Podemos considerar
também I'(E) como um mddulo sobre a dlgebra das funcdes suaves em M com valores em F.
Paraisso,dada f: M — F e s €I'(E), defina f-s € ['(E) colocando para cada x € M:

(f - $)(x) = f(x)- s(x).

Seja C uma conexao em P e a: [0,1] — M uma curva de classe C! por partes em M. Lembra-
mos que dado u € 7~!(a(0)), existe um tnico levantamento horizontal & come¢cando em u. Se
v € F™, definimos o levantamento horizontal de « em E passando por v como sendo a curva
[a(t), v]. Estanocao nos permite também definir o transporte paralelo 7, : ngl(a(o)) — ﬂgl(a(l))
colocando 7,([@(0), v]) = [@(1), v]. Podemos verificar que esta aplicacdo é um isomorfismo de
espacos vetoriais.

Uma secdo ao longo de o é uma aplicacgao diferencidvel ¢ : [0,1] — E tal que ¢(t) € ﬂgl(a(t))

para todo ¢t €[0,1], isto é, ne(p(t))=a(t) paratodo t €[0,1].

Exemplo 1.7. Seja M uma variedade de dimensdo n. Considere o fibrado de referenciais lineares
L(M)(M,GL(n,R)) eseja V=R". O fibrado vetorial E associado a L(M) com fibra V, sendo que
a acdo de GL(n,R) em V é a acdo usual A-v = A(v), é naturalmente identificado com o fibrado
tangente TM. De fato, a aplicagdo f : E — TM definida por f([u,v])=u - v é um difeomorfismo
e é isomorfismo quando restrito as fibras. Aqui o referencial u = (X, ..., X,) em x € M é pensado
como uma aplicagao linear u : R" — T, M, e; — X;.

Exemplo 1.8. Sendo M como no exemplo anterior, agora consideramos V = T"9R" o espago ve-
toriais dos tensores de tipo (1, s) no espagoR". O grupo G L(n,R) age a esquerda em V da seguinte
maneira: Se A € GL(n,R) e T € T"9R", definimos A- T colocando para p; € (R")* e v; € R",
(A-T)pi,v))=T(A*(p;), A" (v})), em que A* é a aplicagdo transposta de A. O fibrado associado a
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L(M) e com fibra V dado pela agdo comentada é identificado com o fibrado dos tensores TS M,

cujas segbes sdo os campos de tensores em M.
A conexao C em P nos permite definir uma maneira de derivar se¢des ao longo de curvas de

M. De fato, fixando ¢ € [0, 1], definimos a derivada covariante de ¢ na direcao o'(¢) por:

1
Ve p i=lim L [To(p(a(t + h))—¢(a(t))].

Em que 7, : 75 (a(t + h)) — 7' (a(t)) é o transporte paralelo. Note que V()¢ € 5 (a(t))
para todo t € [0,1], e portanto a derivada covariante define uma nova secdo ao longo de a.

Dizemos que a secdo ¢ é paralela quando V()¢ =0 para todo ¢ € [0,1].

Seja agora x € M e suponha que exista uma sec¢do ¢ de E definida em uma vizinhanca aberta
U de x. Seja u € n~'(U) e considere a aplicacdo associada u : F — n;'(n(u)) definida por
u(v)=[u,v], a qual é um isomorfismo linear. Associada a se¢do ¢, definimos f : 771(U) — F™
por

fw)=u"op(n(u)).

Fixe u € 77!(x) e seja @ uma curva tal que a(0) = x. Sejam X = /(0) e X € H, o vetor

horizontal tal que 7,(X) = X.
Lema 1.18. Vx¢ = u(X(f)).

Demonstracdo: Seja @ o levantamento de a comecando em u, entdo @’/(0) = X. Temos entdo

que:

() =1lim 1 (f(@(h) - f(w) =lim - (ath) (p(atn) - 1~ (p(x)

W(R()=lim - (1o a(h) (g (ath) -~ p(x))

E suficiente mostrar entdo que

uoa(h) ' (p(a(h))=1.p(alh))).

Se & =a(h) Y (¢(a(h))), entdo [a(t),£] é curva horizontal em E, e como
[a(t), E]le=n = [@(h), a(R) " (p(a(h)] = a(h) o a(h) ™' (p(a(h)) = p(a(h))

segue que T4(¢(a(h)))=[a(0),&] =[u,&] =u(&), o que conclui o lema. ]
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Em particular, note que o valor V(¢ nao depende da curva a, mas apenas do vetor a’(0).
Isto nos permite definir para cada X € T M a derivada covariante de ¢ na dire¢do X em x como
sendo Vx¢ := Vg0, em que a é qualquer curva passando por x e tangente a X. Essencial-
mente da propriedade de 7, ser um isomorfismo e do lema acima, podemos mostrar as seguin-

tes propriedades da derivada covariante enunciadas na proposicao abaixo:

Proposicao 1.19. Sejam X,Y € T, M e sejam ¢ e ) se¢bes de E definidas em uma vizinhanga
aberta de x. Entdo:

L. Vxivo=Vxp+Vyp;
2. Vx(p+y)=Vxp +Vxi;
3. Voxp=A-Vxp,emqueA€cT;

4. Vx(fe)=f(x)-Vxp +X(f) ¢(x), em que [ é uma fungdo definida numa vizinhanga de x

com valoresemTF.

Se X é um campo numa vizinhanca aberta U de x, a derivada covariante da se¢do ¢ na
direcdo de X, denotada por Vxy, é a secdo de E definida por (VXgo) (x) := Vxu)p para cada
xeU.

Uma métrica em um espaco vetorial V' é uma aplicacdo g : V x V — F tal que se F =R,
entdo g é linear na primeira variavel e simétrica nas duas variaveis, isto é, g(X,Y) = g(¥,X) e
se F =C, entdo g € linear na primeira varidvel e simétrica conjugada nas duas varidveis, isto é,
8(X,Y)=g(V,X).

Definicao 1.16. Uma métrica em um fibrado vetorial E é uma escolha de uma métrica g, em
cada fibra 7t (x), x € M, e que varie de maneira C* no seguinte sentido: dadas secdes e de
E, a fungdo x — g.(p(x),Y(x)) é C>*. SeF =R o fibrado é dito semi-riemanniano e se ¥ = C
o fibrado é dito semi-hermitiano. Se, além disso, a métrica é positiva definida em cada fibra, o

fibrado é dito Riemanniano deF =R e Hermitiano seF =C.

Definicao 1.17. Dada uma métrica g em E, uma conexdo num fibrado principal P(M, G) é dita
conexdo métrica, ou que a conexdo é compativel com a métrica, quando o transporte paralelo

de E é isometria.

Dada uma métrica g em E, podemos construir uma reducdo Q(M, H) de P(M, G) como se-

gue. Na fibra tipica F™ de E consideramos o produto interno candnico:

< 5’77 >:Z§ini para g = (gl» ceey gm): n= (nlr---» 7’)m) eR™
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<&n>=> Em para E=(E1 )= (11,00 ) EC™.

Seja Q o conjunto dos u € P tais que g(u(&), u(n))=<&,n > para todos &,n € F™, isto é, tais
que a aplicacdo u : F" — ngl(ﬂ e(u)) seja uma isometria. Entdo Q é um subvariedade fechada de
P. Fazendo as devidas restri¢oes nas trivializagoes locais de P, mostra-se que Q é um subfibrado
reduzido de P com grupo de estrutura H dado por

H={geG;p(g)eO(m)} seF=R

H={geG;p(g)eU(m)} seF=C,
em que p € arepresentacdo de G em G L(m,F).

Restringiremos nossa atencao agora ao fibrado de referenciais L(M)(M, G L(n,R)). Uma co-
nexao neste fibrado é chamada de conexao linear. Até o fim desta secdo, denotaremos por P o
fibrado L(M).

Definicao 1.18. A 1-forma canénica ¥ de P é a forma com valores em R" definida colocando
para cada X € T, P, ¥(X) = u~'(n.X), em que o ponto u = (X;,...,X,,) € P é pensado como uma
aplicagdo u :R" — T,(,z)M, e; — X;.

Proposicao 1.20. A forma ¥ é tensorial de tipo (p,R"), em que p é a agdo candnica de G L(n,R)
emR".

Demonstracao: Dados g € GL(n,R) e X € T, P, temos que
R(X)=9((R)X)=(u-g) ' (mX)=g 'u"(m.X)= g ' ¥(X),
0 que mostra que 1 é pseudotensorial. Se X € vertical, entdao 7, X =0, e assim %(X)=u~1(0)=0.

|

Dado v € R”, podemos associar o campo horizontal fundamental B(v) em P como se-
gue. Dado u € P, B(v), é o unico vetor horizontal em u para o qual 7. B(v), = u(v), em que
u:R" — T, ,)M. Note no entanto que esta definicdo, ao contrario da defini¢do de gerador

infinitesimal, necessita de uma conexao em P.

Proposicao 1.21. Os campos horizontais fundamentais tém as seguintes propriedades (andlogas
as propriedades dos geradores infinitesimais):

1. Se? é a forma canonica de P, entdo ¥(B(v))=v para todo v € R".
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2. (Rg)«(B(v))=B(g'v), para g € GL(n,R") ev €R".
3. Sev #0, entdo B(v) ndo se anula.
Lema 1.22. Vale que [A*, B(v)] = B(A - v) para todo A € gl(n,R) ev € R".

Demonstracao: Se a, = exp(tA), entdo
o1 .1 _
(A", B)) =1im — - (B(v) — (Ra, J(B(v)) = lim - (B(v) - B(a; ).

Por outro lado, como a associacao v — B(v), é isomorfismo de R” no subespaco horizontal

H,, entao teremos:
li ! B B(a:'v))=B|li ! )| =B(A
tlil(};-( (v)— B(a, v))— tl_r}(};-(v—at v)| =B(A-v).

O

Definimos a forma de tor¢cao T de uma conexao linear C por T := D?. Assim, T é uma 2-
forma tensorial em P de tipo (Id,R"”). Mostraremos agora a segunda equac¢do de estrutura, a

qual envolve Y.

Teorema 1.23 (Segunda Equacao de Estrutura).
A X, Y)=w(Y) HX)—wX) - HY)+T(X,Y)

Demonstracao: A demonstragdo € similar a demonstracdo da primeira equacao de estrutura.

Procedemos separando em 3 casos.

1. Se X e Y sdo verticais podemos supor que X = A* e Y = B* sdo campos verticais fun-
damentais. Entdao ambos os lados se anulam pois ambas ¥ e T se anulam em campos

verticais.

2. Se X e Y sdo horizontais podemos supor que X = B(u) e Y = B(v) sdo campos horizontais
fundamentais. Como X e Y sdo horizontais, w(X) = w(Y) = 0 por definicao de forma de
conexdo e Y (X, Y)=dU(X, Y) por definicdo de derivada exterior covariante, e a igualdade

segue.

3. Se X é vertical e Y é horizontal podemos supor que X = A* e Y = B(u). Temos que

T(X,Y) = 0 pela definicao de derivada exterior covariante, w(Y) = 0 por definicdo de
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forma de conexao e w(X)-HY)= w(A*)-¥(B(v))=A- v. Pela férmula de Cartan:

d¥(X,Y)=A"(9(B(v))) - B(v)(H(A") - I[A", B(v)] = —F(B(A-v))=—A"v,

o que conclui a demonstracao.

|

Seja {ey, ..., e,} abase canonica de R”. Como as formas 7 e T tomam valores em R” podemos

9= Ve, T=) Tiey,

em que ¥; e Y; sdo formas em P com valores em R. Para cada i,j =1,2,...,n, denote por E;; a

escrevé-las como

matriz n X n cuja entrada na posicado (i,j) é 1 e é 0 nas demais. Como as formas w e 2 tomam

valores em gl(n,R), podemos escrever
w:ZwijEij) Q:ZQ,']'E,']'.
ij i,j

Assim, comparando coordenada com coordenada, podemos escrever as equacoes de estru-

tura como
1. dﬂi:_zkwikAﬁk+Ti» i:1,2,...,7’l.
2. da),-jz—zkwik/\a)kj—i-(l,-j, i,j:1,2,...,71.

Sabemos que o conjunto das formas diferenciais com valores reais forma uma R-4lgebra
com soma e o produto por escalares usuais e com o produto exterior. Podemos considerar entdao
a algebra das matrizes cujas entradas sdo elementos na dlgebra das formas diferenciais com
valores em R e definimos a diferencial exterior de uma matriz de formas como sendo a matriz

das diferenciais. Podemos dai escrever as equacoes acima na forma matricial:

1. dl=—wA0+7T

2. do=—wNw+Q.
Teorema 1.24 (Segunda Identidade de Bianchi). Para uma conexdo linear, temos:

DY =QA7,
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isto é,
3DY(X, Y, Z)=QX, Y)HZ)+QUY, 2)(X)+uZ, X)NY), paraX,Y,Z< T, P

Demonstracao: Se aplicarmos d na primeira equagdo de estrutura vamos obter
O=—dwANI+wANdi+dTY.

Por definicao de forma de conexdo, temos que w(X;) = 0, além disso, #(X}) = #(X) pois
(X) = m( Xy + X)) = m(Xy) e finalmente temos que d w(Xy, Y,) = X, Y) por definicdao da

forma de curvatura. Portanto:

DY(X,Y,Z)=d¥(Xp, Yn, Zn) =(dw ANO)Xp, Yn, Zp) = (QA D)X, Y, Z).



Capitulo 2

Simetrias em Geometria

Neste capitulo mostraremos através de alguns exemplos como conexdes em fibrados principais
podem fornecer diferentes tipos de geometrias. Essencialmente, mostraremos alguns exemplos
de espacos simétricos, os quais serdo realizados como espaco base de certos fibrados principais.
Escolhemos em especial os exemplos de geometrias clédssicas, isto é, as tinicas variedades Rie-
mannianas simplesmente conexas e completas de curvatura constante: o espaco euclidiano R”
(Geometria Euclidiana), a esfera S” (Geometria Esférica) e o espaco hiperbdlico H” (Geometria
Hiperbdlica)[Car92].

2.1 Espacos Homogéneos Simétricos

Antes de definir espacos homogéneos simétricos, vamos mostrar como é possivel induzir cone-

x0es por morfismos de fibrados. A proposicdo abaixo serd usada posteriormente.

Proposicao 2.1. Seja(f, f’): PL(M,,G,) — P.(M;,G,) um morfismo de fibrados principais tal que
a aplicagao induzida F : M, — M, seja um difeomorfismo. Seja C, uma conexdo em P, w, e}

as suas formas de conexdo e curvatura, respectivamente. Entdo:

1. Existe uma tinica conexdo C, em P, tal que os subespacos horizontais de C, sdo levados em

subespagos horizontais de C, pela aplicagdo f.

2. Se w; e, sao as formas correspondentes de C,, entdo f*w, = f-wy e f*Q = f-Q), em que
(f - w1)(X) = (fDe(w1(X)), e(f - ) é definida de maneira andloga.

Demonstracao:

36
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1. Definiremos a conexao C, expressando quais serao os subespacos horizontais desta.

Dado u, € P, temos que m,(u;) € M,. Como F é sobrejetiva, existe x; € M; tal que
F(x1) =ma(uy).

Escolha u; € P, para o qual 7;(u;) = x;, entdo m2(f(u1)) = F(m1(u1)) = F(x1) = ma(us) €
assim existe g, € G, para o qual u, = f(u,)- g». Defina H,, := (Rg,)«(f«(H,,)), em que H,,
é o subespaco horizontal em u; da conexao C;.

Mostraremos agora que H,, ndo depende da escolha de u, e nem de g,. Suponha que
u, = f(uy)- g,. Entdo f(u1) e f(u;) estdao na mesma fibra, isto €, 7o(f(u1)) = 7a(f(u?)),
e portanto F(7,(u;)) = F(mt1(u})), o que implica 7t,(u;) = 7,(u]) pois F € injetiva. Assim,
existe g € G, tal que u} = u, - ;. Portanto

FHy) = fHu,.g)) = fl(Rg,)(Hu,)) = (Rg, ) (f Hu,)),

em que a ultima igualdade acima segue de (f, f’) ser morfismo, onde g, = f’(g;). Como

F))=f(ui-g1)= f(w)- f'(g1)= f(u1)-g, temos que f(u1)-g>= f(uy)-g,= f(u1)- 8,85
0 que implica g, =g, g,, € assim

(Rgg)*(f*(Hu{ )= (Rgzgé_] )*f*(Hu{) = (Rgz)*(Rgz‘l )*(Rgz)*f*Hul = (Rgz)*f*(Hul )

portanto H,, estd bem definido.

Para ver que esta distribuicdo € invariante, sejam u,, u; e g, como acima e seja gé e G,
qualquer. Entdo u,- g, = f(u1)-(g28,), 0 que implica, por defini¢do da distribuicdo,
Hug~g§ = (Rgé )*((Rgz)*f*(Hul )= (Rgé)*Huz-

Para ver que T,,P, = H,, ® V;,,, basta mostrar que ((72).),, € isomorfismo quando restrito
a H,,. Seja x, = my(u,). Como existe u; € P, tal que f(u,) € 7T2_1(x2), basta mostrar que
(72), restrito a Hy(,,) € isomorfismo pois, se para u, € isomorfismo, entdo para uy=u,-g

também é isomorfismo pela comutatividade do diagrama abaixo:

Hu1 (7T1)x ];Cl M1

(Rg] ) \le

(71«
Hyp g —25 T, M,
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De 7,0 f = F o, podemos considerar o seguinte diagrama comutativo:

fx
Hu1 —_— Hf(ul)

(m)»;i \L(ﬂz)*

E;
T My —— T )M>

Da definicdo de C,, no diagrama acima temos que f, é sobrejetiva e que (7;), e F. sdo
isomorfismos. Segue que f. € injetiva, pois se f.(X) = fi(Y), entdo (7). fu( X) = (712): fu(Y),
o que implica E.(71)«(X) = E(m).(Y), e portanto X = Y pois F.o(7;), é isomorfismo. Assim,

arestricdo de (7,). a Hy(,,) € um isomorfismo, e o item estd demonstrado.
A unicidade de C, é clara da sua prépria defini¢ao.

2. Vamos mostrar que para todo X € T, P, vale w,(f.X) = f/(w(X)). Da linearidade dos
objetos envolvidos, basta separar em dois casos.

Primeiro, se X € H,,, entdo os dois lados se anulam pois f preserva subespacos horizon-

tais, os quais sao, em cada ponto, niicleo da forma de conexao.

Segundo, se X € V,,, entdo X = (A?}),, € um campo fundamental. Seja A, = f/(A,). Deno-
tando por L, a aplicacdo induzida por ambas acdes nos fibrados P,(M;,G;): L,(g)=u-g,
para u € P, e g € G; e da defini¢do de morfismo de fibrados, temos que foL,, = L¢y,o f/,

entao
F(X) = ful(ADu) = Fil L )o(A)) = (L )« F1(AD) = (L pun)eAz = (A )

e assim
wo(f:X) = wz(AZ) =A,= f,:(Al) = f;(a)l(AT)) = f,:(ah(X))-

Finalmente, para a equacao correspondente para as formas de curvatura, observe que

f*dw, = f-dw,. Aplicando f* na primeira equacgao de estrutura, teremos
[fdw,=—=f([wz, w2])+ [ L=—f-([or,0:])+ f- U =f-dow,

dai
—[ffwo, ffw] + R =—[f w1, o]+ f-Q,

o que implica f*Q, = f- ;.
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|

Na situacdo da proposicdo acima, dizemos que (f, f’) leva a conexdo C; na conexdo C,. No
caso particular em que (f, f’) é um automorfismo de um fibrado principal P(M,G) com uma
conexao C, dizemos que C € invariante por (f, f’) se este morfismo leva C em C. Existe uma
proposicao andloga a anterior que serd enunciada aqui apenas para constar, pois nao serd usada

posteriormente.

Proposicao 2.2. Seja(f, f’): PL(M,,G,) — P.(M;,G,) um morfismo de fibrados principais tal que
f: Gy — G, é um isomorfismo de grupos. Seja C, uma conexdo em P,, w, sua forma de conexdo

correspondente e, sua forma de curvatura. Entdo:

1. Existe uma uinica conexdo C, em P, tal que os subespagos horizontais de P, sdo levados em

subespagos horizontais de P,.

2. Se w; e sdo a forma de conexdo e a forma de curvatura respectivamente de C,, entdo
f*(,()zzf'(,l)l ef*szf-Ql.

Demonstracdo: Defina w, = f/7!(f*w,). Sejam X; € T, P, e g, € G, e colocando X, = fi(X;) e

g>= f’(g1). Entdo nds temos:

w1((Rg,):X1)

[ (w2 fl(Rg))X1)) = £ (w2((Rg, ) X2))
[ (ad(g; w2 (X2)) = ad(gy (i (w2(X2)))
ad(g; u(wi1(X1)).

Sejam agora A, € g, e A, = f/(A;). Temos que w1 (A}) = fI ! (w,(A3)) = fI7'(A2) = A,. Portanto
w1 é uma forma de conexdo em P;. A outra afirmacao tem uma prova analoga a da proposicao

anterior. O

Como dissemos antes, realizaremos alguns espacos simétricos como espaco base de alguns
fibrados principais, mas estes tltimos por sua vez, ndo sao quaisquer fibrados, sao de fato fibra-
dos principais da forma G(G/H, H), em que H é um subgrupo fechado de G. Nestes fibrados em
especial, temos uma maneira de definir conexdes que é essencialmente a procura de um bom
complemento para a algebra de Lie de H em g, o qual deve ser invariante pela representacao

adjunta de H, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 2.3. Seja G um grupo de Lie conexo e H um subgrupo fechado de G. Sejam g e h as
dlgebras de Lie de G e H respectivamente.
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1. Se existe um subespagcom de g tal que g =h ®m e ad(H),m =m, entdo a componente em b,
denotada por w, da forma e Maurer-Cartan de G com respeito a decomposicdo acima define

uma conexdo no fibrado G(G/H, H), a qual é invariante pelas translagoes a esquerdaemG.

2. Reciprocamente, qualquer conexdao em G(G/H, H) invariante pelas translagoes a esquerda
em G (se existir) determina uma tal decomposi¢do e é obtida da maneira descrita no item
1.

3. Aformade curvatural de tal conexdo invariante é dada por X, Y) = —[X, Y]y, para todos

X, Y campos invariantes a esquerda pertencentes am.
Demonstracao:

1. Seja A€ h e A? o gerador infinitesimal de A. Note que A* é invariante a esquerda:

d
(Lg)A= T g-exp(tA):Az.
t=0

Mas isto implica que O(A*) = A# = A = w(A*). Para ver que (Rp,).w = ad(h™'). o w, seja

X e T,G e p aprojecdo de g em m, entao

O((Rn):X) = w((Rp):X) + ¢ ((Rp):X),

e por outro lado
ad(h™).0(X) =ad(h™).w(X)+ad(h™).p(X).

Assim, comparando componente com componente:

((Ry):X)+(p((Ry).X) —ad(h™").p(X)) = ad(h_l)*a)(X)Jr\Q_,

€h €m €h €m

temos que w((Ry):X) =ad(h'),w(X), 0 que mostra que w € uma forma de conexdo. Em
g = e, w é a projecao sobre f, portanto m € o subespaco horizontal por esta conexao em

g = e (nucleo de w).

A forma w € invariante a esquerda, isto é, L’;w = w para todo g € G, pois se X € Ty/G,
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entao

LX) = wge((Lg)X)
= wgg((Lg)o(Lg)lXe))
= wggl(Lgg)dXe))
= (Xe)s
= wy((Lg)dXe))
= wg(X).

2. Seja w uma forma de conexdo em G(G/H, H) invariante pelas translacées a esquerda de
G. Seja m o subespaco horizontal em g = e. Por definicao de espaco horizontal temos
que g = h & m. Por definicdo de forma de conexdo, m é o ntcleo de w em g = e, e pela
conexao ser invariante a esquerda, temos que esta forma de conexdo € justamente, para
cada X € Ty/G, a componente em h do valor na identidade do tinico campo invariante a

esquerda em G cujo valor em g’ é X. Note também que dado h € H e m € m temos que

w(ad(h),m)= w((Ry-1).m)=R;_,w(m)=ad(h).w(m)=0,
o que implica ad(h).m € Kerw, = m, e assim ad(H)m C m. Como ad(h), é isomorfismo
para todo h, temos que dim ad(/).,m = dim m, e portanto ad(H)m =m.

3. Combinando a primeira equacao de estrutura com a férmula de Cartan obtemos:

QX,Y)=dw(X,Y)+[wX), o(Y)] = X(w(Y)) - Y(w(X)) — w((X, Y]) + [w(X), ©(Y)].

Mas se X, Y €m, entdo w(X)=w(Y)=0, o que implica (X, Y) =—[X, Y];.

|

Definicao 2.1. Seja G um grupo de Lie conexo com um automorfismo involutivo o ndo trivial,
isto é, 0% = Idg e 0 # Idg. Seja H um subgrupo fechado de G tal que Fix(o), < H < Fix(0), em
que Fix(0), é a componente da identidade de Fix(o). Dizemos que o espaco homogéneo G/H é

simétrico (definido por o).

Como 02 =1Idg e o(e) = e, segue que o automorfismo de algebras de Lie (0.), : g — g tam-

bém € involutivo. Isto implica que o polindmio minimal de T = (o), assume uma das seguintes
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formas: p(x)=(x+1), p2(x)=(x —1), ou p3(x)=(x+1)(x — 1). Em qualquer uma das possibili-
dades, temos que
g=mah,

emqueh={XegT(X)=X}lem=1{X e g T(X)=—X} (podendo acontecer de algum destes

espacos ser nulo).

Note que ad(H)m = m. Para ver isso, sejam h € H e X € m. Como ad(h).X = (Ry1).X e
OoR, =Ryno0 = Rj00, sendo que esta tltima igualdade é verdade pois i € H < Fix(o), temos
que:

O(Rp1):X) = (0 0 Rp-1):X = (Rp1):0:X = —(Rp1): X.

Isto é, o.(ad(h),.X) = —ad(h).X, e portanto ad(H),m C m, e de ad(h). ser isomorfismo, temos que
ad(H)ym=m.

Logo, m induz uma conexao invariante no fibrado G(G/H, H), a qual é denominada a cone-
xao canodnica de G(G/H, H). Denotaremos esta conexao por Cs. O automorfismo o pode ser

pensado como um automorfismo do fibrado G(G/H, H).

O automorfismo ¢ induz naturalmente um difeomorfismo involutivo oy : G/H — G/H, bas-
tando definir o(([g]) = [0(g)]. Temos que Ttoo = gyon, em que w : G — G/H é a projecao

candnica, e oy([e]) = [o(e)] = [e], isto é, [e] é ponto fixo de T.

Observacdo 2.1. A origem [e] é um ponto fixo isolado de o,. De fato, suponha por absurdo que
isto seja falso e seja ([g,]) uma sequéncia em G/H de pontos fixos de o, que converge para [e]
e tal que [g,] # [e] para todo n € N. Pela existéncia de secoes locais de G(G/H, H) podemos
supor que g, converge para e, com g, # e para todo n € N. Como, para cada n € N, temos

oolgn)=[o(g,)] =[gn], deve existir h, € H parao qual o(g,)= g, h,. Mas isto implica que
8n ZUZ(gn)ZO'(gn)'U(hn)Z 8n- hi,

sendo a tltima igualdade acima vélida pois H € subgrupo de Fix(c), e segue entdo que h? = e.
Como h, converge para e, e a aplicacdo g — g2 é um difeomorfismo local em torno de g = e,
segue que para n suficientemente grande, h, = e, e portanto o(g,) = g,. Assim, tomando n
maior se necessdrio, g, estd na componente da identidade de Fix(o), e portanto em H, o que

implica [g,] = [e], 0 que é absurdo pela escolha da sequéncia ([g,]).
A involucao o, é dita uma simetria em torno de [e].

Teorema 2.4. Seja G/H um espaco homogeéneo simétrico e Cs a conexdo canénica de G(G/H, H).
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1. Cs é invariante por o (pensada como automorfismo do fibrado).

2. Para cada X € m, sejam a, = exp(tX) e x, = nt(a,). Entdo o transporte paralelo da fibra H

ao longo da curva x, coincide com a translagdo a esquerdah— a;-h, h€ H.
Demonstracao:

1. Seja X € T, G pensado como campo invariante a esquerda e X, = X; + X, sua decomposi-

¢do com respeito ag=h®m. Como 0 o Ly = L, 00, temos que:

'w(X) = weg)(0(Lg)Xe)
= Wo(g)(Lo(g):0+X)
= Wo(g)(Lo(g))«T+X1 + (Lo(g)):0:X2)
= Wo(g)((Lo(g))«X1 — (Lo(g))X2)
= We(X1) — w.(X2) = X1 = w(X).

2. Primeiramente note que as curvas integrais de X sdo curvas horizontais por X ser um
campo invariante a esquerda em m. Portanto, dado h € H, isto é, um elemento da fibra de
[e], a curva integral de X passando por h € a, - h, que é horizontal pela observacao acima
e que claramente se projeta em x,. Por unicidade do transporte paralelo, segue entao que

a translacdo a esquerda por a, € o transporte paralelo da fibra H ao longo de x;.

|

Por simplicidade de notacdo, até o final desta se¢cdo escreveremos M = G/H. Lembramos
que para cada g € G, definimos Lg : M — M, a translagdo a esquerda no espagco homogéneo
M, dada por Lg([g’]) =[g - &'], a qual é difeomorfismo com inverso Lg-1. O teorema acima nos
permite definir uma conexao linear no fibrado L(M)(M, G L(n,R)). Para isso, primeiramente
vamos definir um morfismo de fibrados principais (f, f’) : G(M, H) — L(M)(M, G L(n,R)). Fixe
um referencial linear u = (Xj, ..., X;,) em [e] (0 qual pode ser identificado com uma base de m) e
para cada g € G defina f(g) como o referencial em [g] que é imagem de u pela diferencial de
L,. Defina também f”: H — G L(n,R), colocando f’(h) como a matriz da transformacao linear
(Lp)s: TiegM — Tie)M na base u.

Note que (f, f’) ¢ um morfismo de fibrados e que a aplicacdo induzida F é a identidade de
M a qual é, em particular, um difeomorfismo. Pela proposi¢do 2.1 este morfismo induz uma

Unica conexdo em L(M)(M, G L(n,R)) para a qual f leva subespacos horizontais em subespagos
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horizontais (e portanto curvas horizontais em curvas horizontais). Tal conexdao também serd
denotada por Cs e serd chamada a conexao linear canonica de L(M)(M, G L(n,R)).
Antes de estudar esta conexao linear candnica, na préoxima secdo apresentaremos algumas

proposicoes sobre transformacdes afins.

2.2 Transformacoes

Seja M uma variedade com uma conexao linear C. Ja vimos que a conexdo C induz uma no¢ao
de derivagdo de se¢des ao longo de curvas em cada fibrado vetorial associado ao fibrado de re-
ferenciais L(M) (pg. 29). No caso do fibrado tangente T M, uma secao ao longo de uma curva
diferenciavel « : [0,1] — M é chamada de campo de vetores ao longo de ¢. Em particular, o
campo de velocidades ¢ — o/(¢) é um campo de vetores ao longo de a. Quando este campo de
velocidades € paralelo, isto é, Va’ = 0 para cada ¢ € [0, 1], dizemos que a é uma geodésica
(com respeito a conexdo C). Mais geralmente, uma se¢do do fibrado tangente em um subcon-
junto aberto de M é um campo de vetores neste aberto, portanto se X e Y sdo campos de vetores

em um aberto U de M, tem sentido o campo de vetores VyY em U.

O tensor de Torcao, denotado por T, é definido por:
T(X,Y)=VxY-VyX—-[X,Y].
Também definimos o tensor de Curvatura, denotado por R, colocando:
R(X,Y)Z=Vx(VyZ)=Vy(VxZ)=Vx v Z.

Definicdo 2.2. Sejam M e M’ variedades com conexoes lineares C e C’ respectivamente. Di-
zemos que uma aplicagdo de f : M — M’ de classe C' é uma aplicagdo afim se sua derivada
fi: TM — TM’ leva curvas horizontais em curvas horizontais, isto é, f. leva cada campo vetorial

paralelo ao longo de uma curva a em um campo vetorial paralelo ao longo da curva f o a.

Em particular, quando o campo de velocidades de uma curva «a for paralelo, entdo o campo
de velocidades de foa também é paralelo, em outras palavras, f leva geodésicas em geodésicas.
Para a préxima proposicao, lembramos que se f: M — M’ é uma aplica¢do suave e se X e X’
sdo campos vetoriais em M e M’ respectivamente, dizemos que X e X’ estdo f-relacionados se

paracada x € M vale f.(X,)= X} Além disso, lembramos também que se X esta f-relacionado

(%)
a X’ e Y estd f-relacionado a Y’, entdo [X, Y] estd f-relacionado a [X’, Y].
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Proposicao 2.5. Seja f : M — M’ uma aplicagdo afim. Sejam X,Y e Z campos vetoriais em M

que sdo f -relacionados a certos campos vetoriais X', Y’ e Z’ de M’ respectivamente. Entdo:

1. VxY é f-relacionado aVx Y, ondeV denota a derivagdo covariante em ambas M e M.

2. T(X,Y) é f-relacionado a T'(X’,Y’), em que T e T’ sdo os tensores de tor¢cdo de M e M’

respectivamente.

3. R(X,Y)Z é f-relacionado a R'(X’,Y")Z’, em que R e R’ sdo os tensores de curvatura de M e

M’ respectivamente.

Demonstracao: Seja x, uma curva integral de X e seja 7 o transporte paralelo de x, até x,, entdao

por defini¢cdo de derivada covariante:
L1
(V¥ =lm = (7Y, — ¥r,).

Seja x| = f(x;) e seja 7’ o transporte paralelo de x/ até x;. Como [ preserva campos para-
lelos e da unicidade do transporte paralelo, temos que f comuta com o transporte paralelo, e

portanto:

1
FAVxY) = lim— (A(TY) - fi(¥)

1
= lim- (T/Yx/[ - Yxlo) = (VX’ Y/)x()'

t—0 f

As afirmacdes 2. e 3. seguem facilmente de 1. e de que os colchetes estdo f-relacionados. O

Definicao 2.3. Um difeomorfismo f de uma variedade M nela prépria é chamado de uma trans-
Jormacdo de M. Se é dada uma conexdo linear em L(M), uma transformacdo afim de M é um

difeomorfismo f : M — M que é ao mesmo tempo uma aplicacdo afim.

Uma transformacdo de M induz um automorfismo f de L(M). Dado um referencial
u=(X,..X,) em x € M, definimos f(u) = (fu(X1), ..., f«(Xy)). A aplicacdo induzida por f é
justamente f, isto é, wo f= fo.

Note que a definicdo de f nos garante que a forma canénica ¥ de L(M) é invariante por f.
De fato, dado u = (Xj, ..., X,) e X € T, P, temos que f,o u = f(u). Portanto (f(u))"! = u~! ofle
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assim

Fox) = 9(fX)

(f(w) ' (m. fiX)
(fw)(fumX)
= u ' f (X))
= u Y (mX)=9(X).

Suponha que seja dada uma conexao linear C em L(M) com forma de conexao w e que
f seja uma transformacio afim. Da proposicdo 2.1, temos que f leva a conexdo C em uma
conexao, digamos, f (C). Por outro lado, seja X € T, P um vetor horizontal em u, o qual podemos
estender para um campo horizontal em P, e tome uma curva horizontal ¢ em P tangente a X.
Dai f,(X)= 4| _ fla(r)).

Escrevendo a(t) = (X;(t),..., X,(t)), que é um referencial em n(a(t)) = a(t), temos que
Ffla(t)) = (f(Xi(1)), ..., foXa(£))) é um referencial em 7(f o a(t)) = f(a(t)). Como a curva a é
horizontal, segue que cada X;(t), i =1,2,...,,n, ¢ um campo paralelo ao longo de @, e por defini-
cao de transformacao afim temos que f.(X;(¢)) é um campo paralelo ao longo de f o @. Assim,
a curva f oa é também horizontal. Logo, o automorfismo f leva subespacos horizontais em
subespacos horizontais, isto é, preserva a conexdo: f(C)= C. Em termos da forma de conexio

de C, isto significa que f*w = w.

Note também que, por esta observacao acima, os campos horizontais fundamentais sdo in-
variantes por f De fato, sejam u = (X, ..., X)) € P, v € R" e B(v) o campo horizontal fundamen-

tal associado, se v = Zi a;e;, entao:

n*(f*B(V)u) = f*ﬂ'*B(V)u
= f*u(v)

= fi (Z diXi)
= > aifilX)

= flu)v).

Portanto, como f*(B(v)) é horizontal, temos que f*(B(v)u) = B(v)#(,)- Resumimos a discus-

sa0 acima na seguinte proposicao:

Proposicdo 2.6. 1. Se f: M — M é uma transformacgdao, entédo a forma canonica de L(M) é
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invariante por f.

2. Se M possui uma conexdo linear C e f : M — M é uma transformagdo afim, entao C é

invariante por f.
Para finalizar as observacgdes sobre transformacdes afins, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.7. Seja C uma conexdo linear em M. Para uma transformacgao f de M, as condigoes
abaixo sdo equivalentes:

1. f é uma transformacao afim de M.

2. f*o=w, em que w éa forma de conexdo de C e f é a transformacdo de P induzida por f.
3. f deixa todo campo horizontal fundamental B(v) invariante.

4. f(VxY)=Vyx(f.Y) para quaisquer campos vetoriais X e Y em M.

Demonstracao: A equivaléncia entre 1. e 2. e a implicagdo 2. = 3. ja foram feitas. Para ver que
3. implica 2. note que se u € P, entdo o subespaco horizontal em u é H, = {B(v),; v € R"}, pois
a hipétese significa que f leva subespacos horizontais em subespacos horizontais. Isto implica
que f(C) = C e portanto f*w = w. A implicacio 1. = 4. foi feita na proposi¢ao 2.5. Finalmente,
para ver que 4. implica 1. seja Y um campo paralelo (ndo nulo) ao longo de uma curva x;. Seja X
o campo velocidade da curva x, e estenda estes campos para M (o que € possivel em vizinhancas
suficientemente pequenas), denotando pelas mesmas letras tais extensoes. A hipotese nos diz

que f.Y é paralelo ao longo de f(x;), e portanto f é uma transformacao afim. O

Voltaremos agora a discutir o caso da conexao linear canoénica no fibrado L(M)(M, G L(n, R)),
em que M = G/H. Antes de enunciar as propriedades desta conexao linear candnica e partir

para os exemplos, veremos um lema.

Lema 2.8. Seja U C M um subconjunto aberto de uma variedade M com uma conexdo linear.
Sejam x € U e o : U — U uma aplicagdo afim involutiva da qual x é um ponto fixo isolado.
Entado o.(x)=—Idr,n. Em particular, o reverte as geodésicas que passam por x, isto é, para todo
X € T, M tal que a aplicagdo exp esteja definida, vale o(exp(X)) = exp(—X).

Demonstracao: Denote por T = 0.(x). Como o é uma involucdo em U que fixa x, temos que
T:T,M — T, M também satisfaz T? = Id. Segue entao que o polindmio minimal de T s6 pode ser
p1(A) =(A—1)(A+1), po(A)=A—10u p3(A) = A+1. Se fosse p; ou p, teriamos que +1 é autovalor

de T, o que implica que existe X # 0 para o qual T(X) = X. Tome entdo a geodésica a tal que
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a(0)=x e a’(0)=X. Como o é afim, temos que o ca é uma geodésica tal que ooa(0)=0(x)=x
e (o oa)(0)= T(X)= X. Pela unicidade de geodésicas, devemos ter o o @ = a e x ndo seria um
ponto fixo isolado. Logo p; deve ser o polindmio minimal de T, o que implica T = —Id. Assim,
o leva uma geodésica passando por x com velocidade X # 0 em uma geodésica passando por x

com velocidade —X, por unicidade de geodésicas, isto nos diz que o(exp(X)) = exp(—X). O

Observacao 2.2. Vale também a reciproca do lema acima. Uma simetria em torno de um ponto
x € M é definida como sendo um difeomorfismo S, de uma vizinhanc¢a U de x nela prépria que
manda exp(X) em exp(—X) para todo X € T, M (para o qual a aplicagao exp(X) esteja definido).
Uma tal simetria é uma involu¢do (numa vizinhancga possivelmente menor) na a qual x é ponto

fixo isolado. Além disso, (S, ). = —Id em T, M pois

d d
(S (X)= 77 S.(exp(rX))= P exp(—tX)=—X.
t=0 t=0

Teorema 2.9. A conexdo linear canénica num espago homogéneo simétrico G/H tem as seguintes
propriedades:

1. C éinvariante por G bem como a simetria o, em torno de [e].

2. O transporte paralelo de vetores ao longo de x, = [a,], em que a, = exp(tX) com X €m, éa

diferencial (L,,).. Em particular, x, é uma geodésica.
3. O tensor de tor¢do T é nulo.

4. Qualquer campo de tensores G -invariante K em G/H é paralelo com respeito a Cs. Em

particular, o tensor de curvatura R é paralelo, isto é, VR =0.
Demonstracao:

1. Mostraremos que a aplicagdo L, : M — M ¢ afim para todo g € G, isto €, que a aplicagdo

L, preserva a conexao canonica de L(M). Denote por @ a forma de conexdo da conexdo
canodnica de L(M). Sejam u = f(g’)e L(M) e X = f(X')e H, = f.(Hg).
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Como Lgo f= folL, e wéinvariante por L, temos que:

(LX) = A((Ly):f.X)
= O(fLg).X)
= ['3((Ly)X)
= [ @((Lg)X)
= fllo((Ly).X)
= fULLw(X) = floX) = f(0)=0.

E portanto L, leva subespagos horizontais em subespagos horizontais nesse caso.

Quando u = f(g’)-A e X =(Rp)(fu(X)) € H, =(Ra):(fHy’) temos que

A((Lg)eX) = A((Lg) Ra)e fiX) = O(Ra)(L ) f:X) = ad(A™)d(Lg)i fX) = 0.

Assim, Lg € uma aplica¢do afim. A invariancia por o segue essencialmente da invariancia

de Cs por o, vista no item 1. do teorema 2.4.

2. Lembremos da definicao de f que u = (Xj,...,X,) é o referencial fixado em [e]. Lem-
brando que a curva a, é horizontal em G temos que, por defini¢cdo da conexao em L(M),
a curva f(a,) é horizontal comecando em f(ay) = f(e) = u. Dado v € R”, por defini¢cao
de transporte paralelo no fibrado associado com fibra R”, o transporte paralelo de [u, v]
é [f(a,),v], que corresponde a f(a,)- v pelo isomorfismo deste fibrado associado com o
fibrado tangente TM, em que f(a,):R" — T, M, e; — (L4, ).X;. Assim, o transporte para-
lelode [f(a,), e;] corresponde ao transporte paralelo de X;, portanto o transporte paralelo
de X;em ¢t é f(a;) e; =(L,, )X, isto €, o transporte paralelo no fibrado tangente TM ao

longo de x; é dado pela aplicacado (Lg, ).
Assim, a curva x; é geodésica pois para cada h fixado temos:

d
B Lut(x?) = E

t=h

, d
(Lat)*xh =57

dt a;-az]l= —

7_h dt

=

Xppr =X
t=h

/
t+h°

3. Sejam X, Y € T;,)M. Como o, € uma aplicagdo afim temos, que o tensor de tor¢ao € inva-

riante por oy, além disso, a derivada de o, em [e] é —Id, e portanto:

—T(X,Y)=(00):T(X, Y)=T((00)X,(00):Y)=T(—X,-Y)=T(X, Y).
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Assim, T(X,Y) =0 em [e], e portanto T = 0 em M pois L, € aplicacdo afim para todo
g<G.

4. Se K é um tensor G-invariante, para ver que K é paralelo basta ver que VxK = 0 para
todo X € Ti,;M. Por outro lado, X é tangente a uma curva da forma x; = [a,], em que
a, = exp(tX’) para um certo X’ € m. Entdo, da definicdo de derivada covariante, e do
transporte paralelo ser dado pela translacao a esquerda por a, (item 2.), segue novamente

da G-invariancia de K que VxK =0, e portanto K € paralelo.

|

Observacao 2.3. Se existe alguma métrica Riemanniana g em G/H invariante por G, entdo sua
conexao Riemanniana é a conexao I'. De fato, como g é invariante por G, segue por 4. que g é
um tensor paralelo com respeito aT’, isto é, I é compativel com a métrica g. Como I tem torcao
nula, a conexao I' é simétrica, e a observa¢do segue da unicidade da conexao Riemanniana. E

possivel mostrar que se H € compacto, uma tal métrica g sempre existe.

Observacéo 2.4. Dado & € H, temos que para todo g € G valem woad(h)(g)=n(hgh™')=[hg]
e Lyon(g)=Ln([g])=[hg] eassim woad(h)= Ljomr. Como L, fixa [e] e ad(h)m =m, temos o
seguinte diagrama comutativo:

ad(h).

Tlx Tl

(Ln)«
T[e]M % T[e]M

Como 7, : m — T,;M é um isomorfismo, podemos dizer que ad(h) em m corresponde a

translacdo a esquerda (L), em T, M.

2.3 Exemplos de Espacos Homogéneos Simétricos

Antes de comecar com os exemplos de espacos homogenéos simétricos precisamos de um teo-

rema que vai nos auxiliar.

Teorema 2.10. Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel com uma agdo tran-
sitiva ¢ : G x M — M. Entdo, dado x € M qualquer, a aplicacdo ¢, : G/Gy — M dada por
vx([8]) = p(g,x) é um difeomorfismo, em que G, = {g € G; p(g,x) = x} é o subgrupo de isotropia
dex.
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Demonstracao: Para ver que ¢, estd bem definida suponha que [g] = [g’] e seja h € G, para
oqual g = gh. Entdo g’-x =(gh)-x = g(h-x) = g-x. Esta aplicacao é injetiva pois se
vx([g]) = ¢x([g’]), entdo g-x = g’ x, mas isto implica que g’g~! € G,, e portanto [g] = [g’].
Ela é sobrejetiva pois a acao de G em M é transitiva. Portanto ¢, é uma bijecdo. Da existéncia
de sec¢oes locais no quociente G/G, sabe-se que g, é diferencidvel se, e s6 se, a composi¢cao
g — [g] — p«([g]) é diferencidvel, mas este é o caso pois esta composicao € a restricao da acao
(que é diferenciavel) a G x {x}. Esta aplicacdo é também G-equivariante no sentido de que pre-
serva as acoes de G em G /G, (acdo por translacao a esquerda) e em M (acao dada). De fato, se
g €G, entdo

ox(g-18D)=v.(gg)=(gg) x=g(g' - x)=g v.([g"D.

A equivariancia implica que ¢, tem posto constante. De fato, se [g],[g’] € G/G,, podemos
tomar h € G para o qual [g'] = h-[g] = [hg]. Note dai que L, o, = p,0L;,, emque L, é a
translacdo a esquerda por h em G/G,. Esta comutatividade nos garante que as derivadas (¢ )«g]
e (¢x)s(¢ SA0 conjugadas pelos isomorfismos (Ly,). € (Ly)., € portanto devem ter o mesmo posto.

Como g, € bijetiva, segue que é um difeomorfismo pelo Teorema do Posto. O

2.3.1 Geometria Esférica

Dado x =(xy, X1, ..., X,) €R"™!, a norma euclidiana de x é dada por ||x||*> = Z?:O x2. Realizaremos
primeiramente a esfera S” = {x € R"*};||x|| = 1} como um espaco homogéneo. A aplicacio ||- ||
é a forma quadratica associada a forma bilinear (x,y) — Y, x;y; (que € o produto interno usual
de R™**1). O grupo das transformacdes lineares de R”*! que preservam esta forma quadratica é
denotado por O(n + 1), denominado grupo ortogonal (associado a norma euclidiana). Matrici-
almente, O(n+1)={A € GL(n+1,R); AT- A =1d}. O grupo ortogonal é um grupo de Lie com
algebrade Lieo(n+1)={X e gl(n+1,R); XT + X =0}. A componente da identidade deste grupo

é o subgrupo SO(n+1)={A€0O(n);detA=1}.

Existe uma a¢do natural de G =SO(n +1) em S" dada por ¢(A,x)=A-x. Usando o processo
de Gram-Schmidt é possivel ver que esta ac¢do é transitiva. Se ey =(1,0,...,0), entdo o grupo de
isotropia desta acdo em e, é G,, = {A € SO(n+1); Aey = eo}. Como Ae, é o vetor na primeira
coluna de A, entdo A € G,, implica que a primeira coluna de A é o vetor e,. Como A deve ser or-
togonal, ou seja, seus vetores coluna devem formar uma base ortonormal de R**! com respeito

ao produto interno usual, temos que a primeira linha de A deve ser e]. Vemos facilmente agora
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que o subgrupo de isotropia em e, é

Geoz{AeSO(n+1);A:( ! E ),ZeSO(n)}.
0 A

Mas note que este grupo é isomorfo a SO(n), e por abuso de notacdo escreveremos simples-
mente G,, = SO(n). Segue pelo teorema 2.10 que a aplicagdo ¢,, fornece um difeomorfismo
entre SO(n +1)/SO(n) e S™.

Conseguimos assim explicitar a esfera como o espaco homogéneo SO(n +1)/SO(n). Vamos

descrevé-la agora como um espaco homogéneo simétrico. Considere a matriz

-1 0
S=
(o)

e a involucdo o : SO(n + 1) — SO(n + 1) dada por o(A) = SAS~!. Note que S~! = S. Vamos
explicitar os elementos de Fix(o)={A €SO(n +1); SA = AS}.

a u'l ~ .
Se A= . 5 | entaoparaque A € Fix(o) devemos ter

a u’ -1 0} [-10 a u’
v A 0o d) \ o d)\{v 4 )
—a u"\ [ -a —u’
-v A v A
o que implica u = v =0. Mas para que A € SO(n + 1) devemos ter ainda

a0 )0 )-(ew)

o que implica a = +1 e A € O(n). Mas como detA = 1, devemos ter que a = 1 e A € SO(n) ou

ou seja

a=—1edetA=—1. Reciprocamente, nio é dificil ver que todas as matrizes A desta forma estdo
em Fix(o). Concluimos entdo que a componente da identidade de Fix(o) é H = SO(n) (com a
mesma identificagdo feita anteriormente). Desta maneira, G/H = SO(n+1)/SO(n) é um espaco

homogéneo simétrico.

A derivada de o0 em A =1d é dada por o.(B) =SBS para B € so(n+1). Por uma conta analoga
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a que ja fizemos, a dlgebra de Lie de H =SO(n) (que é o autoespago de A = 1) como subdlgebra
de Liedeso(n+1)é

h= {BGEO(H-H);B: ( g % ),Feso(n)} ~so(n).

Para ver qual é o subespaco horizontal m (que é o autoespaco de A = —1) note que se

B= ( 0 ”; ) eso(n+1), entdo para que B € m devemos ter SBS = — B, ou seja
u

D )

o que implica B = 0. Nio é dificil verificar que toda B desta forma pertence a m, dai

so(n+1)=so(n)®m, em que

0 u’
m=1{ Beso(n+1);B= 0 iU eR™ 3.
—u

Se B € H, entdo a representacao adjunta em m fica

(1 O)(O—uT) (0 —(Fu)T)
ad _ |- =| _ ,
0 B u 0 Bu 0

que é essencialmente (com as devidas identificacdes) a acao usual de SO(n) em R”.

Analogamente, para B € so(n), temos que

(0 0)(0—uT) (0 —(Eu)T)
ad _ |- =| _ ,
0 B u 0 Bu 0

o que nos diz que a a¢do adjunta de so(n) em m é essencialmente a acdo de so(n) em R”. Trans-

fira o produto interno canénico de R” para m via a identificagcao

; 0 —uT
ueR"«— em,
u 0

obtendo assim um produto interno em m que é invariante por ad(SO(n)). Note que se

u,v € R" correspondem as matrizes X, Y € m respectivamente, entdo < u,v >= —%tr(AB), as-
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sim, o produto interno em m € a restricdo a m do produto interno em so(7n + 1) dado por
1
<A,B>= —Etr(AB),

o qual é invariante por ad(SO(n+1)) em todo so(nn+1) (basta lembrar que para quaisquer matri-
zes A, B vale que tr(AB) = tr(BA)). O produto interno em m ~ Tj;;(SO(n +1)/SO(n)) se extende
para uma métrica em SO(n+1)/SO(n) invariante por SO(n+1). Explicaremos como isso pode ser
feito. Para fixar a notacao, seja M = SO(n +1)/SO(n). Sejam X, Y € Tj,)M e sejam X', Y’ € Tjiq M
para os quais (L4). X’ = X e (L)Y’ = Y e defina < X,Y >:=< X’, Y’ >. Para ver que este pro-
duto estd bem definido, suponha que [A’] = [A] e seja B € SO(n) para o qual A’ = AB. Sejam
X,Y € Ty M tais que (Ly).X =X e (L,),Y =Y. Como Ly = L, Lg, temos que

(LA)*X/ = (LA’)*)_( = (LA)*(LB)*)_(;

o que implica (L)X = X’ (analogamente (Lg),Y = Y”). Pela observacio 2.4, a transformacao
(L), corresponde a ad(B) em m, a qual preserva o produto interno. Assim < X, Y’ >=< X, Y >,

e portanto a métrica estd bem definida.

Encontraremos agora a diferencial de ¢,, em [Id]. Seja X em e u € R” 0 elemento associado

a X. Entao:
d d 0
(Pe kX = —| e lexp(tX)]=—| exp(tX)-eq= .
t=0

dt|,_, dt

Assim, (., )« € uma isometria com respeito a métrica de S” induzida por R"*! (a qual é inva-
riante por SO(n +1)). Agora, se A € SO(n + 1), da relacao g,, 0 Ly = Ao p,, e da invariancia das

respectivas métricas por SO(n + 1), é facil mostrar que ¢,, € uma isometria.

As geodésicas de SO(n + 1)/SO(n) comecando em [Id] sdo as curvas da forma n(exp(zX))

com X € m. Por exemplo, se X corresponde a e; =(1,0,...,0) € R", entdo

(cost —sent 0-~-0\

sent cost 0---0
exp(tX)= 0 0
Idn—l

.00 J
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e sua realizacdo em S" é

( cost \

sent

Ye(m(exptX))=exp(tX):-eo= 0 ,

.0
a qual representa um circulo méximo no plano xy, x;.
Todas as outras geodésicas em S” comecando em e, sdo obtidas a partir desta usando as

rotacoes que deixam e, fixo (aquelas de SO(n)). Fica realizada entdo a Geometria Esférica S”

como o espaco homogéneo simétrico SO(n +1)/SO(n).

2.3.2 Geometria Hiperbélica

Considere em R”*! a base canénica ey, e, ..., e,, € considere também a forma bilinear simétrica

e ndo-degenerada F definida por

F(JC;)/): —X0)o +inyi» X,y ER”+1.

i=1

Seja O(1, n) o grupo ortogonal para esta forma bilinear, isto é,

o(1,n) = {AEGL(n—f-l,R);F(Ax,Ay):F(x,y),Vx,yGR”“}
= {AeGL(n+1,R;ATSA=S5}

-1 0
S= :
(o Id)

como no exemplo anterior. No caso de n =3, O(1, 3) é chamado de Grupo de Lorentz. Note que

em que

A=(a;;) pertence a O(1, n) se, e somente se, 0s vetores coluna u, s, ..., i, satisfazem:

F(ug, ug)=-1 Flu;,u;)=1 paral<i<n

F(u;,uj)=0 para0<i<j<n

Em particular, —aj, +ZZ:1 a%,=—1, o que implica ag > 1 ou ag < —1. Da relagdo ATSA = A,

obtemos detA = £1. A partir disso pode-se mostrar que O(1, n) tem 4 componentes conexas,
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e que SO(1,n) := O(1,n)NSL(n + 1,R) tem duas. Mostra-se também que a componente da
identidade de O(1,n) é SO*(1,n) = {A € SO(1,n);aq = 1}. Denote por G esta componente da
identidade. A dlgebra de Lie de G é

o(l,n)={Xegl(n+1,R);X'S+SX=0}.

Considere o hiperboléide de duas folhas M = F~1{—1}, e seja M* a componente conexa de
eo. Aacdo usual ¢ de O(1,n) em M pode ser restritaa G e M e obter que ela é transitiva usando
o processo de Gram-Schmidt. Dado x € M*, temos que F(x,x) = —1 e xo > 1. Se pensarmos
M+ como uma hiperficie, temos que o espaco tangente T, M* pode ser identificado como o
subespaco de todos os vetores a € R"*! para os quais F(x,a)= 0. Desta maneira, a restricao de
F a T, M é positiva definida pelo Teorema da Inércia de Sylvester ([Lan02] pg. 577), e portanto F

define uma métrica Riemanniana em M™, a qual é invariante por G (pela definicdao de O(1, n)).

ul

Dada A= ( - ) € G,,, entao

1
0

1 0 ~1 0 1wt [ -1 —uT (-1 0
u A 0 1d 0o 24 | \ —u —uur+2'2a ] | 0o 1)

Assimu=0eA A=Id. Como detA = 1, temos que A € SO(n). E facil verificar que toda
matriz A desta forma estd em G,,. Portanto G,, = SO(n). Novamente pelo teorema 2.10, ¢,

fornece um difeomorfismo G-equivariante entre SO*(1,n)/SO(n)e M.

Conseguimos assim explicitar o hiperboléide (mais precisamente uma folha deste) como o
espaco homogéneo SO*(1,n)/SO(n). Vamos explicitd-lo agora como um espaco homogéneo
simétrico. Considere a involucao o : G — G definida por o(A) = SAS. Como antes, se A € Fix(o),

arelacdo AS = SA nos fornece que A é da forma

(5 5)

Da relacdo ATSA =S, obtemos que a =+1 e A € O(n). Como a = ag, > 0, implica que a = 1,
e por detA = 1 segue que A € SO(n). Reciprocamente é fcil ver que toda matriz desta forma
estd em Fix(o), isto é, Fix(o) = SO(n). Desta maneira, G/H = SO*(1,n)/SO(n) é um espaco
homogéneo simétrico. Como antes, a dlgebra de Lie de SO(n) como subalgebra de g é o conjunto

0

das matrizes da forma ( g 5 ), em que B € so(n).
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Para ver qual é o subespaco horizontal m, temos que caracterizar os elementos B € g para
os quais SBS = —B. Se B= ( i "; ), arelacdo SBS = —B nos fornece b = 0 e B = 0. A relacdo

BTS+SB =0 nos fornece u = v. E facil concluir agora que

_ 0 uT
m={ Beg, B= ,ueR™ ¢,
u 0

Identificando m com R” nés vemos que ad(SO(n)) em m (como no exemplo anterior) é a

acao usual de SO(n) em R”:

(1 0)(0 uT) (0 (Bu)T)
ad . — .
0 B u 0 Bu 0

Analogamente, ad(so(7)) em m é expressa por:

(0 o)(o uT) (o (Bu)T)
ad . = .
0 B u 0 Bu 0

Podemos induzir o produto interno usual de R” em m e definir uma métrica G invariante

em G/H de uma maneira semelhante a do exemplo anterior.

A diferencial da aplicagdo ¢,, em X € m é ( 0 ), em que u € R" é o elemento associado a
u
X. Portanto ¢ é um isometria em [Id]. Como no exemplo anterior, mostra-se que ¢,, € uma

isometria.

As geodésicas de SO*(1,n)/SO(n) comegando em [Id] sdo as curvas da forma n(exp(X))

com X € m. Por exemplo, se X corresponde a e; =(1,0,...,0) € R”, entdo:

( cosht senhr 0---0 )
senht cosht 0---0

exp(tX)= 0 0

' Id,—
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a sua realizacdo em M* é

( cosht \

senht

Ye,(m(exp 1 X)) =exp(X)-eo= 0

que representa uma hipérbole no plano x(x;.

Todas as outras geodésicas em M* comecando em e, sdo obtidas a partir desta usando
as rotacoes (hiperbolicas) que deixam e, fixo (aquelas de SO(n)). Fica realizada entdo a Ge-
ometria Hiperbodlica H* (no modelo do hiperboléide) como o espagco homogéneo simétrico
SO*(1,n)/SO(n).

2.3.3 Geometria Euclidiana

Seja A(n) o conjunto das aplicagdes afins em R”, isto é, T € A(n) se T : R” — R”" é da forma
T(x)=Bx+u,emque B€O(n)e u €R". O conjunto A(n) é um grupo com a operacao de com-
posicdo e age transitivamente em R” de maneira usual: ¢(7,x) = T(x). Porém, vamos identificar

A(n) com um subgrupo de G L(n + 1,R) mediante o monomorfismo

_ B u
T-—>T=( 0 1 )eGL(n+1,R).

Identificaremos R” com um subconjunto de R"*! mediante a aplicacdo x — x = ( ’1‘ ) Desta

maneira, T(x) corresponde a T(X). Note que o subgrupo de isotropia de 0 € R" é o conjunto das
aplicagoes afins da forma T(x) = Bx, que é isomorfo a O(n). Portanto, pelo teorema 2.10, segue

que ¢, fornece um difeomorfismo entre A(n)/O(n) e R".

Conseguimos assim explicitar o espaco euclidiano como o espagco homogéneo A(n)/O(n).

Vamos explicitd-lo agora como um espaco homogéneo simétrico. Considere a matriz

(—Id 0)
S=
0 1

e ainvolucdo o : A(n) — A(n) dada por o(T)=STS. Se T= ( TO/ Ll‘ ), entdo para que T € Fix(o),
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=T u =T —u
TS= = =ST,
0 1 0 1

o que implica u = 0. Analogamente, ndo é dificil verificar que toda matriz desta forma pertence

devemos ter

a Fix(o0), e assim Fix(o) = O(n). Entdo temos o espaco homogéneo simétrico G/H = A(n)/O(n).

Como anteriormente, o subespaco horizontal m é o conjunto das matrizes B € g tais que
SBS=—B. Se B_( l;/ Z ), entao

(7))
SBS = = ,
0 o 0 0

o que implica B’ = 0. E facil ver que toda matriz em g desta forma satisfaz SBS = — B, de modo

o[22 )owes]

Se B € g, entdo a representacao adjunta em m fica:

B 0 0 u 0 Bu
ad . = ,
IR

que € essencialmente a acdo usual de O(n) em R”. Induzindo o produto interno canénico de R”

que

em m teremos que se U,V em, entdao < U,V >=tr(U” V) e este produto €, portanto, invariante
por ad(O(n)). Como nos exemplos anteriores, podemos definir uma métrica G-invariante em
G/H. Se U € m corresponde a u € R”, entdo (o)X= ( z ), e portanto é uma isometria em
[0]. Como anteriormente, mostra-se que ¢, € na verdade uma isometria de G/H em R" com a

métrica canoOnica.

As geodésicas de G/H comec¢ando em [0] sdo as curvas da forma 7t(exp(f X)) com X € m. Por

exemplo, se X € m corresponde a u € R", entao

exp(tX)= ( g lg )
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e sua realizacdo em R”" é

PeolTH(EXP fX))=exp(tX)-eo:( t.lu )

a qual representa areta t — ¢ - u em R”. Fica realizada entdao a Geometria Euclidiana R” como

0 espaco homogéneo simétrico A(n)/O(n).



Capitulo 3

Simetrias em Fisica

Neste capitulo apresentaremos uma maneira de ver como conexdes em fibrados principais se
relacionam com alguns temas oriundos da fisica (mais especificamente fisica tedrica). O que
mostraremos, com exemplos, é que existem certas intensidades em espagos que sao estudados
pela fisica, que correspondem a expressoes locais de conexdes em certos fibrados principais,
permitindo traduzir de algum modo o estudo de um objeto da fisica no estudo de um objeto
geométrico. Antes de comecar, é necessario entender um pouco da dlgebra dos quatérnios e

em seguida os espagos projetivos.

3.1 Algebra dos Quatérnios e Espacos Projetivos

Existem algumas maneiras diferentes de apresentar a dlgebra dos quatérnios. Aqui apresenta-
remos duas, e ambas serdo usadas, fazendo a mudanca de ponto de vista sempre que for con-
veniente. Como primeiro ponto de vista, podemos apresentar a dlgebra dos quatérnios como

uma subdlgebra da dlgebra das matrizes de ordem 2 com coeficientes complexos. Seja

m:{( “ E);a,ﬁec}cMz(C).
_/5 a

Como um espaco vetorial sobre R, R tem dimensao 4, tendo como base candnica o conjunto

S P I C D I B S P

61

de matrizes:
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Temos entdo um isomorfismo de espacos vetoriais dado por
Xo-14+x1-i+x, 'j+X3 ‘k’—)(XQ,xl,XQ,X3)€R4.

Podemos assim definir um produto interno em ‘R, exigindo que este isomorfismo seja uma
isometria. Note dai que se @ = xo+ ix;, B = x>+ ix3 € x =(Xg, X1, X2, X3), €ntao ||x||*> é o determi-
nante da matriz ( « b )

- a

Podemos também ver, como segundo ponto de vista, a dlgebra dos quatérnios como sendo

o espaco vetorial R* munido do produto induzido de R, fazendo do isomorfismo de espagos

vetoriais do pardgrafo anterior um isomorfismo de R-4lgebras. Valem as seguintes relacoes:

iP=f=K=-1
ij=—ji=k jk=—-kj=i, ki=—-ik=j

Denotaremos por H a dlgebra (R%,+,-) e chamaremos ela de dlgebra dos quatérnios (ou a
algebra R, pois sao isomorfas). Note que, pelas relacdes acima, esta dlgebra é nao comutativa.
Todo elemento de H pode ser escrito como q = xo- 1+ x; -i+ X, -j+ x5 - k. Definimos Re(g) = x,
e Im(qg) = x;-i+x2-j+ x3-k. Se Im(g) = 0, chamamos g de quatérnio real. O conjunto des-
tes € naturalmente isomorfo (como dlgebra) a R, e, além disso, este é exatamente o centro da
algebra H. O conjunto dos quatérnios para os quais Re(q) = 0 sdo chamados de quatérnios ima-
gindrios puros e é denotado por Im(H). Como nos complexos, definimos o conjugado de g por
g=x0-1—x1-i—x-j—x3-k

Valem as relagdes abaixo para todos g,q’ €He c,d €R:

a) cq+dq' =cq+dq b) g=q
c) lgl=Iq] d) lcql=|cllq]
e) q9'=49'q ) laq’|=1qlq'|

Além destas, temos também que g = Gq = |q/?, e para q,q’ € Im(H), valem gq’ = q'q
e 99’ — q'q = 2Im(qq’). Todo elemento ndo nulo g € H tem um inverso, o qual é dado por

q~' =¢q-|q|7?, mostrando que H é um corpo ndao comutativo.

Considere o conjunto dos quatérnios unitdrios {x € H;|q| = 1}. Pelas propriedades acima,
vemos que este conjunto é na verdade um grupo com a operacao de multiplicacdao de H. Como
conjunto de matrizes, note que toda matriz A € ‘R satisfaz AA* = detA - I (A* denota a matriz

transposta conjugada de A, isto é, A* = Zt), e da relacao |A]> = detA, segue que toda matriz
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de norma 1 em R é unitdria, formando portanto um subconjunto de SU(2). Por outro lado,
podemos verificar facilmente que toda matriz de SU(2) estd em R e tem norma 1, de modo que,
como conjunto de matrizes, o conjunto dos quatérnios unitdrios nada mais é do que o grupo
SU(2). Por outro lado, pensando H como o conjunto R*, o conjunto dos vetores de norma 1 é
exatamente a esfera S3, e assim, podemos induzir a estrutura de grupo de SU(2) em S2, de modo
que agora sejam grupos isomorfos.

O conjunto H" = {(q,...,4x);q; € H} é R** como R espago vetorial, mas também pode ser

pensado como um H-mddulo a direita com as operacoes:

(G- G)+ (), d)= (@ + 4G, Gn+q),)

(G152 Gn) G=(q1-G,....4n" q).

Podemos definir também um produto interno candnico em H", colocando
<(a:)(q)>= ) Giq/ € H.
i

Este produto é ndo degenerado no seguinte sentido: se < £, >=0 para todo n, entdo & =0.
Existe também uma base canénica {ey, ..., e,} para H", em que e¢; = (0, ..., 1,...,0). Um endomor-
fismo P de H", isto é, um morfismo do H-médulo H" nele préoprio, é inteiramente determinado
pela matriz (p;;) € M,(H) definida por P(e;) = Zi e;pij. A matriz (p;;), também denotada por
P, é chamada de matriz de P na base canonica {ey, ..., e,;}, como é feito usualmente no caso de
espacos vetoriais. O conjunto de tais endomorfismos é denotado por EndyH". Se Q : H" — H" é
um outro endomorfismo, entdo a composi¢cdao Qo P também é um endomorfismo e sua matriz

na base canonica é a matriz produto definida por

QP: (qulp”) .

Deste modo, temos um isomorfismo de H-algebras EndgH" — M,,(H), P — (p;;). Além disso,
P € EndyH" € bijetiva se, e somente se, (p;;) € invertivel. O conjunto das matrizes invertiveis em
M, (H) é um grupo com a operacdo de multiplicacdo de matrizes e é denotado por G L(n,H)
(que corresponde ao grupo dos endomorfismos invertiveis em EndyH").

Note que P € M, (H) satisfaz < P&, Pn >=< &,n >, para todos &,n € H", se, e somente se,

P*P =1d. O conjunto de tais matrizes € um grupo e é denotado por Sp(n), chamado de grupo
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simplético de ordem n. Em particular, para n = 1, note que < P&, Py >= PEPn = EPPn=£&n
para todos os £, € H se, e somente se, PP =1, e portanto Sp(1) = S3 = SU(2).

Existe ainda outra maneira de ver o grupo simplético Sp(n). Para cada q = xo+x,i+x2j+x3k,
escreva z; = Xo+ X1i e z, = x, + x3i, entdo z; + z,j = q. Assim podemos identificar H com C? via
a aplicacdo g — (z1,z,). Dada P € M ,,(H), escrevendo P=A+ B-j, com A, B< M ,(C), defina

o= L 2 ema
|\ B 2 s

Entdo ¢ é um monomorfismo da édlgebra M, (H) na dlgebra M,,(C) e é tal que ¢(ﬁt) = mt.
Apesar da ndao comutatividade de H, podemos definir o determinante de uma matriz P € M, (H)
por det P := det¢(P). Mostra-se que P € invertivel se, e somente se, ¢(P) é invertivel. Segue
entdo que, com a estrutura canonica de variedade diferenciavel de M, (H), G L(n,H) é um sub-
conjunto aberto.

Da igualdade ¢(ﬁt) = mt temos que P € Sp(n) se, e somente se, ¢(P) € U(2n). Assim,

podemos identificar Sp(n) com os elementos de U(2n) da forma ( 7’% ; )

H& uma caracterizacao de tais matrizes da forma acima. Note que M € M,,(C) tem a forma

acima se, e somente se, JM J~! = M, em que

]_OId
l-id o J°

Se M é unitdria, entdo a condicio JMJ~! = M é equivalente a M JM = J. Assim, pode-
mos identificar Sp(n) como o subgrupo de U(2n) cujos elementos M satisfazem M'JM = ].
G L(n,H) é identificado como o grupo das matrizes invertiveis 2n x 2n tais que JMJ~! = M.
Temos também o grupo linear especial SL(n,H), definido como o conjunto de matrizes quater-
nidnicas P para as quais det¢(P) =1, o qual é evidentemente subgrupo de G L(n,H). Podemos
identificar SL(n,H) como o conjunto das matrizes M € M,,(C) tais que JM ]! = MedetM=1.

Passaremos agora a descrever brevemente os espacos projetivos. Seja F = R,C ou H, e fixe
n > 2. Definimos uma relacao de equivaléncia em F” colocando & =1 se existe a € F nao nulo
parao qualn=¢£-a. A classe de equivaléncia de & é [£] ={£-a;a € F—{0}}. O espaco quociente
por essa relacdo de equivaléncia é denotado por FP"™! e é chamado de espago projetivo de
dimensdo n — 1. Denote por 7 a projecao candnica (&) = [£] e coloque neste espaco projetivo

a topologia quociente.
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Podemos ver também FP"~! como um quociente da esfera S = {&£ € F; < &, & >= 1} e mostrar
que induz a mesma topologia quociente. Desta maneira, se & € S, entdo sua classe agora é
[E]1={E-a;acFelal=1}

Mostraremos que FP"~! é uma variedade diferencidvel (real). Note primeiramente que se
E=(&1,...,En) €S, entdo &y # 0 se, e somente se & - a # 0 para todo a €F tal que |a| =1. Assim,
tem sentido dizer que [£] € FP" ! satisfaz &, #0. Para cada k =1,2, ..., n defina

Ve ={[E] € FP" ;1 # 03,

de modo que 771(V,) ={& €S; &k # 0} é um aberto em S. Pela definicdo de topologia quociente,
segue que V; é aberto em FP"!. Definimos entdo uma aplicagdo f; : V;, — F"~! por

fk([g]) = fk([gl,.,,,gkh“’gn])
= (gl(gk)_l,...,i,...,gn(gk)_l)

em que 1 denota que 1 foi deletado na posicdo k. A inversa de f; é dada por
fk_l(xl) ---;xn—l) = [xlr ceey ]-) ---;xn—l]

onde 1 aparece na posicao k. Das expressoes de fj e sua inversa, concluimos que f} nos fornece
um homeomorfismo de V; em F”~!. Para analisar as funcoes de transicao, fixe k, j € {1,2,..., n}

e analisemos a diferenciabilidade de
frofi [N V)= fr(Ven V).

A escrita no caso geral deve ficar clara se escrevermos a expressao da funcdo acima apenas

para k =2 e j =1 (caso particular que sera de interesse posterior):

F2o f (X2 e X)) = fol[1, X2y e Xn]) = ((x2) 71, X3(x2) 7, ooy X (X2) 7).

Segue entao que, pela expressao das funcoes de transicao, (V4, fi) fornece um atlas para
FP"~!. Em particular, se F = C, as funcdes de transi¢do acima sdo de fato analiticas, de modo
que CP""! tem uma estrutura de variedade complexa, mas ndo € nessa estrutura que nos con-

centraremos, s6 nos importard a estrutura como variedade real.
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No caso de n =2, (W, f1) e (1, f>) fornecem um atlas para FP'. Note que

fofil(a)=fo[1,al)=a",

e 0 mesmo acontece para fj o fz_l. Assim, f1(Vin )= fo,(UN 1) =T —{0}. Para descrevermos
certas identificacdes dos espagos projetivos no caso n = 2, vamos modificar um pouco a carta
fi1. Defina ?1 : i — F colocando ?1([5]) = f1([&]) (se F = R colocamos a = a). Entado (Vl,fl)

ainda é uma carta para FP! (como variedade real), e com esse ajuste temos

frof, (@)=a =7, o f, (a),acF—{0}.

Usaremos esta expressdo para mostrar os seguintes difeomorfismos:

RP! =~ !
CP' =~ §2
HP' =~ &4

Para fazer isso, vamos lembrar primeiramente como eram definidas as projecdes estereo-
gréficas na esfera " c R"*1.

Sejam N = (0,...,0,1) e S = (0,...,0,—1) os poélos norte e sul na esfera S”, respectivamente.
Sejam Us=S8"—{N} e Uy =S5"—{S}. Defina ps: Us = R" e py : Uy — R" por

Ps(&1e0r Eny Enr) = (1 | —§n+1)

e
gl gn )
pN(gl)---r gn’§n+1)— (1 +§n+1;---r 1 +€n+1 .
As inversas dessas projecoes em x =(x1,...,X,) €R" sdo
pgl(x)=1+x[") " (2x1, ..., 2, |x[F = 1)
e

py(0)=(1+x*) ' 2x1, 002X, 1= [x]7),

de modo que para cada x € R" — {0}, vale

1
psopy (x)= REr=Pve pg(x).
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Para mostrar os difeomorfismos mencionados, vamos considerar as projecoes estereogra-
ficas (Us, ps) e (Uy, pn) de S1,8% e S* como aplicacoes em R,C e H respectivamente. Entao,
para todo a € F — {0} temos pso p;,l(a) =a'= PN © ps_l(a). Temos assim difeomorfismos
Ps Lo fo:Vo—>Use p;,l 071 : I — Uy. Estes difeomorfismos coincidem em W N V5. De fato, dado
[E]€ VN1, entdo fo([€]) € fo(V N 14)=F — {0}, mas, em F— {0}, [, o f; ' = pyop;’, dat:

(flojiz_l)(fz[il)) = (pnops")f2lE])
FlE = palpste f)iE]
pyofilEl = pgloflE]

Como VUV, =FP' e UyUUs é a esfera, temos que a colagem destes difeomorfismos fornece

os difeomorfismos requeridos.

3.2 Fibrados de Hopf

Nesta sec¢do introduziremos os fibrados de Hopf a partir dos espacgos projetivos descritos na

secao anterior.

1. Para o caso de F = R, temos a projecdo canodnica 7 : S"~! — RP""!, Primeiramente veja
que Z, = {—1,+1} age a direita em S"~! colocando, para cada x € §"7!, x - (+1) = x e

x -(—1)=—x, que evidentemente é acdo livre. Para cada k =1, 2, ..., nn, sejam

U ={x=(x1,..,x,) €S" x>0}, U, ={x=(x1,...,x,) €S" ;x4 <0},

os quais formam uma cobertura aberta de S”~! e sdo disjuntos para cada k. A restricao de
7 a qualquer um deles é injetiva e, mais que isso, é uma aplicacdo aberta, o que implica

que 71(U;") é um aberto em RP" " difeomorfo a U;. Defina entdo

Y (w2(U)) —  a(U) X Ze
x — (7(x), pi(x))

em que Yi(x) =+1se x € U,j e pr(x) = -1 se x € U, . Verifica-se facilmente que as

aplicagoes ;. sdo trivializagdes locais. Temos assim um fibrado principal S"~'(RP" !, Z,).

2. Para o caso de F = C, temos a proje¢do canonica 7 : $2*~1 — CP""'. Pensando S' c C e

Sl ={(z4,...,2,) €C*Z121+...+2,2, = 1}, temos que S' age a direita de S?*~! colocando,
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paracada z €S' e (zy,...,2,) €8*"7}, (21,...,2) - 2 =(21 - 2, ..., 2, - ). Na mesma notacao de

antes, temos as cartas (4, fx) de CP""!, e dai podemos definir

Y () — Vi x St
E=(z1,.2n) — (1(&), (&)

em que @i(&) =z |zk|™!. Ainversa de ', em ([zy,...,2,],2) €
Yi([21, .0 20), 2) = (212 2k 2, 0 202 |21 2).

Verifica-se que as aplicacoes ), sdo trivializacdes locais, e portanto temos um fibrado
principal $2"-}(CP" !, S1).

3. Este item é muito semelhante ao item 2. Temos a proje¢do 7 : S**~1 — HP""! e pensamos
ScHeS" '={(q,...q,) €H"; q1q1 + ...+ Gnqn = 1}. Aacdo de S em S*"~! é definida de
maneira semelhante a do item anterior, (1, ...,qn)- g =(¢1-q, ..., 4 q), € acontece 0 mesmo
com as aplicacoes yx:

Y (%) — % xS
E=(qqn) — ((E), pi(S))

com ¢(&) = gx|gx|™'. Teremos assim um fibrado principal S**~}(HP" !, S3).
Resumindo, temos os chamados Fibrados de Hopf:
Sn_l(RPn_l, Zz), Szn_l(CPn_l, Sl), S4n_1(H]P)n_1,SS).

Em particular quando n = 2, usando os difeomorfismos citados na se¢do anterior, temos os
fibrados
SI(SI)ZZ)’ SS(SZ) Sl)r 87(84) 83)

E comum distinguir estes fibrados entre a classe dos fibrados de Hopf reais, complexos e
quaternionicos. O que pretendemos fazer agora é mostrar que existem conexdes naturais nos
fibrados complexo e quaternionico no caso n =2, e calcularemos as curvaturas corresponden-
tes. Para fazer isso, precisaremos primeiro descrever mais explicitamente as aplicagdes que en-
volvem cada um desses fibrados, para dai fazer contas com a forma de conexao e curvatura em

cada caso.
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3.2.1 Fibrado Complexo

Nos atentaremos agora ao fibrado complexo de Hopf S*(CP',S!). Temos duas trivializacdes

(V;,y;), i =1,2, e duas secoes locais associadas s; : V; — 7~!(V;) dadas por

5121, 22]) = (|z1|, Zz;'zl') e 5:(121,22]) = (zlg'fz',w) .

1

Lembramos que a aplicagdo py' o f, fornece um difeomorfismo entre CP' e S?. Algumas

contas mostram que este difeomorfismo pode ser escrito da seguinte forma:
pgl o fo[z1,22]) = (22122, |21/ — |22]*) €S> CC x R.

Verifica-se que se z;,z, € C, entdo z,z, + 212> = 2Re(z12,) e —iz12,+ 02,12, = 2Im(z,z,), de
modo que

ZZIEZ = (lez +21Z2) + (—izlfg + l'ElZZ).

Podemos escrever a projecao 7 : S® — S? nestes termos:
m(z1,22) =(2122+2122,— 12122 + 12 2~ |z, )eSF CR?
1,22) = (2122 + 2122, —12122 + IZ122,|21]" — |22|") €S CR".

Dado um ponto (z1,z,) € S € C?, podemos escrever z, = e’ e z, = rjeis2 comr, 1, >0e

r2+r2=1, dai existe ¢ € [0, 7] tal que r; = cos(¢/2) e r, = sen(¢ /2), de modo que
$*={(cos(¢/2)e’*  sen(¢/2)e’*);0< ¢ /2< /2 e &), &, R}
Nestas coordenadas 7 é expressa por

(¢, &1,5,)=(seng cos@,sengsend,cos¢), 0 =&, —&,,

que é justamente uma parametrizacao de S? por coordenadas esféricas. Por outro lado, dado

um ponto (sen¢ cos 8,sengsend, cos ¢) € S?, qualquer par da forma
(21,22) = (cos(¢/2)e’"!,sen(¢ /2)e'*) € S°,

com &, — &, =0, satisfaz

<1

(|Z1|; Z2|le) = (cos(¢/2), sen(¢/2)e‘”’)
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(22212l ) = (costo/21e,senig /2).

Lembrando que pelo difeomorfismo p3 o f, 0 subconjunto V; corresponde a Us, € por py' Ofl
o subconjunto V| corresponde a Uy, entao as se¢des locais s; e s, correspondem, respectiva-
mente, as secoes sy : Uy — S% e sg: Us — S3, de modo que, pela expressdo calculada acima
temos
sn(seng cos 8,sen¢send,cos ¢)= (cos %, sen%e‘i‘g)

ss(seng cos 8,sengsenf,cos @)= (cos %eie, sen%) .
Com a identificacao usual C?> ~ R* e sendo ¢ : S* — R* a inclusio, entdo

¢ ¢

tosy(seng cos8,sengsend,cos¢p)= (cos %, 0,sen— cos 0, —senzsene)

Loss(seng cosf,sengsend, cos )= (cos % cos @, cos %sen@, sen%, O)

Considere agora a 1-forma @ em R* definida, relativamente as coordenadas candnicas de
R4, por

a=—X>dx1+x1dx,— x4dx3+ x3d x4

e sua restricao

* ~

a=La

a S3. Mostra-se sem dificuldades que w =i - @ é uma conexao neste fibrado complexo. Vamos
nos referir a esta conexao como a conexao canonica do fibrado complexo de Hopf. Usaremos
agora os calibres sy e ss para expressar os potenciais de calibre correspondentes da conexao
candnica (a menos do fator i, apenas para ndo carregar a notacao) e em seguida encontraremos
as intensidades correspondentes. Mas observe primeiramente que, como o grupo do fibrado
complexo é S!, que é abeliano, para encontrar as intensidades precisamos apenas diferenciar

(usualmente) os potenciais de calibre, j4 que na expressao da curvatura o termo envolvendo o
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colchete é nulo.

(sya)(@,0) = ((tosn)a)(e,0)
¢ ¢

_ ¢ ¢
= —-0-d (cos 5 +cos 5 d(O)—i—sen2 senfd sen2 cos @

+sen% cosfd (—sen%sen@)

1
= senﬂsene (— cos @ cosOd¢ — sengseanB)
2 2 2 2

1
—seng cosf (— cos 9sean(,zb + sen2 cos HdB)
2 2 2 2

= —senzgde
2

= —%(1 —cos¢)do

1
Analogamente, mostra-se que em Us temos (sia)(¢,0) = 5(1 +cos ¢)d 0. Portanto, as inten-

sidades correspondentes (a menos do fator i) se expressam por

Fy=d (—%(1 —cosqb)d@) = —%sen¢d¢ nNdO

1 1
F=d (5(1+cos¢)d0) =—§sen¢d¢/\d9.

Observe que as expressoes acima sao as mesmas, o que nos permite definir uma 2-forma F
globalmente em S2. Segue entao que a intensidade .Z = i F neste caso é definida globalmente
em S%. Enfatizamos novamente que isto aconteceu (e isto ndo acontecerd no caso da cone-
x40 canonica no fibrado quaternionico) porque S! é abeliano (o que néo é verdade no caso de
SU(2)). Comentaremos agora um fato interessante, no qual veremos uma outra maneira de en-
tender a forma w, expressando uma relacao entre esta conexdo e a forma de Maurer Cartan de
SU(2).

Se A € gl(n,C), entdo o Unico campo invariante a esquerda em G L(n, C) cujo valor na iden-
tidade é A é, em cada g € GL(n,C), o vetor g-A € T,GL(n,C) = R?", de modo que podemos
escrever a forma de Maurer-Cartan de G L(n,C) como o produto O(g)= g~ 'dz(g),onde dz é a

matriz das formas d z;;.

A forma de Maurer Cartan de SU(2) é a restricdo a SU(2) da forma de Maurer Cartan de
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GL(2,C). Dado g= ( _'% g ) € SU(2), temos que a forma de Maurer Cartan de SU(2) em g é a

restricdo de
g_ldz— a —/J) ) dZH leg _ Edzn—fa’dzgl &dzlg—ﬂdzgz
ﬁ a ngl ngg BdZu'i‘(lem delz'i‘angg
a T,SU(2). Como su(2)={A € GL(2, C);Zt = —Aetr(A) =0}, segue que a entrada 11 (e também
a entrada 22) da forma de Maurer Cartan de SU(2) é imagindria pura. Além disso, temos que

—E = z,1(g) e portanto a entrada 11 da forma de Maurer Cartan de SU(2) é a restricdo a SU(2)

da forma Im(ZHdzu +221dZ21).

O interessante é que a forma Im(z,,dz,; + Z,1d z»1) ja apareceu antes. Se z1; = X1+ ix; e

Zo1 = X3+ iX4, temos

Im(EHdZH +221dZ21) = Im((x1 — ixZ)(dxl + ide)+(X3 — iJC4)(dX3 + ldX4))

= —Xodx1+x1dXxy— X4d X3+ X3d Xy,

que é justamente a forma @. Assim, a conexdo candnica do fibrado complexo € a restricdo a
SU(2)daformai-Im(z,1dz1; +Z21dz21).

Descreveremos agora o conceito de monopolo magnético introduzido por Dirac e relaciona-
remos este conceito com a conexao candnica do fibrado $3(8?,S'). Lembramos que uma carga
elétrica pontual g, em repouso na origem de um referencial inercial, determina um campo elé-
trico E descrito nesse referencial de acordo com a Lei de Coulomb: E = (g/ p?é,, parap #0
(aqui estamos escrevendo em coordenadas esféricas p, ¢, 0 com vetores coordenados unitérios
ép, 8y € &g). O campo magnético correspondente, B, é identicamente nulo neste referencial:

B=0, p #0. Em R3 — {0}, E e B satisfazem as chamadas equacoes de Maxwell estéticas:
divE=0 divB=0 rotE=0 rotB=0 .

Paul Dirac procurava uma maneira de justificar o porqué da carga elétrica ser quantizada,
isto é, aparecer apenas em quantidades multiplas de alguma quantidade bdsica de carga. Para
isso, ele pensou que deveria existir um “andlogo” magnético para a carga elétrica. A ideia é

supor que exista uma particula tal que quando estd em repouso na origem de algum referencial
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inercial, ela determina um campo eletromagnético descrito neste referencial por

E=0, Ez%ép, P #0
onde g é uma constante, chamada a carga do monopolo. Os campos E e B também satisfazem
as equacdes de Maxwell estdticas. O campo B assim definido ndo possui um potencial vetor
em R3 — {0} (isto é, um campo A diferencidvel em R3 — {0} tal que rotA = B). Assim como o
fibrado de Hopf complexo s6 pode ser descrito por no minimo duas trivializacées locais (vere-
mos posteriormente que este fibrado nao € trivial), precisamos de pelo menos dois potenciais
vetores locais para descrever B. Lembrando primeiramente que se A = Ape,+Ayeéy+Agég €

um campo diferencidvel escrito em coordenadas esféricas, entao

rotd = ! (a(Asen(j)) aA é+1 ! aA a(A))é
~ pseng \d¢p ! 00°?)" " p\seng 20" ° (’/’pp 0
L (Zpan-2a)e
p\ap P 5"
Defina Z_ = {(0,0,z) € R3;z < 0} (chamada uma corda de Dirac) e seu complemento

U, =R3—Z_. Usando a expressao acima para o rotacional em coordenadas esféricas, verifica-se

que o campo
g

eng
é um potencial vetor diferencidvel para B em U,. De modo anélogo, se Z, = {(0,0,z) € R3;z > 0}
eU_.=R3-Z,, entao

Ap,¢,0)= s (1 —cos@)eéy

Alp,¢,0)=—2 5 cosp)ey

é um potencial vetor diferenciavel para B em U_. Na intersecdo U_ N U, (que é o comple-
mento do eixo z em R3) os campos A_ e A, ndo coincidem (caso contrério definiriam um po-
tencial vetor em todo o R3 — {0}), e de fato, nesta intersecao, a diferenca entre os campos €é
A, —A_=(2g/psen¢)éy. Por outro lado, lembrando que a expressio do gradiente em coorde-

nadas esféricas é

_or, . 1of, 1 of .
vIi= ep+ 8¢ +psen¢8089’

vemos que (2g/pseng)éy é o gradlente de f=2g#0,isto é:

A, —A_=V(2g0), em U.NU_.
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Note que se A é um potencial vetor para um campo B, entdo A+ VQ é também um poten-
cial vetor deste campo para qualquer funcdo diferenciavel (2, ja que rot(VQ) = 0. Para ver como
essa observacdo anterior influi no nosso estudo, consideremos agora uma carga elétrica g se
movendo nas vizinhanc¢as do monopolo (pensada como uma carga teste, de modo que seu pro-
prio campo nao afeta o monopolo). Desta maneira, a carga pode ser pensada como um objeto
da mecanica quantica, o qual pode ser descrito por sua funcao de onda y(x,y,z, t). Tal fun-
cdo toma valores complexos e deve conter toda a informacao fisicamente mensuravel sobre a
carga. A funcdo de onda i) para g é encontrada resolvendo a chamada equacdo de Schrodin-
ger para este sistema carga/monopolo. Tal equacdo é construida escrevendo o Hamiltoniano
cldssico e substituindo pelas “regras de correspondéncia”’ cada quantidade cldssica no Hamilto-
niano por um operador apropriado. O fato é que o Hamiltoniano para uma carga em um campo
eletromagnético envolve a escolha de um potencial vetor, A, para o campo eletromagnético.
E possivel mostrar que se trocarmos A por A + V(2 na equacéo de Schrodinger, a solucao y é
trocada por e’9):

- -

A— A+VQ=> 1) — "1™y,

Note que a observa¢gdo mostra que uma mudanca de potencial vetor muda apenas a fase
da funcdo de onda v, e ndo o seu mdédulo (a fase em coordenadas esféricas é representada
pelo angulo #). Tais mudancas ndo tém significado fisico ja que todas as quantidades fisicas
mensurdveis associadas a carga g dependem somente do médulo ao quadrado da funcao de
onda. Porém, é observado experimentalmente que tal mudanca de fase tem consequéncias
importantes na situacao em que existem cargas interagindo, de modo que é necessario entender

a fase relativa das cargas.

Voltamos agora ao caso de um carga g se movendo nas vizinhanc¢as de um monopolo. De-
note por Y, (respec. i)_) a funcdo de onda para a carga q determinada (via equacdo de
Schriodinger) por A, (respec. A_). Sabemos que em U, N U_ temos A, = A_+V(2g8). Assim,
da observacdo sobre mudanca de potenciais vetores feita acima, devemos ter o, = ei(2480)y)s_,
Mas em U, NU- (o qual contém o circulo (p, ¢,0)=(1,7/2,0)), para cada ¢ fixado o valor de y;.
em (1,7/2,0) e em (1,7/2,0 4+ 2m) deve ser o mesmo. Vale a observacao analoga para y’_. Isto

implica que a mudanca 6 — 6 + 27 deve deixar e?789) inalterado, dai

e!2qg(0+2m) _ ,i(2980) pi(4q87)

Consequentemente, devemos ter ei#787) =1, 0 que acontece se, e somente se, 4G g7m =217
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para algum inteiro n. Concluimos assim que
1 o
qg = > para algum inteiro n.

Esta condicao acima é chamada de Condicao de quantizacao de Dirac, que € interpretada
como a assercao de que se existe um monopolo magnético, entdo a carga elétrica deve ser quan-

tizada.

Escreveremos agora a procura dos potenciais vetores em termos de formas diferenciais. Pri-
meiramente note que B = (g/p?)e, =(g/p3)(x,y,z) em R® — {0}, em que p = (x2 +y2+ z2)1/2.
A 2-forma correspondente é F = (g/p3)(xdy Ndz+ydz ANdx +zdx Ady). Nesta linguagem,
um potencial vetor para B corresponde a uma 1-forma A tal que dA = F. Novamente, nio deve

existir uma tal forma em todo o R3 — {0}, entretanto, nos seus respectivos dominios U, e U_, as

1-formas
§
A xd dx
+= 0z +p( y—ydx)
e
A_= L1 (xdy —ydx)
pz—p
tem a propriedade dA, = F e dA_ = F. Em coordenadas esféricas estas formas se expressam
por:
Ai=g0—cos¢)db
e

A_=—g(l+cos¢)do.

Note pelas expressoes acima que elas ndo dependem de p. Isto nos permite fixar p =1 e
identificar tais formas como sendo formas definidas em S? (pelas mesmas expressoes), em que
U; corresponde a Uy e U- corresponde a Us. No caso em que a carga € unitdria, isto é, g =1,
temos que g = (1/2)n para algum inteiro n. Isto nos diz que o menor valor positivo para g é

g =1/2 (n=1). Neste caso, as 1-formas para o monopolo sdo

1
Ay = 5(1 —cos¢)d, em Uy CS?,

1
Ag= —E(1+cos¢)d0, em Us C S°.

Essas expressoes sdo exatamente aquelas que encontramos para os potenciais de calibre da
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conexao candnica do fibrado complexo (a menos do fator i). Assim, a conexdo candnica do
fibrado de Hopf complexo (mais precisamente sua curvatura) corresponde ao campo eletro-
magnético do monopolo de menor carga magnética. Para finalizar esta secao, voltamos ao caso
geral de um monopolo de carga g = n/2 e vamos deixar calculada a seguinte expressao (que é
associada ao fluxo magnético do campo B):

i 1 g

§
— =—— | F=—=2 dpndl=——-41=-2g.
27 829' 27 Jo 2%L286n¢ ¢ 21 & &

Como g = n/2, temos portanto que

i
—J F=—nel.
27 ¢

Posteriormente, voltaremos nossa atencao para o valor inteiro que apareceu acima.

3.2.2 Fibrado Quaternionico

Analogamente ao caso complexo, se A € gl(n,H), entdo o inico campo invariante a esquerda em
G L(n,H) cujo valor na identidade é A é, em cada g € GL(n,H), o vetor g-A € TG L(n,H)=R*",
de modo que podemos escrever a forma de Maurer-Cartan como o produto ©(g) = g~'dq(g),

onde dq é a matriz das formas dg;;.

A forma de Maurer Cartan de Sp(2) é a restricdo a Sp(2) da forma de Maurer Cartan de

GL(2,H). Dado g= ( “ g )e Sp(2), temos que a forma de Maurer Cartan de Sp(2) em g é a

restricao de

g ldg= a —f | [ dgu dau _ adqy —Bdqg, adgn—Bdagx
B «a dg, dg pBdgn+adqg, Pdg+adqgz

a TySp(2). Como sp(2) ={A € GL(4,(C);A7I = —Ae JA+A'] = 0}, segue que a entrada 11 da
forma de Maurer Cartan de Sp(2) é imagindria pura. Como —f = ¢,;(g), a entrada 11 da forma
de Maurer Cartan de Sp(2) € a restricao a Sp(2) da forma Im(q,,d g1 +q,,d g21).

O estudo do fibrado complexo nos mostrou que € interessante entender a entrada 11 da
forma de Maurer-Cartan de SU(2), pois esta é (a menos do fator i) a conexdo canonica do fi-
brado complexo, a qual esta relacionada com o monopolo. Vamos, por analogia, estudar a en-
trada 11 da forma de Maurer Cartan de Sp(2), que é a restricao da forma Im(q,,d g1 +q,,d g21)
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a Sp(2). Esta forma ndo é, a principio, uma forma definida em S’, porém € possivel induzir esta

forma para uma correspondente em S’. Veremos agora como isso pode ser feito.

Considere S” = {(q1,q2) € H?; |q1 > + 1g2|> = 1} e Sp(2) € M,(H) como o conjunto das matrizes
g tais que g - g*= g*- g =Id. Temos uma acao transitiva natural de Sp(2) em S’, definida como

o produto usual de matrizes de Sp(2) por vetores de S” C H? (pensados como vetores coluna).

Se g:( ;‘ {33 )6 Sp(2), temos que @ff +76 =0e y7+ 66 = 1. Fixe elz( (1) ) €S e geSp(2)
um elemento na isotropia de e; por esta acdo. Temos que a =1e y =0, o que implica f =0e
66 = 1. Mostra-se dai que o grupo de isotropia de e; por esta acdo é o conjunto das matrizes

g da forma g- ( 3 ), com g € Sp(1) (quatérnio unitario), de modo que a isotropia em e; é

1
0
isomorfa a Sp(1).

Fixando g= ( * g ) € 8p(2), aclasse de g em Sp(2)/Sp(1) é o conjunto

{7 ) (o 8o {(5 8

de modo que a primeira coluna de qualquer representante da classe [g] é o mesmo vetor em

H?. Segue entao que o difeomorfismo entre Sp(2)/Sp(1) e S” do Teorema 2.10 do capitulo 2 é

Pe, :SP(2)/Sp(1) — S

(g] — g'91=(a)
Y

em que (a,7) é a primeira coluna de qualquer representante g de [g].

Como a forma Im(q,,d g1+9,,d g»1) s6 depende das entradas 11 e 21 de g € Sp(2), segue que
esta forma tem o mesmo valor em qualquer elemento da classe [g] € Sp(2)/Sp(1), e deste modo
é possivel induzir uma forma no quociente Sp(2)/Sp(1). Via a expressdo do difeomorfismo ¢,,,
temos que a forma correspondente em S7 € a restricao a S’ da forma & em H? definida por
& =1Im(q,dg: +q,dq.). Set:S” — H? é a inclusao, entdo a forma que queremos estudar é

w =1*O.

Antes de fazer esse estudo, observamos que serd conveniente escrever os objetos envolvidos
nalinguagem dos quatérnios. Vamos pensar entdo o fibrado quaternionico como S?(HP', Sp(1)),
com S” C H? e Sp(1) € H. A dlgebra de Lie de Sp(1) serd identificada com a algebra de Lie
Im(H) com o colchete [q,q’] = qq’ — q’q = 2Im(qq’). Lembramos também os elementos bésicos
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envolvidos no fibrado quaterniénico.
As trivializacdes locais sdo (V4,vx), para k = 1,2, em que V; = {[q1,q.] € HP';qx # 0} e a
aplicacao vy : 17 1(Vk) — V% x Sp(1) é definida por Y r(q1,q2) = (7(q1,G2), |Gk~ gx). As inversas

;! correspondentes sao dadas por

Y1 (gna2) @) =(alg, quaylalg) e Y5 (a1, o), ) = (qva; 19219, |4:19),
de modo que a funcao de transicao g;,: YN, —Sp(1) é

|—1

gu(lqn, @) =g q14; 9.

Os calibres s;. : V. — S” associados sdo, respectivamente,

si(lqi, ) =1l 2q; M) e s2(1g1,g21) = (q195 " 1G2), 192 )).

Lembrando também que V| e V5 sdo cartas de HP', com difeomorfismos f} : Vi — H dados
por fi((g1,q2]) = q2q; " € fo([q1,q2]) = g1q,*. As inversas correspondentes sdo f;'(q) = [1,q] e
£, (@) =[g,1], de modo que f,o f;'(q)=q ' = fio f,"', paratodo g € H— {0}. Como os pares
(1,9) e (g,1) em geral ndo pertencem a S’, é mais conveniente escrever as seguintes descricoes,

equivalentes, de f;' e f; :

@)= [a+1a® a0 +1aP ]| e £'@)=[a0+1aP) 0 +1gP) ]

Observe daf que (s; 0 f;')(g) = m(l,q)e(SzOfg_l)(q)Z —(q,1).

1+qP?
Recordados os objetos necessarios, vamos estudar agora a forma w = (*@. Para todos u € §”
e X € 1,5, temos w,(X) = &,(t.X). Colocando u = (qi,q.) e X = (v, ;) € T,§" € T, H x T, H,
vale

wyu(X)=Im(q,v1 +q,v2).

Vamos ver agora que w € uma forma de conexdo no fibrado quaternionico. Se g € Sp(1),

entdo ((Ry)«)uq X =(v1q9,12q), entdo

wu((Rq)*uq—lx) =Im (ﬁl(vlq) +ﬁ2(U2q)) .
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Por outro lado, como g~ ={¢, pois g € Sp(1), temos

Wy X=Im (67167_1 1+ q2q7" vz) =Im(qq,v1+qq,v>)

e portanto
ad(g o w1 X=q" wu(X) g =1Im(q,(v19) +G,(v29)).

Vamos ver agora que w(A*)= A, para cada A € Im(H). Mas como

*

@~ g1 (g -exp(tA), g, - exp(tA)) = (g1 - A, g2 - A),

t=0

d
(qh,q2)-exp(tA)= T

t=0

temos que
wu(A%)=1Im (G, (q1 - A)+Gy(q2- A)) =Im (|1 * + |g21)A) = Im(A) = A.

Assim, w é uma forma de conexdo do fibrado S7(HP',Sp(1)), chamada de conexdo candnica
do fibrado quaternionico. Encontraremos agora os potenciais de calibre desta conexao usando
os calibres s; e s, e, posteriormente, encontraremos as intensidades correspondentes. Antes
disso, encontraremos expressdes para (i © f;')'w, com k = 1,2. Note que pela defini¢do de
pull-back

((sko f T )lg- X =((f ) (sp0))g - X = (s;.0) 1) (fi ', - X)-

Seja s = s, 0 f;'. Entdo para cada g € H, temos que s(q) = (1 + Iqlz)‘%(l,q). Identificando

cada v € T;H com % o (@ +vt), teremos que

d 1
(S4)g-V=— s(g+tv)= — ———(1,9+tv),
! dt|,_ dt|,— V1+lg+tvf?
mas
lg+tvfP=(q+tv)qg+1tv)=|q*+2Re(vq)-r +|v|*t?
e portanto

() v=| - Re(vq) 1 . Re(vq) q
o A+1aPP? Sixge A+lqPpe?)

Vamos expressar agora (s*w), (V) = ws(g)($+4(v)). Da defini¢do de w, podemos expressar cada
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uma de suas parcelas:
(2A @2)s(9)($:4(V)) = Ga(s(q))d Go(5:4(V))
1 _ 1 _ _Re(vg)
- ./1+|q|2q V1+lgP (1+1qPye?

1  _  Re(vg)lgl?
2qV — 2)2
1+|q] (1+1ql*)

= Re(vq)
) alogo, s X —__Av)
e, de modo analogo, (§1d q1)s(q)(S+4(V)) TP
a A Im(qv)
Cz)s(q)(s*q(v)) = (Im(% dCh + QZdGh))S(q)(S*q(V)) = Tﬁqlz’

e finalmente, temos a expressao

(o yon v =tm(fg).

a qual pode ser escrita como

v q
(s1of7h) w_Im(1+|q|2dq).

Mostra-se analogamente que

— 1% q
(S20f, Yow=Im dq ).
? 1+|qP°
Por mais que as expressoes acima sejam “a mesma”, deve estar entendido que usamos coor-
denadas diferentes nos casos k =1 e k = 2. Mas ndo sao exatamente estas expressdes que nos
interessam. O que precisamos encontrar sdo os pull-backs sjw e s;w, porém, o servico mais

trabalhoso j4 foi feito. Se p € Y| e X € T),S§%, entdo

mv)

A (X) = (5} )X =((s10 f; ) ) (f)e, X) =Im (m

em que v = dq(((f1)«)pX). Similarmente, para p € V5 e X € T,5* temos

fo(p)w )
1+|fap)P? )’

(X)) =(5;0)p X = ((s20 f, ') @) pyp)(f2)e, X =Im (
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em que w = dq((f2.)pX).

O proximo passo € calcular a curvatura dessa conexao. Para isso, usaremos a primeira equa-
cao de estrutura. Antes disso, vamos recordar uma definicdo um pouco mais geral de produto
exterior de 1-formas. Sejam U,V e W espacos vetoriais reais e p : U X V — W uma aplicacao
bilinear. Se M é uma variedade diferencidvel, w é uma 1-forma em M com valores em U e n
é uma 1-forma em M com valores em V, podemos definir o produto p-exterior, denotado por

w A, 1, colocando

(0 Ap (X, Y) = p(w(X), N<(Y)) = plwx(Y), n(X)),

paracadaxeMeX,Ye T, M.
Se {uy,...,u.} e {vy,...,v4} sdo bases para U e V respectivamente, entdo podemos escrever
w =), wiu; en =3 n;v; para certas 1-formas reais w; e n; definidas em M. A partir dai,
temos que o
WA= (wiAn)p(us,vy).
i=1 j=1
Faremos dois exemplos de produto p-exterior, os quais aparecerao no célculo da curvatura
da conexdo canoénica. Primeiro, considere U = V = W = H e p sendo a multiplicagdo de H,
p(q,9)=q-q'.Sejamdq=dqo+dqi+dq.j+dg:kedq=dq,—dqi—dqg.j—dqgsk as 1-formas

usuais em R* = H, entao

dqh,dq = 2dg.Ndgsi+dgsNdqgij+dag Adg.k)

dgn,dq = =2(dqgondq+dqg.Ndqs)i+(dgoNdg, —dg Ndgs)j+
+ (dgondgs+dg Ndqgy)k)

dgn,dq = 2(dgondg—dg Ndgs)i+(dgondqg,+dg Ndgs)j+

+ (dgondgs—dq ANdq)K).

O segundo exemplo € o seguinte. Suponha que U =V = W =Im(H) e que p seja o colchete:
r(,9)=1g,9’] =2Im(qq’). Sejam w e n 1-formas em M com valores em Im(H) e tome {i, j, k}

como base de Im(H), dai

whpn = o AL+ o ANl jl+ o Ansi k] +
+ wr AM[j,i]+ w2 Analj, jl + w2 Anslj, k] +
+ w3 ANk i]+ w3z An.[k,jl + w3 Ans[k k.
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Das relacoes entre i, j e k, a expressao acima de reduz a:
WA, N=2 [(602/\7’]3—603/\772)i+(603/\771 — w1 AN3)j+(wi ANy — 602/\7’]1)1(] .

Em particular, quando a variedade M é R* = H], podemos escrever cada w; como

3
w; :Za)fldqa, i=1,2,3,

a=0

e dai

w = (Zg:w;dqa) i+ (zs:widqa) j+ (Zs:widqa) k
a=0 a=0 a=0

(woi+ wij+ wik)dqo+ (wii+ wij+ wik)d gy +(w)i+ wij+ wik)d g, +

+  (wlit+ wij+ wik)dgs
= d)odé]o + (Dldql + d)de]Z + cT)gdq3,

em que as fungdes @; tomam valores em Im(H). Fazendo n = w, teremos
w Ny =4 wy A wsi+wsAwij+w; Awk).

Explicitando cada um dos coeficientes em termos dos dq,’s, teremos

WAy, =4 Zwiw%dqa/\dqﬁ i+ szw;dqa/\dqﬁ j+ Zw}lw%dqa/\dqﬁ
a,p a,f a,f

Por outro lado, temos as seguintes relacoes:

Do Bp = —(wiw};+wiwz+wiw%)+(a)iw%—wiwz)iJr(wiw}j—w;w%)j

+ (coia)z, — wiw}j)k,

3

1,1 2,2 3,3 —
Z (waa)ﬁ + w, Wy +wawﬁ)dqa/\dqﬁ =0,
a,f=0

3
Z (wiw% - wiwz)dqa/\ dqgs=2 Z wiw%dqa ANdqg,

a,f=0 a,f=0
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I 3,01 _ ,.1,,3 1,2 _ ,32,.,1 :
similarmente para C()a(,()ﬂ C()a(,()ﬂ e C()a(,()ﬂ (,()a(,()ﬂ, assim

3 3
Z Do OpdqaNdqs = Z 205wy dqa A dqpi+2w,wydq. A dqg]
a,=0 a,=0
+ Zwiwqua Adqpgk
1
= ECO /\p .
Finalmente, observe que em termos dos colchetes [, ©g] = @ - g — @p - D4, podemos

escrever
3

1 = 1 o
Ea)/\pw: Z wa-wﬁdqa/\dqﬁzi Z [0, Dpldge Ndqp.

a,=0 a,=0
Daqui por diante omitiremos o simbolo p no produto exterior, pois fica implicito qual pro-
duto estd sendo usado em cada expressdo. A derivada exterior d w pode ser escrita em termos

dos dgpg’s:

dwo=ddyNdgo+...+ddsAdgs=) dagAdqp.
B
Mais ainda,

dp=dwgi+dwgj+doik= Z(@aa)kdqa)i+ (Guwpdqa)j+ (uwy dqa)k,
em que J, é uma abreviacdo de d/d q,. Assim,
dip =Y (Guwli+8,3j+ 8,03k dGa= Y Butpdda,

(em que a derivada na tltima igualdade é tomada componente a componente de @g), e por-
tanto:

1
dw= E 8ac”oﬁdqa/\dq/5:§ E (é’ad}ﬁ—aﬁcba)dqa/\dqﬁ,
a.f af

concluindo que:

da)+%a)/\w = %(@cbﬁn%bacbﬁ)dqa/\dqﬁ
= %Z(aa@ﬁ_aﬂ@a+[@a»@ﬁ])dqa/\dqﬁ'
a.f
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Em particular, considere « =Im(f(g)dq), em que f(q) = fo(q)+ f1(q)i+ f2(q)j+ f3(g)k é uma
aplicacdo diferenciavel em H com valores em H. Se escrevemos w na forma o = ). wqdqq,

devemos ter wo = fii+ foj + f3k, w1 = foi+ f35j— fok, w2 =—f3i+ foj + fik e ws = foi— fij + fok.
Nao é dificil verificar que dw =Im(d f Adq) e %a) Aw=Im(f(g)dq A f(q)dqg), de modo que

dw+ %co/\w =Im(dfAdqg+ f(q)dq A f(q)dq).

Aplicaremos estas féormulas ao caso da 1-forma

7
=1 d ,
“ m(1+|q|2 “’)
q

isto €, para f(q) = ; oy Esta forma é a expressdo em coordenadas de um potencial de calibre

da conexao canonica de S”. Note que

f@dagn f(@dg=Q0+I91")*(qdqgrgdq).

A diferencial de f é calculada como segue:

d((1+1q”)"q)
d((1+191*)"(go — i — q2j — gsk)
A((1+191)"g0)— d((1+1gP) ' q)i—d((1+1g91*) ' g2)i — d((1 +1g1*) " g3 )k.

af

Como d((1+1g>)'q.)=(1+191*)'dgs + g.d((1+|q|*>)7"), temos
df =(1+lqP)'dqg+qd(1+1g")™),
e por outro lado

d(1+1g)™) = a+1gP)'dgo+a0+Ig) " dag,

+ &1+ dg+a(1+1q) " dgs
~(1+191*)*(2q0d o +2q1d G +2G2d 4> + 245 G3)
~(1+1g")*(qdq +qdq),

dai
qd(1+1g) N =-1+1g)?(q’dq+qdqq),
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e finalmente
df =1+I91)*(dg—qdqq).

Agora note que

dfandg = (1+1qP)*(dgrdqg—(qGdqq)Adq)
= (1+lgP)*(dgrdq—(qdq)A(qdq)),

demodoqued fAdq+f(q)dqn f(q)dg=(1+]|q|*)2dgAdq. Como (1+]|q|*)2érealedqAdq
€ imagindrio puro, obtemos finalmente a expressdo em coordenadas de uma intensidade da

conexao canodnica (na verdade a expressdo é a mesma no outro calibre):

1 _
F=dd+5.d N = _dgAdg.

v
(1+1g/?)

A expressao acima é de fato a expressdao de uma intensidade pois
1
5@ N (X, Y)=[w(X), (Y)] = [0(Y), w(X]] = [w(X), &(Y)].

De modo semelhante, dados n € He A > 0, a 1-forma .</; , definida em H, com valores em

Im(H), dada por o
q—n
p=Im| ————d
N ==l

satisfaz
AZ

(Ig — nf2 +22)?

Calculada a expressdao em coordenadas da curvatura da conexao canodnica, caminharemos

1 _
<ghk,n:dﬂi)t,n"‘Ef/Qf/l,n/\f/Qf/l,n: dC]/\dC]

agora, mais uma vez, na dire¢do de relacionar geometria com fisica por meio das conexdes em
fibrados principais. Existe uma relacdo entre as formas .</; , (em particular a conexdo canodnica,
que é o caso A =1 e n = 0) e a chamada Teoria de Yang-Mills. Comentaremos esta relacao a

seguir e para isso, comecaremos com alguns comentdrios histéricos sobre esta teoria.

Em 1932, Heinsenberg sugeriu a possibilidade de que os conhecidos nucleons (o préton e o
neutron) eram, na verdade, apenas dois “estados” diferentes da mesma particula e propds uma
ferramenta matemadtica para modelar isto, chamada de estado de spin isotépico de um nucleon.
Assim como a fase de uma particula carregada é representada por um niimero complexo de
modulo 1 e as mudancas de fase sdao acompanhadas por uma agdo de U(1) em S! (uma rotacgao),

o0 spin isotopico de um nucleon € representado por um par de niumeros complexos, cuja soma
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dos quadrados de seus mdédulos € 1, e mudancas no estado de spin isotopico sdao acompanhadas
por uma acao de SU(2) em S3. Em 1954, C. N. Yang e R. L. Mills se preocuparam em construir
uma teoria de spin isotépico andloga a teoria do eletromagnetismo. Eles consideraram fung¢oes
potenciais a valores matriciais e os campos correspondentes, construidos a partir das derivadas
das funcoes potenciais. A hipdtese fisica desta teoria (que ndo é o ponto desta observacgao)
levou-os a propor certas equagdes diferenciais que os potenciais devem satisfazer, que sao as
chamadas equacoes de Yang-Mills (veja [YM54]). Posteriormente, em 1975, Belavin, Polyakov,
Schwartz e Tyupkin (veja [BPST75]) encontraram solu¢des para estas equacoes, as quais foram
chamadas de “pseudo particulas” (apenas o caso n = 0 aparece explicitamente em [BPST75]).
O fato mais importante é que estas solucdes coincidem essencialmente com as formas .¢/, ,

definidas acima. Isto foi feito explicitamente e generalizado por Trautman (veja [Tra77]).

E importante observar que nio era conhecida a linguagem de fibrados principais naquela
época, de modo que por um potencial de calibre (ou simplesmente potencial), se entendia
uma 1-forma .¢/ em R* com valores em su(2), e sua intensidade correspondente é dada por
F =d.d + %&f A .o/ . De fato podemos considerar (mas ndo precisamos) ./ como um poten-
cial de calibre da maneira como definimos anteriormente. Basta considerar o fibrado trivial
R* x SU(2) sobre R*, e notar que a hipdtese da proposicao 1.8 do capitulo 1 é satisfeita vacua-

mente. Comentaremos um pouco mais sobre as equacdes de Yang-Mills posteriormente.

Considere agora um potencial de calibre ./ em H e & seu campo correspondente. Para cada
q € H, definimos ||Z(q)||> como sendo a soma das normas, ao quadrado, das componentes de
Z (q) relativamente a dq, A dqg. A norma que usamos em su(2) = Im(H) é a norma relativa
a forma de Killing de su(2), e verifica-se que tal norma vale o dobro da norma euclidiana em

Im(H) = R3. Definimos a acao de Yang-Mills de .</ como sendo

|I9IIZ=J 17 (@I.
R4

Eventualmente o valor acima é denotado por YM(.</). O funcional YM que associa a cada
potencial .¢/ sua agdo de Yang-Mills Y M(.</) é chamado de funcional de Yang-Mills de R*.

No caso do potencial oriundo da conexdo canonica do fibrado de Hopf, temos que sua in-
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tensidade nas coordenadas usuais de H é dada por

F

1 _
(Fiqpp2anda

2
——[(dgoNdg,—dg, Ndags)i
(1+|6]|2)2[( GoNdgy—dqg: Ndqs)i
+ (dgondg:+dgiNdgs)j+(dgoNdgs —dagi Ndg)K]

/\dq1+ /\d&]3+...

2i i
———d ———d
(+1gPE ™ +1gPE "
de modo que

1F2=18 | ——.
W (FIgPy

A integral acima pode ser calculada usando coordenadas esféricas em R*, definidas por:

qo = psenyseng cosb
¢i = psenysengsend
q. = psenycoseQ

qs = pcosy

parap =|g|>0,0< y <7, 0<¢ <me0<0 <2n. Entdo

1
o (LF1gP)

2T prTTopT OO
1
= 48f J f J pisen’ysengpdpdydpdo
0 0 0 0 (1+p2)4

00 p3 2n pmopT
= 48 dp) (J J J senz)(send)d)(dgbdﬁ)
(»I;) (1+p2)4 0 0 0

1
= 48 (E) (2m?)

= 8r’.

[Eals

Assim, YM(.</)=87r2. De modo andlogo, mostra-se que Y M(.¢f ,) = 8m2.
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3.3 Fibrados sobre esferas

Um fato importante que nos interessa é que podemos classificar os fibrados principais sobre
as esferas §”, com n > 2. O caminho pelo qual nés faremos isso ndao faz mencao a estrutura
diferencidvel dos objetos em questdo, de modo que podemos considerar fibrados principais
apenas topolégicos. Isto significa que vamos supor que o grupo de estrutura do fibrado seja
um grupo topolégico (conexo por caminhos), que o espaco total e o espago base sejam apenas
espacos topoldgicos e que as trivializacoes locais sejam homeomorfismos. Ndo serd necessario
supor que o espaco base seja o espaco de 6rbitas da acdo, mas sim que tenhamos uma projecao
7t : P — X continua e sobrejetora e que a acdo preserve as fibras, isto é, w(u - g) = mw(u) para
todos u € P e g €G. Isso nos permite considerar fibrados principais sobre, por exemplo, cubos
ou discos. Nesta secdao usaremos as notacoes I = [0,1], I =[0,1] x ... x [0,1] € R” para o cubo

n-dimensional e D" = {x € R";||x|| < 1} para o disco n-dimensional.

Se P(X,G) é um fibrado principal (topolégico) e f : Z — X é uma aplicacdo continua de um
espaco topologico Z em X, diremos que f possui um levantamento se existe uma aplicacao
continua f : Z — P tal que 7o f = f. Precisaremos de um teorema de levantamento de homo-
topia para fibrados. Uma versdo que nos interessa é enunciada abaixo, e a sua demonstragao

pode ser encontrada em [Nab97] (pg. 172).

Teorema 3.1 (Levantamento de Homotopia). Seja P(X,G) um fibrado principal topoldgico e n
um inteiro positivo. Suponha que f : I" — X é uma aplicacdo continua que possui um levanta-
mento f: I" — P. Seja F : I" x I — X uma homotopia tal que F(x,0) = f(x) para todo x € I".

Entdo existe uma homotopia F: I" x I — P tal que o F = F e F(x,0) = f(x) para todo x € I".

Lema 3.2. Seja G um grupo topolégico e n um inteiro positivo. Entdo qualquer G -fibrado prin-

cipal sobre o cubo I" é trivial.

Demonstracdo: Seja P(I",G) um fibrado principal. Fixe xo € I" e ug € n1(xo). Como I" é
contratil, a aplicacdo Id : I — I é homotdpica a aplicacao constante f: I — ", f(x) = x,. Seja
F:I1"x[0,1] — I"" uma homotopia com F(x,0)= x, e F(x,1)=x para todo x € I". Observe que
a aplicacdo constante f: I" — P, f(x) = u,, é um levantamento de f, isto é, mo f = f. Portanto
segue do teorema de levantamento de homotopia que existe uma homotopia F: I" x I — P tal
que 7o F = F. Em particular, o F(x,1)= F(x,1) = x para todo x € I", de modo que a aplicacdo

x — F(x,1) é uma secdo global do fibrado, assim P deve ser trivial. O

Como coroldrio do lema acima, obtemos que qualquer fibrado principal topolégico sobre o

disco D" também é trivial pois I"” é homeomorfo a D".
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Identificaremos S”~! como o subconjunto do pontos x € S* C R"*! para os quais x,+; =0 (0
“equador” de S"). Fixe xo € S"~! e um ntimero 0 < € < 1. Defina os seguintes subconjuntos de
Sn:

70 = {x€8";xp11 20}
s = {x€8"x,11 <0}
U = {xe§—-e<x,n1<1}24

U, = {x€8"-1Zx,41<€}2 5.

Assim, U; N U, é uma “faixa aberta” contendo S*~!. Seja 8 = P(S", G) um fibrado principal.
Veremos agora que U; e U, sdo vizinhancas trivializantes e, além disso, podemos escolher tri-
vializacoes v; : m71(U;) — U; x G de modo que todas as fungdes de transicdo g;; levam x, em
e € G. Considere primeiramente a restri¢ao 9|y,. Tal restri¢do € trivial pois U, é homeomorfo
ao disco D", o qual é contratil, e portanto esta restricdo tem uma secao global. Consequen-
temente, a por¢dao 9|y, também é trivial. Escolha entdo equivaléncias I/Ji Y (U;) — U; X G,

i =1,2. Segue facilmente que 1/3,-, i =1,2, sdo trivializacoes locais para 4.

Agora seja g, : Uy N U, — G a funcao de transicdo correspondente as trivializacoes locais
{(U;, ¢~1),(U2, 1/32)} e suponha que g;2(xo) = g € G. Escreva 1[)2 = (7, ). Para ajustar as funcoes
de transicdo, colocamos Y,(u) = (m(u), p2(u)), em que p,(u)= g @,(u), dai

1

Gr(w)pa(u) ' = Gr(u)Pa(u) g = gg " =e.

Assim, com as trivializacoes locais i, = Y; e Y, = (7, p2), temos que todas as funcdes de
transicdo correspondentes levam x, em e € G.

Assim, podemos supor que para qualquer fibrado principal 8 = P(5",G), U, e U, sdo vizi-
nhangas trivializantes e, além disso, as funcoes de transicdo correspondentes levam x, em e.

Definimos, para cada fibrado 43, a aplicacao caracteristica
T:(8"x0)—(G,e)

por

T= 812|s"*1

Usamos a notacao f:(X,a)— (Y, b) para dizer que a aplicacgao f satisfaz f(a)=>b.
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Lema 3.3. Qualquer aplicagdo continua T : (S"1,x¢) — (G, e) é a aplicagdo caracteristica de
algum fibrado principal % sobre S" com grupo G.

Demonstracio: Seja r : Uy N U, — S"! a restricdo da projecdo esteografica (do pélo sul ou
norte) a faixa Uy N U, e defina g»(x) = T(r(x)), para x € U, N U,. Entdo g;,|S"! = T. Colocamos
ga(x)= g(x)em UyNU,, gn(x)=e em U e g2(x) = e em U,. Entdo as funcoes g;; satis-
fazem a condicao de co-ciclo e portanto definem (pelo teorema 1.1 do cap.1) um tnico fibrado
principal P sobre §” com grupo G (a menos de equivaléncia) que possui as fung¢des g;; como

funcoes de transicao. O

Lema 3.4. Seja G um grupo topoldgico conexo por caminhos e 98, e 3B, dois fibrados principais
sobre 8™ com grupo G, n > 2. Sejam Ty e T, as aplicagoes caracteristicas respectivas. Entdo 3, e

9B, sdo equivalentes se, e somente se, as aplicacoes Ty e T, sdo homotopicas relativas a {x}.

Demonstracao: Suponha primeiramente que %, e 93, sejam equivalentes. Como ndés estamos
supondo que tais fibrados tem as mesmas vizinhancas trivializantes, temos que (da equivalén-
cia) existem fungdes continuas h; : U; — G, j = 1,2, tais que g2,(x) = hi(x)™' g{,(x)h2(x), para
todo x € UyNUs. Seja uj = hj|g1. Entdo T(x) = pi(x)~' Ti(x)uo(x), para todo x € S"~!. Como

Ti(x0) = Tzx(x0) = e, temos que u;(xo) = U2(xo) e vamos denotar este elemento por g €G.

Agora, cada #;, i = 1,2, ¢ homeomorfo a D" e possui bordo S"~!, de modo que #; é contratil
e, como x, € S"! C 54, temos
ﬂ-n—l(jfirx()) = Or = ]-)2

Isto significa que todas as aplicacoes continuas de (S"!, xp) em (7, Xo) sdo homotdpicas a
aplicacao constante x,. Em particular, as aplicagoes de inclusao ("}, x¢) — (7, Xo) sdo ambas
homotoépicas, relativas a x,, a aplicacao constante igual a x, de S"~! em ;. Paracada i =1,2,

seja H; tal homotopia.

Defina K; = h; o H; : S*~1 x [0,1] — G e note que

Ki(x,0) = hi(x)=u(x),x€8""
Ki(x,1) = hi(xo)=pi(x) =g x€8""
Ki(xo,8) = hi(xe)=pi(x0)= g, 1 €[0,1].

Assim, K; é uma homotopia, relativa a x,, entre u; e a aplicagao constante de S”*~! em G cujo
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valor é g. Finalmente, defina K : S"~! x [0,1] — G por K(x, t)= Ki(x,y) ' T1(x)Kx(x, t), e assim

K(x,0) = Ki(x,0)' Ti(x)Kz(x,0) = p(x) " Ti(x)ua(x) = Tr(x)
K(x,1) = K1) 'T(x)K(x,1)=g 'Ti(x)g
K(xo,1) = Ki(xo,t) ' Ti(x0)Ka(x0, 1) =g 'eg=e,

de modo que K é uma homotopia, relativa a x,, entre T, e g~' T} g. Para construir uma homo-
topia, relativa a x, entre g~' T, g e T, usamos que G é conexo por caminhos e escolhemos um
caminho continuo a: [0,1] — G, com a(0) = g e a(1) = e, e verificamos que H:S" ! x [0,1] - G
definida por H(x, t) = (a(t))"' Ty(x)a(t) é a homotopia desejada. Concluimos assim que se %, e

3B, sdo equivalentes, entdo 7; é homotoépica, relativa a xo, a 1.

Reciprocamente, suponha que T; ~ T, rel{x,} (a notacdo rel{x,} significa que existe uma ho-
motopia entre 77 e T, que é relativa a {x,}). Nao é dificil verificar que T1T2_1 : §71 — G de-
finida por (T, T, ')(x) = Ti(x)Tz(x)~' é homot6pica, relativa a x,, a aplicagdo constante igual
a e. Sendo assim, ela tem uma extensio continua v : 24 — G. De fato, ela tem uma ex-
tensdo continua para o disco D" e dai podemos fazer a composicdo da inversa da projecdo
(X1, ey Xy Xpi1) € 4 — (x1,...,X,,0) € D" com tal extensdo, obtendo assim uma extensao defi-
nida em 4. Defina h, : U; — G por

V(X), » xe%
me=y
glz(x)glg(x) , xeJHNUL

Como s N (76 NU) = S"! e, sobre S"7!, v(x) = Ti(x)Tz(x)! = gl,(x)g%,(x), segue que
hi(x) é continua.

Agora seja # o interior de %4 (de modo que /% C Us) e i = Y5l = 1,2. Entdo
{(Ul,wi),(%,zﬁé)} e {(Ul,wf),(%?z,l/;%)} trivializam %, e 93, respectivamente, e as correspon-
dentes fun¢des de transicdo sao justamente as restricoes apropriadas de g}j e gfj (continuamos
a usar os mesmos simbolos para estas restricoes). Agora defina h, : 7 — G por hy(x) = e.
Entao, parax €Uy N %o’g,

ha(x) ™' g1, (x)ha(x)

hi(x)' g1, (x)
= g5, (x)gl,x) gl (x)=g%(x),

e assim podemos concluir que os fibrados 93, e %, sdo equivalentes. O
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Assim, juntando os dois lemas anteriores, demonstramos o seguinte teorema:

Teorema 3.5. Seja G um grupo topologico conexo por caminhos. Entdo o conjunto de classes
de equivaléncia de G-fibrados principais sobre S", n > 2, estd em bije¢do com os elementos de
ﬂ-n—l(G)'

E importante ressaltar que tal bijecdo é obtida pela aplicacdo caracteristica. Como obser-
vamos, um fibrado principal sobre S pode ser descrito por duas trivializacdes locais, e assim,
essencialmente uma funcao de transicdo. O teorema anterior nos afirma que toda informacao
sobre o fibrado estd contida na classe de homotopia da funcao de transicao. Embora a classifi-
cacdo obtida pelo teorema acima seja de natureza topoldgica, ela tem uma versao diferenciavel.
A grosso modo, a razdo para isto é que a classificacao acima depende apenas de classes de ho-
motopia, e qualquer aplicacao continua entre variedades diferencidveis é homotépica a uma

aplicac¢ao diferenciavel.

Como casos particulares de nosso interesse, observamos que os fibrados principais sobre S?
com grupo S! sdo classificados por 7;(S') = Z. O mesmo acontece com os fibrados principais
sobre §* com grupo SU(2) = S8, pois 73(S?) = Z.

Sabemos que um grande resultado devido a Hopf nos diz que, em geral, 7,(S") = Z, sendo
este isomorfismo dado pelo grau da aplicacdo. Assim, quem classifica um fibrado principal
sobre S? com grupo S! é o grau da funcdo de transicdo, a qual pode ser pensada como uma
aplicacao se S' em S'. Uma maneira de caracterizar o grau de uma aplicacao de S' em S! é
que pensando que ela é uma curva fechada em S!, e dai o grau dessa aplicacao é o niimero de
rotacao desta curva, isto é, o namero liquido de voltas que a curva d4 em torno da origem no
sentido anti-horério (grau positivo). Lembramos que no fibrado de Hopf complexo a funcao
de transicdo é, em coordenadas polares, e!?, de modo que seu grau é 1. Portanto o fibrado

complexo de Hopf corresponde a classe 1 de homotopia de 7;(S') = Z.

Esse valor inteiro, como ja vimos anteriormente, pode ser obtido calculando uma certa in-
tegral. Faremos isso agora novamente, porém, relacionando explicitamente esta integral com
o grau da funcio de transi¢do. Considere um fibrado principal P(S?,S!) e w uma forma de co-
nexao neste fibrado, com forma de curvatura 2. Vamos supor, como antes, que U; e U, sdo
vizinhancas trivializantes. Sejam s; e s, as secdes candnicas associadas a estas trivializacoes.
Escreva .¢/) = sjw, .@» = s;w, F = 5781 e g1, a fungdo de transi¢do correspondente. Pensare-

mos g;» como uma curva fechada do intervalo [0,27] em S!, de modo que podemos escrever
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g12(t)=e*), em que p : [0,27] — R. Na interse¢ao U; N U,, temos que
"Qfl:gl_zl“‘ZfZng_*—gl_gldng:JZfz*Fing.

Escrevemos .oy = iA; e .o/, = 1A, e F = iF. Temos entdo que dp = A; — A, e pelo teorema
de Stokes

27 Jo 27 J o

Lembrando que o grau de g;, é dado por k=1 /(27ri)fg12 dz/z, temos que

dz 27 1 27 21
f 7:J Wigp’(t)e’“’“)dt:if go’(t)dt:iJ do,
812 0 0 0

; 1
if F=——2nk)=—keZ.
27 ¢ 27

logo

De modo similar, vamos agora expressar uma certa integral (relacionada com o funcional
de Yang-Mills) de uma intensidade de uma conexao em um fibrado principal P(S%,5%) como o
grau da funcao de transicdo. Antes de fazer isso, é necessario fazer alguns comentérios sobre
o operador Estrela de Hodge, que serd denotado por *, e sobre uma relacao deste com o funci-
onal de Yang-Mills. Para ver uma definicdo deste operador, consulte por exemplo [Ble81]. Em
geral, se M é uma variedade Riemanniana orientdvel de dimensdo 7, entdo fixado um inteiro
0 < k < n, o operador estrela de Hodge é definido no espaco das k-formas A*(M) e toma valores
no espago de formas A"~*(M). Este operador é um isomorfismo de espacos vetoriais, cujo in-
verso € ¥~ =(—1)k(»=K)x, Mais geralmente ainda, pode-se definir um operador estrela de Hodge
para formas com valores em um espaco vetorial V' de dimensao finita. Para isso, primeiro fixa-
mos uma base de V e definimos o operador componente a componente. Deve-se mostrar que

esta definicado ndao depende da base escolhida. A situagdo que nos interessa é o caso em que M
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tem dimensao 4 e x atua em 2-formas. Neste caso, x: A2(M) — A?(M) e x~! =%, de modo que * é
uma involugdo e, portanto, em cada ponto tem autovalores +1 e —1. Isto nos permite decompor

o espago A%(M) em uma soma direta de C*(M)-modulos:
A2(M) = A2 (M) @ A* (M),

em que A% (M) é o espaco das 2-formas .7 que satisfazem *# = .#, que chamaremos de formas
auto duais, e A2 (M) é o espaco das 2-formas Z que satisfazem *# = —%, que chamaremos de
formas anti auto duais. Dada .7 € A?(M) qualquer, temos a decomposicdo Z = Z++.Z~, em
que F+=1F ++F) €N (M) e F~=3(F —+F)€N*(M).

E mais simples explicitar a acdo do operador * quando M = H (métrica e orientacido candni-
cas):
dqgiNdqj)= %Eijklqu Ndqr,
em que
+1 seijkl é uma permutacdo par de 1234
€ijk1 =4 —1 seijkl éumapermutacdo impar de 1234

0 caso contrario

é o chamado simbolo de Levi-Civita. Usando isto, temos bases candnicas para os espacgos de

formas auto duais e para o espaco de formas anti auto duais:

NMH)=<dnrdg+dgNdq,dg ANdgs+dg Adqy,dg Adqgs+dag. Ndags >

AZ_(H) =<< dql /\qu— dCI3/\d6]4,dq1 /\dQ3—d6]4/\d6]2,dq1 /\dq4—dq2/\dCI3 >,
E f4cil verificar agora que se & € A2 (H) e ¢ € A2(H), entdo F A9 =0.

Note que, da expressao de dq A dq obtida na secao anterior, as formas .7, ,, sdo todas anti
auto duais. E importante observar que os conceitos anti auto dual e auto dual se invertem
quando revertemos a orientacdo da variedade, de modo que a distin¢do entre esses conceitos

ndo tem significancia substancial, sendo apenas uma escolha de convencao.

Uma observacao importante a respeito do operador * com respeito a conformalidade deve
ser feita. Se (M, g1) e (M, g») sdo variedades Riemannianas orientadas de dimensdo 4 e
f : M, — M, é um difeomorfismo conforme que preserva orientacdo, entao * comuta com o
pull-back por f: (f*F) = f*(xZF), para toda Z € A>(M,). Por exemplo, podemos considerar R*
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e S* (com métricas e orientacdes candnicas). A projecao estereografica ps: Us — R* é um dife-
omorfismo conforme que preserva a orientacdo, de modo que uma 2-forma em Us € anti auto
dual se, e somente se, seu pull-back por p;"' é anti auto dual em R* (espago no qual jd sabemos
uma base relativamente simples de formas anti auto duais). Por continuidade, uma 2-forma em
S* é anti auto dual se, e somente se, seu pull-back por p;' é anti auto dual em R*. Seja P(S*,S°)
um fibrado principal e w uma 1-forma de conexdo em P com forma de curvatura Q2. Se ss é a
secdo canonica definida em Us, entdo Zs = 532 é uma 2-forma em Us C S*. Dizemos que w é

anti auto dual (respec. auto dual) se 75 é anti auto dual (respec. auto dual).

Vamos agora discutir uma relacdo entre o operador * e o funcional de Yang-Mills. Usaremos

explicitamente a identificacao entre Im(H) e su(2) dada pori=ios, j=io, ek=io;, em que

01 0 —i 1 0
0= 0= O3 = ,
10 i 0 0 -1

sdo as matrizes de Pauli. Considere também as matrizes 2x2 E; =(ay;),emque ay; =0se k # i
oul#iea;;=1.Daii=iE, —iE, j=E,— E3;ek=iE,+iE;. Se Z é uma 2-forma em H com
valores em Im(H), podemos escrevé-la como .7 = Zi+ %,j+ Z3k. Usando a identificacao de
Im(H) com su(2), podemos pensar % como uma 2-forma com valores em su(2) e escrevé-la em
forma matricial. Consideraremos novamente a dlgebra de matrizes com entradas na dlgebra das
formas diferenciais com o produto A. Entretanto, agora precisamos considerar apenas matrizes
2 x 2 cujas entradas sdo formas de grau par. Note que a R-4dlgebra das formas de grau par é

comutativa. Expressamos .% na linguagem de matrizes e calculamos tr(Z# AxZ):

9 = gl(lEl—lE4)+92(E2—E3)+93(lE2+lE3)
== l‘glEl +(gg + lgg)Eg +(—92 + lgg)Eg - l.glEzl

B 17 Fo+ 1T
~To+iFs  —iT )
de modo que

9/\*9:( 191 924‘193 )/\( l*gl *924‘1*93 )

—924‘1'(@3 —Z'gl —*gg-i‘i*gg —i*gl

B —le T NxT; x
X —Z?Zlgi/\*gi ,
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€ portanto

3
tr(F AT ) = —229,- A*T,.

i=1

Podemos escrever .# também em funcdo dos dg;,dq;: F = ij Zijdq; Ndq;, em que

Fij = ﬂilj.i+9i2jj+9i3}k. Desta maneira, Z; = ij ﬂi’;dqi Adgq;, para k = 1,2,3, e a soma

é calculada sobre 0 < i < j < 3. Expressando nestes termos *Z, vemos que vale
FineFi=| D (FEV | daondaiAdg, Adas,
i<j

de modo que

3
a(Z AxF)==2 | D | D (ZLV | | ddondai ndde ndgs=—|F(@)IPdge A dgy ndgs ndd

e concluimos que, se .7 € oriundo de um potencial .¢/, vale

YM(%)=J ||97(61)||2=—f tr(F A*F).
R4 R4

Em particular, com respeito aos potenciais anti auto duais .</; ,, teremos que

1 A% —1
2 Jpa 27 87% J s

1
= — | t(FAxF)
87% ) s

-1
= QYM(VQ%A,H)

= —-1le€7Z,

em que Z* é a k-ésima poténcia exterior de 7.

Lembramos que o funcional de Yang-Mills é definido para potenciais em R%. E de interesse
fisico encontrar os potenciais que minimizam (localmente) o funcional de Yang-Mills. Para

encontra-los, encontram-se primeiramente as equacoes de Euler-Lagrange correspondentes ao
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funcional de Yang-Mills. Mostra-se que tais equacoes sdao

3
Y (a7 + 1, F11]) =0,j =1,2,3.
i=0
Estas equacoes sao nao-lineares e sdo de segunda ordem nas componentes .</; do potencial
.¢/. Existe um interesse particular em fisica nos minimos absolutos deste funcional, os quais
sdo chamados de instantons. Um fato que queremos comentar, o qual faz uma ligacao impor-
tante entre a linguagem de conexdes em fibrados e os potencias de acao finita que sdo solucoes
das equacgoes de Yang-Mills (chamados de potenciais de Yang-Mills), ¢ uma consequéncia do
Teorema das Singularidades Removiveis de Uhlenbeck ([Uhl82]), que é o seguinte: Se .«/ é um
potencial de Yang-Mills em R*, entdo existe um tnico fibrado principal P(S%, S®), uma forma de
conexdo w em P e uma secao local s : Us — n~!(Us) tais que .o/ =(so pgl)*a). Neste caso, note
que a acao de .¢/, por ser finita, pode ser escrita como uma integral do seu correspondente em

S* (o seu pull-back por ps), o qual também denotaremos por .%. Mostra-se que o nimero

=2l ]

é um inteiro, em que .% é a intensidade de qualquer conexdo neste fibrado, e que este inteiro
classifica o fibrado principal P(S*,S%) pois ele coincide com o grau da fun¢do de transicao do
fibrado. O fato de que tais integrais (no caso do grupo S! e do grupo SU(2)) nao dependem da
escolha da conexdo no fibrado estd associado ao tipo de formas que estamos integrando. De
fato, em ambos os casos estamos integrando formas que sdo polindmios em %, e mais que isso,
sdo polindbmios invariantes, o que significa que tais polindmios sao invariantes por conjugacao
(como € o caso de tr). Estas formas sdo casos particulares das chamadas classes caracteristicas
(veja por exemplo [KN69] vol.2 ou [MS74]). No caso do grupo S!, a forma % corresponde ao
primeiro caracter de Chern e no caso do grupo SU(2), a forma (1/2)tr (%)2 =—(1/8m)tr(F ANT)

corresponde ao segundo caracter de Chern.

Para finalizar, se % e ¥ sdo 2-formas em H com valores em Im(H), e se escrevermos
F =i+ Fj+ Fske Y =9 i+ %j+ 4k, entdo é facil verificar que tr(F A ¥Y) = —ZZi FiNY;.
Em particular, se & é auto dual e ¥ é anti auto dual, entdo .Z; A ¥; =0, e portanto tr(Z# A ¥)=0.

Assim, dado um potencial de Yang-Mills ./ em H qualquer, e Z a intensidade correspondente,
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temos a decomposicdo F = F++ .7, e dai
YM(<) = —J tr(F AxF)
R4

= —f tr(FEAF )+t (F AT )
R4

IZ I+ 1717,

e além disso,
8nlk = —J tr(F ANF)

R4

= —f tr(ZT+ZI)NTFT+TF7))
R4

= —f tr (ZTAxF )+t (F AT )
R4

= IZ*P =171

Combinando algebricamente as duas igualdades obtidas acima, podemos obter a desigual-
dade YM(.«/) > 8m?|k|. Verifica-se dai que a igualdade ocorre se, e somente se, *Z = (sinal k).Z,
de modo que os minimos absolutos do funcional de Yang-Mills sdo exatamente os potenciais
anti auto duais (auto duais). Em particular, os potenciais .</; ,,, 0s quais correspondem a k = —1

(fibrado de Hopf quaternidnico), sdo todos minimos absolutos do funcional de Yang-Mills.
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