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Resumo

Motivados pela definicdo de dlgebras suportadas proposta por Assem em [2], apresen-
tamos uma tentativa de classificar as dlgebras de artin hereditarias, quasi-inclinadas e
laura estritas a partir dos Ext-projetivos na parte direita de suas categorias de médulos
(ou, dualmente, Ext-injetivos na parte esquerda). Para isso, estabelecemos inicialmente
algumas caracterizacoes tanto para as partes esquerda e direita da categoria de mddu-
los definidos sobre uma &lgebra de artin, quanto para seus médulos Ext-injetivos e Ext-
projetivos, respectivamente. Além disso, sdo descritos os quivers de Auslander-Reiten de
algebras laura estritas e, consequentemente, de dlgebras fracamente shod estritas. Por

fim, demonstramos alguns resultados referentes as dlgebras suportadas.

Palavras-chave: digebras de artin, quiver de Auslander-Reiten, partes direita e esquerda da

categoria de modulos, Ext-projetivos na parte direita.
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Abstract

Motivated by the definition of supported algebras proposed by Assem in [2], we present
an attempt to classify hereditary, quasitilted and laura strict artin algebras from the Ext-
projective in the right part of its module categories (or, dually, Ext-injective in the left part).
For this purpose, we have first established some characterizations for left and right parts
of the category of finitely generated modules over an artin algebra, and for its Ext-injective
and Ext-projective modules, respectively. Furthermore, we describe the Auslander-Reiten
quivers for laura strict algebras and therefore strict weakly shod algebras. Finally, we show

some results concerning supported algebras.

Keywords: artin algebras, Auslander-Reiten quiver, left and right parts of module category,
Ext-projective in the right part.
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Introducao

A fim de classificar uma 4lgebra de artin, a Teoria de Representacdes de Algebras estuda
os médulos indecomponiveis finitamente gerados definidos sobre essa dlgebra, e os pos-
siveis morfismos entre eles. Embora seja aceito que a origem da teoria tenha ocorrido
com a associacdo dos nimeros complexos a pares de ntimeros reais, dada por Hamil-
ton, a abordagem moderna em que os médulos sdo vistos como representacdes deve-se a
Emy Noether, em meados de 1930. Desde entdo muitas ferramentas foram apresentadas
para descrever a categoria de médulos. Destaca-se o quiver de Auslander-Reiten, que ilus-
tra em forma de diagrama as informacgdes contidas nas sequéncias de Auslander-Reiten,

definidas por Maurice Auslander e Idun Reiten em [9] e [10].

A teoria de representacdes de adlgebras de artin hereditarias foi amplamente investi-
gada e, até o momento, corresponde a uma das mais bem compreendidas. No caso em
que A é conexa, bdsica e de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado, A é
simplesmente uma algebra de caminhos associada a um quiver finito, conexo, aciclico e
sem relacOes. A partir dessas algebras, Happel e Ringel, por um "processo de inclinacado",
obtiveram as élgebras inclinadas (em 1982). Tal processo consiste em determinar so-
bre a 4lgebra hereditdria um médulo T inclinante e, em seguida, tomar a dlgebra de en-
domorfismos de T. Observaram ainda que o quiver de Auslander-Reiten da categoria
de modulos de uma &lgebra inclinada contém uma fatia completa, estrutura que per-
mite recuperar informacodes sobre a dlgebra hereditdria original. A componente do quiver
de Auslander-Reiten que a contém é chamada componente de conexao, e sua existén-
cia é suficiente para garantir que uma dada algebra € inclinada. Posteriormente, foi de-
monstrado que hd no maximo duas componentes de conexao, e sdo exatamente duas
quando a dlgebra é concealed. Em [20], Happel, Reiten e Smal@ apresentaram uma gen-
eralizacdo tanto para as algebras inclinadas, quanto para as candnicas, que chamaram de

algebras quasi-inclinadas. Nesse mesmo artigo, obtiveram que as condi¢oes

1. dimglA<2,



2. Para cada A-mdédulo indecomponivel X, tem-se que dp, X <1oudiy X<1,

estabelecidas sobre a dlgebra A, sdo necessdrias e suficientes para que A seja quasi-inclina-
da. Nesta dissertacdo, apenas por simplicidade, assumimos que esta é sua definicao. Tam-
bém em [20], foram definidas as partes esquerda e direita da categoria de mddulos, tor-
nando possivel a compreensdo da teoria de representacoes dessa classe de dlgebras.
Apés investigadas as dlgebras cuja dimensao global ndo ultrapassa dois, um pro-
ximo passo bastante natural foi buscar informacdes sobre uma algebra de artin A tal que
dim gl A < 3. Em [19], Flavio U. Coelho e Marcelo Lanzilotta introduziram as fraca-
mente shod, que sdo dlgebras com a propriedade descrita acima, e determinaram com-
pletamente seus quivers de Auslander-Reiten. Em resumo, foi demonstrado que existe
exatamente uma componente pip-limitada e, se I' € uma outra componente (distinta da

pip-limitada), entao é semirregular e cumpre uma das condic¢oes abaixo
1. TC 2\,
2. TS\ %,

em que .Z e # representam as partes esquerda e direita da categoria de médulos, respec-
tivamente.

Em [6], Ibrahim Assem e Coelho definiram uma classe de algebras que abrange todas
as descritas anteriormente, as algebras laura. Em relacdo a seus quivers de Auslander-
Reiten, um resultado bastante semelhante ao das algebras fracamente shod foi obtido:
ha exatamente uma componente nao semirregular, fiel e quasi-dirigida, e cada uma das
restantes, além de satisfazer uma das condic¢des dispostas acima (1 ou 2), é semirregular e
é componente do quiver de Auslander-Reiten de um dos produtos de dlgebras inclinadas,
A ou Ay.

Finalmente, em [7], Assem, Coelho e Sonia Trepode, introduziram as algebras supor-
tadas a esquerda, ou seja, com a propriedade de que as subcategorias add £ de suas
categorias de mddulos sao contravariantemente finitas. J4 em [4], diversas caracterizacoes
foram alcancadas para tais dlgebras, que englobam praticamente todas as anteriores, com
excecao somente de algumas élgebras inclinadas e das quasi-inclinadas estritas. Mais re-
centemente, Assem definiu as dlgebras % -suportadas, em que ¢ C £ éfechada para ante-
cessores, estabelecendo uma generalizacdo para as suportadas a esquerda. Sua defini¢cdo
estd baseada em moédulos chamados Ext-injetivos em add €, que ja haviam fornecido
resultados significativos na caracterizacao da parte .Z, quando ¢ = ..

Esta dissertacdo representa uma tentativa de classificar as classes de dlgebras de artin

hereditdrias, inclinadas, quasi-inclinadas estritas, fracamente shod e laura estritas a par-



tir apenas de condicoes satisfeitas pelos Ext-projetivos na parte direita de suas respec-
tivas categorias de mddulos (ou, dualmente, Ext-injetivos na parte esquerda). Julgamos
termos atingido esse objetivo para dlgebras de artin hereditdrias e quasi-inclinadas de-

vido aos seguintes resultados:

Teorema A. Uma 4dlgebra de artin A é hereditéria se, e somente se, cada A-médulo Ext-

projetivo em add 2, (resp., Ext-injetivo em add £,) é projetivo (resp., injetivo).

Teorema B. Para uma algebra de artin quasi-inclinada A, sdao equivalentes:
(i) Existe um A-moddulo Ext-projetivo em add %, (resp., Ext-injetivo em add £,).

(ii) A é inclinada e existe moédulo projetivo (resp., injetivo) em uma componente

de conexao.

Coroldrio. Seja A uma algebra de artin. Entao, A é inclinada tal que existe um moédulo
projetivo (resp., injetivo) em uma componente de conexdo I' de I'(mod A) se, e somente
se, existe uma fatia completa em mod A, X~ CT', formada pelos médulos indecomponiveis

Ext-projetivos em add Z 4 (resp., Ext-injetivos em add £,).

Para as dlgebras laura estritas (laura nao quasi-inclinadas), somente foi possivel garan-
tir a existéncia de médulos Ext-projetivos em add Z e Ext-injetivos em add £, e mostrar
que tais conjuntos formam uma secao a direita e a esquerda, respectivamente, no sentido
dado por Assem em [2]. Como as dlgebras fracamente shod estritas sdo casos particulares

de laura estritas, os mesmos resultados se aplicam a elas.

Os temas dessa dissertacao estdao dispostos da seguinte maneira: no primeiro capitulo,
sdo apresentadas de forma bastante concisa as teorias de Auslander-Reiten e Inclinante,
além de outras defini¢cdes e resultados necessdrios nos capitulos seguintes. O segundo
capitulo é dedicado as partes esquerda e direita da categoria de m6dulos definidos sobre
uma dalgebra de artin, e a seus moédulos Ext-injetivos e Ext-projetivos, respectivamente.
Com base em [2], apresentamos a defini¢cdo mais geral de Ext-injetivos em add ¢, sendo
‘¢ uma subcategoria plena da categoria de médulos, fechada para antecessores. Em re-
sumo, para uma algebra de artin A, mostramos que o conjunto & dos A-médulos Ext-

injetivos em add 6 satisfaz:

1. |8 <1k Ko(A);



2. & intercepta cada 7 4-6rbita de I'(mod A) no maximo uma vez;

3. todo caminho de morfismos irredutiveis em & é seccional,;

4. & nao contém ciclos de morfismos irredutiveis.

Além disso, & é dirigido e convexo em ind A, no caso em que 6 C .Z,.

O terceiro capitulo contém os teoremas A e B enunciados acima, e os resultados obti-
dos para as dlgebras laura e fracamente shod estritas, além de alguns detalhes sobre seus
quivers de Auslander-Reiten, mencionados anteriormente. O quarto e ultimo capitulo
é destinado a um estudo das algebras suportadas, onde sdo demonstradas algumas de

suas equivaléncias. Além disso, sdo definidas as dlgebras suporte, que possibilitam vérias
dessas caracterizacoes. Destacamos também o seguinte resultado:

Teorema C. Toda dlgebra laura estrita é suportada a esquerda e a direita.



Capitulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Neste capitulo, apresentamos conceitos bésicos e resultados que serdo necessarios para a
compreensdo dos capitulos seguintes. Recordamos que uma algebra A é de artin se é um
modulo finitamente gerado sobre seu centro, que, adicionalmente, € um anel artiniano.
Ao longo desse texto, a menos de indicacdo contraria, A corresponde a uma 4lgebra de
artin, conexa e basica. Denotamos por mod A a categoria formada pelos A-moédulos fini-
tamente gerados, e por ind A a subcategoria plena de mod A que consiste de um represen-
tante para cada classe de A-médulos indecomponiveis. Por A-mddulo nos referimos a um
A-mo6dulo a direita. Também, denotamos por rk Ky(A) o posto do grupo de Grothendieck,

que € igual ao ntimero de classes de isomorfismo de A-mdédulos simples.

1.1 Teoria de Auslander-Reiten

Uma ferramenta essencial em todos os capitulos propostos € a teoria de Auslander-Reiten.
Apresentamos nesta secdo apenas alguns de seus resultados, que podem ser encontrados
com maiores detalhes em [11], e em [8], para o caso em que as dlgebras sao consideradas

sobre corpos algebricamente fechados.

1.1.1 Morfismos Irredutiveis e Sequéncias de Auslander-Reiten

Definicao 1.1. (a) Um morfismo de A-modulos f : L — M é dito minimal a esquerda se
todoh € End M talque hf = f é um automorfismo; f é dito quase cindido a esquerda
se ndo é um monomorfismo que cinde e, para todo morfismo u : L — U que ndo é
monomorfismo que cinde, existeu’ : M — U tal que u’f = u; e f é minimal quase

cindido a esquerda se é minimal e quase cindido a esquerda.
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(b) Um morfismo de A-mddulos g : M — N é dito minimal a direita se todo k € End M
tal que gk = g é um automorfismo; g é dito quase cindido a direita se ndo é um
epimorfismo que cinde e, para todo morfismo v : V — N que ndo é epimorfismo que
cinde, existe v’ : V — M tal que gv’ = v; e g é minimal quase cindido a direita se é

minimal e quase cindido a direita.

Exemplo 1.1. Seja P um A-moddulo projetivo indecomponivel. Entdao, a inclusdo canéni-
cai:rad P— P é um morfismo quase cindido a direita. De fato, i ndo é um epimorfismo
que cinde, pois caso contrdrio, teriamos rad P ~ P. Considere um morfismov : V — P que
nao é epimorfismo que cinde, em particular, Im v é um submodulo préprio de P. Dessa
forma, Im v C rad P, jd que rad P é o unico submédulo maximal de P e, portanto, v se

fatora através de i.

O lema a seguir nos fornece condi¢des necessérias e suficientes para que um mor-
fismo seja minimal quase cindido a esquerda ou a direita, para médulos indecomponiveis

injetivos e projetivos, respectivamente.

Lemal.l. (a) Seja I um A-mddulo injetivo indecomponivel. Entdo, g : I — N é um
morfismo minimal quase cindido a esquerda se, e somente se, g é um epimorfismo

com nticleo soc I.

(b) Seja P um A-médulo projetivo indecomponivel. Entdo, f : L — P é um morfismo
minimal quase cindido a direita se, e somente se, f é um monomorfismo com imagem
rad P.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [8](p. 122). O

Definicao 1.2. Um morfismodeA-médulos f : M — N é irredutivel se ndo é monomorfismo
nem epimorfismo que cinde e, para toda fatoragdo f = f1f,,comfi: X —>Nef,: M — X,

tem-se que f, é um epimorfismo que cinde ou f> é um monomorfismo que cinde.

Exemplo 1.2. A inclusdo canonica apresentada no exemplo acima é também um morfismo
irredutivel. De fato, como observado anteriormente, i ndo é um epimorfismo que cinde e,
sendo P indecomponivel, i ndo é um monomorfismo que cinde. Agora, seja i = f f>, com
fi:X—Pef,:rad P— X, para algum A-mddulo X. Observe que f, é um monomorfismo,

jd que i é. Neste caso, como rad P é um submodulo maximal de P, devemos ter X = rad P
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ou X = P e, portanto, f, é um monomorfismo que cinde ou f, é um epimorfismo que cinde,

como desejado.

Observacao 1.1. (i) Todo morfismo irredutivel é um monomorfismo ou um epimor-
fismo: considere f : M — N um morfismo irredutivel. Claramente, f = jp, em que
j:Im f — N é ainclusdo canbdnicae p : M — Im f é a correstricdo de f. Se f ndo
é um monomorfismo, entdo p também nao é e, portanto, j € um epimorfismo que

cinde. Logo, j é um isomorfismo, donde f é um epimorfismo.

(i) Para cada A-moédulo indecomponivel M, nao hd morfismo irredutivel f : M — M:
suponha que este nao € o caso, e considere f um tal morfismo. Com base no item
anterior, f é um epimorfismo ou um monomorfismo. Assuma que este tltimo ocor-
re. De acordo com o lema de Fitting, M = Ker f" @ Im f", para algum indice n > 0
(para mais detalhes, veja [1](p. 200)). Observe que Ker f" =0, ja que Ker f =0, o que
implicaem M = Im f". Uma vez que Im f" C Im f, obtemos que f é também um

epimorfismo e, portanto, é isomorfismo, o que é uma contradigao.

Consequentemente, f é um epimorfismo. Assim, Im f" = M, donde Ker f" = 0.

Neste caso, Ker f =0, novamente uma contradicao.

Teorema 1.2. (a) Seja L um A-mddulo indecomponivel. Um morfismo f : L — M é irre-
dutivel se, e somente se, M # 0 e existe um morfismo f’: L — M’ tal que(f f')! : L—

M @ M’ é minimal quase cindido a esquerda.

(b) Seja N um A-médulo indecomponivel. Um morfismo g : M — N é irredutivel se, e
somente se, M # 0 e existe um morfismo g’ : M’ — N tal que(g g'): M@® M’ — N é

minimal quase cindido a direita.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [8](p. 103). O

Definicdo 1.3. Uma sequéncia exata curta de A-modulos

0 L M N 0

é dita de Auslander-Reiten (ou quase cindida) se f é um morfismo minimal quase cindido

aesquerda e g é minimal quase cindido a direita.
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Observe que, por definicdao, uma sequéncia de Auslander-Reiten ndo cinde. O teorema

que apenas enunciamos abaixo lista algumas propriedades dessas sequéncias.

Teorema 1.3. Seja 0 L ! M—E-N 0 uma sequéncia exata curta. Sao equi-

valentes:
(i) A sequéncia é de Auslander-Reiten.
(ii) L é indecomponivel e g é um morfismo quase cindido a direita.
(iii) N é indecomponivel e f é um morfismo quase cindido a esquerda.
(iv) f éum morfismo minimal quase cindido a esquerda.
(v) g é um morfismo minimal quase cindido a direita.
(vi) L e N sdo indecomponiveis, e f e g sdo irredutiveis.

Além disso, se estas condicoes se verificam, entdo a sequéncia estd univocamente determi-

nada por N (ou L), a menos de isomorfismos.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [11](p. 144 e 167) ou em [8](p.
105). O

Neste momento, é natural perguntar-nos se existem sequéncias de Auslander-Reiten.

Dedicamos a proxima secdo a definicoes e resultados que respondem essa questao.

1.1.2 Translacoes de Auslander-Reiten

P1 Po

) M 0 sua presentacao projetiva minimal,

Sejam M um A-mddulo e P
ouseja, Py — M e P, — Ker p, sdo coberturas projetivas. Ao aplicarmos o funtor Hom,(_, A),

obtemos a seguinte sequéncia exata de A-mddulos a esquerda

oma(p1,M)

0 — Homu(M, A) — Homyu(Py, A" Biom, (P, A) — Coker Homa(py, M) — 0

Ao contucleo de Homy(p1, M) chamamos de transposta de M e denotamos por Tr M.
Uma vez que as presentacoes projetivas minimais de M sdo unicamente determinadas, a

menos de isomorfismos, o mesmo ocorre com Tr M.
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Observacdo 1.2 (Algumas propriedades da transposta). Como anteriormente, sejam M
um A-médulo indecomponivel e Tr M sua transposta.

(i) Se M é projetivo, entao P, =0 e, portanto, Tr M = 0. Reciprocamente, se Tr M =0,
entdo Homy(p;,A) é um epimorfismo que cinde, ja que Hom, (P, A) é um A-médulo
a esquerda projetivo. Neste caso, p; € um monomorfismo que cinde, donde M é

projetivo.

(ii) Se M nao é projetivo, é possivel mostrar que Tr M é indecomponivel e, além disso,
Tr(Tr M)~ M.

(iii) Se M e N sdo indecomponiveis ndo projetivos, entdo M ~ N se, e somente se,

Tr M ~ Tr N (para mais detalhes em relacdo aos itens (ii) e (iii), veja [11](p. 105)).

Considere dois A-m6dulos M e N.

e ?(M,N) é o subgrupo de Hom,(M, N) que consiste dos morfismos de M para N
que se fatoram através de médulos projetivos.

e Dualmente, .¢(M, N) é o subgrupo de Hom4(M, N) que consiste dos morfismos de

M para N que se fatoram através de mddulos injetivos.

Definimos entdo a categoria mod A =(mod A)/2?, cujos objetos coincidem com aque-
les da categoria mod A, e morfismos de M para N pertencem a Hom,(M, N). De maneira
dual, definimos modA = (mod A)/.¢, cujos morfismos pertencem a Homu(M,N) =
Homy(M,N)/9(M, N).

Como mencionamos acima, a transposta Tr associa um médulo M em mod A ao mo6-
dulo Tr M, que é um objeto da categoria mod A°P. Agora, considere f: M — N em mod A.

Podemos construir para M e N as presentacoes projetivas minimais

P1

b B M 0
f
P i P Py N 0

Sendo P, projetivo, existe um morfismo f, : P, — F; tal que p fo = f po. Com um pouco

mais de trabalho, é possivel mostrar que ha também um tnico morfismo f; : P, — P/



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Preliminares 10

satisfazendo p] fi = fop:. Aplicando ao diagrama comutativo obtido o funtor Homa(_, A),

construimos
Homy(Fy, A) — Homy(P], A) r N 0
lHomA( fo,A) lHomA(fl,A)
HomA(PO,A) I HomA(Pl,A) r M 0

donde existe um tnico morfismo 1r f : Tr N — Tr M fazendo com que esse diagrama co-
mute. Além disso, tal morfismo nao se fatora através de projetivos. Assim, Tr: mod A —

mod A°P é um funtor e, mais ainda, uma dualidade (veja, por exemplo, [11](p. 104)).

Definicao 1.4. As translagoes de Auslander-Reiten correspondem as composi¢oes
T=DTr e 7~ =1rD,

em que D : mod A — mod A°P, como definido em [11](p. 37).

Para cada médulo M, TM serda chamado de transladado de M, e 7—M, transladado

inverso de M.
Observacao 1.3. Dados dois A-moédulos indecomponiveis M e N, pode-se obter que
(i) ™M é um médulo nulo se, e somente se, M € projetivo;
(ii) v~ N é um médulo nulo se, e somente se, N € injetivo;
(iii) Se M nao é projetivo, entdo TM é indecomponivel e, além disso, T-TM ~ M;
(iv) Se N nao € injetivo, entdo 7~ N é indecomponivel e, além disso, 77~ N ~ N;
(v) Se M e N nao sdo projetivos, entao M ~ N se, e somente se, TM ~ TN
(vi) Se M e N ndo sao injetivos, entdo M ~ N se, e somente se, T"M ~ 7~ N.

As demonstra¢does podem ser encontradas em [11](p. 107) ou [8](p. 116).

Dado um A-médulo M, sua dimensdo projetiva, denotada por dp,M (ou, simples-
mente, por dp M quando nao houver davidas em relacdo a dlgebra em questdo),

corresponde ao menor inteiro positivo n tal que existe uma sequéncia exata

0—-P,—-—>P—>P—M-—0,
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com cada P; projetivo. Dualmente, pode-se definir o conceito de dimensao injetiva de M,
denotada por di M.

O supremo das dimensodes projetivas de todos os A-moédulos ou, equivalentemente,
das dimensoes injetivas, é chamado de dimensao global da 4lgebra A, e denotado por
dim gl A.

Lema 1.4. Seja M um A-médulo.
(a) dp M < 1 se, e somente se, Homs(DA,TM)=0.
(b) di M < 1 se, e somente se, Hom,(t~M,A)=0.
Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 7 e 8). O
Em virtude do lema acima, para que a dimensao projetiva de um mdédulo M néao ex-
ceda 1, é necessdrio e suficiente que ndo haja morfismo ndo nulo de um injetivo para o

transladado de M. Dualmente, para que di M < 1, ndo deve haver morfismo ndo nulo de

T~ M para um modulo projetivo.

Lema 1.5 (F6rmulas de Auslander-Reiten). Sejam M e N A-médulos. Entdo, existem iso-
morfismos
Ext,(M,N)~ DHom,(t~N,M)~ DHom,(N,tM)

funtoriais em ambas as varidveis.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [5](p. 8 € 9). O

Observacao 1.4. Seja M um A-médulo tal que dp M < 1. Devido ao lema (1.4),
Homy(DA,7M) = 0. Neste caso, nenhum morfismo nao nulo de um A-mdédulo N para
TM se fatora por um injetivo e, portanto, Homu(N,TM) = Homy(N,TM). Dessa forma,
Extz(M, N) ~ DHomu(N,tM). De maneira andloga, podemos concluir que se di M < I,
entdo Ext\,(M,N)=~ DHom,(t~N,M).

O teorema a seguir € o principal dessa secao, e nos garante que existem sequéncias de

Auslander-Reiten.



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Preliminares 12

Teorema 1.6. (a) Para todo A-mddulo indecomponivel ndo projetivo M, existe uma se-

quéncia de Auslander-Reiten

0O—-TtTM—-E—>M-—D0.

(b) Para todo A-médulo indecomponivel nao injetivo N, existe uma sequéncia de Aus-
lander-Reiten
0—-N—-F—=7 N—QO.

Demonstragdo: A demonstracdo pode ser encontrada em [11](p. 145). O

A partir desse resultado podemos concluir que, para todo A-médulo M indecomponi-
vel, existe um morfismo minimal quase cindido a direita f : N — M, pois se M é projetivo,
rad M — M é minimal quase cindido a direita, de acordo com o exemplo (1.1), e se M nao

é projetivo, existe a sequéncia de Auslander-Reiten
0O—-TM—-N—-M-—0.

Corolério 1.7. (a) Seja M um A-mddulo indecomponivel ndo projetivo. Entdo, existe
um morfismo irredutivel f : X — M se, e somente se, existe um morfismo irredutivel
flitM—X.

(b) Seja N um A-médulo indecomponivel néo injetivo. Entdo, existe um morfismo irre-

dutivel g : N — Y se, e somente se, existe um morfismo irredutivel g’: Y — v~ N.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas o item (a), j4 que a demonstracao de (b) pode
ser obtida de maneira dual. Suponha que f é irredutivel. De acordo com o teorema (1.2),
existe um morfismo g : X’ — M tal que (f g) : X® X’ — M é minimal quase cindido a
direita. Uma vez que M nao € projetivo, a sequéncia

0 MU xeox L v o

é de Auslander-Reiten. Novamente através do teorema (1.2), obtemos que f” é irredutivel.

A reciproca é obtida analogamente. O

Corolério 1.8. (a) SejaS um A-modulo simples projetivo, ndo injetivo. Se f : S — M é

irredutivel, entdo M é projetivo.
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(b) SejaS um A-mddulo simples injetivo, ndo projetivo. Se g : N — S é irredutivel, entdo
N é injetivo.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas (a). Podemos assumir, sem perda de gene-
ralidade, que M é indecomponivel. Suponha, por absurdo, que M nao é projetivo. Neste
caso, sendo f irredutivel, o coroldrio anterior nos garante que f’': TM — S é também um
morfismo irredutivel. Segundo a observagdo (1.1), f* € um monomorfismo ou um epimor-
fismo. Observe que este tltimo ndo pode ocorrer, pois caso contrério, f’ cindiria, ja que S
é projetivo. Logo, TM é um submddulo préprio ndo nulo de S, contradizendo a hip6tese

de que S é simples. Consequentemente, M é projetivo. O

O resultado que enunciamos abaixo nos permite obter exemplos de sequéncias de
Auslander-Reiten. Além disso, é bastante titil na construgao do quiver de Auslander-Reiten

de uma 4lgebra, objeto de discussdo da préxima secao.

Proposicao 1.9. Seja P um A-modulo indecomponivel projetivo-injetivo, ndo simples. En-

tao, a sequéncia

0 rad P @ radP/socPéBPﬂlP/socPHO

é de Auslander-Reiten, em que i e j sdo inclusoes, e p e q, projecoes.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [8](p. 124). O

1.1.3 Quiver de Auslander-Reiten

Baseados em [8], apresentamos a construcdo do qguiver de Auslander-Reiten da categoria
de md6dulos de uma dada dlgebra, que somente ao longo dessa secao, salvo indicacao con-
traria, é sempre considerada de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado
K.

Para tanto, serd necessdria a seguinte definicdo, de radical de categorias.

Definicao 1.5. Seja A uma dlgebra de artin. O radical da categoria mod A corresponde,
para cada par (M,N) de A-médulos, ao conjunto rad, (M,N) = {f € Homu(M,N)|
1y — f g éinvertivel a direita, para todo g € Hom,(N, M)}.
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Observacdao 1.5. (i) Sejam M e N A-moédulos. Se f € Homs(M, N) é tal que o mor-
fismo 1y — f g admite inverso a direita, para todo g € Hom,(N, M), entdo 1y — fg
é invertivel, para todo g € Homi,(N, M). De fato, fixado g € Hom,(N, M), considere
h € Homu(N, N) satisfazendo (1y — fg)h = 1. Assim, h =1 — fg(—h), que admite
inverso a direita, k. Neste caso, 1 = hk=(1+fgh)k=k+ fghk =k+ f g, ouainda,
k=1- fg e portanto, h é oinversode 1y — fg.

Dessa forma, podemos também definir rad, (M, N) por
{f € Homs(M, N)|1y — f g é invertivel, para todo g € Homs(N, M)}.

(i) rad, é um ideal bilateral de mod A ([11](p. 178) ou [2](p. 195)).

(iii) Se M e N sdao indecomponiveis, entao
rad, (M, N)=1{f € Homs(M, N)|f nao é isomorfismo} ([5](p. 12)).

(iv) Se M é indecomponivel, entdo rad, (M, M) = rad End M, ja que End M é local.

Recursivamente, definimos para n > 1,

rad) (M,N)={Y_, g:filgi € rad},”" (X;,N), fi € rad, (M, X;), com X; € ind A} e
rad; = ﬂ rad),.
n>1
Em particular, mdi (M,N)=1{gflf €rady, (M,Z) e g € rad, (Z,N), para algum A-
modulo Z}. Observe que mdi (M,N)C rad, (M, N). Se adicionarmos a M e N a hipotese
de que sdao indecomponiveis, podemos concluir que um morfismo f de M para N §€ ir-
redutivel se, e somente se, f € rad, (M,N)\ mdi (M, N) (para mais detalhes, veja, por

exemplo, [11](p. 179)). Dessa forma, definimos o quociente
Irr (M, N)=rad, (M, N)/rad, (M, N),

que chamamos de espaco dos morfismos irredutiveis.

Assuma que A é uma K-élgebra de dimensao finita, e sejam M e N como acima. Ent3o,
Irr (M, N) tem estrutura de End N-End M-bimé6dulo, anulado a esquerda pelos elementos
de rad (End N) e a direita pelos elementos de rad (End M), o que lhe confere uma estru-

tura de K-espaco vetorial, ja que End M e End N sao locais.
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t
Proposicao 1.10. Seja M = @M ! um A-moédulo, com cada M; indecomponivel, dois a
i=1

dois ndo isomorfos.
(a) Seja f: L — M um morfismo de A-modulos, com L indecomponivel, f =(f1 -+ f:)',
em que f; =(fi -+ fin,)" : L— M;". Entao, f é minimal quase cindido a esquerda se,
e somente se, f;j € rad, (L, M;), e as classes 7“, ,fmi moédulo mdi (L, M;) formam
uma base para Irr (L, M;), para todo i. E, se existe um A-médulo indecomponivel M’

tal que Irr (L, M’) #0, entdo M’ ~ M;, para algum i.

(b) Seja g : M — N um morfismo de A-modulos, com N indecomponivel, g =(g1 -+ &),
emque g;=(gi -+ §in;): M;" — N. Entdo, g é minimal quase cindido a direita se, e
somente se, g;; € rad, (M;, N), e as classes g, , §;,, modulo radf1 (M;, N) formam
uma base para Irr (M;, N), para cada i. E, se existe um A-modulo indecomponivel M’

tal que Irr (M’, N)# 0, entdo M’ ~ M,, para algum i.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [8](p. 126). O

t
Como consequéncia desse resultado, obtemos que, se 0 - TN — @M ? TS N—>0é

i=1
a sequéncia de Auslander-Reiten com final em N, com cada M; indecomponivel e dois a
dois ndo isomorfos, entdo n; = dimg Irr (M;, N) = dimg Irr (TN, M;), para todo i.
Corolério 1.11. Sejam X e Y A-médulos indecomponiveis.

(a) SetX#0e1Y #0, entdo existe um isomorfismo de K -linear Irr (1 X, 7Y) ~ Irr (X, Y).

(b) Se =X #0 e 1Y # 0, entdo existe um isomorfismo de K -linear Irr (1~ X,77Y) ~
Irr (X, Y).

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [8](p. 128). O

A seguir, enunciamos a principal definicao dessa secao:

Definicao 1.6. Seja A uma dlgebra bdsica, conexa e de dimensdo finita sobre um corpo
algebricamente fechado. O quiver de Auslander-Reiten de A, I'(mod A), é definido por:

(a) Os pontos de I'(mod A) sao as classes de isomorfismo [X] dos A-mddulos indecom-

poniveis X.
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(b) Sejam[M] e[N] pontosemI'(mod A) correspondentes aos A-médulos indecomponiveis
M e N. As flechas [M] — [N] estdo em correspondéncia biunivoca com os vetores da

base do K -espaco vetorial Irr (M, N).

Seja [M] um ponto em ['(mod A). Suponha, inicialmente, que M é projetivo. Entao,
o conjunto [M]~ dos antecessores imediatos de [M] é formado pelas classes de isomor-
fismo [L], em que L é um somando direto indecomponivel de rad M, ja que a inclusao
canodnica rad M — M é um morfismo minimal quase cindido a direita e vale a proposi¢do
(1.10). Agora, se M nao € projetivo, entdo [M]~ corresponde aos pontos [L] tais que L é um
somando direto do termo do meio da sequéncia de Auslander-Reiten com final em M.

Da mesma forma, o conjunto [M]* dos sucessores imediatos de M corresponde aos
pontos [N] tais que N é um somando direto indecomponivel de M /soc M, se M é injetivo,
ou um somando direto do termo do meio da sequéncia de Auslander-Reiten com inicio

em M, se M nao € injetivo.

Observacdo 1.6. (a) Como, para cada M indecomponivel, os conjuntos [M]~ e [M]*
sdo finitos, cada ponto em I'(mod A) tem somente um nuamero finito de vizinhos.
Dessa forma, cada componente conexa de I'(mod A) admite, no maximo, uma quan-

tidade enumeravel de pontos.

(b) O quiver de Auslander Reiten de A € finito se, e somente se, A é uma algebra de tipo

de representacao finito.

(¢) Se uma componente conexa I" de I'(mod A) é finita, entdo I'(mod A) =T e, conse-

quentemente, A € de tipo de representacdo finito (veja, por exemplo, [11](p. 233)).

(d) Como observado em (1.1), ndo ha morfismo irredutivel de um modulo indecom-

ponivel para si préprio e, portanto, nao existem lacos em I'(1mod A).

(e) Se A é de tipo de representacao finito, entdao também nao existem flechas multiplas
em I'(mod A) ([8](p. 132)).

(f) Sejam N um A-mo6dulo indecomponivel ndo projetivo, e
t
O—>TN—>@M;“ —N—0
i=1

a sequéncia de Auslander-Reiten com final em N, com cada M; indecomponivel,

dois a dois nao isomorfos. Comentamos anteriormente que, para todo i,
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n; =dimg Irr(M;, N) = dimg Irr (TN, M;). Neste caso, temos em I'(mod A) a seguinte

configuracao
[Mi]
ﬁlnl
: Au
Brin,
B
[M:]

Observe que o conjunto dos sucessores de [T N] coincide com o conjunto dos ante-
cessores de [N] e, para cada i, existe uma bijecdo entre {ai,-:-,Qin,} €
{Bi1,-++, Bin,;}, ou seja, hd o mesmo nimero de flechas de [t N] para [M;] e de [M;]

para [N].

Exemplo 1.3. Seja A a K -dlgebra de caminhos associada ao quiver

4
¢
1<% 2" 3
com a relagdo Ba = 0. Com base nos lemas 2.4 e 2.6 de [8], podemos concluir que os A-
médulos indecomponiveis projetivos e injetivos correspondem a P, =1, P, = f, P = 3 e
P=:;1=P, L=} L=3el,=4.

De acordo com o coroldrio (1.8), o final de cada morfismo irredutivel com inicio em P, é
projetivo. Como rad P, = P, e P, ndo é somando direto de rad P; nem de rad Py, a inclusdo
i: P, — P, éounico irredutivel com inicio em P,. Mais ainda, i é o unico morfismo minimal
quase cindido a direita com final em P, e, portanto, obtemos a sequéncia de Auslander-
Reiten

0—-P—-P—>S5,—0,

em que S, é o conticleo de i. Observe que P, é um projetivo-injetivo ndo simples. Entdo, a
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proposi¢do (1.9) nos garante que a sequéncia
4
0—>P2—>SZ®P4—)2—)0

é de Auslander-Reiten. Prosseguindo com esses argumentos, construimos o quiver

1.2 TeoriaInclinante

Quando o estudo da categoria de m6dulos definidos sobre uma dlgebra de artin A ndo é
simples, pode ser conveniente substituir A por uma 4lgebra B, e tornar o problema em
A, um problema em B. Este é o principal objetivo da teoria inclinante, que compara as
categorias de modulos sobre A e sobre a dlgebra de endomorfismos de um A-médulo T,
inclinante.

Na sequéncia, apresentamos somente definicoes e resultados indispensaveis para a
compreensdo dos capitulos seguintes. Para mais detalhes sobre a teoria indicamos [16],
[21], [5].

Definicoes Basicas

Definicao 1.7. Um par (7,F) de subcategorias plenas e aditivas de mod A é um par de

torgdo se satisfaz as condigoes:
(a) Homy(M,N)=0, para todo M €T etodoN € F.
(b) Se Homs(M, F)=0 paratodo F € Z, entdoM € T .

(c) SeHomyu(T,N)=0 paratodoT €7, entdoN € Z.
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Nas condic¢oes acima, 7 é chamada de classe de torcao, e .7, classe livre de torcao.

Observe que o par de tor¢cdo determina a direcdo dos morfismos da categoria.

Observacao 1.7. Seja (7,%) um par de torcao em mod A. Entao,

(i) 7 é fechada para quocientes e extensdes: considere a sequéncia exata curta
0—-M — M— M"— 0em modA. Ao aplicarmos o funtor Homy,(_, F), em que

F € Z, obtemos a sequéncia exata

0 — Homyu(M”, F)— Homyu(M, F) — Homy(M', F).

Umavez que M € 7, Homs(M, F) =0, para cada F € 7 e, portanto, Homs(M”, F) =
0, para cada F € 7, o que nos permite concluir que M” € 7. Com isso, 7 é fechada
para quocientes. Analogamente, podemos verificar que M € 7 quando M’',M"” € T .

Logo, 7 é também fechada para extensoes.
(ii) & é fechada para submaodulos e extensdes.

(iii) Para cada moédulo M, existe uma sequéncia exata
0—tM—M—M/tM—0

comtM=>{Im¢p|p:T—M,TeT}. Alémdisso, tM €T e M/t M € F, e qualquer
outra sequéncia exata
0—-L—>M-—->N-—-O,

emque Le 7 e N € 7, éisomorfa a anterior (veja, por exemplo, [5](p. 29)).

Definicao 1.8. Seja T um A-modulo.

(a) Um A-médulo M é dito gerado por T se existe um epimorfismo T™ — M, para algum

inteirom > 0.

(b) Um A-médulo M é dito cogerado por T se existe um monomorfismo M — T™, para

algum inteiro m > 0.

As subcategorias plenas de mod A formadas pelos A-mo6dulos gerados e cogerados por

T sao denotadas por Gen T e Cogen T, respectivamente.
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Exemplo 1.4. Seja M um A-mddulo. Entdo, Homu(T, M) é um End T,-mddulo finitamente
gerado e, portanto, existe um epimorfismo (End T,)™ — Homu(T, M), para algum inteiro
m > 0. Dessa forma, hd também um epimorfismo T™ ~(End T,)" ® T — Homs(T,M)®T,

o0 que nos garante que Homs(T, M)® T pertencea Gen T.

De maneira geral, a subcategoria Gen T nao é uma classe de torcdo. Para que isso
ocorra, é suficiente que o A-médulo T cumpra a condi¢do Ext,(T, M) =0, para todo M €

Gen T (veja, por exemplo, [5](p. 30)).

Modulos Inclinantes Parciais e Modulos Inclinantes

Definicao 1.9. Um modulo T é inclinante parcial (resp. coinclinante parcial) se satisfaz as

seguintes condigoes:
(T1) dpT<1 (resp. di T <1).
(T2) Ext,(T,T)=0.

Os exemplos mais simples de mdédulos inclinantes e coinclinantes parciais sdo os pro-
jetivos e injetivos, respectivamente. Observe que se T é inclinante parcial, entdo
Ext}l(T, M) =0, para todo M € Gen T. Dessa forma, cada mdédulo inclinante parcial in-
duz em mod A um par de tor¢ao (7(T), Z(T)), com T(T)=Gen T e Z(T)={M € mod A|
Hom,(T, M) =0}.

Exemplo 1.5 (Par de tor¢do). Seja A a K-dlgebra de caminhos apresentada no exemplo

(1.3). OA-médulo T = % é inclinante parcial, ja que é projetivo. Observe que ;;, g e4 sao

os unicos modulos indecomponiveis que sdo imagens de epimorfismos de poténcias de T e,
4

portanto, Gen T = add { 2, ‘21,4}. Logo, Z(T)=add {1, f,2, 2,3}.

Observe também que o médulo 324 ndo pertence a nenhuma das classes, ou seja, o par

de tor¢do ndo cobre, necessariamente, toda a categoria de modulos.

Definicao 1.10. Um A-mddulo T inclinante parcial (resp. coinclinante parcial) é dito in-

clinante (resp. coinclinante) se satisfaz

(T3) Existe uma sequéncia exata curta
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0-2Ay—=T' —=T"—0 (resp.0—>T"—T — DAy —0)

comT ,T"€addT.

Observacao 1.8. (i) Se para todo projetivo indecomponivel P existe uma sequéncia
exata0 - P—-> T — T” — 0, com T/, T” € add T, entao ha também a sequéncia
exata0 - A — T’ — T” — 0, donde o mé6dulo inclinante parcial 7 é inclinante. A

reciproca também é obtida. (para mais detalhes, veja [5](p. 42)).

(ii) Todo médulo inclinante é fiel (recordamos que um A-médulo M é€ fiel se Ann M =
{a € A|Ma =0} é nulo). De fato, sendo T inclinante, a condicao (7'3) nos garante que
existe um monomorfismo g : Ay — T¢, para algum inteiro d > 0. Assim, Ann T =0,
pois se a € A é tal que Ta =0, entdo g(a) = g(1)a = 0, donde a = 0. No entanto,
nem todo médulo inclinante parcial e fiel é inclinante. Por exemplo, o médulo fiel
T = % ® 324 definido sobre a dlgebra do exemplo (1.3) ndo é inclinante, ja que o conu-

4 . ~ 4
cleo , dainclusdo 1 — 2 nao pertence a add T'.

A partir de um moédulo inclinante parcial, podemos obter um médulo inclinante, como

mostra o lema abaixo.

Lema 1.12 (Bongartz). Seja T um médulo inclinante parcial. Entdo, existe um moédulo E

talque T ® E é inclinante.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [5](p. 38). O

O lema de Bongartz também nos permite demonstrar que um A-moédulo T € inclinante
se, e somente se, € inclinante parcial e o nimero de somandos diretos indecomponiveis
de T éigual a rk Ky(A). Com esse resultado, amplamente utilizado nos capitulos seguintes,

torna-se mais facil verificar se um modulo é inclinante.

Sejam T um A-médulo inclinante, B = End Ty e m € T, f € B. Entdo, f -t = f(t)
define em T uma estrutura de B-mdédulo a esquerda. Além disso, é possivel mostrar
que gT € inclinante e que existe um isomorfismo A ~ (EndgT)°? ([5](p. 49)). Como
consequéncia, obtemos que T, induz um par de torcao (2'(Ty), #(T)) em mod B, com
Z(T))=DF(sT)={Xp|X®p T =0} e ¥ (T})=DT (s T)={Yp|Tor? (Y, T)= 0} ([5](p. 50)).

Em [16], Brenner e Butler mostraram que, dados T e B = End T, como anteriormente,

as subcategorias 7(T) e %(T) de mod A e mod B, respectivamente, sao equivalentes. O
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mesmo ocorre com as subcategorias .Z(T) e Z(T). E o que formalizamos com o teorema
abaixo.

Teorema 1.13. Sejam A uma dlgebra, T um A-moédulo inclinante e B = End T,. Entdo,

(a) Os funtores Homu(T,_ ) e _®p T induzem equivaléncias quasi-inversas entre 7 (T) e
%(T), ou seja, existem isomorfismos funtoriais entre Homs(T,_)o_Q®p T e, e entre
_®pgToHomy(T,_)el.

(b) Os funtores Extz(T, Je Torf(_, T) induzem equivaléncias quasi-inversas entre 7 (T) e
X (1T).

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 51). O

Na sequéncia, enunciamos alguns lemas obtidos como consequéncia do teorema de

Brenner-Butler.

Lema 1.14. Sejam A uma dlgebra e T um A-médulo inclinante. Para todo M € 7 (T), tem-
se que dp Homy(T, M) < dp, M.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 60). O

Lema 1.15. Sejam A umadlgebra, T um A-modulo inclinantee B = End T,. Entdo, |dim gl A—
dimgl B < 1.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 60). O

Lema 1.16. Seja T = T,"" &---® T,"", com cada T; indecomponivel e satisfazendo T; % T;,
parai#j.Se Homu(T,©T)=0 (ou Homu(t~T,T)=0), entdo t < rk Ko(A).

Demonstragdo: Sejam I =Ann T e B= A/I. Nessas condi¢des, T admite uma estrutura
natural de B-modulo fiel. Além disso, 73T é isomorfo a um submédulo de 74T e, por-
tanto, Hom(T,7,T) = 0 implica em Homg(T,73T) = 0. Em seguida, vamos mostrar que
T é inclinante parcial enquanto B-moédulo. Sendo T3 fiel, hd um epimorfismo T — DB,
para algum inteiro positivo m. Neste caso, ao aplicarmos o funtor Homg(_, 75 T), obtemos
a sequéncia exata

0— Homy(DB,73T)— Homg(T™,75T),

donde Homg(DB,75T)=0, ouainda, dpy T <1. Também, Ext};(T, T)~DHomg(T,73T)=
0, finalizando a demonstracdo da afirmacao feita.
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De acordo com o lema de Bongartz, existe um B-médulo E tal que T & E € inclinante
em mod B. Claramente, ¢ ndo supera o nimero de somandos diretos indecomponiveis de
T, que por sua vez, corresponde a rk Kyo(B). Como rk Ko(B) < rk K;(A), obtemos o resul-
tado. |

1.2.1 Algebras Inclinadas

Recordamos que uma élgebra de artin H € hereditaria se todo submédulo de um H-mdédulo
projetivo é projetivo. Sua teoria de representacoes foi bastante estudada e é amplamente
conhecida. No caso em que H é uma éalgebra bdsica, conexa e de dimensao finita sobre
um corpo K algebricamente fechado, H é hereditéria se, e somente se, é da forma KQ,
para algum quiver Q conexo, finito e aciclico. Além disso, é de tipo de representacao finito
se, e somente se, Q possui um grafo subjacente do tipo Dynkin.

Introduzimos, nessa sec¢do, a classe de dlgebras que mais se aproxima das hereditérias,

a classe das dlgebras inclinadas.

Definicdo 1.11. Uma dlgebra A é inclinada se existem umal dlgebra hereditdria H e um H -

médulo inclinante T tais que A~ End Ty.

Exemplo 1.6. (i) Seja H uma dlgebra hereditdria. Entdo, H é inclinada, pois End Hy ~

H e H é um H-mdédulo inclinante.

(ii) A dlgebra de caminhos apresentada no exemplo (1.3) é inclinada.

Observacao 1.9. Sejam H uma dlgebra hereditéria, Ty inclinante e A ~ End Ty.

(i) Segundo o teorema (1.13), um A-moédulo Y em %(T) é da forma Homy(T, M), para
algum M € 7 (T). Neste caso, podemos concluir através do lema (1.14) que dp, Y <

dp,; M e, portanto, dp, Y < 1, ja que H € hereditdria.

(i1) Todo A-médulo projetivo pertence a %(T). De fato, seja P um A-mé6dulo projetivo
indecomponivel. Entdo, P ~ Homy(T, T;), para algum somando direto 7; de T. Em
particular, T; € 7(T), donde P € %(T), devido ao teorema (1.13).

(iii) O par de tor¢do (X' (T),%(T)) em mod A cinde, ou seja, todo A-mddulo pertence a
Z'(T)oua %(T) (para mais detalhes, veja pagina 69 de [5]).
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Sejam A uma 4lgebra de artin conexa, M e N A-m6dulos indecomponiveis. Um ca-

minho de M para N em ind A de comprimento ¢ é uma sequéncia

M=M,-sm Lo M, oM, =N (1.1)

com ¢ >0, cada M; € ind A e cada f; um morfismo nao nulo. Tal caminho é denotado por
M~ N.

Nessas condi¢oes, M é dito antecessor de N, e N, sucessor de M. Claramente, todo
modulo indecomponivel é antecessor e sucessor de si proprio. Se, adicionalmente, M ~
N e algum f; ndo é isomorfismo, entdo (1.1) é um ciclo. Um refinamento de (1.1) é um

caminho em ind A

_ b 13 fia 13 _
M—M(’) ! Mi CI M;_IHMQ—N
emques >teM;~ M:T(l.), para uma permutacao o : {1,---,t — 1} — {1,---,s — 1} que

preserva ordem.

Dada uma componente I" de I'(mod A), dizemos que I" é convexa se, para todo ca-
minho M =My — M, —»---— M, 1 > M, =N em ind A, com M, N €T, tem-se que cada
M; pertence al. Um A-mddulo M é convexo se o conjunto ind M, formado por seus
somandos diretos indecomponiveis, € convexo. Também, um subquiver pleno ¥~ de I é

uma secdo em I se satisfaz:
(S1) X é aciclico.
(S2) Paracada x €T, existe tinico n € Z tal que t"'x € X

(S3) X éconvexoemI: se x =x9— x; =+ — x, =y éum caminhoem T, com x,y €T,

entdo x; € ¥, para todo i.

Lema 1.17. Sejam 1" uma componente de I'(mod A) e ¥ uma se¢do em I'. Considere uma

flechax —y emT.
(a) SexeXy, entdoy €>Xyouty €.
(b) Sey Xy, entdox €Xyout x €.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 89). O
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Lembramos que um A-mddulo é sincero se, para todo A-mdédulo projetivo P ndo nulo,
tem-se que Homyu (P, M) # 0. Claramente, todo moédulo fiel é sincero. No entanto, a reci-
proca nao € necessariamente obtida. Como exemplo, citamos o0 médulo M = §; @ S,,

definido sobre a K-algebra de caminhos associada ao quiver

1<2-2.

Definicdo 1.12. Um conjunto finito. C ind A é uma fatia em mod A se satisfaz as condigoes:

(F1) EBU é um A-médulo sincero.
Uex

(F2) ¥ é um conjunto convexo em ind A.

(F3) Se0 — L— M — N — 0 é uma sequéncia de Auslander-Reiten, entdo no mdximo um
dentre os médulos L e N pertence a ..
e > é uma fatia completa se também cumpre a seguinte condigdo:

(F4) Se0 — L — M — N — 0 é uma sequéncia de Auslander-Reiten e um somando inde-

componivel de M estdem X, entdo L€ ou N € 3.

Exemplo 1.7. Seja A= KQ uma dlgebra hereditdria (e, portanto, inclinada), em que Q é o
quiver
1 2 3 4

Entdo, seu quiver de Auslander-Reiten é dado por

4

4
O conjunto >~ = 1 3, ;,;,4}, claramente, forma uma fatia completa em mod A. No

1
entanto, X\ {4} é uma fatia que ndo é completa, pois a sequéncia de Auslander-Reiten
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0—3— g — 4 — 0 tem seu termo do meio em ¥, mas 3 e 4 ndo pertencem aX..

Como definido acima, para verificarmos se uma dlgebra A € inclinada, devemos en-
contrar uma algebra hereditaria H e um H-moédulo inclinante tais que a dlgebra de en-
domorfismos End Ty coincida com A. Este processo pode ser resumido a determinar em

I'(mod A) uma fatia completa. E o que nos garante o teorema a seguir, de Happel e Ringel:
Teorema 1.18. Seja A uma dlgebra. Sao equivalentes:

(a) A éuma dlgebrainclinada.

(b) Existe uma fatia completa em mod A.

(c) Existe uma fatia em mod A.
Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 86). O

O resultado que apenas enunciamos a seguir nos mostra como construir fatias com-

pletas.

Teorema 1.19. (a) Sejam H uma dlgebra hereditdria, T um H-moédulo inclinante e A =
End Ty. Entao, ¥ = ind (Homy(T, DH)) é uma fatia completa em mod A. Além disso,
todo antecessor de>. em1 pertence a % (T), e todo sucessor proprio de. em I pertence

aX (T), em quel éacomponentedel (mod A) que contém X..

(b) Sejam A uma dlgebra e . uma fatia completa em mod A. Entdo, M = @U éum

uex
modulo inclinante e convexo, H = End M é hereditdria, Ty = D(gM) é inclinante e

Y. =ind (Homg(T, DH)).

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 87) e [8](p. 320). O

Exemplo 1.8. Dada uma dlgebra inclinada, seu quiver de Auslander-Reiten pode conter

vdrias fatias completas. Por exemplo, se A é a dlgebra de caminhos associada ao quiver

Iyzyi’a
N
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comarelagdo aff =y6, entdol'(modA) é

VAVAYAN
NN

. 2 32 y 32 3 ¢ ‘4 4 4 4 4 ~
e, portanto, 0s conjuntos {1, 1,2, 32 }, {3 32}, {3 32 } e{ , 2,32 ¢+ S4oO

exemplos de fatias completas em mod A.

O método que consiste em encontrar uma fatia completa em mod A para determinar
se a dlgebra A é inclinada € bastante eficaz quando esta é de tipo de representacao finito.
No entanto, o mesmo pode ndo ocorrer para o caso em que A é de tipo de representagao
infinito. Para suprimir este problema, Liu e Skowronski desenvolveram, de forma inde-
pendente, um critério que permite obter se A é inclinada conhecendo I'(mod A) apenas

localmente.

Teorema 1.20 (Critério de Liu-Skowronski). Seja A uma dlgebra de artin. Sdo equivalentes:
(a) A éinclinada.
(b) T(mod A) contém uma segdo fiel - tal que Homs(U, T4 V) =0, para todos U,V € %
(c) I'(mod A) contém uma secao fiel X tal que Homy(t,U, V) =0, para todos U,V € ¥,.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 92). O

O resultado acima é também obtido como consequéncia do seguinte teorema, que nos

sera bastante util no capitulo 3:

Teorema 1.21. Sejam 1" uma componente de1'(mod A) e > um subquiver pleno e convexo

del'. Sdo equivalentes:
(a) X éuma secgao fiel tal que Homy(U, T, V)=0, para todo U,V €.

(b) X é uma segdo fiel tal que Homs(7,U, V) =0, para todo U,V €%.
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(c) T= @ U é um modulo inclinante e convexo.
uexy

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [5](p. 91). O

1.3 Outros conceitos e resultados

Como anteriormente, seja A uma 4lgebra de artin conexa. Um A-moédulo indecomponivel
M ¢é dito estavel a direita (resp., estavel a esquerda) se 7f X # 0, para cada n < 0 (resp.,
n > 0), e é estavel se é estdvel a direita e a esquerda. Se I' € uma componente do quiver
de Auslander-Reiten de A, o subquiver pleno de I" gerado pelos mdédulos estaveis a direita
(resp., a esquerda) em I" é denotado por ,I" (resp., ().

Uma componente I" de ['(mod A) é dita semirregular se ndo contém simultaneamente
modulos projetivo e injetivo, e ndo semirregular se, ao contrario, contém modulos proje-
tivo e injetivo, simultaneamente. Se mdjf (M,N)=0, paratodos M e N em I, dizemos que
I' é estandar generalizada. Se, adicionalmente, I' contém no maximo um namero finito de

modulos em ciclos, I" é dita quasi-dirigida.

Seja

M=M, h M, fo_ fia M,_, fi M,=N (%)

um caminho de M para N em ind A, como definido na pdgina 19. Se cada f; é um
morfismo irredutivel, entdo (x) € um caminho de morfismos irredutiveis. Neste caso, se
TM;y1 % M;_;,paracadaie€{l, -, t}, (x) é dito seccional.

Na sequéncia, reunimos alguns resultados sobre caminhos, bastante tteis nos demais

capitulos.
Lema 1.22. Nenhum ciclo de morfismos irredutiveis é seccional.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [15]. O

Lema 1.23. Sejam A uma dlgebra de artin e X = Xy — X; — -+ — X; = X um ciclo de
morfismos irredutiveis, em que cada X; é indecomponivel, er > 1. Se Tin #0, para todo i,
coml1<i<r,ecadaj=0,---,t, entdo existe um caminho de morfismos irredutiveis de X

parat’X.
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Demonstragdo: Seja X = Xy — X; — --- — X, = X nas condic¢des acima. Como nenhum
ciclo de morfismos irredutiveis é seccional, existe s, com 2 <s <, tal que 7X; ~ X;_,.
Uma vez que 7X; #0, paracada j =0,---, ¢, hd um caminho 7X, — 7X; — - — 7X; =

7X e, portanto, podemos obter
X=Xy— X, o=7X;, > —>7TX

Seguindo com esse argumento, obtemos o caminho desejado. O

Lema 1.24. Sejam A uma dlgebra de artin, M e N A-modulos indecomponiveis, e

f: M — N um morfismo ndo nulo que pertence a rad, (M, N). Entdo, para cada t > 1,
(a) Existe um caminho em ind A

M=M, Loy e Loy, SN

em que fi,---, f; sdo morfismos irredutiveis, e g; € rad, (M;, N).
(b) Existe um caminho em ind A

M 8t Nt fia 1 Nl i N():N

em que f7,--- f/ sdo morfismos irredutiveis, e g/ € rad; (M, N;).

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [5](p. 15). O

Lema 1.25. Sejam 1" uma componente conexa del’'(mod A) e M €1” que pertence a um ciclo

eml.
(a) Sel contém projetivo, entdo existe um caminho em1'(mod A) de M para um projetivo.
(b) SeTl contém injetivo, entdo existe um caminho emI'(mod A) de um injetivo para M.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas (a), ja que a demonstracao de (b) pode ser

obtida de maneira dual. Sejam M €T" e
M=My—-M,—---—>M,=M

um cicloemT.
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Suponha que o conjunto I ={i | 0<i < t—1 e M, ndo é estdvel a esquerda} é ndo vazio.
Observe que, para cada i € I, existe um tinico r; > 0 de modo que 7’i M; é projetivo. Tome
ip € I satisfazendo r = r;, < r;, para todo i € I. Neste caso, TKM]- #0,paratodol/ <re
todo j € {0,:--,t — 1}. De acordo com o lema (1.23), existe um caminho M;, ~ 7" M;, em
I'(mod A) e, portanto, hd um caminho M ~ M;, ~ 1" M,,, como desejado.

Por fim, suponha que I = @. Como I' é conexa e contém projetivo, existe um passeio
emI'(modA)

N—-N,—--—N,, =P

de comprimento £ minimo, com P projetivo e N pertencente a T-6rbita de M.
Em seguida, vamos mostrar que cada N; é estdvel a esquerda. Assuma que este nao é
o caso e considere i, o menor indice tal que N;, nao € estavel a esquerda. Assim, hd um

passeio entre um modulo que pertence a T-6rbita de M e o projetivo da 7-6rbita de N;, de

0
comprimento menor que ¢, o que nao pode ocorrer.

Sendo cada N; estdvel a esquerda, é possivel obtermos um caminho M’ ~ P, em que
M’ =1°M. Se s <0, entdo hd um caminho M ~ 75M em I'. Agora, se s > 0, obtemos

M ~» 7S M a partir do lema (1.23). O



Capitulo 2

Um estudo das partes esquerda e direita

da categoria de modulos

Em [20], Happel, Reiten e Smal@ introduziram os conceitos de partes esquerda e direita
de mod A, denotadas por £, e Z,, respectivamente, que exercem um importante papel
na descricdo das componentes do quiver de Auslander-Reiten de A. Muitas propriedades
dessas subcategorias plenas de ind A sao obtidas como resultado do estudo de mo6dulos
particulares, chamados Ext-injetivos em add £, e Ext-projetivos em add 2%, principais
interesses dessa dissertacao.

Neste capfitulo, essencialmente baseado nos artigos [2], [6], [7], apresentamos alguns
resultados obtidos para £, e, mais geralmente, para subcategorias plenas de ind A fecha-
das para antecessores. Apresentamos também algumas caracteristicas dos A-md6dulos

Ext-injetivos nessas subcategorias.

Definicdao 2.1. (i) A parte esquerda de mod A é a subcategoria plena de ind A formada
pela classe de objetos

ZLy={MecindA|dp L<1, paratodo L < ind A com L~ M}

(ii) A parte direita de mod A é a subcategoria plena de ind A formada pela classe de obje-

tos

Ra={M eindA|di L<1, paratodo L € ind A com M ~ L}

Claramente, ¢, é fechada para antecessores e 22,4, para sucessores.

31
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2.1 Alguns Exemplos

(i) Seja A a élgebra de caminhos associada ao quiver 1 —>=2 . Entdo, o quiver de

Auslander-Reiten de A é

[Pl] = [Iz]

N

O projetivo P, = S, pertence a %4, pois tem dimensdo projetiva nula e é seu tinico
antecessor indecomponivel (a menos de isomorfismos). Também, P, = I, € %y, ja
que seus antecessores indecomponiveis, a saber P, e o préprio P, tém dimensao
projetiva no méximo 1. Sendo P, P> € %4, para que I, € ¥4, bastaque dp I, < 1.
Esta condicao é, de fato, satisfeita, uma vez que nao ha morfismo ndo nulo de um

A-moédulo injetivo para 741, ~ P,. Dessa forma, podemos concluir que £, = ind A.

Através de argumentos similares, obtemos que 22, = ind A.

(i) Mais geralmente, se a algebra A € hereditaria, entdo £, = ind A = R4, pois cada

A-moédulo tem dimensdes projetiva e injetiva ndo excedendo 1.

(iii) Considere A a dlgebra de caminhos associada ao quiver

]«——2<~"—3

com arelacdo af8 =0. Entdo, ['(mod A) é dado por

[Pz] = [Il]

7

~N 7

[Ps] =[I]

Claramente, P, P, € £,4. De acordo com o lema (1.4), dp S, < 1, uma vez que nao ha
morfismo ndo nulo de um A-mdédulo injetivo para 7,5, ~ P;. Entdo, S, € £,, pois
seus antecessores em ind A sdao P, P, e S», apenas. Como consequéncia, P; € Z,.
Por outro lado, S; = I3 ¢ %4, ja que existe um morfismo ndo nulo I; — S, >~ T4Ss.
Dessa forma, £, ={P,, B, P;,S,}.
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Observe que I3 € Z4, € que I, € 4, ja que seus sucessores indecomponiveis sdo I3
e si proprio. Também, S, € Z,, pois ndo hd morfismo nao nulo entre 7, S, ~ Is e um
A-modulo projetivo e, portanto, di S, < 1. Como todo sucessor indecomponivel de
I, pertence a Z,, I, € Z4. No entanto, P, ¢ #,, uma vez que Homu(v, P, P;) # 0.
Logo, Z4 =1{P,S,, Ps, I3}.

(iv) E possivel que %, e Z, sejam vazios. Como exemplo citamos as 4lgebras autoin-
jetivas conexas, ndo semissimples. Em seguida, definimos e mostramos alguns re-
sultados sobre essas dlgebras, que nos permitem verificar que as partes esquerda e

direita de suas categorias de mddulos sdo, de fato, vazias.

Definicao 2.2 (Algebras Autoinjetivas). Uma K -dlgebra noetheriana a direita e a esquerda

é autoinjetiva a direita se Ay é um A-modulo injetivo.

Sendo A autoinjetiva, pode-se mostrar que todo A-modulo projetivo é também inje-
tivo (veja [1](p. 317)). Tendo em vista esta afirmacao, podemos demonstrar o seguinte

lema:

Lema 2.1. Seja A uma K -dlgebra autoinjetiva, ndo semissimples. Entdo, dp M = oo, para

todo A-moédulo M ndo projetivo.

Demonstragdo: Seja M um A-mddulo ndo projetivo, com dp M = n < 0o. Neste caso, uma

resolucdo projetiva de M é da forma

dp dp-1 L dy do

0 Pn Pn—l P() M O-

Py
Como A é autoinjetiva e P, é um A-médulo projetivo, obtemos que P, é também inje-
tivo e, portanto, a sequéncia exata

0 p, -

P, Cokerd, —0

cinde. Entado, Coker d, é somando direto de P,_;, donde é projetivo. Defina
d: Cokerd, — P,_,pord(x+Imd,)=d,_(x). Observe que Imd =Imd,_,=Kerd,_, e

que d é um monomorfismo. Logo, a sequéncia

dan dl dO

0 —— Cokerd,, d P,
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¢ uma resolucao projetiva de M com comprimento menor do que n, o que é uma con-
tradicao.
Consequentemente, todo A-mddulo ndo projetivo tem dimensao projetiva infinita.
O

Exemplo 2.1. Sejam A uma K -dlgebra autoinjetiva conexa, ndo semissimples, e M um A-
médulo néo projetivo. De acordo com o lema (2.1), dp M = oo e, portanto, M ndo pertence
a %,. Entao, para concluirmos que £, = @, resta-nos mostrar que ndo existem projetivos
em %,. Considere P um A-modulo projetivo e indecomponivel, ndo simples. Suponha que
rad P é projetivo. Sendo A autoinjetiva, obtemos que rad P é injetivo, donde o monomor-
fismo minimal quase cindido a direita rad P — P cinde, o que é uma contradicdo. Dessa
forma, todo A-mddulo projetivo, ndo simples, admite um antecessor ndo projetivo (a saber,
somando indecomponivel de rad P) e, consequentemente, ndo pertence a .

Em seguida, vamos mostrar que nenhum A-modulo projetivo e indecomponivel é sim-
ples. Suponha que este ndo é o caso, e considere P um A-modulo nas condicoes acima. Tome

P, projetivo tal que P ndo é seu somando direto e P® P’ = A4. Assim, obtemos que

End, P Homy,(P’, P)

A~End, (P®P)=
Homy (B P') End, P’

pois A~ Endy A.

Sendo P simples, todo morfismo ndo nulo PP — P é epimorfismo e, portanto, cinde,
ja que P é projetivo. Entdo, P é somando direto de P’, o que é uma contradi¢do. Dessa
forma, hd somente o morfismo nulo de P’ para P. Uma vez que P é também injetivo simples,

podemos concluir, de forma andloga, que ndo existe morfismo ndo nulo P — P’.

El’ldA pP 0 . . .o
Logo, A ~ , nos garantindo que A é desconexa, contradicdo. Con-
0 End, P’

sequentemente, L, = 0.

Com argumentos similares, é possivel mostrar que Z, = 0.

Na sequéncia, apresentamos alguns resultados que descrevem as partes esquerda e

direita da categoria de m6dulos de uma dlgebra de artin conexa.
Lema 2.2. Seja A uma dlgebra de artin. Entdo,

(a) SeP éum A-mddulo projetivo e indecomponivel, entdo existe no mdximo um niimero
finito de modulos M € R, tais que hd um caminho M ~ P. Mais ainda, todo tal
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caminho é refindvel a um caminho de morfismos irredutiveis, e todo tal caminho de

irredutiveis é seccional.

(b) Sel é um A-modulo injetivo e indecomponivel, entdo existe no mdximo um niimero
finito de médulos N € ¥, tais que hd um caminho I ~ N. Mais ainda, todo tal
caminho é refindvel a um caminho de morfismos irredutiveis, e todo tal caminho de

irredutiveis é seccional.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas o item (a). Seja P um A-médulo projetivo e
indecomponivel. Suponha, por absurdo, que existem infinitos antecessores de P em %,.
Neste caso, para cada ¢ > 0, hd um caminho em ind A

MtLMt_lg...LMOZP’

com todo M; € %, e cada f; ndo isomorfismo. Em seguida, vamos mostrar que o caminho
dado acima induz

NSLNS—lg'“$NO:P) 2.1)

emque s > t, N; € Z, e todo g; € irredutivel.

Seja h, : L, — P o morfismo minimal quase cindido a direita com final em P. Observe
que f; ndo é um epimorfismo que cinde, pois do contrario, teriamos M; ~ M,, 0 que ndo
ocorre. Entdo, f; se fatora através de h;, ou seja, Homy,(M,, L,) # 0. Tome N; somando
indecomponivel de L, tal que Hom,(M;,N;) # 0. Dessa forma, podemos construir o
caminho M; i> N S p , com N, indecomponivel, g; ndonulo e g, irredutivel. Além
disso, N1 € Z4,ja que M, € Z,4.

Suponha indutivamente que existe um caminho

com i > j, cada Ny € #,, cada g irredutivel e g; # 0. Se g; ndo é um isomorfismo, entao
se fatora através do morfismo minimal quase cindido a direita com final em N;, dando

origem ao caminho

8in gi+l 81

M N;—=-—= N, 2= p,

Nin

em que N, € indecomponivel, g;,, é irredutivel e g, , é¢ ndo nulo. Também, N;;, € Z,,

uma vez que M; € Z,.
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Agora, se g; é isomorfismo, considere o morfismo g;fj+1 : Mj+1 — Nj, que néo € iso-
morfismo, pois caso contrdrio, terfamos M;., ~ M;. Neste caso, g;fj+1 se fatora através
do morfismo minimal quase cindido a direita com final em N;, donde podemos construir

o caminho

/
8i+1 8i+1

81
Mjy1 — Nin

Nl P)

com Nj; € R, gi+1 itredutivel e g7, ndo nulo. Em ambos os casos, obtemos o caminho
desejado.
Resta-nos verificar que (2.1) €é um caminho seccional. Suponha que este nao é o caso.

Entdo, existe um menor indice j tal que T4N;_; ~N;;; e
N;j—>Nj_;—--— N — N

é seccional. Devido a [15], a composta de irredutiveis de um caminho seccional é nao nula,
ou seja, Homa(t,(TaN;j-1),P) # 0. Logo, di Nj;;1 > 2, o que contradiz N;;, € #Z4. Conse-
quentemente, (2.1) é, de fato, seccional e, portanto, segue do lema (1.22) que os mo6dulos
Ny sdo dois a dois ndo isomorfos. Como estamos supondo que P admite infinitos ante-
cessores em 2,4, podemos assumir que (2.1) é tal que s > rk Ko(A)+ 1. Entao, o lema (1.16)
nos garante que existem p, g satisfazendo 1 < p,q < s e Homu(N,,72N,) # 0. Novamente
pelo lema (1.4), obtemos que di 74N, > 2, pois Homs(Ny, P) # 0. Assim, N, ¢ %4, 0 que
ndo deve ocorrer.

Portanto, hd somente um ntmero finito de médulos em £, antecessores de um A-

modulo projetivo e indecomponivel. O

Como consequéncia do lema acima, obtemos a seguinte caracterizacao para %4 e Za:
Corolério 2.3. Seja A uma dlgebra de artin.

(a) Z4 consiste dos modulos M € ind A tais que, se existe um caminho de M para um
A-modulo projetivo e indecomponivel, entdo este caminho pode ser refinado a um

caminho de morfismos irredutiveis, e todo tal caminho de irredutiveis é seccional.

(b) X%, consiste dos médulos N € ind A tais que, se existe um caminho de um A-médulo
injetivo e indecomponivel para N, entdo este caminho pode ser refinado a um

caminho de morfismos irredutiveis, e todo tal caminho de irredutiveis é seccional.

Demonstragdo: Vamos demonstrar (a). Sejam M € £, e M ~ P um caminho em ind A,
com P projetivo. De acordo com o lema anterior, este caminho pode ser refinado a um

caminho de morfismos irredutiveis seccional, como desejado.
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Por outro lado, seja M € ind A tal que, se existe um caminho M ~ P em ind A, em
que P é projetivo, entdo este caminho é refindvel a um caminho de irredutiveis e todo
tal refinamento é seccional. Suponha, por absurdo, que M ¢ Z,. Neste caso, M admite
um sucessor N satisfazendo di N > 2. Segundo o lema (1.4), Homu(t,;N,A) # 0 e, por-
tanto, Hom(7, N, P) # 0, para algum projetivo indecomponivel P. Dessa forma, obtemos
o caminho

M~»N—x—17,N—>P

que, em particular, pode ser refinado a um caminho de morfismos irredutiveis seccional,

0 que é uma contradicao. Consequentemente, M € Z 4. O

Lema 2.4. Sejam A uma dlgebra de artin el” uma componente del'(mod A). Entdo,

(a) Sel contém médulos projetivos, entdol’ N R, é dirigido.

(b) SeTl contém modulos injetivos, entdol’ N %L, é dirigido.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas (a), pois (b) é obtido dualmente. Seja M
I'n 2%, sob o ciclo
M=My—-M;—---— M, —>M,=M.

Como I' contém moédulos projetivos, conforme o lema (1.25), existe um caminho
M = Ny — --- = Ny = P em I'(mod A), com P projetivo. Uma vez que M € %,, segue

do corolério (2.3) que o caminho de morfismos irredutiveis
M:MO_)“'_)Mt:M:NO_)"'_)P

é seccional, contradizendo o lema (1.22). Consequentemente, I' N %2, é dirigido. O

Observe que se A é uma algebra de tipo de representacdo finito, entdo £, e %4 sao

dirigidos.

B 0
Observacao 2.1. Seja A= M C ] uma 4lgebra de artin na forma de matriz triangular.

Entdo, cada B-m6dulo N admite uma estrutura natural de A-médulo: dados n € N e
a= ( :1 2 ) € A, defina n-a =n-b. Analogamente para o caso dos C-mddulos.

Tendo esta observacao em vista, podemos concluir que todo A-médulo indecomponivel
com estrutura de B-médulo (ou C-m6dulo) é também indecomponivel enquanto B-moédu-

lo (ou C-médulo), e todo A-mddulo projetivo com estrutura de B-mdédulo (ou C-médulo),
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é um B-modulo projetivo (ou C-mdédulo).

Proposicao 2.5. Seja A=

] uma dlgebra de artin. Entdo, <4 € X5 se, e somente

se, para cada idempotente primitivo e. € C, o0 A-médulo projetivo e indecomponivel P,

correpondente ndo pertence a £y.

Demonstragdo: (=) Suponha que £, € Z5. Seja e, € C um idempotente primitivo tal que
P, € 4,4. Entdo, P, € ¥, em particular, P, tem estrutura de B-md6dulo, o que é uma con-
tradicao.

(<) Inicialmente, vamos mostrar que .£Z, C ind B. Considere X € £, tal que X ¢ ind B.
De acordo com a observacdo feita acima, X ndo admite uma estrutura de B-mdédulo. En-
tao, deve existir um idempotente primitivo e, € C tal que Xe. é ndao nulo, uma vez que X
é um A-médulo nao nulo e ndao é B-médulo. Como Xe, ~ Homy(e A, X), existe um mor-
fismo ndo nulo P. — X. Dessa forma, obtemos que P, € ¥4,, ja que X € %4, contradi¢ao
que finaliza a demonstracao da afirmacao.

Em seguida, afirmamos que os antecessores de X em mod B coincidem com seus an-
tecessores em mod A. De fato, uma vez que todo B-mdédulo é também um A-médulo, a in-
clusao Predy X C Pred, X é obviamente obtida. Resta-nos verificar que Pred, X C Predp X.
Para isso, considere Y € Pred, X, indecomponivel. Neste caso, existe uma sequéncia em
indA, Y=Y—-Y —--— Y, =X. Como X € %y, cada Y; € £4. Agora, £, C ind B,
fornecendo a cada Y; uma estrutura de B-médulo, donde Y € Predy X.

Por fim, considere Y antecessor de X. Como Y € Z,, hd uma resolugdo projetiva mi-
nimal 0 - P, — Py — Y — 0 em mod A. Também, P, P, € add £, pois Y € £,. Dessa
forma, Py e P, sdo B-mddulos projetivos e, portanto, dpz Y < 1. Consequentemente, X €
Ls.

O

2.2 Subcategorias de mod A fechadas para antecessores

Ao longo dessa sec¢do, a menos de indicacado contrdria, 6 corresponde a uma subcategoria

plena de ind A fechada para antecessores.

Definicdo 2.3. Seja ¢ uma subcategoria plena e aditiva de ind A fechada para extensoes.

Dado um A-médulo X ndo nulo em add 6,
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(i) X é Ext-projetivo em add 6 se Ext,(X,_) |x=0.

(ii) X é Ext-injetivo em add 6 se Ext)(_, X)|x=0.

Lema 2.6. Sejam ¢ uma subcategoria plena de ind A fechada para antecessores, e Py € 6 .

Sdo equivalentes:
(a) By é Ext-projetivo em add 6 .

(b) Se a sequéncia0 — L — M — N — 0 é exata, com L,M,N € 6, entdo a sequéncia
0— Homyu(P,, L) — Homyu(Py, M) — Hom,(Py, N) — 0 é exata.

(c) Toda sequéncia exata curta da forma0 — L— M — Py— 0 cinde.
(d) Py é um A-médulo projetivo.

Demonstragdo: (c)=>(d) Seja f : P— Py a cobertura projetiva de By. Segundo o item (¢), a

sequéncia exata curta

0 Ker f p ! Py 0

cinde e, portanto, P, é somando direto de P. Dessa forma, P, é projetivo.

As demais implica¢6es seguem diretamente. O

Baseados no lema acima, podemos afirmar que os A-mdédulos Ext-projetivos em ¢
correspondem aos projetivos que pertencem a add . No entanto, um resultado seme-
lhante ndo pode ser obtido para os Ext-injetivos em add 6, pois, embora todo A-md6dulo
injetivo de 6 seja Ext-injetivo em add 6, a reciproca ndo é geralmente verdadeira (veja
exemplo (2.2)).

O lema seguinte nos fornece uma caracterizacdo para os A-mddulos Ext-injetivos em
add 6. Destacamos a equivaléncia obtida entre os itens (a) e (d), bastante utilizada nas

demonstracoes de resultados propostos adiante.

Lema 2.7. Sejam 6 uma subcategoria plena de ind A fechada para antecessores e Ey € 6 .

Entdo, sdo equivalentes:
(a) E, é Ext-injetivo em add 6 .

(b) Se0 — L— M — N — 0 é uma sequéncia exataem add 6 , entdo a sequéncia induzida
0— Homyu(N, Ey) — Homu(M, Ey) — Hom,(L, Ey) — 0 é exata.
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(c) Toda sequéncia exata da forma0— Ey— M — N — 0, com N € add 6, cinde.
(d) T,Eo¢6.

Demonstragdo: (a)= (b)Seja0— L— M — N — 0 uma sequéncia exata em add ¢ . Neste

caso, podemos construir a seguinte sequéncia
0 — Homy(N, Ey) — Homu(M, Ey) —» Homyu(L, Eg) — Ext,(M, Ej),

que também ¢é exata. Uma vez que M € add 6, obtemos que Ext}(M, E;) = 0, como dese-
jado.

(b) = (c) Considere a sequéncia exata 0 E, ! M N 0, com N €
add 6. De acordo com (b), 0 — Homu(N, Ey) — Homus(M, Ey) — Hom,(Ey, Ey) — 0 é exata
e, portanto, existe g € Homu(M, E,) tal que Homyu(f, Ey)(g) = 1g,, ou ainda, go f = 1g,.

Logo, f é uma secao.

(c)= (d)Suponha, por absurdo, que 7, E; € 6. Devido a(c), a sequéncia de Auslander-

Reiten 0 — Ey, — * — 7, E; — 0 cinde, o que é uma contradicao.

(d) = (a) Suponha que E; ndo é Ext-injetivo em add 6. Entdo, para algum
M € add 6, devemos ter Extil(M, Ey) #0. Mas, pelo lema (1.5),

DExt,(M, Ey) ~ Hom,, (7, Ey, M)

e, portanto, 7, Ey € add 6, o que nao ocorre. O

Exemplo 2.2. Seja A a dlgebra de caminhos apresentada no item (iii) do exemplo (2.1).
Entdo, como haviamos calculado, £, ={P,, P>, B3, S>}.

Segundo o lema anterior, os moédulos indecomponiveis Ext-injetivos em add £, sdo S,
P,=1, e Py =1,. Observe que S, ndo é injetivo, nos permitindo concluir que nem todo

A-médulo Ext-injetivo em add £, é injetivo.

Seja ¢ uma subcategoria plena de ind A fechada para sucessores. Pode-se mostrar, de
maneira dual a feita anteriormente, que os tinicos modulos Ext-injetivos em add 6 sao os
modulos injetivos que pertencem a add ¢ . Também, obtém-se a seguinte caracterizacao

para os mddulos Ext-projetivos em add 6 :
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Lema 2.8. Sejam ¢ uma subcategoria plena de ind A fechada para sucessores e Ey € 6.
Sdo equivalentes:

(a) E, é Ext-projetivo em add 6 .

(b) Se a sequéncia0 — L - M — N — 0 é exata, com L,M,N € 6, entdo a sequéncia
0 — Homyu(Ey, L) — Homu(Ey, M) — Homy(Ey, N) — 0 é exata.

(¢) Toda sequéncia exata curta da forma0— L— M — Ey— 0, com L€ 6, cinde.

(d) TaEc ¢ 6.

Notacao.

(i) O conjunto formado pelos A-moédulos indecomponiveis Ext-injetivos em add 6

serd sempre denotado por &. Quando ¢ = %4, serd denotado por &,.

(ii) Sendo ¢ uma subcategoria fechada para sucessores, o conjunto dos A-médulos in-
decomponiveis Ext-projetivos em add 6 serd sempre denotado por &. Quando

6 = R4, sera denotado por Z,.

Observacao 2.2. A existéncia de médulos em £, (resp., Z4) ndo € suficiente para que &4
(resp., 24) seja ndo vazio (veja, por exemplo, a observacao (3.3)). A afirmacdo é vélida

quando A é de tipo de representacao finito, como mostra a proposi¢do seguinte.
Proposicao 2.9. Seja A uma dlgebra de tipo de representagdo finito.

(a) Sendo existe A-médulo Ext-injetivo em add £, entdo £, é vazio.

(b) Se ndo existe A-modulo Ext-projetivo em add R », entdo R, é vazio.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas o item (a). Suponha que £, é nao vazio e con-
sidere X € Z,. Entdo, 7, X € %4, pois caso contrério, X seria Ext-injetivo em add £,. Da
mesma forma, obtemos que 7,"X € %, para cada n € N. Sendo A de tipo de represen-
tagdo finito, X é periodico ou X estd na orbita de um projetivo e de um injetivo. Ja que este
ultimo nao ocorre, podemos concluir que X é periddico, o que é uma contradicao, pois
%, é dirigido, conforme o lema (2.4). Logo, £, = 0. O

A seguir, demonstramos uma série de resultados que descrevem &. Cada um deles tem

sua versao dual, que nao serd enunciada.
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Lema2.10. (a) Paratodo E’,E” € &, temos que Homu(t,E’,E")=0.
(b) | &< rk Ko(A).
(c) & intercepta cada 7 -orbita del'(mod A) no mdximo uma vez.
(d) Todo caminho de morfismos irredutiveis contido em & é seccional.
(e) & ndo contém ciclos de morfismos irredutiveis.

Demonstragdo: (a) Suponha que existe morfismo nao nulo de 7, E’ para E”. Como E” € ¢
e ¢ ¢é fechada para antecessores, obtemos que 7, E’ € 6, o que é uma contradicdo, pois
E’€&. Logo, Homy(t,E’,E”)=0, paracada E’',E” €.

(b) O resultado segue do item (a) e do lema (1.16).

(c) Suponha, por absurdo, que E’, T4, E’€ &, com t € Z\ {0}. Se t > 0, temos o caminho
TLE' — % — 1/7'E’ ~» E’. Como E’' € 6, obtemos que 7,'E’ € 6, o que contradiz a
afirmacdo 74, E' € 6.

Analogamente para o caso em que ¢ < 0.
(d) E consequéncia de (¢).
(e) Suponha que existe um ciclo Ey — E; — --- — E,, = Ey, de morfismos irredutiveis

em &. Entdo, esse caminho ndo € seccional (lema (1.22)) e, portanto, E,, = 7, E;, para

algum 0 <t < m — 1, contradizendo (a). O

Lema2.11. (a) Seja E’'= M, h M, LI M, umcaminhoemindA, comE’' e

& eM, € 6. Se nenhum f; se fatora por um A-moédulo injetivo, entdo M; € &, para
todo i.

(b) Sejal uma componente deI'(mod A) que ndo contém injetivos e tal quel' N & # @.
Entdo, para cada M €' N6, existe um tinicom >0 talquet," M €§.

Demonstragdo: (a) Seja E’'= M, L M, LI M, como no enunciado de (a).

Entdo, cada M; € ¢, pois M, € 6. Dessa forma, resta-nos mostrar que 7 ,M; ¢ 6.
Uma vez que nenhum f; se fatora por injetivo, o isomorfismo de Auslander-Reiten

Hom,(7,M;_,,7T,M;)~ Hom,(M;_,, M;) nos permite concluir que, para cada i, existe um
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morfismo nao nulo 7, M;_, — 7, M;, ja que Homs(M,_,,M;) # 0. Neste caso, podemos

construir um caminho
- /' — - - e -
T, E=1t,My—>1, M —--—> T, M,

Sendo E’ € &, concluimos que 7, E’ ¢ € e, portanto, 7,M; ¢ ¢, para todo i, donde o

resultado segue.

(b) Para cada E’ e I'n &, considere 7~ E’, que nao pertence a 6. Dado M € ¢, como
I' é estavel a direita e 'N & é finito (devido ao lema (2.10)(b)), existe £ > 0 tal que ’L'ZHM é
sucessor de cada 7, E’. Neste caso, T/_fM ¢ 6 eexistem>0comt,"M€e€Ee T/:(mH)M ¢
6. Portanto, 7, M € &.

Além disso, m é inico, pois caso contrdrio, & interceptaria uma mesma Orbita mais de

uma vez, contradizendo o lema (2.10)(c¢). O

A partir do item (b) do lema acima, podemos concluir que &§ intercepta todas as 74-
Orbitas de I'N ¢, em que I' é uma componente de I'(mod A) que ndo contém injetivos e
satisfazI'N& # 0.

2.2.1 Subcategorias contidas em ¥,
Nesta secdo, 6 representa uma subcategoria plena de .%,, fechada para antecessores.
Lema 2.12. Seja I um A-mddulo indecomponivel injetivo. Entdo,

(a) existem, no mdximo, rk Ko(A) moédulos N € € sucessores de I.

(b) todo tal caminho I ~ N é refindvel a um caminho de morfismos irredutiveis.

(¢) todo tal caminho de irredutiveis é seccional.

(d) todo médulo N € 6 é Ext-injetivo em add 6 .
Demonstragdo: Se I ¢ 6, entdo nenhum sucessor de I pertence a 6. Agora, se I € ¢, para
averificacao dositens (a), (b), (c) e (d), basta repetir a demonstracao feita no lema (2.2). O

Os mdédulos Ext-injetivos em add 6 podem ser de dois tipos:

e M € %6 é dito de primeiro tipo se existem um A-mddulo injetivo indecomponivel e

um caminho I ~ M,
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e Se M € 6 nao é de primeiro tipo, entdo é de segundo tipo.

Notacao: & é formado pelos médulos Ext-injetivos em add 6 indecomponiveis de primeiro

tipo e &», Ext-injetivos em add 6 de segundo tipo.

Corolério 2.13. Seja M € 6. Sdo equivalentes:
(a) M é Ext-injetivo de primeiro tipo.
(b) Existem um A-médulo injetivo e um caminho de morfismos irredutiveis I ~ M.

(c) Existem umA-modulo injetivo e um caminho de morfismos irredutiveis seccional I ~»
M.

(d) Existeum A-mddulo injetivo tal que Hom(1, M) # 0.
Demonstragdo: Asimplicagoes (a)= (b) e (b)= (c) sdo consequéncias imediatas do lema

(2.12).

(c) = (d) De acordo com [15], a composicao entre todos os morfismos do

caminho de irredutiveis seccional I ~ M é nao nula e, portanto, Hom,(I, M) # 0.

(d)= (a) E ébvio. O

Proposicao 2.14. Sejam E' € & e M € 6 tais que existe um caminho de E’ para M em ind A.
Entao, este caminho pode ser refinado a um caminho de morfismos irredutiveis seccional e
Meé.

Demonstragdo: Sejam E', M €& e

E=My-LoM Lo S =M 2.2)

um caminho em ind A. De acordo com (2.11), se nenhum f; se fatora através de médulos
injetivos, entdo M; € &, para todo i.

Assuma que, para algum natural j, f; se fatora por injetivo, e tome i o menor de-
les. Dessa forma, nenhum dos morfismos do caminho E’ ~ M;_; se fatora por médu-

los injetivos e, portanto, M € &, para cada k < i —1. Obtemos também um caminho
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I — M;~ M, =M, com I injetivo. Como M € ¢, segue da demonstracao do lema (2.12)
que M, € &, paratodo k > i. Em particular, M € §.

Resta-nos mostrar que o caminho dado em (2.2) é refindvel a um caminho de morfis-
mos irredutiveis seccional. Suponha, por absurdo, que paraalgum i € {0,--- ¢}, f; pertence

arad™(M;_,,M;). Em virtude do lema (1.24), dado s > 0, existe um caminho em ind A
E'=My~M; ,=Ny— N, —--Ny—>M;~ M, =M.

De acordo com o que foi demonstrado acima, cada N; é um médulo em &, contradizendo
o item (b) do lema (2.10). Com isso, podemos concluir que todo f; é uma soma de com-
posta de morfismos irredutiveis. A seccionalidade segue entdo pelo item (d) do lema
(2.10). |

Coroldrio 2.15. Seja ‘6 uma subcategoria plena de £, fechada para antecessores. Entdo,

& é convexo em ind A.

Demonstragdo: Segue diretamente da demonstracao da proposicao anterior. O

Corolério 2.16. Nas condigoes do coroldrio acima, cada modulo em & é dirigido em ind A.

Demonstragdo: Sejam M € & e M = My — M; — --- — M, = M um ciclo em ind A. De
acordo com a proposicao anterior, este ciclo pode ser refinado a um ciclo de morfismos

irredutiveis com todos os médulos em &, o que contradiz (2.10)(e). O

O resultado a seguir é uma generalizacdo do lema (2.4).

Corolério 2.17. Sejal” uma componente de I'(mod A) que contém um A-médulo injetivo.

Entdo, todo médulo em 1" N6 é dirigido.

Demonstragdo: Sejam M €T'Nn6 e M =My — M; — ---— M, = M um ciclo. Devido ao
lema (1.25), existem um A-médulo injetivo I e um caminho I ~ M em I'(mod A). Dessa
forma, ha um caminho [ ~» M = My — M, — --- — M, = M. Uma vez que M € ¢, cada
M; pertence a 6, e também I € 6. Neste caso, a partir da proposicdo (2.14), podemos
concluir que cada M; pertence a &, contradizendo o corolério (2.16).

Como consequéncia, obtemos que todo moédulo em I'N 6 € dirigido. O

Teorema 2.18. Sejal” uma componente del'(mod A) tal quel' N & # @. Entdo,
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(a) Paratodo M €T'N 6, existe (e é tinico) m >0 tal que v, M €.
(b) O niimero de 7 5-0rbitas del' N6 éigualall N&)|.
(¢) N6 ndo contém modulos em ciclosemT .

Demonstragdo: (a) Seja M € I'N 6. De acordo com o item (b) do lema (2.11), se I' nao
contém A-mddulos injetivos, existe um tnico m > 0 tal que 7, M € . Podemos, entdo,
assumir que I' contém injetivo. Suponha, por absurdo, que 7,'M € ¢, para todo £ > 0.
Neste caso, M € estdvel a direita, mas ndo é periédico, devido ao coroldrio (2.17). Dado
I um A-médulo injetivo em I', hd um passeio de I para um mo6dulo na 74-6rbita de M.
Considere o passeio de um injetivo para a 7 ,-6rbita de M de menor comprimento. Entdo,
a partir do argumento utilizado na demonstracao do lema (1.25), podemos concluir que
cada mdédulo pertencente a esse passeio, com excecao do injetivo I, é estavel a direita
e, portanto, existe um caminho de morfismos irredutiveis / ~ 7,°M, para algum s > 0.
Umavez que I € § e que 7,°M € ¢, obtemos que 7,°M € & (proposicdo (2.14)). Logo,
7.°"'M ¢ 6, 0 que é uma contradi¢do. Dessa forma, existe m > 0 satisfazendo 7, M € &.

A demonstracdo da unicidade é obtida pelo item (c) do lema (2.10).

(b) De acordo com o item anterior, o nimero de 74-6rbitas em I'N % é maior ou igual
a|I'n&|. Uma vez que cada médulo em I'N& estd em exatamente uma 7 4-6rbitade I'N €,

obtemos o resultado.

(c) Segundo o corolério (2.17), se I' contém injetivos, entdo cada médulo em I'N €
é dirigido. Neste caso, podemos supor que I' ndo contém A-moédulo injetivo. Seja M =
My —> M; — -+ — M, = M um ciclo, com cada M; € T"e M € I'N%¥. Entao, M; € €,
para todo i € {0,---t — 1}. Além disso, nenhum M; pertence a &, ja que este é dirigido,
devido ao item (e) do lema (2.10). De acordo com o lema (1.5), para cada i, obtemos que

Homu(t,M;_1,7,M;)~ Homs(M,_,,M;) e, portanto, existe um caminho
T M- My > T M =1, M

e 7,M; € 'n%6. Prosseguindo com esse argumento, podemos concluir que, para cada
indice m > 0, o médulo 7, M pertence a I'N 6 e estd sob ciclo, o que contradiz o item

(a). Logo, ndo pode haver em I'N ¢ mdodulos que estdo em ciclos entre médulos de I'. [0

Teorema 2.19. Sejal” uma componentedel (modA). SeI'N& = @, entdol’ € € oul'NE = 0.
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Demonstragdo: Seja I' uma componente de I'(mod A) tal que ' N & = @. Suponha que
'€ 6 eque'N % #@. Entdo, existem X €'\ (I'N¢), Y €e'N % e um passeio Y — X em
I'. Dessa forma, podemos determinar um morfismo Y’/ - X' em I, com Y € ¢ e X' ¢ 6.
Observe que Y’ ndo é injetivo, pois caso contrdrio, Y’ € &, o que nao ocorre. Neste caso,
existe um morfismo irredutivel X’ — 7, Y’. Como X’ ¢ 6, obtemos que 7,Y’ ¢ % e, por-
tanto, Y’ € &, contradizendo novamente a hip6tese de que I' N & = @. Consequentemente,

uma das condicoes, I' € 6 oul' N %6 =@, deve ocorrer. O
Propriedades satisfeitas por & e &7

Sejam A uma dlgebra de artin e ¢ uma subcategoria plena de ind A fechada para an-

tecessores. Em resumo, mostramos nessa secao que & satisfaz as seguintes propriedades:
o |8 <1k Ko(A);
e intercepta cada 74-6rbita de I'(mod A) no méximo uma vez;
e todo caminho de morfismos irredutiveis em & é seccional;

e nao contém ciclos de morfismos irredutiveis.

Se adicionarmos a subcategoria ¢ a condicdo ¢ C %4, entdao & também:
e ¢ convexo em indA;

e ¢é dirigido em ind A.

Dualmente, seja 6 uma subcategoria plena de ind A fechada para sucessores. Entao,

o conjunto dos médulos indecomponiveis Ext-projetivos em add #4, 27, satisfaz:
o [ 2| <1k Ko(A);
e intercepta cada 74-6rbita de I'(mod A) no maximo uma vez;
e todo caminho de morfismos irredutiveis em & é seccional;

e nao contém ciclos de morfismos irredutiveis.

Se, adicionalmente, 6 C %4, entao:
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e Z2 é convexo em ind A;

o  ¢édirigido em ind A.

2.3 Secoes e Secoes a Esquerda

Seja A uma algebra de artin. Recordamos do capitulo 1 que um subquiver pleno e conexo

de uma componente I" de ['(mod A) é uma secao se
e ¢ aciclico;
e intercepta exatamente uma vez cada 74-6rbita de T’;
e éconvexoeml.

Considere 6 = %4 e I' uma componente de I'(mod A) satisfazendo I' N &4 # @. De
acordo com o coroldrio (2.16) e a proposic¢ado (2.14), 'N &, é aciclico e convexo em I'. No
entanto, a condi¢do (52) ndo é sempre satisfeita, como podemos observar no exemplo a

seguir.

Exemplo 2.3. Seja A a dlgebra de caminhos associada ao quiver

2
2N
1<Y73

com arelagao aff =0.
Neste caso, I'(mod A) é dado por
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Note que &y = {Pl =1, = ;13} e, portanto, ndo intercepta todas ast o -6rbitas del' (mod A).
Logo, &4 ndo é uma segdo, embora satisfaca as condicoes (S1) e(S3).

Este fato motivou a seguinte defini¢do, proposta em [2]:
Definicao 2.4. Sejal” um quiver de translagdo.
(i) Um subquiver pleno ¥ del” é uma se¢do a esquerda se satisfaz:

(SE1) X éaciclico.

(SE2) Paratodo x €1’y tal que existem y € >y e um caminho x ~ y, hd um tinicon >0

de modo que T "x €Y.

(SE3) X é convexo.
(ii) Um subquiver pleno X del” é uma segdo a direita se satisfaz:

(SD1) X éaciclico.

(SD2) Paratodo x €T’y tal que existem y € >y e um caminhoy ~ x, hd um tinicon >0

de modo que T"x €%.

(SD3) X é convexo.

Exemplo 2.4. (i) O conjunto &, apresentado no exemplo anterior, e o morfismo
P, — P, definem uma se¢do a esquerda em I'(mod A), pois, como observado,
satisfaz as condigoes (SE1) e (SE3), e (SE2), jd que ndo hd nenhum caminho de um

médulo em1'(mod A) que ndo pertence a &, para médulos em &y.

(i) Ainda em relacdo ao exemplo anterior, pode-se concluir analogamente que os modu-

los I, e I3, e 0o morfismo I, — I3 definem uma secéo a direita em I'(mod A).

Como pudemos verificar anteriormente, se I' € uma componente do quiver de Aus-
lander-Reiten da categoria de médulos de uma élgebra A, tal que 'N &, # 0, entdo 'NE,
nem sempre forma uma sec¢do em I'. No entanto, I'N &, é uma se¢do a esquerda, como
mostra a proposicado a seguir.

Proposicao 2.20. Seja A uma dlgebra de artin.
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(i) Sel” é uma componente del (mod A) que contém um médulo Ext-injetivo em add %y,

entdol'N& é uma se¢do a esquerdaemT .

(ii) Sel” é uma componentedel (mod A) que contém um modulo Ext-projetivo em add R ,

entdol' NP, é uma secdo a direitaem1 .

Demonstragdo: Vamos demonstrar (a) somente. Seja I' uma componente de I'(mod A),
comI'N&, # 0, entdo I'N &, satisfaz as condicdes (SE1) e (SE3), como mencionado acima.
A seguir, vamos mostrar que I'N &4 cumpre também (SE2). Considere M €1  tal que existe
um caminho M ~ Y, com Y € I'nN&,. Neste caso, M € 'N %, e, portanto, hd um tnico
m >0 tal que 7, M € &,, devido ao item (a) do teorema (2.18), como desejado.

Como consequéncia, temos que I'N &, define uma secdo a esquerdaem I'. O

Proposicao 2.21. Seja . uma segdo a esquerda em um quiver de translacao I'. Entdo,
(a) X intercepta cada T -orbita del” no mdximo uma vez.
(b) Todo caminho entre dois vértices de . é seccional.
(c) Sex €Tl éinjetivo e antecede X, entdo x € Y.
(d) Sex—y,xeXyey éndo projetivo, entdoy €y outy €.
(e) Sex —y,y €y, entdox €Xyout X €%,.
(f) Sex ey ey antecede?, entdo se hd um caminho dex paray, este é seccionaley € %.

Demonstragdo: (a) e (b) sdao obtidas devido a unicidade de n > 0 em (SE2).

(c) Sejam x €T injetivo e y € ¥ tais que existe um caminho x ~ y. De acordo com
(82), hda um tnico n > 0 de modo que T~ "x € ¥,. Sendo x injetivo, obtemos que n = 0,
donde x € 3.

(d) Sendo I um quiver de translacao e y nao projetivo, existe um morfismo 7y — x.
Devido a condigao (SE2), hd um tinico n > 0 tal que 7-"(7y) €%, ou ainda, 717"y €.

Se n > 1, temos o caminho x — y ~ 717"y, Uma vez que X é convexo em I', segue que
¥y €%, 0 que contradiz (SE2).

Dessa forma, n=0o0u n =1 e, portanto, 7y € Xy ou y € %.
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(e) Se x é injetivo, entdo x € Xy, devido a (c¢). Assuma que x nao € injetivo. Neste caso,
existe um morfismo de y para 7-x. Como 7~ x ndo € projetivo e y € 3, segue de (d) que

T"XEXpoux €.

(f) Seja z € X tal que existe um caminho de y para z. Por (SE2), hd um tnico n > 0
satisfazendo 77"y € ;. O caminho x ~ y ~» 77"y e a convexidade de ¥ em I implicam

em y €Y. Logo, n =0. A seccionalidade de x ~ y segue entdo de (b). O

Dualmente, obtemos
Proposicao 2.22. Seja . uma seg¢do a direita em um quiver de translagdol'. Entao,
(a) X intercepta cada T 5-6rbita del” no mdximo uma vez.
(b) Todo caminho entre dois vértices de . é seccional.
(c) Sex €T é projetivo e sucede ¥, entdo x € %y.
(d) Sex —y,y€Xyex ndo é injetivo, entdo x € X, ou T~ X €%.
(e) Sex—y,xeXy, entdoy €¥Xyoutx €.
(f) SexeXyey sucede, entdo todo caminho dey para x é seccionaley €.

|

A seguinte proposi¢cdo nos da condi¢Oes necessdrias e suficientes para que uma secao

a esquerda seja também uma secdo.

Proposicao 2.23. Seja > uma se¢do a esquerda em 1. Sdo equivalentes:
(a) X é uma secdo.
(b) Todo projetivo emT" é antecessor de ..

(c) Para todo projetivo p € Ty tal que existem x € Xy e um caminho x ~ p, temos que

pEZO.

Demonstragdo: (a) = (b) Seja p €'y projetivo. Como ¥ é uma secdo, devido a condicao
(S2), existe n <0 tal que 7"p € ¥. Dessa forma, hd um caminho de p para > em T, como

desejado.
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(b) = (c) Seja p € I'y projetivo tal que existe um caminho x ~» p, com x € ¥,. Por
hipétese, hd um caminho p ~ y, para algum y € >,. Uma vez que X é secdo a esquerda, X

é, em particular, convexa em I' e, portanto, p € %.

(c¢)= (a) Basta-nos verificar que >~ cumpre a condicao (§2). Vamos mostrar que se x €
Yy e z €Iy pertencem a 7-6rbitas vizinhas, entdo X intercepta a 7-6rbita de z. Considere
m € Z e y na 7-0rbita de z tais que existe uma das flechas 7x — y ou y — 7™x, com
|m| menor possivel. Suponha, inicialmente, que m > 0. Se existe uma flecha 7"x — y,
também deve existir y — 7"~ 1x, o que contradiz a minimalidade de |m|. Agora, se existe
uma flecha y — 7™x, entdo hd um caminho y — 7"x ~ x. De acordo com a condicao
(SE2), Tkx €%, para algum k € Z, donde X corta a T-6rbita de z.

Assuma que m < 0. Se existe uma flecha y — 7™x, entdo hd também uma flecha
T™+lx — y, novamente contradizendo a minimalidade de |m|. Suponha que existe T x —
y. Se y nao é projetivo, ha uma flecha Ty — 7™x e, portanto, uma flecha t"*x — 1y,
que contradiz a minimalidade de |m|. Por outro lado, se y é projetivo, entdo y € ¥, pois
X~ TMx — y é um caminho com x € ¥;. Como X é convexo em I', obtemos que 7 x € ¥
e, sendo x € [y antecessor de ¥, segue de (SE2) que existe um Uinico n € Z tal que 7" x € %,
donde m é necessariamente nulo, o que € uma contradicao.

Por fim, assuma que m = 0. Se existe flecha y — x, entdo y € ¥y ou 77y € X, devido
ao item (e) do lema (2.21). Se a flecha é da forma x — y e y ndo é projetivo, entao existe
Ty — X e, portanto, Ty € Xy ou y € %. Agora, se y € projetivo, y € >, por hipétese.

Assim, em todos os casos possiveis, concluimos que X intercepta a 7-6rbita de z. Por

meio de induc¢do, obtemos o resultado desejado. O

Um resultado dual ao anterior podem ser enunciado para as secoes a direita.



Capitulo 3

Ext-projetivos na parte direita da

categoria de médulos de Algebras Laura

Neste capitulo, buscamos uma caracterizagdo para as classes de édlgebras hereditdrias,
quasi-inclinadas, fracamente shod e laura estritas em relacdo aos Ext-projetivos na parte
direita de suas categorias de médulos (ou, dualmente, Ext-injetivos na parte esquerda).

Iniciamos a discussdo com as édlgebras hereditérias.

3.1 Algebras Hereditdrias

Recordamos do capitulo 1 que uma algebra A é hereditaria se todo submédulo de um A-
modulo projetivo é também projetivo. Dessa forma, cada médulo tem dimensao projetiva
no méximo 1 e, portanto, a dimensao global de A nao excede 1. A partir dessa informacao,

demonstramos o resultado dessa secao:
Teorema 3.1. Seja A uma dlgebra de artin. Entdo, sdo equivalentes:
(a) A é hereditdria.

(b) O conjunto dos A-moédulos indecomponiveis Ext-projetivos em add % coincide com

o conjunto dos A-modulos indecomponiveis projetivos.

(b’) O conjunto A-médulos indecomponiveis Ext-injetivos em add £, coincide com o con-

junto dos A-modulos indecomponiveis injetivos.
(c) Seexiste Ext-projetivo indecomponivel em add % 4, entdo é projetivo.

(¢’) Seexiste Ext-injetivo indecomponivel em add £, entdo é injetivo.

53
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Demonstragdo: (a) = (b) Suponha que A é hereditaria. Entdo, todo A-médulo tem di-
mensao injetiva ndo excedendo 1 e, portanto, ind A = #,. Em particular, cada projetivo
indecomponivel pertence a %4, ou seja, é Ext-projetivo em add 2.

Por outro lado, sendo M um moédulo indecomponivel Ext-projetivo em add 2, obte-
mos que Ext;(M » MNada =, = 0. Neste caso, Ext;(M » _)moda 2 =0, 0 que nos permite concluir
que M é projetivo.

(b)= (a) Seja Z4 o conjunto formado pelos médulos indecomponiveis Ext-projetivos
em add # 4, e assuma que #, é igual ao conjunto de todos os A-médulos indecomponiveis
projetivos. Considere M um A-moédulo e Py, sua cobertura projetiva. Entdo, Py é Ext-
projetivo em add %4, pois pode ser escrito como soma direta de A-médulos indecom-
poniveis projetivos. Em particular, Py, € add #Z,. Como Z, é fechada para sucessores,
obtemos que M € add Z,, donde di M < 1. Uma vez que M foi tomado arbitrariamente,

segue que dim gl A < 1. Consequentemente, A é hereditdria.
As implicacoes (a) = (b’) e (b’) = (a) podem ser obtidas de maneira dual a feita acima.
(a) = (c¢) Foi demonstrado em (a) = (b).

(c)=(a) Seja 2, como anteriormente. Suponha, por absurdo, que A ndo é hereditdria.
Entdo, a equivaléncia obtida entre os itens (a) e (b) nos garante a existéncia de um A-
modulo indecomponivel projetivo P que ndo pertence a %4, ou seja, P ¢ 24,. Sendo A
uma 4lgebra conexa, existe um A-moédulo projetivo P’ tal que hd um morfismo ndo nulo
de P para P’ ou P’ para P. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que P’ € 224. Neste
caso, ndo deve haver morfismo ndo nulo P’ — P, ja que £, é fechada para sucessores e

P ¢ 22,. Assim, necessariamente, Hom,(P, P’) # 0. Se existe um caminho de irredutiveis

P=X, fo X, h o fia X, =P (¥

entdo f;_; ¢ um monomorfismo, donde X;_; ndo € injetivo. Dessa forma, ha também um
morfismo irredutivel P’ — 7, X;_, e, portanto, 7, X;_; € Z,. Umavez que 7, X;_; ndo é um
modulo projetivo, 7, X;_1 € %4, 0 que implica em X;_; € Z4. Quanto ao médulo X;_,, sdo

necessarios dois casos:
e Se X;_, ndo € injetivo, entao repetindo o argumento acima, obtemos que X;_, € Z4.

e Caso contrério, f;_, é um epimorfismo e, portanto, X;_; ndo é projetivo. Por hipotese,
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X;_1 ndo é Ext-projetivo em add Z,, o que nos permite concluir que 74 X;_; € Za4.
Também, ha um morfismo (irredutivel) 7,X;_; — X;_», donde X;_, € Z,.

De maneira andloga, podemos concluir que cada X; € 24, em particular, P € 2,4, o que
é uma contradi¢cao. Logo, rad (P, P’) # 0, nos garantindo que, para cada ¢ > 0, existe um

caminho em ind A

plox Iux T P x =,

com f € rad”(P,X;) e cada f; irredutivel. Como feito anteriormente, cada X; € Z,. Tome
t > rk Ko(A), entdo hd um menor indice j tal que X; ndo € Ext-projetivo em add 2Z,, se-
gundo olema (2.10)(b). Neste caso, X; — X;_; ¢ um monomorfismo, pois X;_, € %, donde

podemos construir a sequéncia exata curta
O—>X] i j-1 —>Xj_1/Xj — 0.

Portanto, a sequéncia Ext,(X;_y,_) — Ext,(X;,_) — Ex4(X;—1/X;,_) também ¢é exata.
Como X;_; € projetivo e Exti(Xj_l/X-,_)ladd@A = 0, obtemos que X; € &,, o que € uma

contradicdo. Consequentemente, A é hereditdria.

A equivaléncia entre (a) e (¢’) é obtida dualmente.

3.2 Algebras Quasi-inclinadas

Damos continuidade ao estudo proposto com as dlgebras de dimensao global menor ou

igual a dois.
Definicao 3.1. Uma dlgebra A é dita quasi-inclinada se satisfaz as condigoes:
(i) dimglA<2.

(i) Para cada A-médulo indecomponivel X, dp s X <1loudi, X <1.

Toda dlgebra inclinada é quasi-inclinada. De fato, sendo A inclinada, o lema (1.15)
nos garante que dim gl A < 2. Resta-nos verificar que A cumpre o item (ii) da definicao
acima. Seja M um A-médulo indecomponivel. De acordo com a observacao (1.9) (iii),
M e 2(T)ou M € %(T). Se esse ultimo ocorre, entdao existe um moédulo M’ € T (T)
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tal que Hom(T,M’) ~ M, conforme o teorema (1.13). Neste caso, dp, M < dp M’ < 1.
Agora, se M € Z(T), entdo 7,X € Z(T), ja que Z(T) é fechada para sucessores. Logo,
Homy(t,M,A)=0,uma vez que A, € %(T) e, portanto, di4, M < 1.

Observacao 3.1. Em [20], Happel, Reiten e Smal@ demonstraram que se A € uma 4dlgebra

quasi-inclinada, entao .Z, contém todos os modulos projetivos e 22,4 todos os injetivos.

3.2.1 Algumas propriedades das Fatias Completas

De acordo com a definicao apresentada no capitulo 1, um conjunto finito > de A-md6dulos

indecomponiveis forma uma fatia completa em mod A se
e é convexo em indA;
e asoma direta de seus moédulos resulta em um modulo sincero;

e intercepta exatamente uma vez cada 7 4-6rbita da componente de I'(mod A) que o

contém.

Como demonstrado, por exemplo, em [5](p. 85), o nimero de somandos diretos inde-
componiveis de X é igual ao posto do grupo de Grothendieck Ky(A) de A.

Destacamos no exemplo (1.8) que, dada uma &lgebra inclinada A, pode ndo haver so-
mente uma fatia completa em sua categoria de médulos. No entanto, cada uma delas esta

contida na intersecao £, N %4, como mostra o lema a seguir.

Teorema 3.2. Seja A uma dlgebra inclinada. Se > é uma fatia completa em mod A, entdo
YXCLiNR.

Demonstragdo: Seja Y. uma fatia completa em mod A. De acordo com o teorema (1.19)(b),
existem uma algebra hereditdiria H e um H-mddulo inclinante 7 tais que
Y. = ind (Homy(T, DH)). Vamos mostrar, inicialmente, que ¥ € %,4. Segundo o item (a) do
teorema (1.19), todo antecessor de X pertence a %/(T). O resultado é entao obtido, uma vez
que todo médulo em #(T) tem dimensao projetiva ndo excedendo 1 (observacao (1.9)).
Resta-nos mostrar que >~ € #,. Novamente através do item (a) do teorema (1.19),
podemos concluir que todo sucessor proprio de ¥ estd em 2'(T). Afirmamos que Z'(T) C
R4. De fato, dado M € Z'(T), o item (ii) da observacao (1.9) nos garante que todo A-

modulo projetivo pertence a %(7T). Como ndo existe morfismo nao nulo de Z(T) para
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%(T), obtemos que Homu(v,M,A) = 0. Portanto, diy M < 1, conforme o lema (1.4), fina-
lizando a demonstracdo da afirmacdo. Logo, todo sucessor proprio de X pertence a %4.
Por fim, considere X € ¥. Entdo, 7, X ¢ ¥, j4 que este intercepta cada 7 ,-6rbita uma tinica
vez. Neste caso, 7, X € Z'(T), donde di, X < 1, como anteriormente. Dessa forma, > C %,,
como desejado.

O

Lema 3.3. Sejam A uma dlgebra inclinada e Y uma fatia completa em mod A.

(a) Se ndo existem moédulos projetivos em %, entdo 7 4> é uma fatia completa em mod A.

(b) Se ndo existem médulos injetivos em ¥, entdo T, X é uma fatia completa em mod A.

Demonstragdo: Vamos demonstrar (a). Suponha que > ndo admite médulos projetivos.
Entao,
. @ M é sincero: seja P um A-m6dulo indecomponivel projetivo. Sendo EB M

MeT % MeTa%
sincero, existe 7, N € X satisfazendo Hom(B, 7, N) # 0. Considere 7, N, € X tal que

Homy(P,7,Ny)# 0 e todos seus antecessores proprios em X ndo admitem morfismo
ndo nulo com inicio em P (este m6dulo existe, pois X nao tem ciclos). Uma vez que

7, Ny ndo € projetivo, existe a sequéncia de Auslander-Reiten

0—>N0—>E1@"'@Et—>TATN0—>0.

Agora, como P — 7, N, ndo é um epimorfismo que cinde, hd um indice i, com 1 <
i <t, tal que Homy(P, E;) # 0. De acordo com a escolha de 7, Ny, E; ¢ X e, portanto,
T,E; €. Logo, E; € 75X, donde Homu(B,7,%) #0.

Também, 74X satisfaz a condigdo:

o (F2): seja Mo~ M, L~ii = M,

My, M, € 14%. Assuma, inicialmente, que nenhum f; se fatora através de um A-

fi—1 . .
M,; um caminho em ind A, com

modulo injetivo. Devido ao lema (1.5), para cada i € {1,---,t}, obtemos que

Homu(t,M;_1,7,M;)~ Homs(M,_,,M;) e, portanto, construimos o caminho
TiMy ——> T My —> -+ ——> T, M, ,

em que 7,M,,7,M; € X. Sendo X um conjunto convexo em ind A, para todo i,

temos que 7, M; € X, donde cada M; pertence a 7,
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Em seguida, vamos mostrar que, de fato, nenhum f; se fatora por um injetivo. Supo-
nha que este nao é o caso, e considere j o maior indice tal que existem morfismos
g:Mj—1Ieh:I— M, com I injetivo, satisfazendo f; = hg. Entdo, 7,M,; é
antecessor de 7, M, € X, como anteriormente. Em particular, 7, M, € £,. Agora,
como Homy(I,M;;,) # 0, segue do lema (1.4) que dp, 7, M;; > 1, 0 que ndo pode

ocorrer. Consequentemente, 74X é convexo em ind A.

e (F3): seja0 — L - M — N — 0 uma sequéncia de Auslander-Reiten tal que L, N €
T42. Em particular, 7, L,7, N € 2. Uma vez que 7,L ~ N € X, obtemos uma con-
tradicao, pois X intercepta uma tinica vez cada 7 4-6rbita da componente que o con-

tém. Logo, no méaximo L ou N pertence a T 4>..

e (F4): seja0— L—1,M ® U — 7L — 0 uma sequéncia de Auslander-Reiten, com
TaM € 74%. Suponha, inicialmente, que 7, L ndo é um mddulo injetivo. Como
existe um morfismo irredutivel 74M — 7, L, hd um morfismo 7, L — M, igualmente
irredutivel (corolério (1.7)). Entdo, devido ao teorema (1.2), temos a sequéncia de
Auslander-Reiten

0—7,L-M&V—-1,?L—0

para algum A-moédulo V. Sendo M € ¥ e X uma fatia completa em mod A, podemos
garantir que 7, L € ¥ ou TZZL € 2. No primeiro caso, L € 74X e, no segundo, 7, L€ %,

obtendo o resultado desejado.

Agora, suponha que 7, L é injetivo. De acordo com o teorema (1.21), X € uma secao
fiel, ja que forma uma fatia completa. Assim, uma vez que hd um morfismo 7, L —

M, segue do lema (1.17) que 7, L € ¥ e, portanto, L € T4

Definicao 3.2. Seja A uma dlgebra inclinada. Uma componentel” del'(mod A) é uma com-

ponente de conexdo se contém uma fatia completa em mod A.

Observacio 3.2. E possivel mostrar que o quiver de Auslander-Reiten de uma 4lgebra in-

clinada contém, no méximo, duas componentes de conexao.

Apresentamos no teorema a seguir condi¢des suficientes sobre uma &dlgebra A para

que existam moédulos Ext-projetivo em add %4 e Ext-injetivo em add £ .
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Teorema 3.4. (a) Seja A uma dlgebra inclinada tal que uma componente de conexdo de
I'(mod A) contém um mddulo projetivo. Entdo, hd um projetivo em Z, e, em parti-

cular, um Ext-projetivo em add R .

(b) Seja A uma dlgebra inclinada tal que uma componente de conexdo del (mod A) con-
tém um modulo injetivo. Entdo, hd um injetivo em £, e, em particular, um Ext-

injetivo em add £,.

Demonstragdo: Vamos demonstrar apenas o item (a). Sejal’ uma componente de conexao
de I'(mod A) que contém um modulo projetivo, e considere > C I' uma fatia completa em
mod A. Podemos assumir que X~ contém um projetivo P’. De fato, se este nao for o caso,
tome 742, que também forma uma fatia completa contida em I', conforme o lema (3.3). Se
ndo existir projetivo em 74X, basta prosseguir com este argumento por um ntmero finito
de vezes, ja que I' admite mé6dulo projetivo e cada uma das fatias completas construidas
intercepta todas as suas 7-0rbitas.

Além disso, pelo lema (3.2), X € #Z,. Em particular, P’ € %4, donde existe Ext-projetivo
em add R,. O

Tendo em vista o teorema acima, é natural perguntar-nos se uma algebra A que ad-
mite Ext-projetivo em add #, é inclinada. A seguir, mostramos que a resposta é positiva
quando supomos A quasi-inclinada conexa. Uma demonstragdo alternativa pode ser en-

contrada em [20].

Teorema 3.5. Seja A uma dlgebra quasi-inclinada.

(a) Se R, admite um A-modulo X Ext-projetivo em add R4, entdo existe uma fatia com-
pleta em mod A formada pelos médulos indecomponiveis Ext-projetivos em add R »

e, em particular, A é inclinada.

(b) Se %, admite um A-médulo X Ext-injetivo em add £, entdo existe uma fatia com-
pleta em mod A formada pelos médulos indecomponiveis Ext-injetivos em add £, e,

em particular, A éinclinada.

Demonstragdo: Vamos apenas demonstrar (a). Assuma que 2, contém um médulo X
tal que Ext}q(X »_) lada #,= 0. Considere Z a soma direta de uma cépia de cada A-médulo
Ext-projetivo em add % ,, indecomponivel. Em seguida, vamos mostrar que Z forma uma

fatia completa. Para isso, é necessario verificarmos as condicoes abaixo:
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(F1) Z é sincero.

(F2) Se X, Y € ind Anadd Z e existe um caminho X ~ M ~ Y, com M € ind A, entao
MeaddZ.

(F3) Se M é nao projetivo, entdo M ou TM nao pertence a add Z.

(F4) SeXeindA,YeaddZe f:X— Y éirredutivel, entdo X € add Z ou X nao € injetivo
et XeaddZ.

(F4)Sejam X, Y e f como descritos acima, e I a componente de ['(mod A) que contém
Y. De acordo com a proposic¢do (2.20), I'N %2, é uma sec¢do a direita em I'. Segundo o item
(d) da proposicao (2.22), se X ndo € injetivo, entdo 7, X €I'N%,, ou seja, 7, X € add Z. Por
outro lado, suponha que X é injetivo, em particular, X € #,4, devido a observagdo (3.1).
Sendo f um morfismo irredutivel, f ¢ um monomorfismo ou f é um epimorfismo. Ob-
serve que o primeiro caso nado ocorre, pois do contrério, f cindiria, j4 que X € injetivo.
A partir de um argumento semelhante, obtemos também que Y nao € projetivo. Entdo,
ha um morfismo irredutivel 7,Y — X e 7,Y ¢ Z4. Se X é projetivo, entdo X € add Z,
como desejado. Caso contrdrio, existe um morfismo irredutivel 74X — 7,Y e, portanto,
TaX¢ Ry, umavezque 7,Y ¢ R4. Logo, X€add Z.

(F3) Seja M nao projetivo e suponha que M, TM € add Z. Entao, Ext,(M,TM) =0,
pois M é Ext-projetivo em add #Z, e TM pertence a #,. Mas isso é uma contradicao e,

portanto, no maximo um desses médulos pertence a %4.

(F2) Para mostrarmos essa afirmacao, basta verificarmos que se Y€ add Z, X € Z, e
X ~ Y é um caminho, entdo X € add Z, pois X, YeaddZnindAe X ~ M ~ Y, com
MeindA,implicamem M € Z,,jaque Xe Z e Yeadd Z.

Considere X, Y e X ~ Y como acima. De acordo com o dual da proposicao (2.14), este

caminho pode ser refinado a um caminho

x=y Loy Lo Ty Sy ay,

de morfismos irredutiveis. Uma vez que X € %4, cada Y; pertence a 24, para0 < i < t.
Devido a condicao (F4), sendo f;_; irredutivel, obtemos que Y;_; € add Z, ou Y,_, é nao
injetivo e 7~ Y;_; € add Z. Este Gltimo nao pode acontecer, pois caso contrério, Y;_; & %,
o que é uma contradicdo. Logo, Y;_; € add Z. Novamente através do item (F4), podemos

concluir que Y; € add Z, paratodo 0 < i <t —2 e, em particular, X=Y, € add Z.
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(F1) Sendo Z um moédulo Ext-projetivo em add %4, seu transladado 742 deve per-
tencer a add %, \ Z4. Neste caso, para cada A-médulo injetivo I, obtemos que
Homy(I,742)=0, pois 2, contém todos os injetivos indecomponiveis. Portanto, dp, Z <
1 (devido ao lema (1.4)), o que nos garante que Z é inclinante parcial. Entdo, hd uma
sequéncia exata em mod A

00A—Z' —27"—0,

com Z” € add Z, tal que Z’ ® Z” é um médulo inclinante. E também possivel mostrar
que cada somando direto indecomponivel de Z’ é projetivo ou tem um morfismo nao
nulo para um somando indecomponivel de Z (para mais detalhes, veja [23]). Assim, todo
somando direto indecomponivel de Z’ que pertence a %, € Ext-projetivo em add 2 4, pois,
de acordo com o item (F2), a existéncia de um caminho M ~ N, com N € addZ e M €
R, implica em M € add Z. Em seguida, vamos mostrar que nenhum somando direto
indecomponivel de Z’ pertence a £, \ Z4. Suponha, por absurdo, que X € £, \ Z,4 é

somando de Z’.

e Se X nao é projetivo, entdo possui um morfismo nao nulo para um mddulo inde-
componivel em add Z. Como é valido o item (F4), tal morfismo deve se fatorar
através de 7,47, donde Hom(X,74Z) # 0 (veja, por exemplo, [5](p. 90)). Observe
ainda que Homy(X,7,Z) = Homu(X,7,Z), j4 que Homyu(I,7,Z) = 0. Logo,
07 DHom(X, TaZ) = DHomu(X, T4Z) ~ Ext,(Z, X), uma contradigao.

e Assuma que X é projetivo e Homs(X,Z)=0. Observe que Z’® 2" = P® 72", em que
P é a soma direta dos somandos projetivos de Z’ que nao estdo em %4 e Z"” é o
restante. Entao, P € add (£Ls\ Z4) e Z" € add Z. Também,

» End P Homy(Z2", P)
EndP®Z")~ ,

Homu,(RZ")  EndZ"

que corresponde a uma algebra conexa, pois Z’ @ Z” é inclinante. Uma vez que P ¢
add R ,, obtemos que Homy(Z"', P) = 0 e, portanto, Hom,(BZ"") # 0. Como feito
anteriormente, f € Homy(B Z") se fatora através de add tZ, ou seja, Homu (P, 12) #
0. Por fim, sendo Homyu(P,7Z) ~ Homu(P12Z) ~ Ext}a(Z, P), temos uma contradicao,

pois Z’ ®Z” é inclinante.

Dessa forma, Z’ @ Z” é um moédulo sincero que pertence a add Z, donde Z € sincero.
O
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Coroldrio 3.6. Se A é uma dlgebra quasi-inclinada estrita, entdo ndo existe médulo Ext-

projetivo em add R# 4, nem Ext-injetivo em add £ .

Observacao 3.3. Seja A uma élgebra quasi-inclinada estrita. Embora %, seja ndo vazio
(pois contém todos os A-médulos injetivos, conforme observacao feita acima), o conjunto

dos modulos Ext-projetivos em add %, € vazio.

Ainda como consequéncia do teorema (3.5), temos o seguinte resultado, que também

pode ser encontrado em [20] com uma demonstracao alternativa.
Corolario 3.7. Se A é uma dlgebra quasi-inclinada, sdo equivalentes:
(i) Existe um A-modulo Ext-projetivo em add R .
(ii) R4 contém um A-médulo projetivo.

Demonstragdo: (i) = (ii) Seja ¥ o conjunto dos A-médulos Ext-projetivos em add %4,
indecomponiveis. Entdo, devido ao teorema anterior, > forma uma fatia completa em
mod A. Suponha, por absurdo, que %4 ndo contém projetivos. Neste caso, 7, é também
uma fatia completa, conforme o lema (3.3). Além disso, 74> € Z4 \ 24, 0 que contradiz o
teorema (3.2). Consequentemente, existe projetivo em 92,.

(ii) = (i) E 6bvio. O

Dualmente, obtemos:
Corolério 3.8. Se A é uma dlgebra quasi-inclinada, sdo equivalentes:
(i) Existe um A-mddulo Ext-injetivo em add %£,.

(ii) £4 contém um A-médulo injetivo.

De acordo com o teorema e o coroldrio acima, se uma dlgebra quasi-inclinada admitir
um projetivo em 2,4, entao € inclinada. Além disso, a componente I" de I'(mod A) que
contém esse projetivo é de conexdo. Assim, podemos enunciar o seguinte resultado, que
caracteriza completamente as algebras quasi-inclinadas em relacdo a existéncia de Ext-
projetivos na parte direita de suas categorias de médulos (ou, dualmente, Ext-injetivos na

parte esquerda).

Teorema 3.9. Para uma dlgebra A quasi-inclinada, sdo equivalentes:
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(i) Existe um A-médulo Ext-projetivo em add R, (resp. Ext-injetivo em add £,).
(i) A éinclinada e existe médulo projetivo (resp. injetivo) em uma componente de conexdao.

Demonstragdo: (i) = (ii) Segue do teorema (3.5) e do corolario (3.7).
(i) = (i) Segue diretamente do teorema (3.4). O

Com base na discussdo acima, podemos claramente enunciar para as dlgebras incli-
nadas o seguinte resultado:

Coroléario 3.10. Seja A uma dlgebra de artin.

(a) A éinclinada tal que existe um modulo projetivo em uma componente de conexdo’
del'(mod A) se, e somente se, existe uma fatia completa em mod A, > C T', formada

pelos modulos indecomponiveis Ext-projetivos em add R 4.

(b) A éinclinada tal que existe um moédulo injetivo em uma componente de conexdol de
I'(mod A) se, e somente se, existe uma fatia completa em mod A, > CT', formada pelos

médulos indecomponiveis Ext-injetivos em add £,.

Demonstragdo: Segue dos teoremas anterior e (3.5). |

3.2.2 Consequéncias e outros resultados

Dada uma élgebra A arbitrdria, uma componente I de ['(mod A) é dita:
(i) regular se nao contém maodulos projetivos e injetivos;

(ii) p6s-projetiva se € aciclica e, para cada médulo indecomponivel em I', existem ¢ > 0

e um vértice a do quiver ordinério de A tais que M = 17! P(a);

(iii) pré-injetiva se € aciclica e, para cada médulo indecomponivel em I', existem £ >0 e

um vértice a do quiver ordindrio de A tais que M = v/ (a).

A partir desses conceitos, estabelecemos as seguintes definicoes:
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Definicao 3.3. Um A-mddulo indecomponivel é regular (ou pés-projetivo, ou pré-injetivo)
se pertence a uma componente regular (pos-projetiva, pré-injetiva, respectivamente) de
I'(mod A), e um A-modulo é regular (ou pos-projetivo, ou pré-injetivo) se corresponde a
uma soma direta de A-modulos indecomponiveis regulares (pos-projetivos, pré-injetivos,

respectivamente).

Exemplo 3.1. Seja A a dlgebra de caminhos associada ao quiver
1=—/—2=—"3,

com todas as relagoes possiveis. Entdo, as componentes pos-projetiva, regular e pré-injetiva
del'(mod A) correspondem, respectivamente, a

2 222
/11\ 1111
/ \ 22 / 2222
Lo 111 11111
2222 22
111\ / 1
222 \ 33
o 2\ /222
3 /
22
3333 33
222\ / 2
333 \
g T 3.

Considere H uma dlgebra hereditdria, T um H-mo6dulo inclinante e A = End Ty. Recor-
damos do capitulo 1 que o conjunto dos A-médulos da forma Homy(T,I), com I um H-
modulo injetivo, define uma fatia completa em mod A. A componente de conexdo de
I'(mod A) que a contém é chamada de componente de conexdo determinada por T, e de-

notada por Cr.

Proposicao 3.11. Sejam H uma dlgebra hereditdria de tipo de representagdo infinito, Ty

inclinante, A = End Ty e C; a componente de conexdo de I'(mod A) determinada por T.
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Entdo,

(a) Cr contém um modulo projetivo se, e somente se, T tem um somando direto pré-

injetivo.

(b) Cr contém um médulo injetivo se, e somente se, T tem um somando direto pos-

projetivo.

Demonstragdo: A demonstracao pode ser encontrada em [8](p. 326 e 327). O

Definicao 3.4. Uma dlgebra A é concealed se existe um H-modulo T inclinante e pos-

projetivo, com H hereditdria de tipo de representagdo infinito, tal que A = End Ty.

Observacao 3.4. (i) Sendo H uma algebra hereditaria de tipo de representacao infinito,
é possivel mostrar que uma algebra A é da forma End Ty, para algum Ty inclinante

pos-projetivo se, e somente se, A~ End T}, para algum T}, inclinante pré-injetivo.

(ii) Ainda em relacdo a uma dalgebra concealed, pode-se mostrar que seu quiver de
Auslander-Reiten admite duas componentes de conexao, a saber, a pos-projetiva e

a pré-injetiva, e reciprocamente (para mais detalhes, veja paginas 332 e 333 de [8]).

(iii) Se Ty é inclinante e regular, obtemos que A = End Ty nao é concealed e, portanto,
Cr é atinica componente de conexdo em I'(/mod A). A partir da proposicdo anterior,

pode-se concluir que Cr é regular. A reciproca também é obtida.

(iv) Com a hipétese adicional de H ser selvagem, é possivel mostrar que Cr corresponde
a LyNAR,. (veja paginas 46 e 47 de [20]).

Proposicao 3.12. Seja A uma dlgebra concealed. Entdo, existem modulos Ext-projetivo em
add R, e Ext-injetivo em add £ .

Demonstragdo: Como observado anteriormente, sendo A concealed, existe um moédulo
inclinante e pré-injetivo T sobre uma &lgebra hereditdria H de tipo de representacdo in-
finito tal que A ~ End Ty. Segue da proposicao (3.11) que C7 contém um médulo projetivo
e, portanto, a existéncia de um Ext-projetivo em add 2, é assegurada pelo teorema (3.9).
Também, existe um H-moédulo 77 inclinante e pés-projetivo tal que A = End Ty,. Podemos,

entdo, concluir de maneira andloga a anterior que existe médulo Ext-injetivo em add £,.00
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O teorema a seguir estabelece uma condicdo necessdria e suficiente sobre o H-mé6dulo
inclinante T (H hereditéria de tipo de representacao infinito) para que a dlgebra inclinada

A= End Ty admita mo6dulos Ext-projetivos em add %, ou Ext-injetivos em add £,.

Teorema 3.13. Sejam H uma dlgebra hereditdria de tipo de representagdo infinito, Ty incli-
nante e A= End Ty. Entdo, Ty é regular se, e somente se, ndo existem modulos Ext-projetivo

em add R 4 e Ext-injetivo em add £,.

Demonstragdo: Seja T um H-moédulo regular. Devido a observacao (3.4), Cr é a tnica
componente de conexdo de I'(mod A) e, além disso, é regular. Entdo, nao existe médulo
projetivo, nem injetivo em Cy. O resultado entdo segue pelo teorema (3.9).
Reciprocamente, assuma que ndo existem modulos Ext-projetivo em add %4 e Ext-
injetivo em add £,. Suponha que Ty nao € regular, entdo C; contém um modulo pro-
jetivo ou um injetivo, segundo o item (iii) da observacao acima. Assim, o teorema (3.9)
nos garante que, no primeiro caso, existe médulo Ext-projetivo em add %, e, no segundo,
existe Ext-injetivo em add £,, o que é uma contradicao. Consequentemente, Ty é regular,

como desejado. O

3.3 Algebras Laura Estritas

Nesta secao, com base no artigo [6], apresentamos alguns resultados que nos permitem
descrever o quiver de Auslander-Reiten de uma algebra laura estrita A. Em resumo, I'(mod A)
consiste de uma componente nao semirregular, fiel e quasi-dirigida, e de componentes
de um produto direto de dlgebras inclinadas. A partir desses resultados, analisamos a
existéncia de A-modulos Ext-injetivos em add £, (ou, dualmente, Ext-projetivos em add % ).
Recordamos que uma subcategoria 6 de ind A é cofinita se no mdximo um namero

finito de A-mdédulos indecomponiveis ndo pertence a 6.

Definicdo 3.5. Uma dlgebra A é laura se a unido £, U R, é cofinita em ind A.

Exemplo 3.2. (a) Toda dlgebra quasi-inclinada é laura. Uma demonstrag¢do para essa

afirmagdo pode ser encontrada em [18](p. 5).
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(b) Seja A a K-dlgebra de caminhos associada ao quiver

/3\
= 2<— A=

com todas as possiveis relagoes. Entdo, o quiver de Auslander-Reiten de A consiste:

1 5

(i) das componente pos-projetiva e familia de tubos homogéneos correspondentes

a dlgebra de Kronecker dada pelo subquiver pleno que contém os vértices 1 e 2;

(i) das componentes pré-injetiva e familia de tubos homogéneos correspondentes a

dlgebra de Kronecker dada pelo subquiver pleno que contém os vértices 4 e 5;

(iii) da seguinte componente ndo semirregular:

NN SN\
NSNS
NN,

onde sao identificadas as duas copias de Ss.

As componentes descritas em (i) estdo contidas em £, pois ndo contém injetivos e ndo
hd morfismos ndo nulos de médulos em (ii) ou (iii) para médulos em (i). Analogamente, as
componentes descritas em (ii) estdo contidas em R ,. Também pertencem a £, os modulos
que antecedem S, e, a R4, os modulos que sucedem S,. Dessa forma, apenas um niimero

finito de modulos ndo pertence a unido £, U R, e, portanto, A é laura.

Definicao 3.6. Uma dlgebra laura que ndao é quasi-inclinada é dita laura estrita.

Na sequéncia, sdo discutidos alguns resultados que nos permitem descrever o quiver

de Auslander-Reiten de uma élgebra laura estrita.

Proposicao 3.14. Seja A uma dlgebra laura estrita. Entdo, I'(mod A) admite uma com-
ponente ndao semirregular quasi-dirigida. Em particular, tal componente tem apenas um

niimero finito de T 4-0rbitas.
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Demonstragdo: Pode ser encontrada no lema (3.4) e na proposicao (3.5) de [6]. O

Sejam A uma &lgebra laura estrita de tipo de representac¢do infinito e I' uma compo-
nente nao semirregular, quasi-dirigida e fiel do quiver de Auslander-Reiten de A, cuja
existéncia é garantida pela proposicao (3.14). De acordo com o teorema (2.1) de [11](p.
233), I' é infinita. Entdo, ao menos uma de suas partes estdveis, a esquerda ou a
direita, é infinita. Ao longo dessa se¢do, sempre que necessdrio, vamos assumir que ;" é
infinita. Destacamos que (I" possui somente um ntmero finito de componentes conexas
contendo mais de um ponto, uma vez que I' contém somente um nimero finito de 7,4-
6rbitas (digamos, s componentes com mais de um ponto). Em virtude de [22](2.5) e da
proposicdo (3.14), tais componentes ndo admitem ciclos e, portanto, podemos tomar,

paracadaie€{l,---,s}, uma subsecao maximal, ;3. Nessas condi¢oes:

Definicdao 3.7. (a) -A;=End @ P..

Pi—;x

(b) Adlgebra final a esquerda de A é dada por A = A1 X -+ X o As.

Para cada indice i € {1,---,s}, a secdo ;X definida acima é uma fatia completa em

mod A; e, em particular, ., A; 6 uma dlgebra inclinada. E o que nos mostra o lema abaixo.
Lema3.15. (a) Paracadai, »A; éinclinada, tendo ;> como fatia completa.

(b) Se B P’ sdo A-médulos projetivos e indecomponiveis tais que Homs(PP') #0 e P’ é

um «A;-moédulo projetivo, entdo P é também um ,,A;-modulo projetivo.

Demonstragdo: (a) De acordo com o teorema (1.20), para concluirmos que ,A; é uma
algebra inclinada, basta mostrarmos que ;X é uma secao fiel tal que Hom_,,(U, 7 4, V)=

0, para todos U,V € ;%. Seja M = @U . Entdo, M é um ,A;-moédulo sincero, ja que
Ue;X
Hom _4,(P(j), M) # 0, para cada j no suporte de um dos médulos em ;3. Além disso, como

observamos acima, M é dirigido. Uma vez que todo médulo dirigido e sincero é fiel (para
mais detalhes, veja [8](p. 364)), M é um ,,A;-mddulo fiel.

Devido a proposicao (3.14), I' é estandar generalizada e, portanto, Hom_a,(U, T _a, V)=
0, para todos U, V € ;%, o que finaliza a demonstracao.

(b) Como pudemos verificar no item (a), M é um ,A;-médulo fiel. Neste caso,
existe um monomorfismo ,A; — M), para algum m > 0. Sendo P’ um ,,A;-md6dulo inde-

componivel projetivo, hd também um monomorfismo P’ — M(". Agora, como
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Homy(P, P’) # 0, existe um morfismo ndo nulo P — M e, portanto, P tem estrutura de

~A;-modulo. Além disso, P é projetivo também como »A;-mddulo. O

Lema3.16. (a) SeP < ind A é projetivo e ndo é um , A-modulo, entdoP<T.
(b) Sel < indA éinjetivo e ndo é um A, -modulo, entdo I €T.

Demonstragdo: (a)Seja P nas condi¢oes dispostas no enunciado. Uma vez que A é conexa,
dado P’ = P, € ind A projetivo com estrutura de ,,A-mddulo, existe P, € ind A projetivo tal
que Homy(Py, P) # 0 ou Homy(P,, Py)) # 0. Novamente, existe P, € ind A projetivo satis-
fazendo Homy(Py, P;) # 0 ou Homy(P;, P)) # 0. Dessa forma, construimos uma sequéncia

de A-moédulos projetivos indecomponiveis
P'=hR,--,P,=P

em que Homy(P;_1, P;) # 0 ou Homy(P;, P,_;) # 0, para cada i € {1,---t}. Vamos assumir,
sem perda de generalidade, que P; ndo é ,,A-mddulo projetivo, para todo i > 0. Entdo, de-
vido ao item (b) do lema acima, ndo é possivel que Hom,(P;, P’) # 0, pois caso contrario, P,
seria ,,A-modulo projetivo. Assim, necessariamente, Hom,(P’, P;) # 0. Neste caso, hd um
indice j tal que Homa(;Z, P;) # 0, uma vez que ;X é uma fatia completa em mod A; e P,
ndo tem estrutura de ,, A-médulo. Segue entdo de [6](4.1) que P, €T". Em relacdo ao proje-
tivo P, se Homy(P;, P,) # 0, entao P, €T, conforme [6](4.1). Suponha que Hom (P, P,) # 0.
Observe que P, €T, pois se ndo fosse esse o caso, P; seria um 5,A-moddulo, ja que o mor-
fismo P, — P, poderia se fatorar através de ;> U---U (X. Ao prosseguir com esse processo,

concluimos que P €I’, como desejado. O

O resultado a seguir nos fornece uma descricdo completa do quiver de Auslander-
Reiten de uma élgebra laura estrita. Como mencionado no inicio dessa se¢ao, suas com-
ponentes ou sao componentes de um produto de dlgebras inclinadas, a saber A e A, ou

corresponde a uma componente nao semirregular.

Teorema 3.17. Seja A uma dlgebra laura que ndo é quasi-inclinada. Entdo, I'(mod A) ad-
mite uma unica componente ndo semirregular, que é quasi-dirigida e fiel. Além disso, sel”’
é uma componente del’(mod A) distinta del’, entdol” é semirregular e satisfaz exatamente

uma das condigoes listadas abaixo:

(i) T é uma componente del’(mod »A) tal que Hom,(I",T)#0 el” C Ly \ Za.
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(i) T” é uma componente del (mod Ay,) tal que Homu(I',T") £0 el” C R\ La.

Demonstragdo: Veja, por exemplo, [6](p. 18). O

Observe que, nas condicoes do teorema acima, I'(mod A) é semelhante ao quiver de
Auslander-Reiten de uma algebra inclinada, ja que toda componente semirregular é com-
ponente de uma dlgebra inclinada, e a inica componente ndo semirregular faz o papel de

componente de conexao.

Corolério 3.18. Seja A uma dlgebra laura estrita. Entdo,
(a) Sel éum A-médulo injetivo indecomponivel que ndo pertence a Z4, entdoI €T'.
(b) Se P éum A-méddulo projetivo indecomponivel que néo pertence a £, entdo P

Demonstrag¢do: Vamos demonstrar apenas (b). Seja P ¢ #,4, e suponha que P ¢ I'. Neste
caso, P pertence a uma componente 7 de I'(mod A) distinta de I'. De acordo com o teo-
rema (3.17), I é uma componente de ['(mod Ay) e, portanto, P é um A,-moédulo. No
entanto, segundo o lema (3.16), P tem estrutura de ,,A-médulo, dando origem a uma con-

tradicdo. Logo, P deve pertenceral. O

Uma vez discutidos os conceitos e resultados acima, podemos retornar ao objetivo
principal dessa se¢do, que é analisar a existéncia de mo6dulos Ext-projetivos na parte
direita da categoria de médulos de uma 4lgebra laura estrita (ou, dualmente, Ext-injetivos
na parte esquerda). Inicialmente, vamos mostrar que caso exista um modulo Ext-projetivo
em add Z#,, este necessariamente ird pertencer a inica componente nao semirregular do

quiver de Auslander-Reiten de A.

Proposicao 3.19. Seja A uma dlgebra laura estrita. Se M é um modulo Ext-projetivo em

add R, entdo M €T, em quel é a tinica componente ndo semirregular del' (mod A).

Demonstragdo: Considere M um médulo Ext-projetivo em add 2,4, e suponha que M ¢
I'. De acordo com o teorema (3.17), M pertence a uma componente semirregular I’ de

I'(mod A), que satisfaz uma das condicoes abaixo:
(@) T"<T'(mod xA) el C Ly \ R4.

(ii)) I"<T'(modAx) e’ C R\ L.
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Como M € Z,4, a primeira possibilidade esta excluida e, portanto, I" < I'(mod A).
Observe que, devido ao lema (3.16), M nao é projetivo. Neste caso, T4M # 0 e, como
IV C R4\ £4, podemos concluir que 74 M € %4, contradizendo a hipétese de que M é Ext-

projetivo em add Z,. Logo, M €. O

Proposicao 3.20. Seja A uma dlgebra laura estrita. Entdo, existe um modulo Ext-projeti-

vo em add A% ,.

Demonstragdo: Sejam A uma algebra laura estrita e I a inica componente ndo semirre-
gular do quiver de Auslander-Reiten de A. Suponha, por absurdo, que nao existe em I"
um modulo Ext-projetivo em add % ,. Entao, para cada M € ' N %4, obtemos que T4 M €
R . Dessa forma, podemos concluir que cada médulo em I'N 22, € estdvel a esquerda, e
ndo é periddico, pois I'N 2%, € dirigido (lema (2.4)). Considere o passeio em I' de menor
comprimento de um projetivo P para um médulo M € 'N%,4. A minimalidade nos garante
que todo modulo nesse passeio € estavel a esquerda e, portanto, hd um caminho T3 M ~ P,
para algum s > 0. Uma vez que T5M € %4 e %, € fechada para sucessores, segue que
P e R4, 0 que é uma contradicgao.

Consequentemente, hd sempre um Ext-projetivo em add % ,. O

Dualmente, é possivel concluir que existe um médulo Ext-injetivo em add £,, sempre
que A corresponder a uma algebra laura estrita.

Sendo o conjunto dos mddulos Ext-projetivos em add %, e &4 ndo vazios,
a proposicdo (2.20) nos garante que %, e &, formam uma secao a direita e uma sec¢ao

a esquerda em T, respectivamente. E o que nos diz o teorema abaixo.

Teorema 3.21. Sejam A uma dlgebra laura estrita el a tinica componente ndo semirregular

del'(mod A). Entdo, P, (resp. £4) é uma se¢do a direita (resp. a esquerda) emT.

Exemplo 3.3. Embora %, seja uma segao a direita em ', ndo é necessariamente uma se¢ao.
Considere, por exemplo, a dlgebra apresentada no item (b) de (3.2). Entdo, 4 = {S,4, P} e,

portanto, 2, ndo intercepta todas as T o-orbitas del .
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3.4 Algebras fracamente shod

Definicao 3.8. Uma dlgebra A é fracamente shod se existe no € NU {0} tal que o compri-
mento de todo caminho em ind A de um injetivo para um projetivo, com cada morfismo
ndo isomorfismo, ndo ultrapassa ny. Se A é fracamente shod e ndo é quasi-inclinada, entdo

A é chamada fracamente shod estrita.

Observacdo 3.5. Sendo A uma éalgebra fracamente shod, todo caminho em ind A de um
modulo injetivo para um projetivo pode ser refinado a um caminho de morfismos irre-
dutiveis. De fato, seja I ~ P um caminho em ind A, com I injetivo e P projetivo. Entao,
nenhum morfismo nesse caminho pertence a rad™(mod A), pois caso contrario, existiriam
infinitos m6dulos sucessores de I e antecessores de P, devido ao lema (1.24), donde segue

o resultado.

Exemplo 3.4. (i) Seja A a dlgebra apresentada no exemplo (3.2). Entdo, A néao é fraca-
mente shod, pois podemos construir um caminho de comprimento tdo grande quanto
quisermos do injetivo I, para o projetivo P,, uma vez que hd um ciclo sob o médulo

simples Ss.

Em [19], Coelho e Lanzilotta mostraram a seguinte equivaléncia para algebras fraca-
mente shod:

Teorema 3.22. Seja A uma dlgebra. Sdo equivalentes:
(a) A éfracamente shod.

(b) () ZL21UR, écofinito em ind A.

(i) nenhuma componente del(mod A) ndo semirregular admite ciclos.

|

Com base neste teorema, podemos concluir que uma élgebra A fracamente shod es-
trita € também laura estrita. Entao, seu quiver de Auslander-Reiten contém uma compo-
nente nao semirregular, quasi-dirigida e fiel, I', e as demais, semirregulares, sdo compo-
nentes do quiver de Auslander-Reiten das dlgebras inclinadas ,,A e A,. O teorema acima

também nos garante que I' ndo admite ciclos, sendo portanto dirigida.
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Nessas condicdes, a proposicao (3.20) nos assegura a existéncia de médulos Ext-proje-
tivos em add % 4 e Ext-injetivos em add £,. Além disso, podemos afirmar diretamente que

tais m6dulos pertencem al.
Teorema 3.23. Seja A uma dlgebra fracamente shod estrita.

(i) Existe médulo Ext-projetivo em add R, e, além disso, este pertence a tinica compo-

nente ndo semirregular, fiel e dirigida de1'(mod A).

(ii) Existe modulo Ext-injetivo em add £, e, além disso, este pertence a tinica compo-

nente ndo semirregular, fiel e dirigida de1(mod A).
O
Assim como nas dlgebras laura estritas, os mdédulos Ext-projetivos na parte direita
(resp. Ext-injetivos na parte esquerda) da categoria de médulos sobre uma 4dlgebra A fra-

camente shod estrita formam uma secao a direita (resp. a esquerda) na inica componente

pip-limitada de I'(mod A), que pode ndo ser uma secao:

Exemplo 3.5. Seja A a dlgebra de caminhos associada ao quiver

a ﬂ Y 01
1=——2 3 4 5=—6
ap 52

com as relagoes a;3 =y6; =0, parai = 1,2. Entdo, o quiver de Auslander-Reiten de A é

constituido:

(i) pela componente pos-projetiva e tubos homogéneos referentes a dlgebra de Kronecker

dada pelo subquiver pleno formado pelos vértices 1 e 2;

(ii) pela componente pré-injetiva e tubos homogéneos referentes a dlgebra de Kronecker

dada pelo subquiver pleno formado pelos vértices 5 e 6;

(iii) pela componentel’
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Observe que # 4 consiste dos médulos descritos em (ii) e dos sucessores em I de Ms. En-
tao, os modulos indecomponiveis Ext-projetivos em R, sao My, M,, M3, M, e Ms. Dessa

forma, 2, ndo é uma segdo, uma vez que ndao intercepta a v ,-orbita que contém I.



Capitulo 4

Um estudo das Algebras Suportadas

Com base nos artigos [4] e [7], dedicamos este capitulo a um estudo das dlgebras supor-
tadas. Aqui, salvo indicacao contréria, ¢ corresponde a uma subcategoria plena de ¥y,
fechada para antecessores, e & ao conjunto formado pelos A-mé6dulos indecomponiveis
Ext-injetivos em add 6. Também, F representa a soma direta dos A-mddulos projetivos e

indecomponiveis que nao pertencema 6, e T o A-médulo E@ F.

4.1 Algebras Suporte

Definicao 4.1. A dlgebra suporte A(6') de 6 é a dlgebra de endomorfismos da soma direta

de todos os A-modulos projetivos indecomponiveis que pertencem a G .
Observe que A(6') é uma subcategoria plena de A, fechada para sucessores e, portanto,
A(6) 0
4= ( §\4 | B ) ’
com B uma algebra e M um B-A(%)-bimddulo. Entdo, a proposi¢do (2.5) nos garante que
Lr C L)
A seguir, listamos algumas propriedades satisfeitas pelos A-moédulos E e T.
Lema4.1. (a) E éumA-modulo inclinante parcial e convexo.
(b) E éum A(6)-mddulo inclinante parcial e convexo. Em particular, |8| < rk Ko(A(6)).
(¢) E éumA(6)-modulo coinclinante parcial.
(d) T éinclinante parcial.

75
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(e) T éumA-modulo inclinante se, e somente se, |&| corresponde ao niimero de projetivos

em 6 ou se, e somente se, E é um A(6)-mddulo inclinante.

(f) SeT éum A-mddulo inclinante, entdo o par de tor¢do associado (7 (T), F(T)) é dado
por Z(T)=add(6\ &) eT(T)=add(ind A\ (6 \&)).

Demonstragdo: (a) A condicdo dp E < 1 é obtida devido ao fato de que E pertence a
add %,. Sendo E Ext-injetivo em add 6, temos que Ext}a(_, E)|aaa ¢ = 0. Em particular,
Ext\(E, E)=0.

A convexidade de E segue do coroldrio (2.15).

(b) O A-médulo E tem estrutura de A(¢)-moédulo, pois ¢ € %4 € L4 devido a
proposicdo (2.5). Também, como feito na demonstracdao dessa mesma proposicao, € pos-
sivel concluir que dp, ) E < 1. Por fim, sendo todo A(¢')-m6dulo um A-mddulo, obtemos

que Ext}“(%)(E ,E)=0, e a convexidade de E enquanto A(%)-modulo.

(c) Sendo E um A(%)-moédulo inclinante parcial, basta mostrarmos que dis) E < 1.
Seja E’ € &, entdo 7, E' ¢ 6. Neste caso, TZ(%)E’ ¢ 6, ja que é isomorfo a um submoédulo
de 7, E’. Em particular, HomA(cg)(T/}%)E’,A(%)) = 0 e, portanto, dis) E < 1, segundo o
lema (1.4).

(d) De acordo com o item (a), dp, E <1 e, portanto, dp,T <1, umavez que dp, F =0.
Novamente pelo item (a), Extz(E , E)=0. Além disso, sendo F um A-mdédulo projetivo,
Ext),(F, _)|moa 4 =0. Entéo,

Ext)(T, T)=Ext,(E® F,E® F) = Ext,(E, E)® Ext,(E, F) ® Ext,,(F, E)® Ext,(F, F)
= Ext\(E, F)

Mas Ext\(E,F) ~ DHomy(F,ToE) = 0, pois T,E € add ¢ e F ¢ add €. Com isso,

Ext,(T, T)=0 e, portanto, T é inclinante parcial.

(e) Segundo o item (d), T é inclinante parcial. Entdao, como observamos no capitulo 3,
T é inclinante se, e somente se, | T| = rk Ky(A), que corresponde ao nimero de A-mé6dulos
projetivos indecomponiveis. Neste caso, T é inclinante se, e somente se, |&| é igual ao

nimero de médulos projetivos em 6.
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(f) Sendo T um A-moédulo inclinante, T define em mod A um par de torcao
(7(T),Z(T)), em que T(T)= Gen T e #(T) = Cogen 7, T. Vamos mostrar, inicialmente,
que Z(T) = add (¢ \ &). Para isso, considere M € Z(T), indecomponivel. Entao, existe
um monomorfismo M — 7,T¢, para algum d > 0. Como F é um A-médulo projetivo,
obtemos que 7,T¢ = 7,E? e, portanto, M € 6, pois E € add 6. Suponha M € &, entdo o
caminho

M — 7,E% ~» E°

e a convexidade de & em ind A nos garantem que 7, E? € &, uma contradi¢cdo com o item
(b) do lema (2.10). Logo, M € 6 \ §.

Por outro lado, seja M € ¢ \ & tal que M ¢ Z(T). Entdao, Homyu(T, M) # 0, donde
existe um somando indecomponivel E’ de E satisfazendo Hom,(E’, M) # 0, uma vez que
Homs(F,M) = 0. Como M € 6, segue da proposicao (2.14) que M € &, o que é uma
contradicao. Portanto, 6 \ & C .7 (7).

Por fim, vamos mostrar que add (ind A\ (¢ \ &) € Z(T), ja que a inclusdo
T(T)C add (ind A\ (€6 \ &)) é garantida pelo resultado que obtivemos acima. Considere,
inicialmente, X € &. Neste caso, Ext,(T,X) = Ext,(E,X) ® Ext,(F,X) = 0 (pois F é pro-
jetivo e E € add 6), donde X € 7(T). Agora, seja X ¢ 6 tal que X ¢ 7(T). Entao, em
particular, Extil(T, X) #0. Como Ext}q(T, X) ~ DHomyu(X,74T), ha um morfismo nio nulo
de X para 74T = 74E e, portanto, X € 6, o que é uma contradicdao. Consequentemente,
T(T)=add(ind A\ (6 \ &)). O

Como destacado acima, E é um A(%)-médulo coinclinante parcial. Agora, se A(6)
é uma dalgebra conexa, entdao E é um A(%)-médulo coinclinante, como mostra o lema a

seguir.
Lema 4.2. Se A(¢) é uma dlgebra conexa, entdo E é um A(6')-mddulo coinclinante.
Demonstragdo: Assuma que A(%6) é conexa. De acordo com o lema anterior, E é um A(%)-

modulo coinclinante parcial. Entdo, com o auxilio do lema (1.12), podemos concluir que

existe uma sequéncia exata
0— E4—X— DA(6)—0 (4.1)

em mod A(%6) tal que E @ X é um A(%)-mo6dulo coinclinante. A fim de verificarmos que E
é coinclinante, vamos mostrar que todo somando direto indecomponivel de X é também
um somando direto de E. Para isso, seja Y somando de X, indecomponivel. Segundo

[23], Y é um A(%6)-mddulo injetivo ou Homy)(E, Y) # 0. Suponha, inicialmente, que esta
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dltima condicdo ocorre, e que Y ¢ 4. Considere o morfismo nédo nulo f; : E/ — Y, com
E’ € &. Observe que f; ndo é um monomorfismo que cinde, pois caso contrério, E' ~ Y,
o que é uma contradicao. Assim, f; se fatora através do morfismo minimal quase cindido
a esquerda g, : E’ — M e, portanto, existe um somando indecomponivel M’ = M| de M
satisfazendo Homy4)(M7,Y) # 0. Sendo g, minimal, o morfismo g, : E’ — M/, em que
7 : M — M corresponde a proje¢do canonica, € ndo nulo (ver [11] p. 6 e 7). Neste caso,
segundo a proposicao (2.14), se M’1 € 6, entao M’1 € &. Considere, agora, o morfismo nao
nulo f; : M] — Y. Como anteriormente, f> ndo € um monomorfismo que cinde, donde
se fatora através do morfismo minimal quase cindido a esquerda g, : M7 — M,. Entao,
Homy)(M,, Y) # 0, para algum somando indecomponivel M/, de M». Sendo 7, : My — M)
a proje¢do canodnica, o morfismo 7, g, : M; — M. é ndo nulo. Logo, se M, € ¢, entdo

M; € &. Com isso, construimos o caminho
E — M; — M;

em &. Ao prosseguir com esse processo, como |&| é finito, para algum indice iy, 0 médulo
M encontrado deverd coincidir com algum M; anterior, dando origem a um ciclo de
morfismos irredutiveis em &, o que contradiz (2.10)(e). Assim, algum M’ ndo pertence a
6 e, portanto, podemos assumir sem perda de generalidade que M’ ¢ 6. Entao, M’ nao
é um A(%6)-moédulo projetivo, donde Homia)(T acyM’, E’) # 0, ja que existe um morfismo
irredutivel entre E’ e M. Como E’ € ¢, obtemos que 7 44)M’ € €. Observe que T4 M’ €

&, pois caso contrario, teriamos que T, T ax)M’ € € C L4 C ZLas) €, portanto,
TaTae)M' > Ty TaceyM =~ M/,

o que contradiz a hipdtese de que M’ ¢ €. Assim, HomA(%g(T;(l(g)E ,Y) # 0, pois
Homy4)(M’,Y)#0.

Uma vez que dis) E < 1, a observagdo (1.4) nos garante que HomA(%?)(TZ(Eg)E, Y) ~
DExti‘((g)(Y, E), nos permitindo concluir que Extz((g)(Y, E) # 0, o que é uma contradicao,
pois X® E é coinclinante. Logo, Y € 6. Novamente através da proposicao (2.14), obtemos
que Y€é&.

Tendo em vista o resultado obtido acima, podemos reescrever a sequéncia em (4.1) da
forma

0—Ey—E ®J]— DA(¢)—0,

com add (E,® E;) = add E e ] um A(%)-moédulo injetivo tal que Homia)(E,J) = 0. Em
seguida, vamos mostrar que J = 0. Suponha que este nao é o caso. Sendo A(%6) conexa e

E & ] coinclinante, a dlgebra de endomorfismos End«)(E® J) é conexa, donde existe um
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somando indecomponivel J’ de J satisfazendo Homa4)(J', E) # 0 ou Homu)(E, J’) # 0.
Este ultimo nao ocorre, ja que Homyy)(E, J) = 0. Entdo, devemos ter Homy)(J/, E) # 0.
Desde que E € ¢, J' € 6. Além disso, J' ¢ & e, portanto, 7, € € € L4 € Lacs), isto é,
T;(l%) J’ ~ 7, J’. No entanto, TAT(l%) =0, um absurdo, pois 0 médulo nulo nao é indecom-

ponivel. Consequentemente, E é coinclinante. O

Teorema 4.3. Seja B uma componente conexa de A(6) tal que §N mod B # @. Entdo, B é

uma dlgebra inclinada e tem como fatia completa &N mod B.

Demonstragdo: Apenas por simplicidade, vamos assumir que A(6) é conexa. Como todo
modulo pertencente a 6 tem estrutura de A(¢’)-mé6dulo, obtemos que & = mod A(6)Né&.
A fim de concluirmos que & define uma fatia completa em mod A(6), vamos mostrar que

E= @ U é um A(%6)-moédulo inclinante e convexo.

Ueé
A convexidade de E é garantida pela proposicdo (2.14). Segundo o lema anterior, E é

um A(%)-médulo coinclinante, em particular, |§| = rk Ko(A). Uma vez que E é também
um A(%)-modulo inclinante parcial, podemos concluir que E é inclinante, como dese-
jado. O

Em virtude desse teorema, se a dlgebra A(6¢) é conexa e & # 0, entdo & forma uma
fatia completa em mod A(%) e, portanto, |&| deve corresponder ao posto do grupo de
Grothendieck Ky(A(%)) de A(6).

4.2 Algebras Suportadas

Enquanto buscavam descricdes para as classes .Z e %, Assem, Coelho e Trepode (em [7])
consideraram &lgebras com a propriedade de que as subcategorias plenas add £ de suas
categorias de modulos fossem contravariantemente finitas, que chamaram de suportadas

a esquerda. Posteriomente, em [2], Assem prop0s a seguinte defini¢cdo:

Definicao 4.2. Seja 6 uma subcategoria plena de ind A fechada para antecessores. Uma

dlgebra A é dita 6 -suportada se add 6 = Cogen E, em que E = @U.
Ueé
Ainda em [2], foi demonstrado que A é ¢ -suportada se, e somente se, add 6 é con-

travariantemente finita em mod A, garantindo que as defini¢oes de .£,-suportada e su-
portada a esquerda sdo equivalentes. Consideracoes duais podem ser feitas para dlgebras
suportadas a direita. Ao longo desse texto, admitimos a defini¢do de Assem para dlgebras

suportadas a esquerda e a direita.
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4.2.1 Subcategorias contravariantemente finitas

O conceito de subcategoria contravariantemente finita (dualmente, covariantemente fini-
ta) de uma categoria foi introduzido por Auslander e Smal@ em [12]. Embora a ideia tenha
diversas aplicac¢oes, verificar se uma subcategoria tem uma dessas propriedades pode ndo
ser simples. Em [17], Carlson e Happel apresentaram condicdes necessarias (porém nao
suficientes) para garantir que uma dada subcategoria é contravariantemente finita, que

serdo também enunciadas abaixo.
Definicao 4.3. Sejam 6 e 9 subcategorias aditivas de mod A.

(a) € é contravariantemente finita em 9 se, para todo D € 9, existem Cp € 6 e um
morfismo fp : Cp — D tais que, se f : C' — D é um morfismo, com C’' € 6, entdo hd

g : C' — Cp fazendo com que o diagrama

CDi>D

BN

C’
comute.

(b) €6 écovariantemente finitaem % se, para todo D € 9, existem Cp € 6 e um morfismo
fp: D — Cp tais que, se f : D — C’, com C’' € 6, entdo hd g : Cp — C’ fazendo com
que o diagrama

p--cp
| A
C’

comute.

Exemplo 4.1. (i) Sejam A uma dlgebra e 7 uma classe de tor¢ao em mod A. Como ob-
servamos no capitulo 1, cada A-médulo M admite um tinico submédulo t M, com
tM € 7. Dessa forma, dados um médulo L€ T e um morfismo f : L— M, ao tomar-

mos f : L— tM, com f(x)= f(x), para x € L, obtemos que o diagrama

tM——> M

W

L
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comuta e, portanto, 7 é uma subcategoria de mod A contravariantemente finita.

Dualmente, podemos concluir que a classe livre de tor¢ao 7 em mod A é covariante-

mente finita.

(ii) Em [24], Smal@ demonstrou que se (7,7 ) é um par de tor¢do em mod A, entdo F
é contravariantemente finita em mod A se, e somente se, é da forma Cogen N, para
algum A-modulo N. Assim, podemos afirmar que as classes livres de tor¢cdo asso-
ciadas a um A-mddulo T inclinante sdo subcategorias contravariantemente finitas

em mod A.

Teorema 4.4. Sejam 6 uma subcategoria de mod A contravariantemente finita e M um
A-médulo indecomponivel que ndo pertence a 6. Suponha que f : X — M é uma 6 -
aproximagdao minimal ndo nula. Entdo, existe um somando direto indecomponivel U de

X tal que hd um morfismo irredutivel g : U -V, com V¢ 6 .

Demonstragdo: Sejam X = X, ®---®X,, com X; indecomponivel, e o; : X; — E; o morfismo

g, - 0
minimal quase cindido a esquerda com inicio em X;. Considere o = 0O . 0
0 cee Oy

X —Y,emque Y =E &-@®E,;. Suponha, por absurdo, que Y € ¢. Observe que, para
cadai € {l,---,t}, fi : X; = M nao é um monomorfismo que cinde, pois caso contrério,
X; e M seriam isomorfos, ja que M é indecomponivel. Neste caso, existe um morfismo
0;: E; — M tal que 0;,0; = f;. Agora, como f =(f;--f;) é uma % -aproximacdoe Y € €6,
h4 um morfismo 7: Y — X satisfazendo f7=60,com 8 =(6,---0,). Definau=710:X— X,
entdo fu=fro=0o0=f.

Sendo A uma dlgebra de artin, as cadeias
OCKeruCKeru>?C--- e Imu2Imuy?2---Imu"2---

de submoédulos de X sdo estaciondrias e, portanto, existe um indice n > 0 tal que Im u" =
Im u*ti, e Ker uy* = Ker u"t/, para todo j > 0. Note também que
Keru"nImu™ = {0}. De fato, suponha que este ndo é o caso. Entdo, existe x € Ker u"Nim u"
nao nulo, donde u”*(x) =0 e u”*(y) = x, para algum y € X. Dessa forma, u?*(y) =0, ou
seja, y € Ker u?>" = Ker u", nos permitindo concluir que x = 0, contradi¢cdo que finaliza a
demonstracdo da afirmacao feita. Logo, X = Ker u" @ Im u" e, em particular, Im u" € 6.
Umavez que fu = f, pode-se obter facilmente que fu”" = f e, portanto, f se fatora através
de Im u". Sua minimalidade entdo nos garante que X = Im u", donde u”" é um isomor-
fismo. Como consequéncia, obtemos que (u”*)~!o(u”*!o 1) é o morfismo inverso a es-

querda de o, o que nao pode ocorrer, ja que o ndo € um monomorfismo que cinde. Assim,
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Y ¢ 6 e g é uma restricdo de o a um dos somandos indecomponiveis de X. O

E consequéncia imediata desse resultado que uma subcategoria de ind A que
corresponde a unido de componentes regulares do quiver de Auslander-Reiten de A nao é

contravariantemente finita.

A seguir, apresentamos uma condi¢do necessdria e suficiente sobre o A-mdédulo T para

que a algebra A seja 6 -suportada.

Lema 4.5. Uma dlgebra A é 6 -suportada se, e somente se, T = E® F é um A-moédulo incli-

nante.

Demonstragdo: (=) Suponha que A é 6 -suportada, entdo add 6 = Cogen E. Uma vez
que % é fechada para antecessores, claramente, 6 é também fechada para extensoes.
Neste caso, devido ao teorema (A.6) de [13], os nimeros de classes de isomorfismo de
Ext-injetivos e Ext-projetivos indecomponiveis em Cogen E coincidem. De acordo com
o lema (2.6), os Ext-projetivos em add 6 indecomponiveis correspondem aos projetivos
pertencentes a 6. Dessa forma, o numero de somandos indecomponiveis de E € igual ao
numero de classes de isomorfismo de projetivos em % e, portanto, |T| = rk Ky(A). Como

T é sempre inclinante parcial ((4.1)(c)), obtemos o resultado.

(«<) Assuma que T é um A-médulo inclinante. Entdo, T define o par de torcao
(7(T),Z(T))em mod A, em que Z(T)=add (6 \ &) e T(T)=add(ind A\ (€6 \ &)). Como
observamos em (4.1), Z(T) é contravariantemente finita em mod A. Dessa forma, add € é
também contravariantemente finita em mod A. De fato, seja M um A-modulo arbitrério.
Sendo .7 (T) contravariantemente finita, existem um A-moédulo Ny, € Z(T) e um mor-
fismo f: Ny, — M tais que, para todo morfismo g: L — M,com L€ Z(T),hd h: L — Ny
fazendo o seguinte diagrama

Ny 1M

RN

L

comutar. Sejam {gi,-, g4} um conjunto de geradores do End, E-mé6dulo Hom,(E, M), e
[f g -+ 8a]l: Ny ® E? — M. Considere L € 6 = ind Z(T)U & e um morfismo g : L — M.
Se L € ind Z(T), existe h : L — Ny, tal que fh = g, como fora observado. Neste caso,

tomando [h 0 --- 0]?, obtemos que [f g, -+ gq][h 0 --- 0]’ = g. Por outro lado, se L € &,
d

entdo g = (Zgia,- oj,em que cada a; € Endy E e j: L — E é a inclusdao canodnica.
i=1
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Assim, ao tomarmos h=[0a;j - azj]' : L— Ny & E%, o diagrama

Ny, @ E4 [f &1 - gal M

x%

L

comuta, o que poe fim a demonstracdo da afirmacao feita. Logo, A é ¢ -suportada. O

As classes de algebras apresentadas nos capitulos anteriores sdo, em sua maioria,
exemplos de dlgebras suportadas a esquerda ou a direita. As exce¢des sao aquelas que ndo
admitem Ext-injetivos na parte esquerda de suas categorias de médulos ou Ext-projetivos

na parte direita, como observamos abaixo:

(i) Toda é&lgebra de tipo de representacao finito é % -suportada, com % subcatego-
ria plena de ind A fechada para antecessores. De fato, considere A uma dalgebra
com a propriedade acima. Tendo em vista o lema anterior, € suficiente mostramos
que T é um A-moédulo inclinante. Seja M um somando direto indecomponivel de
E. De acordo com o coroldrio (2.16), M nao é periédico e, portanto, estd na 7,4-
6rbita de um mdédulo projetivo e de um injetivo, ja que A é de tipo de represen-
tacdo finito. Uma vez que a 7,-6rbita de cada projetivo em € claramente admite
um modulo Ext-injetivo em add 6, podemos concluir que o nimero de somandos
indecomponiveis de E corresponde ao nimero de médulos projetivos em % . Logo,

|T| = rk Ky(A), nos garantindo que T é inclinante.

O mesmo pode ser feito para o caso em que % € fechada para sucessores.
(i)) Seja A uma élgebra inclinada.

e Suponha que existe um A-moédulo injetivo em uma componente de conexao
de I'(mod A). Devido ao corolério (3.10), o conjunto dos mddulos Ext-injeti-
vos em add ¥, forma uma fatia completa em mod A e, portanto, P &, é in-
clinante. Novamente através do lema acima, concluimos que A é suportada a

esquerda.

e Se ndo existe A-médulo injetivo em uma componente de conexao de
I'(mod A), entdo também nao existem mddulos Ext-injetivos em add %, e, por-
tanto, A nao é suportada a esquerda. Dessa forma, nem toda dlgebra inclinada

é suportada a esquerda.
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De maneira andloga, podemos concluir que toda algebra inclinada que admite um
modulo projetivo em uma das componentes de conexao de seu quiver de Auslander-

Reiten é suportada a direita.

Nada se pode afirmar no caso em que 6 é uma subcategoria plena de mod A fechada

para antecessores (ou sucessores) distinta de £, (ou Z,).

(iii) As algebras quasi-inclinadas estritas também sdo exemplos de dlgebras que nao
sdo suportadas a esquerda, nem a direita, uma vez que nao admitem moédulos Ext-

injetivos em add £, nem Ext-projetivos em add % 4, segundo o coroldrio (3.6).

(iv) Nasecao seguinte, mostramos que toda dlgebra laura estrita é suportada a esquerda
e a direita (veja o teorema (4.10)). Consequentemente, as dlgebras fracamente shod

estritas sao suportadas a esquerda e a direita.

Em [4], Assem, Cappa, Platzeck e Trepode apresentaram véarias equivaléncias para as
algebras suportadas a esquerda (e, dualmente, a direita) que, em [2], foram generalizadas
para uma subcategoria ¢ de £, fechada para antecessores (resp., subca- tegoria de %4
fechada para sucessores). Para que possamos demonstrar algumas dessas equivaléncias,

serdo necessdrias a proposicao e defini¢oes seguintes:

Definicao 4.4. Para um A-médulo N, Sup (_, N)={M € mod A|Hom4(M, N) # 0}.

Proposicao 4.6. Seja M um A-médulo tal que Homu(t~M,M) = 0. Entdo, Sup (_,M) é
fechada para antecessores se, e somente se, add Sup (_, M) = Cogen M. Além disso, neste

caso, M é Ext-injetivo em add Sup (_, M).

Demonstragdo: Dado um A-médulo M satisfazendo a condi¢do Homy(t~M,M) = 0,
suponha que add Sup (_, M) é fechada para antecessores. Uma vez que Cogen M C
Sup(_, M), basta verificarmos que Sup(_, M) € Cogen M. Sejam X € Sup(_,M)e{f1,---, fa}
h
um conjunto de geradores do End, X-m6dulo Homyu(X, M). O morfismo f = :
fa
X — M? é injetor. De fato, assuma que este nao é o caso, entdo V = Ker f # 0. Podemos
construir a sequéncia exata
0-V—-X—-U—0,
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em que U corresponde ao conticleo do morfismo inclusao i : V— X. Neste caso, obtemos

a também sequéncia exata
0— Hom(U, M) — Homu(X, M)— Homyu(V,M)— Extj‘(U, M).

Além disso, Ext,(U, M) = 0, pois Homs(t~M, M) = 0 e existe um monomorfismo de U
para M. Como Sup (_, M) é fechada para antecessores e X € Sup (_, M), temos que V €

Sup(_, M) e, portanto, hd um morfismo ndo nulo / : V— M. Sendo Homy(i, M) sobrejetor,
d

existe ' : X — M tal que h = h’i. Também, existe u = [u;---uy] tal que h’ = Zuifi-
i=1
Assim, h=h’i = u fi =0, o que é uma contradicao. Logo, f é um monomorfismo, donde

X € Cogen M.

Inversamente, suponha que add Sup (_,M) = Cogen M. Sejam X € Sup(_,M)e Y =
Y; —» Y,_; — - — ¥y = X um caminho. Por meio de inducao sobre o indice i, com0<i <t,
vamos mostrar que cada Y; pertence a Sup (_,M). Se i =0, entdo Yy = X € Sup (_,M).
Assuma que, para i < t, Y; € Sup (_, M). Como Sup (_, M)= Cogen M, existem d; >0 e um
monomorfismo Y; — M% . Neste caso, a composicao Y;;; — Y; —» M% é um morfismo nao
nulo e, portanto, Y;,; € Sup (_, M).

Consequentemente, Y € Sup (_, M), donde podemos concluir que Sup (_, M) é fecha-

da para antecessores. O

Definicao 4.5. Seja A uma dlgebra de artin.

(a) UmA-médulo M é quase dirigido se ndo existem dois somandos indecomponiveis M’
eM"” de M, e um caminho M’ ~ t,M" em ind A.

(b) Um A-médulo L é quase codirigido se ndo existem dois somandos indecomponiveis

L'el” deL, eum caminhot L ~ L" emindA.

Definicao 4.6. Seja 6 C .£4. A subcategoria plena de ind A que consiste dos modulos X tais

que existem E' € & e um caminho X ~ E’ em ind A é denotada por Pred E.

Teorema 4.7. Sejam A uma dlgebra de artin, 6 uma subcategoria plena de £, fechada

para antecessores. Entdo, sdo equivalentes:
(a) A é6-suportada.

(b) 6 =Sup(_,E).
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(¢c) 6 =PredE.
(d) Existe um A-médulo L quase codirigido tal que ¢ = Sup (_, L).
(e) Existe um A-mddulo L tal que Homy(t~L,L)=0e %6 = Sup(_, L).
(f) E éum A(6)-modulo sincero.

(g) &Nmod B # 0, para toda componente conexa B de A(6).

(h) E éum A(6)-mddulo coinclinante.

(i) E é um A(6)-modulo inclinante.

Demonstragdo: (a) = (b)Sendo A 6 -suportada, temos que add 6 = Cogen E, por definicao.
Claramente, Cogen E C add Sup (_, E). Agora, como E € add 6, com %6 fechada para ante-
cessores, podemos concluir que add Sup(_, E) C add 6 . Neste caso, add 6 = add Sup(_, E).

(b)= (c) Suponha que ¢ = Sup (_, E). Obviamente, 6 C Pred E. Por outro lado, como

E € ¢, obtemos que todo antecessor de E pertence a 6 e, portanto, Pred E C 6.

(b)= (d) Suponha que 6 = Sup (_, E). Basta verificarmos que E é quase codirigido.
Sejam M; e M; somandos de E, e T~M; ~ M; um caminho. Como ¢ ¢ fechada para
antecessores e M; € ¢, obtemos que 7~ M; € ¢, 0 que ndo pode ocorrer, ja que M; € Ext-

injetivo em add 6. Logo, E é quase codirigido.
(d)= (e) E 6bvio.

(e)=(b) Seja L um A-m6dulo com as propriedades descritas em (e). De acordo com
a proposicao (4.6), add 6 = Cogen L e L é Ext-injetivo em add 6. Neste caso, L € add E e,
portanto, Sup (_, L) S Sup(_, E).

Por outro lado, seja X € Sup (_, E), entdo X € 6 = Sup(_, L), pois E € 6 e 6 é fechada
para antecessores.

Consequentemente, ¢ = Sup (_, E).

(b) = (f) Observe, inicialmente, que cada A(%)-mdédulo projetivo indecomponivel
pertence a 6. Agora, sendo 6 = Sup (_, E), todo A(¢)-mdbdulo projetivo indecomponivel

P satisfaz Hom (P, E) # 0 e, portanto, E € um A(% )-moédulo sincero.
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(c)=>(g)e(f)=(g) Sejam B uma componente conexa de A(6¢') e P um A(6¢')-m6dulo
indecomponivel projetivo. Como observado anteriormente, P € 6. Entdo, se vale (c),
existem E’ € & e um caminho P — E’, e se vale (f), existe E’ € & tal que hd um morfismo

ndo nulo P — E’. Em ambos os casos, obtemos que E’ € mod A(6¢’), como desejado.

As implicacoes (g) = (h) e (h)= (i) podem ser encontradas na demonstracao do lema
(4.2).

(i) = (a) Suponha que E é um A(%¢)-mddulo inclinante, entdo |&| = rk Ko(A(%6)), que
corresponde ao nimero de A-modulos projetivos que pertencem a 6. O resultado entdo
segue do item (d) do lema (4.1) e de (4.5). O

Corolério 4.8. Uma dlgebra A é 6 -suportada se, e somente se, todo morfismo f : L — M,
comLe 6 eM¢ 6, sefatora através de add E.

Demonstragdo: (=) Seja f : L— M um morfismo em modA,comLe ¢ eM¢&6.SeLeé&,
entdo ndo ha nada a demonstrar. Vamos supor que L € 6 \ &. Sendo A €6 -suportada, o
lema (4.5) nos garante que T = E @ F é inclinante. Neste caso, T define um par de tor¢ao
(7(T),Z(T))em mod A, dado por 7 (T) = add (ind A\(€\&)) e F(T)=add (€6 \&). Como
M ¢ 6, obtemos que M € 7(T).

Considere {g;, -+, g4} um conjunto de geradores do End T-md6dulo Hom(T, M), e o
morfismo g = [g;-+-g4] : T¢ — M. Em seguida, vamos mostrar que g € sobrejetor. Uma
vez que M € 7(T) = Gen T, existem um inteiro positivo m e um epimorfismo f: 7™ —
M. Assim, hd um morfismo h : T™ — T4 tal que gh = f. Sendo f sobrejetor, podemos
concluir que g é também sobrejetor, finalizando a demonstragdo da afirmacao.

A g . , .
Dessa forma, a sequéncia 0 Ker g Td M 0 é exata. Além disso,

Ker g € 7(T). Ao aplicarmos o funtor Hom,(L,_) na sequéncia acima, obtemos
0— Homa(L, T*) — Hom(L, M) — Ext, (L, Ker g)

que é também uma sequéncia exata. Mas Ext,(L, Ker g) ~ DHomy(Ker g,7,L) = 0, pois
Ker g € 7(T) e t4L € Z(T). Neste caso, Homy(L, g) é sobrejetor e, portanto, f se fatora
através de add T. Como Hom(L, F)=0, f se fatora por add E.

(<) Uma vez que a inclusao Cogen E C add 6 é sempre obtida, basta verificarmos
que add 6 € Cogen E. Sejam L € 6 e f : L — I sua envolvente injetiva. Se I € 6, entdo
I é Ext-injetivo em add 6, donde I € Cogen E. Caso contrério, f se fatora por add E,
ou seja, existem X € add E e morfismos g : L —» X, h: X — [ tais que f = hg. Sendo
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f um monomorfismo, obtemos que g é um monomorfismo e, portanto, L € Cogen E.
Consequentemente, A é 6 -suportada.
O

4.2.2 Relacao entre dlgebras Laura Estritas e Suportadas a Esquerdae a
Direita

Dedicamos essa breve secao a demonstracao de que toda dlgebra laura estrita é tanto su-

portada a esquerda quanto a direita.

Lema 4.9. Sejam A uma dlgebra laura estrita, I’ a componente de I'(mod A) ndo semirre-
gular e %,---, ¢X as subsegoes descritas na definicdo (3.7). Entdo, o nuimero de 7T 5-0rbitas
emI'N%, corresponde a soma entre|,X|+---+|s2| e 0 niimero de classes de isomorfismo de

projetivosem1'N.%Zy.

Demonstracdo: Vamos mostrar, inicialmente, que o nimero de 7 4-6rbitas em I'N.%Z4 que
nao contém projetivos € menor ou igual a |, X[+ -+|s2|. Seja O(X) uma 7 4-6rbitaem I'N.Zy
que ndo contém projetivo. Entdo, X € estdvel a esquerda e, além disso, nao é periddico,
pois I'N %, é dirigido, devido ao lema (2.4)(b). Neste caso, a T4-6rbita de X em I'N %,
tem intersecao nao trivial (ou seja, de mais de um ponto) com uma componente conexa
de (T, ja que existe somente um numero finito de A-mddulos projetivos. Portanto, a cada
T 4-Orbita de I' N %, pode-se associar uma 74-6rbita de uma componente conexa infinita
de,I.

Por outro lado, seja X €17, com I” uma componente conexa de ,[', infinita. Em seguida,
vamos mostrar que se a 7 4-6rbita de X ndo tem intersecao com .Z,, entdo X é periddico.
Para isso, suponha que X ndo é periédico. Por hipétese, para cada ¢ > 0, existe um ante-
cessor 7-Y; de 74X tal que dp 47~ Y; > 1. De acordo com o lema (1.4), Homu(I;, Y;) # 0,
para algum injetivo I,. Uma vez que o numero de A-modulos injetivos € finito, hd um in-
jetivo I tal que existe um caminho [ ~» Tfi{ X, paratodo /; € A, em que A é um subconjunto
infinito de NU {0}.

Considere um passeio de um moédulo Y € %, para um moédulo da forma 73X, com
s >0, digamos

Y=Y%-Y =Y, =1!X

Observe que algum Y; ndo é estdvel a esquerda, pois caso contrdrio, seria possivel

construir um caminho 73X ~ Y, com v > 0 e, portanto, 74X € £, contradizendo a
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hipotese. Tome j o maior indice tal que Y; ndo € estavel a esquerda, entdo cada modulo
do passeio
X

— u
Vi == Y, =

é estavel a esquerda e ndo é periodico, donde podemos construir um caminho 75X ~» V44,
para algum k > 0. Agora, como Y; ndo € estdvel a esquerda, existe 6 > 0 satisfazendo
78 Y; ~ P, em que P é um A-modulo projetivo. Assim, hd também um caminho 7/}’ X ~» P,
com m > 0. Sendo A infinito, podemos encontrar infinitos indices ¢;, € A tais que ¢;, > m.

. . . 0 .
Para cada um desses, o médulo indecomponivel 7,° X pertence ao caminho
[~ T"X~ P

o que contradiz o teorema (2.4) de [6], j4 que A é laura. Com isso, estd finalizada a de-
monstracao da afirmacao feita.

Dessa forma, se X é estavel a esquerda e nao é periddico, entdo X define uma 7 4-6rbita
em 'N.Z,. Como ndo existem ciclos em I, obtemos que |, X|+:--+|;X| é menor ou igual ao
numero de T 4-6rbitas em I'N.%4 que ndo contém mddulo projetivo. Consequentemente,
a soma do nimero de classes de isomorfismo de projetivosem I'N.%, e [y X|+---+|X| €

igual ao nimero de 7 4-6rbitas em I'N.%,, como desejado. O

Teorema 4.10. Seja A uma dlgebra laura estrita. Entdo, A é suportada a esquerda e a

direita.

Demonstragdo: Assuma que A é uma algebra laura estrita. Vamos demonstrar apenas que
A é suportada a esquerda, ja que o restante pode ser obtido de maneira dual. Conforme
o lema (4.5), basta mostrarmos que T é um A-mddulo inclinante. Agora, devido ao item
(c) do lema (4.1), T é sempre inclinante parcial, restando-nos apenas verificar que |T| =
rk Ky(A).

Seja I' a componente de I'(mod A) nao semirregular, quasi-dirigida e fiel, entdo
&4 CT. De fato, dado M € (8,),, temos que M € ¥4, e existem um injetivo I e um caminho
I~ M em ind A. Neste caso, I € %, e, portanto, I €T, segundo o corolério (3.18). Além
disso, de acordo com a proposi¢ao (2.14), o caminho obtido pode ser refinado a um ca-
minho de morfismos irredutiveis, donde M €I'. Agora, se M € (&4),, entdo ha um proje-
tivo P ndo pertencente a .Z, e um caminho seccional P ~ 7, M. Novamente, através do
lema (3.18), concluimos que P €1 e, consequentemente, M € I', finalizando a demons-
tracdo da afirmacdo. Logo, 'N &4 = &4 e, em particular, ' N &4 # @. Segue entao do teo-

rema (2.18) que o numero de T4-6rbitas de I' N %, corresponde a |§4|. Dessa forma, é
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suficiente mostrarmos que os niimeros de classes de isomorfismo de projetivos em £, e
de 7 4-6rbitas de I'N.%4 coincidem. Segundo o lema (4.9), como A é laura estrita, o nimero
de 7 4-6rbitas de 'N.Z, € igual a soma entre o nimero de classes de isomorfismo de pro-
jetivosem I'N. %, e [y 2| +---+|X|, em que 1%, -+, ;3 sdo as subse¢des da definicao (3.7).
Devido ao lema (3.15), 1~ U---U (X define uma fatia completa em mod A e, portanto,
L2+ +1s2| = rk Ko(«A), que por sua vez corresponde ao nimero de classes de isomor-
fismo de ,A-mddulos projetivos indecomponiveis. Por fim, observe que todo ,,A-mé6dulo
projetivo indecomponivel estd em %, e ndo estd em I, e, reciprocamente, todo A-médulo
projetivo em %, que ndo pertence al é ,,A-md6dulo projetivo indecomponivel.
Consequentemente, o nimero de 7 4-6rbitas de 'N.%, € igual ao namero de classes de

isomorfismo de médulos projetivos em %4, e o resultado segue. O

A reciproca do teorema acima € claramente falsa, sendo as dlgebras hereditarias de
tipo de representacao finito contra-exemplos. Até o momento, nenhuma condicao foi
estabelecida sobre as dlgebras suportadas a esquerda e a direita para que sejam laura es-

tritas.
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