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Resumo

Apresentamos um método de regiao de confianca para resolver problemas de otimizacao
irrestrita sem o uso de derivadas da funcao objetivo. Em cada iteracao minimizamos
um modelo quadratico da fungdo em uma regiao, em torno do ponto corrente, em que
confiamos no modelo. Tal modelo é construido por meio de interpolacao polinomial, nao
usando assim as derivadas da fungao. Provamos que modelos de interpolagao polinomial,
sob certas condicoes, sao boas aproximagoes para a fungao a otimizar, o que nos permite
mostrar a convergéncia global para o Algoritmo. No final do texto, apresentamos alguns

testes computacionais.

Palavras-chave: Regiao de Confianca, Otimizacao Sem Derivadas.
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Abstract

We present a derivative-free trust region method for solving unconstrained optimization
problems. In each iteration we minimize a quadratic model function in a region around
the current point, in which we trust the model. We utilize polynomial interpolation mo-
dels. We prove that polynomial interpolation models, under certain conditions, are good
approximations for the function to be optimized. Then we can show global convergence

to the algorithm and present some computational tests.

Keywords: Trust-Region, Derivative-Free Optimization.
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Introducao

Neste trabalho concentramos nossa atencao no problema de minimizar uma funcao f
definida em R™. Nosso objetivo é estudar, do ponto de vista tedrico e computacional, um
método de regiao de confianca que nao faca uso de derivadas da funcao. Entre os diversos
algoritmos para solucionar tal problema os mais usuais fazem uso de derivadas. Podemos
citar o método do Gradiente ou de Cauchy, que serd 1til no contexto deste trabalho; o
método de Newton, que usa informacoes de primeira e segunda ordem da funcao e os
métodos Quase-Newton. Maiores informagoes podem ser encontradas em [10, 14, 19].

Embora métodos com derivadas tenham 6timo desempenho, algumas vezes encontrar
a derivada de uma func¢ao é muito trabalhoso ou computacionalmente inviavel, em outras
tal calculo é impossivel uma vez que nem sempre possuimos a expressao analitica de f.
Porém, mesmo sem conhecer as derivadas, algumas vezes é desejavel realizar a otimizacao.
Sao nesses casos que precisamos utilizar métodos sem derivadas, mesmo conscientes de
que o desempenho pratico de tais métodos dificilmente supera o de um bom algoritmo
baseado em derivadas, especialmente no que tange ao tempo computacional e nimero de
avaliagoes de fungao [15].

Conn, Scheinberg e Vicente em [5] consideram a otimizagao sem derivadas uma area
aberta e desafiadora muito importante na ciéncia da computagao e engenharia, com um
enorme potencial pratico. A fonte de sua importancia é a necessidade cada vez maior em
resolver problemas de otimizacao definidos por fungoes cujas derivadas estao indisponiveis
ou disponiveis a um custo proibitivo. O aumento da complexidade em modelagem ma-
tematica, a maior sofisticacao da computacgao cientifica, e uma abundancia de cédigos
relacionados sao algumas das razoes pelas quais a otimizacao sem derivadas é atualmente
uma area de grande interesse.

Em [12], Lopes, Diniz-Ehrhardt e Pedroso fizeram uma revisao dos métodos sem deri-
vadas para resolver o problema de otimizacao irrestrita. Em [7], Diniz-Ehrhardt, Martinez
e Pedroso apresentaram um método para problemas de programagao nao linear com res-
trigoes simples.

Alguns exemplos onde a otimizacdo sem derivadas pode ser usada na pratica sao
citados em [5]. Entre eles, a otimizagao dos parametros de algoritmos e anélise automética
de erros, geometria de circuitos, geometria molecular, entre outros.

Apesar de grande utilidade, a otimizacao sem derivadas apresenta algumas limitacoes,



talvez uma das principais seja o fato de que geralmente nao é razoavel tentar otimizar
problemas com muitas varidveis. Além disso, mesmo em problemas relativamente simples
e bem condicionados, geralmente nao ¢é realista esperar solugoes exatas.

Entre os métodos existentes na literatura para resolver o problema considerado, nosso
enfoque reside nos métodos de regido de confianga [2]. De modo geral, tais métodos uti-
lizam um modelo quadratico da fungao objetivo, visando estabelecer uma reducao deste
modelo num conjunto fechado em que confiamos neste, por isso o nome Regiao de Con-
fianca. Em geral o modelo quadratico é construido por aproximagcao por Taylor, utilizando
assim as derivadas. Nosso objetivo neste trabalho é discutir uma abordagem que nao uti-
lize derivadas para construir os modelos, através da interpolacao polinomial. No entanto,
precisamos que nossos modelos tenham comportamento local semelhante ao dos modelos
construidos com derivadas, por isso mostramos resultados que garantem que modelos por
interpolagao polinomial sao boas aproximagoes para a funcao que queremos otimizar e,
com isso, conseguimos mostrar resultados semelhantes aos obtido pelos métodos de regiao
de confianca com derivadas.

Em [5], Conn, Scheinberg e Vicente trazem, como apéndice, uma relagdo de softwa-
res para otimizacao sem derivadas, inclusive alguns referentes ao método de regiao de
confianca baseado em interpolacao polinomial, entre eles os softwares CONDOR, DFO,
WEDGE, UOBYQA e NEWUOA. E ainda o BOOSTERS e o ORBIT que sao baseados
em interpolacao com funcgoes radiais. Neste trabalho implementamos em Matlab o método
estudado e apresentamos alguns testes computacionais mas nao temos qualquer pretensao
em compara-lo numericamente com estes softwares profissionais disponiveis na literatura.

Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma. No Capitulo 1 apresentamos o
método de regiao de confianca no sentido classico, com aproximacgoes por Taylor. No
Capitulo 2, mostramos as modificagoes necessarias para o método sem derivadas, o respec-
tivo algoritmo e alguns resultados tedricos referentes a convergéncia global. No Capitulo
3 construimos modelos baseados em interpolagao polinomial e mostramos que estes sa-
tisfazem as hipdteses para a convergéncia global, além de apresentar algoritmos para
construir tais modelos. Os Capitulos 2 e 3 sao baseados essencialmente nos trabalhos de
Conn, Scheinberg e Vicente [3, 4, 5]. Por fim, no Capitulo 4 trazemos testes computacio-
nais para calibrar os parametros do algoritmo proposto. Para tanto, usamos a biblioteca
de problemas de Moré, Garbow e Hillstrom [13]. Nossas conclusoes sdo apresentadas no

Capitulo final.



Capitulo 1

O Método de Regiao de Confianca

O método de regiao de confianca define um modelo da fungao objetivo e uma regiao em
torno do ponto corrente na qual confiamos no modelo. Calculamos entao um minimizador
aproximado do modelo na regiao de confianca. Caso este ponto forneca uma reducao
razoavel no valor da fungao objetivo, ele é aceito e repetimos o processo. Caso contrario,
pode ser que o modelo nao represente adequadamente a fungao. Neste caso, o ponto é
recusado, e reduzimos o tamanho da regiao para encontrar um novo minimizador.

Neste capitulo vamos estudar o método de regiao de confianca no sentido classico, com
uso de derivadas, para problemas irrestritos. Apresentaremos um algoritmo e mostraremos
resultados de convergéncia, ainda usando derivadas, conforme pode ser visto em [2, 14,
19].

Seja o problema irrestrito

minimizar f(x)
r e R,

onde f : R™ — R é de classe C*.
Dado um ponto x; € R", consideramos o modelo quadratico my : R” — R de f em

torno de z, dado por:
my(x) = f(ay) + Vfae)" (@ = xp) + %(90 — ) By(w — ap), (1.1)

onde By € R™"™ é uma matriz simétrica, podendo ser uma aproximacao da hessiana
V2 f(x1) ou qualquer outra matriz simétrica que satisfaga || By|| < ks, para alguma cons-
tante k;, > 0, independente de k.

O modelo definido acima aproxima bem a fun¢ao f numa vizinhanga de x;. Podemos

portanto considerar uma regiao de raio Ay > 0, em que confiamos no modelo
{z e R" | ||lx — x| < Ag}. (1.2)

Para facilitar a notacao, denotaremos a funcao e o gradiente no ponto corrente como



fr = f(zx), g = Vf(xx) e p =2 — z. Podemos entao reescrever (1.1) como

1
mp(ze +p) = fu + 90+ §pTka,

e a regiao (1.2) pode ser reescrita como
{peR" | pl < Ak}

Notemos que Vmy(xy) coincide com V f(xy).

O préximo passo é encontrar uma solucao aproximada py € R™ para o subproblema

. . . 1
minimizar my(xp+p) = fi+ g,;rp + §PTka (1.3)

sujeito a Ipll < Ay

O ponto xj + pr minimiza o modelo quadrético (1.1) na regiao (1.2). Esperamos,
portanto, que este ponto proporcione uma reducao na funcao objetivo que seja no minimo
uma fragao da reducao do modelo. Para formalizar este conceito definimos a reducao pre-
dita, produzida pelo passo py, como pred = my(xy) —my(zr+pi) e a reducao verdadeira

como ared = fr — f(xr + px) e, entdo, para pred # 0, calculamos a razao

ared

Pk (1.4)

B pred’
O passo p;. serd aceito quando a razao pg for maior que uma constante n > 0 dada.
Neste caso, definimos xj11 = = + pi € repetimos o processo. Caso contrario, recusamos
0 passo py, reduzimos o raio A, e resolvemos o subproblema (1.3) com o novo raio.
A Figura 1.1 mostra um passo do método de regiao de confianca. O ponto z;.1 é a
minimizacao do modelo na regiao de confianca centrada em x,. No gréfico da direita o
minimizador irrestrito do modelo esta na regiao de confianga, e assim o raio da regiao nao

interfere no progresso do algoritmo como veremos a seguir.

Figura 1.1: Um passo de regiao de confianca



Vamos agora formalizar a discussao no algoritmo abaixo, que se baseia no proposto
em [14].

Algoritmo 1.1. Regiao de confianca
_ _ 1
Dados: zg € R", A >0, Ag € (0,A), n €0, ~

4)’
k=0.
REPITA enquanto ||V f(xy)|| > €

e > 0.

Obtenha pj, resolvendo (1.3) aproximadamente.
Calcule py por (1.4).
1
Se Pr < Z_l’
1
App1 = ZAk-
Senao
3
Se pr > 1€ 1Pell = Ag,
Ak+1 = mm{QAk, A}

Senao
Apy1 = Ay

Se pr. >,

Tht+1 = Tk + Dk-
Senao

Tp41 = Tk
k=Fk+1.

Fim

Note que, como o passo p ¢ obtido através da minimizagao do modelo m; sobre uma
regiao centrada em xj, a reducao predita serd sempre nao negativa, e nao faz sentido

quando se anula.

Assim,

e Se pi é negativo, o novo valor f(zy + pg) é maior que o anterior fj e o passo py deve

ser rejeitado.

e Se py € positivo mas préximo de zero, digamos py € (O, 411)7 podemos ou nao aceitar o
passo, uma vez que houve pelos menos um pequeno decréscimo na funcao objetivo.

Neste caso, diminuimos o raio da regiao de confianca.

3
1)

dadeira estd préxima da reducao do modelo. Se ||px|| = A podemos aumentar o

e Se pi esta préoximo de 1, digamos pp > =, aceitamos o passo, pois a reducao ver-

5



raio da regidao de confian¢a na préxima iteragao. Caso ||px|| < Ay, ndo faz sentido
aumentar a regiao de confianca mesmo o modelo sendo uma boa aproximacao da

funcao objetivo.

e Se pi € positivo, mas nao estd proximo de zero e nem de 1, ou seja, pr € [%, Z%],

aceitamos o passo e mantemos o raio da regiao.

No Algoritmo 1.1, A ¢ um limitante para o raio da regido de confianca, assim, para
todo k temos A, < A. Note que o raio é aumentado somente se p;, estd na fronteira da
regiao de confianca. Se o passo fica estritamente dentro da regiao, podemos inferir que
o atual valor de Aj nao estd a interferir no progresso do algoritmo, portanto podemos

deixar inalterado o seu valor para a préxima iteracao.

O parametro n > 0 esta relacionado com o critério de aceitacao do passo. De modo
geral, o passo ¢ aceito quando a reducao no valor da funcao objetivo é pelo menos um
percentual 7 da reducao obtida no modelo. Assim, quanto menor o valor do parametro
7, mais tolerante é o algoritmo. No caso extremo em que n = 0, qualquer decréscimo no

valor da funcao objetivo é suficiente para aceitar o passo.

Embora a principio estejamos procurando uma solu¢ao 6tima de (1.3), é suficiente
para a convergéncia encontrar uma solucao aproximada py que nos forneca, na regiao de
confianca, uma reducao suficiente no modelo. Isto é importante pois muitas vezes nao

conseguimos resolver o subproblema de forma exata.

Essa reducao procurada pode ser quantificada em termos do ponto de Cauchy, que é o
minimizador de my ao longo da direcao oposta ao gradiente sujeito a regiao de confianca,

Assim, o passo de Cauchy é,
Pr = —tegr(),

onde t; > 0 é solugao do problema

minimizar my(zp — tgp) = fr — tlgrl* + %th,;ergk (1.5)
sujeito a  |[tgr| < Ay. '

O ponto de Cauchy é o ponto obtido a partir de z; com o passo de Cauchy, ou seja,

Ty, = Ty + pj. (1.6)

A Figura 1.2 mostra o ponto de Cauchy numa iteracao k. As elipses representam as

curvas de nivel do modelo m;. A area hachurada corresponde ao conjunto de pontos na



regiao de confianga que satisfazem a relagao

pred > my(xg) — mg(xy).

Figura 1.2: Ponto de Cauchy e pontos “melhores”.

Esta condigao serda a base de uma das hipéteses na andlise de convergeéncia, isto é,
vamos supor que a solu¢do aproximada do subproblema (1.3) seja pelo menos tao boa

quanto a solucao de Cauchy.

1.1 Convergéncia

Nesta secao provaremos que o método de regiao de confianga é globalmente convergente.
Inicialmente, mostramos o lema abaixo que estabelece o decréscimo esperado no modelo

com o passo de Cauchy.

Lema 1.1. [19, Lema 5.13] O ponto de Cauchy, definido em (1.6), satisfaz

1 : [l gxl }
mpy(x my(z5) > min < Ay, .

Demonstra¢ao. Primeiramente, vamos obter ¢, solugdo do problema (1.5), isto é, o mini-

mizador da fungao quadrética ¢y : R — R dada por ¢k (t) = my(zr — tgx), ou seja,

1
ee(t) = fr — tllgrll® + §t291—chk:gk (1.7)

Ag
llgxll

no intervalo 0 <t < . Para isso, consideramos dois casos: g, Brgr > 0 e g Brgr < 0.

7



(i) Quando g, Brgx > 0, podemos calcular o parametro ¢* como sendo o tinico mini-
mizador de (1.7) sem restricdo da regido de confianga. Derivando (1.7) com respeito a t

e igualando o resultado a zero, obtemos

0= ||gxll* — t*g; Brgr,

e assim e
* Ik
U= ==—. 1.8
9y Brgx (18)
Ag
llgwll”
t;, = t*, pois o minimizador irrestrito de (1.7) estd na regiao de confianga. E portanto

Dois subcasos podem ocorrer. O primeiro é quando t* < Neste caso temos que

I [

_ligw 1 gk
gn Brgr 2 g} Brgy

my(zy) = me(re — thgr) = fr

Como g, Bygx, > 0, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz

* [ I

mi(ae) — m(af) = el _ Lo loel* Lo
9% Brax  29{ Brae — 2llgrl*IBell 2 | Bk

(1.9)

No segundo subcaso temos t* > ”2—:”, ou seja, o minimizador irrestrito de (1.7) nao

estd na regiao de confianca o que implica que o minimizador esta na fronteira, de onde
tillgull = A

Usando (1.8) temos
A 2
ko g gl

ty = —— = ,
19| 91, Brgs
o que implica
S i
I Brgr < :
173

Assim, substituindo em (1.7) e usando que o minimizador estd na fronteira

1
m(rg) = fu = tellgl® + itk2gljBkgk

1

< fi— llgrllAr + §||gk:||Ak

1
= Ji = Sllgwll A,
de onde segue que
1
my(ee) = mi(ai) > 5[kl A (1.10)



(ii) Agora o caso em que g, Bigr < 0. Neste caso, o ponto de Cauchy estd na fronteira

da regiao de confianca, ou seja, t; = I@:H' Por (1.7), temos que

. 1
mp(5) = fu — tillgwll® + étzgl;ergk < fr — tellgsl?,

o que implica

1
my () — mp(xg) > [|grl]Ar > §HngAk- (1.11)

Portanto, segue de (1.9), (1.10) e (1.11) que

1 : [ gxl }
mg(x my(z5) > min < Ay, ,

o que demonstra o resultado. 0O

Para estabelecer a convergéncia do método de regiao de confianca, vamos supor que o
Algoritmo 1.1 gera uma sequéncia infinita {z;} em R" e que sao satisfeitas as seguintes

hipoteses:
Hipétese 1. A funcao objetivo f é continuamente diferencidvel com gradiente Lipschitz.
Hipétese 2. A solugdo aprozimada py, de (1.3) satisfaz

pred = my(zy) — my(zx + pr) 2 er(my(xy) — my(rg)) 2 el gy]| min {Am |‘||Jg’]j|’| } ’

onde ¢; > 0 € uma constante.
Hipétese 3. O passo py satisfaz ||pi|| < 0,Ak, para alguma constante 6, > 1.

Hipétese 4. A funcdao f € limitada inferiormente no conjunto de nivel

N(zo) = {z | f(x) < f(x0)}-

Hipétese 5. As Hessianas By, sao uniformemente limitadas, isto €, existe uma constante

kp > 0 tal que ||Bg|| < &y para todo k € IN.

As Hipoteses 1, 4 e 5 sao comuns em analise de convergéncia. Em vista do Lema 1.1,
a Hipdtese 2 requer a obtencao de um passo cuja reducao no modelo seja proporcional
aquela obtida pelo passo de Cauchy. A condicao assumida na Hipdtese 3 implica que
o passo pode exceder a regiao de confianca, contanto que permaneca dentro de algum

multiplo fixo do raio.

O proéximo resultado nos fornece uma estimativa para a razao entre a reducao verda-

deira e a redugao predita do modelo, ou seja, py, definida em (1.4).

9



Lema 1.2. [19, Lema 5.14] Suponha que sejam satisfeitas as Hipdteses 1-5. Entao existe

uma constante ¢ > 0 tal que para todo k > 0
cA?

ok — 1] < e
gl min { A, Ll

Demonstragao. Pelo Teorema do Valor Médio, existe 0 € (0, 1) tal que

flar +pe) = fr + Ve + i) i

Portanto,

ared —pred = fr — f(xx + pr) — mp(xr) + my(zr + pr)
= my(zr +pr) — f(ar + k)

1
= gipe+ é(pk)Tkak — V(o + Oupr) i

1
= §(pk)TBk;pk — (Vf(zp + Opr) — 9r)  Dr-

Usando a Hipétese 5, o fato de que V f é Lipschitz e a desigualdade de Cauchy-Schwarz,
d — pred| < Z2|[pe |2 — voy|pel|? < eA2
jared — pred| < —~|lpil|” — vOk|lpell” < €A,

Kp — 2060
com ¢ = % > (0 e v a constante de Lipschitz para o gradiente.

Assim, pelas Hipdteses 2 e arefhipb
cA2
¢1||V fi|| min {Ak, M}

Kh

ared — pred

o — 1| =

pred

_ e
0 que prova o lema para ¢ = o 0

O préximo teorema ja nos permite concluir algo sobre convergéncia. Ele garante que
se a sequéncia {xy}, gerada pelo algoritmo, for limitada, entao ela possui um ponto de

acumulacao estacionario.
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Teorema 1.3. [19, Teorema 5.15] Suponha que sejam satisfeitas as Hipdteses 1-5. Entao

liminf ||V f(x)|| = 0.
k—ro0

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que isto seja falso. Entao existe ¢ > 0 tal que
IV f(zi)|| > e, para todo k € IN. Considere A = min{ = £ }, onde k; € ¢ S0 as

Kkp ' 2c

constantes do Lema 1.2. Se A < ﬁ, entao

€ \Y% €
NP |7 N
Kh Kh 2c
Portanto, pelo Lema 1.2,
pe—1] < 2k <
P — e T2
Assim, pp > % > }1 e pelo Algoritmo 1.1 temos Ag,1 > Ag. Isto significa que o raio é

%. Podemos entao concluir que

reduzido somente se A, > A, caso em que Ay = % >

Ay > min{Ao,%}, (1.12)

para todo k € IN. Seja entao o conjunto

1
Dado k£ € K, pelo mecanismo do Algoritmo 1.1 e pela Hipotese 2 temos

fleg) = f(xrn) = flow) — f(or +pr)
= pe(mp(xr) — ma(op + pr))

v

1

Z(mk(wk) — my(Tp + pr))
1018 min {Ak, i} .

4 Rp

Usando isto e (1.12), temos que existe uma constante 6 > 0 tal que

v

flax) = flapa) =6, (1.13)

para todo k € K. Por outro lado, a sequéncia {fr} é nao crescente e, pela Hipétese 4,
limitada inferiormente, de onde segue que f(zx) — f(xgr1) — 0. Portanto, de (1.13), po-
demos concluir que o conjunto K é finito. Assim p, < %, para todo k € IN suficientemente
grande e entao Ay serd reduzido a metade em cada iteracao. Isto implica que Ay — 0, o

que contradiz (1.12). Deste modo, a afirmagao do teorema é verdadeira. 0O
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Vamos agora provar a convergéncia global do método de regiao de confianga.

Teorema 1.4. [19, Teorema 5.16] Suponha que sejam satisfeitas as Hipdteses 1-5. Entao

lim Vf(fl?k) =0.
k—o0

Demonstracao. Suponha por absurdo que para algum ¢ > 0 o conjunto

K={keN[[Vf(z)] = e}

seja infinito. Dado k € K, considere o primeiro indice [, > k tal que ||V f(zz)| < 5. A
existéncia de [, é assegurada pelo Teorema 1.3. Como V f é Lipschitz, temos
5 < IVF@) = Vi)l < viee ol
para alguma constante v > (. Portanto,
— < ae—anl <Y Nl =zl £ D 64, (1.14)

JESK JESK

onde Sy = {j € N | k < j <l e xj41 # x;}. Pelo mecanismo do Algoritmo 1.1, pela

Hipdtese 2 e definicao de [, temos

fla) = flxy) = D (flay) = flzh))

JESk

> Zn(ma‘(%) m;(zj11))
JESk

> chlemin{Aj, c }
JESK

Definindo § = min {T’Qc}y—f, %52} e usando (1.14), obtemos

flap) = f(zre1) 26, (1.15)

para todo k € K. Por outro lado, a sequéncia {f;} é ndo crescente e, pela Hipétese 4,
limitada inferiormente, de onde segue que f(zy) — f(xry1) — 0, contradizendo (1.15).

Deste modo, a afirmacao do teorema é verdadeira. 0O

Uma consequéncia do Teorema 1.4 é que todo ponto de acumulagao  de uma sequéncia
gerada pelo Algoritmo 1.1 é estacionério, ou seja, Vf(z) = 0. De fato, se T é valor de

aderéncia da sequéncia {x;} gerada pelo Algoritmo 1.1, existe um subconjunto IN' C IN
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tal que xy, N . Como f é continuamente diferenciavel, temos
N/ _

mas do Teorema 1.4, temos que V f(x) — 0, portanto V f(xy) No e, pela unicidade do
limite, V £(z) = 0.
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Capitulo 2

O Método de Regiao de Confianca

sem Derivadas

Os métodos de regiao de confianga para otimizacao irrestrita sem derivadas usam modelos
que se baseiam apenas no valor da fungao objetivo em alguns pontos. Os modelos corres-
pondentes podem ser construidos por meio de interpolagao polinomial, regressao, ou ainda
por outra técnica de aproximacao. No proximo capitulo discutiremos como construir tais
modelos. Neste capitulo vamos estudar alguns critérios que devem ser satisfeitos pelos
modelos sem derivadas de modo que tenham um comportamento local semelhante ao que
¢é observado pelos modelos de Taylor e critérios que devem ser obedecidos para garantir
a convergéncia do método. Estas condigoes foram apresentadas por Conn, Scheinberg e
Vicente em [4] e [5, Cap. 10].

No caso dos modelos baseados em uma aproximacao por Taylor, o modelo torna-
se progressivamente melhor quando a regiao de confianga torna-se menor. Em modelos
oriundos de interpolacao ou regressao polinomial isso nao é necessariamente verdade.
Por isso, precisamos garantir que o raio de regiao de confianca s6 seja reduzido quando
estivermos certos de que o fracasso de uma etapa atual decorre do tamanho da regiao de
confianca e nao da méa qualidade do modelo. Com esta garantia, podemos provar, mais
uma vez, que o modelo é uma boa aproximagao da funcao objetivo e podemos obter, sob
certas hipdteses, resultados semelhantes aos obtidos no caso com derivadas, discutidos no

capitulo anterior.

Analogamente ao capitulo anterior, tipicamente o modelo de f em torno de x; é

quadratico e pode ser escrito da seguinte forma

1
my (v + p) = mu(zy) +gip + §PTka-
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As derivadas do modelo com respeito a variavel p sdo dadas por Vmy(zy + p) =
Bip + gr, Vmg(xr) = gr € V2my(zx) = Bg. Se my, é um modelo de Taylor de primeira,
ordem, entdao my(zx) = f(zx) e gr = Vf(zx) e se o modelo de Taylor é de segunda ordem
também temos que B, = V2f(z;). Em geral, no caso com derivadas, By, pode ser uma
aproximacao simétrica da Hessiana da funcao objetivo. Nos casos que nao sao baseados
nas derivadas da fungao objetivo usamos modelos onde By, # V2 f(x1), gr # V f(z) e na

auséncia de interpolacao my(xy) # f(zk).

Em cada iteragao k desejamos minimizar o modelo em uma vizinhanca de zy, ou seja,

em uma regiao de confianca de raio Ay

Esta minimizacao pode ser aproximada. Para discutir o conceito de solucao apro-
ximada, resgatamos a discussao do capitulo anterior sobre o Ponto de Cauchy, que ¢é o
ponto que minimiza o modelo ao longo da direcao oposta ao gradiente restrito a regiao

de confianca. Sabemos pelo Lema 1.1 que o ponto de Cauchy satisfaz

() = m(af) 2 3l min { e, 1201,

Para o propésito de convergéncia a pontos criticos de primeira ordem, precisamos que
a redugao do modelo seja pelo menos uma fragao c¢; € (0,1) da reducao do modelo obtida

pelo ponto de Cauchy. Em vista do Lema 1.1, a solucao aproximada p, deve satisfazer

) = s+ ) 2 xlmaCon) = ma(e) = ellnlmin {20 )

onde ¢ = %

Quando consideramos um modelo quadratico e convergéncia para pontos criticos de
segunda ordem, a reducao do modelo necessaria pode ser alcancada ao longo de uma
direcao relacionada a maior curvatura negativa, que por sua vez esta relacionada com o
autovalor negativo de maior médulo da Hessiana do modelo. E nesse sentido que vamos

definir o autopasso.

Definicao 2.1. Suponha que By possui pelo menos um autovalor negativo, e seja 7, =
Amin(Br) = 0 menor autovalor de By. Entdo podemos determinar um passo de curvatura

negativa p¥, tal que

() () <0, pill=2x e () Bi(pr) = mAf-
Dizemos assim que pE € o autopasso.
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Devido & presenga da curvatura negativa, pf é o minimizador do modelo quadratico
ao longo dessa direcao restrito a regiao de confianca. O autopasso induz a reducao no

modelo, dada pelo lema abaixo.

Lema 2.2. [5, Lema 10.2] Suponha que a Hessiana By do modelo possui autovalores

negativos e que pf e Tx sao como na Definicao 2.1. Entao temos que

1

Demonstragdo. Pela definigao do modelo my e do autopasso pZ,

1
mi(zr) — mi(ze +py) = —gipr — §(pf)TBk(pE)

O

Assim, na presencga de curvaturas negativas no modelo, o autopasso desempenha um
papel similar ao passo de Cauchy. Para a convergéncia global de segunda ordem pre-
cisamos que o decréscimo, em cada passo, seja pelo menos uma fracao c; € (0,1] do

decréscimo atingido pelo autopasso, ou seja,

my(xr) — mu(xy + pi) = calmp(ar) — mi(xe + pi)).

Também esperamos que o passo obtenha uma fragao do decréscimo do passo de Cauchy.

Assim, assumimos a hipdtese de na iteracao k,
my(wx) — my(xx + pr) > colmy(ay) — min {my(zg + pf), mu(zx + p) }] (2.3)
para alguma constante ¢y € (0, 1].

Um passo que satisfaz esta hipétese é dado pelo calculo do passo de Cauchy e, na
presenca de curvatura negativa no modelo, o autopasso, e escolhemos aquele que oferece

a maior redugao no modelo. Combinando (2.1), (2.2) e (2.3), exigimos que

my(xy) — my(xk + pr) > %max { ||gr || min { ||’|ék“|| : Ak} ) —TkA,Z} : (2.4)
k
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2.1 Condicoes para os Modelos

Para provarmos a convergéncia de primeira ordem assumimos que f e seu gradiente sao
Lipschitz no dominio considerado pelo algoritmo. Para melhor definir essa regiao, vamos
supor que o ponto inicial xy é dado e os novos iterados fornecem reducoes no valor da

funcao objetivo. Assim, os novos iterados pertencem ao conjunto de nivel

N(wo) ={z e R" [ f(z) < f(w0)}.

Entretanto, como consideramos modelos baseados em amostras, é possivel que a funcao
objetivo f seja avaliada fora de N(zg). Entao assumimos que a amostra é restrita em
regioes da forma B(zy; Ag) e que Ay nunca excede uma constante positiva dada A. Assim

a regiao onde fazemos a amostra de f é o conjunto

N=N(zo)u |J B(x;4)

x€EN(x0) €N (z0)

I
-
o
g}
b

Hipétese 6. Dados rop € R” e A > 0, assuma que f € continuamente diferencidvel com

gradiente Lipschitz em um dominio aberto 2 C R™ contendo N.

Para garantirmos que o modelo torna-se melhor quando diminuimos a regiao de con-
fianca definimos classe de modelos plenamente lineares e classe de modelos plenamente
quadraticos, os quais usaremos para a convergéncia de primeira ordem e para a con-
vergéncia de segunda ordem, respectivamente. A construcao de modelos que satisfacam

essas definigoes serao vistas no préoximo capitulo.

Defini¢ao 2.3 (Classe de Modelos Plenamente Lineares). [5, Definicao 10.3] Considere
uma fungdo f : R™ — R que satisfaz a Hipotese 6. Um conjunto M = {m : R" — R,m €
C'} de modelos da fung¢ao é chamado uma Classe de Modelos Plenamente Lineares se

valem as sequintes condigoes:

1. Ezistem constantes positivas kes, keg € V7" tais que para qualquer x € N(xp) e A €
(0, A] existe um modelo m € M da funcio f, cujo gradiente é Lipschitz com a

correspondente constante limitada por vi*, tal que:

e 0 erro entre o gradiente do modelo e o gradiente da funcdo satisfaz
IVf(x+p) —Vm(z+p)|| < kA, Vpe B(0;A),
e 0 erro entre o modelo e a funcdo satisfaz

|f(z+p) —m(z +p)| < key A%V p € B(0; A).
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Tal modelo m € chamado Plenamente Linear em B(x; A).

2. Para a classe M existe um algoritmo, que chamamos de Algoritmo de Melhora-
mento do Modelo, que em um nimero finito e uniformemente limitado (com respeito

ax e ) de passos pode:

o cstabelecer que um modelo m € M é plenamente linear em B(x; A).

e ou encontrar um modelo m € M que é plenamente linear em B(x; A).

Para analisar a convergéncia para pontos criticos de segunda ordem, nds precisamos
que a Hessiana da funcao objetivo f seja Lipschitz, e esse requerimento de suavidade é

dado pela hipotese abaixo.
Hipétese 7. Dados o € R™ e A > 0, assuma que f € duas vezes continuamente dife-

rencidvel com Hessiana Lipschitz em um dominio aberto 2 C R™ contendo N.

O algoritmo de segunda ordem requer Classe de Modelos Plenamente Quadraticos,

que definimos agora.

Defini¢ao 2.4 (Classe de Modelos Plenamente Quadraticos). [5, Defini¢ao 10.4] Consi-
dere uma fungao f: R™ — R que satisfaz a Hipdtese 7. Um conjunto M = {m : R" —
R,m € C?} de modelos da funcao f é chamado uma Classe de Modelos Plenamente

Quadrdticos se valem as sequintes condicoes:

1. Ezistem constantes positivas Kef, Keg, Ken € V3* tais que para qualquer x € N(zg) e
A € (0, A] existe um modelo m € M da fungdo f, cuja Hessiana é Lipschitz com a

correspondente constante limitada por vy*, tal que:

e 0 erro entre a Hessiana do modelo e a Hessiana da fun¢ao satisfaz
IV2f(z +p) = VPm(z + p)l| < kenld, ¥V p € B(0;A),
e 0 erro entre o gradiente do modelo e o gradiente da fun¢ao satisfaz
IVf(z+p) = Vm(z +p)l| < kegA?, ¥ p € B(0;A),
e 0 erro entre o modelo e a funcao satisfaz
| (z+p) —m(z+p)| < kes A’V pe B0;A).

Tal modelo m € chamado Plenamente Quadrdtico em B(x; A).
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2. Para a classe M existe um algoritmo, que chamamos de Algoritmo de Melhora-
mento do Modelo, com o qual em um nimero finito e uniformemente limitado (com

respeito a x e A) de passos podemos

o cstabelecer que um modelo m € M ¢é plenamente quadrdtico em B(x; A).

e ou encontrar um modelo m € M que € plenamente quadrdtico em B(x; A).

2.2 Método de Regiao de Confianca Sem Derivadas

Primeira Ordem

Nesta secao apresentamos o algoritmo de regiao de confianca sem derivadas e a prova de
convergeéncia global para pontos criticos de primeira ordem. Tanto o algoritmo quanto os
resultados de convergéncia foram apresentados por Conn, Scheinberg e Vicente em [4] e

[5, Cap. 10].

2.2.1 Algoritmo - Primeira Ordem

Agora vamos formalmente apresentar o algoritmo de primeira ordem.

Algoritmo 2.1. [5, Algoritmo 10.1] Regiao de Confianca sem Derivadas - 1% Ordem

Dados:

- Uma classe de modelos plenamente lineares e o correspondente algoritmo de melhoramento.
-x9 €R", A >0, A € (0,A].

- mY(zo + p), com gradiente e possivelmente Hessiana em p = 0 dados por g e H{.

-0<m<m<l,comn #0,0<v<1<Yne, >0, u>p>0ewe(0,1).

k=0.
PASSO 1 - CRITICALIDADE
SE [lgpll > e,

myp = mg

_ ADO

A=A}
SENAO

Chame o algoritmo de melhoramento do modelo,

SE m{ nao é certificadamente plenamente linear em B(zy, AY) ou A) > p||g?|.,
Aplique o Algoritmo 2.2 para encontrar um modelo 1 plenamente linear
com gradiente e possivelmente Hessiana em p = 0 dados por g e By.
mg = Mg,

A = min{max{Ak, Bllaxll}s Ag}.
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SENAO
mp — m%
_ AO
Ap = A}

PASSO 2 - CALCULO DO PASSO
Calcule py que satisfaga (2.4) de tal modo que zy + pi, € B(xg, Ag).

PASSO 3 - ACEITAQAO DO PASSO

far)—f(zrp+pr)
my(xr)—me(Tk+pr)

SE pr > M1 OU (pg > no E my, é plenamente linear),

Calcule py =

Th+1 = Tk + Pk,
Inclua x4 1 no conjunto de amostra e obtenha um novo modelo mg 41

SENAO
Tkl = Tk
0o _
Mgy = My

PASSO 4 - MELHORAMENTO DO MODELO
SE pr <M1,
Use o algoritmo de melhoramento do modelo.

Defina m{, | como my, (possivelmente melhorado).

PASSO 5 - ATUALIZACAO DO RAIO
SE pr = M1,
Escolha Agﬂ € [Ag, min{vinAg, A}].
SENAO

SE m;, € plenamente linear,

0 _
SENAO
0 _

k=Fk+1.

O algoritmo contempla a aceitagao da nova iteracao com base em simples diminuicao
no valor da funcao objetivo quando escolhemos o parametro 1y = 0. Destacamos ainda
que o modelo my, e o raio da regiao de confianca Ay sdo definidos apenas no final do passo
de criticalidade. Uma iteragao termina por definir um modelo m} 41 € um de raio regiao
de confianca AY 41 histéricos para a préxima iteragao, que entao podem ser alterados ou

nao pelo passo de criticalidade.

O procedimento invocado na etapa de criticalidade é descrito no proximo algoritmo.

20



Algoritmo 2.2. [5, Algoritmo 10.2] Etapa de Criticalidade - 1* Ordem

my =my
REPITA
t=1+1.

Melhore o modelo até m,gi_l) ser plenamente linear em B(xy, w' TAY).

Denote o novo modelo como mg) .
A, i—1A0

~ (A

mp = mk .

At Ay < pllg?].

Apos o passo 3 do Algoritmo 2.1, podemos ter as seguintes possibilidades:

Se pr > m1, entao o novo iterando é aceito e o raio da regiao de confianga é aumentado

ou mantido. Essa é uma iteracao de sucesso.

Se g < pr < m1 e my, é plenamente linear, entao a nova iteragao é aceita e diminuimos

o raio da regiao de confianca. Essa é uma iteracao aceitavel.

Se pr < m e my nao é certificado plenamente linear, entao o modelo é melhorado e o
ponto pode ser incluido no conjunto de amostra para calcular o modelo, mas a iteracao

nao é aceita. Essa é uma iteracao de melhora do modelo.

Se pr < 1o e my ¢é plenamente linear, entao nao obtivemos decréscimo suficiente e
o modelo nao precisa ser melhorado. Diminuimos o raio da regiao de confianca e nao

aceitamos o passo. Essa é uma iteracao de insucesso.

Essa discussao é sumarizada na Figura 2.1.

Figura 2.1: Situagoes possiveis em uma iteracao do Algoritmo 2.1
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2.2.2 Convergéncia Global - Pontos criticos de primeira ordem

Vamos mostrar no proximo lema que se o iterando atual é um ponto estacionario de
primeira ordem, entao o algoritmo nao continua infinitamente na etapa de criticalidade

do Algoritimo 2.1, ou seja, o Algoritmo 2.2 termina em um numero finito de passos.

Lema 2.5. [5, Lema 10.5] Se V f(xx) # 0, o Algoritmo 2.2 termina em um nimero finito

de passos.

Demonstracao. Vamos supor por contradicao que o Algoritmo 2.2 é infinito e mostrar que
V f(xx) = 0. Para comegar, sabemos que m{ nao é certificadamente plenamente linear ou

(0)
k

AY > pllg?||. Entao definimos m,,’ = mY e o modelo é melhorado até ser plenamente linear

na bola B(zy,w®A?), em um nimero finito de passos de melhoramento. Se o gradiente

g,gl) do modelo resultante m,gl) satisfaz p| g,gl) | > w®A? o processo para com

X 1
NN

Por outro lado, se p| g,(cl)|| < wYAY, 0 modelo ¢ melhorado até ser plenamente linear
na bola B(zy, wAY). Entao, novamente, ou o procedimento para ou o raio é multiplicado

outra vez por w, e assim por diante.

A tinica maneira para o processo ser infinito, e requerer um nimero infinito de passos
de melhoramento ¢ se
(@) i—1 A0
gy | < w ™A,
para todo ¢« > 1, onde g,(;) é o gradiente do modelo mg). Esse argumento mostra que

lim g\ = 0.

i——+00

(

Como temos que o modelo mkz) é plenamente linear em B(xy,w' tAY), com s =0ez =z}

temos que
va(xk) - gl(gl)H S /ﬁ:egwi_lAIga

para todo i« > 1. Pela desigualdade triangular, temos, para todo ¢« > 1, que

i % 1 i—
IV £l < IV F(@e) — g0 + 1] < ( n ;) WA,

Como w € (0, 1), isso implica que V f(z) = 0. 0
Agora provaremos os resultados relacionados a convergéncia global para pontos criticos
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de primeira ordem. Além de supormos a Hipdtese 6 e a existéncia de modelos plenamente

lineares, precisamos de hipoteses adicionais.

Hipétese 8. Assuma que f € limitada inferiormente em N (xg), isto €, existe uma cons-

tante K, tal que, para todo x € N(xg), f(z) > K.

Precisaremos também da hipotese que requer que a Hessiana do modelo By, seja uni-
formemente limitada. Em geral, modelos plenamente lineares requerem apenas derivadas

continuas de primeira ordem.

Hipdtese 9. Fuxiste constante k, > 0 tal que, para todo xy gerado pelo algoritmo,

| Br|| < kn.

Comecaremos a andalise com o seguinte lema.

Lema 2.6. [5, Lema 10.6] Se my, € plenamente linear em B(zy, Ay) e

A< o {1, el )

I

K AKey

entao a k-ésima iteracao € de sucesso.

Demonstrag¢ao. Como

A, < Hgkl\
Kh

pela condi¢ao de decréscimo de Cauchy temos que

C .
my(zy) — my(xr +pp) > 51||9k||m111{”i—k“7Ak}
h

&
= — Ap.
Sl

Logo, pelo fato de que my é plenamente linear, temos

fxr) = fon + pr) — mp(og) + myp(or + pr)
\pr — 1]

my(zr) — mu(Tr + i)

< [z, + pk — mu(Tk + pr) flxg) — my(x)
o my(xr) — my(zx + i) mi(xr) — me(xr + pr)
< K’@fAz K'efAi
= Skl Ar T FllgellAk
. 4/'i€fAk
c1llgrl|
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Temos por hipdtese que

callgell (1 = m)

A
4§ 4/fef

IN

assim

4ker A
. — 1] < el 2k

= S (1 _Th>7
cllgwl|

o que implica —1 4+ n; < pp — 1, e portanto 17, < pr. O que nos mostra que a k-ésima

iteracao é de sucesso. 0

O proximo resultado mostra que se a norma do gradiente do modelo é limitada, entao

o raio da regiao de confianga também ¢é limitado.

Lema 2.7. [5, Lema 10.7] Suponha que existe uma constante k1 > 0, tal que ||gk|| > &1

para todo k. Entao existe uma constante ko > 0 tal que
Ap > Ko

para todo k.

Demonstracao. Temos do passo 1 do Algoritmo 2.1 que

Ay > min {8]|gx|, AL} -

Logo por hipdtese,
Ay > min {5&1, Ag} )

Pelo Lema 2.6 sempre que Ay é limitado pela constante

_ . {fil C1/€1(1—771)}
Ko =min{ —, —————= 5

Rp 4/£ef

a iteragao é de sucesso (se my é plenamente linear) ou de melhora do modelo (se my nao

é plenamente linear), entao pelo mecanismo de atualizagao do raio temos que A) 1 = Ay

Por outro lado se A, nao é limitado por £y e diminuimos o raio, o novo raio fica

limitado por yk2. O que nos garante que
A > min {ﬁ/ﬁ,Ag,fyl{g} = Ko,
e mostra o resultado. 0

No préximo lema vamos considerar o que acontece quando o nimero de iteracoes de

sucesso é finito.
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Lema 2.8. [5, Lema 10.8] Se o niumero de iteragoes de sucesso € finito, entdo

lim |V f(z)] = 0.

k—+4o0

Demonstracao. Vamos considerar as iteracoes que vem depois da ultima iteracao de su-
cesso. Sabemos que s6 podemos ter um nimero finito (uniformemente limitado, digamos,
por L) de iteragoes de melhoramento do modelo antes do modelo se tornar plenamente
linear, e portanto, ha um nimero infinito de iteragoes que sao aceitaveis ou de insucesso
e em ambos os casos, o raio da regiao de confianca é reduzido. Como nao existem mais
iteracoes de sucesso, nunca aumentamos 4\, para k suficientemente grande. Além disso,
Ay é reduzido, no minimo a cada L iterac¢oes, por um fator v. Assim, A, converge para

Zero.

Agora para cada j, seja i; o indice da primeira iteracao depois da j-ésima iteragao

onde o modelo m; é plenamente linear. Entao,

|lz; — 24| < LAj =0  quando  j — +o0.

Temos que

IV £ ()l

IVf(z)) = Vf(2y,) + V(i) = g, + 93]
< [[Vf(zy) = Vi)l + IVf(@i;) — g5, + llgs;
< vy — x|+ KegAi, + g3,

uma vez que o gradiente ¢ Lipschitz e o modelo a partir da ¢;-ésima iteracao ¢ plenamente
linear. Note que o primeiro termo converge para zero, pois |z; — x| — 0, o segundo
também pois A;; converge para zero. Finalmente [|g;, || converge para zero pelo Lema 2.6,
pois supondo por absurdo que uma subsequéncia nao converge, entao para A;; pequeno
o suficiente, ¢; seria uma iteragao de sucesso, e terfamos uma contradigao. Portanto,

|V f(z;)|| converge para zero quando j vai para o infinito. 0

Vamos agora provar um lema relevante no contexto sem derivadas, onde mostraremos

que o raio da regiao de confianca converge para zero.
Lema 2.9. [5, Lema 10.9]
lim Z&k:: 0.

k——+o0

Demonstracao. Seja S o conjunto de indices das iteracoes de sucesso. Se S ¢é finito, entao

pelo lema anterior temos o resultado. Vamos considerar o caso em que S ¢ infinito. Para
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qualquer k£ € S, temos

f(@e) = f(xrgn) > mme(zr) — my(or + pr)]-

Usando a hipdtese sobre a fracdo do decréscimo pelo passo de Cauchy dado em (2.1),

segue que

¢ . Ik
o) = Fonen) = g ol min { 11 A} 25)
1Bl
Pelo Passo 1 do Algoritmo temos que ||gx|| > min{e., p "t A}, entao

min{e,, ’u_lAk},Ak} |
1Bl

Flo) = ) > S minfeep ' A) min{

Como S ¢ infinito e f é limitada inferiormente, usando a hipdtese que a Hessiana do
modelo é limitada temos que o lado direito da expressao acima converge para zero. Logo,
limges Ar = 0, e a prova estd completa para todas as iteragoes de sucesso. Lembrando
que pelo Algoritmo 2.1 o raio da regiao de confianca é aumentado no méaximo por uma
constante 7;,. € apenas nas iteragoes de sucesso. Agora, seja k ¢ S o indice de uma
iteracao depois do primeiro sucesso. Entao Ay < v;,.As,, onde s, é o indice da tltima
iteracdo de sucesso antes de k. Como A, — 0, entdo Ay — 0 para k ¢ S, o que conclui

a demonstracao. 0O

Uma maneira alternativa para a demostracao do lema anterior é analisarmos a ex-

pressao (2.5):

& .
f(wk) - f(iUkH) > ﬂk—lung rnm{ Hng 7Ak} .
2 || Bl

Como a sequéncia {f;} ¢ decrescente e limitada inferiormente, f(zx) — f(zx41) — 0, €

com 1sso H H
c . g
Pk§1||gk|| min {—k, Ak} — 0.

O que nos mostra que ||gx|| — 0 ou Ay — 0. Se ||gx|| — 0, existe k suficientemente grande

para o qual ||gx| < e, e pelo Algoritmo 2.2, Ay < ul|gk||, € consequentemente A, — 0.

O lema a seguir segue facilmente como consequéncia do Lema 2.7 e do lema anterior.

Lema 2.10. /5, Lema 10.10]

lim inf = 0.
im inf {|gy || = 0
Demonstragao. Supondo por absurdo que ||gx|| > k1 para todo k. Pelo Lema 2.7 temos
que Ay > kg, 0 que pelo Lema 2.9 é uma contradicao quando k tende ao infinito. 0O

Vamos provar agora que quando a norma do gradiente do modelo ||gx|| converge para
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zero em uma subsequéncia, entao o gradiente da fungao ||V f(z)|| também converge para

Zero.

Lema 2.11. /5, Lema 10.11] Para qualquer subsequéncia {k;} tal que
lim |gg,[| =0 (2.6)
1—+00

seque que
lim ||V f(z,)

i——+00

| = 0.

Demonstracao. Por (2.6), temos que ||gx,|| < €. para ¢ suficientemente grande. Pelo

algoritmo temos que o modelo my, é plenamente linear na bola B(zy,; Ay,), com Ay, <

/’LHgki

para ¢ suficientemente grande. Usando o fato que my, é plenamente linear, temos

IVF(@r) = grill < FegBr < Fegill gl

Assim,

IV ] (k)

— 0, entao ||V f(zg,)| — 0. O

+ ||gk1 < ('Lieglu + 1)”97%

Como |[gy,

O Teorema de convergéncia global, a seguir, segue imediatamente dos lemas anteriores.

Teorema 2.12. [5, Teorema 10.12] Sejam zo € R e A > 0 dados. Suponha f € con-
tinuamente diferencidvel com gradiente Lipschitz em um dominio aberto contendo N (o
conjunto de amostra dos valores de f) e limitada no conjunto de nivel N(xq), ou seja,
f(z) > K« para todo x € N(xy). Suponha ainda que existe uma constante ky, > 0, tal que
| B|| < kp. Entao

liminf V f(x;) = 0.

k—+o0

Demonstracao. Pelo Lema 2.10
lim inf = 1l inf =
im inf ||gi | = lm {TglzngmH} 0,
e pelo Lema 2.11

lim { infk ||Vf(xm)||} = 1}1minf |V f(z)] = 0.

k—+oo | m>

O

Se a sequéncia de iterandos ¢é limitada, o Teorema 2.12 garante a existéncia de um

ponto critico de primeira ordem. Na verdade, somos capazes de provar que todos os
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pontos limites da sequéncia de iterandos sao pontos criticos de primeira ordem. E o que

mostraremos no proximo teorema.

Teorema 2.13. [5, Teorema 10.13] Sejam xo € R™ e A > 0 dados. Se f ¢é continuamente
diferencidavel com gradiente Lipschitz em um dominio aberto contendo N (o conjunto de
amostra dos valores de f) e € limitada no conjunto de nivel N(xq), ou seja, f(x) > K,

para todo x € N(xo). E ainda se existe uma constante k, > 0, tal que || B|| < kp,. Entdo,

lim Vf(zg) =0.

k—+4o0

Demonstracao. J4 mostramos no Lema 2.8 o resultado no caso em que o conjunto S de
iteragoes de sucesso ¢ finito. Entao, assumiremos que o conjunto S é infinito. Vamos supor
por contradigao que exista uma subsequéncia {k;} de iteracoes de sucesso ou aceitdveis tais
que ||V f (k)

ignorar pois nessas k é incrementado mas x; nao muda. Usando a contrapositiva do Lema

| > &9 > 0, para algum 5 > 0 e para todo i. As demais itera¢oes podemos

2.11 temos que ||gi,|| > € > 0, para algum ¢ e para todo i suficientemente grande. Sem

perda de generalidade, seja € tal que

¢ < min £ €
in< ———. . ¢.
- 2(2 + Keglt)

O Lema 2.10 assegura a existéncia, para cada k; na subsequéncia, de uma primeira
iteracao ¢; > k; tal que ||g,|| < €. Removendo elementos de {k;}, obtemos uma outra

subsequéncia indexada por {/;} tal que

lgrll > parak; <k <l e gyl <e (2.7)

para ¢ grande o suficiente.

Seja o conjunto

K= |J{keNo:k <k<l}.

1€INg
Temos que ||gx|| > € para todo k € K. Pelo Lema 2.9

k—4o00

Pelo Lema 2.6 concluimos que para algum k£ € K grande o suficiente a iteracao k é
de sucesso se o modelo é plenamente linear, ou a iteracao é de melhoramento do modelo,

caso este nao seja plenamente linear.
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Além disso, para cada k € K NS temos que

flzn) = f(zre) > mima(zr) — mg(or + pr)]
> m%\|gkllmin{w>ﬁk}
Rp
>

mﬂamin {i, Ak}
2 Rp

e, para k suficientemente grande, A, < ﬁ Entao, para k € KNS grande

&1

f(xr) = f(Trg1) > 77155Ak,

consequentemente,

2
Ay <
mece

[f(zr) — f(@ry1)].

Como para todo k € K grande a iteragao é de sucesso ou de melhoramento do modelo, e

quando é de melhoramento xy = x;,1, temos para ¢ suficientemente grande

ti—1

> oA
=k

£i—1
k= zell < D Ny — 2544 <
=k

J=Fi J=Fi
JEKNS jeKns
Mas
0;—1 £;—1 9 9
Aj < ;) = flzj)] < flar,) — f(ag)]-
8 3 Sl — o] < o) = S
jERNS JjeEKNS

Como a sequéncia { fx} é limitada e decrescente, segue que

Agora, usando o fato que o gradiente é Lipschitz, o modelo é plenamente linear, o

mecanismo do passo de criticalidade do Algoritmo 2.1 e (2.7) temos

Vel < V() = V@)l + IV (@) = gell + llge.
< vag, — o] + Keghie + €
1
< (2+ Regne < Seo,
o que contradiz a suposicao inicial e prova o teorema. 0
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2.3 Meétodo de Regiao de Confianca Sem Derivadas
- Segunda Ordem

Para obter convergéncia global para pontos criticos de segunda ordem, o algoritmo requer
uma ordem a mais de suavidade, de modo que precisamos de uma quantidade que expresse

a estacionariedade de segunda ordem. Uma possibilidade é trabalhar com

op" = max{[[gx[|, = Amin(Br)},
como medida de estacionariedade de segunda ordem do modelo.

O algoritmo para pontos criticos de segunda ordem segue basicamente os mesmos
argumentos do Algoritmo 2.1. Uma diferenca fundamental é que o} agora desempenha
o papel de ||gk||. Outra diferenga é a necessidade de trabalhar com modelos plenamente
quadraticos. A terceira modificacao principal é a necessidade de sermos capazes de resolver
melhor o subproblema da regiao de confianca, de modo que o decréscimo seja melhor tanto
que uma fracao do decréscimo de Cauchy como uma fracao do decréscimo do autopasso,

quando temos a presenca de curvatura negativa.

2.3.1 Algoritmo - Segunda Ordem

Vamos agora enunciar a versao do algoritmo de segunda ordem que iremos considerar.

Algoritmo 2.3. [5, Algoritmo 10.3] Regiao de Confianca sem Derivadas - 2* Ordem

Dados:

- Uma classe de modelos plenamente quadraticos M.

- O correspondente algoritmo de melhoramento.

-x9 €R", A >0, AJ € (0,A].

- mg(wo + s), com gradiente e Hessiana em p = 0 dados por gJ e H.
- 0" = max{ g8 |, —Awmin (HS)}-

-0<m<m<l,comn #0,0<v<1<%Yine,ec>0,u>p>0ewe (0,1).
k=0.

PASSO 1 - CRITICALIDADE
SE az)n’o > Ec,
mp = m%
AL = Ag.
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SENAO
Chame o algoritmo de melhoramento do modelo.
SE mg nao ¢é plenamente quadratico em B(x, A%) ou Ag > ,uaén’o,
Aplique o Algoritmo 2.4 para encontrar um modelo 7 plenamente quadratico

com gradiente e Hessiana em p = 0 dados por gi e By, respectivamente.

my = my.

Ay, = min{max{Ay, B57"}, AV}
SENAO

my = mg.

A = Ag.

PASSO 2 - CALCULO DO PASSO
Calcule py que obtenha uma redugao suficiente no modelo my, tal que xx + pr € B(zk, Ak).

PASSO 3 - ACEITACAO DO PASSO

f(zr)—f(zrt+pr)
my(zx)—mg(Tk+pr)

SE pr > 11 OU (SE pg > 1o E my, é plenamente quadratico),

Calcule pi =

Tk+1 = Tk + Dk-

Inclua 741 no conjunto de amostra e obtenha um novo modelo m? 41
SENAO
Thy1 = Tk

0 —

PASSO 4 - MELHORAMENTO DO MODELO
SE pp < M1,

Use o algoritmo de melhoramento do modelo.

Defina my) 41 como my; (possivelmente melhorado).

PASSO 5 - ATUALIZAGAO DO RAIO
SE pk 2 N1,
SE Ay < Bo?,
Agﬂ = min{yinAr, A}
SENAO
Escolha A, € [Ag, min{vinc, A}].

SE my é plenamente quadratico,

Aj = VA
SENAO
Agﬂ = Ay
k=k+1.

A seguir descrevemos o algoritmo chamado no Passo 1 do algoritmo anterior.
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Algoritmo 2.4. [5, Algoritmo 10.4] Etapa de Criticalidade - 2* Ordem

mk =myg
REPITA
t=1+1.

,(;71) ser plenamente quadratico em B(z,w " tAY).
(4)
b

Melhore o modelo até m

Denote o novo modelo por m
Ak = wi_lAg.
A = m'?
k= .
ATE Ag < p(of)®.

Novamente vamos usar as defini¢coes de iteragoes de sucesso, aceitavel, melhora-

mento do modelo e insucesso que seguem os critérios dados no Algoritmo 2.1.

2.3.2 Convergéncia Global - Pontos criticos de segunda ordem

Para a convergéncia global a pontos criticos de segunda ordem, precisamos de uma ordem
a mais de suavidade, dada pela Hipotese 7, que exige que a Hessiana de f seja Lipschitz.
Serd necessario também assumir que a fungao f é limitada inferiormente (Hipdtese 8).
Naturalmente, vamos também supor a existéncia de modelos plenamente quadraticos.

Comecamos por introduzir a notacao

o™ (z) = max {HVm(x)H, —)\min(Vzm(x))}

o(x) = max {|Vf(@)ll, = Auin(V2f(2)) } -

Isso serd importante para limitar a diferenga entre o valor de o(z) da funcao e o™ (x)
do modelo. Para este propdsito, primeiro vamos encontrar um limitante para a diferenca
entre o menor autovalor da Hessiana da funcao funcao e do seu correspondente modelo

plenamente quadratico.

Proposicao 2.14. /5, Proposicio 10.14] Seja f duas vezes continuamente diferencidvel
com Hessiana Lipschitz e m um modelo plenamente quadrdtico de f na bola B(x;A).

Entao, temos que
Mnin (V2F(2)) = Amin(V2m(2))| < KepA.

Demonstracdao. Seja v um autovetor normalizado correspondente ao menor autovalor da
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Hessiana do modelo, entao pela Defini¢ao 2.4

Mnin(V2f(2)) = Ain(VEm(z)) < 0"V f(z)v — Amln(VQ (z))
= v 'V2if(z)v — m(x)v
= v [V f(z) - V2m( )
< V(@) = Vm(@)|| < ke,

Analogamente, seja u o autovetor normalizado correspondente ao menor autovalor da

Hessiana de f, obtemos que

u' [V2m(z) — V2f(2)|u
V2m(z) — V2f(2)| < kenA,

Amin (V2m(2)) = Amin (V2 £ (2))

IN

A

o que demonstra o resultado. 0O

Antes de provar o préximo resultado, precisamos de dois resultados auxiliares. O

primeiro é o lema abaixo.

Lema 2.15. Sejaa >0 e b e R. Entdo
max{a, b} = max{a, max{b,0}}.
Demonstrag¢ao. Se max{b,0} = 0, temos que b < 0. Como a > 0, temos que max{a,b} =
max{a, max{b,0}} = a.
Por outro lado, se max{b,0} = b, é imediato que max{a, max{b,0}} = max{a,b}.

O segundo resultado é o seguinte lema:

Lema 2.16. Sejam a, b, ¢ e d numeros reais nao negativos. Entao

|max {a,b} — max {c,d}| < max{|a—¢|,|b—d|}.

Demonstracao. Vamos separar a demonstracao me quatro casos.

CasoI-Sea<bec<d, entao

|max {a,b} — max {c,d}| = |b—d| <max{|la—¢|,|b—d|}.

Caso II - Se b < a e d < c entao o resultado segue analogomente ao Caso I.
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Caso III - Se a < b e d < ¢, precisamos mostrar que
|max {a,b} — max {c,d}| = |b— | < max{|la —¢|,|b—d|}.
Vamos supor que |b — d| < |a — ¢| e mostrar que |b —¢| < |a — ¢|.

Se |b—d| < |a—¢|, entdo b — d < |a — ¢|. Por outro lado, como d < ¢, temos que
b—c<b—do queimplicab—c < |a — ¢|. Temos ainda que, c—b < c¢—a < |a — ¢|, pois
a <b. Assim, |b—¢| < |a — ¢|. Analogamente, o resultado vale quando |a — ¢| < |b —d|,

onde conseguimos mostrar que |a — ¢| < |b— .

Caso IV - Se b < a e ¢ < d, basta fazer uma anélise semelhante a esta segunda, que

concluimos o resultado. 0O

O préximo resultado mostra que a diferenga entre o(z) e 0™(z) é da ordem de A.

Lema 2.17. [5, Lema 10.15] Seja A limitado por A. Seja f duas vezes continuamente
diferencidvel com Hessiana Lipschitz e m um modelo plenamente quadrdtico de f na bola

B(x;A). Entdo, para algum K, > 0, temos
lo(z) — o™ (x)| < KA. (2.8)
Demonstragdo. Seja 7 = —Apin(V2f(2)) € 7™ = —Anin(V2m(z)). Pelas definigoes de o(x)
e 0™ (x) temos que
o(z) = max{|[Vf(x)[l, 7} e o™(x) = max{[|[Vm(z)|, "},

entao

lo(2) = o™ (2)] = |max {[|V f(z)||, 7} — max {[[Vm(z)], 7"},

usando o Lema 2.15 temos
|o(z) — o™ (2)] = [max {||V f(z)|, max {7, 0}} — max {||Vm(x)||, max {r™,0}} |,
usando o Lema 2.16 segue que

jo(2) = o™ (2)] < max {|[|Vf(@)[| = [[Vm(z)[[[, |max {7, 0} — max {r™, 0}|}.

Temos que |[|[Vf(2)| — [Vm(2)||] < keyA? < keyAA. Por outro lado, o segundo

termo da expressao acima é dominado por |7 — 7|, que por sua vez é limitado por ke, A,
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de acordo com a Proposicao 2.14. Portanto,
lo(z) — 0™(2)] < max {KegA, ke } A = KA.

O

Como acontece no caso de convergéncia de primeira ordem, vamos mostrar que na

etapa de criticalidade é executado um niimero finito de passos de melhoramento.

Lema 2.18. [5, Lema 10.16] Se o(x) # 0, o Algoritmo 2.4 termina em um nimero finito

de passos.

Demonstra¢ao. Vamos supor que o Algoritmo 2.4 é infinito e provaremos que o(zy) = 0.

Para comegar, sabemos que m? nao é certificadamente plenamente quadratico ou A9 >

ua}cn’o. Entao definimos m,(f’ = m{ e o modelo ¢ melhorado até ser plenamente quadratico

na bola B(xy,w’AY), em um ntimero finito de passos de melhoramento. Se (o)1) do

modelo resultante mg) satisfaz ,u(a,@”)(l) > wUAY, o processo para com

AR = WP AR < (o).

Por outro lado, se p(of)® < w’A?% o modelo é melhorado até ser plenamente
quadrético na bola B(zy,w"AY). Entdo, novamente, ou o procedimento para ou o raio é

multiplicado outra vez por w, e assim por diante.

A tnica situacao possivel para que o processo seja infinito e requeira um nimero

infinito de passos de melhoramento ocorre se
u(of)® < WAL, (2.9)
para todo i > 1. Esse argumento mostra que

lim (o) = 0.

1—+400
Como temos que o modelo m,(f) é plenamente quadratico em B(zy,w' tAY), temos pelo

Lema 2.17 que

o (@) = (07) )] < Kow AR,

para todo i > 1. Pela desigualdade triangular e por (2.9), temos que

) ) 1 .
o] < lo(an) — ()] + (o) @] < ( ; ;) W1AD,
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Como w € (0, 1), isso implica que o(xy) = 0. 0

Agora vamos mostrar que uma iteragado pode ser de sucesso se o modelo corrente

¢ plenamente quadratico e a o raio da regiao de confianga é pequeno o suficiente com

respeito a oj".

Lema 2.19. [5, Lema 10.17] Se my, é plenamente quadrdtico em B(xy, Ay) e

A, < min ﬂ) cooy (1 — 771)’ ooy (1 —m) ’
Khp 4/£efA 4lief

entao a k-ésima iteragao € de sucesso.

Demonstragao. Pela condigao (2.4) de maximo decréscimo entre o Passo de Cauchy e o

autopasso temos

e i g
mg(zr) — my(xg + p) > 50 max {||gk|| min {%, Ak} , —TkAi} )

Pela definigao de o}*(z), of* = |[|[Vmg(zi)|| = |lgk]] ou 0" = —Amin(Br) = — Tk

Primeiro faremos a analise quando o}* = ||gx||. Como

temos que

C C
my(zr) — mp (o + pi) > §|ng||Ak = goaxTAk-

Como my, é plenamente quadrdtico temos que | f(zx) — my(zx)| < KepA, de onde

f(ar) = f(or + pe) — mi(xr) + mp(or + pr)

1 =
2 | my(zr) — mi(or + i)
_ | =f e+ pe) + (@ + pr) f () — my ()
my(zx) — my(zr + pr) m(zx) — my(zy + pr)
< | f(@n At pe) = mu(ex + pr) N ‘ f(zr) — mg(zy)
- my(zg) — my(x, + pr) my(zr) — my(zk + pr)
< QREfAi 2/’€efAz
- COUZ”Ak C()O’?Ak
< 4Hef$Ak-
Co0y,
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Temos por hipdtese que
oo’ (1 —m)

Ay < _
b= 4/<LefA
assim 4 A
Re
fm Ak S (1 — 771)
Logo,
e — 1] < (1 —m).
Por outro lado, considerando o caso o0}' = —73, temos
€ A2 _ G0 _ma2
my(rg) — my(xp + pr) > _ETkAk = 5% Ay
Logo,
=1 < Sz + pe) — my(2r + pr) n ‘ S(zr) — ma ()
k— <
4/€efA%
Coo P AR
S 1-— -

Em ambos os casos, —1+mn; < pr — 1, e portanto 7; < pg, 0 que nos mostra que a k-ésima

iteracao é de sucesso. 0O

O préximo resultado segue do Lema 2.19. Sua demonstracao é similar a do Lema 2.7.

Lema 2.20. /5, Lema 10.18] Suponha que existe uma constante k1 > 0 tal que o* > Ky

para todo k. Entao existe uma constante ko > 0 tal que
Ay > Ky

para todo k.

Demonstragao. Temos do Passo 1 do Algoritmo 2.3 que

Ay, > min {Bo}", A}

Pelo Lema 2.19 sempre que A é limitado pela constante

Khp ’ 4I€efA ’ 4I<Lef

oy = min{ak Co0y, ( m) oo ( 771)}7
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a iteragao é de sucesso (se my é plenamente quadratico) ou de melhora do modelo (se my,

nao é plenamente quadratico), entdo pelo mecanismo de atualizacdo do raio temos que
0
Ak+1 > Ay

Por outro lado se A, nao é limitado por ks e diminuimos o raio, o novo raio fica

limitado por yk,. O que nos garante que
Aj > min {5/€1,A877/{2} = Ka.

O

No préximo lema vamos considerar o que acontece quando o nimero de iteracoes de

sucesso € finito. A demonstragao é similar a do Lema 2.8.

Lema 2.21. /5, Lema 10.19] Se o nimero de iteragoes de sucesso € finito, entao

Demonstra¢ao. Vamos considerar as iteragoes que vém depois da tultima iteragao de su-
cesso. Sabemos que s6 podemos ter um numero finito (uniformemente limitado por,
digamos L) de itera¢oes de melhoramento do modelo antes do modelo se tornar plena-
mente quadratico, e portanto ha um numero infinito de iteracoes que sao aceitaveis ou
de insucesso e, em ambos os casos, o raio da regiao de confianca é reduzido. Como nao
existem mais iteragoes de sucesso, nunca aumentamos Ay para k suficientemente grande.
Além disso, Ay é reduzido, ao menos a cada L iteracoes, por um fator . Assim, Ay

converge para zero.

Usando o Lema 2.17, temos que

lo(z)l = lo(zx) = o™ (xx) + 0™ (21)|
< lo(er) = o™ ()| + |o™ (22)]

< Kol + |o(zr)]-

O primeiro termo converge para zero, pois Ay converge para zero. Além disso, |o(zy)|
converge para zero pelo Lema 2.19, pois supondo por absurdo que uma subsequéncia nao
converge, entao para A, pequeno o suficiente, k& poderia ser uma iteracao de sucesso o

que seria uma contradigdo. Portanto, o(xy) converge para zero quando j tende para o
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infinito. O

Agora vamos provar que a sequéncia dos raios de regiao de confianga converge para

zero. A demonstracao é similar a prova do Lema 2.9.

Lema 2.22. [5, Lema 10.20]

k——+o0

Demonstragao. Seja S o conjunto de indices das iteragoes de sucesso. Se S é finito, entao
pelo lema anterior temos o resultado. Vamos considerar o caso em que S € infinito. Para

qualquer k£ € S, temos

f(@r) = f(@rgn) > mme(zy) — mp(@r + pr)]-

Usando a hipdtese sobre a fracao do maximo decréscimo entre o autopasso e o passo de

Cauchy dado em (2.4), segue que

C .
f(xk) - f(xk+1) Z 77150 max {”ng min { ||||gk];|||| ) Ak} 5 _TkAi} .

Pelo Passo 1 do Algoritmo 2.3 temos que 0" > min{e., u"*A;}. Se na iteragao k temos

que ||gg|| > max{—7y, 0}, entdao o}* = ||gx| €

Co . _ _ [ min{e., p A
flzg) = f(Ther) > 77150 min{e,, p Ay} mln{ { Kﬁj k},Ak} ) (2.10)
Caso, ||gk|| < —7x, entdo o* = —7% e,
C . _
(o) = f(Try1) > m— min{e., u AR }A]. (2.11)
2

Temos duas subsequéncias de iteracoes de sucesso {k}} e {k?}, possivelmente com so-
breposigao, onde (2.10) e (2.11) sdo satisfeitas, respectivamente. A unido dessas sub-
sequéncias contém todas as iteragoes de sucesso. Como S ¢é infinito e {fx} ¢ limitada
inferiormente, temos que ou {k;}} ({k?}) é finito ou o lado direito de (2.10) ((2.11)) con-
verge para zero. Logo, limges A = 0, e a prova esta completa se todas as iteracoes sao de
sucesso. Lembremos que pelo Algoritmo 2.3 o raio da regiao de confianga é aumentado no
méaximo por um fator 7,,. e apenas nas iteragdes de sucesso. Agora, seja k ¢ S o indice
de uma iteracao depois do primeiro sucesso, entao Ay < v;,.Ag,, onde s, € o indice da
ultima iteragao de sucesso antes de k. Como A;, — 0, entdo Ay — 0 para k ¢ S, o que

conclui a demonstragao. 0O

O lema a seguir segue facilmente como consequeéncia dos Lema 2.20 e do lema anterior.

39



Lema 2.23. [5, Lema 10.21]

liminfo;" =0
k—+o0

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que o} > k1 para todo k. Pelo Lema 2.20 temos

que existe uma constante xo tal que Ay > ks, 0 que contradiz o Lema 2.22. 0

Vamos agora verificar que o passo a criticalidade (Passo 1 do Algoritmo 2.3) garante
que uma subsequéncia de iterados converge para um ponto critico de segunda ordem, por

meio do seguinte resultado auxiliar.

Lema 2.24. [5, Lema 10.22] Para qualquer subsequéncia {k;} tal que

Jim o =0 (2.12)
Seque que

ZE-IEIOO o(xy,) = 0.

Demonstragdo. Por (2.12) temos que o} < €. para i suficientemente grande. O Algoritmo
garante que o modelo my, é plenamente quadrdtico na bola B(xy,; Ay, ), com Ay, < poj?!

para ¢ suficientemente grande. Usando o Lema 2.17, temos
o(zr,) = (o(zr,) — o) + o < (Fop + 1)op
Desse modo, como o7 — 0 temos que o(xy,) — 0. 0

O teorema de convergéncia global a seguir segue imediatamente dos lemas anteriores.

Teorema 2.25. [5, Teorema 10.23] Sejam xo € R™ ¢ A > 0 dados. Se f ¢ duas vezes
continuamente diferencidvel com Hessiana Lipschitz em um dominio aberto contendo N
(o conjunto de amostra dos valores de f) e € limitada no conjunto de nivel N(xy), ou seja,
f(z) > ki para todo x € N(xg). E ainda existe constante k, > 0, tal que ||Bg|| < k.
Entao

lérgi&fa(xk) = 0.

Se a sequéncia de iterandos ¢é limitada, o Teorema 2.25 garante a existéncia de um
ponto critico de segunda ordem. Na verdade, somos capazes de provar, assim como na
analise para pontos criticos de primeira ordem, que todos os pontos limites da seqiiéncia
de iterandos sao pontos criticos de segunda ordem ordem. Para isso faremos uso do
requisito adicional sobre o Passo 5 do Algoritmo 2.3, que impoe nas iteracoes de sucesso

um aumento no raio da regiao de confianca se ele for muito pequeno comparado a ;.
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Teorema 2.26. [5, Teorema 10.24] Sejam xy € R™ e Apax > 0 dados. Se f é duas vezes
continuamente diferencidvel com Hessiana Lipschitz em um dominio aberto contendo N
(o conjunto de amostra dos valores de f) e f € limitada no conjunto de nivel N(xg), ou
seja, f(x) > K« para todo x € N(xg). E ainda eziste constante k, > 0, tal que || By|| < kp.
Entao

Demonstracao. J4 mostramos no Lema 2.21 o resultado quando o conjunto S das iteracoes
de sucesso ¢é finito. Entao, assumiremos que o conjunto S ¢ infinito. Vamos supor por
contradigdo que exista uma subsequéncia {k;} de iteragoes de sucesso ou aceitaveis, tal
que

o(xy,) > €9 >0, (2.13)

para algum 5 > 0 e para todo i. Usando a contrapositiva do Lema 2.24, temos que
ot > € > 0, para algum € > 0 e para todo ¢ suficientemente grande. Sem perda de

generalidade, seja ¢ tal que

agmin{%,gc}. (2.14)

2(2 + Kop

O Lema 2.23 assegura a existéncia, para cada k; na subsequéncia, de uma primeira
iteragao de sucesso ou aceitdvel £; > k; tal que 07" < e. Removendo elementos de {k;},

obtemos que existe uma outra subsequéncia indexada por {/;} tal que
oy >e parak; <k</lieo) <e¢ (2.15)
para ¢ grande o suficiente.

Seja o conjunto
K=|J{keNo|k<k<t}.

i€INg

Pelo Lemas 2.19 e 2.22 segue que, para algum k € K grande o suficiente a iteragao k
é de sucesso se o modelo é plenamente quadratico, ou a iteracao é de melhoramento do
modelo, caso contrario. Vamos considerar a situagdo onde o indice k € K N S\S,, onde

S, sao as iteragoes de sucesso em que Ay < o).

Nesse caso, Ay > po* > fe. Como, Ap — 0 para k € K, entdo £ N S\S; contém
apenas um numero finito de iteracoes. Temos também que quando k € KNS entao k € S,

quando k é suficientemente grande.
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Vamos mostrar que para £k € K NS, grande o suficiente, temos Ary1 = YineAk.
Sabemos que quando k € Sy, AL, = YincAy depois do Passo 5 do Algoritmo 2.3. No
entanto, A) 41 pode ser reduzido no Passo 1, de alguma iteracao seguinte, e para isso
A1 > Boyly, = Boyly, > Be, mas isso sé acontece um ntimero finito de vezes, pois temos

que Ax — 0. Entao, para k € K NS, grande o suficiente, temos Ag1 = VineAg.

Seja 8 = [ki, t; — 1] NSy = {4}, j2,...,7F} o conjunto de indices de iteragoes de
sucesso que estao no intervalo [k;, ¢; — 1]. Pelo passo de atualizagao do raio e fato de que
o ponto e o raio sao mantidos nas iteracoes de melhoramento do modelo, para ¢ grande

temos que

ok, = zell < D Moy —aall < >0 A,
jest jest
N |
S ( ) Aj € A
]GS}F ,ylnc ’ylnc

Como Aj» — 0, concluimos que

Além disso,
O'(l‘kz) = (O-<xk1) - U(xﬁi)) + (O-(xﬁi) - O-Z) + UZL'

O primeiro termo do lado direito tende a zero por causa da continuidade Lipschitz
de o(x), e assim é limitado por e para i suficientemente grande. O terceiro termo é
limitado por € por (2.15). Para o segundo termo, usamos o fato de que, a partir de
(2.14) e o mecanismo do passo de criticalidade na iteragao ¢;, o modelo my, é plenamente
quadratico em B(xy,, uoy'). Usando (2.8) e (2.15), também deduzimos que o segundo
termo é limitado por k,pue (para i suficientemente grande). Como consequéncia, obtemos

a partir destes limites e (2.14), que
1
O'(Z‘kz) < (2 + koﬁb)g < 580

para i grande o suficiente, o que contradiz (2.13). Entao nossa hip6tese inicial deve ser

falsa, o que prova o teorema. 0O
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Capitulo 3

Interpolacao Polinomial

Neste capitulo abordamos as propriedades dos modelos de interpolacao por polinomios
quadraticos. O que discutiremos pode ser aplicado a interpolagao polinomial de qualquer
grau. No entanto, os polindmios quadraticos sao de maior interesse para nos, pois podem
ser considerados os modelos nao-lineares mais simples, e muitas vezes os mais eficientes.

Por essa razao, todos os exemplos e imagens sao limitadas ao caso quadratico.

O objetivo deste capitulo é estabelecer uma base tedrica para a utilizacao de inter-
polagao polinomial como aproximacao da funcao a otimizar sem o uso das derivadas. Para
assegurar a convergéncia global de um algoritmo de otimizagao que utiliza um modelo da
funcao objetivo, é normalmente necessario garantir uma certa qualidade deste modelo.

Os resultados aqui apresentados seguem as ideias de Conn, Scheinberg e Vicente em [3] e

[5].

Quando um modelo é uma expansao por Taylor de primeira ou segunda ordem, a
qualidade do modelo é facilmente analisada em termos do erro da expansao. Ja no caso
de interpolagao polinomial existem limites semelhantes, mas, ao contrario da expansao de
Taylor, nao dependem s6 do centro da expansao e da fungao que esta sendo aproximada,
mas também do conjunto de pontos de interpolacao. Assim, a fim de manter a qualidade
do modelo de interpolacao, é necessario manter a qualidade do conjunto de interpolacao.
Examinaremos constantes que caracterizam a qualidade de um conjunto de interpolacao.
Vamos estudar a relagao entre essas constantes e o papel que desempenham no erro entre

a interpolagao polinomial e a funcao (e entre os de suas derivadas).

Vamos considerar alguns conceitos basicos da interpolagao polinomial. Diferentes ba-
ses para o espaco de polinomios apresentam também diferentes graus de dificuldade para

a interpolacdo. Seja P¢ o espaco dos polinémios de grau menor ou igual a d no R™. A
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dimensao desse espaco ¢ p+ 1. Sed = 1, entao p+1 =n+ 1 e se d = 2 temos que
p+1=m+1)(n+2)/2. Em geral, dim(P?) = 9!

nld!

Uma base ¢ = {¢o(z), ¢1(z),...,¢p(x)} de P é um conjunto de p + 1 polindmios
de grau menor ou igual a d que gera P4. Como ¢ é uma base de P¢, entdao qualquer

polinémio m(z) € P2 pode ser escrito como
p
m(x) =) a;e;(x),
=0

onde «; sao coeficientes reais.

Podemos considerar varias bases para o espago dos polinomios. Por exemplo, uma

base canonica, com monomios de coeficiente 1, pode ser escrita como
2 2 d
O ={1,21,29, ..., Tp, X7, T1T2, ..., L1 Ty, Ty, LT3, « .., XLy, - .. T }.
Uma base bastante importante no contexto que vamos abordar é a chamada base
natural. A base natural ¢ pode ser convenientemente descrita via o uso de multiindices.

Seja um vetor o' = (at,...,a’) € INy chamado de multiindice, e para qualquer = € R",

seja % definido como

Também, definamos

o] = Za; e (') = H(aé!).

—_

<

Entao os elementos da base natural sao

A base natural pode ser escrita como
Y 2 d—1 d
d={1,x1,29,...,2n,x7/2, 21X, ..., T1Zy, ... x5 /(d— 1), 28 /d},

onde cada termo da base canonica ¢é dividido pelo produtoério dos fatoriais de cada expo-

ente.

A base natural é a base de polindmios que aparece na expansao por Taylor.
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3.1 Interpolacao Polinomial

Dizemos que o polinémio m interpola uma fun¢ao f em um ponto y se m(y) = f(y).
Se temos um conjunto Y = {y° y',... 4} C R" de pontos de interpolacio, e m denota
um polinomio de grau menor ou igual a d que interpola f nos pontos de Y, os coefici-
entes o, ...,q, em termos de uma base ¢ podem ser determinados pelas condigoes de

interpolagao
p
m<yz>zzaj¢j<yl):f(yl)7 iZO,...,p.
j=0

Esta condicao forma um sistema linear de equacoes em termos dos coeficientes de inter-

polacao, o qual podemos escrever na forma matricial como

M(9,Y )y = f(Y),

onde

M(¢,Y) = : ,
$o(y") ¢>1(.yp) Pp(y”)
o f°)
o, — 051 ¢ F)— f(?:f)
o o

Para que o sistema acima tenha uma tnica solugao, é necessario que a matrix M (¢, Y’)

seja nao singular.

Definigao 3.1. /5, Definigio 3.1] O conjunto Y = {y°,y',... 4P} estd posicionado para
interpolagdo polinomial em R™ se a matriz correspondente M($,Y") € ndao singular para

alguma base ¢ em PI.

Como todas as bases em espagos vetoriais de dimensao finita sao equivalentes, a de-

finigao acima vale se M(¢,Y) for nao singular, qualquer que seja a base ¢ de PZ.

Dado o espaco dos polindmios P? e uma base ¢, denotaremos

o(x) = [do(2), 61(2), ..., Bp(2)]"

como o vetor em RPT! cujas entradas sao os valores dos elementos da base polinomial no
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ponto x.

Lema 3.2. [5, Lema 3.2] Dada uma fungio f: R™ — R e um conjunto posicionado para

interpolagao polinomial Y € R™, o polinomio interpolador m de f em Y existe e é unico.

Demonstracao. Como Y é posicionado para interpolacao polinomial, m existe e é tinico
para uma base dada ¢. O que precisamos mostrar é que m nao depende da escolha da
base. Assim, seja 1)(z) = P ¢(z) uma outra base, onde P é uma matriz (p+1) x (p+1),

nao singular.

Temos que,
M(,Y)=M(PT¢,Y)=M(9,Y)P,
de fato,
p+1
J:) :ZPj,i+1¢jfl7 22077]9
j=1
E
do(y”) (W) - Dy Pry P Py
1 N L. 1 P P P
M((b,Y)P _ ¢0(.y ) ¢1(.y ) | ¢p(.y ) .21 ?2 | 2,(.p+1)
do(y") d1(y”) o0 DY) Poprya Peinz - Ppr,epr

Seja a, a solugdo de M (¢, Y)ay, = f(Y) e ay a solucao de M(¢,Y)ay, = f(Y), entao
M(¢,Y)Pay = f(Y),

o que implica

ay =P (M(¢,Y)) T f(Y).
Mas,

ap(x) = fYV) (M(¢,Y)" P~ TP o) = f(YV) (M(,Y)" " $(z) = ay ().

De onde, m(x) = ad,@/)( x) = Oé¢¢( x). O

3.2 Polinémios de Lagrange

Agora vamos estudar os polinémios de Lagrange, que representam papel fundamental na

teoria de interpolacao. Uma base ¢ formada pelos polinomios de Lagrange serd chamada
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de Base de Lagrange e, como veremos, se Y ¢ um conjunto posicionado entao a matriz

M(¢,Y) é a identidade. Comegamos pela defini¢ao de tais polinomios.

Defini¢ao 3.3. [5, Definicio 3.3] Dado um conjunto de pontos de interpola¢io Y =
{°,y', ..., yP}, uma base de p + 1 polinomios £;(z), j = 0,1,...,p, em P é chamada

base de Polinomios de Lagrange se

1, sev =17,

Ej(yi):%:{ 0, sei#j

Se Y é posicionado, entao os Polinomios de Lagrange existem e sao unicos. Os po-

linomios de Lagrange gozam de propriedades interessantes, algumas relacionadas a seguir.

Lema 3.4. [5, Lema 3.4] Se Y € posicionado, entdo a base de Polinémios de Lagrange

existe e estd unicamente definida.

Demonstracao. A prova da existéncia segue do fato de que cada polinomio de Lagrange
Aj(x) é um polindmio interpolador da funcao que se anula em todos os pontos de Y exceto

em y/ onde é igual a 1, ou seja, A;(z) é polinomio intepolador da fungao h; : Y — R tal

que
, 1, set=j
h' 7 — ) )
i(¥) {0,56@'#]’.

Logo, pelo Lema 3.2, A\;(z) existem e sao tnicos para j = 0,1,...,p. Como temos p + 1

polinomios de Lagrange, estes polinomios formam uma base unicamente determinada.

A existéncia dos Polinomios de Lagrange implica que um conjunto é posicionado. De
fato, se os polinomios de Lagrange existem, entao existe uma matriz Ay, onde as colunas
sdo os coeficientes dos polindmios em uma base ¢ qualquer, tal que M(¢,Y)A, = I, ou
seja, M (¢,Y) é ndo singular. Verifiquemos tal afirmacdo. Seja £;(z) = aj)(z) + .. A+ad ()
0 j-ésimo polindmio de Lagrange escrito como combinacgao linear dos elementos da base

¢. Entao definamos A, como

0 1 p
Gy %)
0 1 p
ap o Q

Ay =1 . .
0 1 .. D
Qp ap
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do(y°) o1(y°) - H(¥°

~— ~—

Mo,y | W) Al
Q) Giy) - )
Logo,
P 0al0i(y?) Y alei(y®) - ZO o)
- | T o) TLaciols) - Thoololy)
=0 861P) i on(?) - f:oafd)i(yp)
Ou seja,
() by') - Ly
M(6,Y)A, = 51(90) 61(91) gl(.yp) .
GO Ly - GP)

Para mostrar que o conjunto de polinémios de Lagrange forma uma base para P2,
nés precisamos mostrar que qualquer polinomio m em P? é uma combinacdo linear desses
polindmios. Sabemos que qualquer polinomio é unicamente determinado por seus valores
em Y, desde que Y seja posicionado. O préximo resultado mostra que esses valores, de

fato, sao os coeficientes de m quando escrito em termos da base de Lagrange.

Lema 3.5. [5, Lema 8.5] Para qualquer funcao f: R™ — R e qualquer conjunto posicio-

nado Y = {y°,y',...,yP} CR™, o inico polinémio que interpola f em Y pode ser escrito

= fy)(x
1=0

onde {{;(z),i =0,1,--- ,p} € a base de Polinomios de Lagrange para 'Y .

como

Demonstragao. Como Y é posicionado, m é tinico. Seja ¢ uma base, entdo m(x) = aj ¢(z),
onde ay ¢ solugao de M(¢,Y)ay, = f(Y). Entao, ag = M(¢,Y)"1f(Y), o que implica
que

ap = f(Y) ' M(¢,Y)™"

Por outro lado, £;(x) = a; ¢;(x), ou matricialmente ((x) = AJ ¢(x). Assim

m(z) = f(Y) M($,Y) ¢(x)
= f(V) M, Y)" A7 ().
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Temos que M (¢,Y)Ays = I, logo

Para melhor entendimento ilustraremos os resultados acima com um exemplo.

Exemplo 3.1.

Seja a funcao f : R? — R definida por f(x) = 3 + x1 + 23 + 22129 + 423 € o conjunto
de interpolagao Y = {(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1)}. Queremos encontrar o po-
linomio quadratico m que interpola f nos pontos de Y. Primeiramente vamos encontrar
os polinomios de Lagrange referentes ao conjunto Y. Para isso resolvemos os 6 sistemas

lineares:

Zafszﬁ(yi) = 4;(y),

para todo j = 0,1,...,5, onde ¢ = {1, 21,22, 2%, 23, z122} é uma base para Pj e {;(y")

sao os polindomios de Lagrange nos pontos y'. Ao resolver os sistemas obtemos:

bo(z) = 1—3x— 32y + 22f + 123 + 2129,
O(z) = 2z — 22 — 1129,

ly(z) = 2x9 — 23 — 1170,

ls(z) = —ix1 + a2,

ly(z) = —3xo+ a3,

l5(x) = x179.

E facil verificar que £;(y’) = &;; como esperado. E como f(y°) = 3, f(y") = 7,
fW?) =4, f(y®) =27, f(y*) =10, f(y°) = 12, pelo Lema 3.5 temos que

3 3 1 1
m(x) = 3 (1 — 5.1'1 — 5372 + 51’% + 51'3 + Z'155'2> +7 (Z:El - .CC% - .1'1.%’2) +

1 1 1 1

3 )
= 33— 4$1 — 5%’2 -+ 81’% —+ 5.’13'% + 41’11’2.

Conseguimos assim o polinomio m(x) = 3—4z; — %xg + 8%+ gxg +4x179 que interpola

a fungao f(z) = 3+z;+ 23+ 21129+ 423 nos pontos do conjunto Y. Veremos na Segao 3.7
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um algoritmo para encontrar os polinomios de Lagrange sem a necessidade de resolvermos

p + 1 sistemas lineares. ]

Os Polinomios de Lagrange sao importantes na teoria de interpolagao polinomial,
tanto unidimensional como em espacos de dimensao 2 ou mais. Além disso algumas de
suas propriedades sao bastante 1teis em modelos da otimizacao sem derivadas. Por isso,
¢ importante estudarmos as propriedades dos Polinomios de Lagrange. Iremos agora

discutir maneiras alternativas para defini-los.

Dado um conjunto Y = {y° y',...,9*} C R™ e um vetor x € R", como a matriz

M (¢,Y) é nao singular, podemos expressar o vetor ¢(z) unicamente em termos do vetor

é(y'),i=0,...,p, como

P
> Ail@)ely') = ¢()
i=0

ou, da forma matricial,

M(¢,Y) " Nx) = ¢(z), onde A\(z) = [Mo(),..., A\ (2)]". (3.1)

Com isso, temos a primeira maneira alternativa para encontrar os polinomios de La-

grange: basta resolvermos o sistema linear dado em (3.1).

Para a segunda alternativa, dado um conjunto Y e um ponto x, considere o conjunto
Yi(z) =Y \{y'} U{x}, i =0,...,p. Ao aplicarmos a Regra de Cramer em (3.1) obtemos

det(M (¢, Yi(x)))
Ai(r) = det(M(¢,Y))

Esse fato mostra que A(x) ndo depende da escolha da base ¢, uma vez que o espago P2 é
fixado.

Considere um conjunto ¢(Y) = {é(y*),i = 0,...,p} € R Seja vol(¢(Y)) o volume

do simplex de vértices em ¢(Y"), dado por

| det(M (6, V)|

vol(o(¥)) = L2

e (B(Vi(e)))
vol(o(Y;(x

T

Ou seja, o valor absoluto do i-ésimo polinémio de Lagrange em um ponto dado x é a

mudanca no volume de ¢(Y'), quando y* ¢ trocado por .
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3.3 Medidas de Posicionamento

Vimos que a nao singularidade de M (¢,Y) é um indicador de posicionamento. Uma
questao natural é saber se existe conjunto melhor posicionado que outros, e a resposta é
sim. Outra pergunta que podemos fazer é: serd que o nimero de condigao de M(¢,Y)
¢ um indicador de bom posicionamento? A resposta, em geral, é nao, uma vez que o
numero de condicao de M(¢,Y’) depende da escolha de ¢. Além disso, para qualquer
conjunto de interpolagao Y, é possivel escolhermos a base ¢ de modo que o ntimero de
condi¢ao de M (¢,Y) seja igual a qualquer nimero entre 1 e +o00. Por outro lado, para
qualquer escolha de ¢ fixa, o nimero de condi¢ao de M(¢,Y) depende da escala de Y.
Assim, o ntimero de condicao de M(¢,Y) nao é considerado um bom indicativo para
o nivel de posicionamento de um conjunto de pontos. No entanto, vamos voltar a esta
questao e mostrar que, para uma escolha especifica de ¢, a base natural, e para Y, uma
versdo reduzida de Y, o ntimero de condicio de M (o, }A/) ¢ uma medida significativa de

bom posicionamento.

Uma cléssica medida de posicionamento de um conjunto de pontos Y em uma regiao

B ¢é dada em [1], onde ¢ mostrado que um polinémio interpolador de P? satisfaz

g T 1 - 7 g
|D" f(z) = D'm(x)|| < ml’dz ly' — 2| VD ()],
=0

onde D" denota a r-ésima derivada da funcdo e v4 é um limitante superior para D@0 f(x).
Notemos que f precisa ter (d+ 1) derivadas em z. Quando r = 0, o limitante do valor da
funcao se reduz a .
_ o d+1
@) = m(a)| < o+ DA™,

onde

Ay = max max |l;(z)],
0<i<p 2 B(Y)

e A é o diametro da menor bola B(Y') contendo Y.

A partir desses resultados vamos definir A-posicionamento, onde A é a constante de

posicionamento do conjunto Y.

Defini¢ao 3.6. [5, Defini¢io 3.6] Sejam A > 0 e um conjunto B € R™ dados. Seja
¢ = {do(x), d1(2), ..., ¢p(x)} uma base em PL. Um conjunto Y = {y°,y*,... ,yP} € dito

A-posicionado em B se e somente se
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. para a base de Polinomios de Lagrange associado com Y

A > max max [{;(z)],
0<i<pzeB(Y)

ou, equivalentemente,

para qualquer © € B existe A(x) € RPT tal que

ZM(%W(@/') = o) com [|A(#)[le <A,

ou, equivalentemente,

ao substituir qualquer ponto em Y por x € B, aumentamos o volume do conjunto

{po(x), p1(x), ..., dp(x)} no mdzimo por um fator A.

Essa definicao nao implica ou requer que o conjunto de amostra Y esteja contido

no conjunto B onde o valor absoluto dos polinomios de Lagrange sao maximizados. De

fato, o conjunto Y pode estar arbitrariamente longe de B desde que todos os polinémios

de Lagrange estejam limitados em valor absoluto em B. No entanto, veremos que para

garantir a validade dos algoritmos que constroem conjuntos A-posicionados iremos gerar

pontos em B.

Mostraremos agora algumas propriedades do A-posicionamento.

Lema 3.7. [5, Lema 3.7]

1.

2.

3.

Se B contém pontos em'Y eY € A-posicionado em B, entao A > 1.
Se 'Y é A-posicionado em B, entao Y € A-posicionado em um subconjunto de B.

Se 'Y € A-posicionado em B para um constante A, entao Y € K-posicz’onada em B

para qualquer A>A.

para qualquer x € R™, se \(x) € solugdo de

2_Ail@)oly') = o(x)
entao

p
1=0
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Demonstracao.

1. Como

A > max max [{;(z)]
0<i<pzeB(Y)

ey’ € B, entdo max |[¢;(z)] > [4;(y")], logo
y max [6(a)| > 16, log

A > max |4;(y")].

0<i<p

Pela defini¢ao dos polinomios de Lagrange segue que max 16;(y")| = 1, 0 que mostra
<i<p

o resultado.

2. Seja A C B. Como Y é A-posicionado em B, temos pela Definicao 3.6 que para
qualquer x € B existe A\(z) € RPT! tal que

Zki(xﬁé(yi) = o) com [A(2)[le <A

O mesmo vale, em particular, para todo x € A.

3. O resultado é imediato uma vez que para qualquer z € B existe A\(z) € RPT! tal

que

Z&(iff)cb(yi) = ¢(z) com [A@)]e <A <A

4. Pelo Lema 3.5, dados f : R" — R e um conjunto Y posicionado, o tinico polinomio

interpolador é dado por

Seja f : R® — R, onde f(z) = 1 para todo x. Entao f(y') =1,i=10,1,...,p, e
com 1Sso )
m(z) = Ai(x).
i=0
Por outro lado, como f é um polinémio de grau zero, m(z) = f(x), logo m(z) =1
de onde

p
1=0



A seguir mostramos alguns exemplos de conjuntos posicionados e suas respectivas
constantes de posicionamento. Nao é necessario utilizar a funcao que queremos interpolar
para sabermos a constante de posicionamento de determinado conjunto, mas para a melhor
visualizacao as figuras abaixo foram construidas de maneira que interpolassem a funcao
f(z,y) = cos(z) + sen(y) numa vizinhanga do ponto (1,1). Nas figuras a seguir a fungao
estd tragada em azul enquanto o modelo é mostrado em cinza. Conseguimos ver pelas
figuras que quanto mais préximo de 1 a constante A, melhor o modelo aproxima a funcao.
Ainda neste capitulo veremos como encontrar a constante de posicionamento para um

conjunto dado, e, mais que isso como melhora-la quando necessario.

Figura 3.1: Y = {(0.1,0.3); (0.3,0.1); (1, 1); (1.5, 1.5); (1.6,1.8); (1.8,1.6) }, com A = 186.

Figura 3.2: Y = {(0,0); (1,0.66); (1, 1.33); (0,2); (2,0): (2,2)}, com A = 150.
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Figura 3.3: Y = {(0,0);(0,1); (1,0);(1,1);(0,2);(2,0)}, com A = 4.

Figura 3.4: Y = {(0.1,1.4); (0.4,0.25); (1,1); (1,1.9): (1.6,0.25); (1.9, 1.4)}, com A = 1.82.

Figura 3.5: Y = {(0,0);(0,1);(1,0);(0,2);(2,0);(2,2)}, com A = 1.
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Mostraremos a seguir que a constante A nao depende da escala do conjunto de amostra.

Lema 3.8. /5, Lema 3.8] Sejam' Y = {3°,y',... 4"} um conjunto de pontos de inter-
polagio e A\i(x), i =0,...,p, a base dos polinomios de Lagrange para Y, isto €, solugao
de (3.1) para Y. Entao, para qualquer A > 0, \j(x/A), 1 =0,...,p, € solu¢io de (3.1)
para Y, onde Y = {y° /A,y /A, .. 4P A}

Demonstra¢ao. Como a solugdo A(z) de (3.1) ndo depende da escolha da base, vamos

considerar a base natural ¢. Temos que \;(z), i =0, ..., p, satisfaz

> Adl) = d(a). (32

Se multiplicamos cada ' e x por 1/A, isto corresponde a multiplicar as linhas do
sistema (3.2) por diferente escalares, a saber (1,1/A,1/A?,...,1/A%) os quais dependem
do grau do polinémio da base natural que estd em cada linha. E temos que A(z/A)

satisfaz este novo sistema para Y. 0O

Segue diretamente do lema anterior o seguinte corolario.

Coroldrio 3.9. Se Y ¢é A-posicionado em B, entio Y = Y/A é A-posicionado em B =
B/A.

O préximo resultado mostra que translagoes do conjunto de interpolagao nao alteram

A-posicionamento.

Lema 3.10. /5, Lema 3.9] Sejam Y = {y°,y*, ..., y?} um conjunto de pontos de inter-
polagao e \i(z), i =0,...,p, a solug¢do de (3.1) para x dado. Entdo, para qualquer a € R,
Ai(x) também € solugao de (5.1) para Y, = {y°* + a,y' +a,...,y* +a} ex, =z + a.

Demonstrag¢ao. A solucao de (3.1) ndo depende da escolha da base, trabalhando com a

base natural com a notagao de multiindice

_ 1,
¢9;(z) = (a—j)!fﬂ 7
temos que
dj(x +a) = (alj)! (x 4+ a)®
1

= (% + 2% o+ 2% %a® + ... +2a® " 4 a%)

—
Q

<.

~—

= g(@) + o)+ Y wla)dn(@),

k:lag | <|ey]
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onde 7i(a) sdo coeficientes que dependem de @ mas nio de . Entdo, ¢;(z + a) define
uma base em P¢. Novamente usando o fato que a solugao de (3.1) nao depende da base,

temos

Ai(@)o(y' +a) = d(z +a).

p
1=0

3.4 Numero de Condicao como uma medida de bom

posicionamento

O ntimero de condi¢ao da matriz M (¢,Y") dada pelas condicoes de interpolacao, em geral,
nao é uma boa medida de posicionamento de Y, uma vez que podemos ter mudancas
grandes quando mudamos ¢ ou mudamos a escala de Y. No entanto, vamos considerar
uma especifica escolha de base, a base natural ¢, e vamos olhar o ntimero de condicéo de

M (9, 37), onde Y é uma versdo transladada e com mudanca de escala de Y de tal modo

que
g:{()?@l?“‘Jigp}CB(O?l))
e
S A0 Sill
max [[§" — 77| = max |[5*] = 1.
Para isso, seja Y = {¢°,y*, ..., yP}. Primeiro transladamos y° para a origem, obtendo

{0,y" —o°, ... " — 9"}

Entao consideramos
A =A(Y) = max [y — |

0<i<p

e multiplicamos todos os elementos do conjunto por 1/A; obtendo

Y ={09"....9"} = {0, (¥ —y")/A, ..., (y* —y")/A} C B(0,1).

Para entendermos como o nimero de condi¢ao de M(¢,Y) pode ser uma medida de
posicionamento, precisaremos alguns resultados auxiliares. O primeiro deles mostra que
qualquer polinémio pode ser expresso por ¢(x) com coeficientes que nao sdo tao pequenos

que o polinomio possa zerar, ou quase, na bola unitaria.
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Lema 3.11. /5, Lema 3.10] Existe um nimero & > 0 tal que, para qualquer escolha de

v satisfazendo ||v]|e = 1, existe um ponto y € B(0,1) tal que v ¢(y)| > €.

Demonstracao. Consideremos

b(o) = max |oT(x).

z€B(0,1)

Primeiramente, vamos mostrar que 1 é uma norma:
(i) ¥(v) > 0 para todo v € RP*! pois é o maximo de valores absolutos.
(ii) ¥(v) = 0 se, e somente se v = 0. Temos que,

max [076(@)] = 0= [oTo(2)] = 0 > vT6(:) = 0,

para todo z € B(0,1). Logo, v = 0. Por outro lado, se v = 0, temos que para todo
z € B(0,1)
v d(z) =0= v ¢(x)] =0= max |v é(z) =0.

z€B(0,1)
(i)
vlav) = max oo o(@)] = max fallo6(w)| = lof max [0 6(x)| = lalv(v).
(iv)
vlutv) = max [+ o) o) = max [uo(@) + o7 olz)
< bax lu'o(x)] + o' o(x)| < o u'p(x)| +  ax v p(z)]
= P(u) +(v)

E como duas normas de dimensao finita sao equivalentes, entao existe uma constante

£so > 0 tal que

() = Eoollvloo,
onde &, = | Iﬁliril¢(v)' Por fim, quando |[v]|. = 1, temos ¥ (v) > €, logo existe
y € B(0,1) tal que [v"é(y)| > &x. 0

Se restringimos o resultado anterior para o caso em que ¢ é a base natural e d < 2,

entao podemos explicitar um limite inferior para ... E o que mostramos nos préximos
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resultados.

Lema 3.12. [5, Lema 3.11] Seja v ¢(z) um polinémio linear, onde |[v]eoc =1 € ¢ € a
base natural. Entao

Té > 1.
mgng¢@N_

~ . N . . T
Demonstragao. Para o caso linear, temos que ¢ = {1,z1,...,2,} e v = [vg,V1,...,0U,] .
Seja w = [vy, vy, ..., v, entdo o maximo de v+ v121, . . ., v,7,| em B(0, 1) acontece em
HwTH ou —m. Quando o maximizador é ”g—”, temos o valor méximo vy + ||w|| e quando

o maximizador ¢ —pt, temos o valor 6timo —vo + |w]]. Assim, temos o valor maximo

|vo| + ||w]| > 1, pois ou |vg| =1 ou algum |v;| =1 parai=1,...,n, pois ||[v]l = 1.

s

Lema 3.13. [5, Lema 3.12] Seja v ¢(x) um polinémio quadrdtico, onde ||v]|s =1 € ¢ ¢
a base natural. Entao

o
>
xgg&@¢@ﬂ_

| =

Demonstragao. [5, pag. 111] Como [|v|l« = 1, pelo menos um dos componentes de v é
1 ou —1. Entdo o polinomio g(z) = v ¢(z) tem um coeficiente igual a —1, 1, —% ou
%. Vamos analisar quando esses coeficientes sao positivos, o caso em que sao negativos
podem ser analisados de modo analogo.

O maior coeficiente em valor absoluto em v corresponde ao termo constante, ou a
um termo linear z; ou ainda a um termo quadrético z7/2 ou x;x;. Vamos restringir
como zero todas as varidveis onde isso nao ocorre. Vamos mostrar que o maximo valor
absoluto do polinomio ¢ pelo menos i considerando os 4 casos que correspondem o0s
maiores coeficientes. Em cada caso vamos avaliar o polinomio restrito em alguns pontos
da bola unitaria e mostrar que em pelo menos um desses pontos do polinémio alcanga o
valor absoluto de pelo menos }L. O que nos fornece uma garantia de que o maximo valor

absoluto do polinomio irrestrito ¢ também limitado inferiormente por ;11.
(i) O primeiro caso é quando ¢(x) = 1, em que trivialmente temos |g(x)| > i.

(ii) No segundo caso q(z) = 27/2 + ax; + . Neste caso temos

1 1

WU=§+a+& M—U=§—a+@ q(0) = .

Se |q(1)] > 1/4 ou |g(—1)] > 1/4, conseguimos o resultado. Por outro lado, se |¢(1)| < 1/4
e |q(—=1)| < 1/4, temos

(1) + a(~1)| < la(1)| + la(-1)| < 3,
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logo

1 1 1
§+a+ﬁ+§—a+ﬁ <3

que por sua vez implica em |1 4+ 25| < 1/2, logo f < —1/4. Como ¢(0) = (3, temos
g(0)] > 1/4.

(iii) No terceiro caso ¢(x) = az?/2 + x; + 3. Temos que
q)=a/24+1+5 e q(-1)=a/2—-1+0.
Nesse caso temos que o max{|q(—1)|,|q(1)|} > 1.

(iv) O quarto caso acontece quando ¢(x) = ax}/2+ 27 /24 215 +yx;4 02+ €. Neste

caso vamos considerar quatro pontos na bola B(0,1):

= (V2 1V2), 2 = (V2. ~1/V2).ps = (~1/VZ1/V) € ps = (—1/v2,—1/V2).

Assim,
a  po1 ¥ )
a  po1 v 0
a [ 1 v )
a [ 1 y )
-4 =4+ — - —+e€
alp) = 7+ 715 NG
E com isso

a(p1) —q(p2) =1+6vV2 e qlps) — qlps) = —1+ V2.

Se § > 0, entao q(p1) — q(p2) > 1, o que implica que se |g(p1)| < 1/2, entdo q(p2) < —1/2.

O caso § < 0 é andlogo, ao analisarmos q(ps) — q(ps) < —1.
Considerando os quatro casos, provamos o lema. 0O

Podemos ainda fazer esta estimativa em termos da norma euclidiana, uma vez que
|lulloo < |lull < v/n||t]|eo, onde n é a dimensdo de u. Entao, dado v tal que ||o]| = 1
podemo multiplicar ¥ por no maximo /p + 1 para que v = av, 0 < a < y/p + 1, tal que
|v]|oo = 1. Entao,

& = min max [0 ¢(x)| >

v >
Iz]|=1 € B(0,1) vp+1 H'UHoo 1176B01)| ( )l -

L
VP +T
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3.5 A-posicionamento e o nimero de condicao

Vamos agora relacionar o niimero de condicdo da matriz M (¢, Y) com a constante de
posicionamento A do conjunto Y. Da definicio de A-posicionamento em By, A(Y)),

usando a base natural, temos que para todo z € B(y°, A(Y))), existe A(z) tal que
M™\Nz) = ¢(x) com ||A2)]e < A.

Usando os Lemas 3.8 e 3.10, temos que isso é equivalente a dizer que para todo = € B(0, 1)
existe A\(x) tal que
M™A(z) = é(z) com [[A(z)]e < A.

O nimero de condicao da matriz M = M($,Y) é dado por cond(M) = || M||||[ M.

~

Com o auxilio do préoximo resultado vamos mostrar que para relacionar cond(M) com a

constante de posicionamento A ¢ suficiente encontrar um limitante para || M 1]

Lema 3.14. Seja A € R™* " entao
max |a;;| < [|A]l < nm%xw,

onde, ||A|| = ﬁfmx |Az|| para z € R™.
z||=1

Demonstracao. Temos que
n
(A.CL')Z = Z ;5 5,
j=1

como para r € R"

[A]l = max || Az|],
zll=1
temos que
m /o 2\ 2 m /o 2\ 2
bt = o (32 (S ) = (32 (Sem) |
=\ = 5o i=1 \j=1
para algum z € R", com ||z|| = 1.
Seja Tmax = max z;. Como ||Z|| = 1 temos que |Tpax| < 1 e com isso
<i<n

(NI

m n 2 m n 2 %
”AH = <Z (J,UZL']) S Z (Z aijxmax> .

i=1 \j=1 i=1 \j=1
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Entao,

)
NI
)
»

1Al

m n

2|2

i=1 \j=1

[\
[SIE
[SIE

IN A
=
™ :
= 1M
B
Qo
s s
£ B
NN
IA

m
< [ 3 n2(max]a;|)?
J
=1

< (mn*(max|a;))?)? = ny/mmax a].
1,) 3

Por outro lado, seja £* um vetor com coordenada 1 na posi¢ao jo e zero nas demais,

de modo que max; ; |a;;| = |aiy;,|, logo ||AZ*|| < |1rnHaLx1 |Az|| = ||A]|. Assim,
x||=
m 2
Hzlé;.x|az'j| = max |a;;,| < > lai ) = 1Az < [JA].

=1

O

Com isso, conseguimos um limitante para a norma de M, uma vez que max |ri;;| = 1,
l’]
temos

3
2 .

1< | M| < (p+1)

Para o proximo resultado auxiliar lembramos que uma matriz A € R™*", sem perda
de generalidade m > n, pode ser decomposta em um produto UXV ", onde U € R™*™
e V € R™" sao matrizes ortogonais, > € R™*" é uma matriz diagonal cujos elementos
diagonais o; sdo as raizes quadradas positivas dos autovalores da matriz AT A, ou seja,
os valores singulares de A dispostos em ordem nao decrescente. Comparando as j-ésimas

colunas de cada lado da equacao

AV =U%
obtemos
A?)j:O'j'LLj jzl,,n
Analogamente,
ATU=vyT

e, portanto,

ATu;=o0v; para j=1,...,n

ATu; =0 para j=n+1,...,m.

Os vetores v; sao chamados de vetores singulares a direita de A e os u; de vetores singulares
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a esquerda de A. [11]

Lema 3.15. /5, Lema 3.13] Seja w um vetor singular a direita normalizado de uma matriz

quadrada nao-singular A € R™™ ™. Entao, para qualquer vetor r € R™,

[A7]| > |w T r[]|AJ.

, para todo x € R” com x # 0. Como

A A
Demonstrag¢ao. Temos que ||A|| = sup | Az] < | Az]
por hipdtese w é um vetor singular a direita, existe o um valor singular de A associado a

um autovetor unitario v de AA" tal que Aw = ou e cw' =u'A. Assim

w'rl|A] < fw ]l Awl]
= [w'rll|ou]
= |ow r[|u]
= |ow'r|
= |u'Ar|

[ull[Ar]] = [l Ar[],

IA

completando a demonstracao. 0O

Com esses resultados, agora conseguimos enunciar o teorema que relaciona o nimero

de condicao de M e a constante de posicionamento A.

Teorema 3.16. [5, Teorema 3.14] Se M ¢ ndo singular e |M~'|| < A, entio Y é
Av/p + 1-posicionado em B(0,1). Reciprocamente, se Y € A-posicionado em B(0,1),
entdo |M~'|| < 0A\/p+ 1, onde 0 > 0 depende de n e d, mas nio depende de'Y ou A.

Demonstragio. (=) Se M é nao singular e |[M ™| < A, entdo, como MT\(z) = ¢(x),
temos

M@)o < 1M ool @) oo < (p+ DM [ 0() oo

Como max ¢(z) < 1, temos
z€B(0,1)

M@)o < (p+ 12 |MT|| < (p+1)2A.

(<) Seja v um vetor singular a direita normalizado correspondente ao maior valor

singular de M. Como |7 = 1, pelo Lema 3.11 existe y € B(0,1) tal que

€0
p+1

0" o(y)| > & >
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Temos também por (3.1) que |A(z)| = [|M~T¢(x)||, usando o Lema 3.15 com A =
M T, w=0er=d¢y),

@) = 1M T ()| = 1o T d(y)[I17 T,
e consequentemente

[T ST < M) < Vo + LIA@) |-

Portanto,
- Vp
16T < Ea )|||>\( )|loo < OAV/P+1,
com 0 = Vg’;rl, uma vez que [[A(z)|l < A. O

Em vista dos Lemas 3.12 e 3.13 podemos estimar o valor de #. Abaixo, apresentamos
um corolario que serd ttil para provar que conseguimos construir conjuntos A-posicionados

em um numero finito de passos.

Corolério 3.17. [5, Coroldrio 3.15] Se Y é A-posicionado em B(0,1), entio o volume
vol(@(Y)) > O(p,0) > 0, onde O(p,6) depende somente de p, (ou seja, de n e d) e da
base ¢.

Demonstracao. O Teorema 3.16 garante a existéncia da constante 6 que depende somente
de n, d e ¢ tal que |[M~T|| < OA/p+ 1. Como o valor absoluto do determinante de uma

matriz quadrada é o produto de seus valores singulares, temos que

1 1
b+ Dl det (31| = 0+ DIOAYE T TP

vol(§(Y)) =

3.6 Limitante para o erro em termos do niimero de

condicao

Vamos agora encontrar um limitante para o erro entre o polindmio interpolador e a fungao

interpolada, entre seus gradientes e entre suas hessianas.

(n+1)(n+2)
2

Seja Y = {y*,y',...,y?} C R™, onde p = um conjunto posicionado para

interpolagao polinomial contido em B(y°, A(Y')). Vamos supor que f ¢ interpolada por
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um polinomio m, em termos da base natural, ou seja,

Além disso vamos assumir como hipétese que f é duas vezes continuamente dife-
rencidvel em um dominio € aberto contendo B(y°, A(Y)) e V2f é Lipschitz continua em

(2, com constante 5 > 0. Com isso, podemos escrever o modelo quadratico de interpolacao

como
1 1
_ T Lo T <
m(y)=ctg y+oy Hy=c+ > Iy + 5 >y, (3.3)
1<k<n 1<k,I<n
onde H é simétrica de ordem n. Os coeficientes ¢, gq1,...,9, € hy, 1 <1 < k < n sao

unicamente determinados pelas condicoes de interpolacao, uma vez que o conjunto Y é

posicionado.

Vamos assumir sem perda de generalidade, por um momento, que y° = 0. Conside-
rando agora um ponto y na bola B(0, A(Y)) para o qual vamos estimar o erro no valor

da funcao,
m(y) = f(y) + ¢ (y), (3.4)

do gradiente
Vm(y) = Hy + g =V f(y) + ' (y), (3.5)

e também da Hessiana
H=V?f(y)+E"(y).

Como as Hessianas de f e m sao simétricas, vamos apenas considerar o erro de deri-

vadas de segunda ordem nos elementos da diagonal e abaixo delas, ou seja,

hw =V f() +Ei(y), 1<I<k<n.

Das condicoes de interpolagao,
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Usando (3.3), segue

R . 1 .
c+gTyl+§(yl)THy’—c—gTy—gyTHy:f(y’)—f(y)—ef(y),

o que simplificando resulta

9" =)+ 5 () Hy =y Hy) = f(u") = f(y) — ¢/ (). (3.6)
Temos que
W) Hy' =D hayiyi ey Hy=Y_ > huyu,
k=1 =1 k=1 =1
assim

(W) Hy' —y " Hy => > huyiyi — vswn),
k=1 I=1

por outro lado,

ViUl — UkY = YRYL — e — YkY + Uk + Y+ kY — 2uky
= (?ﬁc - yk)(yll —y) + (QZ — Yy + (?JzZ — Y)Yk,

W) Hy' —y " Hy = D> > (hualyr — w) Wi — w0) + hia(Wh — ve)wn + b (Wi — v1)us)

Substituindo em (3.6),

9"y —y)+ %(y" —y) Hy' —y)+ ' —y) Hy = f(y") — fly) — €/ (y).

Pela aproximacao de Taylor de segunda ordem de f em torno do ponto 3 temos

£ = F0) + = 0) V() + 50— 0) TS — ) + O(AY)

Usando (3.5),
(v —y) " (Vf(y) +e(y) — Hy) + %(yi —y) H(y' —y) + (' —y) Hy
= () V) + 50— 0) VT~ ) + O(A) — el (),
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entao

W )T w) + '~ )T - VI —9) = 0% — ) ()
Como ¢ = 0,
) + 5y IH ~ VS )ly = O(A%) — /()
subtraindo de (3.7)
Y el(y) + %yiT[H — VW)l -y B (y)y = O(A%),

ou ainda,

v T ()~ B )y) + o' [H ~ V)l = O(A%).

Este é um sistema linear que pode ser escrito como

1<k<n 1<k<n 1<l<k<n

ty) =e(y) — E" (y)y = e*(y) — [H — V> f(y)]y. (3.8)

Podemos escreveé-lo matricialmente como

iy
Q| W
e”(y)
onde e (y) é o vetor de dimensao n + n(n + 1)/2 que sao os elementos de Eff(y), k =

1,...,ne Ef(y), 1 <1<k <n. A matriz Q é a matriz M(¢,Y), quando excluimos a

primeira linha e a primeira coluna e d = 2 e y° = 0, desde que e(y) esteja devidamente

= O(A?), (3.9)

ordenado.

O préximo resultado nos auxilia a encontrar um limitante para cada entrada do vetor
dado pelo lado direito de (3.9).

Lema 3.18. [6, Lema 4.1.14] Seja f : R" — R uma funcao duas vezes continuamente
diferencidvel em um aberto convero D C R"™ com V2f Lipschitz continua em D com

constante v. Entao para todo x +p € D,

£+ p) — (F@) + 9 V) + 30 V@) < Lol

Demonstragao. Seja h : R — R uma parametrizacao de f ao longo do segmento [z, z + p],
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com h(t) = f(x + tp). Seja r(t) = = + tp. Entao pela Regra da Cadeia, para 0 < 0 <1,

dh "\ of dri(t) T
—(0) = ; 5 (r(0)) =3, 7(0) = Vf(x +0p) p,

e

d2h SRR dr;(t G ar2(t) 1,
ﬁw):;j:lW%W»( 70) ¥ O =TV oy

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, dados a,b € R,

a+b
/ h'(t)dt = h(a+b) — h(a).
Por outro lado, através de integracao por partes, vemos que
a+b a+b
/ W (1) dt = (a+ b (a+b) — ak(a) — / (1) dt,
Com isso e novamente o Teorema Fundamental do Célculo,
a+b
h(a+b) —h(a) = (a+b)h'(a+b)—ah/(a)— / th"(t) dt
a+b ‘ a+b
= / (a+b)R"(t)dt + (a+ b)h'(a) — ah'(a) — / th"(t) dt
a a+b a
= bh'(a) + / (a+b—t)h"(t)dt.
Fazendo a mudanca de variaveis t = a + sb,
1 1
h(a +b) — h(a) — bh'(a) = / (b — sb)h"(a + sb)bds = / b?(1 — s)h"(a + sb) ds.
0 0

Por outro lado,
1

§bZh”(a) = /0 b*(1 — s)h"(a) ds.
Portanto,
!/ 1 211 ! 2 " "
(a+b) — hla) ~ b (a) — SN (a) = /0 V(1 s)[h"(a + sb) — " (a)] ds.

Paraa=0eb=1,

h(1) — h(0) — 1'(0) — %h”(@) - /0 (1 — s)[A"(s) — h"(0)] ds.
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Substituindo h(t) = f(z+tp), W'(t) = Vf(z+tp)'pe h"(t) = p" V?f(z+1p)p na equagao

fle+p)—flz)=Vf(z) p- %pTVQf(:r)p = /0 (1=s)[p"V?f(z+sp)p—p V> f(2)p]ds.

Com isso,

& +p) — f@) - p V() — spTVE(a)p

: < / (1= 9P [V2f (2 + 5p) — V2f(2)]p] ds

1
Flap) = 1) =07V (@) = 5071 @) < allll” [ (5= ) ds = Tl

0 que completa a demonstracao. 0O

O sistema (3.7) pode ser escrito como
W' =v) ") + 5 =)' [H = VW)l —y) + €/ (y) = O(A?),
Substituindo e/ (y) e ¢9(y) no lado esquerdo obtemos

(4 —) (Vi) = V1)) + 5~ 0) T —9) — 56 —) S )y~ )+ mly) — ()
Como m(y') = f(y') = fly+y' — )
fly+y —y) = fly) = —y) V) - %(y" ~y) VW)Y )
—m(y') +m(y) + (' —y) Vm(y) + %(y" —y) H(y' —y).

No entanto,
—m(y') +m(y) + (y' —y) Vm(y) + %(yi —y) H(y' —v)

=—m(y") + m(y) + (y') ' Vm(y) =y Vm(y) + %(yi)THy" — (y) " Hy + %yTHy.

Como Vm(y) = Hy + g,

. . . 1 o 1
—m(y") +m(y)+ (') Hy+ (') g—y Hy—y' g+ §(yl)THy’ —(y") " Hy + §yTHy

. . 1 o
=—m(y')+my)+ () g—y g+ §(yZ)THy’ — §yTHy-
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Como m(y +y) = c+2y" g+ 2y" Hy, subtraindo e somando da equacao acima

i i L i, 3
—m(y+y)+c+y g—m(y)+my) + (y )T9+§(y )T Hy +§yTHy

Como m(y') = ¢+ (y*) "g + 3(y*) " Hy', substituindo acima

1 1
—m(y+y)+y Hy+y' g+my) + §yTHy =—m(y+y)+m(y) +y' Vm(y) + QyTHy

Entao (3.7) pode ser escrito como
fy+yv' —y)—fly) - —y) VIy) - %(yi —y) VW) —y)
—m(y +y) +my) +y' Vm(y) + %yTHy = O(A?) (3.10)

Usando o Lema (3.18) temos que o lado esquerdo ¢ a diferenca entre dois termos que
podem ser limitados por vy’ — y||>/6 e va||y||*/6 respectivamente. Como |y* —y|| < 2A
e |lyll < A, o lado esquerdo de (3.10) é limitado por 3A3/2.

Entao,

3 )
< §(p—i— INEIZYANS (3.11)

Para eliminar a dependéncia de () em A vamos considerar a matriz

(3.12)

QzQ[D51 ’ ]

0 Dy

onde D é uma matriz diagonal de ordem n com A nas entradas e Da2 é uma matriz

diagonal de ordem (p — n) com A? na entradas. A matriz Q é analoga a () para o caso
Y =Y/A c B(0,1).

O préximo teorema nos garante limitantes para o erro entre os valores da funcao e do

modelo quadrético, no sentido da definicao de Plenamente Quadrético.

Teorema 3.19. /5, Teorema 3.16] Seja Y = {y°,y',...,y?} C R", onde p = ngﬂ
um conjunto posicionado para interpolagdo polinomial contido em B(y°, A(Y)). Se f é
duas vezes continuamente diferencidvel em um dominio Q aberto contendo B(y°, A(Y)),
V2f € Lipschitz continua em Q, com constante v > 0 e f € interpolada por um polinémio

m. Entdo, para todo ponto y € B(y, A(Y)), temos que
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e 0 erro entre a Hessiana do modelo e a Hessiana da funcao satisfaz
IV2f(y) = VPm(y)|| < kend,

e 0 erro entre o gradiente do modelo e o gradiente da funcdo satisfaz
IV f(y) = Vm(y)]| < regA?,

e 0 erro entre o modelo e a funcao satisfaz

[f(y) —m(y)] < kepA?,
Onde Kep, Keg € Kef Sa0 constantes dadas por

3\f

1 A
A
1+\/§ 1 A
e T %(pﬂmn@ Il
6 + 9v/2 1 A v
f = I+ 2

Demonstragao. O lado esquerdo de (3.9) pode ser escrito como

0 Dgl 0 Dt y)
0 Dyxi || Dazefl(y) |
Usando (3.11) e (3.12), temos que
DAt y) 3 1 1 3
—(p+1)21 A°. 3.13
H [ i ] < S+ )il (313

Entao

IDaze ()] < S(p+ 1)705]|Q7 | A,

l\')loo

o que implica
3 1AL
le® @)l < 5+ 1)2m] Q7 [A.

O erro das Hessianas é, portanto, dado por

1B G < IE7 Wl < V) < 220+ DHml 01,

onde ||.||r denota a norma de Frobenius.
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De (3.13)

w

IDAt()]| < S(p+ 1)20,]|Q Y| A%,

N}

e consequentemente

[t(w)]| < S(p+ 1)z QYA

l\')ICO

Por outro lado, por (3.8)

le? @Il < el + 12" )l

3 1AL 3v/2 1 Al
R L b (7<p+1>w2u@ 1HA> A

— BV 1y

IN

Finalmente, da versao de (3.7) para ¢ = 0, temos

L v
W < @A+ FIE m)]A* + A7

SV (4 118 + 22k 1)l QA0+ 28
(6 +9v2)

= T DEnQ A+ 2AY

Se y # 0, fazemos uma mudanca de varidvel f(z) = f(z 4+ ¢°), com z = y — 1,°.
Aplicamos entdo o resultado provado e encontramos limitantes para | V2f(z) — V2i(z)||,
IVf(2) — Vin(z)|| e |f(z) — m(z)]. Definimos m(y) = m(y° + z) ¢ mudamos a funcdo
e o polinomio modelo novamente para as variaveis originais. E com isso encontramos
os limitantes desejados, uma vez que V2i(z) = V2m(y), V2f(z) = V2f(y), Vin(z) =
Vm(y) e Vf(z) = V(y). 0

3.7 Algoritmos para bom posicionamento

Até o momento, apresentamos resultados tedricos que garantem que interpolagao poli-
nomial é uma boa alternativa para construir modelos quadraticos de uma funcao a ser
minimizada. Agora vamos mostrar que conseguimos algoritmos para obter a base de La-
grange de um conjunto de pontos, melhorar o posicionamento desse conjunto e garantir

que esse algoritmo de melhoramento termine em um nimero finito e limitado de iteragoes.
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Com isto, garantimos que os modelos baseados em interpolagao polinomial serao plena-
mente lineares e plenamente quadraticos, de acordo com as defini¢oes vistas no capitulo

anterior.

O primeiro algoritmo que apresentamos é para encontrar a base de Lagrange de um
conjunto Y de pontos que tenha cardinalidade igual a dimensao do espaco de polinomios
P4,

Algoritmo 3.1. [5, Algoritmo 6.1] Calcula Base de Lagrange

Dados:
- Uma aproximacao inicial para a base de Lagrange ¢; = ¢;, ¢ =0,1,...,p.
PARA 1 =0,...,p

PASSO 1 - SELECAO
Encontre j; = arg max;<;j<p |£;(y7)).
SE £;(y7) = 0,
Pare, pois o conjunto Y nao é posicionado.
SENAO

Troque os pontos 3° e 3/ de posicdo no conjunto Y.

PASSO 2 - NORMALIZAGAO

_ li(x)

PASSO 3 - ORTOGONALIZAGAO
PARA j =0,...,p, j # 1, FAGA
Ui(x) = Li(@) — ("))

Mostremos que o Algoritmo 3.1 calcula a base de polinémios de Lagrange para con-

juntos posicionados. Na primeira iteracao temos

~ ¢o(z)

fo(l’) - ¢O(y0) )

logo lo(y°) =1. Para j=1,...,p,
li(x) = ¢5(x) — ¢ (y") o (),

entao ¢;(y°) = 0.
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Na segunda iteragao,

logo (1(y') =1, e ly(y') = 0. Para j =2,...,p,
li(x) = l;(x) = 4;(y") (),
entao ;(y') = 0.
Temos também que para j =0
lo(z) = lo(@) — Loy ) (),

o que garante que {o(y°) = 1, pois ly(y') = 0. Portanto uma iteracdo nao destréi a

anterior, e com isso ao fim de (p + 1) iteragoes temos

; 1, sei =7,
gj(y)zaij:{ 0, sei#j

o que por definicao é uma base de Lagrange.

Para ilustrar o funcionamento do Algoritmo 3.1 vamos construir um exemplo.

Exemplo 3.2.

Sejam o conjunto Y = {(0,0),(1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1)} e a base inicial ¢ =
{1, 21,29, 2%, 22, 1125 }. Entdo para i = 0, precisamos encontrar o ponto que atinge o
méximo do polinémio ¢y(z) = 1 entre os pontos de Y. Nesse caso todos os pontos de Y
sao pontos de maximo e com isso consideramos jo = 0 e nao precisamos trocar os pontos

de lugar. O segundo passo é fazermos a Normalizacao, assim

O préximo passo é a Ortogonalizagao que vai atualizar os demais polinomios da base

inicial. Ou seja,



Us(x) = ls(x) — l5(y°)bo(x) = 2129 — 0+ 1 = 2109,

Apoés a primeira iteracao nenhuma alteracao foi feita.

Para a segunda iteragao precisamos encontrar o ponto que atinge o maximo do po-
linémio ¢;(x) = x1, que neste caso é o ponto (2,0), e com isso trocamos este com o segundo
ponto do conjunto, logo Y = {(0,0),(2,0), (0,1),(1,0),(0,2),(1,1)}. Normalizando, ob-

temos

gl(l') T
¢ - .
1(37) €1<y1) 9
Apods o terceiro passo temos
T T
lo(x) = lo(z) — Lo(y" )y (z) =1 —1 ?1 =1- 31
T
gg(l') = KQ(ZE) — Eg(yl)él(ﬂ/’) = Ty — 0- ?1 = ZT9,
T
l3(x) = l3(z) — L3(y" )y (x) = 25 — 4 - ?1 = x| — 211,
T
ly(x) = la(x) = La(y')a(z) = 25— 0- 71 = a3,
T
£5<I‘) - 55(1’) - 65(3/1)61(.%) = T1T9 — 0- ?1 = T1T29.
Logo, ao final da segunda iteragao a nova base é ¢ = {1 — 0.5zy,0.5z1, T9, 23 —

2
21, x5, 12}

Quando i = 2, o ponto que atinge o méaximo de {y(z) = x5 é o ponto y* = (0,2) e
ao atualizar Y temos Y = {(0,0), (2,0), (0,2),(1,0),(0,1),(1,1)}, ao fazermos a norma-

lizacao

. fg([ﬂ) . )
62(*77) - 62(3/2) - 2
Apds a Ortogonalizagao temos
x x x x
lo(z) = lo(z) — Lo(y>)la(z) = 1 — 71 —1- 72 =1- 51 - 52
x x x
l(z) = b(x) — (Y la(x) = 51 —0- 32 = ?1,
x
ls(x) = l3(x) — l3(y*)la(x) = 22 — 221 — O - ?2 =27 — 21y,
x
Cy(z) = ly(x) — Ly(y?)la(a) = 22 — 4 - 72 = 22 — 21,

T
65(.17) = 65(1‘) - €5<y2)€2(1‘) = T1T9 — 0- ?2 = T1T2.
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Ao final da terceira iteracio a nova base é £ = {1 — 0.5x; — 0.525, 0.5z, 0.5x9, 72 —

2
2wy, x5 — 2T9, T Lo}

Para i = 3, temos ao final da itera¢ao a nova base ¢ = {1—1.5x; —0.5x2—|—0.5x%, O.Sxf—

0.521,0.509, =23 + 271, 13 — 229, 172}

Quando i = 4, £ = {1—1.5z; — 1.5x9+0.527 +0.523, 0.527 — 0.5z, 0.523 — 0.529, —27 +

2
2xqy, —x5 + 29, 1T}

E finalmente para i = 5, £ = {1 — 1.5x; — 1.5z + 0.52% + 0.523 + x179,0.527 —
0.521,0.523 — 0.5x9, 221 — 2% — 2119, 279 — T3 — T1 T2, T1 T2} que é a base de Lagrange para
o conjunto Y = {(0,0), (1,0),(0,1),(2,0),(0,2),(1,1)}.

O segundo algoritmo é para o caso que o conjunto Y tem menos pontos do que (p+1).
E no caso em que a cardinalidade de Y é igual a (p+ 1), ele segue o mesmo procedimento

do Algoritmo 3.1, produzindo a mesma base de Lagrange.

Algoritmo 3.2. [5, Algoritmo 6.2] Completa um conjunto ndao posicionado

Dados:
- Uma aproximagao inicial para a base de Lagrange ¢; = ¢;, ¢ = 0,1,...,p.

- Pini + 1 0 niimero de pontos no conjunto Y inicial.
PARA 1 =0,...,p

PASSO 1 - SELECAO
Encontre j; = arg max;<;<p..; [4i(y7)|.
SE £i(y”) > 0 E i < pini,
Troque os pontos 3° e 3/ de posicdo no conjunto Y.
SENAO
Calcule y' € arg max,ep |4;(z)].

PASSO 2 - NORMALIZAGCAO

_ L)

PASSO 3 - ORTOGONALIZAGAO
PARA 7 =0,...,p, j # 1, FAGA
(@) = Lj(z) = £;(y") ().

Este algoritmo primeiramente inclui os pontos em Y para formar um conjunto posici-

onado, em seguida encontra pontos que maximizam os polinomios de Lagrange até que o
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conjunto Y tenha p+ 1 pontos. Ao final temos um conjunto posicionado e sua respectiva

base de Lagrange.

Uma diferenca entre os Algoritmos 3.1 e 3.2 é que o segundo precisa de um conjunto

B onde os pontos de Y devem estar, ja no primeiro esse requisito nao ¢ necessario.

Exemplo 3.3.

Vamos agora aplicar o Algoritmo 3.2 para encontrar um conjunto posicionado. Sejam
o conjunto Y = {(0,0), (2,0), (0,2), (1,0),(0,1)} que é subconjunto de

B={zeR||z—(1,1)]x <1},

e a base inicial ¢ = {1, 1, T9, 23, 25, 1122 }. Vamos completar o conjunto Y. Até a quinta
iteracao o Algoritmo 3.2 segue como o Algoritmo 3.1 e portanto teremos a seguinte base
¢ ={1-1.521—1.529+0.522+0.522, 0.522—0.5x1, 0.505—0.529, —12 4231, —03+219, 172}

Agora precisamos encontrar um ponto (x1, r9) que maximize o polindémio ¢5(x) = z124
em B, que é o ponto y° = (2,2). E com isso conseguimos um conjunto posicionado
Y ={(0,0), (2,0), (0,2),(1,0),(0,1),(2,2)} e a seguinte base de Lagrange ¢ = {1—1.5z; —
1.525 + 0.52% + 0.523 + 0.2521 29, 0.52% — 0.521 — 0.2521 29, 0.523 — 0.525 — 0.2511 25, 271 —

T2 — 1109, 209 — T2 — 11T9,0.2521 70}

O terceiro algoritmo que apresentamos é para o caso em que temos um conjunto
posicionado com exatos p + 1 pontos e queremos verificar se Y é A-posicionado, para um
constante A > 1 dada. Se isso nao acontecer, o algoritmo muda os pontos do conjunto Y

para que o conjunto seja A-posicionado em um conjunto B.

Algoritmo 3.3. [5, Algoritmo 6.3] Melhora do Posicionamento

Dados:
- Uma constante A > 1.

- Um conjunto posicionado Y, com a respectiva base de Lagrange.

PARA k=1,2,3,...

PASSO 1
Estime Ap_1 = max max |[(;(z)].
0<i<p z€B
PASSO 2
SEAR_1>A

77



Seja i, € {0,...,p} um indice para o qual max |6, ()] > A,
Seja y* € B um ponto que maximiza |/;, (z)| em B.
Atualize Y realizando a mudanca de ponto Y =Y U {y% }\{y%*}.
SENAO
Y é A-posicionado, pare.
PASSO 3
Atualize todos os coeficientes dos polinémios de Lagrange.

Denote por £}(z), j =0,...,p os novos polinomios de Lagrange.
i

eik (yik) ]

Faga £ = (;(z) — £;(y*)l; (z), para todo j € {0,...,p} e j # k.

Faca (] =

Este algoritmo depende da precisao para encontrar Ax_; no Passo 1. Os valores ab-
solutos maximos dos polinomios de Lagrange em B podem ser estimados, desde que
possamos garantir que Ax_7; > A ou A,_; < A. O Passo 2 também pode ser estimado da
mesma maneira. No Passo 3 podemos fazer o passo de normalizacao pois, uma vez que,
se £;, (y*) = 0, o conjunto nao é posicionado, e assim precisamos aplicar o Algoritmo 3.2

antes de aplicar o Algoritmo 3.3.

Provaremos que para qualquer A > 1 o Algoritmo 3.3 para em um ntumero finito e

uniformemente limitado de passos.

Teorema 3.20. [5, Teorema 6.3/ Dados A > 1, uma bola fechada B e uma base de
polinomios ¢ fiza, o Algoritmo 3.3 termina com um conjunto Y A-posicionado em até

L = L(A, ¢) iteragoes, onde L é uma constante que depende de A e ¢.

Demonstracao. Vamos dividir a prova em trés partes.

Parte 1. Vamos relembrar a definicao equivalente dos polinomios de Lagrange:

(o] = )

para uma base fixa ¢, onde Y;(z) = Y\{y'} U {x}. Temos que |, (y*)| é igual a razao
do volume do simplex de vértices em ¢(Y™*) e o volume do simplex de vértices em ¢(Y).
Isso significa que cada vez que um ponto y* é substituido por um novo ponto y% tal que

;. (y*)| > A > 1, o volume do simplex é incrementado por pelo menos um fator de A.

Todos os pontos sao considerados na bola fechada B, e portanto ¢(B) é um conjunto
compacto em RPT. Isso significa que o volume do simplex definido por ¢(Y) nao pode

ser aumentado infinitamente por um fator constante A > 1. Seja Vijax = V (0, Yinax) 0

78



volume maximo de todos os simplex formados por ¢(Y) para Y C B, e seja V(¢,Yy) o

volume do simplex definido pelos vértices em ¢(Yy) para o conjunto inicial Yj.

Assim se Lg é o numero de iteragoes necessarias para chegar ao simplex de volume
maximo temos que
Lo Vmax
A< ———,
V(¢, o)

portanto o niimero de passos do Algoritmo 3.3 nao é maior que
o (=)
M\V(e.Y))

Parte 2. Vamos mostrar agora que, depois de no maximo p+ 1 passos o Algoritmo 3.3

calcula um conjunto Y tal que o volume do simplex satisfaz V' (¢,Y) > O(p, ¢) > 0.

Primeiro vamos mostrar apés no méaximo (p + 1) iteragoes, o algoritmo obtém um
conjunto Y que é 2P-posicionado. Vamos assumir que em uma iteragdo do Algoritmo
3.3 uma atualizacao é realizada, o ponto ¥ é trocado, e os polinémios de Lagrange
atualizados. Depois da atualizagao, como ¢;, é dividido pelo seu valor méximo, temos
que max |0;,(z)| < 1. Em seguida, na préxima iteragao onde ha troca de pontos, iy # iy,
uma vez que escolhemos um polinémio cujo valor é maior do que 1 em B. Entao apéds a
atualizacdo temos novamente que max |0;,(z)] <1, e também que max |0;, (z)] <2, uma
vez que 4, (x) = £;, (x) — £;, (y™);, (x). Depois da terceira iteragao ou temos um conjunto
2-posicionado ou i3 ¢ {i1,i2}, e entdo depois da atualizacao temos que max [0, (2)] < 1,
max [y (z)| <2 max |0;, (z)| < 4. Estendendo esse argumento e aplicando o processo de

inducao temos que apés (p + 1) passos teremos um conjunto Y 2P-posicionado.

Parte 3. Usando as propriedades dos polinomios de Lagrange com respeito a translagao
e escala temos que dado um conjunto Y em uma bola B o Algoritmo 3.3 trabalha iden-
ticamente para o caso quando é aplicado na versao Y e na bola B(0,1). Por idéntico
comportamento queremos dizer que o algoritmo gera a mesma sequéncia de pontos e que
o novo conjunto de amostra é idéntico ao com translacao e mudanga de escala. Assim
quando rodamos o Algoritmo p+ 1 passos, produzimos o mesmo conjunto (com translagao
e mudanga de escala) como se aplicdssemos o algoritmo em Y na bola B(0,1), logo pode-
mos aplicar o Corolério 3.17. Isso significa que o volume V(¢,Y) do simplex em vértices
em Y obtido apés p + 1 iteragoes é uniformemente limitado com V(¢,Y) > ©(p, ¢) > 0,
onde ©(p, ¢) depende somente de p e ¢. Assim,

1 Vmax
o8 (vw,yo))
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é uniformemente limitado por uma constante L; que depende apenas de A, p e ¢. Tomando

L =L, 4+ p+1 concluimos que o Algoritmo 3.3 termina em no maximo L iteragoes.

Para ilustrar o Algoritmo 3.3 vamos apresentar o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.

Seja o conjunto Y = {(0,0),(2,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1,1)}, que é um conjunto posici-
onadoem B = {x € R*| ||z —(1,1)|l < 1}. Primeiramente vamos encontrar a constante
de posicionamento em B. Ao aplicarmos o Algoritmo 3.1, encontramos a seguinte base de
Lagrange: ¢ = {1 —1.5z; — 1.5z9 + 0.5z + 0.523 + 2129, 0.52? — 0.521, 0.523 — 0.519, 27, —

2 2
] — T1X9, 2Ty — X5 — T1X9, T1T2}.

Pela defini¢ao de A, precisamos encontrar o maximo valor absoluto dos polinémios da
base de Lagrange em B, assim

max |1 — 1.5 — 1.529 + 0.52% + 0.505 + 2125| = 3, em (2,2).
ze

maé(|0.5xf — 0.5z1| =1, em (2, z3).
re
mag|0.5x% —0.5x9| =1, em (1, 2).
S

maé<|2x1 — 2] — 11| =2, em (2,0) e (2,2).
e

maé<|2x2 — 15 — 1115| = 2, em (0,2) e (2,2).
e

I;leaé(|$1$2‘ =4, em (2,2).

Portanto A = 4 é a constante de posicionamento do conjunto Y em B. Queremos
melhorar o posicionamento de Y para que este tenha constante de posicionamento A = 1
em B. Por simplicidade, vamos, durante os Passos 1 e 2 do Algoritmo 3.3, procurar o
maximo em B através de um conjunto amostra aleatério com um niimero finito de pontos,

para este exemplo usaremos ¢t = 1000 para esta quantidade de pontos.

A Figura 3.6 mostra o resultado da aplicagao do Algoritmo 3.3, que em apenas uma
iteracao consegue um conjunto 1-posicionado em B. O conjunto encontrado é o conjunto
Y = {(0,0),(2,0),(0,1),(1,0),(0,2),(1.9935,1.9964)} e o ponto que realmente maximi-

zaria os polinomios seria o ponto (2, 2).
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Figura 3.6: Aplicagao do Algoritmo 3.3.

Vimos que o posicionamento de um conjunto pode ser expresso através do nimero de
condi¢ao da matriz M(¢,Y’), onde Y é uma versao transladada e com mudanga de escala
de Y. Agora vamos mostrar um algoritmo equivalente ao Algoritmo 3.2, o qual considera

o numero de condi¢cao mencionado.

O Algoritmo 3.2 confirma se um conjunto Y é posicionado em B e o modifica ou com-
pleta, se necessario, para formar um conjunto posicionado. O algoritmo seguinte apresenta
o mesmo resultado aplicando eliminacao gaussiana com pivoteamento por linhas da ma-
triz M (¢,Y). O i-ésimo pivo da eliminacdo gaussiana é selecionado da i-ésima coluna da
matriz M (¢,Y) modificada depois da fatoracao das primeiras i — 1 colunas. Os elementos
da i-ésima coluna de M(¢,Y") modificada sdo valores de certos polindomios avaliados no
conjunto Y. Vamos chamar esses polinomios de Polinomios Pivos e os denotaremos por
u;, t = 1,2,...,p. Veremos que os polinomios pivo estao relacionados com os Polinomios

de Lagrange.

Algoritmo 3.4. [5, Algoritmo 6.4] Completa um conjunto ndio posicionado via fatora¢ao
LU

Dados:
- Uma aproximacao inicial para a base de polinomios pivos u; = ¢, ¢ =1,...,p.

- Pini + 1 0 nimero de pontos no conjunto Y inicial.
PARA 1 =0,...,p

PASSO 1 - SELEGAO

Encontre j; = arg max;<j<p,.. [ti(y?)].
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SE |ui(y7)] > 0 E i < pini,
Troque os pontos 3° e 3/ de posicdo no conjunto Y.
SENAO

Calcule y' € arg max,e g |ui()).

PASSO 2 - ELIMINAGAO GGAUSSIANA
PARA j =14+ 1,...,p, FAGA

() = wi(a) = ().

Uma diferenca entre os Algoritmos 3.2 e 3.4 é que o ultimo nao normaliza os po-
linomios pivos. Apds o término do algoritmo temos um conjunto de polindmios pivos
u = {ug,u1,...,u,} e a matriz correspondente M (u,Y’) é matriz triangular superior da
fatoragdo LU de M(¢,Y). Apesar dessa diferenga os Algoritmos 3.2 e 3.4 produzem

conjuntos idénticos de pontos. E o que mostramos no préximo lema.

Lema 3.21. /5, Lema 6.4] Dado o mesmo conjunto inicial Y, possivelmente nao posi-
cionado, na mesma regiao B, e a mesma base inicial ¢. Entdo os Algoritmos 3.2 e 3.4

produzem idénticos conjuntos posicionados Y .

Demonstracao. Temos que na primeira iteragao, quando ¢ = 0, que ambos algoritmos
selecionam o mesmo ponto para 3°. Vamos supor como hipétese de inducao que as
primeiras k iteragoes (a partir da iteragdo 0) de ambos os algoritmos resultam em um
mesmo conjunto de pontos {3°,...,y* 1}. Na k-ésima iteracao do Algoritmo 3.4 o k-ésimo
polinomio pivo apresenta as seguintes propriedades: é combinacao linear dos primeiros
k + 1 elementos da base ¢ e seu valor é zero nos primeiros k pontos 3°,...,4* 1 deY. O
mesmo ¢ verdade para o k-ésimo polinémio de Lagrange ¢, no inicio da k-ésima iteracao do
Algoritmo 3.2. Como pela hipdtese de inducao os primeiros k pontos produzidos pelos dois
algoritmos sao os mesmos, isso significa que no inicio da k-ésima iteragao os dois algoritmos
consideram dois polindémios que (i) estao no mesmo subespago (k + 1)-dimensional de
polinémios e (ii) e o valor é zero nos k pontos de um subconjunto posicionado. Entao,
os dois polinomios devem coincidir a menos de uma constante. Disto segue que quando
i = k, o ponto selecionado pelos Algoritmos 3.2 e 3.4 produzem o mesmo ponto 3*. Por

inducao segue o lema. 0O

Agora vamos considerar algoritmos possiveis para melhorar o posicionamento de um
conjunto posicionado Y usando polinomios pivo. Vamos aplicar uma mudanca no Algo-
ritmo 3.4 onde usamos um limitante x para aceitar o préximo pivo durante o passo de

selecao.
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Algoritmo 3.5. [5, Algoritmo 6.5] Melhora o posicionamento via fatora¢ao LU

Dados:
- Uma aproximacao inicial para a base de polindmios pivo u; = ¢, i = 1,...,p.

- Uma constante x > 0 para selecao do pivo.
PARA 1 =0,...,p

PASSO 1 - SELECAO
Se possivel, escolha j; € {i,...,|Y| — 1} tal que |u;(y%%)] > x.
SE j; é encontrado,
Troque os pontos ° e 3/ de posicdo no conjunto Y.
SENAO
Calcule y' € arg max,e g |ui()).

Pare se |u;(y’#)| < x, pois o limitante do pivd é muito grande.

PASSO 2 - ELIMINAGAO GAUSSIANA
PARA j =14+ 1,...,p, FAGA

(o) = wi(a) = ().

O resultado do algoritmo modificado é um conjunto Y posicionado tal que quando a
eliminagao gaussiana ¢ aplicada em M (ngﬁ, Y') todos os pivos possuem valor absoluto nao
menores que x. O limitante x é usado para conseguir conjuntos melhores posicionados
sem ter que descartar muitos pontos de Y. Se x é muito pequeno, muitos pontos serao
aceitos no conjunto de interpolacao, o que implica que o conjunto pode nao ser bem
posicionado. Por outro lado, se o valor de x ¢ muito grande, é necessario trocar quase
todos os pontos de Y para satisfazer a condicao de limitacao. E ainda pode acontecer
casos em que ¢ impossivel encontrar um ponto que obtenha um valor de pivd grande
o suficiente. Felizmente, conseguimos limitantes superiores para y para garantir que o

algoritmo é bem sucedido.

Como podemos expressar o (k + 1)-ésimo polinémio pivo wuy como (vk)T(ﬁ, onde v* =
(vo, ..., vk_1,1,0,...,0), temos que ||v*]|s > 1. Pelo Lema 3.11, existe o > 0 tal que se o
limitante x do pivo é escolhido entre 0 e o, entao o Algoritmo 3.5 é bem sucedido. Pelos
Lemas 3.12 e 3.13 conseguimos limitantes para o. Temos que quando d = 1, 0 = 1 e,

quando d = 2, temos o = 1/4.

Por outro lado, se queremos usar a abordagem por pivoteamento mas atualizar apenas
um ponto por vez, usamos o algoritmo descrito a seguir. Essencialmente, é o Algoritmo

3.5 sem limitante para o pivo. Quando assumimos que o conjunto inicial Y é posicionado
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e possui (p+ 1) pontos, o algoritmo vai rodar até a iltima iteragao, onde otimiza o iltimo

polinémio pivo e atualiza o iltimo ponto em Y.

Algoritmo 3.6. [5, Algoritmo 6.6] Incrementa posicionamento via fatoragio LU

Dados:
- Uma aproximacao inicial para a base de polindmios pivo u; = ¢, i = 1,...,p.

- Um conjunto inicial Y posicionado contendo p + 1 pontos.
PARA7=0,...,p—1

PASSO 1 - SELECAO
Encontre j; = arg max;<;<p |u;(y7)].

Troque os pontos %° e 3/ de posicdo no conjunto Y.

PASSO 2 - ELIMINAGAO (GAUSSIANA
PARA j =4+ 1,...,p, FAGA

i) = (o) — TS ).

Passo de Melhoramento

Yhew € arg maxgep |up(z)|.

Este algoritmo tenta identificar o melhor ponto candidato para a atualizacao. Como
a fatoragao LU produz pivos por linhas (ou seja, por pontos), os pontos que resultam em
um pivo ruim sao levados para as tltimas linhas. Assim, ao substituir o ultimo ponto,

esperamos obter melhoria no posicionamento.

Para identificar o proximo ponto a ser substituido, o Algoritmo 3.6 deve ser repetido
desde o inicio. Se apds a aplicacao do Algoritmo 3.6 o ultimo ponto ja é o ponto étimo
para o correspondente polindmio pivo, entao nenhuma melhora adicional podera ser ob-
tida por esta estratégia. Nao ha nenhuma garantia de que a sequéncia de pontos gerada
pelo Algoritmo 3.3 é idéntica a sequéncia de pontos gerada pela estratégia que consiste
em aplicar sequencialmente o Algoritmo 3.6. No entanto, quando essas sequéncias sao
idénticas, ou seja, se o ponto que produz o maior valor absoluto dos polinomios de La-
grange ¢ o ponto que produz o menor pivo sao os mesmos em cada iteragao, entao os

conjuntos de interpolagao encontrados sao idénticos.
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Capitulo 4

Experimentos Numeéricos

Neste capitulo vamos apresentar alguns testes computacionais feitos com uma adaptacao
dos algoritmos apresentados no Capitulo 2. Os testes aos quais o método foi submetido
constituem uma coletanea de problemas organizada por Moré, Garbow e Hillstrom [13].
Trata-se de um conjunto de 35 problemas diferenciaveis de minimizagao irrestrita, onde as
fungoes objetivo sao soma de quadrados. Em alguns dos problemas é possivel escolher a
quantidade de varidveis, dessa maneira fizemos estas escolhas de tal modo a conseguirmos

50 problemas.

4.1 Algoritmo Implementado

Os Algoritmos 2.1 e 2.3, descritos no Capitulo 2, requerem classes de modelos plena-

mente lineares e plenamente quadraticos, respectivamente. Utilizamos na implementacao

(n+1)(n+2)
2

de interpolacao para construir os modelos. Neste caso, como vimos no Capitulo 3, se

do algoritmo interpolacao polinomial completa, ou seja, usamos p = pontos

o conjunto é A-posicionado, os modelos gerados sao plenamente lineares e plenamente

quadraticos como desejamos. O algoritmo implementado é descrito abaixo.

Algoritmo 4.1. Regiao de Confian¢a sem Derivadas com Interpolagdo Polinomial

Dados:
20 €R™, A >0, Ap € (0,A]
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-0<m<m<l,comn #0,0<v<1<Yine,ec>0,>pu>0ewe (0,1).
PASSO 0 - MODELO INICIAL

Use o Algoritmo 3.2 para completar um conjunto Yy posicionado.

Calcule mo(z) = >0_, f(y")li(x).

Calcule go(z) = Vmg(z).

Calcule Hy(z) = V2mg(z).

k=0.
PASSO 1 - CRITICALIDADE

Calcule o4, = max(||gx||, —7%), onde 73 é o menor autovalor de Hy.

SE 0 < €. E Ag > oy,

i=0,
(0)
my = Mmkg.
REPITA
t=1+ 1.

Aplique o Algoritmo 3.3 e melhore o posicionamento do conjunto Y.
Calcule mg) =30 o fy)(x).
Calcule g,(:) = Vm,(j) (x).
Calcule H,gi) = VQmI(j) (x).
Denote o novo modelo como my,.
Ay = WA,
Calcule U,(:) = max(|| g,(j) I, —T,gi)), onde T,gi) é o menor autovalor de H ,gi).
ATE Ay, < ualgi).
Ay = min{maX{Ak, BU,(:)}, Ag}.
me = Mk.
SENAO
Mantenha o modelo my.

Mantenha o raio Ay.

PASSO 2 - CALCULO DO PASSO

Calcule py que obtenha uma redugao suficiente no modelo my, tal que xx + pr € B(xk, Ak).

PASSO 3 - ACEITAGCAO DO PASSO

f(zr)—f(zp+pr)
my,(zg)—mp (Tr+pg)

SE pr = 1o-
Tk41 = Tk + Dk-
Inclua xg41 no conjunto de amostra e obtenha um novo modelo my .

Calcule pi =

SENAO
Tht1 = Tk-

M1 = M.
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PASSO 4 - MELHORAMENTO DO MODELO
SE pr <M
Use o Algoritmo 3.3 para melhorar o modelo my.

Defina my11 como my, (possivelmente melhorado).

PASSO 5 - ATUALIZAQAO DO RAIO

SE pr, = M
Aky1 = min{vyinAg, A}
SENAO
SE pr = 1Mo
A1 = 7Ag.
SENAO
Apy1 = Ag.
k=k+1.

Escolhemos utilizar os Algoritmos 3.2 e 3.3 para encontrar e melhorar os conjun-
tos posicionados para interpolagao polinomial pois em ambos ao final temos o conjunto
posicionado e a respectiva base de Lagrange. Para o subproblema dado no Passo 2 do Al-
goritmo 4.1 utilizamos o método Dogleg, caso a Hessiana do modelo seja definida positiva,

ou Steihaug, caso contrario. Para maiores informagoes ver [14] e [19].

4.2 Resultados Computacionais

Para a implementacao do Algoritmo 4.1 foi utilizado o software MATLAB® em sua versao
M .
15-430M Processor

com 3 MB de memoria cache, com velocidade do clock de 2.26 GHz e com 4 GB memoria

R2010a em um computador portétil com processador Intel® Core"

RAM, com sistema operacional Windows® 7 Professional.

Abaixo apresentamos os resultados obtidos com varias configuracoes dos parametros
utilizados. Quanto a precisao do Algoritmo 3.3 para maximizar os polinomios de Lagrange
em B(xzy,Ay) e encontrar um conjunto interpolador melhor posicionado, utilizamos um
conjunto de amostra contendo t pontos, onde t depende da quantidade de varidveis do
problema, e para todo os testes utilizamos ¢t = 10n. Em todos os testes adotamos como
critério de parada uma precisio 107% para o raio A, ou um limite méximo de 1000
iteracoes. Fixamos também os seguintes valores para os parametros: pu = 1, § = 0.8,

g, =107% e w = 0.5. Os demais parametros foram diferentes em cada bateria de testes.
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4.2.1 Bateria de Testes

Teste 1

Utilizamos os seguintes parametros:

1o = 0.25, m = 0.75, v = 0.6, Yine = 2, Ag =5, e A = 50.
Tabela 4.1: Resultados Numéricos - Teste 1

| P | n | m | tempo | iter. | solucao | | P | n | m | tempo | iter. | solucao
1212 1,02 110 | 1,66 x 1011 2345 904 | 192 | 3,32x107°
21272 1,26 151 48,98425 24121471 0,68 40 | 8,07 x 1077
31212 6,84 | 1000 | 1,31 x 107! 24 14| 8| 2,08 30 | 9,55 x 107°
41213 6,87 | 1000 | 9,81 x 10! 251214 0,56 24 | 4,62 x 10722
51213 0,57 43 [ 4,33 x 1071 255 7| 5,70 48 | 1,55 x 10716
6 | 2[10] 0,70 57 124,36218 26 2] 2| 047 26 | 6,80 x 10719
71313 1,99 85 [ 1,81 x 10~ 26|55 | 354 29 | 1,64 x 1078
8|3 [15] 2,26 68 | 8,21 x 1073 27121 2| 0,32 2 [1,58x107%
93|15 097 20 | 1,50 x 1078 2755 0,79 2 |2,56x 10727
10| 3 [16] 1,03 40 6,49 x 10° 28212 0,68 51 | 4,39 x10=23
11| 31[20 - - - 28|55 9,72 80 | 3,42 x 1020
121 3120 3,57 151 | 1,26 x 107° 29122 0,63 47 18,81 x 1020
13] 4] 4 2,39 38 | 6,98 x 1078 29 |55 | 5,24 | 37 | 1,87 x 1078
14 416 ]| 1332 [ 264 | 7,67x107™ 3022 0,74 50 | 1,98 x 10~2!
15 4 [ 11| 8,29 141 | 3,08 x 1072 3055 | 7,66 58 [ 1,32 x 10718
164 [20] 3,79 64 | 85822,20163 31[2] 2 0,69 52 2,79 x 10719
17] 5 |33 - - - 31|55 597 | 49 | 1,75 x 10718
18] 6 | 13| 83,33 | 358 | 5,37 x107® 321221 0,35 3 0
1911 [65]2579,49 | 812 | 4,01 x 1072 3255 0,9 2 [1,35x107%
20 6 [ 31 262,31 [ 1000 | 2,29 x 1073 3312121 041 6 0,2
20| 9 [31| 717,72 | 1000 | 3,19 x 10~° 335 | 5 | 118,06 | 1000 0,90909
21| 4 | 4 7,79 142 | 6,82 x 107? 3433 0,78 21 2
21 6 | 6 | 46,68 | 201 | 1,30 x 10714 34|55 | 17,85 | 147 2,42857
221 8 | 8 | 30,30 57 | 3,96 x 1077 351221 0,59 39 | 1,23 x 1077
231 2| 3 0,49 18 | 1,07 x107° 35155 3,71 35 | 1,77 x 10710

A Tabela 4.1 apresenta os resultados obtidos, mostrando o nimero do problema, o
nimero de variaveis, o tempo em segundos para resolver o problema e a solucao encon-

trada. Apresentamos também o fator m que pode ser escolhido em cada problema, que

representa a quantidade de fatores na soma de quadrados dos problemas dados em [13].

Dos 50 problemas testados, o algoritmo proposto resolveu 42 deles satisfatoriamente,

dentro do critério de parada para o raio Ay.

proximos da solugao. Para os problemas 3 e 4, o algoritmo nao encontrou solugao antes
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de 1000 iteracoes. Para o problema 10, apesar de realizar menos iteragoes, nao encontrou
a solucao. E para os problemas 20 e 33, apesar de alcancar as 1000 iteragoes, conseguiu
chegar bem préximo da solugao. Para os problemas 11 e 17, houve dificuldade com o raio
inicial, que originou nimeros muito grande ao gerar o modelo, ocasionando erro do tipo
Inf no Matlab.

Teste 2

Para a segunda rodada de testes, mantivemos o mesmo critério de parada do teste

anterior e utilizamos os seguintes parametros:

1o = 0.1, m = 0.5, v = 0.5, Yine = 3, Ag = 2, e A = 100.

Tabela 4.2: Resultados numéricos - Teste 2

| P | n | m | tempo | iter. | solucao | | P | n | m | tempo | iter. | solucao
11212 1,02 97 | 2,22 x10717 23 145 | 1981 | 391 | 2,25 x 107°
21212 1,02 112 48,98425 241214 0,60 30 | 8,07 %1077
31212 6,82 | 1000 | 1,31 x 107! 24 4] 8| 1,9 31 | 9,82x107°
41213 6,51 | 1000 | 9,84 x 10'! 25124 054 28 | 1,72 x 10722
51213 0,78 70 | 1,72 x 10717 255 7| 834 68 | 1,84 x10°16
6 | 210 0,73 63 124,36218 26 (2] 2| 0,68 42 19,12 x 10722
7133 2,32 91 |2,17x 10717 26 | 5|5 | 3,46 33 | 3,51 x1078
8|3 [15] 1,35 35 | 8,21 x1073 271212 0,32 2 1,53 x107%
9 3[15] 3,78 101 | 1,13 x 1078 2715 5| 0,83 2 | 7,87x107%7
10( 3 (16| 0,81 27 6,61 x 10° 28121 2| 065 44 16,91 x 1022
11] 3 [20] 24,8 |[1000 | 3,07 x 1072 2855 833 60 [ 1,31 x10%0
12] 320 6,79 239 | 3,30 x 101! 29212 0,59 40 [ 9,57 x 1071
1341 4 1,98 30 | 5,53 x10°8 29|55 5,11 50 | 2,02 x 1020
141 416 7,22 140 | 8,60 x 10~ 30122 0,70 50 | 1,27 x 10~
15] 4 [11] 8,69 164 | 3,08 x 1072 3055 6,17 50 | 1,53 x 10718
16 4 [20] 4,08 68 | 85822,20163 3122 o064 44 | 1,87 x 10716
17] 5 | 33 - - - 31|55 922 70 | 2,06 x 10717
18] 6 [13] 8240 | 339 | 1,97 x 1077 321221 0,33 3 | 2,47 x 10732
19 | 11 | 65 | 3068,50 | 1000 | 4,01 x 10~2 32|55 0,92 3 [4,93x107%
20| 6 | 31| 268,40 | 1000 | 2,34 x 1073 3322 0,42 7 0,2
20| 9 [ 31 703,34 | 1000 | 4,19 x 10~° 3355 2570 [ 229 0,90909
21 4 | 4 8,16 163 [ 9,75 x 10710 34133 0,69 11 2
211 6 | 6 | 50,88 | 225 | 3,96 x 10~ 34 [ 5] 5 | 117,75 | 1000 2,42857
22 8 | 8 | 49,49 65 | 1,27 x 1077 35122 0,63 39 [2,62x10710
231 2| 3 0,45 16 | 1,09 x 107° 35 5] 5| 4,28 41 | 7,88 x 10719

A Tabela 4.2 exibe os resultados para a bateria de testes 2. Observe que dos 50
problemas propostos, o algoritmo resolveu 41 dentro do critério de parada para o raio

Ay e, dos 9 restantes chegou préximo a solucao em 4 deles. No entanto, nao encontrou
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a solugao nos demais. Novamente para os problemas 3 e 4 o algoritmo nao encontrou
solucao antes de 1000 iteragoes, apesar de reduzir o valor da funcao. No problema 10,
apesar de o algoritmo terminar antes de 1000 iteragoes, nao encontrou a solugao. Para
os problemas 11, 19, 20, e 34, apesar de alcancar 1000 iteragoes, o algoritmo conseguiu
chegar préximo das solugoes. Novamente no problema 17 houve dificuldade ocasionada

pelo raio inicial o que gerou erro do tipo Inf no Matlab.

Teste 3

Utilizamos os seguintes parametros:

1o = 0.05, m = 0.25, v = 0.3, Yine = 2, Ay =1, S A = 0.
Tabela 4.3: Resultados Numéricos - Teste 3

| P | n | m | tempo | iter. | solucao | | P | n | m | tempo | iter. | solucao
1212 1,08 114 | 1,02 x 10717 2345 | 11,19 | 206 | 2,25 x 107
21212 0,95 107 48,98425 24214 053 | 22 | 807x1077
31212 6,76 | 1000 | 1,29 x 1071 2448 1,37 | 16 | 1,16 x 10~°
41213 6,70 | 1000 | 9,81 x 10! 25124 0,58 25 [ 1,31 x10~™
51213 0,57 33 [ 1,47 x 10710 25 5] 7| 552 | 48 |6,51 x1071
6 | 2]10] 049 31 124,36218 2622 053 [ 29 [9,38x10722
71313 1,86 77 [ 1,17 x 10716 26 |55 2,80 [ 22 [3,39%x10719
8|13 (15| 2,08 66 | 8,21 x 1073 27121 2| 0,34 3 |[6,41 x 10716
9 3]15] 063 10 | 1,14 x 1078 2755 0,89 3 [1,52x107%
10|l 3 [16] 0,74 20 6,46 x 10° 2822 055 | 25 |5,14x10723
11| 3 ]20] 26,27 | 1000 | 2,88 x 10~2 2855 898 | 65 |3,22x1072°
121 3 [ 20| 4,00 151 | 3,59 x 1078 20121 2| 045 16 | 1,24 x10°18
1341 4 1,48 24 [ 5,58 x 10710 2|55 3,19 23 | 3,56 x 10721
141 416 9,16 193 | 2,28 x 10715 3022 049 | 26 [2,79x 10718
15 4 [11] 7,03 120 | 3,08 x 1072 3055 3,39 [ 26 [1,93x10718
164 [20] 2,84 47 | 85822,20163 3122 052 | 29 2,41 x10717
17| 5 [33] 9441 | 721 | 7,71 x107° 31|55 421 31 [ 8,41 x107 18
18] 6 [13] 7402 | 302 | 2,17 x 1078 32122 0,38 4 0
1911 [65]2751,33 | 871 | 4,01 x 1072 3255 1,30 5 |2,62x107%
20| 6 [31] 267,20 | 995 | 2,29 x 1073 331221 0,40 5 0,2
20| 9 [ 31 463,90 | 656 | 3,28 x 10~° 335 5 | 108,26 | 926 0,90909
21| 4 | 4 7,06 153 | 2,34 x 10710 34 (3] 3| 043 3 2
21 6 | 6 | 42,52 | 189 | 7,92 x 1012 34|55 | 30,64 | 244 2,42857
22 8 | 8 | 47,49 68 |2,33x10710 3522 048 19 | 7,50 x 10~
231 2| 3 0,55 23 | 8,36 x 107 3555 2,80 [ 24 [4,95%x 10719

A Tabela 4.3 exibe os resultados para a bateria de testes 3. Entre os 50 problemas,
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o algoritmo resolveu 46 dentro do critério de parada para o raio Ap. Dos 4 restantes,
em 1 a solucao foi satisfatéria e 3 deles nao foram resolvidos. O algoritmo novamente
nao encontrou solugao antes de 1000 iteracoes para os problemas 3 e 4. No problema 10,
apesar de o algoritmo terminar antes de 1000 iteracoes, nao encontrou a solucao. Para o

problema 11 o algoritmo chegou proximo da solucao mas atingiu o maximo de iteragoes.

Teste 4

Utilizamos os seguintes parametros:

no = 0.05, m = 0.1, v =0.3, Yine = 2, Ay = 0.5, e A = 50.
Tabela 4.4: Resultados Numéricos - Teste 4
| P | n | m | tempo | iter. | solucao | | P | n | m | tempo | iter. | solucao
1212 0,92 93 | 7,58 x 1071 23 4] 5| 12,79 | 243 | 2,25 x 107°
21212 0,91 100 48,98425 24 24| 055 | 23 | 807x1077
31272 5,24 [ 1000 | 1,31 x 10T 24 48] 1,61 | 22 [ 9,80 x10°F
41213 6,15 | 1000 | 9,81 x 10™! 25124 055 23 [ 3,67 x10%0
51213 0,70 49 |8,89 x 10718 25 5] 7| 554 | 45 [ 1,74 x 10713
6 | 2[10] 057 35 124,36218 2622 052 | 25 [2,42x107"
71313 1,81 84 |[1,88x 10718 26 |55 29 | 26 | 6,31 x107°
8|3 [15] 1,60 44 | 8,21 x 1073 27122 0,37 5 | 2,46 x 10720
93 [15] 3,31 102 | 1,13 x 1078 27 5] 5| 1,07 4 |3,03x10728
10 3 [16] 251 115 | 5,83 x 10° 28212 0,50 19 |8,31x1071
11] 3 [20] 2519 [1000 | 2,92 x 1072 2855 679 | 49 [1,12x 1072
12320 5,29 213 | 1,32x 1078 2921271 046 [ 19 [1,78 x 10719
13| 4| 4 2,65 39 | 1,76 x 1078 29 |5 |5 | 3,42 22 | 2,23 x 1072!
141 416 7,38 149 | 2,98 x 10~ 11 3022 o51 | 28 [2,11x1071
15 4 [11] 8,62 152 | 3,08 x 1072 3055 3,98 | 27 |5,98x10717
16| 4 20| 245 41 | 85822,20163 3122 052 | 27 |9,75 x 10717
171 5 [33] 92,00 | 684 | 7,68 x 10~° 3155 413 | 34 [4,63x10°16
18] 6 [13] 7555 | 321 | 2,94 x 1077 32122 0,40 5 | 4,93 x 10732
19 | 11 | 65 | 2868,61 | 901 | 4,01 x 10~2 3255 1,30 5 [1,41 x107%
20| 6 |31 265,00 | 1000 | 2,29 x 1073 33[2] 2] 042 5 0,2
20 9 [ 31 704,95 [ 1000 | 3,55 x 10~ 335 5| 69,43 | 583 0,90909
21| 4 | 4 7.55 124 | 7,34 x 1077 34 (3] 3| 049 5 2
211 6 | 6 | 4458 | 197 [ 8,89 x 10713 34 | 5| 5 | 105,74 | 894 2,42857
22 8 | 8 | 46,33 71 | 1,39 x 10711 351212 050 | 20 |6,66x 10711
231 2| 3 0,52 22 | 2,38 x107° 3555 | 3,34 | 32 |[5,38x1071°

A Tabela 4.4 exibe os resultados para a bateria de testes 4. Entre os 50 problemas, o

algoritmo resolveu 44 dentro do critério de parada para o raio Ag. Dos 6 restantes, em
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3 a solucao foi satisfatéria. O algoritmo novamente nao encontrou solucao antes de 1000
iteragoes para os problemas 3 e 4 e, para o problema 10, apesar de terminar antes das
1000 iteracoes, nao encontrou a solucao. Para os problemas 11 e 20 o algoritmo encontrou

valores proximo das solugoes.
Teste 5

Utilizamos os seguintes parametros:

no = 0.5, n = 0.9, v =0.5, Vine = 3, Ao = 0.5, e  A=50.
Tabela 4.5: Resultados Numéricos - Teste 5
| P | n | m | tempo | iter. | solucao | | P | n | m | tempo | iter. | solucao

1212 1,28 145 | 8,38 x 10~1° 2345 811 | 140 | 2,26 x 107°
21212 1,54 190 48,98425 24124 0,58 23 | 8,07 x 107
31272 6,33 [ 1000 | 1,31 x 1071 2414181 2,00 36 | 9,41 x 1076
41213 6,68 | 1000 | 9,83 x 10! 2512 ] 4] 0,58 27 19,63 x 10722
51213 0,60 43 [3,03x 1071 255 7| 5,58 40 | 8,46 x 10717
6| 210] 071 58 124,36218 26 2] 2] 0,58 28 | 3,11 x1071°
71313 1,45 53 |6,92x 10~ 26|55 3,02 24 | 9,21 x 1079
83|15 1,01 57 | 8,21 x 1073 27122 | 0,38 4 |5,05x107%
93 [15] 0,70 9 1,22 x 1078 27 5] 5| 0,88 3 |1,13x107%7
10 3]16] 0,68 19 6,69 x 10° 281221 0,68 41 | 3,65 x 10729
11| 3 [20] 24,91 [ 1000 | 3,13 x 1072 28 (5[ 5 | 4,57 31 [ 1,98 x 10~
123 [20] 524 205 | 2,04 x 107 29122 0,59 29 | 5,27 x 101
13141 4 2,85 50 | 9,73 x 1078 29 5] 5] 647 49 | 5,96 x 10723
14 46| 1547 | 312 [ 5,25 x 10716 3022 0,58 38 [3,02x10°"
1514 [11] 10,30 | 183 | 3,08 x 10~* 3055 4,49 32 |3,37x 10717
6] 4 [20] 3,79 71 | 85822,20163 31221 0,65 43 1,17 x 10719
17| 5 | 33| 130,78 | 976 | 7,67 x 107° 31|55 | 6,10 46 | 3,95 x 10~
18] 6 [13] 106,42 | 447 | 5,38 x 107 321212 0,39 4 11,97 x 10731
19| 11 | 65 | 3181,14 | 1000 | 4,02 x 1072 3255 1,16 4 1,23 x107%
20 6 [ 31 264,61 [ 1000 | 2,38 x 1073 331221 043 6 0,2

20 9 [ 31 709,95 | 1000 | 3,58 x 107> 335 5 | 122,64 | 1000 0,90909
21 4 | 4| 1093 | 198 | 1,95 x 10~? 34 3] 3] 0,50 4 2

21| 6 | 6 | 61,48 | 268 | 1,89 x 107 34|55 | 92,57 | 780 2,42857
22| 8 | 8| 77,15 | 108 | 7,66 x 1073 35122 0,61 36 | 3,38 x1078
231 2] 3 0,57 28 | 1,04 x 107° 35|55 3,83 36 | 4,17 x 10710

A Tabela 4.5 exibe os resultados para a bateria de testes 5. Entre os 50 problemas,
o algoritmo resolveu 42 dentro do critério de parada para o raio Ag. Dos 8 restantes, 3
deles nao foram resolvidos. O algoritmo nao encontrou solugao para os problemas 3, 4
e 10. Para os problemas 11, 19, 20 e 33, o algoritmo com esta configuragao chegou bem

proximo das solugoes.
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4.2.2 Perfil de desempenho

Em 2002, Dolan e Moré introduziram em [8] o conceito de perfil de desempenho (per-
formance profile), uma ferramenta para comparar o desempenho de Ny métodos de um
conjunto S quando aplicado para resolver N, problemas de um conjunto P, usando algu-

mas medidas como o niimero de iteragoes ou o nimero de avalia¢oes de funcao.

Em [20] Sakamori e Gomes-Ruggiero utilizam este conceito e fazem uma explicagao,

em portugues, sobre o perfil de desempenho.

Para comparar diferentes métodos, precisamos calcular uma taxa de desempenho 7,
em relacao a uma medida m, que pode ser quantificada como a quantidade da medida m
que o método s usou para resolver o problema p, tal quantidade chamamos de m;,. E
calculamos a taxa de desempenho para cada problema p e método s como sendo 7, =
msp/ min{m,,V s € S}, se o problema p ¢ resolvido pelo método s e, caso nao seja

resolvido, 75, = 7 onde 7,7, ¢ um parametro fixado suficientemente grande.

Em seguida, para cada s € S, construimos a funcao de distribuicao acumulada
ps : R" — [0, 1], para a taxa de desempenho tal que ps(a) = (1/N,)card{p € P|rs, < a}.
Tal fungao representa o desempenho do método s. Para a analisé-lo, os valores ps(1) e
a, tal que ps(a@) = 1, fornecem informagoes importantes. Seja s o método que da o valor
méximo para ps(1). Este método pode resolver o maior niimero de problemas usando o
menor numero da medida m. A eficiéncia do método s em termos do numero de pro-
blemas que foram resolvidos ¢ avaliada pelo menor valor de «, denotado por ay, tal que
ps(as) = 1, se existe tal valor para o < r)y;. Portanto, o melhor método em termos de

eficiéncia serd o método § para o qual &g = min{a,, V s € S}.

Apresentamos na Figura 4.1 o perfil de desempenho do Algoritmo 4.1, resultado da
bateria de testes para calibrar os parametros que apresentam o melhor desempenho. A
figura mostra o perfil de desempenho referente ao nimero de avaliagoes de fungao, que

estao apresentados na Tabela 4.6.

Pelo ntmero de avaliacoes da fungao o conjunto de parametros do Teste 3 é que
apresentou melhor desempenho, resolvendo 49% dos problemas com o menor nimero de
avaliagoes. Em segundo, o algoritmo com a configuracao do Teste 4 resolveu 30% com o
menor numero de avaliagoes; o algoritmo com os parametros escolhidos nos Teste 1, 2 e 5

resolveu 13%, 9% e 7% dos problemas com o menor niimero de iteracoes, respectivamente.

Para 90% dos problemas a configuracao do Teste 3 nao utilizou mais que 1,2 vezes

o menor numero de avaliacoes da funcdo. A configuracao do Teste 4 resolve 90% dos
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Figura 4.1: Perfil de Desempenho - Nimero de Avaliagdes da fungao.

problemas usando nao mais que 1,4 vezes o menor nimero de avalicoes. Enquanto as
configuracoes do Teste 5 resolve 90% dos problemas levando 1,75 vezes o menor niimero
de avaliacoes. J4 os Testes 1 e 2 resolvem 90% dos problemas levando 1,95 vezes o menor

nimero de avaliagoes da funcao.

Podemos considerar que o algoritmo com a configuracao de parametros dada pelo
Teste 3 é o mais eficiente entre as configuracoes testadas. Permitindo gastar até 1,8 vezes
o menor nimero de avaliagoes da funcao a configuracao de parametros dada pelo Teste
3 resolve todos dos problemas que foram resolvidos por alguma configuracao, sendo que
com os parametros do Teste 4 o algoritmo resolve 96%; e com os parametros do Teste 5
resolve 92% dos problemas. As configuracoes dos Teste 1 e 2 resolvem 87% e 83% dos

problemas com até 1,8 vezes o menor nimero de avaliacoes da funcao.

A configuracao de parametros do Teste 3 apresentou melhor desempenho em relagao
ao numero de avaliacoes da funcao. Por esse motivo decidimos investigar a relacao da
precisao do Algoritmo 3.3 para maximizar os polinémios de Lagrange em B(xy, Ay) com
esta configuracao de parametros. Para isto, fixamos os parametros com os valores do
Teste 3 e alteramos apenas a quantidade ¢t de pontos aleatérios do conjunto de amostra.

Os novos testes, sao apresentados abaixo.

94



Tabela 4.6: Numero de Avaliagoes da Fungao Objetivo

[P]uo] T1 [ T2 [ T3 | T4 [ T5 [[P[u] T1 | T2 | T3 | T4 | T5 |
1 [ 2] 884 | 816 [ 728 | 750 [ 1038 [[24 [4 ] 1349 [ 977 | 673 | 575 | 677
2 | 2 [ 1046 | 950 | 742 | 822 | 1286 || 25| 2| 354 | 318 | 283 | 248 | 354
5 | 2 | 300 | 416 | 322 | 260 | 400 || 25| 5 | 1993 | 1827 | 1681 | 1522 | 2060
6 [ 2| 406 | 374 | 206 | 214 | 374 [[26 2| 528 | 412 | 346 | 464 | 430
7 | 3 [ 758 | 950 | 944 | 900 | 1158 |[ 26 | 5 | 1108 | 1248 | 901 | 924 | 1087
8 | 3 [ 1090 | 1078 | 932 | 980 | 1170 || 27 | 2| 208 | 208 | 106 | 204 | 250
9 [ 3 922 | 858 | 812 | 870 | 954 |27 |5 | 718 | 74l | 720 | 699 | 982
11| 3 | - [ 12010 | 12010 [ 12010 | 12010 [[ 28 [ 2 [ 616 | 580 | 358 | 312 | 498
12 | 3 | 1854 | 2310 | 1350 | 2550 | 3812 || 28 | 5 | 1154 | 1428 | 922 | 782 | 1035
13| 4 | 754 | 869 | 718 | 818 | 1058 |20 [ 2| 458 | 552 | 366 | 314 | 498
14 | 4 | 5046 | 4079 | 3758 | 4610 | 5473 || 29 | 5 | 1598 | 2120 | 1247 | 1071 | 1523
15 | 4 | 2641 | 4294 | 2660 | 2541 | 3121 || 30 [ 2 | 472 | 536 | 336 | 314 | 498
16 | 4 | 1069 | 831 | 746 | 763 | 848 || 30 | 5 | 1541 | 1809 | 1014 | 1146 | 1401
175 | - ~ | 17754 | 17478 [ 23021 [[ 31 [ 2 | 500 | 558 | 404 | 366 | 414
18 | 6 | 10444 | 11490 | 10352 | 12156 | 15694 || 31 | 5 | 2288 | 2261 | 1154 | 1198 | 1823
19 | 11 | 68296 | 80078 | 69108 | 73414 | 80078 |[ 32 [ 2 | 228 | 222 | 230 | 238 | 250
20 | 6 | 30028 | 30028 | 28806 | 30028 | 30028 |[ 32 [ 5 | 718 | 762 | 764 | 787 | 785
20 | 9 [ 57055 | 57055 | 46663 | 57055 | 57055 || 33 | 2 | 228 | 228 | 218 | 222 | 226
21 | 4 | 2986 | 3521 | 3252 | 3456 | 3446 | 33 [ 5 | 44000 | 27963 | 31616 | 38525 | 43979
21 | 6 | 7570 | 6548 | 6820 | 7508 | 10220 || 34 | 3 | 462 | 682 | 368 | 422 | 336
22 | 8 | 5170 | 5048 | 4662 | 6856 | 8550 || 34 | 5 | 12403 | 33007 | 16282 | 43858 | 39979
23| 2 | 282 | 204 | 210 | 226 | 322 |35 2| 568 | 584 | 378 | 338 | 428
23 | 4 | 5080 | 6861 | 6200 | 5741 | 6388 |35 | 5 | 1448 | 1799 | 1088 | 1552 | 1127
24| 2 | 436 | 402 | 328 | 350 | 366

A Tabela 4.7 apresenta a comparagao entre o nimero de avaliagdes da fungao dos
Testes 3, 6 e 7. Usamos t = 20n em T6 e t = 30n em T7 apenas nos problemas em que
a configuracao Teste 3 apresentou resultados satisfatérios, ou seja, exceto os problemas
3, 4 e 10. Mesmo aumentando o niimero de pontos da amostra, o algoritmo nao resolveu

estes problemas.

A Tabela 4.8 apresenta a comparacao do tempo computacional, dado em segundos,

entre os Testes 3, 6 e 7.

Usando o numero de avaliacoes da fungao como comparagao entre os Testes 3, 6 e
7 podemos notar que quando ¢t = 30n o algoritmo apresenta ligeira vantagem, como
podemos ver no perfil de desempenho apresentado pela Figura 4.2. No entanto, como
mais pontos estao sendo utilizados, cada iteracao é computacionalmente mais cara. Por
esse motivo resolvemos fazer também a comparacao em relacao ao tempo computacional.

A Figura 4.3 mostra a comparacao entre os tempos dos Testes 3, 6 e 7.

Como esperado, o Teste 3 apresentou menor tempo para resolver a maioria dos pro-
blemas, sendo que resolveu 83% dos problemas com o menor tempo. O Teste 6 resolveu

17% dos problemas com o menor tempo e o Teste 7 nao resolveu nenhum problema com
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Tabela 4.7: Resultados Numéricos - Numero de Iteragoes T3, T6 e T7

|Plo[m| T3 | T6 | T7 | [P [n|m]| T3 | T6 | T7 |
1[2]2] 728 | 748 | 810 24 (4| 8] 673 | 574 [ 610
2 2 | 742 | 74 | T4 25 288 | 358 | 384
5 3] 322 | 402 [ 378 25 1681 | 1836 | 1533
6 10 [ 206 [ 286 | 350 26 346 | 334 | 348
7 3] 944 | 972 | 958 26 901 | 924 | 1018
8 15[ 932 | 846 | 908 27 196 | 212 | 196
9 15 812 | 366 | 330 27 720 | 720 | 720
11 20 | 12010 [ 12010 [ 12010 | | 28 358 | 310 | 316

20 [ 1350 | 1422 | 1156 28
4 718 821 825 29
6 | 3758 | 4418 | 4485 29
11 | 2660 | 2478 | 2746 30
20| 746 950 899 30
33 | 17754 | 14580 | 15569 31
13 | 10352 | 10302 | 9946 31

922 922 832
366 366 300
1247 | 1048 | 1113
336 330 360
1014 | 1125 | 1129
404 382 370
1154 | 1269 | 1131

—_
\)
| UY ] ] W W] W] W W[N] NN

QYN W NN DN N O N O D] O N O D] O DN
QYN[ TY W[ NN O N[O NN O DN O DN O N T =~

19 | 11 | 65 | 69198 | 62958 | 61560 32 230 210 210

20| 6 [ 31| 28806 | 27446 | 27024 32 764 764 764

20| 9 [ 31 ] 46663 | 43190 | 40664 33 218 270 250

21| 4 | 4 | 3252 | 3041 | 2797 33 31616 | 43979 | 40603
21| 6 [ 6 | 6820 | 5756 | 6210 34 368 368 368

22| 8 | 8 | 4662 | 5112 | 4448 34 16282 | 43979 | 30835
231 2| 3 210 254 270 35 378 360 366

231 4 [ 5| 6209 | 5430 | 4348 35 1988 957 991

241 2 | 4 328 336 314

o menor tempo. O Teste 3 consegue resolver todos os problemas gastando nao mais que

o dobro melhor tempo.

Acreditamos que, quanto ao tempo computacional, a melhor configuracao para o al-

goritmo proposto entre os testes realizados ¢ a escolha dos parametros do Teste 3
Mo = 0057 = 0257 Y= 037 Yine = 27 A(] = 1, e A = 80.

Quanto a quantidade de pontos no conjunto de amostra, um menor nimero apresenta
ganho no tempo computacional enquanto o niimero de avaliacoes da fun¢ao nao apresenta
grandes mudancas ao aumentar a precisao do conjunto de amostra. A quantidade minima
de pontos no conjunto de amostra deve ser maior que a quantidade de pontos necessaria na
interpolagao polinomial p = (n + 1)(n + 2)/2. Temos ainda que, se este nimero é muito
pequeno a quantidade de iteragoes aumenta consideravelmente e, consequentemente, o
tempo computacional. Se este niimero é muito grande, o tempo computacional é invidvel
e nao obtemos consideravel qualidade nos modelos. Tais fatores devem ser considerados,

além do tipo de problema a ser resolvido. Quando a avaliacao da funcao é cara, um
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Figura 4.2: Perfil de Desempenho - Avaliagoes da funcao.

Figura 4.3: Perfil de Desempenho - Tempo Computacional.
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Tabela 4.8: Resultados Numéricos - Tempo Computacional - T3, T6 e T7

|Plon[m| T | T6 | T7 | |P[n|m| T3 | T6 | T7 |
1[2]2] 107 1,09 1,59 24 (48] 1,36 | 195 | 461
2 2]2] 0% 1,36 1,65 25 (2] 4] 057 | 054 | 0,60
512 ]3] 056 0,75 0,88 25 [5] 7] 552 | 827 | 11,87
6 [2]10] 049 0,57 0,82 26 [2]2] 052 | 055 | 0,59
7[3]3] 186 2,70 3,60 26 [ 5] 5] 28 | 566 | 7,65
8 [ 3]15] 2,08 1,36 3,45 27[2[2] 033 | 034 | 0,36
9 [3]15] 063 0,83 1,03 27 [5]5] 08 | 1,50 | 2,10
113 [20] 2626 | 37,25 [ 45,69 28 [2]2] 055 [ 052 | 057
123 [20] 399 4,34 6,70 28 [5]5] 898 | 458 | 570
1Bl4]4] 148 2,92 3,63 292 2] 044 | 047 | 0,56
1414 [6] 916 | 1989 | 24,97 29 [5]5] 318 | 506 | 618
154 ]11] 702 9,76 | 19,13 30]2]2] 048 [ 057 | 0,70
16 4]20] 284 4,02 6,14 30[5][5] 339 [ 606 | 849
17 5 [33] 9441 | 46,83 | 74,55 311212 052 [ 060 | 0,71
18 6 [13 [ 74,01 | 10244 [ 204,51 | [31|5[5 [ 420 | 740 [ 9,59
19 [ 11 [ 65 | 2751,33 | 2591,85 | 3556,97 | [32[2] 2| 038 | 037 [ 037
20 [ 6 [31] 267,20 [ 312,81 | 540,60 [ [32[5]5 [ 1,20 [ 1,90 | 244
20 [ 9 [31] 463,89 | 724,52 | 2324,86 | [33[2| 2] 039 | 042 | 046
21 4] 4] 705 [ 11,54 [ 17,28 33|55 100,26 | 185,64 | 256,26
21| 6 | 6 | 4251 [ 6481 [ 91,90 34133 043 [ 037 | 037
22 [ 8 [ 8] 4746 [ 83,76 | 111,59 | [34[5] 5 [ 30,64 | 180,03 [ 178,43
23 2| 3] 055 0,59 0,75 35122 047 [ 050 | 0,67
23] 4|5 [ 11,18 | 16,25 | 17,55 351515 279 [ 574 | 6,09
24| 2 4] 053 0,61 0,69

menor numero de iteragoes é desejavel, e assim escolhemos mais pontos no conjunto de

amostra. Quando avaliar a funcao nao é computacionalmente custoso, podemos escolher

menos pontos no conjunto de amostra e ganhar tempo computacional.

Existem na literatura algumas implementagoes de métodos de regiao de confianca base-
ados em interpolacao polinomial que nao usam derivadas da funcao objetivo para resolver
problemas irrestritos. Conn, Scheinberg e Vicente [5, Apéndice 1] fazem uma relagao
de softwares disponiveis na internet, tais como CONDOR, DFO, WEDGE, UOBYQA e
NEWUOA. Como o foco principal deste trabalho foi a analise de convergéncia e o estudo

da geometria dos conjuntos de interpolacao nao tivemos qualquer pretensao em realizar

testes computacionais comparativos com estes softwares profissionais e robustos.
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Conclusoes

Nosso interesse neste trabalho foi estudar um método para otimizacao irrestrita que nao
faz uso de derivadas. Utilizamos para isso um método de regiao de confianca com modelos
baseados em interpolagao polinomial quadratica completa. Primeiramente estudamos os
métodos de regiao de confianga no sentido cléssico, ainda com o uso de derivadas. Em
seguida estudamos as adaptagdes propostas por Conn, Scheinberg e Vicente [5] para um
método de regiao de confianga sem derivadas e as condig¢oes necessarias a serem satisfeitas

pelos modelos da funcao objetivo a serem considerados em cada iteracao do algoritmo.

A partir disso, dedicamos parte significativa dos estudos na geometria do conjunto
de interpolacao; nas condicoes que os modelos devem satisfazer, como ser plenamente
linear ou plenamente quadratico, e na construcao de modelos baseados em interpolacao.
Sob certos aspectos, tais modelos tém comportamento local semelhante as aproximacoes
de Taylor da funcao. Mostramos que conjuntos bem posicionados geram modelos com
boa precisao, além disso discutimos como medir e melhorar o posicionamento de um
conjunto de pontos de interpolagao. Provamos resultados de convergéncia global para
um método de regiao de confianca sem derivadas baseado em interpolagao polinomial.
Os resultados tedricos obtidos, foram apresentados em forma de poster no evento CWB
2010 - IT Congresso de Matemaética e suas Aplicagoes, realizado em dezembro de 2010 em
Curitiba.

Para validarmos o método, apresentamos testes computacionais que mostraram algu-
mas limitagoes, principalmente ao que tange o nimero de variaveis do problema, uma vez
que quando trabalhamos com interpolacao polinomial completa, a quantidade de varidveis
cresce bastante com o nimero de variaveis da funcao objetivo. Resolvemos 50 problemas
da coletanea de Moré, Garbow e Hillstrom [13] em dimensao pequena, ou seja, inferior
a 11. Os problemas foram resolvidos através do algoritmo proposto neste trabalho com
diferentes escolhas de parametros. Dos problemas testados, apenas 3 deles nao foram

resolvidos com qualquer uma das escolhas de parametro.

Acreditamos, por fim, que a atualizacdo do modelo no algoritmo possa ser melhorada
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em trabalhos futuros, onde também poderemos otimizar os parametros para melhores

resultados.
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