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Resumo

Neste trabalho estudamos pré-condicionadores para o método Gauss-Seidel, um método
iterativo para resolver sistemas lineares quadrados do tipo Az = b. No inicio apresenta-
mos alguns assuntos preliminares, logo depois, listamos os principais pré-condicionadores
existentes na literatura, e apresentamos vérios teoremas que nos permitem comparar a
taxa de convergéncia do método Gauss-Seidel pré-condicionado com cada um dos pré-
condicionadores listados na literatura.

Ainda no mesmo capitulo, propomos o pré-condicionador Pry = [+ R+ U, onde I é a
matriz identidade, R é a ultima linha de A com o sinal trocado e sem o ultimo elemento,
e U é a parte triangular estritamente superior de A com o sinal trocado.

O pré-condicionador proposto é comparado com os demais, mostrando ser bastante
eficiente do ponto de vista da aceleracao da taxa de convergéncia do método Gauss-
Seidel. Com base nos resultados tedricos, apresentamos varios exemplos numéricos, os
quais comprovam a eficiéncia do nosso pré-condicionador, e também motivam algumas

conjecturas que sao lancadas na conlusao.

Palavras-chave: M -matriz, teorema de comparagao, convergéncia, conjectura, método

Gauss-Seidel, pré-condicionador.
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Abstract

We study preconditioners for the Gauss-Seidel method, that is a method for solv-
ing linear systems. In this work, a new preconditioner for the Gauss-Seidel method is
proposed for solving linear systems whose coefficient matrix is a M-matrix. We analyze
various preconditioners in the literature, and we shown several comparison theorems for
the proposed method. By the comparison results, we can see that our preconditioner is
one of the best preconditioners. Numerical examples finally are given to illustrate our
theoretical results. Eventually, we conclude analyzing the comparison theorems showed

previously, and some conjectures are proposed based on our numerical tests.

Keywords: M-matriz, comparison theorem, convergence, conjecture, Gauss-Seidel method,

preconditioner.
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Introducao

Muitos problemas das mais diversar areas, como biologia, fisica, ciéncias sociais entre
outras, podem ser reduzidos a problemas envolvendo matrizes com uma certa estrutura
especial. Uma das situacoes mais comuns é onde a matriz A em questao tem todos os

elementos diagonais positivos e elementos fora da diagonal nao negativos, ou seja

a1 —Q12 —@13 ... —Qip

—a2 22 —Q23 ... —dp

A = —Aasy —asz2 ass ... —Aa3zp
—Qp1 —Qp2 —ap3 ... QAnp,

com a;; > 0. Essas matrizes podem ser escritas da forma
A=sI-B (1)

onde I é a matriz identidade, s > 0 e a matriz B é nao negativa, ou seja, possui todos os
seus elementos nao negativos. Estamos interessados em problemas que envolvem matrizes
da forma (1) tal que s > p(B), onde p(B) denota o raio espectral da matriz B, tais
matrizes sao chamadas de M-matrizes.

Agora, considere o seguinte sistema linear
Az =b (2)

sendo A € R™™ uma M-matriz nao singular, e b,z € R"”. Neste trabalho, vamos supor
que A possa ser escrita da forma A = I — L — U, onde I a matriz identidade de ordem n,
—L ¢é a parte triangular estritamente inferior de A e —U ¢é a parte triangular estritamente
superior de A.

H& vérios métodos para resolver o sistema (2), em geral podemos destacar duas
classes de métodos: os métodos diretos, que resolvem o sistema em uma quantidade
finita de passos, e os métodos iterativos, que buscam encontrar uma sequéncia de vetores
{zo, 1,22, ...} que converge para a solugao exata do sistema.

Dentro da classe dos métodos iterativos, existe uma subclasse chamada de métodos



splittings, tais métodos buscam separar a matriz A da forma
A=M-N
de maneira que M seja nao singular, e assim temos que

Ar = b
(M—N)x = b
Mx—Nx = b
Mz = Nz+b
r = M 'Ne+M1'b

o que sugere o método

2p1 = M Ny, + M.

Neste caso, a matriz M !N é chamada de matriz de iteracao do método, e a con-
vergeéncia do método depende, em geral, do raio espectral dessa matriz. Uma condigao
necessaria para a convergencia é que o raio espectral da matriz de iteracao seja menor
que 1, e quanto menor o raio espectral menos iteragoes sao necessarias para atingirmos
um determinado critério de convergeéncia.

O método iterativo que sera alvo de estudo nesse trabalho é o método Gauss-Seidel,
que pode ser visto como um método splitting, onde escolhemos M como sendo a parte
triangular inferior da matriz A, e N como sendo a parte triangular estritamente superior
da matriz A com o sinal trocado.

Em alguns casos, a taxa de convergéncia do método nao ¢é satisfatéria, e no caso
de um problema mal condicionado poderia levar muito tempo para chegarmos a uma
boa aproximacgao da solucao exata. Uma maneira de acelerar a convergéncia é usar pré-

condicionadores, ou seja, uma matriz P tal que o novo sistema pré-condicionado
PAx = Pb (3)

convirja mais rapidamente que o sistema original (2). O problema agora é como determi-
nar tal matriz P para que o raio espectral da nova matriz de iteragao seja consideravel-
mente menor que o raio espectral da matriz original.

Neste trabalho, vamos abordar alguns pré-condicionadores para o método Gauss-
Seidel sugeridos na literatura, onde a matriz dos coeficientes do sistema ¢ uma M-matriz.
Entao vamos sugerir um novo pré-condicionador e comparar a eficiencia do novo pré-
condicionador com os demais.

Essa dissertacao serd apresentada na seguinte estrutura: no primeiro capitulo, faremos

uma breve exposicao de alguns assuntos preliminares, abordando métodos iterativos e
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seus critérios de convergéncia, pré-condicionamento, faremos um estudo sobre as matrizes
nao negativas, apresentando algumas defini¢oes e propriedades importantes. E por fim,
faremos um rapido estudo sobre as M-matrizes.

No segundo capitulo, apresentaremos alguns pré-condicionadores existentes na litera-
tura, e em seguida propomos um novo pré-condicionador. Com base nisso analizamos a
eficiéncia dos pré-condicionadores mostrando alguns teoremas de comparacao entre eles.

No terceiro e dltimo capitulo, mostraremos alguns exemplos numéricos, comparando
o raio espectral das matrizes de iteracao do método Gauss-Seidel pré-condicionado com
cada um dos pré-condicionadores abordados neste trabalho, considerando diversos casos
de acordo com as condicoes estabelecidas nos teoremas de comparacao.

Concluimos fazendo uma analise dos teoremas de comparacao apresentados no capitulo
2 e dos testes numéricos apresentados no capitulo 3, e apresentando algumas conjecturas

a respeito do método proposto.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo faremos uma breve exposicao a respeito de alguns assuntos preliminares,

exibindo resultados importantes que se farao necesséarios posteriormente.

1.1 Métodos Iterativos

Vamos considerar um sistema linear
Arx =b (1.1)

com A € R™"™ nao singular e z,b € R". Existem varias maneiras de resolver o sistema
linear (1.1), aqui vamos destacar as duas principais classes de métodos, que sao os sdo
métodos diretos e os métodos iterativos. Um método direto é um algoritmo que encontra a
solugao do sistema em uma quantidade finita operagoes aritméticas, enquanto um método
iterativo é um algoritmo que gera uma sequéncia de vetores do R" {zg, x1, x2, ...} de forma
que no limite essa sequéncia convirja para a solucao exata do sistema, ou seja, se x ¢é a
solugao exata do sistema entao

lim z, =«
k—o0

Em geral, os métodos iterativos usam as iteragoes passadas para encontrar o proximo
elemento da sequéncia, ou seja, zp = f(zo,21,...,2,_1). Estamos interessados em

métodos que usam apenas a iteracao anterior, que sao métodos da seguinte forma

dado xg, zpy1 = Bxy + ¢ (1.2)

s

onde B € R™" é chamada matriz de iteracao do método (1.2), e ¢ € R™ é um vetor que
depende do lado direito da equagao (1.1). Agora, daremos algumas defini¢oes e resultados

a respeito da convergéncia tedrica de um método iterativo.
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Defini¢ao 1.1. Seja x a solugdo do sistema (1.1), dizemos que o método (1.2) é consis-
tente se satisfaz

z = Bx +ec.

Definimos como o erro na k-ésima iteragao o vetor
€ =T — I,

e dessa forma podemos notar que um método iterativo converge para a solucao exata x
se, e somente se

lim e, = 0.
k—o00

Dada uma matriz A € R"*" denotamos por p(A) o raio espectral da matriz A, que é
definido por
p(A) = max{|A|; A é autovalor de A}

Lema 1.2. [2] Seja A € C""™ e ¢ > 0. Entdo existe uma norma matricial induzida

| - l|lae, dependendo de A e de e, tal que
[A] e < p(A) + €

Demonstracao:
Seja STLAS = J a forma de Jordan da matriz A, defina D, = diag(1,¢,€2,...,e" ).

Entao

)\1 €

(SD,) 'ASD, = D-'JD, = Ay €

Agora, usando a norma vetorial || - || 4. definida por
[la.c = 1(SDe) ™ 2o

e definindo y = (SD,) 'z geramos a norma matricial induzida por esta norma vetorial

>
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como sendo

Az ||,

All4e = max-—=

|| || ;€ x;ﬁo ||$||A’6
— ma H(SDE)ileHoo

220 | (SDe) ]|os
. H(SDe)_lASDGyHOO
= max
420 1yl
— ||(SD.)"*ASD. ||

= max|\| +¢€
(2

= p(A) +e.

Note que em geral, temos p(A) < ||A|| para qualquer norma matricial.

Lema 1.3. Se A € uma matriz quadrada, entao

lim A" =0« p(4) <1
k—oo
Demonstracao:
(=)
Seja A um autovalor de A e z # 0 o autovetor associado a A, entdao Afz = Nz, de

onde temos que
0= lim A*z = lim Mz

k—o0 k—o0
como x # 0, entao
lim \* =0
k—o0

de onde segue que [A| < 1. Como A foi tomado arbitrario, entao
p(A) < 1.

(<)
Se p(A) < 1, entao existe € > 0 tal que p(A) < 1 —e. Assim pelo Lema 1.2, existe

uma norma matricial induzida || - || tal que
] < p(A) +e < 1.

Como essa norma é uma norma induzida, entao satisfaz a proprieadade submultiplica-

tiva, ou seja, [|AB|| < || Al||B||, e assim temos que || A*|| < ||A||*, tomando o limite quando
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k tende a infinito temos

Jim AR < Tim A" =0

e portanto
lim A = 0.

k—oo

O proximo teorema nos dé uma condigao necessaria e suficiente para garantir a con-

vergéncia de métodos da forma (1.2).

Teorema 1.4. Se o método (1.2) € consistente, entdao a sequéncia {xo, 1,22 ...} gerada
pelo método converge para a solucao x do sistema, para qualquer vetor inicial xy Se, e

somente se p(B) < 1

Demonstracao:
Temos que o erro na iteracao k é dado por e, = xp — x, além disso x; é dado por

xrr = Bxi_1 + ¢ e como o método é consistente temos que x = Bx + ¢ assim
er = Bry_1+c— (Bx+c¢) = B(zy_1 —x) = Beg_

recursivamente, temos que

e = BFeg

assim, pelo lema 1.3, temos que lim B*e, = 0 para todo vetor z, se, e somente se
k—oo

p(B) < 1. m

Uma classe de métodos iterativos bastante conhecida sdo os métodos da forma

sendo A = M — N com M nao singular. Esses métodos sao conhecidos como métodos
splittings. Veja que nesse caso a matriz de iteragao do método (1.3) é M !N, escolhas
adequadas para as matrizes M e N produzem bons métodos iterativos, em geral a matriz
M deve ser escolhida de forma que um sistema Mwu = v seja facilmente resolvido.

Podemos destacar trés métodos iterativos classicos para resolugao de um sistema linear,
sao eles o método de Jacobi, o método Gauss-Seidel e o método SOR (successive over
relaxation).

Escrevendo a matriz do sistema da forma A = D — L — U, onde D é a diagonal de A,
—L é a parte triangular estritamente inferior de A e —U ¢é a parte triangular estritamente

superior de A, o método de Jacobi é um splitting da forma A = M — N, onde M = D e
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N = L + U, ou seja, podemos escrever o método de Jacobi como
Dz = (L+U)xy, +b

ou ainda,
Tpp1 = DL+ U)xy, + D' (1.4)

Note que para podermos aplicar o método é necessario que a;; # 0 parai =1,2,...,n.
O método Gauss-Seidel, é um splitting onde M = D — L e N = U, assim o método é
escrito da seguinte maneira
(D — L)xgsr =Uxp +b

ou ainda
Ty = (D — L)Y Uz + (D — L)' (1.5)

da mesma forma que no método de Jacobi, precisamos ter a; # 0 para i =1,2,... n.
O método SOR é uma generalizacao do método Gauss-Seidel, no qual é introduzido

um parametro de relaxagao w. O método SOR ¢é definido por
Tpe1 = wTg + (1 — w)axy

sendo T, uma iteracao do método Gauss-Seidel. Matricialmente, podemos escrever o

método SOR da seguinte forma

(I —wD 'L = [(1 —w)] + wD™'U] z + wD™'b. (1.6)

1.2 Pré-condicionamento

Como vimos na segao anterior, a convergéncia de um método iterativo da forma (1.2)
depende do raio espectral da matriz de iteragao do método. Além disso, o raio espectral
da matriz de iteragao também influencia na velocidade de convergéncia de um método,
ou seja, quanto menor o raio espectral da matriz de iteragao, menor serda a quantidade
de iteracoes necesséarias para que o método satisfaca um certo critério de convergéncia.
Em outras palavras, podemos definir a taxa de convergéncia assintética de um método

iterativo da seguinte forma

Definigao 1.5. A taza de convergéncia assintética de um método iterativo da forma (1.2),
¢ definida por
Roo(B) = —In(p(B)).
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Pela defini¢ao acima, podemos notar que a taxa de convergéncia de um método itera-
tivo da forma (1.2), depende unicamente do raio espectral da matriz de iteragao.

Uma técnica bastante conhecida para melhorar a taxa de convergéncia de um método
iterativo é o pré-condicionamento, o que consiste em determinar uma matriz nao singular
P, de forma que o novo sistema

PAz = Pb (1.7)

possua uma taxa de convergéncia maior, ou seja, que o raio espectral da nova matriz de
iteragao seja menor que o raio espectral da matriz de iteracao do sistema original (1.1).
A matriz P é chamada de pré-condicionador.

Ao método iterativo aplicado no novo sistema (1.7), damos o nome de método pré-
condicionado, e assim tomando diferentes pré-condicionadores teremos diferentes métodos

pré-condicionados.

1.3 DMatrizes nao negativas

Definigao 1.6. Uma matriz A € R™" € uma matriz nao negativa se todas as entradas

a;; de A sao nao negativas. Neste caso denotamos por
A>0.

Caso todas as entradas de A sejam positivas, entao dizemos que A é uma matriz
positiva, denotada por
A>0.

Com base na definicao acima, dadas duas matrizes A, B € R™*" podemos definir as

seguintes relagoes

A>B, se A—B>0;
A>B, se A—B>0.

Definicao 1.7. Dada uma matriz quadrada A de ordem m, o grafo direcionado da ma-
triz A, denotado por G(A), é um grafo de n vértices Py, Ps, ..., P,, onde uma aresta

direcionada liga P; até P; se, e somente se a;; # 0.
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Exemplo 1.1. Considere a matriz A dada por

— = = O
_ o O =

0
1
0
0

o O o =

Entdo temos o grafo direcionado de A dado por

~
~ P PO

2

e

P3<— Py

Exemplo 1.2. Considere a matriz B dada por

= = O O
=== O
S = O =
_ O = O

nesse caso, G(B) € dado por

P PQ
|

1<

/P3 P4

@ ")

Definicao 1.8. Um grafo direcionado G esta fortemente conectado, se para todo par
ordenado de vértices (P, P;) existe uma sequéncia de arestas que vai de P; até P;, a essa

sequéncia de arestas damos o nome de caminho.

No exemplo 1.1, temos que G(A) nao esta fortemente conectado, pois nesse caso nao
existe nenhum caminho do vértice P, até o vértice P, ja no exemplo 1.2 G(B) esta

fortemente conectado.

Defini¢ao 1.9. Uma matriz quadrada A é dita irredutivel se o seu grafo direcionado G(A)

estd fortemente conectado. Caso contrdrio dizemos que A € redutivel.

Note que no exemplo 1.1 A é redutivel, enquanto no exemplo 1.2 B é irredutivel.

10
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Um importante resultado para matrizes nao negativas é o Teorema de Perron-Frobenius,
provado por Oskar Perron em 1907 [18] para matrizes positivas e depois extendido por

Georg Frobenius em 1912 [4] para matrizes nao negativas irredutiveis.

Teorema 1.10 (Perron - Frobenius [4]). Se A > 0 € uma matriz quadrada irredutivel,

entao

1. p(A) € um autovalor simples de A.
2. existe um autovetor positivo v > 0 correspondente ao autovalor p(A).

3. p(A) aumenta quando alguma entrada de A é aumentada.

Ao autovetor v relacionado ao raio espectral de A, cuja existéncia é garantida pelo

item 2 do Teorema 1.10, damos o nome de vetor de Perron.

Corolario 1.11. Segue diretamente do item 3 do teorema acima, que se A e B sao nao

negativas e irredutiveis, com A < B, entdo

p(A) < p(B).

No Teorema de Perron-Frobenius, para uma matriz nao negativa, a irredutibilidade
garante a existéncia de um autovetor positivo associado ao raio espectral da matriz, no
caso de uma matriz nao negativa redutivel existem algumas condi¢oes que garantem a

existéncia de um autovetor positivo

Definigao 1.12. Seja A uma matriz quadrada nao negativa de ordemn, paral <i,j <n
dizemos que i tem acesso a j no grafo direcionado de A se existe um caminho do vértice
P; ao vértice P;, e dizemos que i e j se comunicam se i tem acesso a j € j tem acesso a

0.

Comunicacao define uma relagao de equivaléncia [1].

Definigao 1.13. As classes de A sao as classes de equivaléncia da relagao comunica¢ao
induzida por G(A). Uma classe a tem acesso a uma classe 3 se para i € o e j € (31
tem acesso a j. Uma classe € dita final se ela nao tem acesso a nenhuma outra classe.
Uma classe a € bdsica se p(Ala]) = p(A), aqui Ala] denota a submatriz de A baseada nos

indices de o. E for fim, uma classe é nao bdsica se p(Ala]) < p(A).

11
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Teorema 1.14 ([1]). Se A é uma matriz nao negativa, entio p(A) corresponde a um

autovetor positivo se, e somente se as classes finais de A sao exatamente as classes bdsicas
de A.

A seguir veremos mais um teorema que nos permitird comparar os raios espectrais de

matrizes nao negativas.
Teorema 1.15 (Berman e Plemmons [1]). Se A > 0 € uma matriz quadrada, entdo as
sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

1. Se Az > [z para algum vetor x > 0 e x # 0, entao p(A) > (.

2. Se Ax < vz para algum vetor x > 0, entao p(A) < . Além disso, se A € irredutivel e
B < Ax < ~vx, desde que as duas igualdades nao sejam satisfeitas simultaneamente,

para algum vetor x > 0 e x # 0, entao, < p(A) <y ex > 0.

1.4 M-matrizes

Nessa secao faremos um breve estudo sobre a classe das M-matrizes.
Definicao 1.16. Dizemos que uma matriz quadrada A € uma Z-matriz, se satisfaz

a;; <0, parai# j.

Definicao 1.17. Uma matriz A nao singular € dita M-matriz se A € uma Z-matriz e
At >0.

Teorema 1.18 ([19]). seja T uma matriz quadrada, entao p(T) < 1 se, e somente se
(I —T)7 ! emiste e

(I-T)"'= iT’“.

12
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Demonstracao:
(=)
Supondo p(T) < 1, considere a seguinte igualdade

(I-TYI4+T+T*+-- - +TF=1+T1T""
sendo k € N. Tomando o limite para k tendendo a infinito temos

im (I -T)YI+T+T*+---+T% = lim I +7T""

k—o0 k—o00

(I-T7)) T" = I+ lim TF!
k=0

k—o0
(I-7)) T = I
k=0

De onde segue que (I — T)~! existe e

(I-T)"'= i T".

(<)
Reciprocamente, considerando que (I —T)~! existe, entao temos que p(T) # 1, e pelo
Teorema de Perron-Frobenius, segue que existe um autovetor x > 0 tal que Tz = p(T)x.

Portanto

(I =Tz = (1—p(T))z.
Multiplicando a esquerda por (I —T)~! segue que
r= (1= p(T)(I - T) "z
como p(T) # 1, entao (1 — p(T)) # 0 e assim

(I-T)"'2z= 1——,0(T)x (1.8)

Usando a hipdtese de que

(I-T)"= iT’“

como T' é nao negativa, segue que (I — 7)™ > 0, e uma vez que x > 0, da igualdade (1.8)

segue que

1= p(T)
de onde temos que p(7T) < 1. m
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PRE-CONDICIONAMENTO DO METODO GAUSS-SEIDEL PARA M-MATRIZES

Lema 1.19 ([1]). Os autovalores reais de uma M -matriz sao todos positivos.

O préximo teorema nos da uma definicao equivalente para M-matrizes.

Teorema 1.20. Uma matriz A € R™"™ ¢ uma M-matriz se, e somente se A pode ser

escrita da forma
A=sI—-B (1.9)

sendo B >0 e s> p(B).

Demonstracao:

(=)

Supondo A uma M-matriz, defina s = maxj<;<,a; € B = sI — A, por defini¢ao os
elemento nao diagonais de B sao nao negativos, e da maneira que tomamos s, teremos
B >0, e A = sl — B, resta mostrar que s > p(B). De fato, como B é uma matriz
nao negativa, entao pelo Teorema de Perron-Frobenius existe x > 0 tal que Bz = p(B)z,

assim

Axr = (s — B)x

= sr— Bx
= sr—p(B)z
— (s p(B))x.

Logo s — p(B) é um autovalor real de A, e como A é uma M-matriz, pelo Lema 1.19
s — p(B) > 0, de onde segue que s > p(B).

(=)

Reciprocamente, tomando A = sI — B com B > 0 e s > p(B), claramente A é uma

Z-matriz, precisamos mostrar que A~! > 0, para isso veja que

A:s]—B:s(I—lB)
s

como s > p(B), entdao p(+B) < 1 e pelo Teorema 1.18 temos

1

AT = [s(]—gB)]‘l

o0

-
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PRE-CONDICIONAMENTO DO METODO GAUSS-SEIDEL PARA M-MATRIZES

como B >0e s> p(B) >0, segue que A~! > 0, e portanto A é uma M-matriz. [

Com base nas defini¢oes apresentadas nesse capitulo, podemos classificar os splittings
da forma (1.3) da seguinte maneira.

Definicao 1.21. Considere A uma matriz quadrada nao singular, escrevendo A da forma
A=D—L—U, onde D ¢ a diagonal de A, —L a parte triangular estritamente inferior

de A e —U ¢ a parte triangular estritamente superior de A. Um splitting A = M — N ¢é
chamado

1. Regular se M~ >0 e N > 0;
2. Fraco reqular se M~ >0 ¢ M~='N > 0;
3. M-splitting se M € uma M-matriz e N > 0;

4. Splitting Gauss-Seidel se M =D — L e N =U.

15



Capitulo 2

Pré-condicionadores para

M-matrizes

Considere um sistema linear Az = b, onde A é uma matriz quadrada de ordem n
nao singular, e além disso A é uma M-matriz. Por simplicidade, neste trabalho vamos

considerar A da forma
A=1-L-U (2.1)

com [ sendo a matriz identidade de ordem n, —L a parte triagular estritamente inferior

de A e —U a parte triangular estritamente superior de A.

2.1 Pré-condicionadores

Recentemente varios pré-condicionadores foram propostos por diversos autores, a
seguir vamos apresentar uma lista dos principais pré-condicionadores propostos recen-
temente na literatura.

Em 1991, Gunawardena, Jain e Snyder em [6] propuseram o pré-condicionador

Ps=I+S (2.2)
sendo S definido da seguinte forma
[ 0 —a12 0 e 0 |
0 0 —a93
_anfl,n
0o ... 0
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Em 1994, Usui, Niki e Kohno em [21] propuseram o pré-condicionador
Py=I1+U (2.4)

onde U ¢ definida em (2.1).

Em 2001, Evans, Martins, e Trigo em [3] propuseram o pré-condicionador

com R, definido como
0 .00
R, = 2.6
' 0 ...00 (26)
—Qnp,1 0

Também em 2001, Niki, Kohno, Morimoto e Harada em [17] propuseram usar como
pré-condicionador a matriz

Psp=1+S+R (2.7)

onde a matriz S ¢ definida em (2.3) e a matriz R ¢é definida por

0 0 0
0 . 0 0
—Qp1 ... —App—1 0

Logo depois, em 2002 Kokatemori, Harada, Morimoto e Niki propuseram em [9] usar

o pré-condicionador
Pmax =1+ Smax (29)

sendo a matriz S, triangular estritamente superior, contendo apenas uma entrada em
cada uma das n — 1 primeiras linhas, e essa entrada é dada pelo elemento de maior
maédulo da respectiva linha da matriz A. Caso haja mais que um elemento nessa condicao,

tomamos o elemento da coluna que vier primeiro, ou seja

—a;, sel<i<mn,j>i,
SmaxI(SZ-L)I ik, St ,n'j ? (2.10)
0 caso contrario
onde
K; =minj € {j : max|a;;|} for 1 <i <n. (2.11)
J
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Em 2004, Niki, Harada, Morimoto e Sakakihara em [15] propuseram o pré-condicionador
Pr=I1+R (2.12)

com R definido em (2.8).

E mais recente, em 2009, Yun em [26] propos usar como pré-condicionador a matriz

sendo as matrizes S e Ry definas em (2.3) e (2.6) respectivamente.

Neste trabalho, propomos um novo pré-condicionador, que é dado por
Pry=1+R+U

onde R e U sao definidas em (2.8) e (2.1) respectivamente.

2.2 Teoremas de comparacao

Com base nos pré-condicionadores apresentados na secao anterior, apresentaremos
varios resultados que nos permitirao avaliar e comparar a eficiéncia de tais pré-condicionadores.

Por simplicidade de notagao, os pré-condicionares serao denotados por

/

Ps=(I+15),
Pr= (I +R),
P =+ Ry),

Psy =1+ S+ Ry),
Praz = (I + Spaa),
Psp = (I +S+R),
Py =({I+U),

\PRU: (I+R+U).

18
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Suas respectivas matrizes pré-condicionadas por

;

Ag = PsA.
Ap = PpA,
A = PA,
As1 = Ps14,
Aoz = Praz4,
Asr = PsrA,
Av = P4,
| Arv = PruA.

Finalmente, seus splittings Gauss-Seidel serao denotados respectivamente por

(A= M— N,
As = Ms — Ns,
Ar = Mg — Ng,
Ay = My — Ny,

As1 = Mgy — N,
Amaz = Mmaz — Nmaz,
Asr = Msr — N3k,
Ay = My — Ny,

| Arv = Mgy — Nru-

Como estamos considerando A = I — L — U, entdo podemos escrever as matrizes
referentes ao splitting Gauss-Seidel de cada matriz pré-condicionada da seguinte forma.
Sejam UL = Ey + Fy e Sl = E1 + F1, onde Ey e E; sao matrizes triangulares

inferiores, e as matrizes Fy e I sao triangulares estritamente superiores, entao

M=1I-1, N=T,

Mg=1-1L-SL, Ng=U— 5+ SU,
Mp=1—L+R— RL— RU, Np=T1,

My=1-L+R —RU, Ny =U,

Mg =1—L+ R, —SL— R,U, Ng1 =U — S + SU,

Myao =1 — L — E, Nimaz = U = Spaz + SmaalU + 1,
Mgp=1—L+R—RL—SL—RU, Nsg=U—S+ SU,

My =1—L — E, Ny =U?+ R,

Mpy=I1—L+R—RL—RU —Ey, Nry=U?+F.
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Lema 2.1 (Li[12]). Seja A € R™"™ uma M -matriz da forma (2.1), e seja Ag = (I+S)A =
Mg — Ng o splitting de Ag para o método Gauss-Seidel. Se p(M 1NS) > 0, entao Ax > 0
para algum vetor de Perron x > 0 de MSINS.

Demonstracao:
Seja z um vetor de Perron ndo negativo de Mg ' Ng, ou seja, Mg'Ngx = p(Mg' Ng)z,

entao

AsMi'Ns = (Ms— Ns)Mg'Ng
= Ng— NsMg'Ng
= Ng(I — Mg'Ng)

multiplicando por z obtemos

AsMg'Nsx = Ng(I — Mg'Ng)x

p(Mg'Ns)Asz = [1—p(Mg'Ns)|Nsz
- —1
AS.I' 1 p(]\_4'15 NS) NS.’ﬂ
p(Mg"Ns)

como Ag = (I + S)A, segue que

1 —p(Ts)
p(T5s)

Sejam F = (I + S)"'Ng e E = (I + S)"' Mg, se mostrarmos que Fz > 0, entao do
fato de que 0 < p(Ts) < 1 segue de (2.14) que Az > 0. Como Mg =1 — L — SL, entao

Ax = (I +S) ' Ngux. (2.14)

E = (I+87'(I—-L-SL)
= (I+9)7 - (I+S)L]
= (I+95)7"
= (I-S+8*- 53 4+ =L
= (I-8)+(=8+-)-L
= (I-9)+ (52+S4+S6' )= 9) —
= (I- S)+SZ(I+SQ+S4 - = 8) —
= (I-8)+S*(I—-5*)YI-8)—

= [IT+S*(I—-S*)11-9)-L. (2.15)
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E usando que Ng =U — S+ SU e que U — S > 0, temos

F = (I+8)YU-S+SU)
= (I+9)7 NI+ S)U-S9]
= U—-(I+8)7's
U-(I-S+8*—5+...)8
U—(S—8*+8-8*+..)
(U—-8)+ 8% -5 +5—...
S?— S48t
SPI—-S+8%—--)
SPHI+ S+ 8 +--)(I-29)
S2(I — S*) NI - 9). (2.16)

AV |

Como A = FE — F, temos Ts = E~'F de onde segue que Fz = p(Ts)Ex e usando as
equagoes (2.15) e (2.16), obtemos

p(TH{[I+ S*(I—S*) (I —-9)—Llx > S*(I-S*"'(I-9)z
p(Ts)(I — S)x 4 p(Ts)S*(I — S*) (I — S)x — p(Ts)Lx > S*(I — S*) M1 — Sz
p(Ts)(I = S)x + (p(Ts) —1)S*(I = S*)" (I = S)z > p(Ts)La
gy PIS) Ll a1 oy .
(I —9S)x+ TS SHI - S MI—-S)x > L
_1=pTs) 2 ery-1] (7 gy, .
{[ p(TS)S(I S)}(I Sz > Lz

Como 0 < p(Ts) < 1 e S? > 0 ¢é triangular estritamente superior, entao
~1

_1—P(TS) 27 @2\—1
[I p(Ts) SU-F) } =Y

e portanto (I — S)x > 0, e segue de (2.16) que Fx > 0. m

Definicao 2.2. Uma matriz A € R™"™ € dita mondtona se Ax > 0 implica em x > 0

para todo x € R"

O proximo lema é um resultado muito importante na comparacao de resultados entre
métodos splittings. Newmann e Plemmons, em [14] definem a seguinte norma monétona

em R™.
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Dado um vetor positivo x
HyHm = inf{a > 0| —ar <y< a;p}

com base nisso temos o seguinte.

Lema 2.3 ([14]). Sejam Ay = My — Ny and Ay = My — Ny splittings fraco regulares de
matrizes mondtonas Ay e Ay respectivamente, tal que M2_1 > Ml_l. Se existe um vetor

positivo x tal que 0 < Ayx < Asx, entao para a norma mondtona associada a T temos
-1 ~1
1My " Nolla < [[M Nl
Em particular, se M; ' Ny tem um vetor de Perron positivo, entdo

p(My ' Ny) < p(M['Ny).

Lema 2.4 ([1]). Se A € R™™ é uma Z-matriz entao as afirmagoes abaizo sao equivalentes
1. A é uma M-matriz.

2. Existe x > 0 tal que Ax >0

Lema 2.5. Se A é uma M -matriz irredutivel da forma (2.1), entao cada uma das matrizes

pré-condicionadas com os pré-condicionadores abordados neste trabalho é uma M-matriz.

Demonstracao:

Veja que podemos escrever A = [ — B onde B é uma matriz nao negativa. Além disso,
todos os pré-condicionadores sao da forma (/ + C), onde C' é uma matriz ndo negativa, e
como em todos os casos C' é uma parte de B, entao temos que B > (', assim cada uma

das matrizes pré-condicionadas é da forma

(I+C)I-B) = I-B+C—CB
= |- (B-C+CB)
= I-[(B-C)+CBHB]

Como B > C, segue que (B — C) > 0, e como B e C' sao nao negativas, entao

(B-C)+CB>0
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de onde segue que cada matriz pré-condicionada é uma Z-matriz.
Como A é uma M-matriz, pelo lema 2.4 segue que existe x > 0 tal que Az > 0, e

assim cada matriz pré-condicionada satisfaz
(I +C)Ax = Az + CAxz >0

e novamente pelo lema 2.4 segue que cada matriz pré-condicionada é uma M-matriz. m

Lema 2.6 ([1]). Seja ag?j) o elemento da linha i e coluna j da matriz A?. Uma matriz nao
negativa A é irredutivel se, e somente se para todo par ordenado (i,7) existe um nimero

natural q tal que
)

a;; > 0.

Lema 2.7. Se A=1—L—U ¢ uma M-matriz irredutivel e existe r > 0 inteiro tal que as
primeiras v colunas de U sao nulas e as n — r tultimas colunas de U sao nao nulas. Seja
A= M~—N o splitting Gauss-Seidel de A, entao existe x > 0 tal que A~'Nz = p(A~'N)z.

Demonstracao:

Como A é irredutivel, entdo G(A) esta fortemente conectado, além disso como A =
I — (L+U), entao G(L 4+ U) também esté fortemente conectado, e segue que L + U ¢
irredutivel. Como L + U é nao negativa, pelo Lema 2.6 temos que existe um nimero
natural ¢ tal que (L + U)? > 0. Observe que do fato de A ser uma M-matriz, temos que
A=T1—(L+U)onde p(L+U) < 1, e pelo Lema 1.18 temos que A~ = I+ 77 (L+U)*,
portanto A~! > 0 e temos que o A™' N tem as primeiras r colunas nulas e as n —r tltimas
colunas estritamente positivas.

Veja que as classes de A~'N sao

{11, {2},... {r}e{r+1,r+2,...,n}

sendo que a unica classe final é {r+1,742,...,n}, que é também a tinica classe basica, de
onde segue pelo Teorema 1.14 que existe um vetor positivo z tal que A™'Nz = p(A~'N)z.

Teorema 2.8. Se A € uma M-matriz, e A= M — N € o seu splitting Gauss-Seidel, entdao
p(M™IN) < 1.

Demonstracao:
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Veja que
A=M—-N=M—-MM'N=M(I-MT'N),

portanto
At=I-M**N)*M

Assim temos

ATV = (I-M'N)TM!
AN = (I-M7N)"'M™'N
(I-M'NAT'N = M'N (2.17)
AN - M'NAT'N = MI'N
AN = M'N+M'NA'N
AN = MIN({I +A7'N)
AT'NI+AT'N)™ = M7'N. (2.18)

Caso A seja uma matriz irredutivel nas condigoes do Lema 2.7, entao pelo Lema 2.7

existe um vetor z > 0 tal que A™'Nx = p(A~'N)x e neste caso temos

ATIN)
M7Ne = AN+ AN = PN
x (I + ) 1+p(A*1N)x
e pelo Teorema 1.15 segue que
- p(A~'N)
MIN)= -2 -~
i ) 1+ p(A~IN)

Caso A nao esteja nas condigoes Lema 2.7, dado € > 0 defina A(e) = (a;;(€)) dada por

a;; se a;; #0,
az’j(e):{ ’ ’

—e se a;; =0.
Seja A(e) = M(e) — N(e) o splitting Gauss-Seidel de A(e), claramente a equagao
Ale)'N(e)(I + A(e) 'N(€)) ™" = M(e) " N(e)

é satisfeita, e como A(e) é irredutivel entao A~!(e)N(e) tem um vetor z > 0 e

_ pAWOTIN()
I+ p(A() IN(O))

M(e) 'N(e)x = A(e) ' N(e)(I + A(e) 'N(e)) 'x T
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e segue novamente pelo Teorema 1.15 que

N pA© N (9
PV N = T

Tomando o limite quando € tende a zero, temos que

ATIN)
MmNy = AN
P( ) 1+ p(Ale)
Sendo assim temos (A-! N)
Moy = AT
Pl ) 1+ p(A—IN) <

Lema 2.9. Se A € uma M-matriz irredutivel nas condi¢oes do Lema 2.7, e A= M — N €
o splitting referente ao método Gauss-Seidel de A, entao M~'N tem um autovetor positivo

x correspondente ao raio espectral de M~'N.

Demonstracao:

Na demonstracao do Teorema 2.8 mostramos que

MN=A'NI+A'N)" (2.19)
e que
ATIN)
MAIN) = PATN) 2.2
pIN) = T (2.20)

Agora, pelo Lema 2.7 existe # > 0 tal que A™!Nz = p(A~1N)z, assim usando as
equagoes (2.19) e (2.20) temos

M7'N = A'N{I+A'N)!
M 'Nz = AT'N({I+ A'N) 'z
p(ATIN)

1+ p(A-INY"

M 'Nxz = p(M'N)x.

M™'Nx =

Agora, apresentaremos uma série de teoremas de comparacao entre os pré-condicionadores

apresentados anteriormente.
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Teorema 2.10 ([26]). Suponha que A = (a;;) € R™™ é uma M-matriz da forma (2.1).
Assim,

p(M{'Ny) < p(M7IN) < 1.

Demonstracao:

Vamos dividir em dois casos. Primeiro suponha que A satisfaz as condigoes do
Lema 2.7, entao pelo Lema 2.9 segue que existe x > 0 tal que M'Nx = p(M~'N)x
e p(M~'N) > 0. Como N; = N entdo temos o seguinte

A —A = RA
My —M = RA
M7t — M7 = M 'RiAM™!
M™7N - M'N, = M;'RiAM™'N
M*Nz — M *Nix = M{'RiAM 'Nx
p(M™*N)x — M *Nixz = p(M~'N)M;'R,Az. (2.21)

Como 0 < p(M~'N) < 1, entao

M Nz = p(M~'N)x
Nz = p(M'N)Mzx
0 = p(M'N)Mz — Nz
0 < p(M'N)(Mx— Nx)
0 < p(M™'N)(Az
de onde segue que
Az > 0. (2.22)

Juntando (2.21) e (2.22) com o fato de que M; ' > 0e R, > 0 temos que
p(M*N)x > M;'Nyx
e pelo Teorema 1.15 obtemos
p(M;'Ny) < p(MT'N).

No segundo caso quando A nao satisfaz as condi¢oes do Lema 2.7, entao dado € > 0,
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defina A(€) como na demonstracao do Teorema 2.8. Defina também a matriz R;(€) por

0 0 0
(o) = 0 0 0
—ap1(e) 0 0

e nesse caso definimos A, (€) = (I + Ry (€))A((€)) e temos os splittings referentes ao método
Gauss-Seidel dados por A(e) = M(e) — N(€) e Ai(e) = M;(e) — Ny(€) respectivamente.
Tomando € > 0 suficientemente pequeno teremos as condigoes do primeiro caso satisfeitas,

e portanto
p(Mi(e)"'Ni(€)) < p(M(e)"'N(e))

fazendo € tender a zero segue que

p(M;'Ny) < p(MT'N).

Teorema 2.11 ([6]). Se A é uma M-matriz da forma (2.1), entdo
p(M5'Ng) < p(M7'N).

Demonstracao:

Suponha que A seja irredutivel nas condi¢oes do Lema 2.7, entao pelo Lema 2.9 existe
um autovetor x > 0 associado a p(M~'N), ou seja M~ 'Nx = p(M~'N)z. Como M =
I —LeN=U entao

(I-L) "Wz = p(M'N)zx
Ur = p(M'N)(I - L)z (2.23)
SUr = p(M*N)Sx — p(M~'N)SLz, (2.24)

27



PRE-CONDICIONAMENTO DO METODO GAUSS-SEIDEL PARA M-MATRIZES

usando as equagoes (2.23) e (2.24) temos

Mg'Nsz — p(M™*N)z = Mg'[Ng— p(M~'N)Msx
= MG'U—-S+SU—p(M'N)I +p(M~'N)L +
p(M~'N)SL]z
= M;'{Ux — Sz + SUx — p(M*N)x + p(M~'N)Lx +

M~'N)Sz — Sx]
M™'N) —1]Sz.

Como A é uma M-matriz, entdo p(M~'N) < 1 e segue que Mg Ngz < p(M~*N)az,

agora usando o Teorema 1.15, temos que
p(Mg'Ns) < p(M~'N).

Consideremos agora o caso onde A é redutivel, entao para ¢ > 0 defina a matriz

A(e) = (aij(e)) como na demonstracao do Teorema 2.8, e S(€) por

[0 —ap(e) 0 ... o ]
0 0 —CL23(€) e 0
S(e) = | : . . . :
0 0 —p—11(€)
0 0 0

Agora seja Ag(e) = (I +S(€))A(e) = Mg(e) — Ns(e) e A(e) = M(e) — N(e) os splittings
Gauss-Seidel de Ag(e) e A(e) respectivamente. Com € > 0 pequeno, as condi¢oes do caso

anterior sao satisfeita, e portanto
p(Ms(e)"'Ns(€)) < p(M(e)"'N(e)).
Tomando lim._,o segue que

p(Mg'Ns) < p(M~'N).

Teorema 2.12 ([26]). Seja A = (a;;) € R™"™ uma M-matriz da forma (2.1), entdo

p(Mg'Ng) < p(M'N,) < 1,
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Demonstracao:

Novamente vamos considerar dois casos. Primeiro suponha que A; seja irredutivel nas
condi¢des do Lema 2.7, entdo pelo Lema 2.9 existe > 0 tal que M; Nz = p(M; ' Ny)z
e com isso p(M;'Ny) > 0. Como N = Ny, entdo

Ap— A, =
Mp— M, =
M = Mgt = Mp'(R— Ry)AM;!
M'N, — M;'Np = Mzg'(R— R)AM['N;
M;'Nyz — Mp'Ngx = Mp'(R— Ry)AM;'Nyx
p(M{'Ny)x — M 'Nrx = p(M;'Ny)Mp' (R — Ry)Ax. (2.25)

Porém, veja que
(R—R)A=(R—R))(I+ R)A=(R—Ry)A, (2.26)

e como 0 < p(M;*N;) < 1, entdo

M 'Niz = p(M;'Ny)zx
Niz = p(M;'Ny)Mx
0 = p(M;'*N))Myx — Nz
0 < p(M*N)(Myx — Nyx)
0 < p(M;'N)Az
de onde temos que
Ayz > 0. (2.27)

Usando (2.26) e (2.27) na equacio (2.25) junto com o fato de que My' > 0 assim
como (R — Ry) > 0, obtemos

p(M;'Ny )z > Mp' Npx
e pelo Teorema 1.15 segue que
p(Mz'Ng) < p(M'Ny).

No segundo caso, quando A; nao satisfaz as condigoes do Lema 2.7, dado € > 0 defina

A(e) e Ry(€) como nas demonstragdes dos Teoremas 2.8 e 2.10 respectivamente, e R(¢)
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por
0 0 0

R(e) = : . : :

( 0 o 0 0

—an1(€) ... —apn-1(€) 0

com base nisso defina A;(e) = (I + Ry(€))A(e) e Ar(e) = (I + R(e))A(e) e seus splittings
Gauss-Seidel respectivamente por A;(e) = M;(e) — Ni(€) e Ar(€) = Mg(€e) — Ng(€), nesse
caso basta tomar € > 0 pequeno o suficiente, e como a matriz A;(e) é irredutivel segue

pelo caso anterior que
p(Mg (€)' Ng(e)) < p(Mi(e) ™' Ni(e))
tomando o limite quando € tende a 0 temos

p(Mz'Ng) < p(M;'Ny).

Teorema 2.13 ([26]). Se A = (a;;) € R™*" é uma M-matriz da forma (2.1), seque que
p(Mg'Ns1) < p(M{'N,) < 1.,

Demonstracao:
Suponha que A e A; estejam nas condicoes do Lema 2.7, entao pelo Lema 2.9 existe
x>0 tal que M Nz = p(M~'N)z e p(M~'N) > 0. veja que

M 'Nz = p(M™'N)z
Nz = p(M*N)Mx
0 = p(M'N)Mz — Nz
0 < p(M'N)(Mx— Nux)
0 < p(M™'N)Az
de onde segue que
Az >0

Assim
ASLT = (I + S + Rl)Aﬂf > (I + Rl)Aﬂf = Al.ilf Z 0,
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além disso veja que

M, — Mg = SL,
Mg — MY = M{'SLMg.

Usando que M; ' >0,S>0,L>0e M§11 > 0, temos que
Mg > My
e como Ag; e Ay sao M-matrizes, do Lema 2.3 segue que
1Mg! Nsi[lo < [|M7 Nl

e como estamos supondo A; irredutivel, entdo M; ' N; tem um vetor de Perron positivo,

e novamente do Lema 2.3 segue que
p(Mg Ns1) < p(M;Ny).

Agora, caso A ou A; nao esteja nas condicoes do Lema 2.7, entao para € > 0 defina
A(e), Ry(€) e S(€) como nas demonstragoes dos Teoremas 2.8, 2.10 e 2.11 respectivamente,
dessa forma podemos definir A;(e) = (I + Ry(€))A(e) e Asi(€) = (I + S(€) + Ri(€))A(e) e
seus splittings referentes ao método Gauss Seidel serdao dados por A;(€) = M;(e) — Ny(e)
e Agsi(€) = Mgi(€) — Ngi(€) respectivamente. Com e > 0 pequeno teremos as condigoes

do primeiro caso satisfeitas e assim

p(Ms1(e) "' Nsi(€)) < p(Mi(e) "' Ni(e))

fazendo € tender a zero obtemos

p(Mg, Ns1) < p(M'Ny).

Teorema 2.14 ([26]). Assumindo que A = (a;;) € R™™ é uma M-matriz da forma (2.1),
temos
p(Mg; Ns1) < p(Mg"' Ni).

Demonstracao:
Novamente vamos considerar dois casos. Primeiro suponha que Ag satisfaca as condi¢oes

do Lema 2.7, entao segue do Lema 2.9 que existe x > 0 tal que MS_INsx = p(Ms_lNS)x
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e consequentemente p(Mg'Ng) > 0. Como Ng = Ng; entdo temos o seguinte

Agi—As = RA
Mg — Mg = R,A
Mg'— Mg = Mg RiAMg'
M'Ng — Mg 'Nsy = Mg'RiAMG'Ng
Mg'Ngz — Mg'!Ne1z = Mg'RiAMg ' Ngx
p(Mg'Ng)x — Mg!'Neyx = p(Mg'Ng)Mg!' Ry Ax. (2.28)

Porém, como p(MleNS) > ( entao pelo Lema 2.1 temos que Az > 0, assim da equagao
(2.28) junto com o fato de que Ms_ll >0e Ry > 0 obtemos

p(Mg'Ng)x > Mg Ngyx
e pelo Teorema 1.15 segue que
p(Mg Ns1) < p(Mg'Ns).

No segundo caso, quando Ag nao satisfaz as condig¢oes do Lema 2.7, dado € > 0, defina
Ale), S(€) e Ry(e) como nas demonstragoes dos Teoremas 2.8, 2.13 e 2.10 respectivamente,
além disso seja Ag(e) = (I 4+ S(€))A(e) e Agi(e) = (I + S(e) + Ry(€))A(e) e seus splittings
Gauss-Seidel respectivamente dados por Ag(e) = Mg(e) — Ng(€) e Agi(e) = Mgy(e) —
Ngi(€). Neste caso Ag(e) ¢ irredutivel e tomando € > 0 pequeno suficiente, pelo caso

anterior segue que
p(Ms1 (€)™ Nsi(e)) < p(Ms(e)™" Ns(e))

tomando o limite quando € tende a 0 temos

p(Mg, Ns1) < p(Mg'Ng).

Teorema 2.15 ([9]). Assumindo que A = (a;;) € R™*" € uma M-matriz da forma (2.1),
satisfazendo
Qiip1Qit1; < Qg ag paral <i<n—1ej <i (2.29)
implica que
P(M;aeNmaz) < p(Mg ' Ni).

max

Demonstragao:

Primeiramente suponha que A e Ag estejam nas condigoes do Lema 2.7, seja e € R"
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um vetor com todas as suas componentes iguais a 1, defina x = A~'e > 0 entao pela

defini¢ao de S,q, temos que (Spar — S)e > 0 e assim
(Amaz — As)T = (Smaz — S)Ar = (Spaz — S)e >0

além disso, como M., = —L—FEy e Mg =1—L—SL, e pela condigao (2.29) £y > SL

entao

MS - Mma:r: - El - SLa
ML - Mg = ML (B, — SL)M;!

max max

e portanto

Mo, > Mg?,

max

como A,.: € Ag sao M-matrizes, entao pelo Lema 2.3 temos que

HM_l NmaxHx < ”Ms_lNS”x

max

mas, do fato de termos suposto Ag nas condigoes do Lema 2.7, temos que Mg 'Ng tem

um vetor de Perron positivo e novamente pelo Lema 2.3 temos

max

,O(M_l Nmax) < p(MsTlNS)-

Agora, caso A ou Ag nao esteja nas condigdes do Lema 2.7, dado € > 0 defina A(e) e

S(e) como nas demonstragoes dos Teoremas 2.8 e 2.11 respectivamente e S,,q.(€) por

para 1l <1 < n,j > 1,

0 caso contrario

Sma;t(e) - (SZL(E)) = { _aiki(e)

onde

K; =minj € {j : max|a;;(€)|} para 1 <i < n.
j

Agora sejam Ag(e) = (I + S(€))A(€) e Anaz(€) = (I + Simaz(€))A(€) com splittings
referentes ao método Gauss-Seidel dados por Ag(e) = Mg(e) — Ng(€) e Apmas(€) =
M naz(€) — Npaz(€) respectivamente. Tomando e suficientemente pequeno, teremos a
condigao (2.29) satisfeita, além disso as condigbes do primeiro caso serao satisfeitas e

portanto temos
P(Mmaw<€>71Nmax(€)) < p(MS(E)ilNS(G))

e fazendo € tender a 0 segue que

P(M_l Nimaz) < p(MglNS)-

max
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Teorema 2.16 ( [15] Teorema 2.9, corrigido em [12] Teorema 1.4). Seja A uma M-matriz
da forma (2.1), e Ag = (I + S)A = Mg — Ng e Asg = (I + S+ R)A = Mgr — Nsg 0s
spittings do método Gauss-Seidel pré-condicionado com os pré-condicionadores I + S e

I + S + R respectivamente entdo
p(MgzNsr) < p(Mg'Ns).

Demonstracao:

Consideremos primeiro o caso onde Ag satisfaz as condicoes do Lema 2.7, entao Mg INg
tem um autovetor z > 0 correspondente ao seu raio espectral e p(MS_INS) > (0. Como
Ng = Ngg, entao

Asr — As = Msr — Mg = RA,

multiplicando a esquerda por Mg, é e a direita por Mg ! obtemos
Mg' — Mgy = MgpRAMG",
multiplicando agora primeiro por Ng = Ngg e depois por x segue que

MZ'Ng — MgaNsg = MghyRAMG' Ng
Mg'Ngx — MgaNspr = MgaRAMg Nz
p(Mg'Ng)r — MgiNsgrr = p(Mg'Ns)MgpRAz.

Pelo Lema 2.1 Ax > 0, e como Mggr é uma M-matriz e R > 0, temos que
p(MSTle)SL‘ > MST]}zNSRx

e pelo Teorema 1.15
p(MgNsr) < p(Mg'Ns).

Consideremos agora o caso em que Ag nao satisfaz as condigoes do Lema 2.7. Dado
¢ > 0, defina A(e), S(¢), e R(e) como nas demonstragoes dos Teoremas 2.8, 2.11 e 2.12
respectivamente, assim podemos definir Ag(e) = (I 4+ S(€))A(e) e Agr(e) = (I + S(e) +
R(e))A(e), e seus splittings referentes ao método Gauss-Seidel respectivamente dados por
Ag(e) = Mg(e) — Ng(e) e Asr(e) = Mgsgr(€) — Nggr(e). Dessa forma, tomando € > 0
suficientemente pequeno, as condigoes do caso anterior sao satisfeitas e portanto temos
que

p(Msr(e) ™ Nsr(e)) < p(Ms(e)™ Ns(e)).
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Tomando o limite quando € tende a 0, segue que

p(MgzNsr) < p(Mg'Ns).

Teorema 2.17. Suponha que A = (a;;) € R™*" € uma M-matriz da forma (2.1), entdo
p(MsiNsr) < p(Mz' Ng).

Demonstracao:
Dividindo em dois casos, primeiramente suponha que A e Ap se encontram nas

condigoes do Lema 2.7, entéao existe z > 0 tal que M~ 'Nx = p(M~'N)z e assim
Aspr =1+ S+ R)Az > (I + R)Ax = Arz > 0
e como

Mg —Mgr = SL,
Mgt — Myt = Mz'SLMg,

porém Mgl >0, 5>0,L>0e Ms_zzlz > 0 portanto
Mgp > Mg'
e como Agr e Ag sao M-matrizes, entao pelo Lema 2.3 temos
| Mgz Nsrlle < [[Mg' Nzl

e além disso, da irredutibilidade de Agr segue que M }glN r tem um autovetor positivo

associado ao seu raio espectral, e portanto
p(MsiNsr) < p(M' Ng).

No segundo caso, quando A ou Ag nao esta nas condi¢oes do Lema 2.7, para ¢ > 0
defina as matrizes A(e), S(€) e R(€e) como nas demonstragoes dos Teoremas 2.8, 2.11 e 2.12
respectivamente. Agora sejam Ag(e) = (I + R(e))A(e) e Asr(e) = (I + S(e) + R(e))A(e)
e seus respectivos splittings Gauss-Seidel dados por Ag(e) = Mg(€) — Ng(€) e Asgr(e) =

Mgr(€) — Ngg(e). Para € > 0 pequeno suficiente, claramente teremos as condigoes do
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primeiro caso satisfeitas e portanto

p(Msr(€)"" Nsr(e)) < p(Mr(€)™ Nr(e))
e fazendo € tender a zero segue que

p(MgzNsr) < p(Mg' Ng).

Teorema 2.18. Se A = (a;;) € R™*" € uma M-matriz da forma (2.1), entdo

P(MlleU) < p(Mrae Ninaz)-

max

Demonstracao:

Primeiro suponha que A e A,,,; estejam nas condi¢oes do Lema 2.7, entao pelo Lema
2.9 existe z > 0 tal que M~'Nz = p(M~'N)z e p(M~'N) > 0. Além disso veja que

M™'Nz = p(M~'N)z
Nz = p(M'N)Mz
0 = p(M'N)Mz— Nz
0 < p(M'N)(Mx— Nx)
0 < p(M'N)(Az),
de onde segue que
Az >0

Como U > 5,4 entao
Apz = (I +U)Ax > (I + Spaz) Az = Apazz > 0.

e do fato de L > 0 temos UL > S,,..L, em particular suas partes inferiores satisfazem
Ey > E;. Assim,
Maw — My = Eg — E; > 0. (2.30)

Multiplicando a equagdo (2.30) por Ml > 0 a esquerda e por M;' > 0 a direita

max

obtemos
Mt — M >0,

max
de onde segue que

M[;l Z M—l

max*
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Como Ay e A,,q sdo0 M-matrizes e M,}l > Ml segue do Lema 2.3 que

1M Nulle < | Mopeo Nonas| |

max

mas como A,,.. satisfaz as condigoes do Lema 2.7, Mn:imeax tem um vetor de Perron
positivo e

P(M(}INU) < p(M_l Nmar)‘

max

Agora considere o caso em que A ou A,,,, nao satisfaz as condicoes do Lema 2.7.
Seja A(e), definida como na demonstracao do Teorema 2.8, e S,,q.(€) e U(e) definidas

respectivamente por

paral <1 <n,j > 1,

Smaw(f) = (SZL(E)) = { — ik, (6) — €

0 caso contrario.
onde
K; =minj € {j : max|a;;(€)|} para 1 <i < n,
J
€ _ _
0 —6112(6) —&13(6) ce —G1n<€)
0 0 —0,23(6) c. —agn(e)
Ule) = | : : - :
0 0 c —an_lm(e)
0 0 . 0

com € > 0. Sejam Ay(e) = (I + U(e))A(e) e Apaz(€) = (I + Smaz(€))A(€) e sejam
seus splittings referentes ao método Gauss-Seidel dados por Ay(e) = My(e) — Ny(e) e
Apaz(€) = Moz (€) — Ninaz(€) respectivamente. Nesse caso, para € > 0 pequeno temos as

condigoes do primeiro caso satisfeitas e assim
p(MU(E)_lNU<€)) < p(Mmax(E)_leax(e))-
e fazendo € — 0 resulta em

/0<MI71NU) < p(M_l Nimaz)-

maxr

Teorema 2.19. Se A é uma M-matriz da forma (2.1), entdo
p(MpiNro) < p(MgpNsr).
Demonstracao:
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Mais uma vez vamos separar em dois casos, primeiro suponha A e Agr estao nas
condigoes do Lema 2.7, entao existe x > 0 com M Nz = p(M~'N)z e p(M~'N) > 0.

Além disso

M 'Nz = p(M~'N)z
Nz = p(M'N)Mz
0 = p(M'N)Mz— Nz
0 < p(M'N)(Mx— Nx)
0 < p(M7'N)Az,
o que implica que
Ax >0

Assim obtemos

ecomolU > SelL >0,entao UL > SL e consequentemente suas partes triangular inferior
satisfazem Fy > SL. Assim

Msgr — Mry = —SL+ Ey >0, (2.31)
multiplicando (2.31) a esquerda por Ms_é > 0 e a direita por Mgé > ( temos
Mpi; = Mg 2 0,

de onde segue que
My > Mg,
Como Apry e Agr sao M-matrizes, e Mﬁz} > Ms_}% segue do Lema 2.3 que

Mg Nrvlle < |MgpNsrlle.

e como Agp € irredutivel, My, éN sr tem um vetor de Perron positivo e novamente do Lema

2.3 temos
p(MpyNro) < p(MgpNsr).
No segundo caso, considere A ou Aggr fora das condigoes do Lema 2.7, entao para
e > 0 defina A(e), S(e¢), R(¢), e U(e) da mesma forma que nos Teoremas 2.8, 2.11, 2.12 e
2.18 respectivamente.
Sejam Agp(e) = (I + R(e) + U(e))A(e) e Asr(e) = (I + S(e) + R(e))A(e) e seus
splittings do método Gauss-Seidel Agy(€) = Mgy (€)—Nru(€) e Asr(€) = Mgr(€)—Ngsr(e)
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respectivamente. Para ¢ > 0 pequeno é facil ver que as condigoes do primeiro caso sao

satisfeitas e portanto

p(Mry(e) ' Nru(e)) < p(Msr(e)™ Ngr(e)).

Fazendo € — 0 obtemos

p(MpiNry) < p(MgpNsr).

n
Teorema 2.20. Se A = (a;;) € R™™ € uma M-matriz da forma (2.1) satisfazendo
\anj| > |anj—1aj-14], para j=3,4,...,n—1, eay_1, =0, (2.32)
entao
p(MgpNsr) < p(Mg/' Ns1).
Demonstracao:

Primeiramente considere o caso onde Ag; satisfaz as condig¢oes do Lema 2.7, entao
existe x > 0 tal que Ms_llNglx = p(MSTllNSl)a:. Como Nggr = Ny,

Asp—As1 = (R— Ry)A,
Msgp— Ms1 = (
Mg — Mgy = Mgp(R — By
Mg/ Ns1 = MgpNsp = Mgp(R— R,
Mgl Ns1x — MgaNsgr = Mgp(R — Ry)AMg]! Nsz,
p(Mg!'Nsi)x — MgapNspr = p(Mg!'Ne1)Mgp(R — Ry)Az. (2.33)
E segue de
1 - P(MS_11N51>
P(M§11N31)

Agi1w = Ns1z

39



PRE-CONDICIONAMENTO DO METODO GAUSS-SEIDEL PARA M-MATRIZES

que
Ap - 1 ;(?\(41\—?%;\1[;1) (I +S+ Ry) 'Ngz,
:1;££§g?[§;4ﬁw+Rwl%w,
= PR s R [ (5 R (5 R ] N
LU (s ) 1 (54 ) N

Agora, seja G = (R — Ry), entao

- P(Ms_llNSl)

GAr = G(I—S—R)[I—(S+R)? " Neuz
p(Mg Nsy) ( D= T N
1 — p(Mg'Ngy) 211
— G—GS—GR)I[I—(S+R N
p(M§11N51) ( 1) [ (5+R) ] St
1 — p(Mg; Ns1) 211
G-—GS)[I—(S+R Nz
PNy (OGO RN

Como A satisfaz a condi¢ao (2.32), G — GS = (R — R;) — (R — Ry)S > 0. assim,
(R — Ry)Ax > 0 e combinando com (2.33) resulta em

p(Mg| Ns1)z — MgpNspz > 0,

o que significa que
p(Mg{ Ns1)x > MgpNspa.

E segue do Teorema 1.15 que
p(M3pNsr) < p(Mg/' Ng1).

Agora vamos considerar o caso onde Agy nao satisfaz as condigoes do Lema 2.7. Dado

€ > 0 seja A(e) = (a;j(€e)) definida por

Qg5 Se Qg5 7£ O,
a;je)=< 0 se i=n-—1j=n,

—e se a;;=0parat#n—1,j#n,

defina também S(¢), R(€) e R;(€) como nas demonstragoes dos Teoremas 2.11, 2.12 e 2.10.
Sejam Aggr(e) = (I+S(e)+R(e))A(e) e Asi(e) = (I+S(e)+ Ry(€))A(e), com splittings
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Gauss-Seidel dados respectivamente por Agg(€) = Mgr(€) — Nsgr(e) e Asi(€) = Mgy (€) —
Nsi(€). Neste caso, tomando € > 0 pequeno, as condigbes de irredutibilidade do primeiro

caso sao satisfeitas e segue do primeiro caso que

p(Msr(€)™' Nsr(e)) < p(Msi(€) ™ Nsi(e)).
E for fim, fazendo € tender a 0 resulta em

p(MszNsr) < p(Mg)' No1).
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Capitulo 3
Exemplos numeéricos

Neste capitulo apresentaremos varios exemplos numéricos que nos permitirao visualizar
os resultados mostrados no capitulo anterior. Todos os céalculos foram feitos usando
o software MATLAB, e o critério de convergéncia usado na resolucao dos sistemas de

equagoes lineares foi ||, 1 — || < 10716, Por praticidade, vamos usar a seguinte notagao:

'TZMAM

Ty = M{'Ny,
Tr = Mg'Ng,
Ts = Mg'Ng,

Ts1 = Mg Nsy,
Tmax = Mn_lémeaaca
Tsr = MgpNsr,
Ty = M;' Ny,

| Trv = My Nro.

Exemplo 3.1. Neste exemplo vamos considerar um sistema Ax = b, onde A € uma M -
matriz da forma I — L — U que satisfaz as condigoes (2.29) e (2.32) simultaneamente.

Considere o sistema

1 -01 -02 -0.5 1

03 1 -02 —0.1 2

- . (3.1)
02 —01 1 0 - -1
—03 —05 —01 1 4 0

A tabela 3.1 mostra os valores dos raios espectrais das matrizes de iteracao do método

Gauss-Seidel pré-condicionado com cada pré-condicionador apresentado neste trabalho, e
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a quantidade de itera¢oes necessdrias para resolver o sistema (3.1)

Tabela 3.1:
pré-condicionador - Py Pr Pg Pgsq Pz Psgr Py Pru
raio espectral 0.4144 | 0.3202 | 0.2613 | 0.3621 | 0.2439 | 0.3015 | 0.2072 | 0.1714 | 0.1683
iteracoes 42 33 30 37 27 32 25 23 22

Exemplo 3.2. A matriz do sistema abordado neste exemplo também satisfaz as condigoes

(2.29) e (2.32) simultaneamente. Considere o sistema Az =b dado por

1 —02 —03 —01 —051] [ = 1
-02 1 -01 —-04 —0.1 T 1
-03 —-02 1 —01 —0.3 3 | =] 1 (3.2)
—-0.1 —-01 —03 1 0 T4 1
| 03 —04 —01 —01 1 || 1

Os raios espectrais das matrizes de iteracdao referente a matriz A, assim como a quan-

tidade de iteragdes necessdrias para resolver o sistema (3.2) sao mostrados na tabela 3.2.

Tabela 3.2:
pré-condicionador - Py Pgr Pg Pgq Pz Psgr Py Pry
raio espectral 0.7167 | 0.6652 | 0.6174 | 0.6759 | 0.6147 | 0.6285 | 0.5621 | 0.4923 | 0.4647
iteragoes 113 93 80 96 75 78 66 54 50

Exemplo 3.3. Neste exemplo consideraremos um sistema Ax = b, com A uma M -matriz
da forma I — L — U, tal que seja satisfeita a condicao (2.29), mas que nao satisfaz a

condi¢ao (2.32). Considere o sequinte sistema

1 —01 —02 —01 —037] [« 0.5
—01 1 —01 —04 —03 | | z
—02 —03 1 =02 —01 ||z |=| 0 |. (3.3)
—01 —02 —01 1 —04 | |z —2

| —03 —02 —01 —02 1 ||as]| | 1

Apresentamos na tabela 3.3 a relagao dos valores dos raios espectrais das matrizes de
iteracao do método Gauss-Seidel pré-condicionado e a quantidade de iteracoes necessdrias

para resolver o sistema (5.3).
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Tabela 3.3:
pré—condicionador - P1 PR Ps Pgl Pma;c PSR PU PRU
raio espectral 0.6559 | 0.6081 | 0.5300 | 0.5431 | 0.4948 | 0.5341 | 0.4367 | 0.3985 | 0.3377
iteragoes 87 73 59 60 53 60 47 42 36

Exemplo 3.4. A matriz do sistema Ax = b definido abaizo € uma M-matriz que satisfaz

a condigao (2.29), porém a condi¢io (2.32) nao € satisfeita.

1 04 0 —01 —05 0 |[a] [-=1]
01 1 —02 0 0 —04]]| m 3
02 0 1 0 -02 0 v || 4 (5.4
0 —01 0 1 0 —01]| P
01 02 0 —01 1 —03]| =5 1
| 02 —03 0 02 —04 1 ||| |-1

Os valores dos raios espectrais das matrizes de iteragao do método Gauss-Seidel e a quan-
tidade de iteragoes necessdarias para atingir o critério de convergéncia sao exibidos na
tabela 3.4.

Tabela 3.4:
pré-condicionador - P Pr Ps Ps Prax Psr Py Pry
raio espectral 0.5970 | 0.5518 | 0.4591 | 0.4355 | 0.4003 | 0.4195 | 0.3298 | 0.3112 | 0.2580
iteracoes 72 63 49 46 42 45 35 34 30

Exemplo 3.5. Agora vamos considerar um sistema cuja matriz é uma M-matriz satis-

fazendo a condi¢ao (2.32), mas nao satisfazendo a condi¢ao (2.29).

1 —03 —01 —05 ][ o 0
02 1 -02 —04 7

_ 2 (3.5)
05 -03 1 0 - 5
0 —01 -02 1 24 3

Calculando o valor do raio espectral da matriz de iteracdo do método Gauss-Seidel
pré-condicionado, e a quantidade de iteragoes necessdrias para resolver o sistema (3.5)
obtemos os valores apresentados na tabela 3.5. Veja que nesse erxemplo a desigualdade

P(Thnaz) < p(Ts) nao € satisfeita.

Tabela 3.5:
pré-condicionador - P, Pg Ps Ps Pz Pspr Py Pry
raio espectral 0.4146 | 0.4146 | 0.3944 | 0.2549 | 0.2549 | 0.4004 | 0.2364 | 0.2073 | 0.2050
iteragoes 43 43 41 29 29 41 28 25 25
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Exemplo 3.6. Neste exemplo, novamente consideraremos um sistema no qual a matriz
satisfaz a condi¢ao (2.32), mas nao satisfaz a condi¢io (2.29). Seja Ax = b o sistema

definido por

1 —02 —03 —04 —011] /[ =4 -1
01 1 -03 —-02 0 o -3
A= -02 —-02 1 —01 —05 T3 -3 (3.6)
0 —04 —01 1 0 T4
| 03 0 -02 —01 1 2 2 |

A tabela 3.6 mostra os valores dos raios espectrais das matrizes de itera¢do, assim como a
quantidade de iterag¢oes necessdrias para resolver o sistema (3.6). Veja que nesse exemplo,

mesmo nao sendo satisfeita a condicao (2.29) a desigualdade p(Traz) < p(Ts) € satisfeita.

Tabela 3.6:
pré-condicionador - P Pg Pg Psq Pax Psgp Py Pry
raio espectral 0.5703 | 0.5115 | 0.4927 | 0.4805 | 0.3891 | 0.4222 | 0.3577 | 0.3039 | 0.2399
iteragoes 66 56 53 50 40 44 38 31 27

Exemplo 3.7. Neste exemplo, a M-matriz do sistema escolhido é de tal forma que nao

satisfaga nenhuma das condigoes (2.29) e (2.32). Defina o sistema Az = b como sendo

1 —-0.1 —-0.2 —-0.6 T
—0.5 1 —0.1 -0.1 2
- (3.7)
—04 —-01 1 -03 T3 9
0 —0.7 0 1 Ty )

Com base na matriz A, podemos calcular os wvalores dos raios espectrais das matrizes
de iteracao do método Gauss-Seidel pré-condicionado. FEsses valores, juntamente com a
quantidade de iteragoes necessarias para a resolu¢ao do sistema (3.7), sao apresentados
na taleba 3.7.

Tabela 3.7:
pré-condicionador - Py Pgr Pg Pgq P Psgr Py Pry
raio espectral 0.5366 | 0.5366 | 0.4824 | 0.4446 | 0.4446 | 0.4739 | 0.4064 | 0.3591 | 0.3570
iteragoes 58 58 49 45 45 50 41 39 38
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Exemplo 3.8. Vamos considerar o sistema Ax = b como definido abaizo, novamente a

matriz do sistema ndo satisfaz nenhuma das condigoes (2.29) e (2.532).

A tabela 3.8 mostra os valores dos raios

1 —02 -03
—01 1 0
05 0 1
03 0 —01
| —02 —0.1 0

—0.6
—0.2
—0.1
1
—0.4

-0.2

—0.1

—-0.4

-0.2
1

tidade de iteracoes para resolver o sistema.

Ty
T2
T3
Ty

Ty

(3.8)

espectrais das matrizes de iteracao, e a quan-

Tabela 3.8:
pré-condicionador - P Pr Pg Pgq Proe Psp Py Pru
raio espectral 0.6980 | 0.6609 | 0.6471 | 0.6445 | 0.6136 | 0.5819 | 0.6063 | 0.3876 | 0.3556
iteragoes 100 87 83 86 77 67 73 41 39

Exemplo 3.9. Neste exemplo, geramos M-matrizes aleatorias de ordem n com o auxilio

do software MATLAB. Os valores dos raios espectrais das matrizes de iteracao do método

Gauss-Seidel pré-condicionado com cada um dos pré-condicionadores abordados neste tra-

balho, sao exibidos na tabela 3.9

Tabela 3.9:
n_ | p(T) | p(Ty) | p(Tr) | p(Ts) | p(Ts1) | p(Tinaz) | p(Tsr) | p(Tv) | p(Tru)
3 [ 0.3676 | 0.1917 | 0.1827 | 0.2701 | 0.0828 | 0.2701 | 0.0785 | 0.0687 | 0.0566
4 [0.2340 | 0.2099 | 0.0652 | 0.1183 | 0.1058 | 0.0576 | 0.0357 | 0.0506 | 0.0457
5 | 0.4776 | 0.4555 | 0.4110 | 0.3717 | 0.3336 | 0.3558 | 0.3030 | 0.2501 | 0.2443
6 | 0.4663 | 0.4245 | 0.3846 | 0.3695 | 0.3155 | 0.3699 | 0.2727 | 0.2452 | 0.2305
8 | 0.6581 | 0.6498 | 0.6194 | 0.5892 | 0.5802 | 0.5959 | 0.5472 | 0.4313 | 0.4165
10 | 0.5869 | 0.5810 | 0.5705 | 0.5157 | 0.5076 | 0.5078 | 0.4972 | 0.3529 | 0.3457
20 | 0.6841 | 0.6821 | 0.6721 | 0.6664 | 0.6643 | 0.6532 | 0.6541 | 0.4875 | 0.4817
30 | 0.6783 | 0.6783 | 0.6723 | 0.6625 | 0.6624 | 0.6570 | 0.6562 | 0.4826 | 0.4797
40 | 0.6384 | 0.6384 | 0.6327 | 0.6240 | 0.6239 | 0.6197 | 0.6181 | 0.4292 | 0.4260
50 | 0.7833 | 0.7832 | 0.7793 | 0.7754 | 0.7753 | 0.7738 | 0.7714 | 0.6273 | 0.6251
100 | 0.7862 | 0.7861 | 0.7841 | 0.7825 | 0.7824 | 0.7810 | 0.7804 | 0.6361 | 0.6350
200 | 0.7956 | 0.7956 | 0.7948 | 0.7939 | 0.7939 | 0.7930 | 0.7931 | 0.6514 | 0.6510
300 | 0.8275 | 0.8275 | 0.8270 | 0.8264 | 0.8264 | 0.8260 | 0.8259 | 0.7009 | 0.7006
400 | 0.7537 | 0.7537 | 0.7533 | 0.7526 | 0.7526 | 0.7522 | 0.7522 | 0.5897 | 0.5895
500 | 0.7507 | 0.7507 | 0.7503 | 0.7499 | 0.7499 | 0.7495 | 0.7495 | 0.5856 | 0.5854
1000 | 0.8423 | 0.8423 | 0.8422 | 0.8420 | 0.8420 | 0.8419 | 0.8419 | 0.7247 | 0.7246

Exemplo 3.10 ([1]). Considere a sequinte equagao diferencial
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com condi¢oes de fronteira

Essa equacao modela, por exemplo, a temperatura em uma haste de comprimento unitdrio,
com temperaturas fivadas o« em x = 0 e 3 em x = 1 e com fonte de calor distribuida
conforme g(x). Vamos usar um processo discreto para aproximar a solu¢ao. Considere

os valores para x dados por

r1=h, x9=2h, ..., xz,=nh
com h = n+r1 Vamos computar aprorimacoes uy,us, ..., U, da solucao correta u mnos
pontos x;. Aqui u; serd uma aprorimagao de u(ih) parai=1,2,....n e up = u(0) = «,

Uunt1 = u(l) = B. Considerando a aproximagao

Pu _u(z+h) —2u(z) +u(z —h)

0x? h?

multiplicando por h? obtemos
—Uj+t1 +2UJ —Uj—1 = hQQ(]h), j = 1,2,...,77,.

considerando um exemplo com n = 4, obtemos o sequinte sistema

2 -1 0 0 Uy h%g(h) + «
-1 2 -1 0 u; | h2g(2h)
0 -1 2 —1||u | | hr2B3h

0 -1 2 Uy h2g(4h) + 3

Supondo g(x) = cos(z), a =1 e =2, de n = 4 obtemos h = 1/5 e ficamos com o

sistema
2 -1 0 0 U1 1,0392
-1 2 -1 0 ug || 0,0368
0 -1 2 -1 us || 0,0330
0o -1 2 Uy 2,0279
ou equivalentemente
1 —% 0 0 Uy 0.5196
-1 -1 0 0,0184
2 ) 2 . U2 _ ) (39)
0 -5 1 =3 Ug 0,0165
0 0 -3 1 uy 1,0139

Resolvendo o sistema (3.9) com cada método pré-condicionado, obtemos os dados exibidos
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na tabela 3.10.

Tabela 3.10:
pré—condicionador - P1 PR PS PSl Pma;r, PSR PU PRU
raio espectral 0.6545 | 0.6545 | 0.6319 | 0.2593 | 0.2593 | 0.2593 | 0.2593 | 0.2593 | 0.2593
iteracoes 88 88 81 29 29 29 29 29 29
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Conclusoes

No capitulo 2 mostramos diversos teoremas de comparacao entre os pré-condicionadores
abordados, e com base nesses resultados podemos fazer uma comparacao geral, a qual é

apresentada no seguinte.

Coroldrio 3.1. Se A € R™" ¢é uma M-matriz da forma (2.1), entao

(i) p(MpiyNw) < p(MggNsg) < p(Mp'Ng) < p(M{'Ny) < p(M7IN) < 1;
(i1) p(Mp;Nro) < p(Mg'Ns) < p(M~'N);

(iii) p(My'Nu) < p(Mhy Nimas);

(iv) p(Mgy Ns1) < p(Mg ' Ns):

(v) p(Mgi' Ns1) < p(M'Ny);

(vi) Se a condigao (2.29) for satisfeita, entao

P(M_l Ninaz) < p(M:’;lNS)S

(vii) Se a condigdo (2.32) for satisfeita, entdo

p(My;Nrv) < p(MgpNsr) < p(Mg, Ng1).

Baseado nos resultados teodricos exibidos no capitulo 2 e resumidos no Corolario
3.1, e nos testes numéricos apresentados no capitulo 3, podemos concluir que o pré-
condicionador Pry = (I+R+U) é efetivo no sentido de aceleragao da taxa de convergéncia
do método iterativo Gauss-Seidel. Além disso podemos ver que o pré-condicionador Pgy
¢ um dos melhores pré-condicionadores comparado com os demais pré-condicionadores
listados neste trabalho.

No capitulo 3 apresentamos alguns exemplos numéricos com M-matrizes, e nesses

exemplos fazemos algumas comparagoes referentes as condigoes (2.29) e (2.32), e pelo

49



PRE-CONDICIONAMENTO DO METODO GAUSS-SEIDEL PARA M-MATRIZES

exemplo 3.5, podemos concluir que a condi¢do (2.29) ndo pode ser retirada do Teorema
2.15.

Baseado nos exemplos numéricos exibidos no capitulo 3, e na estrutura dos pré-
condicionadores existentes na literatura, propomos algumas conjecturas a respeito da
efetividade dos pré-condicionadores no sentido de acelerar a taxa de convergéncia do

método Gauss-Seidel.

Conjectura 3.1. Se A é uma M-matriz da forma (2.1), entao

p(MpiNry) < p(My ' Ny).

Conjectura 3.2. Seja A uma M-matriz da forma (2.1), entao a sequinte desigualdade €
valida
p(M3pNsr) < p(Mg Ns1).

Repare que a conjectura 3.2 é equivalente a dizer que a condicao (2.32) é desnecesséria.
Uma possibilidade de estudo em aberto, é a demonstracao das conjecturas elaboradas e
uma generalizacao dos teoremas apresentados no capitulo (2) para um conjunto maior de

matrizes.
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Apeéendice A
Algoritmos

A seguir apresentamos os algoritmos referentes ao método Gauss-Seidel pré-condicionado
com cada pré-condicionador abordado neste trabalho. Os algoritmos foram construidos
buscando realizar uma quantidade reduzida de operacoes.

Nos algoritmos, o elemento da linha i e coluna j da matriz A serd denotado por [A]; ;.
Os algoritmos foram baseados em um sistema Axr = b, com A da forma A=1—-L —U.

A variavel tol representa uma determinada tolerancia.

Algoritmo A.1. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel sem pré-condicionador
while ||z*) — z*=D|| > tol do
fori=12 . n do

2 = p, +Z Jigatt D Z st

j=i+1
end for

end while

Algoritmo A.2. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I + S)
while ||2®) — z*=V|| > tol do

= Z[U]L]l'gk)

j=2
fori=12...n—1do

k
Yiy1 = Z [U]z‘+1,j9‘3§‘ )
j=i+2
(k1) _ 1
‘ 1— [S]i,i+1[L]i+1,i
1—1
S 1Sl Lyl + b,

J=1

X,

i—1

k: Dy

Yi + [Sliit1 (Yir1 + biyr — z+1 + Z )
7=1
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end for
n—1

ot = Z[L]n,jx(‘k+1) + bn

=1 ’
end while

Algoritmo A.3. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I + R)
while ||2*) — z*=V|| > tol do

fori=1,2.... n—1do
i—1

k+1
yi = L)t

J=1
n

k k
Jj=i+1

end for
forl=23....n—1do
-1

w = Y[Rl Ul

j=1
end for
n—1 n—1
1
L) _ b, + Z[L]nﬂgkﬂ) 4 Z[R]”’j(bj — x§k+1) + yj)+
1= [Rlu;[Uljn ’ ~
j=1
n—1
Z wjxg-kﬂ)]
=2
end while

Algoritmo A.4. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I + Ry)
while ||z®) — z*=Y|| > tol do
fori=12...n—1do

n

i—1
mz(k+1) = Z [U]i,jx§~k) +b; +y Z[L]i,jmg-kJrl)

j=i+1 j=1
end for

n—1
(k+1) _ 1 b Rl b Il W) g (k+1)
" S T R, ("” by + 3Ll ™ [Ralasa*

j=1
n—1
Z[Rﬂn,lwh,jx?*”)

j=2
end while
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Algoritmo A.5. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o

pré-condicionador (I + S + Ry)

while [|2*) — z*=V|| > tol do

yl = Z[U]L]x‘gk)

j=2
fori=12...n—1do

k
Yir1 = Z [U]z‘+1,jx§‘ :

J=i+2
i—1
1
(k+1) " .
xz; = i+ 1S]ii iv1 + bip1 — + L]; n
1—[S)iis1[L)it1a Yi + [Sliir1 (Yin +1 ) j:1[ Ji !
i—1
k
Z[S]i7i+1[[’]i+l,jx§ 1) + b;
j=1
end for
n—1
1
%k:+1) - b R b Ll 2% _ip (k+1)
’ 1= [Ri]na[Ulin ( n ot [Balnaby + ;[ Ji; [Ri]nazy '+
n—1
Z[Rl]n,l[U]l,jx§-’“+1))
j=2
end while

Algoritmo A.6. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I 4+ Spaz). Denotaremos por jmaxi a coluna em que se encontra o
elemento nao nulo de S,,q, na linha 1.
while ||2®) — z*=V|| > tol do
fo'r'izlﬁQ,...,n—l do

j=i+1
end for
Yn = 0
fori=1,2 ... n—1do
(k1) _ 1 [ ISR PO I SN (R
t 1-— [Smax]i,jmazi [L]jma:m',i it [ maz]wmam (yjmam N et xjmam)—i_
i—1 i—1 jmazi—1
[L]i7jx('k+1) + [Sma:c]i,jma:ci [L]jmam',jl‘(k—i_l) =+ [L]jmazi,jx('k) bZ
J J J
j=1 j=1 J=itl
end for
n—1
2D — Z[L]mﬁng) + by,
j=1
end while
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Algoritmo A.7. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I + S + R)

while ||z®) — 2*=Y|| > tol do

Y1 = Z[U]l,j1?§'k)

Jj=2

fori=1,2...n—1do
k
Yis1 = Z [U]z'+1,j$§- )

‘ Jl'=i+2
2= i[L]i]xng)
j=1
Z(kﬂ) - 1-— [S]i’il[L]zHi [yz + [S)iit1 (i1 + b1 — :cgﬁ)l) + zi+
i—1
Z[SL i1 Llita ﬂEkH) + b
enilﬂfor

7=1

end for
n—1 n—1

E+1 1 E+1 k+1

W= b+ S [Lhgal™ Y £ 3[Rl (b — o ¥ 4 2)+
=1 =1

1= [Rln;[U]jn ! 7
j=1

n—1

ijxgk—f—l)]

=2

end while

Algoritmo A.8. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I 4+ U)
while ||z®) — 2*=Y|| > tol do
fori = 17,12,...,71—1 do

Yi = Z [U]i,jx§k)

j=it+1
end for

w1 =0

fori=2....ndo
i—1

fori=12...n—1do
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n i—1
1
$§k+1) = oy [Z [U}i,j(yj + bj + wj) + Z[L]@jlék_‘—l) + bz
L= > [UliylL] 9= =
Jj=i+1

ifi <n—1 then
form=1,2....ndo
Wy = Wy, + xEkH) [L]m.i — xgi)l [L]m,i+1
end for
end if
end for

n—1
I%k+1) _ Z[L]n,jx§k+1) + bn

j=1
end while

Algoritmo A.9. Algoritmo referente ao método Gauss-Seidel pré-condicionado com o
pré-condicionador (I + R+ U)
while ||z*) — 2*=Y|| > tol do
for i = 1ﬁ2,...,n—1 do

yi= Y Uzl

j=i+1
end for
w, = 0
Yn =0

fori=2,....ndo
i—1

k
wi = _[Lliz)”

j=2
end for
fori=1,2,.... n—1do
i—1
k+1
ti = Z[L}wxg +1)
j=1
1 n
Y = 0 [Z [Ulij(y; + bj +wj) + & + b;
1= [UislL)s 9=

j=it1
ifi <n—1 then

form=1,2....ndo
Wiy, = Wiy + myﬁ_l) [L]m,i - 5(71('?1 [L}m,i-i-l
end for
end if
end for
forl=23....,n—1do
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-1

g = [Rl.;[Ul

j=1
end for
1 n—1
LD _ _
=1
L= [Rlns[Un ’
j=1

n—1

k+1
> |
j=2

end while

b+ Y [Llnjx
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