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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar as variedades algébricas fuzzy finito
valuadas e mostrar que, como no caso classico, elas podem ser expressas
como uma uniao finita de variedades algébricas fuzzy irredutiveis. Para este
proposito é desenvolvido, a partir da teoria de reticulados, a algebra co-
mutativa fuzzy, a qual, usando conceitos fuzzy de primalidade, radicais e
decomposicao primaria de ideais, é a base da geometria algébrica fuzzy.

Palavras-Chave: Teoria dos Reticulados, Algebra Fuzzy, Geometria Al-

gébrica Fuzzy.

Abstract

The aim of this work is to study the finite valued fuzzy algebraic varieties
and to show that, as in the classical case, they can be expressed as a finite
union of irreducible fuzzy algebraic varieties. For this purpose it is developed,
from lattice theory, the fuzzy commutative algebra, which, by using fuzzy
concepts of primality, radicals and primary decomposition of ideals, is the
basis of fuzzy algebraic geometry.

Keywords: Lattice Theory, Fuzzy Algebra, Fuzzy Algebraic Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

A Teoria de Reticulados, capitulo importante da teoria de ordens parciais
(ou conjuntos parcialmente ordenados), é o fundamento de uma das gene-
ralizacoes mais promissoras da matematica contemporanea em suas diversas
areas como Algebra, Topologia, Analise, Geometria. Essa nova matemética,
conhecida como Matemdtica Fuzzy, ou difusa, desenvolveu-se, como no caso
da matematica classica nos séculos XIX e XX, a partir de uma teoria de
conjuntos devidamente generalizada, chamada também de fuzzy.

A generalizacdo da teoria de conjuntos classica para a teoria de conjun-
tos fuzzy baseia-se na possibilidade de expressar todo subconjunto de um
conjunto dado como uma func¢ao definida nesse conjunto, a qual é chamada
funcao caracteristica.

Seja X um conjunto, entdao, o conjunto de partes de X é dado por
P(X)={A| AC X}. Em P(X) podemos definir diversas operagoes como
uniao, intersecao, complementar, diferenca, etc., satisfazendo algumas re-
lagoes como, por exemplo, AN B = (A°U B°)¢, A\ B = AN B¢ dentre
outras.

P(X) pode ser considerado, também, como um conjunto parcialmente



ordenado com respeito a ordem dada pela inclusao: A C B. Por outro lado,
existe uma relacao intima entre subconjuntos de X e as chamadas de func¢oes
caracteristicas em X.
Dado A C X, define-se a funcao caracteristica de A como A\, : X —
{0,1}:
1, se z€ A
0, se x¢A.

)\A(l') =

Chamando de 2% ao conjunto das fungoes f : X — {0, 1}, temos que a
aplicacao
A P(X) — 2%
A —  Aa
¢ uma bije¢do. De fato, dada f : X — {0,1}, temos que f = A4 para
A= {x € X | f(x) = 1}. Mais ainda, essa bijecdo A é um isomorfismo a

respeito de estruturas similares em P(X) e 2%, a saber:

P(X) 2X
uniao AU = AauB
intersecao AN AB = AanB

complementar (A4)° = Aae

onde, para cada xr € X,
Aus(x) = maz{a(x), A\g(x)}
Aang(x) = min{Aa(z), \g(x)}
Aae(z) =1 — Aa(x).

Também, podemos definir Ay < Ap < Vo € X, M\ a(x) < Ap(z) e teremos
M<Ag& ACB.

L. A. ZADEH, em 1965, generalizou as funcoes caracteristicas permitindo
que tomassem valores em conjuntos diferentes do {0, 1}, por exemplo, em

{O,%, 1}, ou no intervalo unitario real [0, 1], isto &, f : X — {0,%, 1} ou



f X — [0,1], as quais podem ser chamadas de fun¢des caracteristicas
generalizadas.

Chamando de 3 = {0, 3,1} e de I = [0,1], ZADEH, propos estudar o
conjunto 3% ou IX como conjuntos generalizados de "partes" de X, onde
definimos para cada x € X:

(f Ug)(x) = maz{f(x), g(x)}

(f N g)(x) = min{ f(x), g(x)}

(f)(z) =1 - f(z)

X(x)=1

O(x)=0,e

f<geVreX: f(z) <gla)

Pode-se observar que, em geral, fU f¢# X e f N fe# 0.

Uma pergunta natural pode ser formulada: Dada f : X — [0,1] que
tipo de "subconjunto" de X é representado por f?

Esta pergunta pode ser reformulada da seguinte maneira: Que tipo de
"subconjunto" A de X teria f como funcao caracteristica generalizada?

De fato, para cada z € X temos que se z € A, entdo, f(x) = 1, e se
x & A, entdo, f(z) = 0. Mas, f(x) pode assumir valores diferentes de 0 e 1,
isto &, f(x) =t com 0 <t <1

Por exemplo, se X = R e A denota o "subconjunto" de R dos nimeros x
tal que | x | é "grande", entdo, tal subconjunto pode ser representado pela
funcao seguinte; onde o grau de "grandeza" de um ntimero x € R é dado por

A(z), sendo, entdo, a "grandeza" de um nimero uma tendéncia.

E freqiiente dizer que t é o grau de pertinéncia de z ao "subconjunto" A

3



representado por f.

Portanto, como a definicao de "novos" subconjuntos de X pode ser am-
bigua, ZADEH os considera através de suas fungoes caracteristicas generali-
zadas. Entao, um conjunto generalizado de partes de X, pode ser dado por
PrX)={f1f:X —[0,1]}=2").

Se f € Pr(X) e umf C {0,1}, diremos que f é um subconjunto nitido
de X e pode ser interpretado como a funcao caracteristica do subconjunto
freX| f(z) =1

Em geral, os elementos de P;(X) sdo chamados de subconjuntos fuzzy de
X com valores em I, ou I-subconjuntos de X.

Em 1967, J. A. GOGUEN generalizou a idéia de ZADEH substituindo
por um reticulado L satisfazendo algumas condicoes minimas, por exemplo,
a existéncia de um maximo 1 e um minimo 0 em L e a propriedade de
distributividade das operacoes de L, dentre outras.

As operagoes de L a que fazemos referéncia (e que definiremos com detalhe
no Capitulo 2) sao as de supremo V e infimo A, através das quais poderao
ser definidas em Pr(X)(={f | f: X — L}) operagoes adequadas de uniao
e intersecao de L-subconjuntos de X, permitindo o desenvolvimento de uma
teoria de subconjuntos fuzzy.

Aplicacées a Topologia, Algebra, Analise, etc., comecam a ser desen-
volvidas a partir de 1968, constituindo-se em areas de pesquisa denominadas
Topologia Fuzzy, Algebra Fuzzy, Andlise Fuzzy, etc.

Em particular, a Algebra Fuzzy comeca com a estruturacdo da teoria
de (sub)grupos fuzzy a partir de 1971 com A. ROSENFELD. Nessa teoria,
dado um grupo (G, %), um subgrupo fuzzy de G com valores num reticulado
L é um L-subconjunto f de G, isto é, f : G — L, tal que para todo

x,y € G, f(xxy) > f(z) A f(y). Detalharemos esta construcao, no caso da



teoria de anéis, no Capitulo 3.

A teoria de L-variedades algébricas, isto é, a extensao da teoria dos con-
juntos algébricos ao caso fuzzy, objeto principal desta dissertacao, foi desen-
volvida pela primeira vez por J.N. MORDESON a partir de 1993. No artigo
original é considerado apenas o caso de L = [0, 1].

A seguir, descreveremos brevemente o conteiido de cada capitulo.

No Capitulo 2 definimos as operacoes de um reticulado L que, como
mencionamos acima, nos permitirao desenvolver a teoria de subconjuntos
fuzzy com valores em L, os quais, também sao estudados neste capitulo.
Ainda no Capitulo 2 introduzimos as involucoes reversas, que sao funcoes
num reticulado que generalizam o complementar de uma algebra de Boole.
Estas funcoes nos permitirao definir, no Capitulo 7, as variedades algébricas
fuzzy, principal objeto da geometria algébrica fuzzy.

Alias, a intencao deste trabalho é estudar essas variedades e mostrar que,
assim como no caso classico, as variedades algébricas fuzzy finito valuadas,
podem ser expressas como uma uniao finita de variedades algébricas fuzzy
irredutiveis.

O Capitulo 3 esta dedicado a desenvolver os fundamentos da Algebra
Comutativa Fuzzy, considerada a base, como no caso classico, da Geometria
Algébrica Fuzzy. Para tanto, sao definidos os conceitos de subanel fuzzy e de
ideal fuzzy de um anel.

As valorizacoes p-adicas e as valorizacoes de Krull também siao apresen-
tadas no Capitulo 3, pois estas sao exemplos interessantes de ideais fuzzy.

No Capitulo 4 discutimos algumas variantes da nocao de primalidade
para ideais fuzzy. Todas elas, no caso classico, equivalem ao fato do ideal ser
primo. Neste capitulo, o resultado principal é uma proposicao que caracteriza

os ideais fuzzy primos, caracterizacao que sera usada muitas vezes no decorrer



do texto.

No Capitulo 5 sao introduzidos dois tipos de radicais de um ideal fuzzy,
com 0s quais estao relacionadas nogoes correspondentes de ideais fuzzy pri-
mérios. A finalidade principal deste capitulo é encontrar condigoes para que
estes radicais coincidam. Esse resultado serd utilizado no Capitulo 7 para
estabelecer o correspondente teorema dos zeros de Hilbert para ideais fuzzy.

No Capitulo 6 é desenvolvida a teoria da representagao priméria para
ideais fuzzy, ferramenta importante para o estudo das variedades algébricas
fuzzy. O resultado principal deste capitulo exige restringir o estudo da algebra
comutativa fuzzy para o caso em que o reticulado L é totalmente ordenado.
Esse resultado estabelece o fato de todo ideal fuzzy finito valuado num anel
Noetheriano ter uma representacao primaria fuzzy. Neste Capitulo também
sugerimos a possibilidade de ampliar o estudo da decomposi¢ao priméria
fuzzy para o caso de L-ideais infinito valuados, mostrando como exemplos
importantes dessa situacao as valorizacoes p-adicas.

O Capitulo 7 é o principal desta dissertacao. Nele sao definidos os con-
ceitos de variedade algébrica fuzzy correspondente a um ideal finito valuado
de um anel de polinémios, e de ideal de um subconjunto fuzzy também finito
valuado do espaco afim correspondente. Para eles sao demonstrados, por
exemplo, o teorema dos zeros de Hilbert e, como resultado principal, o teo-
rema de decomposicao de uma variedade algébrica fuzzy como uniao finita de
variedades algébricas fuzzy irredutiveis, resultados que exigem, do reticulado
L, ser totalmente ordenado.

Nesse capitulo também ¢é demonstrado, para o caso de L finito (ndo ne-
cessariamente totalmente ordenado), o correspondente teorema de caracteri-
zagao de anéis Noetherianos para cadeias enumeraveis de ideais fuzzy, o que

nos permitird demonstrar, ainda no caso de L finito, o teorema de decom-



posicao mencionado sem o pressuposto do teorema dos zeros de Hilbert. Esse
resultado generaliza perfeitamente o caso classico. De fato, o uso do teorema
dos zeros de Hilbert, que nao é necessario no caso classico, exige do corpo
sobre o qual esta definido o anel de polindmios ser algebricamente fechado.

Nas Consideragoes Finais sao esbocados alguns problemas que merecerao
a nossa atencao futura, em especial, sao destacados os teoremas de carac-
terizagao dos L-ideais primos, L-priméarios e R-primarios, todos eles desen-
volvidos no texto como L-ideais bi-valuados, assim como dos L-ideais maxi-
mais, w-maximais e irredutiveis, introduzidos aqui, mostrando que todos eles
seguem o mesmo padrao, o que sugere um resultado profundo de natureza
logica por tras desses teoremas.

E importante ressaltar que cada capitulo comeca com a descricao da situ-
acao classica correspondente, a fim de motivar os conceitos fuzzy que serao
introduzidos.

Por outro lado, a respeito da logica subjacente a teoria desenvolvida aqui,
podemos dizer que ela é classica, isto €, os objetos fuzzy sao tratados, do ponto
de vista logico, classicamente.

Finalmente, devemos destacar também, as contribuicoes que esta disser-
tagao tras: 1) ela cumpre uma funcao didatica para o estudo dessa nova
area do conhecimento matemaético, pois, os diversos conceitos novos sao in-
troduzidos em forma auto-contida, mais ainda, nao existindo referéncias em
portugués para este estudo; 2) o estudo das valorizagoes p-adicas e das va-
lorizacoes de Krull como ideais fuzzy, ao que nos consta, nao aparece na
literatura, sendo eles fonte importante de exemplos e contra-exemplos para
diversos conceitos aqui analisados, em especial, para o estudo da possibili-
dade de decomposigao primaria de ideais fuzzy infinito valuados; 3) também

¢ uma novidade o teorema de caracterizacao, para L finito, de anéis Noethe-



rianos em termos de suas cadeias enumeraveis de ideais fuzzy, do qual decorre
o correspondente teorema de decomposicao de variedades fuzzy, andlogo ao

caso cléssico.



Capitulo 2

Teoria de Subconjuntos Fuzzy

2.1 Reticulados

Um reticulado é um conjunto parcialmente ordenado (L, <), onde quaisquer
dois elementos z,y € L tem supremo e infimo.
< é uma ordem parcial no sentido que:
i) Vo € L,z < x (reflexividade)
i) Vo,y,2 € Lz <yey<z=x <z (transitividade)
iil) Ve,y € Lyx <y ey < x= =y (antisimetria).
Se L também satisfaz:
iv) Linearidade ou conexidade: Vz,y € L,z <y ou y < z,
diremos que < é uma ordem total e L é totalmente ordenado. As vezes, se
diz também que L é uma cadeia. Nesse caso, dados z,y € L, com x < y,
temos que existem max{z,y} =y e min{x,y} = .
O conceito de supremo envolvido na defini¢ao de reticulado é o seguinte:
Seja (L, <) uma ordem parcial e A C L. Um elemento z € L ¢ dito cota
superior de Ase Vo € A:x < z. z é dito supremo de A se z é a menor das

cotas superiores de A, isto é,



i) z é cota superior;
ii) se y é outra cota superior, entao, z < y.

Prova-se que o supremo de A, no caso de existir, é Gnico, e denota-se por
2z = supA.

No caso particular de A = {a, b}, denotamos por sup{a,b} = aV b. Em
geral, se A = {a;}, entdo, denotaremos supA = \/ a;.

Analogamente, define-se o infimo de A, tendo, entdo, inf{a,b} =aAbe
inf{a;} = N\ a;.

Se num reticulado L, todo subconjunto tem supremo e infimo, diremos que
o reticulado é completo. Se todo subconjunto tem apenas supremo, diremos
que L é sup-completo. Analogamente, define-se um reticulado inf-completo.

Num reticulado completo L existe 1 = supL e 0 = infL, que, as vezes,
denotaremos por 1, e 0y, respectivamente.

Podemos observar que um reticulado L pode ser considerado como uma
estrutura algébrica (L, V, A) sendo a V b = sup{a,b} e a ANb=inf{a,b}.

Prova-se facilmente que num reticulado, as operacoes V e A sao sempre
comutativas e associativas, porém, nem sempre alguma delas é distributiva
a respeito da outra.

Um reticulado é dito distributivo se V e A sao distributivas uma a respeito
da outra, isto é, para todo a,b,c € L:
aV(bAc)=(aVb A(aVe) e
aN(bVec)=(aNb)V(aAc).

Casos particulares de reticulados distributivos com 1 e 0 sao as Algebras
de Boole.

Um reticulado L é uma dlgebra de Boole se:
i) L é distributivo;
ii) existe 1,0 € L (0 # 1);

10



iii) L é complementado, isto é, em L ha uma operacdo ' : L — L, satis-

fazendo:
aVa =1
aNa =0

(a' é chamado de complemento de a)

Por exemplo, P(X) é uma algebra de Boole para todo conjunto X # 0,
onde 1 =X, 0 =0 e para todo A € P(X), A’ = A“.

Em particular, se X = {a}, entdo, P(X) = {0,{a}} = {0, X} = {0,1}
sendo a menor algebra de Boole.

Numa algebra de Boole sao satisfeitas as seguintes propriedades:
a<b&eaANb=a<aVb=h

(Vb)) =d ANb e(anb) =d V.

Proposicao 2.1.1 Se L € uma dlgebra de Boole, entao, a fun¢ao’ : L — L
(complementar) satisfaz, para a,b € L:
i)d"=a

ii)a<bsd >0

Demonstragao:

i) Sabemos que a’Va" =1 e a’ Aa” = 0. Por outro lado, a = aAl e a =aVO0,
entdo,a =aANl=aA(dVa)=(aNnd)V(aNd)=0V(aANd")=aNd",
donde a < d”.

Analogamente, prova-se que a” < a, portanto, a = a”.
H)a<bsanb=as (aNb) =d <dV=d<d>V. o

": L — L, onde L é um reticulado, que satisfaz as pro-

Uma funcgao
priedades i e ii da proposicao anterior, serd chamada de involucao reversa

(forma abreviada de "involugao com reversao de ordem"). E conseqiiéncia
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da propriedade i, que toda involucao reversa é uma bijecao e coincide com
sua inversa.

Um exemplo importante de involucao reversa acontece naturalmente no
intervalo real L = [0, 1]. Ela é definida por ' = 1 — z para todo = € L.

O significado algébrico de uma involugao reversa é o seguinte: se L é um
reticulado cuja ordem é <, entao, definindo o dual de L como o proprio L
com a ordem a <? b < b < a, temos que (L, <?) é também um reticulado

com supremo e infimo dados por:

aVib=aAbeaN’b=aVDb.

!/

Neste caso, uma involugao reversa ' : L — L é um isomorfismo de

reticulados ' : (L, <) — (L, <%), ou seja, é uma bijecao que satisfaz:
(aVvb) =d Vit e (aAb) =d NV,

Vale a pena comentar que essas relacoes sao validas também para um

nimero finito de termos, isto é,

(a1 Ao ANay) =dy A AYal

nao estando garantidas sua aplicacdo a um ntmero infinito de termos.

As involugoes reversas serao usadas exaustivamente no Capitulo 7.

L denotara sempre um reticulado distributivo e completo: < L, <, V, A >,
com 1 =supLe0=1infL.

As algebras de Boole da forma P(X) sao reticulados distributivos com-
pletos com 1 = X e 0 = 0.

Todo conjunto totalmente ordenado é um reticulado, onde:
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zVy=max{z,y}
r Ay =min{z,y}.
Mais do que isto, é um reticulado distributivo.
Um conjunto totalmente ordenado nem sempre é completo como reticu-
lado.
Por exemplo, (N, <) néo é sup-completo, embora, seja inf-completo (de-
vido a propriedade de Boa Ordem). (N, <) pode ser completado da seguinte
maneira: (NU {oo}, <), onde define-se z < oo para todo = € N. Neste caso,

se A é um subconjunto infinito de N, temos que supA = oc.

N
|
0 <00 o0

Num reticulado, {<} e {V, A} sao interdefiniveis no seguinte sentido:
i) Dado <, define-se z V y = sup{z,y}, = Ay =inf{z,y} (o supremo e o
infimo a respeito da ordem);

ii) Dados V, A, define-se s <y axVy=ysrAy=ur.

2.2 Subconjuntos Fuzzy de um Conjunto

Seja L um reticulado (distributivo e completo) e X um conjunto qualquer;
um subconjunto fuzzy de X com valores em L, ou um L-subconjunto de X é
uma funcao A: X — L.

Se imA C {0, 1}, dizemos que A é um subconjunto nitido ou cldssico de
X. Nesse caso, podemos identificar A com o subconjunto {z € X | A(x) =
1}. Em particular, a funcdo X : X — L dada por X(z) = 1 Vz, e a
fun¢éo ) : X — L dada por ((z) = 0 Vz, podem ser identificados com os
subconjuntos X e 0.

Definimos o conjunto generalizado de partes de X como Pp(X) = XL =

[A|A: X — L}
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Proposicao 2.2.1 Py (X) € um reticulado distributivo e completo a respeito
das sequintes operacoes:
Para A, B € Pr(X),
i) Ordem:
ACB&eVre X :Alx) < B(z)
i) Uniao:
AUB: X — L
(AUB)(x) = A(z) V B(x)
iii) Interse¢ao:
ANB: X — L
(AN B)(x) = A(z) A B(x)

iv) Elementos mdzimo e minimo:

1=X
0= (.
Demonstracao:

1) Distributividade de Pr(X):
(AU(BNC))(x) = A)V (B(x) AC(x)) = (A(z)V B@)) A (A(x) V C(z)) =
(AUB)N(AUQC))(x).
ii) Analogamente, mostra-se que: AN (BUC) =(ANB)U(ANC).
ii) Completude de Pr(X):
Se {A;}ier € Pr(X), define-se,
Uier Ai : X — L, mediante (| J;c; Ai)(x) = Ve Ai() e
Nics Ai : X — L, mediante ((;c; Ai)(x) = N;ef Ai(2).
Prova-se facilmente que sup{A;}icr = U;c; Ai e quein f{A;}icr = ;e Ai-

Pode-se provar facilmente que:
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1) Se L é uma é&lgebra de Boole, entdo, Pr(X) também é uma algebra de
Boole.

Basta definir o complementar A" de um L-subconjunto A de X mediante
A'(z) = A(z)', para todo x € X.
2) Se L tiver involugao reversa, entao, Pr(X) também teré.

Com efeito, se ¢ : L. — L ¢ uma involucao reversa em L, definindo
C:Pr(X) — Pr(X) por C(A)(x) = ¢(A(z)) para todo z € X, temos que

C' ¢ uma involugao reversa em Pp(X).

Terminaremos esta secao definindo o suporte conjuntista de um L-sub-
conjunto.
Seja X um conjunto e A € P (X), definimos o suporte conjuntista de A

Ccomo

supp(A) = {z € X | A(x) >0} = {x € X | A(z) # 0}.

2.3 Pontos Fuzzy

No caso classico, onde L = {0, 1}, temos que PL(X) = P(X). Nesse caso, 0s
elementos a € X, podem ser vistos como os elementos unitarios {a} € P(X).
Entao, se quisermos descobrir quais sao os elementos fuzzy ou pontos fuzzy de
X, devemos caracterizar os elementos unitarios de P(X) em termos de uma

propriedade reticular e averiguar quais sao os correspondentes de Pp(X).

Proposigao 2.3.1 Seja X um conjunto e A € P(X), A # 0. Entao, sao
equivalentes as sequintes afirmacoes:

a) Eziste a € X tal que A = {a};

b)) AC(BUC)=ACBouACC
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Demonstracao:

(a = b) & trivial. Se A = {a}, entdo, AC BUC = {a} CBUC = a €
BuC=a€BouaceC={a}CBouf{a}CC=ACBouACC.

(b = a) Suponhamos A nao unitario de X, entdo, existem a,b € A com
a #b. Tomemos B = A\{a} e C = A\{b}. Entao, de fato, A C BU (|, mas
AZ BeAZC. Isso contradiz b.

Definicao 2.3.1 Seja L um reticulado e a € L com a # 0. a serd dito um
elemento co-primo de L se satisfizer: a <bVec=a<boua<c a#1é

dito elemento primo sebANc<a=0b<a ouc<a.

Os elementos co-primos de P(X) sdo exatamente os subconjuntos unitarios
de X. Isso sugere definir como elementos fuzzy de X os elementos co-primos
de Pr(X), que chamaremos de pontos fuzzy de X. Num reticulado total-
mente ordenado, todo elemento a # 0 é co-primo e todo elemento a # 1 ¢
primo.

Temos como exemplo de elementos primos num reticulado os seguintes:

1) Seja R um anel (comutativo e com unidade) e L a cole¢ao de todos os
ideais de R. L é um reticulado (completo, porém, ndo distributivo) a respeito
das seguintes operagoes:

Para A,B € L

ANB=ANB

AV B = (AU B), ideal gerado pela unido
1, =R

0, ={0}.

Prova-se que A € L é um elemento primo do reticulado se, e somente se,
A é um ideal primo (préprio) de R. De fato, a condi¢do de um ideal A ser

primo equivale a: para todo [ e J ideais, INJ C A=1C Aou J C A.
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2)(N, |) onde,
a|b< adivide b
aVb=mmc{a,b}

a ANb=mdc{a,b}
1, =0y
0 = 1n.

Prova-se que os elementos primos do reticulado (distributivo, porém, ndo
completo) (N,|) sdo os nimeros primos. Com efeito, a condigao mdc{a, b} |
p = a|poub|p caracteriza o fato de p ser um nimero primo.

Pode-se provar que os elementos primos de P(X) sdo os subconjuntos da

forma X \ {a} com a € X.

Defini¢do 2.3.2 Seja L um reticulado e X um conjunto # 0. Para v € X

e a € L, definimos o L-subconjunto: x, : X — L por

a, z==x

0, z#x.

Proposicao 2.3.2 Seja A € Pr(X), entdo, A é um elemento co-primo <

eriste v € X ep € L com p co-primo, tal que A = x,,.

Demonstragao:
(=) Seja A co-primo de Pr(X). Entao, A # (ese AC BUC, entdo, A C B
ouACC.
Caso 1) Suponhamos A # z,, x e p quaisquer. Neste caso, existem a,b €
L\ {0} coma#be z,2 € X tal que A(z1) =a e A(zy) =b.

Sejam B e C tais que: B(x) = A(z), para x # 21 e B(z) = 0; C(z) =
A(x) para x # z3 e C(z3) = 0. Assim, temos que A C BUC, mas, A(z) >
B(z1), logo, A Z B. E ainda A(zy) > C(z2), logo, A € C. Isso contradiz a

hipotese.
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Caso 2) Suponhamos A = z,,, onde z € L e p € L com p # 0, p nao co-primo,
isto é,

p, z2==x

0, z#ux.

Como p nao é co-primo, existem b e ¢, tais que p < bVe, masp L bep £ c.
Sejam B = x, e C = x.. Assim, A C BUC, mas A(z) = p £ b = B(x), logo,
AZ Be A(z) =p £ ¢ =C(x), logo, A Z C. Portanto, A nao ¢ co-primo, o
que contradiz a hipotese.

(<) Seja A = z, onde p é co-primo e suponhamos A C B U C, entao,
Vy: Aly) < (BUC)(y) = B(y) V C(y), em particular, A(z) < B(z) V C(z),
isto ¢, p < B(z) vV C(z). Como p é co-primo, p < B(z) ou p < C(z). Assim,
temos que, Vz, A(z) < B(z) ou Vz, A(z) < C(z),isto é, AC Bou A C C.

Portanto, A é co-primo. o

No caso cléassico, para L = {0,1}, os co-primos de L reduzem-se a 1.

Nesse caso, os co-primos de P(X) sao da forma x; : X — {0, 1} dados por

1, z==x
0, z#=x
que é a funcao caracteristica do subconjunto unitario {z}.
Se L é um reticulado totalmente ordenado, todo elemento a € L\ {0}
é co-primo em L, portanto, os elementos co-primos de Pr(X) sdo todos os

L-subconjuntos da forma z, com z € X e a € L\ {0}.

Definigao 2.3.3 a) Para o desenvolvimento da dlgebra fuzzy, ndés adotare-
mos como ponto fuzzy de X com wvalores em L, ou L-ponto de X, todo L-
subconjunto da forma x, com r € X e a € L, a # 0, independentemente de

a Ser co-primo ou nao.
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b) Se x, é um L-ponto de X e A é um L-subconjunto de X, entao,
diremos que x, pertence a A, e escreveremos x, € A, se x, C A (como

L-subconjuntos), isto é, Vz € X: x,(z) < A(z), o que se reduz a a < A(x).

Defini¢ao 2.3.4 Para A € Pr(X) et € L, definimos o subconjunto de X
de nivel t como Ay = {x € X | A(z) > t}.

Observa-se que A; é um subconjunto classico de X. Por exemplo, Ag =
{re X |Alx) >0 =Xed ={re X | Az >1} ={z € X |
A(z) = 1} = parte nitida de A. Além disso, é facil ver que para todo t € L,

(N A): = (Ai)e, 0 que ndo acontece necessariamente com a unido.
Proposicao 2.3.3 Para todo A,B € P(X), A=B&Vte L, A, = B,.

Demonstragao:

(=) E o6bvio.

(<) Suponhamos A # B, isto é, existe z € X tal que A(z) # B(z), logo,
pela antisimetria da ordem, A(z) £ B(z) ou B(z) £ A(z). Suponhamos
A(z) £ B(z) e tomemos t = A(z), entdo, temos que z € A; mas, z ¢ By,

uma contradi¢ao com a hipotese.

E conveniente generalizar a definicdo 2.3.2 no seguinte sentido:

Definicao 2.3.5 SeY C X e a € L, define-se os L-subconjuntos

a, re€Y 1, xeY
ay(x) = e a (r) =
0, z¢Y a, ©¢Y.
Em particular, se Y = {z}, entdo, ay = z,. Além disso, para todo

Y C X, 1y (que nao deve ser confundido com o elemento maximo 1; de um

reticulado L) é a fung¢do caracteristica A\y de Y, e para todo a € L, ax é a
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funcao constante a sobre X. Alids, se a,b € L coma >beY C X, entao, o

a, reyY
L-subconjunto A(x) = pode ser expresso como A = ay U bx;
b, ©¢Y

em particular, a¥ = 1y Uax.

Proposicao 2.3.4 a) Para todo A € Pr(X), A= J,cp a4,
b) Se L € um reticulado totalmente ordenado e satisfaz a condi¢ao: "Para
todo a € L existe at € L tal que a < a® e se a < b < a*, entdo, b = a ou

b=a"", entdo, para todo A € Pr(X), A= N,er atat .

Demonstracao:
a) Provaremos que para todo x € X,\/ ., aa,(x) = A(x). Seja v € X.
a, €A, a, Alx)>a

Observe que aa,(x) = = < A(x).
0, ¢ A, 0, A(x) % a

Por outro lado, tomando a = A(z), temos que a4, (z) = a = A(x), pois,
A(x) > a. Portanto, \/ ., aa,(z) = A(x).

b) Provaremos que para todo z € X, A\, a’t (z) = A(z).

. 1, x€ A 1, A(z)>a™
Sejax € X, observa-se que a’tet (z) = =
a, v & Ag+ a, A(z) 2at
1, A(z) >a* 1, A(z) >a”
= = > A(z).
a, A(z) <at a, Alx)<a

Por outro lado, tomando a = A(x), temos que a’«* (z) = a = A(x), pois,

A(x) <a. g

Um exemplo de reticulado que satisfaz a condicao dada na parte b da
proposi¢ao anterior ¢ L = N. Por outro lado, o intervalo real [0,1] nao
satisfaz essa propriedade.

Uma rediscussao da Proposi¢do 2.3.4 (b) serd necessiria no estudo da

decomposicao primaria de ideais fuzzy que faremos no Capitulo 6.
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Finalizaremos esta secao comentando uma outra definicao de ponto fuzzy
usada, por exemplo, na Topologia Fuzzy que é a seguinte: Se X é um espago
e L é um reticulado, define-se L-ponto de X, todo L-subconjunto de X da
forma z, : X — L (a notagdo usada é a mesma), onde v € X ep € L, p

. p, sey=x ~
primo, dado por z,(y) = , isto é, na nossa notacao, z, =
1, sey#=x
p* Mot segundo a Definicio 2.3.5.

Neste caso, a pertinéncia de um L-ponto z, a um L-subconjunto A de X
é¢dadaporz,c A Alx) Lp (&AL x,).

Esta defini¢ao, no caso classico, corresponde ao seguinte: com L = {0,1},
o tnico elemento primo de L ¢ 0, logo, x, = x( corresponde ao subconjunto
X \ {z} que nao é um ponto classico.

Se o reticulado L tiver uma involucao reversa ¢ : L — L, entao, dado
que ¢ é um isomorfismo de L com seu dual, teremos que um elemento p € L
sera primo para a ordem < de L se e somente se ¢(p) é co-primo para a ordem
dual <% de L. Isso significard que os elementos primos e co-primos de Pr(X)
poderao ser trocados uns pelos outros para certos efeitos, principalmente
aqueles que nao envolvam supremos ou infimos de colegOes infinitas, pois,

uma involucao reversa pode nao preserva-los.

2.4 Imagem Direta e Imagem Inversa de L-Sub-
conjuntos

Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y uma funcao.
Se A € Pr(X), que forma deve ter f[A] € Pr(Y)?
No caso classico, f[A] = {f(z) | x € A} CY. Como expressar, entao, no

caso classico, f[A] como funcdo caracteristica f[A]: Y — {0,1}7
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Devemos definir f[A](y) para todo y € Y.
Caso 1) y € f[4], isto é, existe x € A tal que f(x) =y, ou seja, existe x € X
com A(x) =1ex € f~'(y). Neste caso, f[A](y) =1 = A(z).
Caso 2) y € imf \ f[A], isto é, existe z € X com x ¢ A e f(x) =y, ou seja,
r € X com A(z) =0ez € f~'(y). Neste caso, f[A](y) =0 = A(z).
Caso 3) y ¢ imf, logo, nao existe z € X com f(x) = y, ou seja, ndo existe
r € X com z € f~!(y). Neste caso, f[A](y) = 0.

Nos casos 1 e 2, onde f~(y) # 0, podem existir varios x € f~!(y), no

entanto, f[A](y) coincide com A(x). Dai, é sugerida a seguinte definigao:

i - L A@  rer w0

0 . fly=
Como generalizar isso ao caso fuzzy?
Seja f: X — Y uma funcao e seja A € Pr(X), isto é, A: X — L.
Devemos definir f[A] € PL(Y), isto &, f[A] : Y — L.
Como Y e f sao classicos, dado y € Y, temos dois casos: y € imf ou
y ¢ imf. O problema é que, para y dado, com y € imf, podem existir varios
r com x € f~!(y) e com A(z) diferentes, que no caso classico nao se d.

Definimos:

V{A@) | ze 1)} o se f7H(y) #0

flAl(y) = ~
0 , se [~ (y)=0.

Observa-se que a definicdo anterior pode ser abreviada por f[A](y) =
V{A(z) | x € f~'(y)}, pois em todo reticulado \/ ) = 0.

Uma das propriedades da imagem direta que usaremos, cuja prova é tri-
vial, é a seguinte: A C B = f[A] C f[B].

Também é possivel definir, para L-subconjuntos B de Y, o conceito de

imagem inversa através de uma funcao f: X — Y.
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Vejamos: Como B é uma funcdo B:Y — Le f: X — Y, podemos
definir a composta Bo f : X — L que resulta ser um L-subconjunto de
X. Esse L-subconjuto sera adotado como definicao da imagem inversa de B

através de f, isto é: Vo € X, f~B]|(z) = B(f(z)).
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Capitulo 3

Algebra Fuzzy

3.1 Subestruturas Classicas como Funcoes Ca-

racteristicas

Dada uma estrutura algébrica E (classica), com ”+” uma operacdo binaria,

as subestruturas de F sao certos subconjuntos A de E que sao fechados para
" istoé, x,y € A= zxy € A, ou AxA C A, onde AxA = {xxy | x,y € A}
Em geral, definese Ax B={z*y |z €A, ye B}y={zx*xy]| (z,y) €
A x B}.
Como expressar A « B como funcao caracteristica?

" n
*

Consideramos como uma funcao

fi: ExXE — FE

(v,y) +—— wzxy.

Neste caso, para A, B C E, AxB ={zxy | (z,y) € Ax B} ={f.(z,y) |
(r,y) € Ax B} = f.[A x BJ.

¢

A discussdo anterior permite generalizar a nocao de “produto” de dois

L-subconjuntos de E para o caso fuzzy: Se (F,*) é uma estrutura cléssica
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e A, B € Pr(E), entao, define-se A x B € Pr(F) da seguinte maneira: A
B:E — L, AxB = fJAxB] istoé, (AxB)(z) = f.][A x B](z) =
VIA % B)@,) | (5,9) € f7)} = V(A % B)(w,9) | fulwy) = 2} =
V{(A x B)(xz,y) | v *y = z}. Finalmente, é facil ver que A x B, como

fungao caracteristica, pode ser expresso como: (A x B)(z) = A(z) A B(y)

para z = (z,y).

Definicao 3.1.1 (Caso Fuzzy) (Ax B)(z) = V{A(z) AB(y) | x xy = z}.

3.2 Subestruturas Fuzzy

Seja (F, %) uma estrutura com * uma operagao binaria em E e A € Pr(E).

Dizemos que A é L-subestrutura de E/ se Ax A C A.
Proposigao 3.2.1 Se x, ey, sio L-pontos de E, entdo, x,*y, = (T *Y)pnq-
Demonstracgao:

Temos que, (z, * y,)(z) = V{z,(a) Ayy(b) | axb= z}. Logo,

PAqG, SexT*y=2
(Tp x yg)(2) = = (7 * Y)paq(2).
0, se xxy #£ 2

Portanto, z, * y, = (T * Y)pre- O
Proposicao 3.2.2 Se A € Pr(E), sao equivalentes:
i)Ax ACA

i) Ve,y € E\Np,q € L: ), y, EA=a,xy, €A
i) Ve, y € B A(xxy) > A(z) A Ay)

Demonstracgao:

(i=ii) 2, € A, y, € A= p< Al@) e g < A(y) = pAg < Alx) A A(y) <
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(AxA)(xxy) < Alx*xy) = (T *y)png € A = 1 ¥y, € A

(ii=1) Devemos provar que Vz € E, (AxA)(z) < A(2), isto &, \/{A(z)A\A(y) |
x*xy =z} < A(z). Para tanto, basta provar que Vx,y € E com x *xy = z,
temos A(z) A A(y) < A(z).

Sejam x,y € E com z*y = z, e consideremos p = A(z) e ¢ = A(y), entao,
obviamente, x, € A ey, € A, logo, por (ii), x,*y, € A, isto &, (T*y)pns € A4,
ou seja, p A q < A(z xy), donde, A(z) A A(y) < A(z).

(i=-iii) Suponhamos que A x A C A, isto &, (A* A)(z) < A(z) Vz. Sejam
r,y € Eesejaw=xxy. Assim, (Ax A)(w) = V{Ax) NA(y) | zxy =
w} < A(w). Entao, A(z) A A(y) < A(w) = Az * y).

(ili=1i) Seja z € E.

Caso 1) Se nao existem z e y com x xy = z, entdo, (A* A)(2) =\ 0 =0<
A(z).

Caso 2) Se existe um par (z,y) € F x E tal que x xy = z, entdo, temos que,
para qualquer um desses pares, A(z) A A(y) < A(x xy). Dai, (A*x A)(z) =
V{A(@)NA(y) | z*xy =z} < A(x xy) = A(z). Portanto, Ax A C A.

Podemos adaptar a construcao anterior para operagoes unarias definidas
em E. Neste caso, se f : I/ — E é uma operagao unéria em E e z, ¢ um
L-ponto de E, prova-se facilmente que a imagem direta f[z,] é também um

L-ponto de E dado por flx,] = (f(z)), que abreviaremos por f(z),.

Proposicao 3.2.3 Seja E um conjunto, A € P, (E) e f: E — E (opera-
¢ao undria), entao, sao equivalentes:

i) fl[A] € A

iWi)Vee ENpe L: x,€ A= f(z,) € A, onde f(x,) = flx,]

i) Ve € E: A(f(z)) > A(x).
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Demonstracao:

(i=-ii) Suponhamos f[A] C A e sejam = € E,p € L tais que x, € A, isto &,
x, C A, dai, f[z,] C f[A], logo, flx,] C A, ou seja, f(z,) € A.

(ii=1) Temos que f[A](z) = V{A(y) | vy € f7'(2)}. Se f~!(z) = 0, entdo,
flAl(z) = 0 < A(z). Se f~'(z) # 0, entdo, Vy € f(z), chamemos de
py = A(y), entdo, y,, € A. Portanto, por (i), f(y,,) € A, isto &, f(y),, € A,
ou seja, p, < A(f(y)) = A(z). Dai, flAI(x) = V{A() | y € f(2)} =
Vipy ly € f71(2)} < A(2).

(i=-iii) Suponhamos f[A] C A e seja x € E, entao, A(f(z)) > f[A](f(x)) =
V{AQ) [y € f7H(f(@))} = A(z), pois, y =z € f~1(f(2)).

(ili=1) Seja z € E.

Caso 1) Se z ¢ imf, entdo, f[A](z) =0 < A(2).

Caso 2) Se z € imf, entdo, existe z € E tal que f(x) = z. Logo, pela
hipotese, para todo = € f71(2), A(z) = A(f(x)) > A(z), portanto, f[A](z) =
V{A(@) |z € f71(2)} < A(2). o

Corolario 3.2.3.1 Se f for uma involugao, isto é, f(f(x)) =z, ou fo f =
idg, entdo, Ve € E, A(f(z)) = A(x).

Demonstracao:

Ja temos, pela proposicao anterior, que A(f(z)) > A(z). Além disso, temos

que, A(z) = A(f(f(z))) = A(f(x)). Logo, A(f(z)) = A(z). o

Sao casos particulares de operacoes unarias, por exemplo, a operacao de
oposto num anel e a operacao de inverso num corpo (ou, em geral, num
grupo). Nestes casos, como as operacoes mencionadas sao involugoes, temos
que, se A é L-subconjunto de E, o fato de A ser fechado para essas ope-
ragoes significa que para todo r € E, A(—z) = A(z) ou A(z™1) = A(x),

respectivamente.
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Outras operacoes unarias aparecem em espagos vetoriais ou em modulos:
Se E ¢ um tal espago (ou mddulo) sobre um corpo (ou anel) R, para cada
a € R, temos a operagao unaria f, : ¥ — FE dada por f,(z) = ax. Neste
caso, o fato de um L-subconjunto A ser fechado para o produto por escalares
de R pode ser expresso como: Vo € E,Va € R: A(ax) > A(z).

Finalmente, é possivel obter uma generalizacao da Proposicao 3.2.2 para
operacoes n-arias definidas em F.

Se E estd munido de uma operagao n-aria f(z1,...,z,), entdo, sdo equi-
valentes:
a) f(A,..,A) C A ondeVz € E: f(A, .., A)(z) = V{A(x1) A ... AN A(zy) |
flzy,.yx,) = 2}
b) Voi,...,x, € E\Vp1,...,0n € Lt (21)pys ey (Tn)p, € A= f((21)pys oo,
(@n)p,) € A
c)Vay,...,xn € B A(f(z1,..0yxn)) = A(z1) A oo AN A(xy).

Prova-se facilmente que f((21)p,, .., (Tn)p,) = F(@1, s Z0)pia. Apy-

3.3 L-Subanéis e L-Ideais de um Anel

Definigao 3.3.1 Seja R um anel (comutativo ou nio) e A um L-subconjunto
de R. Diremos que A é um L-subanel de R se:

i)A+ ACA

ii) —A C A,

iii) A-ACA

sendo “+7, “=7 e “-7 as operacoes de adicao, oposto e multiplicacao do

anel R.

Formas equivalentes das condi¢oes dadas acima sao:

) Ve,y € R: Az +y) > A(x) AN A(y)
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i) Ve € R: A(—z) > A(x)
iii) Ve,y € R: A(x - y) > A(z) A A(y).

Como —(—x) = z, temos que A(x) = A(—(—=x)) > A(—z). Logo, pode-
mos substituir (i) por Vo € R : A(—x) = A(z).

Definicao 3.3.2 Diremos que A € um L-ideal a esquerda de R, se:
i)A+ ACA

ii) —ACA

iii) R- A C A.

Proposigao 3.3.1 R-AC A& Vr,ye R, Alx-y) > A(y)

Demonstragao:

(=) Temos que, A(z) > (R-A)(2) = V{R(z) NA(y) |z -y = 2} = V{A(y) |
x -y = z}, pois R(x) = 1. Logo, A(z) > A(y), onde z = z - y. Portanto,
Az - y) = Aly).

(<) (B-A)(z) = V{R(@@) NA(y) [ 2y = 2} = V{A(y) [ 2y = 2} <
VIA(z-y) |-y = 2} = A(2). Logo, (R- 4) C A.

Podemos substituir, entao, (iii) da Defini¢ao 3.3.2 por:
iii’) Vo,y € R, A(x-y) > A(y).

Podemos observar ainda, o seguinte: Se para cada x € R, definimos a
fungao f, : R — R dada por f,(y) = z-y, entao, a condigao A(x-y) > A(y)
equivale a A(f.(y)) > A(y), o qual ainda equivale a f,[A] C A. Portanto,
(iii’) pode ser substituida por:

iii”) Vo € R : f,[A] C A.
Analogamente, define-se L-ideal a direita de R, tendo como condigao (iii)

A-RCA, istoé,Vo,y € R, A(z - y) > A(x).
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Definicao 3.3.3 Se R for comutativo, A € um L-ideal de R se Vx,y € R:
i) Az +y) = A(z) A Aly)

i) A(—x) = A(x)

iii) A(x -y) > A(x) V A(y), (isto €, A(x-y) > A(x) e A(z-y) > A(y) ).

Pode ser demonstrado facilmente que as condigoes (i) e (ii) da defini¢ao
anterior equivalem a: Vz,y € R, A(x —y) > A(z) A A(y).

Exemplos triviais de L-ideais sao as func¢oes constantes f, : R — L,
para todo a € L, onde f,(z) = a. Observa-se que f, = ar na notacao da
Definig¢ao 2.3.5.

Por outro lado, prova-se facilmente que se J é um ideal (classico) de R,
entao, a fungdo caracteristica 1; (= \;) de J é um L-ideal de R.

E facil ver que se R e S sao anéis com R C S e A é um L-ideal de S,

entdo, A|g ¢ um L-ideal de R.

Proposicao 3.3.2 Sejam R um anel com unidade e I um L-ideal a esquerda
de R. Entao:
i)Vee R:I(1) < I(z) < I1(0)

1(0), sex=0

I(1), sex#0

ii) Se R € um corpo, entao, I(x) =

Demonstragao:

i) Como [ é um L-ideal a esquerda, temos que Vz,y € R, I(y-x) > I(x).
Assim, [(x-1) > I(1), isto é, I(z) > I(1), e também, I(0-z) > I(x), isto é,
I1(0) > I(x).

ii) Se R é um corpo, entao, para todo x # 0, existe z~! tal que, z7'-xz = 1. En-

tao, I(1) = I(x~tx) > I(x), isto é, I(1) > I(x). Logo, I(x) = I(1) Vx # 0.

Reparemos que, apesar de 0 € I quando I é um ideal classico, nao neces-

sariamente teremos 1(0) = 1 para [ um ideal fuzzy.
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Proposicao 3.3.3 Seja R um anel e I um L-ideal a esquerda de R, entao,
a) Se x é um elemento inversivel de R, entdo, I(x) = I(xz~') = I(1)

b) Se x ey sao associados, entao, I(x) = I(y).

Demonstracao:

a) Como x é inversivel, existe x7' € R tal que z - z™! = 271 -z = 1, logo,
I(1) = I(z7' - 2) > I(x) > I(1), portanto, I(x) = I(1). Analogamente,
I(z7Y) =1(1).

b) Se x e y sdo associados, entdo, R-z = R-y, onde R-x = {rz | r € R}.
Dai, como y € R -y, temos que y € R - x, donde y = rx para algum r € R.
Portanto, I(y) = I(rx) > I(z). Analogamente, prova-se que [(z) > I(y),

donde, I(z) = I(y). O

Proposigao 3.3.4 Seja R um anel comutativo com unidade e seja A um
L-subconjunto de R, entdo, A é um L-ideal de R < ¥r € L : A, € um ideal

classico de R.

Demonstragao:
(=) Suponhamos A um L-ideal de R e sejam r € L e x,y € A,, entdo,
A(x) >re Aly) > r, logo, A(x —y) > A(x) N A(y) > r, dai, z —y € A,.

Se x € A, e a € R, entdo, A(a-x) > A(x) > r, donde, a -z € A,. Isso
prova que A, é um ideal classico de R.
(<) Suponhamos a hipotese e sejam z,y € R. Consideremos r = A(z) A
A(y) € L, entao, A(x) > r e A(y) > r, isto é, x,y € A,. Logo, como A, é
um ideal de R, x —y € R, ou seja, A(x —y) >r = A(z) A A(y). Agora, con-
siderando s = A(x), temos que z € Ag, logo, como A é um ideal, z -y € A,
donde, A(x - y) > s = A(z). Analogamente, prova-se que A(z -y) > A(y), o
que implica A(z -y) > A(x) V A(y). o
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Por aplicagao da proposicao anterior podemos verificar que os seguintes
sao exemplos de ideais fuzzy:

1) R=7Z, L={0,a,b,c,1}, p, ¢ nimeros primos > 1
(

1, z € (pq) 1
a, =€ (p)\(pg) e \b
Alz) = AN
b, x€(q)\ (pq) ¥
| ¢, em outro caso 0

Assim, A é um L-ideal de Z.
2y R=7Z, L=10,1], b<a <1, pntmero primo > 1

1, =0
A) =9 a, z € (p)\{0}
b, Z\ (p)

A é um L-ideal de Z.
3) R =%, L = ]0,1], p nimero primo > 1. Para cada = € Z, = # 0,
definimos n, = o menor n tal que = ¢ (p")
1, =0
1-— i, x#0

A é um L-ideal de Z com () (p") = {0}.
Observe que ... € (p"™) € (") ... € (»*) € () S Z = (p°).

4) Generalizagdo (do exemplo 3): Seja R um anel qualquer e L = [0,1].

Alz) =

Suponha que existe uma cadeia enumeravel descendente de ideais que nao é
estacionaria. P; 2 Py D ... eseja P =) P,. Parax € R, x ¢ P, define-se

n, = o menor n tal que x ¢ P,.
1, reP

1
l——, z¢P

€T

A éum L-ideal de R.

Ax) =
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Observe que esse L-ideal A de R pode ser expresso na forma:

(

0, sex € R\ P
Ax)=q 1-=L, sexe P, 1\ P,
1, sex e P=P,

\

5) R um anel, L um reticulado com |L| > 3, I C J C R ideais, a € L, a #

0, a # 1.

1, xel
Alx)=4¢ a, z€J\I
0, € R\ J

A é um L-ideal de R.
6) Generalizagdo (dos exemplos 2 e 5): Seja R um anel e [} C Io C ... C
I, € R ideais de R. Seja L um reticulado com pelo menos n + 1 elementos

em cadeia: ag < a1 < ... < a,.
4
ap, r€R \ In

A(z) =
an-1, €L\

L Qp, S Il

A é um L-ideal de R.

Este tltimo exemplo pode ser também generalizado para o caso de uma
cadeia infinita de ideais encaixados de R e de correspondentes elementos de
L, como no exemplo 4.

Observe que se J é um ideal de R com J C R,ea € L com 0 < a < 1,
entdo, os L-subconjuntos a; e a’ sdo L-ideais de R pois sdo casos particulares

do exemplo 6 para n = 1. Este fato serd demonstrado em forma direta na

Proposicao 3.3.6.
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A seguir, descreveremos outros tipos de subestruturas fuzzy de estruturas
que aparecem usualmente na algebra.

I) Grupos:

Sejam (G, ) um grupo (ndo necessariamente abeliano) e A um L-subcon-
junto de G, isto é, A: G — L. Diremos que A é um L-subgrupo de G, se:
i)A-ACA
i) A71C A
isto &, Vx,y € G,

i) A(z-y) = Az) N Aly)
ii) A(z™1) = A(x), pois, (z71)7! = .

II) Corpos:

Sejam (K, +, ) um corpo e A um L-subconjunto de K. Diremos que A é
um L-subcorpo de K, se:
)A+ACA
i) —ACA
i) A-AC A
iv) (A*)~! C A*, onde, A* = A|x\ {01,
isto é, Va,y € K,

i) Az +y) > A(x) A Ay)
ii) A(—z) = A(x)

i) Az y) > A(z) A Aly)
iv) Vo #£0: A(z™1) = A(z).

I1T) Modulos:
Seja M um R-moédulo, onde R é um anel nao necessariamente comuta-

tivo. Um L-subconjunto A (A: M — L) de M sera dito um L-submddulo
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a esquerda de M, se:
)A+ACA

i) —ACA

iii) R-AC A,

isto é, Vx,y € M e Va € R,
1) Az +y) > A(x) A Ay)
ii) A(—z) = A(x)

iii) A(azx) > A(x).

Analogamente, define-se L-submddulo a direita.

E facil ver que as condicées (i), (ii) e (iii) que definem um L-submédulo,
podem ser substituidas pela seguinte: Va,y € M e Va,b € R, A(ax + by) >
A(x) AN A(y).

Para finalizar esta secao discutiremos brevemente a operacao infinitaria

de intersecao de L-ideais.

Proposicao 3.3.5 Seja R um anel comutativo com unidade e seja {J;}icr

uma familia de L-ideais de R. Entao, J = (\,c; Ji € um L-ideal e R.

Demonstracao:
i) J(x+y) = J(x) A J(y):

J@+y) = (Mie; J) @+ y) = Nier Jile +y) = N, (i) A Jily)) =
Nier Ji(@) AN Nigr Ji(y) = (Mier J) (@) A (Nier Ji)(y) = J(2) AT (y).
i) J(—z) = J(x):

J(=x) = (NJi)(=2) = NJi(=x) = N Ji(z) = (N Ji)(x) = J(2).

iii) J(zy) = J(z) vV J(y):

Basta provar que J(zy) > J(z) e J(zy) > J(y). Com efeito, J(zy) =

(NJ)(zy) = N Ji(zy) = A\ Ji(x) = (i) (x)

J(x). Analogamente, prova-
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se a outra desigualdade.

Usando o fato da proposicao anterior é possivel, como no caso classico,

definir o conceito de "ideal gerado por um L-subconjunto”.

Definicao 3.3.4 Se R é um anel comutativo com unidade e S é um L-
subcongunto de R, S # 0, define-se o L-ideal gerado por S como (S) = ({J |
J € L-ideal de R e S C J}.

E facil ver que S C (S) e que se J é um L-ideal de R, entdo, (J) = J.
Proposicao 3.3.6 Se J é um ideal de R, entdo, a; e a’ sdo L-ideais de R.

Demonstragao:

Vejamos o primeiro caso, o outro é totalmente anélogo.
i) aj(x+y) > as(x) Aay(y):

Se z,y € J, entdo, ay(x) = a e a;(y) = a. Além disso, x + y € J, donde
aj(x +y) = a e a desigualdade é valida.

Sex ¢ Jouy¢ J,entdo, ay(r) =0 ou ay(y) =0, donde, a desigualdade
¢ valida.
i) ay(zy) > ay(x) Vas(y):

Sex e Jouye€ J,entdo, xy € J e as(zy) =a > az(r)Vay(y).

Se x,y ¢ J, entdo, ay(x) = 0 = a;(y), donde a desigualdade também é
valida.
ii) ay(—x) = a;(x):

E o6bvio, pois, z € J & —x € J. 0

Proposicao 3.3.7 a) Se S C R ea € L, entio, (ag) = aisy. Em particular,
(Ta) = am), onde (x) € o ideal principal gerado por x.

b) Se SC R eac L, entio, <a5> = a9,
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Demonstragao: a) Se z € R, entdo, (ag)(z) = (({J | J é L-ideal e
as C J})(z) = A{J(2) | J é L-ideal e ag C J}.

Se z € (S), entdo, z = rixy + ... + rx, com x € S erp € R para k =
1,...,m, logo, J(2) = J(rz1+...+1mpx,) > J(x) A AT (2) > aN... ANa = a.
Tomando J = a(s) temos que J é um L-ideal de R e ag C J, além disso,
J(z) = a, logo, (as) (2) = N{J(2) | J & L-ideal e ag C J} = a = a(s)(2).

Se z ¢ (S), entdo, tomando J = 1y temos que J é um L-ideal de R,
as C Je J(z) =0. Logo, (as) (z) = N{J(2) | J é L-ideal e ag C J} =0 =
a(s)(2)-

b) Seja = € R.

Se z € (S), entdo, x = 5171 +... + 5,7, com 5, € R, 1 € S e a'¥(2) = 1.

Provaremos que (a%) (z) = 1 sendo (a%) = ({J | J & L-ideal e a® C J}.
Com efeito, (a”) (z) = A{J(z) | J & L-ideal ¢ a® C J}, por outro lado,
J(x) = J(s121 + oo + 8pxn) > J(@1) Ao A (20) > a¥(21) A oo Ad®(z,) =
1A ...A1=1, donde, J(z) = 1, resultando (a%) (z) = 1.

Se x ¢ (S), entao, a*¥(z) = a. Além disso, (a%) (z) = N{J(z) | J ¢
L-ideal e ¢® C J}. Como x ¢ (S), temos que x ¢ S, logo, a®(z) = a, dai,
J(x) > a. Para provar que (a”) (z) = a, basta exibir um L-ideal J tal que

a® C J e J(x) = a. Com efeito, tomando J = a'¥, temos o resultado.

3.4 Valorizacoes como Ideais Fuzzy

3.4.1 Valorizagoes p-adicas em Z

Consideremos p > 1 um inteiro primo e seja L = (N U {oc0}, <) o conjunto
totalmente ordenado N U {oco} onde z < oo Vo € N.
0—1]—>2—...—n—sn+1l—...—

Observa-se que L é completo.
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Se z € Z\ {0}, entao, pelo teorema fundamental da aritmética (existéncia
e unicidade da decomposi¢ao em produto de primos), existe um tnico v € N

tal que = = p” - z, onde p nao divide z. A partir desse fato, podemos definir

B v, sex#0
uma fungao v, : Z — L dada por v,(z) =
oo, sex=0.

Observa-se que, tal como foi definido, v, ¢ um L-subconjunto de Z.
Na seguinte proposigao, convenciona-se que Vz € L, z4+00 =00+ 2 = 00

e que 00 + 00 = 0Q.

Proposicao 3.4.1 A fungao v, tem as sequintes propriedades Vx,y € 7Z:
i) vp(x +y) > min{v,(z), v,(y)}
it) vp(zy) = vp(x) + 1p(y)

i) vp(—x) = v,(x).

Demonstragao:
i) Se x = 0, entdo, v,(z) = oo e min{v,(z),v,(y)} = min{oo,v,(y)} = v,(y).
Logo, 1y(z +y) = (y) = min{wy(@), v (v)}

Suponhamos, © # 0 e y # 0. Se x +y = 0, entdo, (i) é satisfeita
trivialmente. Se z +y # 0, entdo, x = p” - z, y = p* -t e podemos supor
v>w,entdo, x+y =p’-z+pY-t =p¥-(p¥¥-z+1). De fato, se v > w, p ndo
divide (p¥~“-z+t), poisse p | (p¥~“-z+t), como também p | p*~“ -z, teriamos
que p | t, o qual nao é verdade. Nesse caso, v,(z +y) = w = min{r,w} =
min{vy(2), 1)}

Finalmente, se v = w, entdo, © +y = p” - (2 + t). Nesse caso, ainda
poderfamos ter que p | (z + t), portanto, z +¢ = p" - k com r > 0 e p nao
divide k, donde z+y = p**" - k. Assim, v,(z+vy) =v+r > v =min{r,w} =
min{v,(2), 1)}

ii) Se x = 0, entdo, x -y = 0, logo, v,(zy) = 00 = 00 + 1,(y) = vp(x) + 1, (y).
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Sex #0ey#0, entdo, z = p” -z, y = p* - t, donde, xy = p"** - (2t),
portanto, v,(zy) = v +w = v,(x) + v,(y). De fato, como p nao divide z e p
nao divide ¢, temos que p nao divide zt.

iii) Se z = 0, é trivial.

14

Sex # 0,z =p”- 2 entdo, —v = —p” - z = p” - (—2), donde v,(—x) =

v=1(z). g
Corolério 3.4.1.1 v,(zy) > v,(z), donde vy(zy) > maz{v,(x),v,(y)}

Demonstracao:
Como v,(z) >0 (v, : Z — L = NU{oo}), temos que v,(zy) = v,(z) +

vp(y) > vp(x) (mesmo no caso em que v,(x) = 00). O

Como conseqiiéncia temos que v, nao somente ¢ um L-subconjunto de
Z, senao também, um L-ideal de Z. A funcao v, é chamada de valorizacao
p-ddica em Z.

Observe que a valorizagao p-adica v, pode ser expressa como

0, sex€Z\(p)

1, sexe(p)\ @)

v, sex € (p’)\ (")

| 00, seT &€ {0} =N, 0(@")

Observe, também, que esta forma de expressar a valorizagao v, generaliza
o exemplo 6 da pagina 33, para o caso de R = Z e um namero infinito de
ideais encaixados.

Na 4lgebra classica as valorizagoes p-adicas tém a seguinte importancia:
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Como Z é um dominio de integridade e Q é seu corpo de fragoes, podemos
estender v, a Q da seguinte maneira:
i o0 ,sen =0
Seja x = n/m € Q, define-se v,(x) =
vp(n) —vp(m) ,sen #0.
Uma motivagao para essa definicao é a seguinte:

n P’ -
rT = — =

z V_w(z>
m pw-t_p t/)’

A partir daf, ¢ possfvel definir ||-]|,: Q — R como ||z, = e (@) a qual

¢ uma norma chamada de norma p-ddica em Q. Mais ainda, é uma ultra-
norma ou norma nao arquimediana no sentido de que, ao invés de satisfazer

apenas a desigualdade triangular, satisfaz a desigualdade mais forte:

[ +yll, < maz{lz]l,, lyll,} (< l=ll, +llyll,):

Assim como R resulta de completar o espaco Q a respeito da norma dada
pelo valor absoluto, podemos obter novos completamentos de Q a respeito

das normas p-adicas obtendo os chamados de corpos p-ddicos Q,.

3.4.2 Valorizacoes de Krull

As valorizagoes p-adicas de Q podem ser generalizadas da seguinte maneira:

Definicao 3.4.1 Seja K um corpo e (I',+) um grupo abeliano totalmente
ordenado. Uma valorizacao de Krull sobre K € uma funcao v : K —
I'U {oo} tal que:

i)v(r) =00 x=0

i) v(zy) = v(z) + v(y)

iii) v(r +y) > min{v(z),v(y)}.

A respeito das valorizagoes de Krull podemos observar:

1) Por ii, temos que v ¢ um homomorfismo entre os grupos (K*,-) e (I', +),
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onde K* = K \ {0}.
2) ' U {00} & um conjunto totalmente ordenado onde consideramos = <
oo Vx € I'. Além disso, adotaremos a seguinte convengao: 400 = oo+ =
oo Vx €' e 0o+ 00 = oo.
3) v(1) =0, pois, v(1) =v(1-1) =v(1) + v(1).
4) v(—1) = 0. Com efeito, como I' ¢ um grupo abeliano totalmente ordenado,
temos que: 2x = 0 = x = 0. Caso contrario, teriamos que: x > 0, entdo,
pela lei de compatibilidade, x +2x > 0+ 2 = 2 > 0, ie, 2z > 0, ou, x < 0,
entao, r +x < 0+x =2 <0, ie, 2x < 0.

Logo, 0 = v(1) = v((—-1) - (—1)) = v(—1) + v(—1). Entao, 2v(—1) =0,
donde, v(—1) = 0.
5) v(—z) = v(z). Com efeito, v(—z) = v((—1)-2) = v(-1) + v(z) =
0+v(z) =v(z).
6) v(z) — v(y) = v(;). Com efeito, de v(wy) = v(w) + v(y) obtemos que
v(wy) —v(y) = . Substituindo,
(o)~ ly) = vl

v(z). Chamando de x = wy, entdo, w = f
).

Proposicao 3.4.2 Se v ¢ uma valorizacao de Krull de K, entio, A, =

{r € K | v(z) > 0} é um subanel de K e v |, é um L-ideal de A, onde

L=T"U{x} sendoT" ={a €l |a>0}.

Demonstracao:
a) A, é um subanel de K:

i) A, # (. De fato, v(0) = oo > 0, portanto, 0 € A,.

i) z,y € A, = x—y € A,. Com efeito, sejam z,y € A,, entdo, v(z) >0
e v(y) > 0. Logo, v(z —y) > min{v(z),v(—y)} = min{v(x),v(y)} > 0.
Portanto, x —y € A,.

iii) x,y € A, = x -y € A,. De fato, sejam =,y € A,, entdo, v(z) > 0 e
v(y) > 0. Logo, v(z-y) =v(z) +v(y) > 0+ 0=0. Portanto, x -y € A,.
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Mais ainda, é facil ver que 1 € A, pois, v(1) = 0.
b) v|a, € um L-ideal de A,: De fato, chamando de u = v/|4,, temos que p :
A, — L (=T1U{oo}) esatisfaz: p(z+y) =v(z+y) > min{v(z),v(y)} =
min{p(x), p(y)}. Também, p(—z) = v(-z) = v(z) = w@) e plz-y) =
v(z-y) =v(z)+v(y) > v(z) = p(r). Analogamente, p(x-y) > p(y), donde,
(- y) = maz{p(z), n(y)} o

Proposigao 3.4.3 Para todo x € K*, x é uma unidade de A, < v(z) = 0.

Demonstragao:

(=): Seja x uma unidade de A,. Entdo, existe y € A, tal que z -y = 1.
Assim, temos que v(z) >0, v(y) >0e0=v(l)=v(z-y) =v(z)+v(y) >
v(z) +0=rv(z) > 0. Logo, 0 > v(z) > 0, isto ¢, v(z) = 0.

(<): Seja x € K* tal que v(x) =0 (# o0). Logo, © € A,. Entao, se y € K*
é tal que x -y = 1, temos que y € A,. Com efeito, v(y) = 0+ v(y) =
v(iz)+v(y) =v(z-y) =v(l) =0,isto & v(y) =0, donde, y € A,. Portanto,

x € uma unidade de A,.

Observe que a proposicao anterior diz que o suporte conjuntista de v, em
A,, e supp(v) ={x € A, | v(z) >0} = {x € A, | © ndo ¢ uma unidade de
AL}

Na teoria de valorizagoes de Krull, prova-se que supp(v) é o tnico ideal

maximal de A,.

Definicao 3.4.2 Sejam K um corpo e A um subanel de K, e portanto, um
dominio de integridade. A € dito Anel de Valorizagio de K se para todo
reEK*, zcAouxteA

Proposicao 3.4.4 Se v é uma valorizacao de Krull sobre K, entao, A, =

{z € K |v(z) >0} € um anel de valorizacdo de K.
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Demonstracao:

Sejax € K*. Entédo, temos que: v(z™!) =v(3) = v(1)—v(z) = 0—v(z) =
—v(z), isto é, v(z!) = —v(x).

Se v(z) > 0, entao, * € A,. Se v(z) < 0, entdo, v(z~') > 0, entdo,

r'eA, Logo,zr € A,ouz' € A, o

Proposicao 3.4.5 A, € um dominio de integridade cujo corpo de fragoes é

a

K e tal que para todo v € K sex = ¢ com a,b € A, eb # 0, temos que

>

v(z) = p(a) — p(d) onde p=v|a,.

Demonstragao:

Obviamente, A, é um dominio por ser subanel de um corpo. Por outro
lado, chamando de K(A,) o corpo de fracoes de A, temos que K(A4,) C K
(pois o corpo de fragoes de A é o menor subcorpo de K que contém A). Resta
provar que K C K(A,).

Seja z € K. Se x = 0, entdo, v € K(A,). Se x # 0, entdo, como A, é um
anel de valorizacdo de K, temos que x € A, ou 27! € A,.

Se z € A, entdo, r € K(A,). Sex™! € A, entdo, z = (z7 1)t = L €
K(A,), pois, L,z7' € A,.

Na teoria das valorizagoes de Krull, se K = Q e v, é a valorizac¢ao p-adica
correspondente, temos que o anel de valorizacdo A,, ¢ dado por A,, = {¢ €
Q | p ndo divide b}, que corresponde ao anel local Z,). Nesse caso, vz, é
um L-ideal de Z,), sendo L = NU {oo}. Observa-se que Z nao é um anel de

valorizagao de Q, mas, Z C Z,), para todo nimero primo p.
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Capitulo 4

Primalidade na Teoria de Ideais

Fuzzy

Neste e nos proximos capitulos, todos os anéis serao comutativos com unidade.

4.1 Motivacao: O Caso Classico

Seja R um anel e P um ideal proprio de R. Dizemos que P é um ideal primo

de RseVzx,ye P: xzye P=x€ Pouye€P.

Proposicao 4.1.1 Seja P um ideal de R, entio, P € primo < YA, B ideais
de R: A-BCP=ACPouBCP,onde A-B={ablac Aebec B}

Demonstracao:

(=): Suponhamos P primo e A, B ideais de R, tais que A- B C P. Supo-
nhamos, por absurdo, que A € Pe B € P, isto é, existem z € Aey € B
comz ¢ Pey ¢ P, entdo, como P é primo, temos que zy ¢ P, mas,
xy € A- B C P. Uma contradicao.

(<): Suponhamos a hipdtese e sejam x,y € R com xy € P. Consideremos os
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ideais principais A = (z) e B = (y). Afirmamos que A- B C P. Com efeito,
se z € A-B, existem a € Aeb € B, tais que z = ab = (rz) - (sy) = (rs) - (zy)
para certos r,s € R, logo, z € P, pois, xy € P. Portanto, pela hipotese,

() C Pou (y) C P, eisso implica que x € P ouy € P, isto &, P & primo. o

4.2 L-Ideais Primos, Completamente Primos,
Fracamente Completamente Primos e L-Pri-
mos

Definicao 4.2.1 Sejam R um anel, L um reticulado e P um L-ideal de R.
Diremos que P é um L-ideal primo se P nao é constante e VA, B L-ideais
de R, temos:

A-BCP=ACPouBCP.

Lembrar que A-B é o L-subconjunto de R dado por (A-B)(z) = VV{A(x)A
B(y) | x-y =z}

Definicao 4.2.2 Sejam R um anel e P um L-ideal de R. Diremos que P é
um L-ideal completamente primo se P nao é constante e Vx,,y, L-pontos de
R, temos:

Tp-Yg€P=x,€P ouy, €P.

Definicao 4.2.3 Sejam R um anel e P um L-ideal de R. Diremos que
P ¢é um L-ideal fracamente completamente primo se P nao € constante e
Vr,y € R:

P(zy) = P(x) V P(y).

Lembremos que por P ser um L-ideal, temos que P(zy) > P(x) V P(y).
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Definicao 4.2.4 Sejam R um anel e P um L-ideal de R. Diremos que P €

um L-ideal L-primo se P nao é constante e Vx, y € R,
P(zy) = P(x) ou P(zy) = P(y).

Observa-se que:

1) No caso classico, as quatro defini¢des sdo equivalentes a P ser primo.

2) Se L & um reticulado totalmente ordenado, entdo, as Defini¢oes 4.2.3 e
4.2.4 sao equivalentes, isto é, um L-ideal é fracamente completamente primo

se e sO se ¢ L-primo.

Lema 4.1 Sejam A e B L-subconjuntos de R, entio, A C B < V& €
RNael :x, € A=z, € B.

Demonstracgao:

(=) Sejam z € R e a € L e suponha z, € A, entdo, a < A(z) < B(z), logo,
T, € B.

(<) Seja x € R e suponha A(x) = a. Entdo, z, € A, logo, por hipotese,
z, € B. Dai, a < B(z), donde A(z) < B(x), portanto, A C B. o

Proposicao 4.2.1 Se P ¢ um L-ideal de R, entao:
a) P é Primo < P ¢ Completamente Primo

b) P é Completamente Primo = P é Fracamente Completamente Primo.

Demonstragao:
a) Primo = Completamente Primo:

Seja P um L-ideal primo e sejam z,,y, tais que z, -y, € P, isto &,
(2 - y)pnq € P, 0 que significa p A ¢ < P(zy). Definimos A = p(,) € B = q(y)
(ver Defini¢ao 2.3.5). Assim definidos, A e B sao L-ideais pela Proposicao
3.3.6.

46



Vamos ver que A- B C P. Com efeito, (A- B)(z) = V{A(z1) A B(22) |
21+ 23 = z}. Se acontecer que A(z1) = 0 ou A(zz) =0 com z = 2 - 29, entdo,
A(z1) N B(z2) = 0 < P(z). Se A(z1) # 0 e A(z2) # 0, entdo, A(z1) = p,
A(z) = q e existem 7 e s, tais que, z; = rx e 2z = sy. Entdo, z = 21 - 29 =
re - sy = rs-xy. Assim, A(z)) A B(z) = pAq < P(xy) < P(z). Logo,
A-B C Pe, pelahipotese, A C Pou B C P,istoé,Vz € R: A(z) < P(z) ou
Vz € R: B(z) < P(z), em particular, p = A(z) < P(z) ouq = B(y) < P(y),
isto é, x, € P ou y, € P.

Completamente Primo = Primo:

Suponhamos P nao constante e completamente primo. Sejam A, B L-
ideais de R tais que A-B C P.

Afirmacao 1: Vz, € A e Vy, € B, temos que x, -y, € A - B.

Com efeito, a Ab < A(x) A B(y) < V{A) ABw) | z-w =2 -y} =
(A-B)(x-y). Dai, (- y)arp € A- B, isto é, x, -y, € A- B.

Afirmacao 2: Ve, € A:x, € PouVy, € B:y, € P.

De fato, suponhamos que exista z, € A com z, ¢ P. Seja y, € B, entao,
pela afirmacao 1, x, -y, € A- B C P, isto é, x, - y» € P, logo, como P ¢
completamente primo z, € P ou y, € P, mas, z, ¢ P, portanto, y, € P.

Agora, pelo Lema 4.1, concluimos que A C P ou B C P, isto é, P é
primo.

b) Completamente Primo = Fracamente Completamente Primo:

Como P é um L-ideal, temos que P(z -y) > P(z) V P(y). Basta provar
que P(z-y) < P(x) V P(y). Sejam z,y € R e consideremos z = z - y. Se
P(z) = 0, entao, P(x-y) = P(z) =0 < P(z) V P(y). Se P(z) = p, com
p # 0, entdo, consideremos o ponto fuzzy z, = (- Y)p = (T Y)prp = Tp * Yp-
Observa-se que z, -y, € P, pois, p = P(z) = P(x - y). Logo, pela hipotese,
x, € Pouy, € P,isto ¢, p < P(z) ou p < P(y), isto &, P(xy) < P(z) ou
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P(zy) < P(y), donde P(zy) < P(z) V P(y). o

Seja R um anel e A: R — L um L-ideal de R, sabemos que para todo
r€R: A(l) < A(z) < A(0). Tomando ¢t = A(0), temos que A; = {z € R |
A(x) > A(0)} ={z € R| A(x) = A(0)}. Tal subconjunto de nivel A(0) sera
chamado de suporte algébrico de A e denotado por 14, isto é, Iy = Ay).

Por exemplo, se J é um L-ideal classico de R, entao, para todo a # 1,

l,, =Jeparatodoa#0, 1, =J.

Proposigao 4.2.2 Seja R um anel e A um L-ideal de R.

1) Se A é um L-ideal primo, entdo, 14 é um ideal primo cldssico de R.

2) Se L é um reticulado totalmente ordenado e A é um L-ideal fracamente
completamente primo de R (ou um L-ideal L-primo), em particular se A é

um L-ideal primo, entao, ¥Vt € L, A; € um ideal primo cldssico de R.

Demonstracao:
1) Sejam z,y tais que zy € 14, isto é, A(xy) = A(0). Queremos mostrar que
r € Iyouy e Iy Chamando a = A(0), definimos: B = a(y) ¢ C = a(y).
Assim, pela Proposicao 3.3.6, B e C sao, L-ideais de Re B-C' C A. Com
efeito, (B - C)(z) = \/{B(b) A C(c) | bc = z}. Sejam b, ¢ tais que bc = z. Se
B(b) = 00ouC(c) = 0, entdao, B(b)AC(c) < A(z). Se B(b) = a = C(c), entao,
B(b) ANC(c) = a, e, nesse caso, b € (x) e c € (y), isto &, b = rz e c = sy, logo,
be = (rs)(zy). Assim, A(bc) > A(xy) = A(0) = a, dai, B(b) A C(c) < A(be),
isto ¢, (B -C)(z) < A(z). Agora, como A é um L-ideal primo, B C A ou
C C A Se B C A, entao, B(z) < A(z), mas, B(x) = a = A(0), pois,
x € (z), portanto, A(0) < A(z) < A(0), donde, A(x) = A(0), isto é, x € I4.
Analogamente, se C' C A, obtemos, y € 4.
2) Sejam x,y € R tais que zy € A;, entdo, A(xy) > t. Como A é fraca-
mente completamente primo, A(xy) = A(x) V A(y), logo, A(x) V A(y) > t.
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Portanto, como L é totalmente ordenado, temos que A(z)V A(y) = A(x) ou
A(x) V A(y) = A(y), isto &, A(x) >t ou A(y) > t, isto é, x € A, ou y € Ay.

O

A seguinte proposicao é um teorema de caracterizacao dos L-ideais primos
de um anel R e é o prototipo de uma série de outras caracterizagoes de
conceitos como L-ideal "L-priméario", "R-primério" e "irredutivel" dentre

outros.

Proposicao 4.2.3 Seja P um L-ideal de R. Entao, P é um L-ideal primo
de R se, e somente se, P(0) =1, Ip é um ideal primo de R e imP = {1, c},

onde ¢ (# 1) é um elemento primo de L.

Demonstracgao:
(=): Suponhamos que P é um L-ideal primo de R. Pela proposigao anterior,
Ip ¢ um ideal primo de R.

Suponhamos que P(0) < 1. Como P é ndo constante, existe y € R tal
que P(y) < P(0). Sejam A e B L-subconjuntos de R, definidos por: A =1y,
e B = P(0)g. Assim, A e B sdo L-ideais de R e A- B C P. Com efeito,
temos que (A - B)(z) = V{A(a) A B(b) | ab = z}, entdo, sejam a,b tais
que ab = z. Se a € Ip, entao, z € Ip, ie, P(z) = P(0). Por outro lado,
A(a) = 1 e B(b) = P(0). Logo, A(a) A B(b) = 1 A P(0) = P(0) = P(2).
Agora, se a ¢ Ip, entao, A(a) = 0. Logo, A(a) A B(b) = 0 < P(z). Portanto,
(A-B)(z) < P(z) Vz € R. Noentanto, A Z Pe B Z P, pois, B(y) = P(0) >
P(y) e, se x € Ip, entdo, P(x) = P(0) < 1 = A(x). Uma contradigao, pois,
P é um L-ideal primo. Portanto, P(0) = 1.

Provaremos, agora, que imP = {1, c¢}. Como P é ndo constante, existe

c € L com c# 1 (= P(0)) tal que P(x) = ¢ para algum = € R\ Ip. Seja
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y € R\ Ip. Provaremos que P(y) = P(x). Consideremos os L-ideais 1,
e cg. Observa-se que 1y P, pois, 1z)(z) =1 > ¢ = P(x). Além disso,
Lz) - cr € P. Com efeito, (1¢) - cr)(2) = V{l@)(a) A cr(b) | ab = z}, logo,
se a € (), entdo, a = zk, entdo, z = xkb, logo, P(z) > P(z) = c¢. Por outro
lado, 1(;)(a) = 1, entdo, 1¢;y(a) Acg(b) = 1Ac=c < P(z). Agora, sea ¢ (x),
entdo, 1(;)(a) = 0, donde, 1(;)(a) Acg(b) = 0 < P(z). Podemos concluir que,
como P é um L-ideal primo, cg C P, isto é, P(x) = ¢ = cg(y) < P(y).
Similarmente, P(y) < P(z). Assim, P(x) =cVx € R\ Ip.

Vamos mostrar, agora, que ¢ é um elemento primo de L. Suponhamos
que ¢ nao ¢ um elemento primo de L. Entao, existem a,b € L tais que
aLec, bLceaNb<c Assim, ar e br sdao L-ideais de R com agr € P e
br € P. No entanto, ag - bg = (a Ab)gr C P. Isso contradiz o fato de que P
é um L-ideal primo de R. Assim, ¢ é um elemento primo deR.

(«<): Suponhamos que P satisfaz as condi¢oes dadas. Entdo, P ndo é cons-
tante. Suponhamos que existem A e B L-ideais de R tais que A- B C P,
mas, A € Pe B ¢ P. Entao, existem z,y € R tais que A(z) € P(x) e
B(y) £ P(y), donde P(z) # 1 e P(y) # 1. Como P(z) < P(0) =1Vz € R,
entdo, temos que: P(x) = P(y) = ¢, resultando que z,y € R\ Ip, A(z) £ ¢
e B(y) £ c. Como z,y € R\ Ip e Ip é um ideal primo de R, entdo, xy ¢ Ip,
isto &, P(zy) = c¢. Assim, temos que, A(z) AB(y) < (A-B)(zy) < P(xy) =c¢
e, como ¢ é um elemento primo de L, entdo, A(x) < ¢ = P(z) ou B(y) < c =

P(y). Uma contradi¢do. Logo, P é um L-ideal primo de R.

Corolario 4.2.3.1 Se P ¢ um L-ideal primo de R, entao,

1, sezel
P(z) = g
¢, sez€R\Ip,

isto é, P = c'f, onde ¢ é um elemento primo de L.
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Observe que se L é um reticulado totalmente ordenado, entao, todo ¢ €

L\ {1} é um elemento primo de L.
Corolario 4.2.3.2 Todo L-ideal primo é L-primo.

Demonstracao:

. . . . 1, sez€lp
Seja P um L-ideal primo de R. Entao, P(z) = ,onde ¢ é

¢, sez¢lIp
um elemento primo de L. Sejam z,y € R. Provaremos que P(zy) = P(z) ou

P(zy) = P(y). Se P(z) =1 ou P(y) = 1, entdo, P(zy) > P(z) V P(y) =1,
isto é, P(zy) = 1, logo, P(zy) = P(z) ou P(xy) = P(y). Suponhamos
P(z) = ¢ = P(y), entdo, =,y ¢ Ip, dai, como P é primo, zy ¢ Ip, logo,
P(zy) = ¢, donde, P(zy) = P(x) = P(y). o

Proposicao 4.2.4 Se A é um L-ideal L-primo de R, entdo, imA € uma

cadeia de L com minimo A(1) e mdzimo A(0).

Demonstragao:

Sejam z,y € R, entdo, como A(zy) = A(x) ou A(xy) = A(y), temos
que A(x) > A(z) V A(y) ou A(y) > A(z) V A(y), donde, A(z) > A(y) ou
A(y) > A(x), isto é, imA é uma cadeia.

Finalmente, ¢ 6bvio que A(1) = min(imA) e A(0) = maz(imA), pois,

para todo z € R, A(1) < A(x) < A(0). o

Terminaremos este capitulo com uma propriedade de finitude.

Proposicao 4.2.5 Se A é um L-ideal de um dominio de ideais principais

(DIP) D tal que o seu suporte algébrico I, # {0}, entdo, imA € finita.

Demonstragao:
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Como I4 é um ideal nao nulo de D e D é DIP, entao, existe a € R com
a # 0 tal que I, = (a).

Seja x € D. Provaremos que A(x) = A(d) para algum d|a. Consideremos
o ideal (z,a) = {k1x + kea | k1, ks € D} = () + (a). Como D é DIP, existe
d € D tal que (z,a) = (d).
i) Como a € (x,a), entdo, a € (d), isto é, d| a.
ii) Como x + a € (x,a), entdo, x + a = dj para algum j € D, ie, x = dj — a.
Entao, A(x) = A(dj — a) > A(dj) A A(a) > A(d) A A(0) = A(d), ie, A(z) >
A(d).
iii) Como d € (d), entdo, d € (z,a), logo, existem r,s € D tais que d =
re + sa, donde, A(d) = A(rz + sa) > A(rz) A A(sa) > A(z) AN Ala) =
A(x) N A(0) = A(x), isto &, A(d) > A(x).

Assim, para x € D, existe d € D tal que A(z) = A(d) e d| a, isto &,
imA C{A(d) | d| a}.
i) Se I, = D, entdo, A(z) = A(0) Vz, logo, imA é finita.
ii) Se I4 # D, entdo, a ndao ¢ uma unidade de D. Como todo DIP é um
dominio de fatoragao tnica e a # 0, entao, a = u - py - Pz + ... - Pp, onde u é
uma unidade e p; ¢é irredutivel para todo =1, ..., n.

Assim, se d é um divisor de a, entdo, d é uma combinacao dos irre-
dutiveis pr a menos de seus associados, mas, se « e 3 sao associados, entao,
A(a) = A(B). Assim, o conjunto {A(d) | d| a} possui um namero finito de

elementos, ie, imA é finita. o

A condicao de termos I4 # {0} é essencial, pois os L-ideais v, (valoriza-

¢oes p-adicas) de Z tém suporte I, = {0} e im v, = L = NU {oo}.
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Capitulo 5

L-Radicais e R-Radicais de
L-Ideais

5.1 Motivacao: Ideais Primarios Classicos e Ra-
dicais
Definicao 5.1.1 Se R ¢ um anel e I é um ideal préprio de R, dizemos que
1 € um ideal primdrio se
abeleag¢gl=3In>0]|0" €l

Definicao 5.1.2 Seja R um anel e N um ideal de R. O radical de N,
denotado por VN, consiste de todos os elementos a € R tal que a® € N para

algum n > 0.
Observa-se que [ é primério se e somente se ab€ [ ea ¢ [ = b € V1.

Proposicao 5.1.1 Seja N um ideal de R, entao,
1) VN ¢ um ideal de R com N C v/N.
2) VN ={I C R|I éum ideal primo e N C I}.
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Demonstracao:
1) S6 provaremos que se z,y € VN, entdo, z —y € V/N.

Suponhamos z,y € VN, isto &, 2", y™ € N para certos n,m > 0. Por-
tanto, usando a férmula do binémio de Newton, prova-se que (z —y)"™™~1 €

N, donde, z —y € V/N. Com efeito,

n+m—1 n—l—m—l

(:L‘ _ y)n+m—1 _ Z . xn—l—m—l—k(_y)k _
k=0

mlnam—1

23

l,nJr(mfl)fk(_y)k_i_

k=0 k
n+m—1
n+m-—1 L
+ Z . gntm—1 k:(_y)k _
k=m
m—1
n+m-—1
— " w(m—l)—k(_y>k+
k=0 k
n+m—1
n+m-—1
+ym Z . (_1)kxn+m—1—kyk—m e N.
k=m

2) C: Sejaz € V/'N e seja I um ideal primo com N C I, entdo, 2" € N para
algum n > 0, dai, 2™ € I e, como [ é primo, = € I.

D: Suponhamos que x € I para todo ideal primo I tal que N C I e, pelo
absurdo, = ¢ /N, isto é, Vn > 0: 2" ¢ N.

Seja F={ACR|Aéumideal, N C AeVn > 0:2" ¢ A}. De fato,
F #0, pois, N € F.

Vejamos que F satisfaz a hipotese do lema de Zorn:

Seja {A;} C F uma cadeia. Provaremos que | J A; € F. Com efeito, como
{A;} é uma cadeia, temos que |JA; é um ideal, além disso, obviamente,

N C |JA;. Finalmente, se existisse n > 0 com z" € (JA;, terfamos que
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" € Aj para algum j, o que é impossivel. Portanto, Vn > 0 : 2" ¢ [J A,.
Em conseqiiéncia, existe um elemento maximal M € F.

Afirmagao: M é primo.

Seja ab € M e suponhamos que a ¢ M e b ¢ M. Entdo, chamando
de I = (MU{a}) e J = (MU{b}), temos que M C [ e M C J, donde,
I,J ¢ F, o que implica que existem n,m > 0 tais que 2" € [ e 2™ € J,
istoé, 2" = z+raex™ =w+sbcom z,w € M er s € R, dal, 2"t =
(z+ra)(w+sb) = (zw+zsb+wra)+rsab € (M U {ab}), mas, como ab € M,
temos que (M U {ab}) = M e assim, temos que z"*™ € M, uma contradigao.

Finalmente, como x estd em todo ideal primo que contém N, temos que

x € M, uma contradigao.

Proposicao 5.1.2 Se N ¢ um ideal primdrio de R, entio, VN é um ideal

primo.

Demonstracao:

Suponhamos ab € VN com a,b ¢ VN, isto é, existe n > 0 tal que
(ab)™ € N, ou seja, a™™ € N e, Ym,k > 0:a™ ¢ N e b* ¢ N, em particular,
a" ¢ N, donde, por ser N primario, existe r > 0 tal que (b")" € N, isto é,

b"" € N, uma contradi¢ao.

5.2 L-Ideais Primarios

Definicao 5.2.1 Seja R um anel e I um L-ideal de R. Entdo, I é dito um

L-ideal primdrio se
I(ab) > I(a) = 3In > 0] I(b") > I(ab).

Essa definicao generaliza o caso classico, pois, se I é um ideal classico,

entdo, em termos de sua fun¢ao caracteristica, abe€ I e a ¢ [ = I(ab) =1 e
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I(a) =0=I(ab) > I(a) = In >0 | I(0") > I(ab) =1=3TIn>0] I(b") =
1=3n>0]b" €l

Toda func¢do constante I(z) = o € L é um L-ideal primario, pois, a
premissa I(ab) > I(a) é sempre falsa, logo, qualquer implicacao é verdadeira,
em particular, In > 0 | I(b") > I(ab).

Exigiremos que um L-ideal primario seja nao constante.

Proposicao 5.2.1 a) Seja L totalmente ordenado, entio, todo L-ideal fra-
camente completamente primo (f.c.p.) € primdrio.

b) Todo L-ideal L-primo € primdrio.

Demonstracao:

a) Seja I um L-ideal f.c.p., isto ¢, Vz,y € R, I(zy) = I(z) V I(y). Suponha-
mos [(ab) > I(a), isto é, I(a) VvV I(b) > I(a). Entdo, como L ¢ totalmente
ordenado, I(a) V I(b) = I(b), isto é, I(b) = I(ab). Portanto, basta tomar
n=1.

b) Seja I um L-ideal L-primo, isto é, Vz,y € R, I(zy) = I(z) ou I(xy) =
I(y). Suponhamos I(ab) > I(a), entdo, I(ab) = I(b). Portanto, basta tomar

O reciproco nao é verdade. Vejamos um contra-exemplo: Sejam R =7 e
I =v,:Z — NU{oco} a valorizacao p-adica.
Vejamos que v, é primario, mas, ndo ¢é f.c.p. (nem L-primo, pois, sendo
L = NU{oo} totalmente ordenado, esses conceitos sdo equivalentes):
Suponhamos v,(ab) > v,(a), em particular, a # 0.
Se b =0, entdo, Vn > 1, b" =0 e 1,(b") = v,(ab) = oco.
Se b # 0, entdo, ab # 0 e vy(ab) = v,(a) + v,(b), portanto, assumindo
vp(ab) > v,(a), teremos, v,(b) > 0, o que implica, p | b, isto é, b = p"d com

r > 0 e p nao divide d. Dai, ab = ap"d = p""*cd, onde p nao divide c. Entao,
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vp(ab) = r 4+ s. Devemos achar n > 0 tal que v,(b") > v,(ab). Temos que
b" = p™d", entdo, v,(b") = rn. Queremos n tal que rn > r+s. Entdo, basta
tomar n > ™. Logo, v, é primério.

Vamos ver, agora, que v, nao ¢ f.c.p. Seja x € Z tal que x # 0 e p | x.
Temos que v,(2?) = v,(z) + vp(x) = 2v,(x). Suponhamos, por absurdo, que
v, & f.e.p. Entao, v,(2?) = vp(x) Vi,(z) = vp(2), isto €, 2u,(x) = v,(x), logo,

vp(z) = 0, donde, p ndo divide z. Uma contradicao.

Proposicao 5.2.2 Sejav: K — I'U{oo} uma valorizacao de Krull. Se T

¢ um grupo ordenado arquimediano, entGo, v|a, € um ideal fuzzy primdrio.

Demonstracao:

Chamemos de u=v|4,.
Vejamos que p é primario:
Sejam a,b € A,. Se a =0 ou b =0, é trivial. Suponhamos a #0e b# 0
tais que p(ab) > u(a), entdo, p(a) + pu(b) = p(ab) > u(a), isto &, u(b) > 0.
Por outro lado, u(ab) > 0, pois, u(ab) > p(a) > 0.

Assim, como I' é arquimediano, existe n > 1 tal que nu(b) > u(ab), isto

é, p(b™) > p(ab). Portanto, v|a, é um L-ideal primério. o

Prova-se facilmente, imitando o caso de v,, que se v é uma valorizacao de

Krull ndo-nula, entdo, |4, ndo é um L-ideal f.c.p. de A,.

5.3 Diversos Radicais de L-Ideais

Daqui em diante, precisaremos supor, em alguns casos, hipoteses adicionais

sobre o reticulado L.

Definicao 5.3.1 a) Um reticulado totalmente ordenado L ¢é dito denso se

para todo a,b € L com a < b, existe c € L tal que a < ¢ < b.
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b) Um reticulado completo L é dito infinitamente distributivo se para todo

a € L e para toda familia {b;};c; C L, temos:

av (N\bi) = Navb)

i€l i€l
an(\/b)=\/(anb).
el el

E facil ver que num reticulado infinitamente distributivo sdo satisfeitas

as seguintes leis:

\(ai nby) = (\/ a:) A (\/ b))

/\_(CM Vb;) = (/\ a;) Vv (/_\ b;)-

Por outro lado, todo reticulado totalmente ordenado ¢ infinitamente dis-
tributivo.

A seguir consideraremos A um L-ideal proprio de R.

Definimos P4 como a familia de todos os L-ideias primos P de R tais que

ACPelyClIp.
Definicdo 5.3.2 O L-radical de A, denotado por /A, é definido por:
VA= (P |PePu}

Observe que se P4 = 0, entdo, vVA = R. Obviamente, VA é um L-ideal
de R e A C vA. Por outro lado, é facil demonstrar que \/ﬁ = VA4, e que
se A e B sio L-ideais com A(0) = 1 = B(0), entdao, VAN B = VAN VB.
Observe também que se L = {0, 1}, entdo, o L-radical de A coincide com o
radical classico de A. Porém, se L # {0,1} e A é um ideal classico de R, ndo

é imediato que v A coincide com o radical classico de A.

Proposigao 5.3.1 Se L ¢ um reticulado totalmente ordenado denso e A €

um L-ideal nao constante, entao, Py # 0.
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Demonstracao:

Como A & ndo constante, existe z € R tal que A(z) # A(0), mais
especificamente, A(r) < A(0). Como L é denso, existe a € L tal que
A(r) < a < A(0), dai, A, = {z € R | A(z) > a} # R, pois, © ¢ A,.
Portanto, existe um ideal primo préoprio J de R com A, C J. Seja P o

1, sezeJ
L-ideal a”, isto &, P(z) = , entao, é facil ver que P é um
a, sez¢J

L-ideal primo de R e que A C P e I4 C Ip. Portanto, P € Py.

Vejamos que as hipoteses da proposicao anterior nao sao necessarias para
que P4 # ). Por exemplo, se R =7, L = NU{cc} e A =1, com p primo,
mostraremos que /7, = 1) (= (p)), onde (p) é o ideal principal gerado por
P.

Observa-se que /v, = ({P | v, € Pe I, C Ip}. De fato, a condigao
I,, C Ip é satisfeita, pois, I,, = {0}, logo, \/7, = ({P | v, € P}. Por
outro lado, como P é um L-ideal primo de Z e 1, = 0o, temos que, devido

o 00, sex € J . )
a Proposigao 4.2.3, P(x) = , onde J é um ideal primo de

m, sex & .J
Z e m € N. Nessas condiges existe um primo ¢ tal que J = (gq), donde
00, sex € (q
P(z) = (@) )
m, sex ¢ (q)
Mais ainda, se exigirmos que v, C P, entao, necessariamente, ¢ = p. Com

efeito, temos que Vo € Z, v,(z) < P(zx), em particular, tomando = = p™*!
temos que v,(z) = m+1, donde P(z) = oo, ie, x = p™*! € (¢), 0 que implica
q|p,ie, ¢ =p.

Resumindo, temos que se P é um L-ideal primo que contém v, entao,

Pla) = 00, sex € (p)

m, sexgé(p).
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. 0o, z € (p)
Finalmente, 14, (z) = , donde, 1,y € P para todo P

0, z¢(p)
como acima, concluindo que /7, = 1¢,).

Definigao 5.3.3 O L-subconjunto R(A), definido por

R(A)(z) = \/ A(z")

neN

Ve € R, é chamado de R-radical de A.

E facil ver que se L = {0, 1}, entdo, o R-radical de A coincide com o
radical classico de A. Mais ainda, se L é qualquer e A é um ideal cléssico de
R, entao, o R-radical de A coincide com o radical cléssico de A.

Exemplo: Sejam R =Z, L = NU{oo} e A = 1, com p primo. Provaremos
que R(vp) = 1) (= (p)). Com efeito, se x € (p), entdo, x = kp para
algum k € Z, logo, vp(z) # 0 e R(1)(x) = V,50%(2") = V5o n-1p(7) =
(Voson) vp(z) = 00p(z) = 00 = 1, = 1)(z). Se x ¢ (p), entdo, p nao
divide , logo, v,(x) = 0 e R(vp)(z) = V, 50 ¥p(2") = V,son-vp(x) = 0 =
L) ().

Proposicdo 5.3.2 Se A é um L-ideal de R, entio, A C R(A) C VA.

Demonstragao:
Com efeito, A(x) <V, oy A(2") = R(A)(z) Yo € R, logo, A C R(A).
Suponhamos P4 # () e seja P € Py, ie, P é um L-ideal primo com A C P
e Ix C Ip. Assim, imP = {1,a}, onde a (# 1) é um elemento primo de L.
Sejam z € Ren e N.
e Se P(z™) = 1, entdo, 2" € Ip. Como Ip é um ideal primo de R, entdo,
x € Ip,ie, P(x) = 1. Logo, P(z") = P(x).
e Se P(z2") = a, entao, P(x) = a, pois, caso contrario, teriamos que P(x) = 1,

ie, © € Ip, donde, 2" € Ip e assim, P(z") = 1. Uma contradicao.
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Portanto, P(z) = P(z") > A(z"), pois, A C P. Logo,Vz € R, R(A)(z) =
Vpen A(z) < P(x). Finalmente, como essa relacao é vélida, VP € Py, temos

que R(A) C (pep, P- Logo, R(A) C VA. o

Proposicao 5.3.3 Se A ¢ um L-ideal de R e L ¢ infinitamente distributivo,

em particular, se L € totalmente ordenado, entdo, R(A) é um L-ideal de R.

Demonstragao:
Sejam z,y € R. Obviamente, R(A)(—x) = R(A)(z).

V R(A)(y), basta provar,
em virtude de R ser comutativo, que R(A)(zy) > R(A)(xz). Com efeito,
R(A) (@) = Vg A)") = Vg A@"5") 2 V,img Ala”) = R(A) (@)

Resta provar que R(A)(z +vy) > R(A)(z) A R(A)

Para provarmos que R(A)(zy) > R(A)(z)

y). Sejam m,n > 0,
entao, pela formula do bindémio de Newton,

m—+n m+n

(x + y)m+n _ Z mernfk:yk _
k=0 k
- m+n ki h = [ mtn fn—k, k-
k=0 k k=n+1 k

Portanto, A((x +y)"™") > A(z™) A A(y™), donde, R(A)(z +y) =

Viso Al@ +9)") = Vypuso All@+9)") =V so(A(@™) AA(y")). Por ser
L infinitamente distributivo, concluimos que R(A)(z +y) > V50 A(@™) A

Vizo AW") = R(A)(2) AR(A)(v)- o

Uma outra propriedade do R-radical facilmente demonstravel é a seguinte:

se A e B sao L-ideais, entdo, R(AN B) = R(A) N R(B).

Lema 5.1 i) Se J é um ideal cldssico de R e a € L\ {1} € primo, entdao,
Val = gV’

i) Se J € um ideal cldssico de R e a € L, entdo, \/aj 2 a ;.

61



Demonstracao:

i) Seja = € R tal que z ¢ v/J, entdo, por definicdo, (aﬁ)(x) = a, além disso,
existe um ideal primo Q de R com J C @ tal que # ¢ Q. Seja P = a©@,
entdo, temos que P ¢ um L-ideal primo de R, a’ C P e J C Ip = Q. Dai,
a=a’(x) < (Val)(z) < a, ie, (Va!)(z) = a.

Agora, seja z € v/J. Entdo, (aV7)(z) = 1. Seja P um L-ideal primo de

Rtal que @/ C Pe J C Ip. Como z € V/J, entdo, existe n > 0 tal que
" € J, o que implica que 2™ € Ip. Dai, como Ip é primo, x € Ip, isto é,
P(z) = P(0) = 1, donde, (Va’)(z) = 1.
ii) Se z ¢ /J, entio, a7(r) =0 < (Vay)(r). Agora, se x € V/J, entdo,
a,5(z) = a. Além disso, se P ¢ um L-ideal primo com a; C P e J C Ip,
temos que Ip é primo, donde, v/.J C Ip, logo, = € Ip, ou seja, P(z) = P(0) =
1. Isso implica que y/aj(z) = 1. Assim, a 5(v) =a <1 = (y/as)(z). o

Observa-se que a igualdade da parte ii é valida se, e somente se, a = 1.
Na seqiiéncia veremos que os diversos conceitos de radical de um L-ideal

permitem definir correspondentes conceitos de ideais primérios fuzzy.

Definicao 5.3.4 Seja J um L-ideal nao constante de R, entao,
a) J é dito um L-ideal L-primdrio de R, se para todo A, B L-ideais de R
temos:

A-BCJ=ACJouBCVJ.
b) J é dito R-primdrio se para todo A, B L-ideais:
A-BCJ=ACJouBCR().

Lema 5.2 Seja L um reticulado totalmente ordenado denso e J um L-ideal
nio constante de R. Seja x € R tal que J(1) < J(z). Entdo, (v J)(1) <
J(x).
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Demonstragao: Seja m € L tal que J(1) < m < J(z). Entdo, J, é um

ideal proprio de R, pois, 1 ¢ J,,. Seja P um ideal primo de R tal que J,, C P,

. L, zeP | . :
P # R e seja A(x) = ,ie, A = mP. Assim, A é um L-ideal
m, v¢P

primo de R. Além disso, A € P;. Entio, (vJ)(1) < A(1) =m < J(z). o

Lema 5.3 Seja L um reticulado totalmente ordenado e J um L-ideal de R

tal que imJ ={1,a} com a € L'\ {1}. Entao, I 5 = /1.

Demonstragao:

(€) Seja = € I /5, isto &, (vVJ)(x) = 1 e seja B um ideal primo de R tal
que I; C B. Consideremos o L-ideal proprio A(x) = L zebB . Assim,

a, v¢ B

temos que J C Ae I; C I, = B, ou seja, A € P;. Dai, (V.J)(x) < A(x),
donde, A(z) = 1, ou seja, z € I, = B, logo, x € \/I.

(D) Seja x € /I, entdo, existe n > 0 tal que 2" € I, isto é, J(z") = 1.
Como imJ = {1,a}, entdo, J(x) = 1, ou seja = € I;. Seja P um L-
ideal primo de R tal que J C P e I; C Ip. Entao, P(x) = 1. Portanto,

(V) () =1,isto &,z € I 5.

A seguir, enunciaremos algumas propriedades dos diversos L-ideais pri-

marios definidos acima.

Proposicao 5.3.4 Seja L um reticulado totalmente ordenado denso e seja
J um L-ideal de R. Entao, J é L-primdrio < J(0) = 1, I; € um ideal

primdrio de R e imJ = {1,a} com a € L\ {1}, isto é, J = al’.

Demonstracao:
(=) Suponhamos que J é um L-ideal L-priméario e J(0) = b < 1. Seja

J(1) = a. Como J é nao constante, entao, a < b, ie, J(1) < J(0), logo, pelo
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Lema 5.2 (v/J)(1) < J(0) = b. Sejam € L tal que b < m < 1 e sejam A, B

. m, T & [J ~
L-subconjuntos de R tal que A(x) = e B =bp. Entao, Ae
a, x ¢l

B sao L-ideais de R. Provaremos que A- B C J.

Seja x € R. Se x € I, entao, J(x) = J(0) =be (A- B)(x) = {A(y) A
Bi2)|ly-z=2} ={Aly) Ab|y-z=2z} <b=J(x). Se x ¢ I, entdo,
A(z) =a <b. Logo, (A-B)(z) =a=J(1) < J(z).

Portanto, A- B C .J, mas, A Z J, pois, J(0) =b < m = A(0) e BZ V/J,
pois, (v/J)(1) < b= B(1). Uma contradicao, logo, J(0) = 1.

Provaremos, agora, que imJ = {1,a}, com a € L\ {1}. Como J & nao
constante, existe a # 1 tal que J(1) = a. Suponhamos que existe b € L,
com a < b < 1 tal que b € imJ. Seja z € R tal que J(z) = b. Entdo,

pelo Lema 5.2, (v/J)(1) < J(z). Sejam A, B L-subconjuntos de R tal que
A(z) = L zeh e B = bg. Entao, A e B sao L-ideais de R. Além
a, ¢ Jp
disso, A- B C J. Mas, A Z J, pois, J(z2) =b < 1 = A(z) e B Z \/J, pois,
(v J)(1) < J(2) = b= B(1). Uma contradicdo, portanto, im.J = {1,a}.
Resta provar que [; ¢ um ideal primério de R. Sejam S, T ideais de R tal
que S-T C I;. Consideremos os L-ideais A = 1ge B = 17. Entao, A-B C J.
De fato, (A- B)(z) = {lg(x) AN1r(y) | -y = z}. Assim, (A- B)(z) =0 ou
(A-B)(z) =1. Se (A-B)(z) =0, entao, (A-B)(z) < J(z). Se (A-B)(z) =1,
entdo, z=z-yondex € Sey T, logo, z € I;,isto ¢, J(z) = 1.
Agora, como J é L-primario, A C J ou B C VJ. Se A C J, entao,
S CI;. Se BC VI , entao, T'C I 5 = VI;. Logo, I; é um ideal primario
de R.
(<) Suponhamos J como na hipotese. Sejam A, B L-ideais de R tais que

A-B C J. Suponhamos que A € J e B € v/ J. Entéo, existem z,y € R
tais que A(z) > J(z) e B(y) > (v/J)(y). Como J(0) =1 = (+/J)(0), entdo,
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v ¢ Iyey¢ I ComonIj =1, entdo, y & \/I;. Assim, x -y & I,
ou seja, J(z -y) = a. Portanto, J(z) = a e J(y) = a, logo, A(x) > a e
B(y) > a, isto é, A(x) A B(y) > a, pois L é totalmente ordenado. Por outro
lado, a = J(z-y) > (A- B)(z-y) > A(x) A B(y), ie, A(z) A B(y) < a. Uma

contradi¢ao. Portanto, J é um L-ideal L-primario de R.

Observe, na proposicao anterior, que como L é totalmente ordenado e

a # 1, entdo, a é um elemento primo de L.

Proposicao 5.3.5 Seja J um L-ideal de R, entdo, J é R-primdrio < J(0) =
1,1; é um ideal primdrio de R e imJ = {1,c}, isto é, J = clv, onde

ce L\ {1} ec é um elemento primo de L.

Demonstracgao:
(=) Suponhamos J R-primério. Provaremos primeiro que |imJ| = 2. De
fato, como J é nao constante, |[imJ| > 2. Seja x ¢ I; e seja ¢ = J(z), entao,
J(1) < ¢ < 1. Chamando de a = J(1) consideremos os L-ideais A = a(,) e
B = cp.

Afirmacgao: A-B = a(,) - cg C J.

Com efeito, seja z € R, entdo, (A- B)(z) = \/{A(z1) A B(z2) | 21 - 22 =
2} =V{A(z1) ANc| z1 - 20 = 2}

Se z; € (x), entdo, z € (x) e A(z) = 1, donde, A(z1) Ac =c = J(x)
J(2). Se z1 ¢ (z), entdo, A(z1) = a = J(1) < J(2), portanto, (A - B)(2)
J(z),ie, A-B C J.

IN

IN

Por outro lado, A Z J, pois, A(x) = 1 > ¢ = J(x). Logo, como J
¢ R-primério, devemos ter B C R(J). Portanto, J(z) = ¢ = B(1) <
R(J)(1) =\ J(1) = a, resultando ¢ = a, o que implica J(z) = J(1). Dali,
imJ = {J(1),J(0)}.
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Provaremos, agora, que J(0) = 1. Suponhamos J(0) = b < 1 e sejam
A = bgr e B = 1;,. Provaremos que A-B C J. Seja z € R, entao,
(A-B)(x) = V{A(z1) AN B(xg) | &1 - 29 = 2} = V{b A B(x3) | x1 - x5 = x}.
Se x9 € I, entdo, x € I; e B(xy) =1, donde, b A B(x) =b < J(0) = J(x).
Se xo ¢ Iy, entdo, b A B(zy) = bA0 = 0 < J(x). Resulta, entdao, que
(A B)() < J(x).

Afirmacao: AZ Je BEZ R(J).

Isso seria uma contradigdo, pois, J é R-priméario, donde, J(0) = b = 1.

Com efeito, A(1) = b = J(0) > J(1), donde, A € J. Além disso,
B(0)=1>b=J(0) =R(J)(0), donde, B Z R(J).

A seguir, demonstraremos que ¢ (= J(1)) é um elemento primo de L.

Sejam a,b € L tais que a A b < ¢ e consideremos os L-ideais (constantes)
agr e bg. E facil ver que by - ag C J, portanto, como J é R-priméario, temos
que bgr C J ou ag € R(J). Se bg C J, entdo, b = br(l) < J(1) = c. Se
agr C R(J), entdo, a = ar(l) < R(J)(1) =J(1) =c.

Resta provar que I; é um ideal primario de R.

Sejam z,y € R tais que zy € I, ie, J(zy) = J(0) = 1. Consideremos os
L-ideais 1¢;) e 1¢,). Prova-se facilmente que 1, - 1¢,) C J, portanto, como
J & R-primério, temos que 1y C J ou 1) € R(J). Se 1) € J, entdo,
1 = 1(z) < J(x), donde J(z) = 1 e x € I;. Se 1y C R(J), entdo,
1 =14 (y) < R(J)(y), donde, \/, -, J(y") = 1 e, como J & finito valuado,
necessariamente, existe n > 0 com n # 0, pois, J(1) < J(0) = 1, tal que
J(y") =1, ie, y™ € 1.

(<) Suponhamos que J satisfaz as condigdes dadas.

Sejam A, B L-ideais de R tal que A-B C J. Suponhamos, pelo absurdo,
que A Z Je B Z R(J). Entao, existem z,y € R tais que A(x) £ J(x)
e B(y) £ R(J)(y). Assim, x ¢ I;, pois se J(z) = 1, entdo, teriamos,
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A(z) < J(x). Damesma forma, y ¢ Iy = /I (sendo valida esta igualdade
por ser im.J finita). E, portanto, como [; é primario, xy ¢ I, ie, J(xy) = c.

Agora, temos que A(z) A B(y) < (A- B)(zy) < J(zy) = c. Como ¢ é um
elemento primo e A(z) £ J(x) = ¢, entdo, B(y) < c. Mas, y ¢ /1, isto é,
Vn € N, y" ¢ I;, donde, J(y") = ¢ ¥n € N. Logo, R(J)(y) = ¢ > B(y),
uma contradi¢do. Portanto, A C J ou B C R(J), isto é, J é um L-ideal

R-primério de R.

Corolario 5.3.5.1 Se L ¢ um reticulado totalmente ordenado denso, entao,

J € L-primdrio < J € R-primdrio. o
Proposicao 5.3.6 Todo L-ideal R-primdrio € primdrio.

Demonstracao:

Seja J R-primario e sejam z,y € R tais que J(zy) > J(x), entdo, J(zy) =
leJ(z)=ccomcée L\ {1}, ¢ elemento primo de L.

Por outro lado, como I; = {z € R | J(z) = J(0) = 1}, temos que
xy € I, logo, como I; é primario e = ¢ I, existe n > 0 tal que y" € I, isto

¢ J(y") =1=J(zy). o

Vejamos que o reciproco, em geral, nao é verdade. Para tanto, considere-
mos R =7, L = NU{oo} e J = v, com p primo. Sabemos que v, é primério,
mas, obviamente, nao ¢ R-primério, pois, tmuv, = L.

Por outro lado, para os mesmos R e L dados acima, se m,n € N com
m >0en > 1, epé primo, entdo, o L-ideal J = m®") ¢ R-priméario (e,

portanto, também priméario) de R, pois, (p™) é primério.

Proposigao 5.3.7 a) Se L é um reticulado totalmente ordenado denso e J

¢ um L-ideal L-primdrio de R, entdo, \/J é wm L-ideal primo de R.
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b) Se J € um L-ideal R-primdrio de R, entdo, R(J) é um L-ideal primo de
R.

Demonstragao:

a) Pela Proposi¢ao 5.3.4, J(0) = 1, I; é um ideal primario de R e imJ =
{1,a} com a # 1, ie, J = a!’. Portanto, como ;= VI;e/I;éum ideal
primo por ser [; primario, temos que I 5 é um ideal primo de R. Além
disso, V/J = Vals = aV17, o que implica que v/J é um L-ideal primo pela
Proposicao 4.2.3.

b) Seja J um L-ideal R-priméario de R. Entdo, pela Proposi¢ao 5.3.5, temos
que J = ¢!V, onde ¢ # 1 & um elemento primo de L e I; é um ideal primario
de R.

Afirmacdo: R(J) = V1.

Com efeito, se z € /I, entao, existe n > 0 tal que 2™ € I, ie, J(a") = 1,
logo, R(J)(z) = V,,en J(@™) = 1 = ¢VI7(z). Se x ¢ /I;, entdo, ¥n >
0, 2" ¢ I, ie, ¥Yn > 0, J(z") = ¢, donde, R(J)(z) = ¢ = ¢V (z).

Em conseqiiéncia, pela Proposi¢do 4.2.3, temos que R(J) é um L-ideal

primo de R, pois, sendo [; primério, temos que y/T; é primo.
As duas proposicoes seguintes reforcam a importancia do R-radical como
préximo do radical classico.
Proposicao 5.3.8 Se A € um L-ideal de R, entao,
R(A):U{:z:a|xER,a€L edn>0:(z,)" € A}.
Repare que (x,)" =g ... x4 = (2")q4.

Demonstragao:

D: Sejam xz € Rea € L tal que In > 0 : (x,)" € A, ie, (z"), € A, entdo,
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A(a") > a, logo, R(A)(7) = V50 Az™) > A(2") > a, ie, 7, € R(A), daf,
Hzae |z €Ra€Leadn>0:(x,)" € A} CR(A).

C: Consideremos y € R e seja a, = A(y") para todo n > 0, entdo,
(1)ar € A, i€, (gar)" € A Assim, RIANG) = Vyog AG™) = Vi =
Voo Uen®) = Upzoto)(®) < Ufra | 2 € Ria € Ledn > 0: (a,)" €
A})(y). Portanto, R(A) C | {zs |z € R,a€ LeIn>0:(z,)" € A}.

Proposicao 5.3.9 Se J ¢ um L-ideal nao constante de R, entao, J € R-
primdrio < Vz,y € R,Ya,b € L, temos que se x, -y, € J, e x, & J, entao,
In >0 (y)" € J.

Demonstracgao:

(=): Suponhamos que J é R-primario. Entao, pela Proposigao 5.3.5, J(0) =
1, I; é um ideal primério de R e imJ = {1, ¢} onde ¢ é um elemento primo
de L\ {1}.

Sejam z,y € R e a,b € L tais que z, -y, € J e x, ¢ J, isto &, a £
J(z), logo, x ¢ I;, pois, J(0) = 1. Dai, ¢ = J(x) 2 a. Suponhamos, por
absurdo, que Vn > 0, (y,)" ¢ J, entao, Vn > 0, y" ¢ I;, donde, por ser I,
primario, zy ¢ I;, isto é, J(xy) = ¢. Mas, (z, - ¥»)(2y) = a A b, ou seja,
alNb= (z, p)(ry) < J(xy) = c¢. Agora, como ¢ é um elemento primo,
entao, a < c ou b < ¢, mas, como a £ ¢ temos b < ¢. Seja n > 0, entao,
(yp)"(y™) = b < c = J(y"), pois, y" € 1;, isto é, (y»)" € J, uma contradicao.
(«<): Suponhamos que Vz,y € R e Ya,b € L com x, -y, € J e z, ¢ J existe
n > 0 tal que (y,)" € J. Vamos mostrar que J(0) = 1, I; é um L-ideal
primario de R e imJ = {1,¢} onde ¢ € L'\ {1} e ¢ um elemento primo de L,
donde, pela Proposicao 5.3.5, teremos que .J é R-primério.

Suponhamos que J(0) = a < 1. Como J nao é constante, existe x € R

tal que J(x) < J(0). Temos que x,-0; = (z-0)ar1 = 0, € J, pois, J(0) = a.
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Mas, z, ¢ J, pois, J(x) < J(0) = a. Por outro lado, ¥n > 0, (0,)" = (0"); =
0, ¢ J, pois, J(0) = a < 1, uma contradi¢ao. Logo, J(0) = 1.

Sejam z,y € J com xy € I, isto &, J(zy) = 1. Queremos mostrar que
x € Iy ou In > 0 tal que y" € I;. Suponhamos que = ¢ I, logo, J(z) < 1
e, portanto, x1 ¢ J. Mas, x1 - y; = (zy)1 € J, pois, J(zy) = 1, logo, pela
hipotese, existe n > 0 tal que (y;)" € J, isto é, J(y") = 1, ou seja, y" € ;.

Como J(0) =1, e J é ndo constante, entdo, J(1) = ¢ com ¢ < 1. Agora
seja x € R tal que J(z) < 1. Provaremos que J(z) = ¢. Chamando a = J(z),
temos, ¢ = J(1) < J(z) = a, donde, ¢ < a. Por outro lado, temos que
11, = x4 € J, pois, J(x) = a. Mas, 1 ¢ J, pois, 1 > a = J(z), logo,
existe n > 0 tal que (1,)" € J, ou seja, 1, € J. Assim, a < J(1) = ¢, donde,
a = ¢, portanto imJ = {1,c} onde c € J \ {1}.

Resta mostrar que ¢ ¢ um elemento primo de L. Sejam a,b € L tais que
aANb<c. Entao, 1,-1, € J, pois, J(1) = ¢ > a Ab. Suponhamos que a £ c,
entdo, 1, ¢ J, logo, existe n > 0 tal que (1,)" € J, isto é 1, € J, ou seja,

b < J(1) = ¢, portanto, ¢ é um elemento primo de L.

No que resta deste capitulo, demonstraremos que, sob certas condicoes
sobre o reticulado L e sobre o L-ideal A, o L-radical de A e o R-radical de

A coincidem.

Definigao 5.3.5 Um conjunto parcialmente ordenado (>, <) diz-se que sa-
tisfaz a condicdo de cadeia ascendente se toda seqiiéncia crescente em > €
estaciondria, 1sso significa que se r1 < o < ... < a1 < ... € uma seqliéncia

cresecente em Y ., existe n tal que x = x, para todo k > n.

Lema 5.4 Seja (>, <) um conjunto parcialmente ordenado, entdo, sio equi-

valentes:
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i) > satisfaz a condi¢ao de cadeia ascendente;

ii) todo subconjunto nao vazio de Y tem um elemento mazimal.

Demonstracgao:

(i = ii): Suponhamos que (ii) é falso, ou seja, existe um subconjunto N C )
tal que N # () e nao tem elemento maximal. Seja x; € N, entdo, x; nao
¢ maximal de N, logo, existe x5 € N tal que x; < x5. Também, x5 nao é
maximal de N pela suposicao. Assim, existe z3 € N tal que x7 < 19 < 3.
Nesse processo construimos uma seqiiéncia crescente nao estacionéaria em »_,
o que contradiz (i).

(ii = i): Se z1 < x5 < ... & uma seqiiéncia crescente em Y ., entao, o conjunto
N = {zy | k > 1} é ndo vazio e tem elemento maximal, digamos, x,. Logo,

a seqiiéncia € estacionaria.

Definicao 5.3.6 Sejam A um L-subconjunto de R. Diremos que A tem a

propriedade do supremo se imA satisfaz a condicdo de cadeia ascendente.

Seja A um L-ideal de R e a € L. Chamemos de Q% = {P, | P € P4} e
Q, ={I| I éum ideal primo e A, C I'}. Observa-se que [ Q, = VA, e que
NQ*=N{P.| P e Pa}=(N{P|PEPa})a= (A

Lema 5.5 Suponhamos que L ¢é totalmente ordenado, e A € um L-ideal de

R com A(0) =1 e com a propriedade do supremo. Entdo, ¥V a € L, Q% = Q,.

Demonstracgao:

Seja P, € Q% Entao, P € Py, isto é, P é um L-ideal primoe A C P, em
particular, A, C P,. Logo, como imP = {1, ¢}, temos, P, = R ou P, = Ip.
Portanto, P, € Q,. Assim, Q% C Q,,.
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Seja I € Q,, ie, I é um ideal primo de R e A, C I. Seja P tal que

1, sexel
P(z) = ,ie, P = b onde b = \/{A(z) | z ¢ I}. Como A
b, sex &I

tem a propriedade do supremo e L é totalmente ordenado, entao, b = A(y)
para algum y ¢ I, dai, y ¢ A,, ie, A(y) < a. Logo, A(y) =b < a < 1. Assim,
P é um L-ideal de R com Ip = P, = I. Como L é totalmente ordenado, b é
um elemento primo, logo, P é um L-ideal primo de R. E facil ver que A C Pe

Iy C A, CI=Ip. Portanto, P € P4, logo, P, =1 € Q% donde Q, C Q%

Corolario 5.3.9.1 Suponhamos que L € totalmente ordenado e A tem a

propriedade do supremo. Entdo, Va € L, (VA)y = /A,. 0

Lema 5.6 Suponha que L € totalmente ordenado e A tem a propriedade do

supremo. Entao, VYa € L, R(A), = VA,.

Demonstracao:

Suponhamos que x € R(A),. Entdo, R(A)(z) > a, ie, Vo A(z") > a.
Logo, como A tem a propriedade do supremo e L ¢ totalmente ordenado,
existe k € N tal que A(2*) > a, ie, 2% € A,. Entao, x € VA,.

Suponhamos que x € /A,. Entdo, existe £ € N tal que z* € A,, ie,
A(2*) > a. Logo, R(A)(z) =V, A(z™) > A(z¥) > a, ie, 2 € R(A)a. O

Proposicao 5.3.10 Suponha que L € totalmente ordenado, A tem a pro-

priedade do supremo e A(0) = 1, entio, R(A) = VA.

Demonstracgao:

Basta mostrar que Va € L, R(A), = (VA)q.

Pelo Lema 5.6, temos que R(A), = v/Aq, e pelo Corolario 5.3.9.1, /A, =
(V/A),. Portanto, R(A) = VA.
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O exemplo das valorizagoes p-adicas v, que tem mesmo L-radical e R-
radical, mostra que as hipoteses da proposicao anterior nao sao necessarias
para essa igualdade. Com efeito, apesar de termos, para o caso citado, L =
N U {oo} (totalmente ordenado) e v,(0) = co (= 1), temos que v, ndo tem
a propriedade do supremo, ie, im(v,) (= L) nao satisfaz a propriedade de

cadeia ascendente.
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Capitulo 6

L-Representacao R-Primaria

6.1 Motivacao: Representacao Primaria Clas-
sica e Anéis Noetherianos

Definicao 6.1.1 Sejam R um anel e I um ideal de R. Uma representacao
primdria de I € uma expressao de I como uma intersecao finita de ideais
primdrios, te, I = q N gy N ...N¢q,, onde cada q; é um ideal primdrio.

Uma representacao primdria I = ¢ N ...N¢q, € dita reduzida, minimal
ou rredundante se:
i) 0s radicais \/qi, . ..,\/qn sS40 distintos;
i) ¢ D ﬂ#iqj parai=1,... n.
Proposicao 6.1.1 Toda representacio primdria pode ser reduzida a uma

mainimal.

Demonstracao:

Suponhamos I = ¢; N...N g, onde cada ¢; é primario.

Suponhamos que /q; = /qx = P. Provaremos que \/q; Nqx = P e que
qj N g € primério. Temos que \/¢; Nqx = \/q; N /g = PN P = P. Além
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disso, suponhamos que zy € ¢; Nqx € y & q; N qx, assim, zy € g; e Ty € gy,
sendo que y & g; ou y & gy

Suponhamos que y ¢ ¢;, entdo, existe m > 0 tal que 2™ € g, isto é,
T € ,/q; = \/q- Logo, existe n > 0 tal que 2" € g, dali, gmar{imn} ¢ q; N Q.
Podemos escrever, entao, I = ¢;N...Ngq, onde cada g; possui radical diferente
de gj para j #1i,5=1,...,7.

Finalmente, se algum ¢; D ﬂ#i gj, basta eliminar ¢; da expressao [ =

G MN...Nqg. O

Definicao 6.1.2 Sejam R um anel e I um ideal de R. I é dito irredutivel
se cada vez que [ = JN K com J e K ideais, temos que [ = J ou I = K,

caso contrdrio, I € dito redutivel.

Definicao 6.1.3 Dizemos que R ¢ um Anel Noetheriano se toda seqiiéncia

ascendente de ideais em R € estaciondria.

Proposi¢ao 6.1.2 R ¢ Noetheriano < toda colecao S # ) de ideais de R

tem elemento mazimal.

Demonstracio: E conseqiiénia imediata do Lema 5.4. 0

Lema 6.1 Se R é Noetheriano, todo ideal I de R pode ser decomposto como

intersecao finita de idears irredutiveis.

Demonstracgao:
Suponhamos que exista algum ideal de R que nao admita tal represen-
tacao e consideremos a familia: S = {I C R | I ¢ um ideal de R e nao admite

uma representacao finita em irredutiveis} # (). Em particular, todo elemento
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de S é redutivel. Como R é Noetheriano, & possui um elemento maximal
MeS. Assim, M = KNJcom M # K e M # J. Como M é maximal
eM CKeMCJ, K, J¢&S, entao, eles admitem uma representagdo em

irredutiveis, o que implica que M também possui. Uma contradi¢ao.

Lema 6.2 Seja R um anel Noetheriano. Se o ideal zero é irredutivel, entao

€ primdario.

Demonstracao:

Suponhamos (0) irredutivel e zy € (0) com y ¢ (0), isto &, zy = 0 e
y # 0. Devemos provar que alguma poténcia de x é zero.

Para cada a € R, definimos Ann(a) = {z € R | za = 0}. Prova-se
facilmente que Ann(a) é um ideal de R. Consideremos os ideais:

Ann(z) C Ann(2?) C ...

Como R ¢ Noetheriano, existe n > 0 tal que Ann(z") = Ann(z"*) = ...
Afirmamos que (2™) N (y) = (0). Com efeito, se z € (2™) N (y), entdo,
z = 2"a e z = yb, onde a,b € R. Logo, zx = ybxr = 0, pois, xy = 0.
Portanto, z""a = z(z"a) = zz = 0, isto é, a € Ann(z"™) = Ann(z").
Assim, ax™ = 0, donde, z = az™ = 0.

Em conseqiiéncia, como (0) é irredutivel, temos que (z") = (0) ou (y) =

(0). Mas, y # 0, donde, (2") = (0), portanto, 2™ = 0. o

Lema 6.3 Se R é Noetheriano, entao, todo ideal irredutivel de R € primdrio.

Demonstragao:
Seja I um ideal irredutivel de R e consideremos o anel quociente R/I.

Provaremos que o ideal zero de R/I ¢é irredutivel:
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Suponhamos (0) = J N K em R/I, entdo, considerando a projegiao T :
R — R/I, temos que I = 771(0) = 7 Y(JNK) = = }(J) n 7 YK).
Portanto, como I ¢ irredutivel em R, I = 7~ 1(J) ou I = 7 }(K), donde,
0) = n(I) = 7(x1(J)) = Jou (0) = n(I) = n(r"1(K)) = K, ie, (0) é
irredutivel.

Pelo lema anterior, temos que (0) é primario. Provaremos agora, que [ é
primario:

Sexyeleydl, entao, Ty =0e 7y # 0, isto é, 7y € (0) e y ¢ (0), dai,
como (0) é primario, existe n > 0 tal que 7" € (0), donde, Z° = 0, isto é,

2" = 0, resultando que z" € I.

Proposicao 6.1.3 Se R ¢ Noetheriano, entao, todo ideal de R admite de-

composi¢io primdria (minimal).

6.2 L-Representacao R-Primaria

Definicao 6.2.1 Seja A um L-ideal de R. Uma representacdo de A como
uma intersecao finita, A = J1 N ...N J,, de L-ideais R-primdrios de R ¢é
chamada uma L-representacao R-primdria finita de A. Essa representacdo
€ chamada irredundante se J; 2 ﬂ#i Jj para i =1,...,n e os R-radicais

R(J1), ..., R(Jy) sdo distintos.

A definicao anterior é motivada pelo caso classico onde, como no caso dos
anéis Noetherianos, a decomposicao primaria de ideais se d4 num nimero
finito de termos. No entanto, no caso fuzzy ha exemplos relevantes de de-
composi¢ao R-primaria infinita como veremos a seguir.

Se R=7Ze L =NU{oo}, entao, o L-ideal 1, onde p é um namero primo,

admite a seguinte decomposi¢ao R-primdria infinita: v, = ﬂnzo n®. 0
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fato dos L-ideais n®""") serem R-primarios foi discutido no Capitulo 5.
Com efeito, se z = 0, entéo, v,(z) = oo e para todo n, n®"")(z) = oo (=
1z,), pois, 0 € (p"*'), logo, N0 n® ) (z) = Nnso 00 = 00 = ().
Se x = m € N, entdo, v,(x) = v sendo v o maior nimero natural tal
que x € (p), logo, ﬂnZO n(pnﬂ)(I) = ﬂZ;é n(pnﬂ)(x) n ﬁnZV n(pnﬂ)(x) =
00N .. ANOAVA(V+1)A .. =v=1(x).

Este exemplo sugere a seguinte definicdo:

Definicao 6.2.2 Seja A um L-ideal de R. Uma representacdo de A como

uma interse¢ao A = (.., Ji de L-ideais R-primdrios de R é chamada uma L-

iel
representacao R-primdria de A. Essa representacdo € chamada irredundante

se J; D ﬂj# J; para todo i € I e se i # j, entio, R(J;) # R(J;).

Lema 6.4 Suponhamos que J € um ideal de R tal que J € uma interse¢ao

finita de ideais primdrios. Entao, para todo a € L com a # 1 e a um elemento

. . ‘ 1 sexelJ , .
primo, o L-ideal a’ definido por a’(z) = € uma intersecao
a sex¢J

finita de L-ideais R-primdrios.

Demonstracgao:

Suponhamos J = () J; onde os J;’s sdo ideais primarios de R.
e se z € J, entdo, a’(x) = 1, por outro lado, z € [ J;, isto é, x € J; Vi.
Assim, a’i(x) = 1 Vi, ou seja, ((a’)(z) = Na’i(z) =1,
e se x ¢ J, entdo, a’i(z) = a, e, por outro lado, existe i tal que x ¢ J;, ie,
a’i(z) = a, logo, (Na’!)(z) = Aa’i(z) = a.

Portanto, temos que a’ = (a”".

Por outro lado, I,s; = J; onde J; ¢ primério, a’i(0) = 1 e im a’t = {1, a}.

Logo, pela Proposicio 5.3.5, a’i ¢ R-primario.
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Lema 6.5 i) Seja A um L-ideal de R com A(0) =1 eimA ={A(1l) =ag <
a; < ... <a, <..<A0)}. Entdo, A=) a?ai“ = a?“l N..Nan..
ii) Seja A um L-ideal de R com A(0) =1, imA ={A(l) < ... <a, < .. <

a; < ap = A(0)} e com /\r20 a, = A(1), entdo, A = ﬂiz1 a]?aifl.

Demonstracgao:

i) Seja x € R e suponhamos A(z) = ag, k > 0. Entao, z € A,, € A -

- ap—1

o C Ay ex ¢ A, para j > k+ 1, donde, a?‘”“ =1lparai=0,..,k—1

e qlut = a; para i > k. Portanto, (7,5 a?a”l)(q:) = Aizo a?a”l (r) =

INATAaANaggr Ao Aap_g A .. = a = A(x). Se A(z) = A(0), entdo,

A(z) > a;, Vi > 0, logo, a,"*' () = 1, ¥i > 0, donde, (s, "' )(x) =

Ao () = 1 = A(0) = Ax).

ii) Seja x € R e suponhamos A(x) = ai, k > 1. Entdo, v € A,, C A,,,,
. C Ay e x ¢ A, para i = 0,...,k — 1, donde, aiAa""l(x) = 1 para

i>k+1le a,:“”’l(as) = a; para i = 1,... k. Portanto, (5, a?ai’l)(:ﬁ) =

Nis1 af““(a:) =a;Nag A ... Nag AN1TAATA L =ap = Ax). Se A(z) =

a9 = A(0), entio, 7 € Ay, Yk > 0, logo, (s a7 )(#) = Ay o (2) =
Niz11=1=A(0) = A(x).

Finalmente, se A(z) = A(1), entdo, A(x) < ag, Vk > 0, logo, © ¢ A,,,
Vk > 0, donde, a?ai’l (z) = a;, Vi > 1, portanto, (7,5, a?ai’i)(x) = Nis1 i =

A1) = A(z). o

Corolario 6.2.0.1 Se A é um L-ideal finito valuado de R com A(0) =1 e

) ~ _1 Aa,
imA ={ay < a; <..<a,}, entdo, A= ﬂ;;& a "t

Proposicao 6.2.1 Suponhamos que L é totalmente ordenado. Se cada ideal
de R tem uma representacao primdria, entao, cada L-ideal A de R tal que

A(0) =1 e A ¢ finito valuado, tem uma L-representa¢do R-primdria finita.
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Demonstracao:
Suponhamos que cada ideal de R tem uma representacao primaria.
Seja imA = {ag,...,a,_1,a, = 1} com ag < a3 < ... < a,_1 < 1. Entao,

In=A, CAy , C...C Ay =R

Pelo Corolario 6.2.0.1, temos que A = agl‘” Nn..N affﬁ. Como cada

A,, tem uma representagao primaria, pelo Lema 6.4, temos que os L-ideais

A
)

Aq,
r—1

al

, e @ 27 tém uma L-representacao R-primaria finita, assim, A tem uma

L-representagao R-primadria finita.

Corolario 6.2.1.1 Suponhamos que L ¢ totalmente ordenado e R é um anel
Noetheriano. Entao, todo L-ideal A de R tal que A(0) = 1 e A € finito

valuado tem uma L-representacao R-primdria finita. o
Pode-se demonstrar a seguinte proposigao.

Proposicao 6.2.2 Seja A um L-ideal de R. Se A tem uma L-representacao

R-primdria, entao, A tem uma L-representagao R-primdria irredundante.
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Capitulo 7

L-Variedades Algébricas

7.1 Motivacao: Conjuntos Algébricos em Es-
pacos Afins

Sejam K um corpo e C' um corpo algebricamente fechado tal que K C C,
e denotemos com A™(C') o conjunto C' X C' X ... x C' (= C™) sem estrutura
alguma. A™(C) é chamado espaco afim sobre C' e seus elementos sao chama-
dos pontos.
AY(C) ¢é a reta afim sobre C
A%(C') ¢ o plano afim sobre C

Denotamos com K{zy,...,z,] o anel de polindmios em n variaveis com

coeficientes em K.

Definicao 7.1.1 Dado um subconjunto S C A™(C), definimos Z(S) = { f(x1,
o p) € Kz, .z, | Y(ay,...,a,) € S @ flar,...,a,) = 0}. Assim,
Z(S) C K[zy, ..., Ty

Definigao 7.1.2 Seja J C Klxy,...,x,], definimos V(J) = {(a,...,a,) €
AMC) |Vfe J: flay,...,a,) = 0}. Assim, V(J) C A™(C).
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Propriedades:
1) Para todo S C A™*(C), Z(S) é um ideal de K[y, ..., z,|. Em particular,
I(AM(C)) =10} e Z(0) = K[z1, ..., Ty
2)Se J C Klzy,...,x,] e {(J) & o ideal gerado por J, entao, V(J) = V({J)).
3) S1 C Se=TI(5) DI(52)
Ji C Jo = V(J1) 2 V(D).
4) Para todo S C A™(C), V(Z(S)) 2 S.
Para todo J C K[xy,...,z,], Z(V(J)) 2 J.

Proposicio 7.1.1 Se J é um ideal de K[z, ..., z,], entio, V(J) = V(V/J).

Demonstracao:

Como J C V/J, entao, V(J) 2 V(VJ).

Seja (aq,...,a,) € V(J), isto é, f(ai,...,a,) = 0 para todo f € J, e
seja g € V/J, isto é, ¢™ € J para algum m > 0. Dai, ¢"(ay,...,a,) =
(g(ar,...,an))™ = 0, logo, g(ay,...,a,) = 0 e, portanto, (ay, ..., a,) € V(vJ).

O

Para J C K|z, ...,x,], o conjunto V(J) é chamado de conjunto dos zeros

de J.

Definigao 7.1.3 Um subconjunto S C A™(C) é dito um conjunto algébrico
ou variedade algébrica se V(Z(S)) = S.

Em outras palavras, S é um conjunto algébrico se existe um ideal I de
K[xq,...,x,] tal que S = V(I), isto é, se S & o conjunto dos zeros de algum
ideal.

Observa-se que se V] e V5 sao conjuntos algébricos, entao, V; NV, também
é, pois, Vi NV, = V(J;) NV(J2) = V(J; U Jy) para certos J; e Jo ideais de
Klzq, ..., xy).
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Proposicao 7.1.2 .
) V(IV(]))) =V(J) VJ C Kz, ..., 2]
i) Z(V(Z(S))) =Z(S) VS C A*(C).

Demonstracao:

i) Como J C Z(V(J)) pela propriedade 4, entao, V(J) D V(Z(V(J))) pela
propriedade 3. Por outro lado, V(J) C V(Z(V(J))) pela propriedade 4, por-
tanto, V(Z(V(J))) = V(J).

ii) Anéloga a (i). o

Corolario 7.1.2.1 Chamando de Sapg a colegcao de subconjuntos algébricos
de A™(C), entdo, a operagio I |s,,. € injetiva, isto é, se Vi,Va € Sara,

entio, (Vi) = T(Va) = Vi = V.

Demonstragao:

Como Vj e V5 sdo subconjuntos algébricos de A™(C'), existem ideais J;
e Jo de Klxy,...,x,] tais que Vi = V(J;) e Vo = V(Jy). Portanto, Z(V}) =
I(Va) = Z(V(h)) =Z(V()) = J1 =V(Z(V(/)) = V(Z(V(L2))) = . o

Observe que se V' é um subconjunto algébrico de A™(C), entao, V(Z(V)) =
V (pois, V = V(J) para algum J). E se J é o ideal de algum subconjunto
de A™(C), entao, Z(V(J)) = J (pois, J = Z(S) para algum S5).

Definigao 7.1.4 Seja R um anel (comutativo com unidade) e I um ideal de

R. Dizemos que I é um ideal radical se VI = 1.

Proposigao 7.1.3 Para todo S C A"(C'), o ideal Z(S) € um ideal radical de
Klxq, ..., 2]
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Demonstracao:

Basta provar que \/Z(S) C Z(S).

Seja f € +/Z(S), isto é, existe m > 0 tal que f™ € Z(9), isto &,
V(ay,...,a,) €S, f™(a,...,an) = (f(a1,...,a,))™ = 0. Dai, f(ay,...,a,) = 0.
Portanto, f € Z(S). o

O reciproco da proposigao anterior, isto é, se todo ideal radical de K[y, ...,
x,] é o ideal de algum subconjunto de A™(C), sera estabelecido como ver-
dadeiro para K um corpo algebricamente fechado, e em decorréncia do chamado
Teorema dos Zeros de Hilbert.

Observa-se que a colegao de ideais de K|z, ..., z,] que sdo ideais de algum
subconjunto de A"(C'), constituem a imagem do operador Z : P(A"(C)) —
P(K|[x1,...,2,]), que denotaremos por imZ. Portanto, se chamamos de Trap
a cole¢ao de todos os ideais radicais de K|z, ...,2,], a proposi¢do anterior
mostra que imZ C Irap. Mais ainda, prova-se facilmente que a operacao

V |imz € injetiva.

Proposicao 7.1.4 Se J ¢ um ideal de K[zy,...,x,], entdo, v.J C T(V(J))
(repare que jd tinhamos J C T(V(J)) sendo que J C v/'J).

Demonstragao:
Seja f € v/ J, isto &, f™ € J para algum m > 0, e seja (a1, ..., a,) € V(J),
isto é, para todo g € J, g(ai,...,a,) = 0, em particular, f™(a,...,a,) =

(f(a1,...,an))™ =0, logo, f(a1,...,a,) =0, isto &, f € Z(V(J)).

Definigao 7.1.5 Um conjunto algébrico V € dito redutivel (em A™(C)) se
V =ViUVy com Vi e Vy conjuntos algébricos e Vi £V, Vo £ V. V € dito

irredutivel, caso contrdrio.
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Proposicao 7.1.5 Seja V' um conjunto algébrico, entao, V € irredutivel <

Z(V) é um ideal primo.

Demonstracao:
(=) Suponhamos Z(V') ndo primo e sejam f,g € K[z, ...,x,] tais que fg €
Z(V), mas, f ¢ Z(V) e g ¢ Z(V).

Afirmacao: V = (VnV{f})U(VNV({g})). Com efeito, (VNV({f}))U
VnVY({e}) =V nV{rHUVY{g}) =VnV({fe}) =V.

Assim, V seria redutivel, pois, VN V({f}) e VN V({g}) sdo algébricos e
VoVl cVeVnV({gr) SV, pois, fg ¢ Z(V).
(=) Suponhamos V redutivel, isto é, V' = V3 U V5 com Vi, V4 conjuntos
algébricos e V; C V.V, C V. Dali, como a operagao Z é injetiva sobre
conjuntos algébricos, temos que Z(Vy) 2 Z(V) e Z(Vz) 2 Z(V'), logo, existem
f€Z(V1),g € Z(Vs) tais que f,g € Z(V).

Afirmagao: fg € Z(V).

Com efeito, se (ay,...,a,) € V, entdo, (ay,...,a,) € Vi ou (aq,...,a,) € Va,
logo, f(ai,...,a,) = 0 ou g(ay,...,a,) = 0, donde, (fg)(ai,...,a,) = 0. Isso

implica que Z(V') néo é primo.

7.2 Teorema Central: Versao Classica

Nesta secao provaremos o nosso teorema central de decomposicao de conjun-
tos algébricos como uniao finita de conjuntos algébricos irredutiveis. Veremos
depois que esse teorema pode ser estendido sem mudancas para o caso de L-

variedades quando L é finito.

Lema 7.1 Se W € uma colegcao nao vazia de conjuntos algébricos em A™(C),

entao, existe um elemento minimal em VY.
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Demonstracao:
Consideremos S = {Z(V) | V. € W} e seja Z(Vp) um elemento maxi-
mal em S, o qual existe por ser K[z, ..., x,] Noetheriano em decorréncia da

Proposicao 6.1.2. Prova-se facilmente que 1 é minimal em W.

Proposigao 7.2.1 (Teorema de Decomposi¢do de Conj. Algébricos)
Seja V' um conjunto algébrico em A™(C). Entao, existem unicos Vi,...,V,
conjuntos algébricos irredutiveis tais que V =V U..UV, e V; £ U#i V; para
todo 1.

Demonstracgao:

Seja W = {V C A"(C) | V & algébrico e nao é uniao finita de conjuntos
algébricos irredutiveis}. Provaremos que W = ().

Se W # (), entao, pelo lema anterior, existe V; € W minimal. Como
Vo € W, em particular, V{; nao é irredutivel, isto é, V{ é redutivel, o que
significa que Vy = V3 UV, com Vi e V5 algébricos e V) C Ve V, C VG Como
Vo é minimal, teremos que V;,V, ¢ W, portanto, V; e V, admitem uma
decomposi¢ao em nimero finito de algébricos irredutiveis, uma contradicao.

Em conseqiiéncia, todo conjunto algébrico admite tal decomposi¢cao. A-
gora, se tivermos que V; C Uj# V; para algum 7, entao, podemos eliminar V;
da decomposi¢do, uma vez que V; U (U, Vi) = U, Vi-

Para provar a unicidade, suponhamos V =V, U ..UV, =W, U ..UW,,
entdo, para cada i, V; = V;NV = V,Nn(W1U..UW,) = (V;nW;)U...u(V;NW,.).
Logo, como V; é irredutivel, V; = V; N W, para algum s, isto é, V; C W,. Por
outro lado, para esse s, teremos que Wy C V, para algum k. Portanto,
V; € Vi, o que implica ¢« = k, pois, se ¢ # k terfamos V; C U#iVj, dai,
Vi=Ws. o
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7.3 O Teorema dos Zeros de Hilbert

Na secao anterior foi demonstrado, para o caso classico, o teorema de decom-
posicao de conjuntos algébricos como uniao finita de algébricos irredutiveis.
Nessa prova nao usou-se nenhuma hipétese adicional sobre o corpo K, apenas
o fato de Klz1, ..., z,| ser um anel Noetheriano.

A finalidade principal deste capitulo final é demonstrar esse teorema de
decomposicao para as L-variedades algébricas que definiremos na Secao 7.4.

Veremos que se L for um reticulado finito, entao, a prova desse resultado
imita exatamente o caso classico. Porém, se L nao for finito, a demonstracao
aqui apresentada s6 serd possivel para K algebricamente fechado e, nesse
caso, precisaremos do chamado Teorema dos Zeros de Hilbert que é motivo

desta secao.

Proposigao 7.3.1 (Teorema dos Zeros de Hilbert - Versao Fraca) .
Seja K um corpo algebricamente fechado e seja I um ideal préprio do anel

Klxy, ..., x,], entdo, V(I) # 0.

Demonstragao (esboco):

Podemos assumir que I é um ideal maximal de K[z, ...,x,], pois, sendo
I proprio, existe algum ideal maximal que o contém.

Como [ é maximal, temos que L = K|xy,...,2,]/I é um corpo e K pode
ser mergulhado em L como subcorpo através do monomorfismo ¢ : K — L
dado por ¢(a) = a + I. Podemos supor, entao, que K C L.

Na seguinte afirmacgao, que nao serd aqui provada, usa-se o fato de K ser
um corpo algebricamente fechado.

Afirmacao: K = L.

Podemos concluir que para cada indeterminada x,, existe a;, € K tal que

rp+ I = ag, isto é, v, —ay € 1.
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Consideremos o ideal J = (z1 — a4, ...,x, — a,) de K[zy,...,x,]. Sabe-
se que J é maximal, logo, como J C [ e [ é maximal, temos que [ = J =

(x1—aq, ..., x,—ay), donde, (a1, ..., a,) € V(I), o que significa que V(I) # 0. o

Na proposicao seguinte, usaremos o fato de K[xy,...,x,] ser um anel

Noetheriano.

Proposicao 7.3.2 (Teorema dos Zeros de Hilbert - Versao Forte) .

Seja K um corpo algebricamente fechado e I um ideal de K|z, ..., x,], entdo,

V(1)) = V1.

Demonstracao:

Ja foi provado que vI C Z(V(I)). Agora, como K[zy,...,z,] é um
anel Noetheriano e I é um ideal, entao, I ¢ finitamente gerado, isto é,
I =(f1,..., fm) para certos fr € K[z1, ..., 2]

Sejag € Z(V(I)) =Z(V(f1,-.., fm)) € consideremos o ideal J = (f1, ..., fim,
Tny1g — 1) C K[, 00y T, Ty

Observa-se que V(J) € A"T(C) e que V(J) = 0, pois, g anula-se em
todo ponto que anula fi,..., f,, e, nesse caso, o polinbmio z,,19 — 1 nao se
anula.

Dai, pelo Teorema dos Zeros de Hilbert (versao fraca), J nao é proprio,
isto é, J = K[x1, ..., Ty, Tpi1], em particular, 1 € J, donde, existem polindémios
Ry ey Bony Byr em K2y, oo, @y, Tpyq] tais que 1 = hyfi + ... + hpfin +
P (Tpg19 = 1) = hafi + oo 4 han fon + P @n1 (9 —

Chamando de y = Wlﬂ’ ou seja, Tpi1 = %, existe N € N, suficientemente

Tn+1 )

grande7 tal que yN = glfl + .. +gmfm +gm+1<g - y) em K[xla "'awnay]~

Finalmente, substituindo y por g = g(z1, ..., z,), temos que ¢~ = g} f1 +

i g fnem Klxy, ..., x,], donde, gV € (fi, ..., fm) = I, dai, g € VI O

38



Terminaremos esta secao observando que se I for um ideal primo de

K|z, ..., z,), entdo, VI = I, portanto, para esse caso, Z(V(I)) = I.

7.4 [L-Variedades Algébricas

Denotamos por R o anel de polinomios K|z, ...,z,], onde K é um corpo.
Sejam C um corpo algebricamente fechado contendo K, L um reticulado e ¢
uma involucao reversa de L. Como observado no Capitulo 2, ¢ é uma bijecao,
mais ainda, é facil ver que devido ao fato de ser uma involucao, temos que

C = C.

Proposicao 7.4.1 Seja ¢ : L — L uma funcao, entao, sao equivalentes:
a) ¢ é uma involugdo reversa, isto é,

i)Va,be L, a <b=c(a) > c(b);

i) Va € L, c¢(c(a)) = a.
b) ¢ é estritamente decrescente, isto é, Ya,b € L, a < b = c(a) > c(b);

c(0)=1,¢1)=0eVae L, ¢(c(a)) = a.

Demonstracao:
(a = b): Suponhamos a < b, entdo, por (i), c(a) > ¢(b). Se c(a) = c(b),
teriamos que a = c¢(c(a)) = c(c(b)) = b, o que contradiz a hipdtese, logo,
c(a) > ¢(b).

Suponhamos agora, que ¢(0) < 1, entdao, 0 = ¢(c(0)) > ¢(1), o que &
impossivel. Portanto, ¢(0) = 1. Analogamente, prova-se que ¢(1) = 0.
(b= a): S6 temos que provar (i).

Suponhamos a < b, entdo, se a < b, teremos c(a) > ¢(b) e, se a = b,

teremos c(a) = ¢(b), logo, c(a) > ¢(b). o
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Seja x um L-subconjunto finito valuado de A"(C), digamos, imy =
{ag, a1, ...,an}, onde, ag < a; < ... < a,. Consideremos, para cada i =
0,...,m, o subconjunto de nivel a;, x,, = {x € A"(C) | x(x) > a;} C A™(C).
Se a; < aj, entao, X, 2 Xa;- A inclusdo propria é devido a que a;, a; € imy.
Temos, entdo, Xa,, C Xam 1 & -+ & Xao = A"(C) (sendo subconjuntos classi-

cos de A"(C')). Dai, concluimos que
Z(Xam) 2 Z(Xam-) 2 - 2 Z(A™(C)) = {0},
onde nao necessariamente as inclusoes sao proprias.

Defini¢ao 7.4.1 Definimos o L-subconjunto Z(x) de R, por:

clam), se f € R\ I(Xan);
ZX)(f) =19 elay), se f € T(Xayr) \Z(Xay)s 0 =1,....,m—1;
C(a0)7 Se f EI(X(H)'

1, se f=0

Se m =0, entdo, definimos Z(x)(f) = )
C(GO)a se f 7é 0

Prova-se facilmente que Z(x) ¢ um L-ideal (finito valuado) de R (=
K[xq,...,x,]).

Definicao 7.4.2 Seja J um L-ideal finito valuado de R, digamos, imJ =
{bo,b1, ..., b}, onde by < by < ... < by,. Definimos o L-subconjunto V(J) de
A™(C), por:

c(by), seze A"(C)\ V(y,,);
V())(z) =q cb), sez€V()\V(Jy), i=1,...m—1;
), sez€V(Jy).
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Um L-subconjunto finito valuado x de A™(C') é chamado de L-subconjunto
algébrico ou L-variedade algébrica se x = V(J) para algum L-ideal J finito
valuado de R.

A seguir, mostraremos que o teorema classico de decomposicao de con-
juntos algébricos pode ser estendido para L-variedades algébricas mutatis
mutandis para o caso de L ser um reticulado finito e nao necessariamente
totalmente ordenado. Para tanto, precisamos caracterizar os anéis Noetheri-
anos em termos da condigao de cadeia ascendente para L-ideais.

Seja R um anel Noetheriano e seja S uma colecao nao vazia de L-ideais
(ordenada por inclusdo). Em geral, S nao tem um elemento maximal como
no caso cléassico (ver Proposi¢ao 6.1.2). Na teoria geral de ordens parciais,
se (F,<) é um conjunto parcialmente ordenado onde toda cadeia em E tem
cota superior, entao, F tem algum elemento maximal. Em particular, uma
forma de provar que S tem um elemento maximal seria mostrar que toda
cadeia de L-ideais em S tem cota superior (ndo s6 as cadeias enumeraveis).
No caso classico, usam-se apenas as cadeias enumeraveis pelo fato de R ser
Noetheriano. Seja, entdo, S # 0 e seja Iy € S. Se Iy for maximal, nao hé
nada a provar, sendo, seja S = {I € S| Iy C I} # 0. Seja I; € S;. Se [
for maximal, ok, sendo, tomamos o conjunto S, e assim, construimos uma
cadeia enumeravel de L-ideais Iy C 1 € [, € .... Mas, o fato de R ser
Noetheriano nao garante que esta cadeia seja estacionaria. Com efeito, para
cada t € L, consideremos os ideais classicos de nivel t, (1), C (1), C (I2); C
.... Tomemos t = t;. Por ser R Noetheriano, existe n; tal que a cadeia para
em (I, ),. Tomemos t = ty, entdo, existe ny tal que a cadeia correspondente
para em (I, ):,, ou seja,

(‘[O)tl - (]1)151 c...C (]”1)151 - (]n1+1>t1 -
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(Io)tg - ([1)t2 C..C (InQ)tz = <[n2+1>t2 = ey
isto é,

([n)tl = (In—l—l)tl Vn > ny

(In)t, = (Ing1)t, YN > no.

Agora, para que a cadeia original de L-ideais seja estacionaria, deve e-
xistir m tal que Vn > m, I, = I,,.1. Isto poderia ser provado se Vt € L :
(In): = (Lng1)¢- Se L for finito, digamos L = {ty,...,t.}, entdo, tomando
m = max{ny,...,n,}, podemos garantir a prova. Com estas observagoes,

temos estabelecido a seguinte proposicao:

Proposicao 7.4.2 Se L ¢ finito e R é Noetheriano, entao, toda cadeia enu-
merdvel mondtona crescente de L-ideais € estaciondria. Alids, para L finito,
R ¢ Noetheriano se, e somente se, toda cadeia enumerdvel mondtona cres-

cente de L-ideais € estaciondria. o

Definicao 7.4.3 Seja V uma L-variedade algébrica. Entao, V € dita irre-
dutivel se para quaisquer L-variedades Vi e Vo com V =V, U Vs, temos que

V=ViouV =V, Caso contrdrio, V ¢é dita redutivel.

Lema 7.2 Seja L um reticulado finito e seja VW uma colegao nao vazia de

L-variedades algébricas em A™(C), entdo, existe um elemento minimal em

W.

Demonstragao:
Consideremos S = {Z(x) | x € W} e seja Z(xo) um elemento maximal
em S, o qual existe por ser K|xy,...,x,] Noetheriano em decorréncia das

Proposigoes 6.1.2 e 7.4.2. Prova-se facilmente que o ¢ minimal em W. 5

92



Proposicao 7.4.3 (Decomp. de L-Varied. Algébricas para L finito)
Seja x uma L-variedade algébrica em A™(C'). Entdo, existem unicas X1, ..., Xn
L-vartedades algébricas irredutiveis tais que x = x1 U ... U X, € X; £ U#i X

para todo .

Demonstragao:

Seja W = {x | x é L-variedade algébrica e ndo é uniao finita de L-
variedades algébricas irredutiveis}. Provaremos que W = ().

Se W # 0, entao, pelo lema anterior, existe yo € ¥ minimal. Como
Xo € W, em particular, yo nao ¢ irredutivel, isto é, yo ¢ redutivel, o que
significa que yg = x1 U x2 com Y e x2 L-variedades algébricas e x1 C xo
e x2 C Xxo- Como xo € minimal, teremos que xi,x2 ¢ W, portanto, x; e
X2 admitem uma decomposicao em numero finito de L-variedades algébricas
irredutiveis, uma contradicao.

Em conseqiiéncia, toda L-variedade algébrica admite tal decomposicao.
Agora, se tivermos que x; C |J ;4 Xj bara algum ¢, entao, podemos eliminar
Xi da decomposi¢ao, uma vez que x; U (U, x5) = U X5-

Para provar a unicidade, suponhamos y = y; U...Ux, = Wi U...UW,,
entdo, para cada i, xy; = x;Nx = xyN(W1U..UW,) = (N U...U(x;: "W).
Logo, como Y; é irredutivel, x; = x; N Wy para algum s, isto é, x; C Wi.
Por outro lado, para esse s, teremos que Wy C y; para algum k. Portanto,
Xi € Xk, 0 que implica ¢ = k, pois, se ¢ # k teriamos y; C U#i X;, dai,
Xi = Ws. o

7.5 Teorema Central: Versao Fuzzy

Nesta dltima secao consideraremos L um reticulado totalmente ordenado e

K um corpo algébricamente fechado.
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Proposicao 7.5.1 Seja x como na Definicao 7.4.1. Entao:
1) T(X)e(as) = Z(Xasy,) porai=0,1,....,m —1;
2) se c(aiy1) < b < c(a;), entao, Z(x)o = I(xew)) para it =0,1,...,m — 1.

Demonstracao:

1) f € Z(X)ea) = ZOO(f) = c(ai) < f € T(Xaiy,) por definigao.

2) f eI < ZO)() 2 b= I(X)(f) = dai) & f € I(X)e) = [ €
T(Xaiyr) © f € I(Xew))s POIS, Xy = {7 € R| x(x) > a1} = {x € R|
x(x) = e(b)} = Xey- O

Proposicao 7.5.2 Seja J como na Definicao 7.4.2. Entao:
1) V(J)ewyy = V(Ip,,,) parai=0,1,....,m—1;
2) se c(biy1) < a < c(b;), entao, V(J)g = V(Jew)) parai=0,1,...,m — 1.

Demonstracao:

1) 2 € V(J)ew) © V(J)(2) = c(bi) & z € V(Jp,,,) por definicao.

2) z € V(J)a © V(J)(2) 2 a e V(I)(2) 2cb) &2z V()w) & 2 €
V(Jo,,,) © 2 € V(Joa)), desde que Jy,,, = Jeo)

Lema 7.3 Sejam x e J como na Definicoes 7.4.1 e 7.4.2, entao,
1)vbe L, Z(V(J))y =Z(V(h))
2)Va € L, V(Z(x))a = V(Z(Xa))-

Demonstragao:

1) Pela Proposicao 7.5.2 (1), temos que V(J,,,) = V(J)ep,) parai=0,1,...,

m — 1.

i) Primeiro provaremos que a proposicao é valida parab=10;, i = 1,...,m.
a) Suponhamos que c(b;) € imV(J). Seja a,,—; = c(b;) para i = 0,...,m.

Entao, ZWV(J)ew)) = Z(V(J)an_;) = Z(V(JI))e(am_.1), Pela Proposicao 7.5.1
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(1), mas, ZWV(J))etam_s1) = ZV(J))bsy1» POIS, ¢(@m—(i+1)) = bip1. Portanto,
IV (b)) = ZOV(I))biss-

b) Suponhamos que c(b;) ¢ imV(J), entao, Z(V(J)ew)) = ZV(J))e(ctvor)) =
Z(V(J))p;- Agora, como c(b;) ¢ imV(J), entdo, b; = c(c(b;)) ¢ imZ(V(J)),
donde, Z(WV(J))(2) > b; & Z(V(J))(2) > bit1.

Assim, TV(Jy.,,)) = ZV()ey) = TV, = TV

7

Portanto, Z(V(J)),, = Z(V(Jy,)), para i =1,...,m.

K3

ii) Seja 0 < b < by. Entdo, Z(V(J)) = Z(V(R)) = Z(0) = R = Z(V(J)),

it+1°

pois, by ¢ o menor valor da im.J.

iii) Seja b < b < 1. Entao, Z(V(J)) = T(V(D)) = T(A™C)) = 0 =
Z(V(J))p, pois, by, é o maior valor na im.J.

iv) Para qualquer outro b, temos que Z(V(J,)) = Z(V(J)cw)) = Z(V(J))p,
pelas Proposi¢oes 7.5.1 (2) e 7.5.2 (2).

2) E analogo.

Proposicao 7.5.3 Seja J como na Definigao 7.4.2. Entao, V(Z(V(J))) =
V(J).

Demonstracao:

Basta provar que Ya € L, V(Z(V(J)))a = V(J)a.

Sejaa € L. Sea = c(b;), parai = 0,...,m—1, temos que V(Z(V(J)))cp) =
VW )utry) = VEV e))) = V) = Vo

Se ¢(biy1) < a < c(b;), entao, pelo Lema 7.3 (2) e pela Proposigao 7.5.2
(2), VZ(V(J))a =V(EZV(J)a) = VI V(Je())) = V(Je@)) = V(J)a-

Se 0 < a < ¢(b), temos que V(Z(V(J)))a = A™(C) =V(J),.

Finalmente, se ¢(by) < a < 1, entdo, V(Z(V(J)))a =0 =V (J)a.

Proposicao 7.5.4 Seja x um L-subconjunto de A™(C). Entdo, x é uma

L-variedade algébrica se, e somente se, x € finito valuado e Ya € imy, Xq €
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um conjunto algébrico em A™(C).

Demonstracgao:

(=) Suponhamos y uma L-variedade algébrica, isto &, x = V(J) para algum
L-ideal J finito valuado de R. Isso implica que para todo a € imy, existe
b € imJ tal que a = ¢(b).

Seja a € imy, entao, a = c(b;) para algum i = 0,...,m. Se i # m, temos
que Xq = V(J)evy) = V(,,,) 0 qual é um conjunto algébrico em A"(C). Se
i =m, entdo, Xo = V(J)cp,,) = A"(C) = V({0}) que também é um conjunto
algébrico.
(<) Suponhamos x finito valuado e x, um conjunto algébrico Va € imy.
Entdo, para cada a € imy, existe um ideal A* de R tal que x, = V(A%).
Por outro lado, V(A*) = V(Z(V(A%))). Entao, chamando de J* = Z(V(A%)),
temos que Y, = V(J?). E facil ver que se a,a’ € imy com a < a', entdo,
JoC Je.

Seja imy = {ap < ... < an}. Definimos o L-subconjunto J de R por:

clam), fE€R\J™

J(f) =94 cla), feJor\Ju i=1,..m-1

c(ag), feJn
De fato, J é um L-ideal de R.

Resta provar que x = V(J). Para tanto, basta provar que se a € imy,
V(J)a = Xa- Seja a € imy, isto é, a = a; para i = 0,...,m. Se i # 0, temos
que V(J)a, = V(J)etet@)) = YV(Jetarn)) = V(J¥) = Xa,- Se @ = 0, temos
V(J)a = A"(C) = Xao- O

Proposicao 7.5.5 Seja V uma L-variedade algébrica nao constante. Entao,

V' é irredutivel < imV = {0,a} com a >0 eV, € irredutivel.

Demonstragao:

(=) Suponhamos V' irredutivel com imV = {ag,...,an} € ap < ... < an,
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e, suponhamos m > 2. Definimos os L-subconjuntos V; e V5 de A"(C)
A, zeV,
mediante: Vi(z) = ¢ apo, 2€V, \ Vo, Va2(z)=

V(2)7 % ¢ Vam,1
Pela Proposicao 7.5.4, V; e V, sao L-variedades algébricas.

-1, 2 €V,

V(z), z¢V,, '

Afirmagdo: V =ViUVo e Vi C VeV, C V. Isso contradiria o fato de V'
ser irredutivel.

Seja z € A™(C). Se z € V, , entdo, (V1 UVa)(2) = Vi(2) V Va(z) =
Um V Qo1 = am = V(2). Se z € V. \ Va,., entdo, (V1 UVs)(2) = Vi(z) V
Va(2) = am—o VV(z) = V(z). Agora, se z ¢ V, |, entdo, (V3 U Vs)(z) =
Vi(z) V Va(2) =V(z) VV(z) =V (z). Portanto, V =V, U V5.

Tomando z € V,, _, \ V., temos que V(2) > a,,_1, mas, Vi(2) = ap_2,
donde, V; C V. Por outro lado, se z € V, , temos que V(z) = a,,, mas
Va(2) = a1, donde, Vo C V.

Concluimos, entao, que m < 2, donde, como V' é nao constante, m = 1,

resultando que imV = {ag, a1 }.

Provaremos agora que ag = 0. Suponhamos ay > 0 e definimos os L-

. ay, < & ‘/;11
subconjuntos Vi e V4 como Vi(z) = e Va(z) = ag Vz. Pela

0, z¢V,
Proposicao 7.5.4, temos que V; e V5 sao L-variedades algébricas. Provaremos

que V=ViUVo,com V; C Vely, CV. Com efeito, se z € V,,, entao,
(V1UW)(z) = Vi(z) VVa(z) = a1 Vag = ag = V(2). Se z ¢ V,,, entdo,
(ViuW)(z) = Vi(2) VVa(z) = 0Vay = ap = V(z). Dai, V =V, U Vs,
Por outro lado, tomando z ¢ Vi, temos V(z) = ap > 0 = Vi(z), donde
Vi € Ve, tomando z € V,, temos V(z) = a1 > ag = Va(z), donde, Vo C V.
Concluimos que V é redutivel, uma contradicao. Portanto, ag = 0, donde

imV = {0,a(= a1)}. Resta provar que V, é irredutivel.
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Suponhamos V, = GUH, onde G e H sao conjuntos algébricose G C V, e
H C V,. Definimos os L-subconjuntos V; e V5 da seguinte maneira: Vi = ag e
Vy = ay. E facil ver que V; e V; sdo L-variedades algébricas com V = ViU V4,
Vi C VeV, CV,oque contradiz a irredutibilidade de V.

(<) Suponhamos a hipotese e suponhamos que V= V; U V5 com V; e V5
L-variedades algébricas. Provaremos que V =V, ou V = V5.

Tomando a como na hipétese, temos que V, = (ViU V;), = (V7). U (Va)g,
pois L é totalmente ordenado. Além disso, pela Proposicao 7.5.4, temos que
(V1)a € (Va), sdo conjuntos algébricos. Portanto, como V, é irredutivel, temos
que V, = (V1), ou V, = (V4),. Podemos supor V, = (V}),. Provaremos que
V="V.

Obviamente, V3 C V. Suponhamos que existe z € A"(C) tal que V(z) £
Vi(z), ie, V(z) > Vi(z), entdo, necessariamente, V(z) = a, donde, z € V, ie,
z € (V1)a, 0 que implica Vi(z) > a, resultando, V;(z) > V(z) > Vi(z), uma

contradi¢ao.

Proposicao 7.5.6 Seja J um L-ideal finito valuado nao constante de R.

Entao, V(J) € irredutivel se, e somente se, Z(V(J)) € primo.

Demonstracao:
(<) Suponhamos Z(V(J)) L-ideal primo. Entao, imZ(V(J)) = {b,1}, b < 1.
Logo, como V(Z(V(J))) = V(J), temos que imV(J) = imV(Z(V(J]))) =
{0,¢(b)}. Agora, pela Proposicao 7.5.2 (1), V(Z(V(J)))ewy = V(Z(V(JI))1)-
Mas, pela hipotese, Z(V(J)) ¢ um L-ideal primo de R, logo, Z(V(J))1 =
Iz(v(sy) € um ideal primo de R. Por outro lado, pela Proposicao 7.5.1 (1),
IV(J)1 =Z(V(J))eo) = Z(V(J)ew)), donde, pela Proposicao 7.1.5, V(J)cw)
é irredutivel.

Finalmente, como imV(J) = {0,c(b)} e V(J)q@) ¢ irredutivel, entao, pela
Proposicao 7.5.5, V(J) é irredutivel.
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(=) Suponhamos V(J) irredutivel, isto &, imV(J) = {0,a} com a > 0 e
V(J), irredutivel. Dai, imZ(V(J)) = {c(a),1}. Agora, V(J) = V(Z(V(J))),
donde, V(J)a = VIV(I)))a = VEVI))etwy = VEV(I))1). Portanto,
como V(J), é irredutivel, temos que V(Z(V(J));) ¢ irredutivel, donde, pela
Proposicao 7.1.5, Z(V(Z(V(J))1)) ¢ um ideal primo, mas, Z(WV(Z(V(J))1)) =
IWV(IZ(V(N)))) =Z(V(J1)) =Z(V(J)): pelo Lema 7.3 (1), logo, Z(V(J))1 &
primo, isto &, Iz € primo.

Finalmente, como imZ(V(J)) = {¢(a),1} com c¢(a) < 1 e L é totalmente
ordenado, temos que c(a) ¢ um elemento primo de L, o que implica, pela

Proposicao 4.2.3, que Z(V(J)) é primo.

A seguinte proposicao é o Teorema dos Zeros de Hilbert para L-ideais

finito valuados de K|z, ..., ;).

Proposic¢ao 7.5.7 Seja J um L-ideal finito valuado de R com J(0) = 1.
Entio, T(V(J)) = V/J.

Demonstragao:

Pelo Corolario 5.3.9.1, (v/J)a = v/Ja, Ya € L, pois, sendo J finito valu-
ado, tem a propriedade do supremo, mas, v/J, = Z(V(J,)) e, pelo Lema 7.3
(1), ZV(J.)) = Z(V(J))a. Portanto, Z(V(J)) = VJ. o

Para demonstrar o nosso resultado principal (Proposicao 7.5.10), pre-

cisamos ainda das seguintes duas proposigoes.

Proposicao 7.5.8 Se J ¢ um L-ideal primo nao constante de R, entao,

V() =J.
Demonstracao:
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Como J é um L-ideal primo nao constante, temos pela Proposicao 4.2.3,
que imJ = {b,1} com b < 1 e I; = J; é um ideal primo de R. Nesse caso,
c(l), ze€ A"(C)\ V(1)

C(b), z € V(Jl)
i) Suponhamos .J; # (0). Neste caso, V(J1) # A"(C) e imZ(V(J)) = imJ =

{b,1}. Pelo Lema 7.3 (1), temos que Z(V(J)); = Z(V(J1)) e, pelo fato de J;

Vze A™(O), V(J)(z) =

ser um ideal primo cassico, temos que Z(V(J1)) = Jy. Assim, Z(V(J))1 = J;.

Por outro lado, Z(V(J)), = R = J,. A partir dai, prova-se facilmente que

Vae L, Z(V(J)), = Ju, donde, Z(V(J)) = J.

ii) Se J; = (0), entdo, V(J;) = A"(C) e resulta V(J)(z) = ¢(b), Yz € A"(C),

donde, imV(J) = {c(b)} e, pela Definicio 7.4.1, Vf € R, Z(V(J))(f) =
1, f=0 1, f=0

_ = J(f), ie, ZV(J)) = J. 5
c(c(b)), f#0 b, f#0

Lema 7.4 a) Se I e J sao L-ideais de R tais que imI = {by, ..., b, }, onde,
by < ... < by, =1eimJ ={b,1}, onde, b < 1, entao, V(INJ) = V(I)UV(J).
b) Se Ve W sdo L-variedades algébricas tal que imV = {ay, ...,a,} onde
0=ag < ..<a, eimW =1{0,a}, onde, 0 < a < a,, entdo, Z(VUW) =
Z(V)NZ(W).

Demonstragao:
a) Para provar a parte (a) deste lema, mostraremos que V(INJ), = V(1)U
V(J)), para todo a € L.

Primeiro, suponhamos que a ¢ c(iml UimJ), entao, c(a) ¢ iml Uim.J,
o que implica que c(a) ¢ im(I N J), pois, L é totalmente ordenado. Por-
tanto, V(I N J)a = V(I N J)e(@) = VLet@) N Je(@) = Vo) U V(o) =
V(D UV(J)y = (V) UV(J])),, sendo esta altima igualdade valida por ser
L totalmente ordenado.

Agora, suponhamos a = ¢(d) para d € iml UimJJ.
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Suponhamos primeiro que d € im/, isto é, d = b; para algum j =0, ..., m.
Para mostrar que V(I N J)qqy = (V(I) U V(J))eq), devemos ainda separar
em varios casos. Vamos mostrar apenas um deles como ilustracao, os demais
verificam-se de forma anéloga. Suponhamos que b; <b < b1 <b; < 1eque
bj € im(INJ). Neste caso, temos que, V(INJ)qp,) = V((INJ)y,.,), onde j* é
o menor inteiro > j tal que b;- 1y € im(INJ). Entao, (INJ)y,,., = (INJ)y
logo, V(INJ)ew) = V(LN )b,r) =V, N Joyyy) = V(b ) UV, ) =
V()e(v,) UV (1) = V(I e(o)) UV () ety = V(L) UV (T ey (pOis, 0 = (1) <
c(b;)) = VI) UV(T))ewy)-

b) Assim como na parte (a), o caminho para a prova ¢ mostrar que Z(V U

W)y = (Z(V)NZ(W))y, para todo b € L.

j+17

i+1

Vamos analisar, a modo de ilustracdo, o caso em que b = c(a;) para
algum j = 0,..,ncoma; ¢ im(VUW)e 0 <a; <a <a< a. Assim,
(VUW),, = (VUW),,,,. Portanto, Z(VUW )c@,) = Z(VUW),,) = Z((VU
Wapss) = ZWViyoy UWa) = TV ) N TWay,) = T(V)eiay) N I(W,) =

I(V)c(aj) N I(W)C(O) = I<V)c(aj) N I(W)C(aj) = (I(V) N I(W))C(aj)' O

Proposicao 7.5.9 a) Se I e J sio L-ideais finito valuados de R com 1(0) =
J(0) =1, entao, V(INJ)=V({I)UV(J).

b) Se Ve W sao L-variedades algébricas em A™(C) tal que 0 € imV NimW
entio, Z(VUW)=Z(V)NZ(W).

Demonstragao:

a) Suponhamos que imJ = {by,...,b,} com by < ... < b,. Para cada i =

1, z€d,,, ,

0,...,r—1, definimos os L-ideais J;(x) = it ,isto &, J; = b;-]bl“.
bi? Zz §§ Jbi+1

Logo, pelo Corolario 6.2.0.1, temos que J = ﬂ;& bl-Jbi+1 = ﬂl:é J;. Por-

tanto, pelo Lema 7.4 (a), V(INJ) = V(INiy Ji) = VI) UUIZ, V(i) =

V() UV(NiZ, Ji) = V) UV(J).
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b) Suponhamos que imV = {ag < ... < ap} e imW = {by < ... < b}

Podemos supor b,, < a,. Para cada ¢ = 0,...,m — 1 definimos os L-
bi , T € Wbi

subconjuntos W;(x) = i o ou seja, Wi = (bi+1)Wb,+1- Logo,
0, T gé Wbi+1 L

pela Proposi¢do 2.3.4 (a), devidamente adaptada, temos que W =
szol(biﬂ)wbm = U;’;Ol W;. Portanto, 0 € imW; para todo ¢, e cada W; é
uma L-variedade algébrica em A"(C') pela Proposigao 7.5.4.

Finalmente, pelo Lema 7.4 (b), temos que Z(VUW) = Z(VUUI,' W;) =
(V) NN ZWh) = Z(V) N Z(U' Wa) = Z(V) N Z(W).

Proposicao 7.5.10 Seja V uma L-variedade algébrica com 0 € imV. En-
tao, V pode ser decomposta como unido finita de L-variedades algébricas
irredutiveis em forma unica onde nenhuma delas estd contida na uniao das

outras.

Demonstracao:

Por definigao, V' = V(J) onde J é um L-ideal finito valuado de R. Dai,
pela Definicao 7.4.2, temos J(0) = 1, pois, 0 € imV. Pela Proposigao 7.5.7,
temos que Z(V(J)) = v/J e como observado no Capitulo 6, Corolario 6.2.1.1 e
Proposicao 6.2.2, J tem uma L-representacao R-primaria finita irreduntante,
isto &, J = ¢N...N¢g,, donde pela Proposicio 5.3.10, Z(V(J)) = V.J = R(J) =
R(N...Ng.) = R(q1)N...NR(g,) = /G N...N/G. Chamando de m; = ,/;,
temos, Z(V(J)) = m N ... N7, sendo 7; um L-ideal primo de R ja que ¢; é
R-primario (Proposigao 5.3.7).

Portanto, V(J) = V(Z(V(J]))) = V(VJ) =V(mN..N7) =V(m)U...U
V(7).

Por outro lado, Z(V(m;)) & primo, pois, Z(V(m;)) = /Ti = \/\/& = /@G =

i, logo, pela Proposicao 7.5.6, V(mr;) é irredutivel.
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Temos, entao, uma decomposicao de V' como uniao finita de L-variedades
irredutiveis.

Suponhamos, agora, que V(m;) C U, V(7;), entdo, m; = Z(V(m)) 2
(U V(7)) = Nju ZV(7;)) = (N 755 0 que contradiz a irredundancia
da decomposicio R-primaria de v/J.

Resta provar que a decomposi¢ao é tinica. Suponhamos V =V, U...U V|
onde cada V; é uma L-variedade algébrica irredutivel e nao esta contida na
unido das outras. Entdo, pela Proposi¢ao 7.5.6, Z(V;) é um L-ideal primo,
donde, a representacio v.J = Z(V(J)) = Z(V) =Z(V, U...UV,) = Z(Vi) N
...NZ(V,) deve ser irredundante. Em conseqiiéncia, como v.J = m N...Nx,,
devemos ter r = s e, a menos da ordem, Z(V;) = m;, donde, V(Z(V;)) = V(m;).

Finalmente, como V; é uma L-variedade algébrica V; = V(J;), portanto,

V(Z(Vi)) =V(IZ(V(J))) =V(Ji) = Vi, o que implica, V; = V(m;). o
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Consideracoes Finais

Com este trabalho, achamos ter demonstrado que a Algebra Fuzzy, especial-
mente a Algebra Comutativa Fuzzy, é uma area do conhecimento matematico
ainda em construcao, e com grandes possibilidades de desenvolvimento fu-
turo. Alids, a literatura existente nesse campo s6 aparece com uma, freqiiéncia
significativa a partir de 1990. Essa area e sua correlata a Geometria Algébrica
Fuzzy tem feito generalizacoes impressionantes de diversos conceitos e teorias
classicas, como os conceitos de ideais primos, primarios, etc, e as teorias de
decomposigao primaria de ideais, dentre outros. Porém, ha poucos resultados
na direcao de reinterpretar fenomenos classicos em termos de conceitos fuzzy.
Nessa direcao, esta dissertacao da uma contribuicao ao propor reinterpretar
as valorizagoes p-addicas em Z e as valorizacoes de Krull em termos de ideais
fuzzy com valores num certo reticulado. Mais ainda, como foi sugerido no
Capitulo 6, esse exemplo sugere um desenvolvimento futuro de uma teoria
de decomposicao priméria infinita, assunto que s6 faz sentido de um ponto
de vista fuzzy.

Por outro lado, a teoria desenvolvida sugere alguns outros problemas para
serem abordados na pesquisa subseqiiénte. Aqui nos referiremos a um deles
que resulta de observar um certo padrao de comportamento de diversos tipos
de ideais fuzzy estudados neste trabalho e outros similares que introduziremos

a seguir.
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As seguintes defini¢oes retinem conceitos ja introduzidos antes e alguns

outros novos.

Definigao A: Seja L um reticulado (podemos supor infinitamente dis-
tributivo e completo) e seja ¢ € L.
1) ¢ é dito elemento primo de L se ¢ # 1 e para todo a,b € L, aNb < ¢ =
a<coub<ec.
2) ¢ € dito elemento irredutivel de L se ¢ # 1 e para todo a,b € L, c = aNb =
c=a ouc=bo.
3) ¢ é dito elemento mazimal de L se ¢ # 1 e para todo a € L, c<a <1=

a=coua=1.

Defini¢ao B: Seja R um anel (comutativo com unidade) e seja J um
L-ideal nao constante de R.
1) J é dito um L-ideal primo se para todo A, B L-ideais de R, A- B C J =
ACJouBCJ.
2) J € dito um L-ideal irredutivel se para todo A, B L-ideais de R, J =
ANB=J=AouJ=B.
3) J é dito um L-ideal L-primdrio se para todo A, B L-ideais de R, A- B C
J=AC.JouBCWVJ.
4) J é dito um L-ideal R-primdrio de R se para todo A, B L-ideais de R,
A-BCJ=ACJouBCR(J).
5) J é dito um L-ideal mazimal de R se J é mazimal entre os L-ideais nao
constantes de R a respeito da inclusao, isto €, se para todo L-ideal A de R,
JCACR=A=JouA=R.
6) J é dito um L-ideal fracamente mazimal (abreviadamente, w-mazimal) se

para todo L-ideal A de R, J CACR=I,=1; ou A= R.

Com essas defini¢oes, sao demonstrados diversos teoremas de caracteri-
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zacao desses tipos de ideais em termos de certos ideais bi-valuados, como

enunciaremos a seguir. Repare no padrao por tras dessas caracterizagoes.

Teorema: Seja J um L-ideal nao constante de R, entdo:
a) J € um L-ideal primo < J = ¢ com I; um ideal primo de R e ¢ um
elemento primo de L.
b) Supondo L totalmente ordenado: J é um L-ideal irredutivel & J = !’
com I; um ideal irredutivel de R e c € L\{1} (repare que por ser L totalmente
ordenado, tal elemento ¢ € irredutivel).
¢) Supondo L totalmente ordenado e denso: J é um L-ideal L-primdrio <
J =l com I; um ideal primdrio de R e c € L\ {1} (repare que por ser L
totalmente ordenado, tal elemento ¢ € primo).
d) J é um L-ideal R-primdrio < J = c com I; um ideal primdrio de R ¢
c um elemento primo de L.
e) J é um L-ideal mazimal < J = c!7 com I; um ideal mazimal de R e c
um elemento mazimal de L.
f) J € um L-ideal w-mazimal < J = ¢! com I; um ideal mazimal de R e
ce L\ {1}.
Demonstragdo: So provaremos o item (b) a modo de ilustragao(os itens
(a), (¢) e (d) foram demonstrados no texto).

(=) Seja J um L-ideal irredutivel de R e suponhamos que J(0) < 1.

. 1, sex €1y ) - S
Sejam A(z) = e B=J(0)g. Assim, A e B sdo L-ideais
J(x), sex¢ I,

de R. Além disso, temos que A 2 J e B 2 J, pois, se € I, entao,
A(z) =1 > J(0) > J(x) e, se x ¢ I;, entdo, A(x) = J(x). Também
B(z) = J(0) > J(x) Vo € R. Por ser J nao constante, temos que B # J.
Afirmagdo: AN B = J.
Se x € I, entdo, J(x) = J(0). Além disso, A(z) =1 e B(x) = J(0), ou
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seja, (AN B)(x) = A(x) A B(x) = J(0) = J(2).
Se x ¢ I;, entao, A(z) = J(z) e B(x) = J(0), mas, J(z) < J(0), logo,
(AN B)(x) = A(z) A B(x) = A(z) = J(x).

Uma contradigdo, pois J é irredutivel, logo, J(0) = 1.

Agora, como J é ndo constante, existe a € L\ {1} tal que {a,1} C imJ.

Suponhamos que existe ¢ € L\ {1,a}, digamos ¢ < a tal que {c,a,1} C

imJ. Entao, existem z,w € R tais que J(z) = a e J(w) = c¢. Sejam
1, sex € J, J(x), sex € J, ,

Ax) = e B(x) = . Assim, Ae B
J(x), sex ¢ J, a, sex ¢ J,

sao L-ideais de R. Além disso, A 2 J e B 2 J. Com efeito, se x € J,,
entao, A(x) = 1> J(x) e B(z) = J(z). Se, x ¢ J,, entao, A(x) = J(x)
e B(x) = a > J(x). No entanto, A # J e B # J, pois, z € J,, logo,
Alz)=1>a = J(z) ew ¢ J,, logo, B(w) = a > ¢ = J(w). Finalmente,
temos que ANB = J. Com efeito, se x € J,, entdo, A(x) = 1e B(z) = J(z),
logo, (AN B)(z) = A(z) A B(x) = J(x). Se x ¢ J,, entdo, A(z) = J(x)
e B(x) = a, mas, como = ¢ J,, entdo, J(z) < a, portanto, (AN B)(z) =
A(x) A B(z) = J(z). Uma contradi¢ao. Logo, imJ = {a, 1}.

Resta provar que I; é irredutivel. De fato, se I; nao é irredutivel, entao,

existem Jy, Jy ideais de R tal que J; 2 Iy, Jo D I; e JyNJy = 1;. Sejam

) 1, sexeJ; 1, sexeJy,
A, B tais que A(x) = e B(x) = , isto &,
a, sex & Jy a, sex ¢ Jp

A =a’t e B =a’. Assim, A, B sao L-ideais de R. Também, temos que
A D Je B2 J. Com efeito, se x € Jy, entao, A(x) =1> J(z). Se x ¢ Jy,
entdo, x ¢ I, isto é, A(x) = a e J(z) = a (uma vez que imJ = {1,a}), logo,
A(x) > J(x). Mas, como J; # I, entdo, existe z € J; tal que z ¢ I;, ou
seja, J(z) = a < 1= A(z). Analogamente, B 2 J. No entanto, AN B = J,
0 que seria uma contradicao. De fato, se x € J; e x € Jo, entao, x € [,

logo, (AN B)(z) = A(x) AB(x) =1AN1=1=J(z). Sex ¢ Jyoux ¢ Jy,
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entdo, x ¢ I;. Isto significa que J(z) = a e A(z) = a ou B(z) = a. Assim,
(AN B)(z) = A(z) A B(x) = a = J(x). Portanto, I; ¢ irredutivel.
(<) E facil ver que J é um L-ideal de R.

Suponhamos, por absurdo, que existam A, B L-ideais de R tais que A 2
J, B2 Je AN B = J. Entao, existem z,w € R tais que A(z) > J(z) e
B(w) > J(w). Assim, z,w ¢ I;. Sejam J; = (I; U{z}) e Jo = (I; U{w}).
Entao, 1 2 Iye Jy D 1.

Seja r € J; N Jy, entdo, r = a1 + azz = as + agw, onde ay, az € Ij e
as, ay € R. Assim, a; — a3 = ayw — asz € I, pois o suporte algébrico de
J & um ideal de R. Portanto, J(a; — a3z) = J(ayw — asz) = 1. Temos, por
hipotese, que A(aqw — asz) > J(ayw — azz) = 1, donde, A(aqw — agz) = 1.
Mas, A(aqw) = A(aqw — agz + azz) > A(agw — azz) A Aazz) = 1A A(agz) =
A(azz). Da mesma forma, temos que A(azz) > A(aqw), ou seja, temos que
A(agw) = A(azz). Analogamente, B(ayw) = B(agz). Assim, A(aqw) =
Alazz) > A(z) > J(2) = a e B(ayz) = B(aqw) > B(w) > J(w) = a. Agora,
como AN B = J, temos que A(azz) A B(agz) = J(azz), ou seja, J(azz) = 1,
donde, asz € I;. Mas, isto significa que r = a1 +aqz € I, isto é, J1NJy C I;.
Como, I; C J; N Js, entao, J; N Jy = J. Uma contradicao, pois, I; é irre-

dutivel.

Os enunciados do teorema anterior sugerem um comportamente padrao
que possivelmente tenha um cardter l6gico, o qual serd motivo de uma
pesquisa mais aprofundada.

Na teoria fuzzy, o conceito de L-ideal w-maximal adquire maior importan-
cia que o de L-ideal maximal pelo fato de muitos reticulados usados na teo-
ria nao terem elementos maximais, como é o caso do intervalo [0, 1] e outros

reticulados totalmente ordenados densos. Mais ainda, prova-se que se A é um
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L-ideal proprio de R, existe um L-ideal w-maximal J de R tal que A C J.
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