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Resumo

Neste trabalho nés investigamos numericamente e analiticamente a formacgao de
padroes espaciais em redes unidimensionais de osciladores nao-lineares acoplados.
O acoplamento entre os osciladores é nao-local, ou seja, sao consideradas as in-
teracoes entre osciladores de acordo com sua distancia mutua na rede. Variando um
parametro de alcance nds recaimos, como casos particulares, nos casos de acopla-
mento difusivo (local) e de campo médio (global). Inicialmente estudamos sob que
condigbes um padrao espacialmente homogéneo torna-se nado homogéneo (instabili-
dade de Turing), usando a teoria linear da estabilidade de modos normais no espago
de Fourier. Os padroes espaciais propriamente ditos surgem da saturacao dessa ins-
tabilidade quando consideramos as nao-linearidades. Como exemplo, investigamos
a formacao de padroes numa rede de equacoes de Meinhardt-Gierer acopladas, que
descrevem a interagao entre duas espécies quimicas, um ativador e um inibidor, o

primeiro sofrendo um processo auto-catalitico.
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Abstract

In this work we investigated numerically and analytically the formation of spatial
patterns in one-dimensional lattices of coupled nonlinear oscillators. The coupling
among oscillators is non-local, i.e. we considered the interactions between a pair
of oscillators with respect to their mutual distance along the lattice. On vary-
ing a range parameter we obtained, as particular cases, the diffusive (local) and
mean-field (global) couplings. Initially we studied under which conditions a spa-
tially homogeneous pattern becomes non-homogeneous (Turing instability), using
the linear stability theory for normal modes in Fourier space. The spatial patterns
themselves arise from the saturation of this instability when we consider the nonlin-
earities. As an example, we investigated pattern formation in a lattice of coupled
Meinhardt-Gierer equations, which describe the interaction between an activator and

an inhibitor chemical species, the former undergoing an auto-catalytic process.
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Capitulo 1

Introducao

Fenomenos nos quais ocorrem a formacao de padroes sao encontrados em
inimeros processos naturais. Podemos citar uma grande quantidade de contextos
nos quais acontecem mencao a este tema. Um exemplo é a biologia; em estudos
de padroes na pelagem de animais (determinadas espécies sao dotadas de padroes
especificos de pelagem), na escamas de peixes e até mesmo na superficie de conchas
[1] - figuras (1.1) e (1.2). Dentro da prépria Biologia também podemos fazer alusao
a investigacoes relacionadas a morfogénese, que é o estudo da forma dos seres vivos,
na qual o fato de um simples embriao se transformar em uma estrutura complexa e
auto-organizada, como um ser vivo, é algo ainda nao totalmente esclarecido [2].

Do mesmo modo, fora da area bioldgica também existe grande interesse
na pesquisa destes fenomenos. Um exemplo é o estudo de formacao de padroes em
reacoes quimicas, como os que ocorrem na reacao de Belousov-Zhabotinsky. Nesta
reacao varios elementos quimicos sao colocados a reagir espontaneamente, com o
decorrer do tempo é possivel observar a formacao de padroes espaciais em meio a
mistura [3], figura (1.3). Na realidade, o tema formacao de padroes também ocorre
em outras dreas, como medicina (estudo de padroes formado por tumores) [4], fisica

(padrdes em crescimento auto-organizado de cristais) [5], entre outras.



Na busca de repostas para as dividas levantadas pelo tema formagao de
padroes, em especial as relacionadas a morfogénese, Alan Turing foi o primeiro a
propor um mecanismo que explicava o surgimento destes estados [6]. Ele sugeriu que
a estrutura de um ser vivo era resultado de uma série de processos fisico-quimicos e,
assim, através deste raciocinio criou uma teoria que esclarecia varias questoes rela-
cionadas ao surgimento de padroes complexos a partir de estruturas homogeéneas.

Na teoria de Alan Turing, um sistema, no qual acontece uma determinada
reacao quimica, que se encontra em um estado inicialmente estéavel e uniforme; pode
apresentar a formagao de padroes [7]. Apesar de aparentar ser um juizo paradoxal,
isto acontece - dadas certas condigoes - quando adicionamos uma interacao difusiva
entre as partes que compoe o sistema. Na realidade, esta interacao origina uma que-

bra de estabilidade, chamada de instabilidade de Turing, no sistema. Deste modo,

Figura 1.1: Exemplo de formacao de padroes na pelagem de animais - figura (a) e

(b) - e na escama de peixes, figura (c), figuras retiradas de [8].



devido ao surgimento desta instabilidade, qualquer perturbacao no estado inicial se
difundira pelo sistema formando o estado heterogéneo final.

A teoria de Turing, apesar de ser uma teoria predominantemente linear,
explicou alguns pontos bésicos da formagao de padroes. Com o passar do tempo
modelos nao lineares, que consideravam interacoes mais complexas entre os elemen-
tos quimicos em questao, foram sugeridos. Um exemplo é o modelo denominado
Brusselator sugerido por Prigogine para explicar qualitativamente a reacao quimica
de Belousov-Zabotinki [9]. Outro exemplo é o modelo para morfogénese proposto por
proposto por Meinhardt-Gierer chamado de sistema ativador-inibidor [10], o qual in-
clusive serd estudado neste trabalho.

Nesta dissertacao, temos como objetivo aplicar as hipoteses centrais do
mecanismo desenvolvido por Turing a uma interagao mais geral do que a sugerida
por ele. Na teoria de Turing é a difusao das espécies quimicas através do sistema
que ocasiona a transicao na estabilidade. Aqui, propomos uma interacao do tipo nao
local e estudamos as possibilidades de se obter a quebra de estabilidade e a formagcao
de padroes nesta nova situacao.

A interagao nao local que propomos utilizar no desenvolvimento desta
dissertagao é o acoplamento do tipo lei de poténcia. Neste tipo de interacao o

acoplamento entre os elementos que compoe o sistema depende da distancia, sendo a

Figura 1.2: Superficies de conchas também podem apresentar a formagao de padroes,

figuras retiradas de [11].



Figura 1.3: O tema formacao de padroes também pode ser econtrado no contexto da
quimica. Um exemplo ¢é a reacao de Belousov-Zhabotinsky, nesta reacao é possivel

observar a formagao de padroes espaciais espiralados, figura retirada de [11].

intensidade da interagao varidvel e regulada por uma lei de poténcia [12, 13, 14]. Tal
interagao é encontrada, por exemplo, em arquiteturas de redes neurais [15] e em re-
sultados da discretizacao de algumas equagoes diferenciais parciais de fisico-quimica
[16].

Assim primeiramente, no capitulo 2, desenvolvemos a teoria de Turing
em um espaco unidimensional e discreto, apresentando, ao mesmo tempo, os seus
argumentos principais. Essencialmente, estudamos o mecanismo de reacao-difusao
proposto por ele e escrevemos as condigoes que o sistema deve satisfazer para que
ocorra a instabilidade de Turing e a formagcao de padroes.

No capitulo 3 aplicamos, através do uso das conjecturas de Turing, a teoria
de formacao de padroes para um acoplamento do tipo lei de poténcia. Mostramos
que interacao difusiva é um caso particular deste tipo de interacao, e calculamos as
condigOes necessarias para se obter a quebra de estabilidade e a formagao do estado
heterogéneo final.

A seguir, no capitulo 4, com a finalidade de demonstrar os resultados obti-
dos, aplicamos toda a teoria desenvolvida para caso nao local a um modelo de reagao

quimica - conhecido como modelo de Meinhardt-Gierer. Neste capitulo, basicamente



provaremos que € possivel escrever as condigoes necessarias a formacao de padroes
em funcao dos parametros do referido modelo.

Para corroborar nossas conclusoes analiticas, no capitulo 5 simulamos nu-
mericamente uma rede unidimensional. Supomos, para realizar a simulacao, que em
cada célula desta rede ocorrera uma reacao quimica de Meihardt-Gierer; ao mesmo
tempo assumimos que cada sitio ird interagir com os outros que compoe o sistema
através de um acoplamento do tipo lei de poténcia.

Por fim, apresentamos as conclusoes deste trabalho no capitulo 6.



Capitulo 2

Teoria de Turing

2.1 Introducao

Turing, através de sua pesquisa sobre morfogénese [2], foi um dos pioneiros
na investigacao da formacao de padroes espaco temporais. Ele propos um mecanismo
baseado na competicao de duas espécies quimicas que se difundem no espaco, estas
chamadas de ativador e inibidor, que explicou a concepg¢ao destes estados.

Em sua teoria, Turing sugere que padroes espaciais estacionarios surgem
de um estado inicialmente homogéneo e estavel. Estes estados heterogéneos nascem
devido ao surgimento de uma instabilidade nas equagoes que governam as reagoes,
a qual é causada pela difusao de particulas no sistema. Em outras palavras, ele se
utiliza de dois processos distintos para explicar a formacao de padroes. O primeiro
¢ a propria dinamica quimica que acontece isoladamente em cada ponto do espaco
(o que deve ocorrer de forma néo linear); e o segundo é o acoplamento entre estas
reacoes através da difusao das particulas reagentes.

Através deste modelo, freqiientemente chamado de reacao-difusao, é possivel

demonstrar que pequenas perturbacoes no estado uniforme do sistema - na qual os



valores das espécies quimicas sao constantes no espaco e no tempo - podem ser
amplificadas tanto espacialmente quanto temporalmente (chegando a um ponto de
saturagao devido a nao linearidade do sistema) formando o estado heterogéneo final.
Esta instabilidade forcada pela difusao, conhecida por instabilidade de Turing, acon-
tece para certos valores dos parametros como; por exemplo, coeficientes de difusao e

reacao, e sera esclarecida a seguir.

2.2 Instabilidade de Turing

Para explicar, quantitativamente, a teoria criada por Turing considerare-
mos, inicialmente, que o espago em que o modelo é desenvolvido é discreto e unidi-
mensional, ou seja, o espaco é dividido em N partes igualmente espacadas por um
intervalo A. Estas partes sao representadas e analisadas como pontos geométricos.
Adicionalmente a isto, associamos a cada sitio um indice K como mostrado pela

figura (2.1), resultando, assim, em uma de rede unidimensional.

Figura 2.1: A discretizagao é feita dividindo o espaco N em intervalos iguais com

comprimento A (esta figura foi adpatada de [8]).

Dadas estas hipdteses, outra suposicao utilizada é que a reagao de cada
célula isolada - a competicao entre ativador e inibidor - é governada pelo seguinte

sistema dinamico, do tipo oscilador quimico,



i1 (t) = X(2x(t), yx(t))
Uk(t) = Y (2x(t), y (1)),

sendo X e Y duas fungoes genéricas de zx(t) e yx(t), as quais representam as con-

(2.1)

centracoes do ativador e do inibidor respectivamente.

Por outro lado, como ja discutido, estas reagoes entre o inibidor e o ati-
vador nao se dao de forma isolada, mas sim, de maneira acoplada, com uma interagao
entre as células, podendo esta interacao se dar de varias maneiras. O acoplamento
proposto por Turing é alcancado considerando resultados bem conhecidos da Fisico-

Quimica. O primeiro é a equagao da continuidade [18]

Ipi
ot

sendo p; a densidade de particulas, @; o vetor velocidade do fluido e F;(p;, p;) uma

£V - (i) = Filpis ). (2:2)

funcao relacionada com a evolucao temporal do ativador e inibidor.

A segunda relagao a ser utilizada ¢ a lei de Fick [19]

na qual o fluxo de particulas é proporcional ao gradiente de concentragao w; e D;

(aqui supomos D; > 0) é o coeficiente de difusao da espécie quimica em questao.
Substituindo a equagao (2.2) na equacao (2.3) e lembrando ser o espago

unidimensional (a rede é descrita na coordenada z), chegamos a seguinte equagao *:

oz (z 02z (2
ka(t L) - Dw 82’(2 1) + fx(zky yk)

4 2 z
8yk<9(t A = Dya %kz(z ) 4 fo(@r, yr)

, (2.5)

Um resultado adicional é utilizado ao se combinar a equacoes as quais nos referimos, é preciso

lembrar que as relagoes entre as concentragoes e as densidades das particulas do modelo sao dadas

por:
N (2.0
_ Mypy ’ '
Yi = T,

na qual my = mgzp, + myp, é a massa total do sistema.



na qual conjecturamos:

7 (2.6)
fo(z,y) = ayF(z,y) = Y(2,y)

assim
83:%(:,15) — D, 32%2(;@ + X (28, i) (2.7)
e — D, PUED LY () |

Esta relacao é a reproducao matematica da evolucao temporal de duas
espécies quimicas reagentes que se difundem pelo sistema, conhecida também como
equacao de reacao-difusao. Este é o mecanismo formador dos padroes proposto por
Alan Turing e este tipo de interac@o é o ponto central da teoria desenvolvida por ele.

Entretanto, como ja elucidado, supomos o espaco, além de unidimensional,
também discreto. Portando, temos de discretizar as variaveis espaciais na equagao

(2.7), isto pode ser feito através de

Owp  Wey1 + W1

0z A ’

(2.8)

na qual A é a distancia entre os centros dos sitios na rede - figura (2.1), seguindo o

mesmo raciocinio, para a derivada segunda, é possivel provar que:

32wk . Wgi1 — Zwk + Wr_1

022 A?

(2.9)

Substituindo a equacao anterior na equacao (2.7) e definindo dois novos

parametros:
2D, 2D
uzﬁa V:TQy; (2.10)
temos a equacao de reacao difusao para um espaco discreto e unidimensional:
7d“d(f’t) = X (s, yi) + M—Ik“_szﬂk_l
y ) , (2.11)
ykd(tzjt) _ Y(xk,yk> PSS b zk"l‘xk:—l

esta é a relacao que utilizaremos para explicitar a esséncia da teoria de Turing.
A fim de compreender melhor a situacao é necessario entendermos mais a
fundo a equagao anterior. Como jé apontado previamente, se consideramos os coefi-

cientes de difusao nulos, obteremos a equacao (2.1); a qual, por sua vez, representa
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a reacao quimica em cada célula tomada isoladamente. Assim, matematicamente,
o termo difusivo é o responsavel pela conectividade entre as células da rede, figura
(2.2). Este tipo de interacao é bem conhecido na literatura [17] e é chamado de

acoplamento de primeiros vizinhos.

k-2 k-1 k k+1 k+2

o—0 — 00— 0—0

Figura 2.2: Representacao de uma rede com acoplamento difusivo, cada sitio interage

unicamente com seus vizinhos.

Na interacao difusiva cada sitio da rede interage apenas com os sitios vi-
zinhos, por este motivo também é denominado como acoplamento local. No nosso
caso, uma rede unidimensional, cada sitio £ é influenciado e influencia a célula k+1

e k-1 como mostrado pela figura (2.2).

2.2.1 Analise de Estabilidade e Linearizacao

Na estrutura sugerida por Turing cada célula isolada se encontra inicial-
mente em um estado estavel com valores das concentragoes iguais as outras, um
estado uniforme e de equilibrio. Este estado inicial, também chamado de estado
homogéneo, é definido como sendo o ponto de equilibrio das equagoes que regem a
dindmica do sistema, no nosso caso o conjunto de equagoes (2.1). O padrao esta-
ciondrio surge devido a pequenas flutuagoes neste estado, a qual cresce com a perda
de estabilidade causada pela difusao. Nesta secao estudaremos esta instabilidade.

Para examinarmos a rede acoplada, é necessaria uma andlise preliminar
da estabilidade dos sitios tomados isoladamente, e s6 apds isto exploraremos a ins-
tabilidade criada com interagao entre as células.

A analise de estabilidade é realizada através da linearizacao do sistema nas

11



proximidades de seus pontos de equilibrio (estado homogéneo). Seguimos o seguinte
procedimento; linearizamos as equagoes que regem a dinamica do modelo nas vizi-
nhancas de seus pontos fixos e utilizamos a andlise linear de estabilidade - desen-
volvida no apéndice A - para identificar os intervalos de instabilidade e estabilidade

do sistema.

O Sistema Isolado

O primeiro passo € linearizar as equacoes das células sem considerar o
acoplamento. Para isto utilizamos o procedimento de linearizacao apontado no

apéndice A; assim, é possivel provar que as equacoes linearizadas admitem a forma:

dack(z,t) = azr; + b
L ko (2.12)
) — cay + dy,
cujo ponto de equilibrio é;
(xx,yx) = (0,0). (2.13)
A matriz jacobiana do sistema pode ser escrita como
a b
A= (2.14)
c d

- 0s elementos da matriz A sao definidos no apéndice A. Levando-se em conta os
resultados de andlise de estabilidade, as condigoes para que as células tomadas iso-

ladamente sejam estaveis sao:

q = Det(A) =ad —bc >0

(2.15)
p=tr(A)=a+d<0
para que o estado seja instavel as condigoes sao:
= Det(A) =ad —bc > 0
1 ) . (2.16)

p=tr(A)=a+d>0
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Outra hipdtese possivel de acontecer é:

q = Det(A) =ad —bc <0, (2.17)
aqui o ponto de equilibrio é um ponto de sela. Entretanto, se e o ponto fixo é uma
sela figura (2.3), o sistema pode ser considerado instavel. Isto acontece devido ao
fato de, para esta condicao, existir somente duas diregoes em que as trajetorias se

aproximam da origem no espago de fase, implicando, portanto, na baixa probabili-

dade do estado do sistema tender ao ponto de equlibrio.

x’
. \¥/ k4
b .

z!\

\‘
N
.
.
.
. N
g .
. .
.
.
rd *
.

Figura 2.3: Representacao grafica de um ponto de sela; somente duas dire¢coes no

espaco de fase sao estaveis.

Como ja explicitado, a teoria de Turing pressupoe que o ponto de equilibrio
¢ estavel sem a presenca de acoplamento, logo, supomos que a inequagao (2.15) é

satisfeita.

O Sistema Acoplado

Iremos agora, como um segundo passo, estudar em que situagoes as in-

teragoes entre os sitios ocasionam a perda de estabilidade, para isto linearizamos as
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equacoes acopladas obtendo

Th4+1—2TE+Tp—1

drk(z,t) — ax + b +
t FR T . (2.18)

dye(zt) _ cryp + dyk +v

Th41— 2Tk +T—1
dt 2

Além disso, supomos condi¢oes de contorno periédicas para a rede, isto
é, conjecturamos que a rede seja peridédica espacialmente e com periodo N - N é o

nuamero de sitios que compoe o sistema, o que é representado matematicamente por;
.CEk(Z, t) = $kiN(Z’, t)
. (2.19)
Yi(2:t) = Yran(2,1)
Uma rede com esta particularidade é mostrada na figura (2.4); ela tem uma
configuracao circular devido as condig¢oes de contorno periddicas, e seus elementos
interagem apenas com seus vizinhos mais préximos.

k=i

k:

Figura 2.4: Representacao de uma rede com acoplamento local e condigoes de con-

torno periodicas, as setas representam as conexoes entre os elementos da rede.

Desta maneira a forma mais adequada de realizar o estudo da estabilidade

¢ usando a analise de modos normais. Isto é feito aplicando a transformada discreta
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de Fourier, a saber,

Z’k(Z,t) = Zgl(la t)eilk
l
we(z,t) = Sl e

sendo & e n; os coeficientes discretos de Fourier.

(2.20)

Substituindo a equagdo (2.19) na equacao (2.20) é possivel mostrar que

=" s=0123. N-1L (2.21)

Portanto é possivel rotular os modos normais através da variavel de s e
escrever a equagao (2.20) como:

27r7.9k

wi(z,1) = Zé"s( the

i (2.22)
yk(Z, ): sgo 778(‘97 ) N

e N
Estas equagoes obedecem a relagao de ortogonalidade
N ih(s—s N —s)=0
mik(s—s") 5 Se S S
eV = (s=5) (2.23)
k=1

0 (caso contrario)

Aplicando a transformada discreta de Fourier ao sistema linear acoplado,

equagao (2.18), obtemos as equagoes transformadas:

: 2 k N-1 2 k 2 k 2 k 2mis —27i
Z 586 ﬂ](]@ —a Z gs Trzs + b Z 775 Trzs + Z €Se 71';79 {e% e 1\7;13 B 2:|
s=0
2misk N-1 27rzsk 27r7,5k 2misk 2mis —27is
ZnsN—dZns +CZ§S +5 EnsN[eN+eN—2]
s=0

Desta maneira
& = a—2psen? ()] & + b
Ns = {d — 2usen ? ( )} c§s

sendo &, e 7, as transformadas discretas de Fourier, de x; e yp respectivamente,

(2.24)

introduzimos também as seguintes notagoes:

U:SGHQ(%S):>0§U§1
aU:a—Qlug , (225)
d, =d—2vo
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desta maneira podemos escrever a dinamica dos modos normais de uma forma mais

simples
‘S = 0¢&s + b s
So = Bolat b (2.26)
7.73 - Cgs + do'r]s
Estas equagoes tem um ponto de equilibrio em (&5,7:) = (0,0) o qual
equivale ao ponto (zx,yx) = (0,0) nas equagbes em xy e yg, isto é,
(&s,ms) = (0,0) = (zg,yx) = (0,0) Vs. (2.27)

Agora seguimos o mesmo raciocinio utilizado no sistema isolado, definimos

a matriz jacobiana A’ como:

A = (2.28)

assim usando a teoria linear podemos determinar as condigoes de estabilidade do

sistema acoplado préximo ao ponto fixo. Para que exista estabilidade elas sao;

¢o = Det(A") = a,d, —bc >0

: (2.29)
pe =1tr(A") =a, +d, <0

para a instabilidade sao:

¢o = Det(A") = a,d, —bc >0
. (2.30)
po =tr(A)=a,+d, >0

Novamente, como ocorreu para o caso isolado, o ponto fixo é uma sela se
4o = Det(A') = a,d, — be < 0. (2.31)

Como ja exposto anteriormente, na andlise das células isoladas, a condi¢ao (2.15),
na qual o sistema ¢é estavel sem a presenca de acoplamento é suposta satisfeita.

Neste momento ¢ preciso lembrar a conjectura central de Turing, em sua
teoria ele assume que a difusao pode causar uma perda de estabilidade no sistema.
Portanto, é preciso determinar em que situagoes isto pode ocorrer.

E possivel mostrar que se o sistema isolado é estavel, a relagao
Do = Qg + da <0 (232)
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também é satisfeita, isto €,

p<0=p, <O. (2.33)

Em um primeiro momento, através das inequagoes (2.29) e (2.33) é possivel
concluir que o sistema acoplado nao sera instavel como pressupoe Turing - pois se
P < 0, condicao de estabilidade, a relacao (2.30) nunca serd satisfeita. Entretanto,
como ja colocado, se o ponto fixo é um ponto de sela entao também pode ser con-
siderado instavel. Deste modo, a tinica maneira do sistema acoplado ser instavel é
se:

Qo = 4uvo® — 20 (av + du) + q < 0. (2.34)

Consequientemente, a mudanca de sinal da func¢ao g, representa uma espécie
de bifurcacao (linear) de Turing [6], resta colocar esta bifurcagdo de uma maneira
mais adequada.

Para isto, identificamos a equacao ¢g; = 0 como uma espécie de curva

marginal, ela determina a transicao estavel-instavel do sistema, sua solucao é:

1
o4 = o) {au —du £ \/a21/2 + 2avdy + d?u? — 4w/q} , >0, (2.35)
v

a qual através das definigoes

+ -, (2.36)
pode ser colocada como:
aizi{PiJPhAQ}. (2.37)
Resolvendo a inequagao (2.34) para ¢ temos:
o_ <o <oy, (2.38)
entretanto o também obedece a - equagao (2.25):

0<o<1. (2.39)
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Combinando a equagao (2.37) com as inequagoes (2.38) e (2.39) obtemos uma primeira

condicao de instabilidade do sistema acoplado:

0<o.<1 = 0<P—y/P2—4Q<4 (2.40)

esta inequacao pode ser resolvida para P

Q>0
P>2/Q, 0<P<4, (2.41)
P>9+2 P>4

estas relagoes sao a representagao no espaco de parametros, no qual as variaveis de
controle escolhidas sao P e @), das regides nas quais o sistema é estavel ou instavel,

o que é mostrado graficamente pela figura (2.5).

10 ' T l '
Instavel P= %+2 Estavel
\ - /// P:Z\/é
[a ¥ 5_ //// —
/
/
/ Vs Estavel
L 4
7/
/7
/
/
/
/
O 1 | 1 | 1 |
0 5 10 15

Figura 2.5: Representacao grafica das condicoes de instabilidade, com escolhas ade-

quadas dos parametros é possivel obter a instabilidade de Turing.

Outra condigao é obtida através da relagao (2.39) ajustada com a defini¢ao

de o(s,N):
s

o(s,N) = sen? (N) : (2.42)
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com estas duas relacoes é possivel concluir que modos normais localizados entre o
e o_ sao instaveis na presenca de acoplamento, da mesma forma que modos normais
fora deste intervalo sdo estéveis, situagdo mostrada pela figura (2.6). Pela mesma
figura é possivel concluir que modos préximos a s = N/2 sao estdveis e modos per-

tencentes a regides intermedidrias sdo instéveis [6].

I

©0,5 i

Instavel Instavel

|
0 0,5 1
s/N

Figura 2.6: Perfil de quais modos normais sao instaveis e quais sao estaveis na

presenca de acoplamento.

Na realidade, esta condicao mostra bem como acontece a formacao de
padroes na rede. Como temos modos estaveis e modos instaveis, com a insercao de
uma pequena perturbagao em um estado inicialmente uniforme, estes ocasionarao
uma amplificacao na flutuacao colocada; por outro lado, aqueles permanecerao cons-

tantemente no estado inicial; formando assim uma configuracao heterogénea.
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Capitulo 3

Acoplamento Nao-Local

3.1 Introducao

No capitulo anterior desenvolvemos os mecanismos fundamentais da Teoria
desenvolvida por Turing. Provamos basicamente que a formacao de padroes em um
sistema estavel e homogéneo se deve a interacao difusiva entre os sitios que compoe
o sistema. Este tipo de interacao, conhecida como acoplamento de primeiros vizi-
nhos, é baseada na idéia que uma dada célula apenas interaja com seus vizinhos mais
préximos.

Entretanto uma questao deve ser levantada, uma rede com algum outro
tipo de acoplamento comporta a formacao de padroes? Em outras palavras, em
um sistema com uma configuragao diferente da proposta por Turing é possivel de-
senvolver o mesmo mecanismo? Estas sdo as perguntas as quais responderemos a
seguir.

Neste capitulo, essencialmente, sugerimos uma interacao nao local entre
os sitios da rede e analisamos em que situacoes este modelo apresenta instabilidade

de Turing e a formacao de padroes.
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3.2 Acoplamento do Tipo lei de Poténcia

H&a diversas maneiras de acoplar elementos de uma rede e estabelecer
conexoes entre eles. Como ja visto, a teoria de Turing se baseia em um acoplamento
local, também chamado de primeiros vizinhos ou difusivo. Aqui, vamos propor um
acoplamento nao local (no qual cada elemento da rede interage nao apenas com seu
vizinho mais préximo, mas pode se conectar com varias outras células que compoe o
sistema), aplicar as mesmas hipéteses de Turing e analisar se ha ou nao a formagao
de padroes para este tipo de interacao.

A interacao nao-local a ser utilizada é do tipo lei de poténcia. Neste tipo
de acoplamento um dado sitio interage com todos os outros elementos da rede, entre-
tanto a magnitude da conexao depende da distancia entre os sitios. Na realidade, esta
configuracao pressupoe que a intensidade do acoplamento diminui com a distancia
entre os sitios seguindo uma lei de poténcia.

O acoplamento do tipo lei de poténcia ¢ utilizado em arquiteturas de redes
neurais com producao de informacao e também ¢é encontrado como solugao na dis-
cretizagao de equagoes diferenciais parciais que modelam reagoes quimicas [12, 20].

Assim para uma rede unidimensional composta por N sitios - N é um
nimero impar - espacados por uma distancia r, a representacao matematica deste

tipo de conectividade ¢ dada por:

N/
dzl:i(tryt) - X(fEIm yk) — HTE + nol(La) Zl xka;szrT ( )
v 3.1
N’ ’
7‘[?”“;;”‘/) =Y (2, yr) — Vyr + ,Lg()l(/oz) r; ykirrtykﬂ
sendo
N/
1
Kola) =2)  — (3.2)
r=1 re
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um fator de normalizacao,

N ==~ (3.3)

e « representa o alcance do acoplamento (quanto maior o valor de «, menor é o
alcance da interacao).

Como queremos aplicar os mesmos pressupostos usados por Turing, seguimos
os procedimentos utilizados por ele, assim também supomos que a rede obedece a

condicoes de contorno periddicas, isto é,

z(2,t) = zran (2, 1) ’ (3.4)

Yi(2:t) = Yran(2,1)

um exemplo desta rede ¢ mostrado pela figura (3.1).
Vale salientar que este tipo de conexao entre os sitios ¢ uma generalizacao
do acoplamento difusivo - na realidade, como mostraremos na secao seguinte, este é

um caso particular daquele.

k=0 k=i

Figura 3.1: Representacao do acoplamento global de uma rede unidimensional com

condicoes de contorno periddicas, apenas as ligagoes do sitio 1 sao mostradas.
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3.2.1 Casos Particulares

Caso Local

Vamos provar agora que se fizermos o limite de « tendendo ao infinito
na equagao (3.1) obteremos novamente o acoplamento difusivo utilizado por Turing.

Para expor este caso extremo identificamos:

Jim ro(ar) =2 (3.5)
e
N/
: Ty + Tyr
Jipy D < e+ (3:6)
r=1

Assim o conjunto de equagoes (3.1) pode ser escrito como:

drk(z,t) _ mk+1—2xk+xk,1
dt —X(xkayk)_'_,u 2

dyg () _ Y1 —2YkFYk—1
5 =Y (g, yp) + v

(3.7)

estas equagoes sao as mesmas encontradas no acoplamento do tipo primeiros vizi-
nhos.

Conseqiientemente, qualquer que sejam os resultados alcancados pela in-
teracao nao local escolhida, ela sempre devera ser equivalente ao caso local quando
tomarmos o limite feito anteriormente. Comparagao que continuamente sera reali-

zada no decorrer do desenvolvimento do modelo.

Caso Global

Outro caso limite interessante do acoplamento do tipo lei de poténcia surge

quando fazemos « igual a zero, assim, com as identidades

Ko(la =0) =N —1 (3.8)
e
N’ N’
P T ST EA (3.9)
r=1 a=0

r=1
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substituidas no sistema (3.1) obtemos:

dxy (r,t) u N
a X(‘rkh yk) — purE + (m) 21 (xkfr + karr) (3 10)
N/ . .
dykdi(tnt) = Y<xk7yk) — VYr + (Nu_l) > (ykfr + yk+7‘)

r=1

Nesta equacao os termos

(ﬁ) T%; Ty + Ty = (ﬁ) é[:i Ty = Tp =< T >pzp
| r (3.11)
(+5) é Ui + e = (55) é Yr =Tk =< Y >

3
LS
e

mostram que, neste caso fronteira, o valor futuro de zx(t) e yx(t) depende da média
dos estados dos demais elementos da rede. Podemos chegar a esta conclusao ao
observar que os somatérios nas equagoes (3.11) sao realizados sobre todos os sitios
que compoe o sistema, com excecao da célula k; ao final estas somas sao divididas
pelo nimero de sitios (N-1) incluidos nos somatérios (uma média aritmética, a qual
denotamos 7y e Jx). Devido a estas peculiaridades este tipo de interagao é chamado
de acoplamento de campo médio, ou acoplamento global. Com estas consideragoes

podemos escrever as equagoes (3.10) como:
dm’}i(tm) = X(z, yx) + p(Tr — 1)

W) — Y (2, k) + (G — Yk)

(3.12)

3.3 Analise de Estabilidade

Nosso objetivo neste trabalho é aplicar a teoria desenvolvida por Turing a
outro tipo de interacao, em outras palavras, queremos mostrar que é possivel obter
a instabilidade de Turing e a formacao de padroes para o acoplamento do tipo lei de
poténcia. Sendo assim, temos de fazer a analise de estabilidade do sistema isolado e
do sistema acoplado e observar se realmente é possivel obter os mesmos resultados
alcancados anteriormente.

Para fazer esta andlise de estabilidade seguimos o mesmo procedimento
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empregado no capitulo anterior, ou seja, linearizamos o sistema de equagoes nas
proximidades de seus pontos de equilibrio (estado homogéneo) e, apéds isto, aplicamos
as condicoes de estabilidade da teoria linear - os algoritmos usados se encontram

desenvolvidos no apéndice A. Desta maneira as equagoes linearizadas sao:

N/

L) — (= )y + by + iy 3 i (3.13)
" . 3.13
N

WD) — (d — vy + cxp + Yoy 3 el
r=1

3.3.1 Sistema Isolado

Visando encontrar as condicoes que fornecem a instabilidade de Turing
no acoplamento nao local, partimos das mesmas hipoteses utilizadas por ele na in-
teragao difusiva. Logo, vamos supor que cada sitio tomado isoladamente se encontra
no mesmo estado estavel que os outros, isto é, vamos supor que cada sitio se en-
contra no estado homogeéneo definido no capitulo 2. As relagdes que o sistema deve
obedecer para satisfazer estas particularidades ja foram calculadas anteriormente, e

sao representadas pelo conjunto de inequagdes (2.15), a saber,

q=ad—0bc>0
) (3.14)
p=a+d<0

3.3.2 Sistema Acoplado

Adotando a mesma metodologia utilizada no caso local, temos de de-
sacoplar o conjunto de equagoes (3.13); para isto usamos novamente a transformada

discreta de Fourier

2misk

N-1
z(z,t) = ;0 Es(s,t)e™w

omisk

= (3.15)
yk(27t> - ;O n8(57t)€ N
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a qual aplicada ao sistema (3.13) nos dé:

2misk 2misk 2misk

N-1 . N—-1 N-1
Z 536 No= (CL - :U’> Z 556 N+ b Z nse N +
s=0 s=0 s=0

N1 N gs (%) <627rzs](\;c—r) + 627rzs](\?+r)>

ro( s=0 r=1
N-—1 Tis N-1 Tis N-1 Tis
ZO ﬁsegNk = (d — V) ZO 7]562Nk +c ZO 556%*_
- N—-1 N’ z;is(k—r) 27ris(ki:)
v 1
R0 (@) 52::0 ;::1 Ms (ﬁ) (6 N +e W )
=
. B _1 1 N’ 1 2misr —27isr 1 b
§s = a_,u_ _fﬁo(a)r§1(7“>(€N e w )_ SRR

Ny = {d —v -1 — KO%Q) Tgl (r%) (GW + eszvm>- }775 + &

Portanto,
. i N/ cos 27sr 1
gsz a—2/uL 1__1 > (QN) fs—i-bﬁs
2 ko () = T

(3.16)

Ns = |d—2v <;— Hoia) Zl - ))775—1-053

Estas equacoes sao bem mais complexas que as encontradas por Turing.
Entretanto é possivel, e desejavel, conseguir relagoes parecidas com as obtidas por

ele. Esta situacao ¢ alcangada através de algumas mudancas de notagao, elas sao:

N’ 2msr
1 COS( N )

o(s,a,N)=1— (@) ; p (3.17)
e
ay = a—2p0(s,a, N) (3.18)
dy =d—2vo(s,a, N)
Logo as relagoes (3.16) se tornam
§s = ap8s + s (3.19)

775 = Cfs + do'ns
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Este conjunto de equagoes é muito semelhante ao obtido no caso difusivo.
A tnica excegao é a funcao o(s,«, N), a qual no capitulo anterior era uma fungao
senoidal, que, por sua vez, tem comportamentos e limites bem conhecidos. Assim,
como uma etapa preliminar, é preciso estudar as propriedades bésicas desta nova

funcao antes de realizar a anélise de estabilidade.

3.4 Propriedades Basicas da Funcgao o(s,a, N)

A fungao o(s,a, N) encontrada aqui é mais complicada que a fungao
achada no caso local; pois além de ser uma funcao de trés variaveis, ela deve obedecer
aos limites apontados no comeco deste capitulo. Algumas das suas propriedades sao
mostradas pela figura (3.2), na qual plotamos ¢ como funcao de s para vérios valores

de a (N=1001).

0,81

1

1
QQQ
Il

0,6~

014,&._,.

02t

Figura 3.2: Funcao o em fungao da varidvel s para vérios valores de a, com o
aumentar do alcance do acoplamento a curva o(s) deixa de ser uma constante e se

aproxima de uma func¢ao senoidal.

27



Notemos por estas figuras, situacao a qual também mostraremos mais a
frente, que quando a = 0 o grafico da funcao ¢ é uma reta, se o é pequeno a curva
o(s) é quase uma constante, porém curvada em sua extremidades (figura (3.2)(a)).
Para « intermediario o grafico de o lembra uma funcao senoidal, figura (3.2)(b). A
conclusao é; na medida em que aumentamos o valor de o a funcao o deixa de ser
uma constante e gradualmente se aproxima de uma curva senoidal (que nao por um
acaso ¢ a mesma obtida no caso difusivo). Apesar de esta ser uma andlise grafica
este resultado tem fundamento e se deve ao fato de a fungao o ter de obedecer aos

casos limites, global e local, e sera de grande uso posteriormente.

3.4.1 Limites de o(s,a, N)

Para calcular as condigoes de estabilidade é preciso determinar os limites
da func¢ao o, no caso difusivo estes limites eram bem conhecidos, naquela situacao o
obedecia:

0< O Difusivo — U(S,Oé = OO,N) <1.

Aqui como primeiro passo, vamos provar (ue 0 Mmaximo, 0,,q., € 0 minimo,
Omin, da fungao o(s,a, N) se encontram no intervalo [0,1]. Além disto, como um
segundo passo, provaremos que o minimo da fungao o é zero, isto é, mostraremos

que se definirmos

Omin S O'(Oé, S, N) S Omazx» (320>
entao
0<o(a,s,N) <1 (3.21)
e
Omin =0, 0 < 0pmae < 1. (3.22)

Para isto utilizamos:

27rs
-1 < <1
_COS( N )_ ’
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assim
— 7 —. (3.23)

Aplicando o limite superior da inequacao anterior na equacao (3.17) e lembrando a
defini¢do de ko(), obtemos a primeira relagao:

1 X1
>

HO(O&) r=1 7*706

o(s,a,N) >0, =35 — =0 = o(s,a,N)>0. (3.24)

Se aplicarmos o limite inferior da inequacao (3.23) na equagao (3.17) temos;

1)
o(s,0,N) <00 = 5 - Ko(a) re
r=1

=1 = o(s,a,N) <1 (3.25)

Logo a fun¢ao ¢ e seus maximos e minimos realmente se encontram no
intervalo [0,1] para qualquer que seja « e s, com N inteiro e impar. Entretanto resta
provar que: g,,;, = 0, isto é feito através da equagao (3.17) que para s=0 nos fornece:

1 &

> W,

Ko(@) r=1 re

o(s=0,a,N) =

1
2
como

O S Umin(&757 N) S 17

assim,

0<omin<1l, o(s=0,a,N)=0 = 0opin(a, N)=0.
Resumidamente temos;
0<o(s,a,N) < Opaz, 0=<0man(s) <1 (3.26)

Estas sao as relagoes que utilizaremos no célculo das condigoes de estabi-

lidade do sistema acoplado.

3.5 Casos Particulares e a Fungao o(s,a, N)

Além das propriedades discutidas anteriormente, a fungao o (s, o, N') também
deve obedecer aos casos limites discutidos no inicio do capitulo, ou seja, deve assumir

formas particulares para o caso local e global.
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3.5.1 Caso Local

Como ja provado, se aplicarmos o limite de « tendendo a infinito ao acopla-
mento do tipo lei de poténcia voltaremos novamente ao caso local. Agora discutire-
mos o mesmo limite aplicado a fungao o (s, «, N). Provaremos que é possivel obter

a mesma relacao encontrada no capitulo anterior,

Jim o(s,a, N) = sen® (;}S) , (3.27)

para isto utilizamos a equagao (3.17) e a identidade (3.5)

1 & cos (%) 11 21s
. T 1 _ =
dim o(s,a, N) = lim {2 (@) TE:1 p =5 = gcos (N ) . (3.28)

Como 2sen? (Y9) = 1 — cos (a) verificamos a igualdade proposta. Portanto

realmente a fungao o assume a forma do caso local no limite de o tendendo ao

infinito, o que também pode ser visto na figura (3.2), para a grande.

3.5.2 Caso Global

Para o caso global os calculos matematicos sao um pouco mais elaborados.
Contudo, neste caso, também é possivel obter uma forma simples para a func¢ao o.
Como

1 X

a(s,a:O,N):{;—N_1;COS<27]T\‘;T>}' (3.29)

Empregamos a seguinte identidade [21, 22]

kzi:cos (kz) = ; {1 + Sensg(jg:;)x] } A0 (3.30)

Transladando o inicio do somatério para k=1 e usando a seguinte notacao:

x=2ms/y. n=N = % e k=r na equagao (3.30) escrevemos:

1+m(7TS;];37£0,N7éoo. (3.31)

s

N

w

N 2mwsr 1
Ichos( )z—l—i—
= N 2

sen <
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Substituindo a relagdo (3.31) na defini¢do de o - equagao (3.17) - e com

seu valor em s=0 temos:

=)

5=0
I AT
Sen(w)

op=0(s,a=0,N) = {S (3.32)

N[

A equagao acima tem uma forma mais simples comparada ao caso geral,
porém é possivel simplificd-la ainda mais. Para isto é preciso lembrar que a variavel
s é definida somente para nimeros inteiros pertencentes ao intervalo [0,N-1]. De
modo que o termo sen (7s) é sempre nulo na equagao (3.32). Portanto, com este

resultado, a forma final da funcao o para a igual a zero é:

oo(s, N) =0(s,a=0,N) = : (3.33)

Esta funcao é uma constante em relacao a s. Sua tnica dependéncia é em

N, a qual é mostrada pela figura(3.3).

0,8,

06 .
0,5L

\ \ ! L
0 200 400 N 600 800 1000

Figura 3.3: Funcao oy em fun¢ao do nimero de sitios que compoe a rede N.
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3.6 Instabilidade de Turing e Formacao de Padroes

Como ja estudamos algumas propriedades basicas da fun¢ao o, podemos,
agora, realizar a analise de estabilidade das equacoes transformadas. Partimos entao
da relagao (3.14), condigao para que os sitios tomados isoladamente sejam estaveis,
a qual é suposta ser satisfeita.

Por outro lado o objetivo também é buscar as condig¢oes que tornam o
sistema acoplado instavel. S6 assim determinaremos se realmente é possivel obter a
instabilidade de Turing neste tipo de interacao.

Neste momento vale ressaltar a seguinte implicacao: como as equacgoes
transformadas encontradas para a interacao nao local sao semelhantes as obtidas
por Turing - com excecao da funcao o cujas propriedades béasicas ja foram discuti-
das, os calculos a serem realizados serao muito parecidos com os do capitulo anterior.

Um exemplo é o ponto de equilibrio das equacoes linearizadas, o qual é
o mesmo encontrado anteriormente e se localiza em (&5,7,) = (0,0), equivalente ao
ponto (zx, yx) = (0,0) nas equagoes em xy € Y.

Agora definimos novamente a matriz jacobiana A’ das equacgoes transfor-

madas,
P (a,s,N) ’ , (3.34)
c d, (a,s,N)
esta matriz nao é a mesma do caso difusivo devido a dependéncia em o (s, a, N) que
a, € d, tem.
Seguindo o mesmo procedimento do caso local, é possivel mostrar que se

a relagao (3.14) é atendida, entdo a unica forma de o sistema acoplado ser instavel é

se seu ponto fixo for um ponto de sela. Deste modo temos:
¢s = Det(A) = a,d, — be = dpvo* — 20 (av +dp) +q < 0 (3.35)

cuja solucao é:

o_<o<oy, (3.36)
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sendo

o — i [P+ P10} (3.37)

= P=—4-. (3.38)

Comparando a inequagao (3.36) com inequagoes (3.26) temos que

0<0_<0Omez = 0<P—/P2—-4Q <4042, (3.39)

sendo 0,4, 0 maximo da fungao o. Alguns valores desta fungao sao mostrados pelas

figuras (3.4) e (3.5), nas quais 0,4, se encontra em fungao de a ¢ N respectivamente.

Figura 3.4: Maximo de 0 - 0,4 - em funcao do alcance do acoplamento a para

varios valores de NNV.

Resolvendo a inequacao (3.39) para P obtemos:

Q>0
P>2/Q, 0<P<40ma : (3.40)

P>_-9 49250, P>40ma

20mazx
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Estas sao relagoes que o sistema deve atender para que o sistema acoplado
seja instavel, isto é, sao as condigoes necessarias para que se consiga a instabilidade
de Turing. Portanto concluimos que realmente é possivel conseguir uma quebra de
estabilidade na interagao nao local.

Todavia, apesar de existir esta transicao na estabilidade, nos resta ainda
responder a uma pergunta: o acoplamento do tipo lei de poténcia admite a formagcao
de padroes? Se admite, para quais valores de v ocorrera o desenvolvimento do estado
heterogéneo?

Assim como no caso local, esta questao é respondida analisando a ine-
quagao (3.36) e a dependéncia de o em relagdo a «. Logo, fazendo este estudo,
concluimos que modos normais localizados entre o, e o_ sao instaveis na presenga
do acoplamento; da mesma maneira que modos normais fora deste intervalo sao
estaveis, como mostrado pelas figuras (3.6) e (3.7). No entanto, pelas mesmas figuras
é possivel observar que o numero de modos normais instaveis e estaveis depende
em muito do valor do parametro a e dos valores de o, e o_. Um exemplo disto

também é bem caracterizado pela figura (3.6). Nesta figura notamos que para «

0,8 U ' ' 1 ' T T ' T T T

1 o=l H

f -- o=2

— 0=1000
0,7 ]
5 0,81 |
& T e
06 o [

06 -
I e B B e

I ' | L | L | L | L ' | ' | L | L | L

] 0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
N N

(a) (b)
Figura 3.5: Maximo de ¢ - 0,,4, - em funcao do ntmero de células que compoe o

sistema (N) para vérios valores de .
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pequeno, dependendo da escolha dos valores de o, e o_, podemos obter, ou um
grande nimero de modos normais instaveis (figura(3.6)(b)), ou um grande nimero
de modos normais estaveis, figura(3.7)(a). Isto se deve ao fato de que para estes
casos a curva o(s) é quase uma constante. Esta falta de proporcionalidade entre
estes ntimeros pode ocasionar diferencas em relacao ao formato dos padroes finais
desenvolvidos no sistema, se confrontado com o caso difusivo. Um caso limite desta

situacao é o caso global que trataremos mais a frente.

L e e e A 7T 71—
" — 0=0 1 r — o=0 1
-- 0=0,5 -- 0=0,5
018_ (Xzzl 7 018_ a:l 1
0,6 4 06 Sk
0 oo N L e
T S P -~ S
0,4} OF 04— C
02} o 025 .
O ) | I | ' | I | ) 0 ' | I | \ | \ | L
0 0,2 04 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
] s/N s/N

Figura 3.6: Representagao dos modos normais que satisfazem a relacao (3.36) para
a pequeno, modos incluidos na area sombreada sao instaveis na presencga do acopla-
mento. Nesta configuracao existe uma grande sensibilidade em relagao aos valores
de 0, e o_. Na figura (a) muitos modos sao estéveis, ao contrario a figura (b), na

qual a maior parte se encontra em um estado instavel.

Para valores de o grande a curva o(s) se aproxima da curva de sen? (7s/y).
Neste caso temos uma menor sensibilidade do nimero de modos normais estaveis e
instaveis em relagao aos valores de de o e o_, como é exemplificado pela figura (3.7).
A implicagao é que sempre teremos, com excecao de casos extremos, o nimero de
modos normais instaveis e estaveis comparaveis. Como decorréncia desta implicacao

podemos ter diferencas em relagao ao formato dos padroes finais desenvolvidos no
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sistema, quando comparamos esta situagao como a do caso do paragrafo anterior.

- — o=1 1 r — o=1 1
: R ) Lo o=2
0,8 - g=10001 08F ; -+ 0=1000[]

] s/N s/N

Figura 3.7: Representagao dos modos normais que satisfazem a relacao (3.36) para
a grande, modos incluidos na area sombreada sao instaveis na presenga do acopla-
mento. E possivel observar que para as duas situagoes escolhidas o niimero de modos

normais instaveis e estaveis sao comparaveis.

As duas situagoes expostas acima serao discutidas também a seguir, tanto
em casos particulares quanto na aplicacao direta da teoria em equagoes nao-lineares

(capitulo 5).

3.6.1 Caso Local

Comparando o conjunto de inequagoes (3.40) com as encontradas no caso
difusivo é possivel observar uma diferenca: aqui ha uma dependéncia das condigoes
de instabilidade em relacao ao maximo da func¢ao o. Entretanto, como ja mostramos
até agora, no caso de a tendendo a infinito o acoplamento do tipo lei de poténcia se

resume ao caso local. Para mostrar outra vez esta conexao observamos, que tanto
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pela figura (3.4) quanto pela figura (3.5) a seguinte identidade é valida:

lim o =1.
a—ro0 max

Substituindo esta equagado em (3.40) encontramos:

Q>0
P>2/Q, 0<P<4, (3.41)
P>%+2 P>4

que sao as condigoes de instabilidade obtidas no caso difusivo.

3.6.2 Caso Global

No caso global encontramos algumas diferencas em relagao aos outros ca-
sos. Aqui, como ja discutido, o grafico da fungdao o é uma constante em relagao a
s. Este fato implica que a inequagao (3.40) nao pode ser usada diretamente nesta
0casiao, pois Onme(S) = oo(s) = constante, assim a unica condi¢do que podemos

aplicar a este caso ¢é a relagao (3.36), logo:

o_<oyg<oy = P—\/P?—4Q <409< P+ /P?>—4Q,

a qual resolvida para P no da:

Q
P> T‘I) + 20'0. (342)

Esta ¢ a condigao para que o sistema seja instavel na presenca do acoplamento global.
Porém, vale ressaltar que para este caso apesar de ser possivel obter a instabilidade
de Turing, nao hé formacao de padroes. Explicaremos este fato qualitativamente.
Primeiramente notemos que de acordo com os valores de o, 0_ e 0y a
inequacao (3.36) é ou nao obedecida. Graficamente podemos observar pela figura
(3.8) que se ela é satisfeita, entao, (devido ao fato de ¢ ser uma constante) todos

os modos normais sao instaveis, como mostrado pela figura (3.8)(a), com a presenca
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da interagao nao local (com excegao talvez do ponto s=0, para o qual go=0). Da
mesma maneira realizamos o raciocinio inverso, se a inequagao (3.36) nao é atendida
entao todos os modos normais sao estaveis com a presencga de acoplamento, como
exposto pela figura (3.8)(b). Isto implica uma espécie de sincronizagao, pois, ou
todos 0os modos normais sao instaveis ou todos sao estaveis. Esta situacao também
sera explorada no capitulo 5, quando aplicaremos esta teoria a modelos nao lineares.

Apos estas consideragoes, é possivel calcular as condicoes de instabilidade

1——T — . 11— —
0,81 4 08 -
0,6 O+ 0,6~ -
© Go (o) Go
04 6= 0,4 G+
02+ 4 02 o
O | I | | I | ' 0 | I | | | | !
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
] s/N s/N

Figura 3.8: Representacao grafica do niimero de modos normais que satisfazem a
condi¢ao (3.36). Se esta relacao é atendida entdo todos os modos normais (com
excecdo do modo s=0) sdo instdveis - figura (a); caso contrario todos os modos

normais sao estaveis - figura (b).

para uma situacao especifica do caso global, para isto fazemos N=101 e assim obte-
mos, pela equagao (3.33), op(a = 1) ~ 5. Com este valor substituido na inequacao

(3.42) a relagao a ser satisfeita para que ocorra a instabilidade de Turing é:
P>Q+1, (3.43)

a qual é mostrada pela figura (3.9).
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Figura 3.9: Condicoes que definem a instabilidade de Turing no espago de parametros

para o caso de acoplamento global, N = 101.

3.6.3 Caso a=1

Com o intuito de confrontar resultados, aplicaremos as condigoes de esta-
bilidade a outro caso particular e, apds isto, discutiremos eventuais diferengas encon-
tradas em relagao as situacoes ja estudadas. Também pretendendo encontrar e expor
comportamentos diferentes, escolhemos uma situagao intermediaria, o caso a = 1.
Para este caso calcularemos as condi¢oes que determinam a instabilidade de Turing
e analisaremos graficamente as circunstancias em que podera haver a formacao de
padroes.

Estimamos numéricamente que opq.(o = 1) ~ 0.55, para N=101, esta
estimativa também pode ser feita de maneira qualitativa através da figura (3.5).

Substituindo este valor no conjunto de inequagoes (3.40) encontramos:

Q>0
P>2/Q, 0<P<220 : (3.44)
P> (5)Q+ (%), P>220
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Figura 3.10: Condigoes que definem a instabilidade de Turing no espaco de

parametros para o caso a = 1, N = 101.

que sao as condicoes a serem satisfeitas para se obter a instabilidade de Turing e sao
mostradas pela figura (3.10). Em relacao a formagao de padroes a sua ocorréncia
é possivel; mas devido & forma achatada da curva o(s) para este caso os padroes
encontrados aqui podem ser padroes diferentes se comparados aos do caso local.
Isto pode acontecer devido ao fato de termos uma maior sensibilidade no nimero
de modos normais instaveis e estaveis no sistema em relagao aos valores o, e o_,

quando comparamos este caso com o caso local, situacao indicada pela figura (3.11).

3.6.4 Area no Espago de Parametros (P,Q)

Até este momento obtivemos as condigoes de instabilidade de trés situagoes
especificas, o caso global, o caso local e o caso intermediario a = 1. Para estas trés
configuracoes também discutimos sobre a possibilidade da formacao de padroes na

rede, usando para isto a forma que curva o(s) assume em cada ocasiao.
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Agora iremos tratar sobre o que acontece especificamente no espaco de
parametros com a variacao de «, isto é, discutiremos a dependéncia das condicoes
calculadas, necessarias para se obter a instabilidade de Turing, em relagao ao alcance
do acoplamento.

Como ja demonstrado, existem dois casos limites e opostos para o acopla-
mento do tipo lei de poténcia, eles sao o caso local e o global. As condigoes que
definem a quebra de estabilidade para estes casos sdo definidos pelas relagoes (3.41)
e (3.42) respectivamente. Situages intermedidrias sdo determinadas pelo conjunto
de inequagoes (3.40). Neste momento podemos nos perguntar: o que acontece com
as condigoes de instabilidade se aumentarmos gradualmente o valor de « entre os
casos limites (ou pelo menos de zero a um valor bem alto)?

Esta pergunta é respondida se observarmos que a dependéncia das relagoes

1 - T ! T - T T T r 1 - T ! T - T 1 T r
0,81 4 08f -
06 4 06 o -

© Ll e F

0,4 v 04 G- \\
0,2 o= 02} i

O | L | | I | L 0 | I | | ' | L
0 0,2 04 0,6 08 1 0 0,2 04 0,6 0,8 1

] s/N s/N

Figura 3.11: Representacao dos modos normais instaveis na presenca de acoplamento
para o caso o = 1 (0s quais se encontram na drea sombreada). O nimero de modos
instaveis ou estaveis é extremamente dependente do valor de o, e o_, se comparado
com o caso local. Na figura (a) os valores destes parametros estabelecem um situacao
com poucos modos normais instaveis. Por outro lado na figura (b) o nimero de modos

em um estado instavel é maior.

41



de instabilidade em relacao a a sao determinadas por ¢,,,., nos resta determinar
entao como o,,,, varia em funcao de a - o que pode ser feito de maneira qualitativa
pelas figuras (3.4) e (3.5). Logo, considerando N=101 (de maneira que por (3.33),
oo(a = 1) ~ 1/, pois a finalidade aqui é comparar usando a situac¢ao ja sugerida no
caso global). Pela figura (3.4) é possivel notar, que de acordo com que variamos «
no intervalo [0, 00) o méximo da fungdo o varia de maneira equivalente no intervalo
[L/2,1) , e esta variagao se dd maneira direta - ao aumentar o, 0,4, também aumenta
e vice e versa. Portanto, os intervalos de validade das curvas das condigdes (3.40)
mudam com alteracao de . Esta mudanca se da de forma que com o aumentar de « a
area, no espago de parametros (P, @), que define condigoes de instabilidade também
aumenta, como mostrado pela figura (3.12). Na mesma figura podemos observar que
o caso local é a situagao na qual esta darea é maxima, em outras palavras, a interagao
difusiva é ocasiao que fornece o maior conjunto de valores para obtencao da quebra
de estabilidade. Ao mesmo tempo, é possivel verificar, também pela figura (3.12),
que a area de instabilidade é minima para o caso global, ou seja, o acoplamento de
campo médio fornece o menor conjunto de valores no espaco de parametros para se

obter a instabilidade de Turing.

42



20 T ' ' '

Area de o af(l) 7
Instabilidade — a=1000

15k (aumenta com o) e N
o L ' ',-://// _
10 "__.v/"//,’ -
517 | ]

1 - I !

5 10 15 20
Q

Figura 3.12: Comparacao, no espaco de parametros, das condi¢oes necessarias para
se obter a instabilidade de Turing para os casos particulares calculados. A seta indica
o aumento da area de instabilidade, o qual acontece quando majoramos o alcance do

acoplamento a.
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Capitulo 4

Modelo Nao-Linear para Reacao

Quimica

4.1 Introducao

Em resumo, até agora buscamos as condigoes que fornecem a instabilidade
de Turing e formacao de padroes em duas circunstancias especificas. A primeira
delas, a interacao difusiva, sugerida pelo proprio Turing, é a base de nosso estudo.
A segunda, a generalizacao proposta neste trabalho, admite a formacao de padroes,
mas em situagoes particulares.

Por outro lado, as hipdteses fundamentais as quais empregamos foram
aplicadas a reacOes quimicas genéricas. Além disto, a andlise destas equacoes foi
principalmente baseada em uma teoria linear. Deste modo é possivel que alguns
comportamentos nao tenham entrado no nosso estudo.

Por estes motivos agora utilizaremos um modelo nao linear, criado por
Meinhardt e Gierer, para descrever a competicao entre o ativador e o inibidor. Apli-

caremos a este modelo todas as conjecturas utilizadas para o caso das equacoes
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genéricas e mostraremos tanto analiticamente (neste capitulo) quanto numericamente
- no proximo capitulo - que realmente é possivel obter tanto a instabilidade de Turing

quanto a formacao de padroes usando o sistema de Meinhardt-Gierer.

4.2 Equacoes de Meinhardt-Gierer

Até este momento supomos que as equagoes que regem a dinamica de cada

célula k que compoe o sistema eram de uma reagao quimica genérica, isto é,

7dykd(tm =Y (zr, yr)-

Fizemos isto, devido ao fato de a maior parte da teoria desenvolvida se
basear na linearizacao destas relagoes. Porém, ao se fazer a aproximagao linear
alguns aspectos podem ser perdidos e nao estudados. Um exemplo é o ponto de
saturacao que existe para a concentracao do ativador e do inibidor ao se considerar
equacgoes nao-lineares. Este ponto limita a divergéncia dos valores das variaveis en-
volvidas quando o sistema é instavel; o que nao acontece quando o estudo é feito
através de equagoes lineares. Além disto, é importante aplicar a teoria geral desen-
volvida nos capitulos anteriores a uma situacao em particular.

Portanto, devido a estes argumentos, vamos agora aplicar todo o mecanis-
mo estudado a um modelo de reagao quimica nao-linear. Escolhemos um conjunto de
equacgoes que reproduzem a competicao de uma espécie quimica ativadora a com uma
espécie quimica inibidora h (assim como imaginado por Turing). Este modelo pro-
posto por Meinhardt-Gierer em 1972 [10] contém uma variedade de comportamentos
que serao tuteis na elucidacao de alguns pontos cruciais da formacao de padroes. Ele

é representado pelas seguintes equagoes:

da o’
dgt) = (1—|:Dkaa2)h — Yo+ Og = f(a, h) (4 1)
dh(t) ’ ’

= = ppa® — pph 4+ 0, = gla, h)
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sendo a e h as concentragoes do ativador e inibidor respectivamente, e p,, pn, ka, flas
[th, Oq € Op SA0 parametros cujos seus significados daremos a seguir.

O modelo de Meinhardt-Gierer supoe que o ativador é uma espécie quimica
auto-catalitica. Esta afirmagao ¢ descrita pelo termo p,a®[(1 + kaaz)h]_l; pois se-
gundo ele a concentragao do ativador depende diretamente do seu proprio valor, re-
presentando assim um auto-crescimento. Além disso, este termo reproduz a oposicao
realizada pelo inibidor, visto que a presenca de h no denominador ocasiona um
abrandamento na criagao de particulas ativadoras. Outra atenuagao no fator auto-
catalitico também é causada pelo proprio ativador, esta diminuicao esta sujeito ao
valor da constante de saturacao k,. As quantidades u, e uy, representam a degradacao
do ativador e do inibidor respectivamente, a qual é relacionada diretamente com o
valor de a e h. O termo o, faz o papel da producao espontanea do ativador, da
mesma maneira que oy simboliza a criacao espontanea do inibidor - ambos nao de-
pendem dos valores de a e h; o, também é o responsavel pelo inicio da autocatalise
do ativador quando seu valor é pequeno. A quantidade p,a® representa o aciona-
mento do inibidor devido a presenca do ativador e é crucial para que exista uma
espécie de competicao entre estas duas substancias quimicas. Um diagrama destas
explicagoes pode ser visto através da figura (4.1).

Como vimos, as equagoes de Meinhardt-Gierer reproduzem os pontos essen-
ciais de uma competicao entre duas espécies quimicas, que denotamos ativador e
inibidor. Nestas equacgoes o ativador é dotado de um auto-crescimento enquanto o
inibidor é permanentemente acionado com a presenca da substancia ativadora. No
entanto, como veremos mais a frente, para que exista a formacao de padroes, além de
termos de considerar a interacao entre as células, a substancia inibidora deve ter um
alto coeficiente de acoplamento, de forma que qualquer alteracao na rede se espalhe
rapidamente.

O objetivo principal aqui é aplicar a teoria desenvolvida nos capitulos
anteriores ao modelo Meinhardt-Gierer. Logo, consideraremos que o sistema a ser

estudado é uma rede unidimensional, composta por N sitios (N é um niimero impar)
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Figura 4.1: Diagrama explicativo da dinamica das equacoes de Meinhardt-Geirer.

e com condigoes de contorno periddicas. Em cada célula desta rede ocorrera uma

reagao quimica cuja dindmica sera governada pelas relagoes de Meinhardt-Gierer. As-

sumimos, também, que cada elemento da rede interage com os outros através de uma

lei de poténcia. Assim, poderemos rever todos os casos particulares ja calculados;

o que inclui o préprio caso difusivo proposto por Turing. O sistema é representado
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por:

dag(r,t) 2 2 -1 D N 1
= = Ptk (1 + kaap)hi] = patr + 00 — Daar + 75 El v (@h—r + k)

KO

N’ ,
dhkd(tr,t) = phai — pphyx + op — Dyphg + % ;1 TL& (hk—'r + hk+r)

(4.2)

sendo D, e Dj, constantes que determinam a intensidade do acoplamento.

4.3 Analise de Estabilidade

4.3.1 Pontos de Equilibrio

O primeiro passo da andlise da estabilidade é encontrar os pontos de
equilibrio das equacgoes envolvidas, em outras palavras, temos que definir qual é
o estado homogéneo para este modelo. Seguindo as defini¢coes propostas no apéndice

A temos que os pontos fixos do sistema desacoplado sao dados por:

0 = flamh) =0
PO — g(a*,h7) =0

*
*
0 que equivale a

0 = ity — Hat” + 00 = fla®, 1) (4.3)

0 = pra*® — ph* + oy = g(a*, h*)
Nossa analise é feita supondo, por simplicidade, que o, = 0, = k, = 0,
isto é, conjecturamos que nao ha criagao espontanea de moléculas de a e h, e que
o abrandamento da autocatalise do ativador é realizado unicamente pelo inibidor.

Com estas consideragoes podemos escrever:

a*? (a* ftapn — pattn) = 0
h = prapy!
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Resolvendo este sistema, obtemos dois pontos de equilibrio. O primeiro

ay =0
=0 (4.4)
hi =0

¢ uma solucgao trivial, na qual as concentracoes de a e h sao nulas, e nao sera

considerada. O segundo,

_ Pabth . Pabn

ay = ) 1= 5
ph/'l’a ph:ua

¢ o resultado que utilizaremos [23]. Resta agora linearizar (4.1) e obter as condigoes

(4.5)

de estabilidade e instabilidade.

4.3.2 Linearizacao

O préximo passo é linearizar o conjunto de equagoes (4.1); para assim além
de realizar a analise de estabilidade do ponto de equilibrio calculado, comparar as
equacoes linearizadas com as obtidas em capitulos anteriores. Adotamos entao o
procedimento descrito no apéndice A e calcularmos a matriz jacobiana do sistema

simplificado (o, = o, = kq = 0):

of of
J(ax, hx) = ZZ (ax,hx) ZZ (axhe) | (4.6)
da (ax,hx) oh (ax,hx)

Como - ja considerando a simplificacao -

g _ 2paa g _ _paa2 ag 9 ag

— _ as f— , = - = — . 47
da~ h M GnT w0 ga 2 gy e 4D
A matriz jacobiana no ponto de equilibrio é:
Lo —na
Japn) == S0 ] (4.8)
s

Através desta matriz podemos determinar os intervalos de estabilidade e

instabilidade do ponto de equilibrio.
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Estabilidade

Para que o ponto de equilibrio encontrado seja estavel ele deve obedecer

as seguintes condigoes:

Tr[J(aj,h})] <0 (4.9)
e
Det [J (a7, h})] > 0. (4.10)
Aplicando (4.8) em (4.9) temos:
pa — i < 0, (4.11)

assim como (4.8) em (4.10) fornece;

faftn, > 0. (4.12)

Também podemos determinar se o ponto fixo serd um foco estével (as
trajetérias convergem assintoticamente para o ponto fixo) ou um né estavel (as tra-
jetérias convergem exponencialmente para o ponto fixo), para isto empregamos no-
vamente os resultados do apéndice A. Se a seguinte inequagao é satisfeita, entao o

ponto fixo é um foco estavel;
Tr (J;)* —4Det (J;) < 0, (4.13)
a qual aplicada em (4.8) resulta:
o+ iy < Bt i (4.14)
Esta inequagao pode ser resolvida para f,:
i (3= 2V2) < o < pn (3+2v2) . (4.15)

Da mesma maneira, para que o ponto de equilibrio seja um né estavel deve

obedecer a seguinte relagao:
Tr (Jy)* — 4Det (J;) > 0, (4.16)
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de (4.8) em (4.16) obtemos;
pa + gy > 6iapin, (4.17)

resolvendo esta inequacao para ji, temos:

i (3= 2v2) > o, (34 2V2) < pra. (4.18)

As relagoes (4.11), (4.15) e (4.18) sao condigoes de estabilidade e se encontram ex-

postas na figura (4.2).

Instabilidade

Para que o ponto de equilibrio (a1, h;) seja instével as relagoes a serem

satisfeitas sao as relagoes (4.12) e:
Tr[J(aj,h])] >0, (4.19)
a qual aplicada ao nosso caso origina;
ta — i > 0. (4.20)

A condigao para que o sistema seja um foco instavel também é dada pela
inequagao (4.15). Do mesmo modo, para que o ponto de equilibrio seja um né instével

deve atender a inequagao (4.18). Estas condigoes sao ilustradas na figura (4.2).

4.3.3 Equivaléncia com o Sistema Linear Genérico

A matriz jacobiana (4.8) define a linearizacdo do sistema proximo ao
ponto de equilibrio (ay, hi), portanto, através dela, podemos escrever as equagoes
linearizadas correspondentes ao modelo de Meinhardt-Gierer no ponto fixo conside-

rado. Estas equacoes sao:
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Figura 4.2: Condigoes obtidas da andlise de estabilidade do ponto de equilibrio

(al,hl).

AR (T 2 N/
‘ kd(t 4 — (Ha — Da)ar + (_%Z) hi + nf((&) 7;1 % (@h—r + apsr)

dhkcl(tm) —(jun + Dp)hy + ( PaHh) ap + - (a) Z L (hger + i)

(4.21)

Desta forma podemos comparar as relagoes acima com as encontradas no caso genérico,

equagao (3.13),

dzkd(; ) — (A ,u):vk + By +

Z (zk—r + xk-i—r)

Ro(a)

dy%(tr,t) = (D —v)yp + Cxy + Ho(a) rzl v Uk—r + Yotr)
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e assim identificar as seguintes equivaléncias:

2
Tr = a, y:ha A:,uaa BZ_ﬁ?
Pa
Un
C=2p,—, D=—pu,, p=D, e v=Dy. (4.23)

a

Conseqilientemente, devido a estas igualdades, também escrevemos:

a aD_ Da a
P:L_&_M h — Hh Q_Mﬂh

_ _ _ 4.94
D. D, D.D; ¢ DoDy, (4.24)

Com estas conexoes podemos obter as condi¢oes necessarias para instabi-
lidade de Turing - as quais ja foram determinadas para o caso genérico - em funcao

dos parametros das equacoes de Meinhardt-Gierer.

4.4 Condicoes de Instabilidade para as Equacoes
de Meinhardt-Gierer

4.4.1 Caso geral

Como ja conseguimos as principais equivaléncias entre os termos da teoria
linear desenvolvida no capitulo anterior e as equacoes de Meinhardt-Gierer, agora
podemos escrever todas as condicoes de instabilidade do sistema acoplado para este

modelo, logo, através da relagao (3.40) temos:

Q>0
P>2Q, 0<P <400 ;
P>_-9 49250, P> 40ma

20maz
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assim de (4.24),

by >0
:uaDh - ,uhDa > 2DaDh gzilz)hh
se 0 S ,uaDh - ,uhDa S (40max) DaDh ’ (425>

,U/aDh - ,U/hDa > (2071nam) Hallh + (20maz> DaDh
se gDy — Dy > 4 (0 maz) DaDh

Estas relacgoes sao as condigoes necessarias para se obter a instabilidade de
Turing no acoplamento do tipo lei de poténcia. Em segoes posteriores aplicaremos

estas condigoes a situacgoes mais especificas, nas quais alguns resultados interessantes

poderao ser obtidos.

4.4.2 Caso Local

Partindo da condigao para que o sistema linear seja instavel na presenca
do acoplamento difusivo, equagao (3.41), e substituindo as relagoes (4.23) e (4.24)

nesta condicao achamos:

Hallh > O
DDy,
MaDh - MhDa > 2DaDh\/ SZ%hh’ 0< HaDh - MhDa < 4DaDh : (426)

#aDh = Do > (3) Hattn +2DuDiy - #aD = p1.Da > 4D, Dy
Estas sao as condigoes que utilizaremos nas simulagoes numeéricas a serem

realizadas no capitulo seguinte.

4.4.3 Caso Global

Para o caso global a relagao que fornece a instabilidade de Turing é a

equagao (3.42):

P> Q + 20y,
200
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portanto,

1
pa Dy — pn Dy > (20_> ot + (200) Do Dy, (4.27)
0

esta inequagao pode ser simplificada se fizermos a suposi¢cao que N=101 (o0 mesmo

valor de N utilizado no exemplo do capitulo 3), neste caso a condicao é:
P>0Q+1

o que implica

,U/aDh — ,uhDa > Uglbn + D,D,,. (428)

Esta é a situacao a qual usaremos nas simulacoes numéricas apontadas no capitulo

seguinte.

4.4.4 Casoa=1

Para o caso particular a = 1, também conjecturamos que N=101, desta

maneira as equagoes (3.44) resultam em;

Halth > O

DoDs,

,U/aDh - ,U/h-Da > 2Dath/ SZ%];L, 0 S ,uaDh — ,uh-Da S (22/10) DaDh

ttaDp — pinDa > (9/10) ftaftn + (11/10) DaDp,  paDp — pnDa > (22/10) Do Dy,
(4.29)

Estas condicoes serao exploradas mais a fundo a seguir.
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Capitulo 5

Simulacoes Numeéricas do Modelo

de Meinhardt-Gierer

5.1 Introducao

Agora aplicaremos as condigoes de instabilidade obtidas para o modelo
de Meinhardt-Gierer em situagoes mais especificas, ou seja, atribuiremos valores aos
parametros do sistema. Ap0s isto, faremos a simulagao numérica destas configuragoes
e, assim, mostraremos em que circunstancias ocorrem a formacao de padroes e a ins-
tabilidade de Turing, tendo como objetivo complementar a busca dos significados

fisico-quimicos das relagoes encontradas.
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5.2 Método

Para simular numericamente casos anteriores, utilizaremos um integrador
numérico chamado de Lsoda [24]. Nossa meta é simular as equagoes acopladas com-
putacionalmente e mostrar que os resultados numéricos concordam com os analiticos,
além de discutir outros resultados que surgirem.

A simulacao numérica sera feita para duas situagoes, cada uma com um
conjunto de valores dos parametros da equacao de Meinhardt-Gierer diferentes.
Deste modo serd possivel estudar a variagao das condi¢oes necessarias para se con-
seguir a instabilidade de Turing e a formacao de padroes em duas circunstancias
distintas.

Independentemente da configuragao escolhida para realizar a simulacao,
temos que recordar que na teoria de Turing todos os sitios da rede, inicialmente,
devem se encontrar no mesmo estado de equilibrio. Em outras palavras, o sistema
precisa estar em um estado homogéneo que ¢ estavel sem a presenca do acoplamento.
Também ¢é necessario lembrar que a instabilidade de Turing surge com a interacao en-
tre os sitios da rede; e a formacao de padroes se deve a uma pequena perturbagao no
estado homogéneo inicial, a qual cresce devido a instabilidade criada com o acopla-
mento.

Logo, para atender estes pressupostos, vamos considerar que cada célula,
tomada de maneira isolada, se encontra necessariamente no estado de equilibrio

definido pela relagao (4.5), a saber,

gr= Palth e piu;j (5.1)
Phla Pritg
isto é, este ponto fixo representara o estado uniforme inicial do sistema.

Da mesma maneira, cada célula isolada também necessita estar obrigato-
riamente em um estado estével, conseqiientemente as condigoes (4.14) e (4.15) devem

ser satisfeitas;

fo — pin, <0 (5.2)
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faftn, > 0. (5.3)

As inequagoes (5.1), (5.2) e (5.3) s@o as condigoes bdsicas que qualquer
conjunto de valores escolhido para os parametros do sistema deve atender.

Feito estas consideracoes, iremos propor os dois conjuntos de valores para
as constantes do modelo de Meinhardt- Gierer, os quais chamaremos a partir de
agora de exemplo 1 e exemplo 2. Para cada conjunto calcularemos as condicoes de

instabilidade e simularemos computacionalmente a rede.

5.2.1 Exemplo 1
O primeiro conjunto de valores para os parametros que utilizamos é o
proposto por Meinhardt e Koch em [10], na qual temos,
e = 0,01, pp=0,02, p,=0,01 e p,=0,02. (5.4)

Substituindo estas quantidades na equagao (4.8), observamos que o ponto de equilibrio
¢ definido por (aj, hj) = (1,1). Ao mesmo tempo ¢é possivel observar, pelas relagoes
(4.14), (4.15) e (4.18) (as quais s@o condigoes de estabilidade) que para esta situacao
o ponto fixo é um foco estavel - o estado do sitio desacoplado converge oscilatoria-

mente para o ponto fixo, como mostrado pela figura (5.1).

5.2.2 Exemplo 2

A segunda configuracao escolhida é definida por:
Ha = 17 Mn = 2, Pa = I e Ph = 27 (55)
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Figura 5.1: Para a primeira configuracao o ponto de equilibrio (aj, h}) = (1,1) é um

foco estavel.

esta situacao apesar de diferente da primeira, fornece o mesmo ponto fixo, ou seja,
aqui novamente (aj, h}) = (1,1). Aplicando o conjunto de valores desta configuragao
as relacoes na estabilidade outra vez obtemos a condicao de foco estavel para o ponto

de equilibrio - vide figura (5.2).

12 | | | 1,1
I -~ inibidor | |
— ativador ]
c 1
09— 5 ‘t 0 15 9° 097 . 1 103

Figura 5.2: Para a segunda configuragao o ponto fixo (af, hj) = (1, 1) novamente é

um foco estavel.

Como um proximo passo agora simularemos numericamente o sistema

acoplado usando estas configuragoes. O objetivo é, em cada caso discutido nos
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capitulos anteriores, expor numericamente a instabilidade de Turing e a formacao de
padrdes. A rede serd simulada com o ntimero de sitios N=101 em todas as situagoes.
A perturbagao no estado uniforme inicial do sistema, no qual cada sitio se encontra no
estado [ag(t = 0), he(t = 0)] = (0,9;0,9), serd feita da seguinte maneira: alteraremos
o valor da concentracao do inibidor dos sitios k=49 e k=48 para h(t = 0) = 0,95
e do sitio k=50 para h(t = 0) = 0,99. E interessante ressaltar que a alteracdo no
estado homogéneo inicial é realizada somente para uma das espécies quimicas e para

trés sitios da rede - pois a perturbacao deve ser considerada pequena.

5.3 Caso Local

O caso difusivo, que é o modelo inicialmente proposto por Turing, apre-
senta a quebra de instabilidade e a formacao de padroes para as duas circunstancias.
Entretanto, como mostraremos, a ”intensidade” dos padroes depende dos valores das

constantes D, e D,

5.3.1 Exemplo 1

Aplicando ao primeiro exemplo as condigoes que fornecem a instabilidade
de Turing para esta ocasiao, sistema (4.26), temos;
(Dh — 2Da) > 1072 + 200D,Dy, (Dh — 2Da) > 400D, Dy,

(Dn—2D,) > 2202 0 < (D, — 2D,) < 400D, D,

(5.6)

Para facilitar nossa andlise optamos por atribuir um valor numérico a outra
constante do modelo, supomos agora D, = 0,2, valor também usado em [10]. Ou
seja, escolhemos como parametro de controle a constante de acoplamento D,. As-

sim, é possivel encontrar para que valor de D, ocorre a transicao para a instabilidade
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no sistema e, ao mesmo tempo, investigar para que valor de D, ha a formacao de

padroes.

Figura 5.3: Representagao gréifica da situagao de estabilidade no sistema (D, =
0,2 e D, = 0,019), a pertubacao adicionada é amortecida e a rede assume uma
configuragdo uniforme. Na figura (a) mostramos a evolugao temporal do ativador e

na figura (b) a evolugdo temporal do inibidor.

Figura 5.4: Para D, = 0,2 e D, = 0,016 a rede é instavel. Porém seu estado, no
espaco de parametros, estd localizado proximo & fronteira de estabilidade. Nesta
situagao a pertubacgao adicionada se difunde pelo sistema ocasionando pequenas os-

cilagoes nos valores de a (figura (a)) e h (figura (b)).
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Através do conjunto de inequagoes (5.6) e da sua combinagao com o valor
de Dj,, mostra-se que a transicao na estabilidade acontece aproximadamente em
D, = 0,019. Temos que para este valor, tanto numericamente quanto analitica-
mente, a rede é estavel na presenga do acoplamento, como mostrado pela figura
(5.3). Logo, apés um transiente, a perturbacao adicionada é amortecida e todos os

valores das concentragoes de a e h tendem para o valor de equilibrio (ay, hy).

Figura 5.5: Para D, = 0,2 e D, = 0,005 o estado da rede, no espaco de parametros,
se encontra mais afastado da fronteira de estabilidade. Aqui a pertubagao inicial se

espalha pelo sistema ocasionando grandes oscila¢oes nos valores de a (figura (a)) e h

(figura (b)).

Para D, = 0,016 o ponto fixo ja é instavel. Conseqiientemente, a per-
turbacao no estado uniforme do sistema se difunde pela rede e ocasiona pequenas
oscilagoes nos valores de a e h - vide figura (5.4), ja formando assim um padrao
espacial. Entretanto, se fizermos D, = 0,005, valor proposto em [10], a altera¢do no
estado inicial novamente se espalhard pela rede, porém ela originard uma oscilagao
de maior amplitude nos valores de a e h, formando um padrao mais bem definido
que a situagao anterior; como mostrado pela figura (5.5).

A diferenca entre os dois 1ltimos casos apresentados esta relacionado com

o ponto que representa o estado do sistema no espaco de parametros. Para a
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primeira situacao, na qual D, = 0,016, o ponto citado esta localizado préximo a
curva marginal definida pelas inequagoes (5.6), isto é, o sistema esta proximo a fron-
teira de estabilidade. Ja na segunda situagao, na qual D, = 0,005, ele se localiza
mais afastado da curva que define a transicao na estabilidade, conseqiientemente, as
amplitudes de oscilacao das varidveis a e h serao maiores neste caso.

Outra conclusao, relacionado com a interacao entre as células da rede, é
que o inibidor tem de ter um coeficiente de difusao maior do que o do seu antagonista
para que exista a instabilidade de Turing. Esta situacao sera também encontrada
nos casos ulteriores e é facilmente explicada. Como apenas o ativador é suposto ser
uma substancia auto-catalitica; o inibidor deve se difundir mais rapidamente pelo

sistema para que a competicao entre as duas espécies quimicas seja garantida.

5.3.2 Exemplo 2

Substituindo os valores que definem a segunda configuracao, equacgoes

(5.5), nas relagoes (4.26) obtemos;

(Dh — 2Da) >1+ QDGDh, (Dh — 2Da) >4D,D;,
(Dh — 2D,) > 2/2BDu () < (D, —2D,) < AD,Dj,

DaD),

(5.7)

Do mesmo modo como ocorreu no primeiro exemplo, escolhemos como
parametro de controle a constante de acoplamento D,, fazemos entao para esta con-
figuragao Dj = 2. Neste caso, a passagem para a instabilidade de Turing acontece
aproximadamente em D, = 0,08, valor para qual a rede é estavel - para D, = 0,07
o sistema j& passa a ser instavel. Aqui, da mesma maneira que ocorreu no primeiro
conjunto de valores, para que exista a quebra de estabilidade o coeficiente de difusao
do inibidor deve ser maior que a do ativador. Na figura (5.6) expomos a situagao de
estabilidade obtida com D, = 0,08. Devido ao fato de o estado uniforme ser estavel

a perturbacao nao consegue se difundir pela rede e, assim, o sistema apds um certo
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Figura 5.6: Para a segunda configuracao aplicada ao caso local, os valores D) = 2
e D, = 0,08 fornecem uma situacao de estabilidade para a rede, representada aqui

pela variacao temporal da concentracao do ativador.

transiente tende ao valor definido por (ay, hy).
Na figura (5.7) mostramos a situacdo de instabilidade, alcangada com
D, = 0,07. Nesta ocasiao a perturbacao se propaga pela rede formando o estado

heterogéneo final.

Figura 5.7: Representacao de uma circunstancia de instabilidade conseguida para o
caso difusivo aplicado ao exemplo 2. Nesta situacao a pertubacao no estado uniforme

origina grandes oscilagoes nos valores de a (figura (a)) e h (figura (b)).
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5.4 Caso Global

Para o caso global ja mostramos, no capitulo 3, que nao ha a formacao de
padroes. Agora demonstraremos de forma numérica que esta conclusao realmente é
valida. Do mesmo modo, mostraremos que existem situagoes em que nao ¢ possivel

obter nem mesmo a instabilidade de Turing.

5.4.1 Exemplo 1

Para este conjunto de valores temos, através da inequagao (4.28), que a

condicao de instabilidade se traduz em:

(ttaDn — 11nDa) _ paftn L
> 1= (D, —2D,) > 2.10~2 + 100D, D,
D.D, b.p, "1 (P ) * h

esta inequacao pode ser resolvida para D, - escolhido como parametro de controle -

e fornece, consideramos apenas os resultados que satisfazem D, > 0 e Dj > 0:

o< M, (5.8)
condigao demonstrada pela figura (5.8).

Nesta ocasiao supomos outra vez, como feito no caso local, que D, = 0, 2.
Conseqiientemente, pela figura (5.8) e pela inequagao (5.8), podemos observar que a
transicao na estabilidade ocorre aproximadamente em D, = 0,009. Ou seja, temos
que para D, = 0,009 o estado homogéneo inicial é estavel, figura (5.9), mas quando
fazemos, por exemplo, D, = 0,005 - valor também utilizado no caso local - ele se
torna instével, figura (5.10).

Aqui novamente concluimos que a relacao D, > D, tem de ser atendida

para que ocorra a instabilidade de Turing, em outras palavras, a interagao entre os
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Figura 5.8: Condi¢ao que define a instabilidade de Turing no espago (D,, Dy) para

o caso de acoplamento global.

Figura 5.9: Representacao grafica de uma situacao de estabilidade - plotamos apenas
a variacao temporal do ativador - conseguida ao se aplicar a primeira configuracao

ao caso global (D, = 0,2 e D, = 0,009).

sitios deve ser maior na variavel h no que na variavel a. Outra questao a ser discutida
é o fato de nao existir padroes para este caso. Pela figura (5.10), a qual mostra
uma situacao de instabilidade é possivel observar que no local onde foi adicionada a
perturbagao ha uma grande variacao das concentragoes do ativado e do inibidor em
relacao ao estado de equilibrio. Esta variacao, em relacao ao estado homogéneo, se

d4 de maneira ilimitada e a perturbagao cresce exponencialmente com o tempo (ela
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nao chega a um ponto de saturagdo como em outros casos). O resultado é que nao
temos a formagao de um padrao estacionario; mas uma situacao de divergéncia no
sistema. Isto ocorre, como ja exposto, devido aos valores o, e o_, que sao para este
caso 0,89 e 0,05 respectivamente. Como (s # 0),—o = 0, 50, todos os modos (com

excecao de (s = 0),—0 = 0) satisfazem a relagao (3.36)
o_<o<oy,

isto é, todos os modos normais sao instaveis com a presenca de acoplamento.

Figura 5.10: E possivel obter a instabilidade de Turing através da aplicacao da
primeira configuracao ao caso global - D, = 0,2 e D, = 0,005. Entretanto, neste caso
nao existe a formagao de padroes. Na figura (a) e (b) mostramos a evolugao temporal
do ativador e do inbidor respectivamente. Para esta situacao a pertubacao adicionada
ao estado de equilibrio aumenta exponenciamente com o tempo, ocasionando uma

divergéncia no sistema.
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5.4.2 Exemplo 2

Aplicando a condicao (4.28) ao exemplo 2 temos que as relagoes de insta-

bilidade tornam-se:

(NaDh - ,U/hDa) = Hallh
D,Dy, D,Dy,

+1= (Dh — 2Da) > 2+ (DaDh)a

a qual resolvida para D, fornece:

Dy, —2

D, < +—,
Dy, +2

(5.9)

a curva marginal que define a mudanga de estabilidade é mostrada pela figura (5.11).
Neste caso ocorre uma situacao interessante, para D, = 2 (valor que

0,5 T T T

04+ Estavel ]

0,3
Dae | ]
0,2+ -
I Instavel

0,1+ i

0 ' 3 | 4 ' 5

Figura 5.11: Condigao que define a instabilidade de Turing no espago (D,, D) para

o caso de acoplamento global - conjunto de valores 2.

usamos no acoplamento local e utilizaremos na se¢ao seguinte quando fazemos o = 1)
a inequacao (5.9) fornece como resultado D, < 0. Ou seja, se fizermos D, = 2 a
constante de acoplamento do ativador deve ter um valor negativo para que ocorra
a quebra de estabilidade - como mostrado também pela figura (5.11). Entretanto,
como ja colocado pela relagao (2.3), supomos que tanto D, > 0 quanto D, > 0,
desta maneira D, < 0 nao pode ser considerado. Conseqiientemente, a conclusao é
que para Dy = 2 nao ha instabilidade de Turing, o sistema sempre serd estavel com

a presenga do acoplamento - como exemplificado pela figura (5.12).
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Figura 5.12: Se ao aplicar o segundo conjunto de valores ao caso global considerar-
mos Dj = 2 nao serd possivel obter nem mesmo a instabilidade de Turing, isto é, o
sistema sempre sera estavel na presenca do acoplamento; como exemplifica a figura

acima, na qual D, = 0,05 - mostramos apenas a variacao temporal da concentracao

do inibidor.

5.5 Caso a=1

5.5.1 Exemplo 1

Para o caso particular o = 1 aplicado a primeira configuracao as condicoes

(4.29) se transformam em:

(Dy — 2D,) > 1.8 x 1072 + 110D, Dy, (D), — 2D,) > 220D,D,,

(D —2D,) > 228D 0 < (D, —2D,) < 220D,D,,

(5.10)

Da mesma maneira que fizemos até agora, tanto no caso local quanto
no global, vamos assumir novamente que para este exemplo D, = 0,2. Com esta
atribuicao, a mudanca de estabilidade ocorre para D, = 0,02. Na realidade, para
D, = 0,02 o sistema ainda se encontra em um estado de estabilidade - vide figura
(5.13). Mas se o valor de D, for alterado para 0,01 a estabilidade é quebrada e a

rede passa a ser instével, como exposto pela figura (5.14).
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Figura 5.13: Situacao de estabilidade para o caso a = 1; usamos o exemplo 1,

D, =0,2e D, =0,02 - plotamos apenas a variacao temporal de a.

Neste caso temos duas situagoes interessantes. A primeira, ja discutida em
circunstancias anteriores, é que novamente a constante de acoplamento da substancia
inibidora deve ter um valor maior do que a do seu opositor para que ocorra a insta-

bilidade de Turing. A segunda esta relacionada com a forma do padrao resultante.

Figura 5.14: Representacao de uma circunstancia de instabilidade conseguida para
o caso particular &« = 1 aplicado ao primeiro conjunto de valores, D) = 0,2 e
D, = 0,01, na figura (a) e (b) mostramos a evolu¢ao temporal do ativador e do

inibidor respectivamente.
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Podemos observar pela figura (5.14) que para esta ocasido, o padrao formado é di-
ferente se comparado ao caso difusivo - aqui temos um grande ntmero de sitios em
um estado de instabilidade. Isto acontece mesmo se o valor da constante de acopla-
mento do ativador for diminuido para D, = 0,005 - o que, no espaco de parametros,
causa um aumento na distancia do estado do sistema em relagao a curva marginal
definida pelo sistema (5.10), como é exposto pela figura (5.15). Esta diferenca pode
estar ligada aos valores de o, e o, e sua relacao com o nimero de modos estaveis
e instaveis no sistema. Tomemos como exemplo o caso em que D, = 0,005, no
qual o, = 0,89 e 0_ = 0,056. Nesta situacao temos, como mostrado pela figura
(5.16), um grande nimero de modos normais no intervalo (o_, o) e que portanto sao
instaveis - a quantidade de modos instaveis ¢ muito maior que a de modos estaveis.
Nossa hipotese é que conseqiientemente também teremos um grande nimero de sitios
instaveis, ocasionando assim algumas diferencas em relacao a formagao do padrao

final, quando comparamos este caso com o difusivo.

Figura 5.15: Representacao de uma circunstancia de instabilidade conseguida para

o caso particular a = 1 aplicado ao exemplo 1 (D, = 0,2 e D, = 0,005).
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Figura 5.16: Na figura acima mostramos a situacao na qual fazemos o = 1 no

exemplo 1 (Dy, = 0,2 e Dy, = 0,005). Neste caso hd um grande nimero de modos
normais instéveis (que se encontram na drea mais escura), consequentemente também

poderemos ter uma grande quantidade de sitios em um estado de instabilidade.

5.5.2 Exemplo 2

Aplicando as condicoes de instabilidade (4.29) ao segundo conjunto de

valores temos;

(D, = 2D,) > (8/10) + (1Y10) DaDp,  (Dn — 2Da) > (22/10) Do Dy,

(D —2D,) > 220alu 0 < (D, = 2D,) < (22/10) DuDy

(5.11)

Escolhendo novamente para esta situacao D;, = 2, a quebra de estabilidade
ocorre aproximadamente em D, = 0, 08, quando sistema deixa de ser estavel e passa
a ser instavel. Mostramos na figura (5.17) a situacao de estabilidade, D, = 0,08,
na qual o estado final é o mesmo estado uniforme inicial. Para D, = 0,0605 temos
uma situacao de instabilidade, assim a alteracao feita no estado uniforme inicial ja
ocasiona oscilagdes nos valores de a e h, como demonstrado pela figura (5.18). Se

fizermos D, = 0,04 o sistema continua instavel. Porém, no espaco de parametros,
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Figura 5.17: Situacao de estabilidade resultante do caso o = 1 combinado com o
segundo conjunto de parametros - utilizamos D, = 2 e D, = 0,08 e mostramos

apenas a variacao temporal de h.

o ponto que representa o estado da rede se localiza mais afastado da curva critica
definida pelo sistema (5.11), quando comparado com o caso anterior. Nesta ocasiao
a perturbacao se espalha rapidamente pela rede formando um padrao diferente em
relagdo a situagao precedente, figura (5.19).

Aqui temos novamente de atentar para o tema formacao de padroes.

t

Figura 5.18: Situagao de instabilidade conseguida com o exemplo 2 aplicado ao caso
a =1, usamos Dy, =2 e D, = 0,0605. Na figura (a) mostramos a evolu¢ao temporal

do ativador e na figura (b) a evolugao temporal do inibidor.
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Neste caso, é possivel observar pelas figuras (5.18) e (5.19) que a forma do padrao é
diferente do exemplo anterior, figuras (5.14) e (5.15) (temos aqui uma certa proporgao
entre o nimero de sitios estdveis e instaveis na rede). Como ji colocado, propomos
como hipodtese que esta diferenca pode estar ligada a quantidade de modos normais
instaveis e estdveis no sistema. Por exemplo, para D, = 0,04 temos o0, = 11,4 ¢
o_ = 0,54, desta maneira, como podemos observar pela figura (5.20), existe uma
proporcionalidade entre os niimeros de modos estaveis e instaveis; o que também pode
implicar em uma certa proporcionalidade no niimero de sitios estaveis e instaveis na
rede. Outro resultado importante a ser lembrado é o fato de novamente encontrarmos

como condicao para que ocorra a instabilidade de Turing a relagao D, < Dy,.

Figura 5.19: Outra situagao de instabilidade conseguida com o segundo conjunto
valores aplicado ao caso a = 1, usamos Dy, = 2 e D, = 0,04. Aqui o sistema esta
afastado da fronteira de estabilidade, o que resulta em padrao final diferente em
relagdo ao caso anterior. Na figura (a) mostramos a evolugao temporal do ativador

e na figura (b) a evolucao temporal do inibidor.

74



08+ 1
0,6 - _
c-=0,54

D E 3

04+ -

02} _
0 ' | | ' 1 | |

0 02 04 06 08 1

s/N

Figura 5.20: Mostramos na figura acima a segunda configuracao aplicada ao caso a =
1 (D, =2e D, =0,04). Nesta situacdo, para qual o, = 11,4 e 0_ = 0, 54, existe
uma proporcionalidade no nimero de modos estéveis e instaveis (que se encontram
na drea mais escura) no sistema. Nossa hip6tese é que consequentemente também
teremos uma certa proporcionalidade entre o niimero de sitios estaveis e instaveis na

rede.
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Capitulo 6

Conclusao

Neste trabalho, tinhamos como objetivo aplicar as conjecturas centrais da
teoria de Turing, desenvolvida para esclarecer a questao da formacao de padroes
espago-temporais, em uma circunstancia mais geral que a concebida por ele.

Deste modo, como ponto de partida, no capitulo 2 evidenciamos estes
pontos principais. Mostramos, essencialmente, que um sistema em um estado ini-
cialmente homogeéneo e estavel pode apresentar a formacao de padroes. Isto ocorre
devido a inclusao de uma dinamica difusiva entre os sitios que compoe o sistema, a
qual ocasiona uma quebra de estabilidade tornando o sistema instavel. Conseqiien-
temente, qualquer alteracao que ocorra no estado uniforme inicial do sistema se
difundira pelo sistema formando o estado heterogéneo final.

A seguir, no capitulo 3, propomos uma interagao diferente da reativa-
difusiva utilizada por Turing, sugerindo uma interacao nao-local. Na realidade, apli-
camos as mesmas hipoteses empregadas por Turing a um acoplamento do tipo lei
de poténcia. Para este caso provamos analiticamente que é possivel obter, depen-
dendo das circunstancias, tanto instabilidade de Turing quanto a formagao de esta-
dos heterogéneos. Também comprovamos, no capitulo 3, que a interacao proposta

se transforma no préprio caso desenvolvido por Turing quando tomamos o limite
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de @ — oo, isto é, mostramos que a interagao difusiva é uma situagao particular
do acoplamento do tipo lei de poténcia. Assim, por ser um caso geral, estudamos
mais a fundo trés situagoes distintas dentro desta nova interagao. Sendo a primeira
a propria interacao difusiva. A segunda, que é outro caso limite do acoplamento do
tipo lei de poténcia, é a interacao global. O terceiro caso particular estudado é uma
situacao intermediaria entre os casos anteriores na qual temos o = 1.

Com o intuito de evidenciar os resultados analiticos e encontrar novas
decorréncias, sugerimos também um modelo para a reagao quimica - conhecido como
modelo de Meinhardt-Gierer - o qual rege uma espécie de competicao entre duas
substancias antagonistas, chamadas de ativador e inibidor. Calculamos o ponto de
equilibrio que define o estado homogéneo do sistema e encontramos as condigoes
para que ele seja estavel. Em seguida, ja considerando o acoplamento do tipo lei de
poténcia, mostramos ser possivel escrever as condicoes necessarias para se obter a
instabilidade de Turing em funcao das constantes deste modelo. Também no capitulo
4 escrevemos estas condigoes para todos os casos particulares estudados até entao.
Por 1ltimo, escolhemos dois conjuntos de valores para os parametros das equacoes
de Meinhardt-Gierer e as simulagoes numéricas dos casos particulares sugeridos.

No caso difusivo, provamos que, ao se fazer o limite apropriado, os resul-
tados de nossa generalizacao sempre concordam com os do modelo desenvolvido por
Turing. Mostramos ainda que o caso difusivo é o que fornece o maior conjunto de
valores que resultam na instabilidade de Turing. Explicamos tal conclusao levando
em consideracao o espaco de parametros; verificamos que a area a qual define os
valores que implicam na transicao na estabilidade é maxima na interacao difusiva.
Vimos, ao mesmo tempo, através da simulagao numérica, que a amplitude de os-
cilacao dos valores de a e h em relagao ao estado uniforme - que acontece quando
hé a formacao de um padrao - depende do conjunto de parametros escolhidos. Se
a escolha representa um ponto proximo a curva marginal que concebe a quebra de
estabilidade no sistema, as oscilagoes no estado uniforme sao pequenas. Entretanto

se o ponto escolhido representa uma condicao distante da fronteira de estabilidade,
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teremos grandes oscilagoes no estado uniforme.

Sobre o caso global vimos que ele também admite a instabilidade de Tu-
ring. Nao admitindo, porém, a formacao de padroes. Verificamos que este efeito esta
relacionado com forma da funcao op; a qual neste caso é fungao apenas do nimero
de sitios da rede, sendo uma constante em relacao a s. O resultado é que ou todos os
modos normais s serao instaveis na presenca do acoplamento ou todos serao estaveis
- com excecao de s = 0, visto que o¢(s = 0) = 0. Desta maneira, apesar de podermos
ter uma situacao de instabilidade no sistema, nao teremos a formacao de padroes.
Provamos, além disso, que para o caso global existem situagoes nas quais nao é
possivel obter nem mesmo a instabilidade de Turing, ou seja, a rede sempre é estavel
na presenca do acoplamento. Outro resultado mostrado é que embora a interacao
global proporcione, em determinadas situacoes, a quebra de instabilidade, ela é a
situacao que apresenta o menor conjunto de valores que implicam nesta transicao.
Comprovamos esta conclusao no espaco de parametros, na qual verificamos que a
area que define as condigoes para a instabilidade de Turing é um minimo para o = 0.

O caso particular a = 1, um caso intermediario, também admite a insta-
bilidade de Turing. Entretanto, em relagao ao desenvolvimento de um estado hete-
rogéneo final ele pode apresentar comportamentos diferentes quando comparado aos
casos anteriores. Podemos ter tanto um padrao formado por uma grande quantidade
de sitios instaveis, quanto um padrao no qual o niimero de sitios estaveis e instaveis
sao pelo menos comparaveis. Colocamos como hipdtese que estas alteracoes em
relacao a forma do padrao final estao ligadas ao nimero de modos normais estaveis
e instaveis no sistema. Basicamente sugerimos que se a diferenca entre o ntimero de
modos normais instaveis e estaveis for grande, esta diferenga sera representada no
padrao (se, por exemplo, temos uma grande quantidade de modos normais instaveis,
também teremos uma grande quantidade de sitios instaveis na rede e vice e versa).
Porém se a quantidade de modos normais instaveis e estaveis for comparavel, teremos
um padrao no qual a quantidade de sitios estaveis e instaveis também é comparavel.

Mas como a formagao de padroes é um fenomeno também nao-linear, e a analise
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de modos foi realizada apenas através da linearizacao das equagoes, esta proposta
necessita ser estudada mais a fundo.

Outro resultado importante obtido esta relacionado com os valores das
constantes de acoplamento D, e D;,. Em todas as situagoes simuladas no capitulo 5
foi possivel observar que a relacao D), > D, é uma espécie de condicao para que ocorra
instabilidade de Turing. Isto pode ser explicado através do seguinte raciocinio: como
a substancia ativadora é uma espécie quimica dotada de um fator auto-catalitico, o
que nao ocorre com a substancia inibidora; entao, para que a reagao quimica seja
garantida, esta deve ter um coeficiente de acoplamento maior do que aquela. Esta
conclusao estd de acordo com os resultados encontrados na literatura para a in-
teragao difusiva [1]. Citamos por exemplo o resultado obtido em [10], o qual fornece
como condicao Dh > Da, um resultado que apesar de aproximado concorda com o

encontrado neste trabalho.
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Apeéendice A: Estabilidade Linear e

Linearizacao

.1 Estabilidade Linear

Seja o sistema linear - seguimos aqui os calculos apresentados em [3] e [25]:

(1)

T =azx+by = f(z,y)
y=cxr+dy=g(z,y)

Os pontos de equilibrio deste sistema sao definidos pela seguinte equagao:

{ T = f(zx,yx) =0 | @)

y = glz*,yx) =0
a qual aplicada a equagao (1) nos fornece como solugao (xx,yx) = (0,0).
Agora, para realizar andalise de estabilidade deste ponto fixo, suponha que

o sistema (1) admita uma solucao do tipo:

{ z(t) = eMxg

y(t) = 6”3/0

: (3)

que substituida na equacgao (1) se transforma,

(CL— )\)l’o"‘byo =0
CXo + (d— /\)yo =0

83



Este sistema tem uma solugao trivial dada por: (xg,70) = (0,0). Essa
solugao mostra que tomamos como condic¢ao inicial a origem, o sistema sempre per-
manecera neste ponto para qualquer que seja o valor de .

Parar encontrar as solugoes nao triviais das equagoes determinadas por (4)

de uma maneira mais adequada, definimos também a matriz jacobiana do sistema;

- JIERIEN)
du(ey)  Dg(r)
c d o o

Assim podemos escrever o conjunto de equagoes (1) em notagao vetorial;

dF(t) _
)] (©
sendo
w = | "
y(t)

Desta maneira, com esta nova notagao, as equagoes (4) podem ser escritas
em forma de matriz:

(J — M) = 0, (7)
na qual I é a matriz identidade e X\ e Z; s@o os autovalores e autovetores da matriz
jacobiana respectivamente.

Como nosso objetivo aqui é estudar a estabilidade do ponto de equilibrio
do sistema proposto, a qual é determinada pelo valor dos autovalores da matriz

jacobiana, logo escrevemos a equacao que fornece a solucao em A como;
det(J —AI) =0
=
(@ —A)(d—X)—bc=0,

portanto

N —TA+A=0, (8)

esta relacao é conhecida como equacao caracteristica do sistema, sendo T e A o trago

e o determinante da matriz jacobiana respectivamente.
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A equagao (8) tem a seguinte solugao:

\ T+ VT? —4A
12 = .
’ 2

(9)

A partir deste resultado podemos realizar a andlise de estabilidade do ponto de

equilibrio e classificar os possiveis comportamentos admissiveis pelo sistema.

.1.1 Classificacao dos Pontos de Equilibrio

Como ja exposto, a andlise de estabilidade do sistema pode ser realizada
através do estudo dos sinais dos autovalores A; e A9, 0s quais sao fungoes do trago
T e do determinante A da matriz jacobiana. Na realidade, discutiremos apenas trés

possiveis classificacoes de um ponto de equilibrio, e esta discussao sera feita a seguir.

Ponto de Equilibrio Estavel

Se T'< 0 e A > 0 entdo pela equacao (9) os autovalores \; e Ay terdo
a sua parte real maior que zero. Deste modo temos uma situacao de estabilidade,
visto que as trajetérias do sistema se aproximam do ponto de equilibrio. Entretanto
esta aproximacao pode se dar de duas maneiras diferentes. Se 7% — 4A > 0 entao
os autovalores serao niimeros reais e a aproximacao se dara exponencialmente, nesta
situacao o ponto de equilibrio é um né estavel. Do mesmo modo, se T? —4A < 0, o
autovalor serd um nimero com a parte imaginaria nao nula, assim, as trajetérias se
aproximarao do ponto de equilibrio de maneira oscilatéria, neste caso o ponto fixo é

considerado um foco estdvel.
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Ponto de Equilibrio Instavel

SeT > 0eA > 0, entdo teremos uma situacao de estabilidade, pois os au-
tovalores terao a sua parte real necessariamente menor que zero. O que pela equacao
(3) ocasiona uma divergéncia das trajetdrias em rela¢ao ao ponto de equilibrio. Aqui,
também temos uma situagao parecida com a que ocorreu no caso de estabilidade; se
T? —4A > 0, o ponto fixo serd um né instdvel -as trajetérias se afastam do ponto
de equilibrio exponencialmente. Porém ser T? — 4A < 0 o ponto fixo é considerado

um foco instavel e as trajetérias se afastam do ponto de fixo oscilatoriamente.

Ponto de Equilibrio Sela

Se A < 0 entao pela equagao (9) os autovalores sao reais e tem sinais opos-
tos. Deste modo, pela solugao proposta no comego deste capitulo, equagao (3), no
espaco de fase teremos uma direcao de aproximacao do ponto de equilibrio e outra
de afastamento. Nesta situagao dizemos que o ponto de equilibrio é um ponto de
sela.

Na figura (1) temos um diagrama que explica de maneira visual os resul-

tados discutidos.

.2 Linearizacao

Considere o seguinte sistema de equagoes diferenciais nao-lineares
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Foco Estavel Foco Instavel

No
L Estavel

— Centro =

Figura 1: Diagrama das classificacoes de um ponto fixo em funcao do traco 7" e do

determinante A da matriz jacobiana.

a qual supomos ter um ponto de equilibrio P = (zx, yx*).

Para realizar a analise de estabilidade de um ponto de equilibrio de um
sistema nao-linear, estudamos este sistema apenas nas proximidades deste ponto.
Para fazer este estudo entao analisamos a variagao temporal de uma pequena per-
turbacao no ponto de fixo, isto é, considerando dx e dy a perturbacao em x e em y

respectivamente, escrevemos:

T =x%*+0T

y =y *x+oy

Fazendo dz = u e dy = v, expandimos as fungoes f(x,y) e g(x,y) em série

de Taylor nas proximidades do ponto de equilibrio, para assim determinar a citada
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evolucao temporal das alteragoes no ponto fixo.

= f(xx,yx) +u %

0= g(z*,y%) +u %

T

(wx,y*)

(z+,y%)

of
iy

g
Oy

+ O(u?,v?)

+ O(u?,v?)

(,y%)

(11)

(@*,y%)

Como supomos as perturbacgoes dx e dy pequenas podemos desprezar os termos de

ordem quadratica. Como também, no ponto de equilibrio, f(xx,yx) = g(x*, y*) = 0,

escreveinos:
- af
i) |
T (*,y%)

of

9y (z*,y*) L (12>
% (%

O |(wx,y+)

Agora usando a definicdo da matriz jacobiana, equagao (5), podemos es-

crever as equacoes que determinam a evolugao temporal das perturbagoes como:

U = au + bv

(13)

v =cu+dv

Esta é uma equacao linear, desta maneira a andlise de estabilidade do

respectivo ponto de equilibrio pode ser feito através da prépria andlise desenvolvida

no comego deste capitulo.
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