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Resumo

E um fato elementar, porém importante, em geometria diferencial, o isomorfismo
entre a algebra de Lie dos campos de vetores em uma variedade diferenciavel e
a algebra de Lie das derivagoes lineares na algebra de fungoes C'*° naquela varie-
dade. O Teorema de Hochschild-Kostant-Rosenberg admite uma versao para va-
riedades diferencidveis que permite relacionar a Super-Algebra de Lie Diferencial
dos campos de polivetores sobre uma variedade diferenciavel, munidos do colchete
de Nijenhuis-Schouten e diferencial trivial a Super—AIgebra de Lie Diferencial das
poliderivagoes sobre a Algebra de funcgoes ali definidas, munidas do colchete de
Gerstenhaber e diferencial de Hochschild. Isto permite estabelecer um paralelo
entre as propriedades do colchete de Gerstenhaber na cohomologia de Hochschild
da Algebra de fungoes sobre um sistema hamiltoniano e as equagoes de evolucao
em tais sistemas, que sao obtidas através de campos de 2-vetores que satisfazem
relagoes de comutatividade com respeito ao colchete de Nijenhuis-Schouten. No
presente trabalho, descrevemos de maneira rigorosa e livre de coordenadas os ope-
radores envolvidos. Em outras palavras, poliderivacoes sao definidas de maneira
global e puramente algébrica. E mostrado que, quando restringimos os operado-
res assim definidos a sistemas de coordenadas, obtemos precisamente a definicao
apresentada na literatura. Além disso, demonstramos a versao para variedades

diferenciaveis do Teorema de Hochschild-Kostant-Rosenberg.
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Abstract

It is a fundamental fact in Differential Geometry that the Lie algebra of vector
fields on a differentiable manifold is isomorphic to the Lie algebra of linear deriva-
tions of the algebra of C'*° functions on that manifold. The Hochschild-Kostant-
Rosenberg theorem has a version for differentiable manifolds which allows to relate
the differential Lie superalgebra of the polyvector fields with Nijenhuis-Schouten
bracket and null differential, and the differential Lie superalgebra of the polyde-
rivations of the algebra of functions on such manifold, with Gerstenhaber bracket
and Hochschild differential. This allows to stablish a close correspondence between
the properties of the Gerstenhaber bracket in the Hochschild cohomology of the
functions algebra on a Hamiltonian system and the evolutions equations in such
systems, obtained by 2-vector fields which satisfies certain commutativity relati-
ons with respect to Nijenhuis-Schouten bracket. In the present work, we provide
a rigorous definition of the operators involved without appealing to the choice of
some, yet arbitrary, coordinate system. In other words, the polyderivations are
given a global and purely algebraic defintion. It is shown that, by restricting the
operators so defined to a local coordinate system, one gets precisely the usual local
definition available in the literature. Moreover, we give a proof of the Hochschild-

Kostant-Rosenberg theorem for differentiable manifolds.
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Introducao

Uma das maneiras de se estudar a mecanica classica hamiltoniana é valer-se de
ferramentas como a geometria diferencial como base para seu desenvolvimento.
Por exemplo, o estudo da evolugao de um sistema hamiltoniano pode ser efetuado
em termos da algebra de Lie dos campos de vetores sobre uma variedade dife-
renciavel, que freqiientemente é o fibrado cotangente a uma variedade diferenciavel
de base, um espaco de fases. Podemos relacionar a algebra de Lie dos campos de
vetores em uma variedade diferenciavel M a dlgebra de Lie das derivacoes sobre
a algebra das fungoes C*°(M). Tal abordagem algébrica torna possivel por vezes
desvelar com mais facilidade relacoes que ficariam ocultas sob a complexidade da
analise puramente geométrica, dando assim uma visao mais ampla das possiveis
abordagens a problemas fisicos como este. Obviamente, tais técnicas nao se limi-
tam a mecanica classica, abrangindo qualquer drea que se beneficie dos métodos
da geometria diferencial.

A relacao entre as algebras de Lie acima citadas, motiva o estudo das relagoes
entre modelos geométricos e estruturas algébricas. Uma variedade de Poisson,
por exemplo, possui uma estrutura algébrica, o colchete de Poisson, que permite
expressar equacoes de evolucao em sistemas hamiltonianos. Podemos associar a
tal colchete um campo de bivetores, o tensor de Poisson, que deve satisfazer de-
terminadas condicoes de comutatividade com relacao ao colchete de Nijenhuis-
Schouten. A versao para variedades diferenciaveis do teorema de Hochschild-
Kostant-Rosemberg permite relacionar a super-dlgebra de Lie diferencial dos cam-
pos de multivetores sobre uma tal variedade, munidos do colchete de Nijenhuis-

Schouten e do diferencial identicamente nulo, a super-algebra de Lie diferencial



das poliderivagoes da dlgebra das fungoes C'™° sobre tal variedade, munidas do
colchete de Gerstenhaber e do diferencial de Hochschild. Um dos possiveis desdo-
bramentos desta relacao é o estudo de algebras nao comutativas a partir de modelos
geométricos nao comutativos, através de deformacoes de dlgebras associativas e co-
mutativas, como feito em [4]. O estudo de quantizacao de variedades de Poisson
por deformacao da algebra de Poisson associada, cuja relevancia é evidenciada nos
trabalhos de [2] e [7], envolve tal relagdo em um ambito geral, como mostra [12].

Neste trabalho é feita uma revisao dos principais conceitos relacionados a versao
para variedades diferenciaveis do teorema de Hochschild-Kostant-Rosemberg, se-
guida de uma demonstragao. E dada uma definicao puramente algébrica de po-
liderivagoes e demonstrado que, para o caso da algebra das funcoes infinitamente
diferenciaveis sobre uma variedade diferenciavel, tal definicao coincide com a apre-
sentada na literatura, dada em termos de cartas locais. Tal definicao torna acessivel
a prova de fatos que de outra forma sao um tanto obscuros, como por exemplo o
fato de que um campo de multivetores alternado é representado por uma polide-
rivacao que é um cociclo de Hochschild, mas nao pode ser um cobordo, pois um
cobordo nado pode ser anti-simétrico [3].

No capitulo 1 é feita uma revisao de conceitos de dlgebra multi-linear necesséarios
ao longo do texto, de construcoes algébricas tais como algebras de Lie, algebras
de Poisson, algebras graduadas, derivagoes e derivagoes de ordem superior em uma
algebra e de definigdes elementares em homologia e cohomologia.

No capitulo 2 é feita uma revisao de alguns conceitos de geometria diferencial,
tais como variedades diferenciaveis, fibrados vetoriais diferenciaveis, campos de
vetores e campos de tensores e conceitos relacionados, e é construido um fibrado
vetorial diferenciavel sobre uma variedade diferencidvel M, cujo espaco de segoes
C> ¢ isomorfo ao espago das derivagoes de ordem superior em C*°(M).

No capitulo 3 ¢ feita uma revisao das principais propriedades do colchete de
Nijenhuis-Schouten e de alguns conceitos envolvendo variedades simpléticas e va-
riedades de Poisson.

No capitulo 4 é definido o conceito de multiderivacao em uma algebra associa-

tiva e, no caso em que tal dlgebra é a algebra das fungoes C'* sobre uma variedade



diferenciavel, explicitamos sua relagao com campos de tensores contravariantes
em tal variedade. Tal conceito visa reproduzir o que se espera de uma multide-
rivagao de grau n, que seja uma aplicagao n-linear a qual é uma derivagao em cada
entrada. E também definido o conceito de derivagao composta em uma &algebra
comutativa e associativa, operador linear que surge ao compor-se uma quantidade
finita de derivacoes em uma tal dlgebra. Para o caso em que a algebra é a algebra
das fungoes C* sobre uma variedade diferenciavel, ¢ mostrado que o espago das
derivacoes compostas até a ordem r, ou seja, com compostas de no maximo r de-
rivagoes, corresponde ao espaco das derivagoes de ordem menor ou igual a r sobre
tal algebra. Tal fato é utilizado para dar-se uma definicao independente de coor-
denadas de poliderivacoes sobre a algebra das funcoes C'* sobre uma variedade
diferenciavel, isto é, derivacoes de ordem superior com n entradas em uma va-
riedade diferenciavel. A isto segue uma demonstracao da versao do teorema de

Hochschild-Kostant-Rosemberg para variedades diferenciaveis.



Capitulo 1

Fundamentos Algébricos

1.1 Fundamentos de Algebra Multilinear

Fixemos daqui em diante um corpo K nao trivial arbitrario. Sejam U, V K-
- a1 K . ..

espagos vetoriais'. Denotaremos por Vec™ a categoria dos espacos vetoriais sobre
o corpo K cujos morfismos sao as transformagoes lineares e por Vecﬂf a subcategoria

1 . /d 1 . . . d. ~ b K ’ ﬁ . 2
completa constituida apenas pelos espagos vetoriais cuja dimensao sobre K é finita“.
Denotaremos o conjunto dos morfismos de uma categoria C entre os objetos A, B €
C por Homg(A, B). Os isomorfismos serao denotados por ~c.

Precisaremos das seguintes definicoes e fatos de algebra multilinear.

Definigao 1.1.1 (Forma bilinear). Uma aplicagio w : U x V. — K ¢é dita uma

forma bilinear se, e somente se

i) wlau+v,w) = aw(u, w) + w(v, w);

i) w(u, oz +w) = aw(u, z) + w(u, w)
quaisquer que sejam o € K, u,v € U e z,w € V.

Definicao 1.1.2 (Ntcleos de uma forma bilinear). Sejaw : UxV — K uma forma

bilinear. Chamamos o conjunto

Kery(w)={z €U |w(z,y) =0, Vy e V}

'Para uma definicdo, veja [22], por exemplo.
2 As definigoes de categoria e notagoes seguem basicamente o exposto em [9].
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de nicleo a esquerda de w e o conjunto
Kery(w)={y eV |w(z,y) =0, Vx € U}
de nicleo a direita de w.

Defini¢ao 1.1.3 (Forma bilinear nao degenerada). Dizemos que uma forma bi-
linear w : U x V. — K € ndo degenerada se, e somente se, Kery(w) = 0 e

Kery(w) =0, onde 0 denota os subespagos triviais (nulos) de U e V.

Considere uma forma bilinear w : U x U — K. Faz sentido considerar simetrias

em seus argumentos.

Definigao 1.1.4 (Forma bilinear simétrica). Seja w : U x U — K uma forma

bilinear. Dizemos que w € simétrica se, e somente se, w(z,y) = w(y,z), Yo,y € U.

Definicao 1.1.5 (Forma bilinear anti-simétrica). Seja w : U x U — K uma
forma bilinear. Dizemos que w € anti-simétrica se, e somente se, w(x,y) =

—w(y,x), Yr,y € U.

Dizemos que uma forma bilinear tem alguma simetria quando for simétrica ou
anti-simétrica. Estas defini¢oes nos permitem abreviar a definicao de forma bilinear

nao degenerada para o caso em que tal forma possua alguma simetria.

Definicao 1.1.6 (Ntcleo de forma bilinear com alguma simetria). Seja w : U X

U — K uma forma bilinear com alguma simetria. Chamamos o conjunto
Ker(w)={z €U |w(z,y)=0,Vye U}
de nicleo de w.

E imediato verificar que se w possui alguma simetria, entao esta definicao de
nicleo concorda com as definicoes de ntcleo a direita e nticleo a esquerda. Com
um argumento analogo, a definicao de forma bilinear nao degenerada com alguma

simetria torna-se a seguinte.

Definigao 1.1.7 (Forma bilinear ndo degenerada com alguma simetria). Dizemos
que uma forma bilinear w : U x U — K com alguma simetria é nao degenerada se,

e somente se, Ker(w) =0, onde 0 denota o subespago nulo de U.



A razao para privilegiarmos o nucleo a esquerda ficara clara posteriormente.

Voltemos ao caso sem simetrias.

Definigao 1.1.8 (Espacos duais). Sejam V* e V' dois K-espagos vetoriais tais que
existe uma forma bilinear nao degenerada w : V# x V. — K. Neste caso, dizemos
que V¥ eV sdio duais com relacdo a forma w e chamamos w de produto de dualidade
entre Vi e V.

Exemplo 1.1.1. Seja V' um K-espago vetorial nao trivial. Considere o conjunto
V# = Homyeex(V,K) das transformagoes K-lineares a : V — K, chamadas de
funcionais lineares em V. Tal conjunto admite estrutura natural de K-espaco
vetorial. Podemos definir uma forma bilinear nao degenerada (, ) : V¥ x V — K

dada por
(,v) = a(v), Ya eV YoeV.

De fato, a linearidade é clara. Para mostrar o restante, veja que se a €
Kery:({ , )), entdo a é a aplicagdo nula e portanto Kery:({ , )) = 0. Supo-
nha que exista v € Kery((, )) com v # 0. Entdo a(v) =0, Va € V¥ Entretanto,
como v é nao nulo, podemos estender o conjunto {v} para uma base algébrica (base
de Hamel) {v, w;}icr de V, onde I é algum conjunto de indices®. Assim, todo vetor

y € V se escreve de maneira Unica como
Yy = AU+ E Clwi
i€supp(y)

onde \,¢* € K, Vi € I e supp(y) = {j € I| ! # 0} é finito. Podemos definir

entao o funcional linear 7 : V' — K dado por

n)=n| + > Cwi| =2\
i€supp(y)
Entao n é claramente linear e ainda n(v) = 1, onde 1 denota a unidade em K. Como
1 # 0, pois supomos V' sobre um corpo nao trivial, segue que v ¢ Kery(( , )).
Contradicao. Logo s6 pode ser v =0 e (, ) é nao degenerada. Assim, V* e V sdo

duais com relagao a ( , ).

3Veja, por exemplo [20)].



Este exemplo nos leva a seguinte definigao.

Definigao 1.1.9 (Dual algébrico). Seja V' um K-espago vetorial. Chamamos o
K-espaco vetorial V¥ dado por V¥ = Homy,ux(V,K), com as operagoes de soma e

produto por escalar elemento a elemento de dual algébrico de V.

Exemplos de espacos duais sao abundantes. Se H ¢ um K-espaco de Hilbert?,
com K =R ou C, o produto interno nele definido, sendo nao degenerado, estabe-
lece uma dualidade entre ‘H e H*, o conjunto constituido apenas pelos funcionais
lineares que sao continuos na topologia forte de H. Isso explicita a dependéncia
do conceito de dualidade com a forma bilinear que a estabelece.

Pode ser mostrado® que V tem dimensdo finita sobre K se, e somente se,
V¥ ~yeex V. Nos casos de dimensdo finita onde K é R ou C, os produtos internos
(ou hermitianos) candnicos, que fornecem isomorfismos entre o espago vetorial V'
e seu dual topolégico V*, fornecem portanto um isomorfismo entre V¥ e V*. Isto

nos permite confundir tais duais nestes casos, e faremos isto.

Proposicao 1.1.1. Sejam U,V K-espagos vetoriais de dimensao finita. Considere
0s K-espagos vetoriais Lin(U, V*) = Homvecu;(U, V*) (com as operagies usuais)
das transformagoes lineares de U em V* e B(U,V') das formas bilineares definidas
em U x V' com valores em K. Entao Lin(U, V*) Rveck BU,V).

Demonstragao. Definamos a aplicagao ¢ : Lin(U,V*) — B(U,V) que associa a
cada T' € Lin(U,V*) a forma bilinear By € B(U, V) tal que

Br(u,v) = (T'(u))(v), YueU YveV

A linearidade de ¢ é clara. Vejamos que é injetora. Se Br(u,v) = 0 para todos
u,v, entdo T(u) é o funcional linear nulo, para todo u € U. Portanto T é a
aplicacao nula. Vejamos que ¢ é sobrejetora. Sejam m e n as dimensoes de
U e V respectivamente. Como toda aplicacao linear é unicamente definida pela

sua a¢do em uma base de seu dominio, temos que a dimensao de Lin(U,V*) é o

4Veja, por exemplo [24].
®Uma demonstracio elegante pode ser encontrada em [20].



produto das dimensoes de U e V*, pois isto cobre todas as combinagoes linearmente
independentes possiveis, ou seja, dimg(Lin(U,V*)) = mn. Por outro lado, como
uma forma bilinear é unicamente definida pela sua a¢ao em uma base de cada um
de seus dominios, dimg(B(U,V)) = mn. Do fato de ser ¢ linear e injetora entre
espagos de mesma dimensao (finita), é sobrejetora e portanto bijetora. Como sua

inversa ¢ linear, ¢ um isomorfismo entre Lin(U, V*) e B(U, V). O

Isto nos leva a seguinte proposicao.

Proposigao 1.1.2. Seja U um K-espago vetorial de dimensdo finita. Seja B :
U x U — K uma forma bilinear nao degenerada. Entao a aplicagao T : U — U*

associada a B pelo isomorfismo da proposi¢cao 1.1.1 € um isomorfismo.

Demonstragao. De ser B nao degenerada, Kery(B) = 0. Como (T'(u))(v) =
B(u,v), isso significa que Ker(T) = 0 e portanto 7' é injetora. De ser U de
dimensao finita, U é isomorfo a U* e portanto T' é linear e injetora sobre espacos

de mesma dimensao. Logo é sobrejetora, e portanto isomorfismo. O]

E esta proposicao que nos leva a “privilegiar” o ntcleo a esquerda na defini¢ao

1.1.7 de uma forma bilinear nao degenerada com alguma simetria.

Definicao 1.1.10 (Aplicagao multilinear). Sejam U, Vi, ..., V, K-espagos vetori-
ais. Dizemos que uma aplicagao f: Vi x ... x V, — U € multilinear se, e somente

se, € linear em cada entrada, ou seja:

flor, .o v +wg, .o vp) = af (U, o, v, 0) + fon, o wy, . 0p)
para quaisquer v, w; € V;, a € K, em cada 1 =1,...,p.

Definicao 1.1.11 (Produto tensorial). Sejam Vi,...,V, K-espagos vetoriais. A
menos de isomorfismos, existe um unico K-espaco vetorial, denotado por Vi®...®
V, e uma transformagao multilinear ¢ : Vi x ... xV, = V1®...®@V, tais que dados
um K-espaco vetorial U e uma transformagao multilinear f : Vi x ... xV, = U,

existe uma unica transformacao linear T : Vi @ ... @V, — U, com f =T o



. Chamamos o espago vetorial Vi ® ... ® V, de produto tensorial dos espagos
Vi,...,V,.0

Os elementos de um produto tensorial sao ditos tensores. Se T; : U; — V; é uma
colegao tal que T; é uma transformacao K-linear entre os K-espacos vetoriais U; e
V; para cada i = 1,...,p, entao podemos definir o produto tensorial das aplicagoes
Ti,...,T,, denotado por 11 ®...®T),, de sorte que (11 ®...@T,)(u1 ®...®u,) =
Ti(u1) @ ... ® Tp(uy), onde u; ® ... ® u, denota um elemento decomponivel” de
U ®...0U,

Também é til a seguinte proposicao®.
Proposigao 1.1.3. A menos de isomorfismos, o produto tensorial é associativo.

Definicao 1.1.12 (Algebra tensorial). Seja V' um K-espago vetorial de dimensao

finita. Um elemento do espaco

S

TIV)=V*®..0VeV®...0V

S q

¢ chamado tensor (misto) q vezes contravariante e s vezes covariante. Denotando
(V) =K, o K-espaco vetorial

T(V) = TUV)
q,s=0
munido do produto tensorial € dito dlgebra tensorial de V.
Também definimos a dlgebra dos tensores contravariantes como o espago veto-

rial

T.(V)=EPTi(V)

6Demonstracoes de existéncia, unicidade e universalidade destes objetos podem ser encontra-
dos em [16] ou [13].

"Todo elemento de Uy ® ... ® U, pode ser escrito como combinagio linear de elementos da
forma u; ® ... ® up. Quando for possivel escrever um elemento com uma tnica parcela do tipo
U1 @ ... R® up,, dizemos que o tensor é decomponivel. Caso contrério, dizemos que o tensor é

indecomponivel.
8Demonstragoes podem ser encontradas em [16] e [13].
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munido do produto tensorial e a dlgebra dos tensores covariantes como o espago

vetorial -
(V) = P10V)
s=0
munido do produto tensorial.

Apesar destas definigoes e resultados envolverem K-espagos vetoriais, o que foi
feito até aqui sobre produtos tensoriais admite andlogo para k-moédulos, onde k
um anel. Entretanto, nosso interesse reside principalmente em K-espagos vetoriais
e futuramente lidaremos apenas com R-espagos vetoriais, o que justifica algumas
simplificagoes. Dado um K-espago vetorial V', denotaremos V&1 = T (V) e V*®5 =
T2(V), por simplicidade.

Definigao 1.1.13 (Permutador). Seja V' um K-espago vetorial de dimensdo finita.
Considere V1, com ¢ > 1 € S, o grupo de permutagoes’ do conjunto {1,...,q}.
Para cada o € S, podemos definir uma aplicagio linear 7, - V&1 — V®, dada em

tensores decomponiveis v1 @ ... & v, por
To(V1 ® ... V) = Vp() ® ... ® Vs(q)

e estendida por linearidade. Chamamos 7, de permutador em V1. De ma-
neira inteiramente andloga, definimos o permutador para V*®*, com s > 1. Para

TY(V) =K, o permutador é definido como a identidade em K (por conveniéncia,).

Por vezes denotaremos a acao do permutador 7, em um elemento v € V®4

(v € V*®9) por g - v = 7,(v).

Definigao 1.1.14 (Tensor simétrico). Seja V' um K-espaco vetorial de dimensdo
finita. Um tensort € V&1 (t € V*®1) ¢ dito simétrico se, e somente se, T,(t) = t,

onde 7, € o permutador em V& (V*¥) para toda permutacao o € S,.

Definicao 1.1.15 (Tensor anti-simétrico). Seja V' um K-espago vetorial de di-
mensao finita. Um tensor t € V®1 (t € V*®1) ¢ dito anti-simétrico se, e somente
se, 7,(t) = e(o)t, onde 7, € o permutador em V¥ (V*¥1) e e(0) denota o sinal da

permutacdo o, para toda permutacdo o € Sy.

9Para uma definigao, veja [22].
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Definicao 1.1.16 (Algebra simétrica). Seja V um K-espago vetorial de dimensao
finita e seja To(V') a sua dlgebra de tensores simétricos contravariantes. Considere
o ideal bilateral I gerado por todos os elementos da forma t — 7,(t), com t € V&1,

para toda permutacao o e para todo q > 1. Fagamos entao o quociente

com o produto induzido pelo produto tensorial denotado por justaposicao. A dlgebra
assim obtida € associativa, comutativa e é chamada dlgebra simétrica contravari-

ante de V. Esta dlgebra também pode ser vista como

S.(V) =P si(v)

onde S§(V) =T¢(V)/(INT(V)).
Uma construgao inteiramente andloga é vdlida para T*(V'), definindo assim a

dlgebra simétrica covariante S*(V') de V.

Definicao 1.1.17 (Algebra exterior). Seja V' um K-espaco vetorial de dimensdo
finita e seja To(V') a sua dlgebra de tensores simétricos contravariantes. Considere
o ideal bilateral I gerado por todos os elementos da forma t — e(0)7,(t), com t €

V®4, para toda permutacao o e para todo ¢ > 1. Facamos entdo o quociente

com o produto induzido pelo produto tensorial denotado pelo simbolo N\. A dlgebra
assim obtida é associativa® e é chamada dlgebra exterior contravariante de V.

Esta dlgebra também pode ser vista como

A(V) =P Asv)

onde A{(V) =T¢(V)/(INTE(V)).
Uma construgao inteiramente andloga é vdlida para T*(V'), definindo assim a

dlgebra exterior covariante A*(V') de V.

10A 4lgebra exterior, apesar de ndo ser comutativa no sentido usual, apresenta uma comutati-

vidade dita comutatividade graduada, a ser discutida posteriormente.
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’:;) , para

0 < g <medimg(A(V)) =0seq > m. Disto segue que dimg(A*(V)) = 2™

(com seu andlogo contravariante).

Pode ser mostrado que, se dimg(V) = m, entao dimg(AY(V)) = (

Segue disto que se V é um K-espaco vetorial tal que dimg(V) = m, entao
dimg(A™(V)) = 1. Escolher um tensor nao nulo de A™ (V') significa escolher uma
orientacao para V', devido as caracteristicas de alternancia do produto A.

Como A(V') provém de um produto tensorial de funcionais lineares em V, é
licito pensar na ac¢ao de um elemento w € AY(V) em ¢ vetores vy,...,v, € V.
Das propriedades de alternancia de A, isto se traduz em termos dos elementos

decomponiveis como'!

ar Ao Ao, .., y) = detlog(v))], o € Vv eV i =1,...,q

onde det]a;(v;)] é o determinante da matriz cujas entradas sdo constituidas pelos

valores «;(v;) na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Defini¢ao 1.1.18 (Produto interior). Seja V' um K-espaco vetorial de dimensao
m. Dado um elemento w € N1(V'), com 0 < g < m, definimos o produto interior

(ou contragdo) v : V x A1(V) — A=Y (V) como a aplicacio bilinear dada por
(Luw)(v1, .oy 0g—1) = WU, V1, .o V1), YU, U1, . 01 €V
O produto interior € definido como nulo se g =0 ou q > m.

Definigao 1.1.19 (Forma simplética). Seja V um K-espago vetorial. Se w : V x
V' — K for uma forma bilinear anti-simétrica ndao degenerada, dizemos que w €

uma forma simplética em V. Também chamamos w de produto interno simplético

em V.

Defini¢ao 1.1.20 (Espago vetorial simplético). Um espago vetorial simplético €
um par (V,w), onde V é um K-espago vetorial e w : V x V. — K uma forma

simplética nele definida.

Na realidade, determinantes podem ser definidos assim. Veja, por exemplo [16].
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Exemplo 1.1.2 (Espago vetorial simplético). Considere o espago vetorial R?™ e
B =Ae1,...,em f1,--., fm} uma base para tal espaco. Escrevamos um elemento

u € R?*™ da seguinte maneira

m
Z U emLuffZ
=1

Seja wp : R?™ x R*™ — R a forma bilinear dada por
= 3" iy ), ey R
=1

Entao o par (R*™,wp) é um espago vetorial simplético.
Com efeito, a bilinearidade de wy e sua anti-simetria sao claras. Vejamos que

wy ¢ nao degenerada. Note que

)
)

ei, ;) = dij, Vi, j=1,....m
) = —0ij, Vi, j=1,...,m

onde 6;; = 1lsei =jedy; =0sei#j. Sejav € Ker(wp). Entao wy(v,z) =
0, Vo € V. Fazendo sucessivamente r = ¢; e x = f; para ¢ = 1,...,m, vemos que
vp=0,1=1,....mevi=0,i=1,...,m. Logov=0. Assim, (R*",wg) ¢ um

espago vetorial simplético.

Proposigao 1.1.4 (Anti-ortogonalizagao). Sejam V' um K-espago vetorial m di-
mensional e w : V XV — K uma forma bilinear anti-simétrica em V. Entao existe

uma base {uy, ..., ug,e1,... €n, f1,..., fu} de 'V tal que

wu,v) =0, Vi=1,...k YeV
(‘U(ez’e]) O \V/Z,] - 1,...,n
(fz,f])zo \V/i,j:L...,n

w(ei,fj):&j, VZ,]:L,TL
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Demonstracao. Seja U = Ker(w) (note que U é K-subespaco vetorial de V). Es-
colhamos uma base {uy,...,u;} para U. Tomemos um subespago W de V' com-
plementar a U, assim V =U @& W. Se W = 0, acabou. Caso contréario, tomemos
ey € W, eg #0. Como e; ¢ U, existe fi € W tal que w(ey, f1) # 0. Por line-
aridade, podemos tomar f; de sorte que w(ey, f1) = 1. Sejam Wy =< ey, f; > o
subespaco gerado por ey, fi e Wi = {z € W | w(x,v) =0, Yv € W;}. Segue que
Wi N Wi = 0. De fato, suponha que x € W; N W;~. Entao z pode ser escrito
como z = ae; + bf) e w(x,e;) = w(x, fi) = 0. Mas w(x,e1) = —b e w(z, f1) = a,
donde x = 0. Temos também que todo elemento de W pode ser escrito como uma
soma de um elemento de W; e de um elemento de W;~. Basta notar que dado

xeW,sew(x,e)=cew(z, fi) =d, z pode ser escrito como
r = (x+cfi —dey) + (dey — cf1)

onde a primeira parcela entre parénteses é um elemento de Wi e a segunda é
um elemento de W;. Logo W = W; & Wﬁ‘“. E portanto V = U & W, & W;~.
Se Wll“ = 0, acabou. Caso contrdrio, repete-se o processo até que Wi« =

Como V' tem dimensao finita, este processo acaba em um numero finito de passos,

produzindo a soma direta
V=UeW &...6W,,

na qual dimg(U) =k e dimg(W;) =2, i=1,...,n. O

Segue desta proposicao que se (V,w) é um espago vetorial simplético de di-

mensao finita, entao V' tem dimensao par, pois w nao degenerada significa U = 0.

Definigao 1.1.21 (Base simplética). Seja (V,w) um espago vetorial simplético

nao trivial de dimensao finita. Entao V' admite uma base {eq,...,en, f1,--., fu}
na qual

w(e,ej) =0, Vi,j=1,...,n

W(fi,fj):(), VZ,]:L,TL

w(ei,f]—):@j, VZ,jzl,,n
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devido a proposi¢ao 1.1.4. Qualquer base de V' que satisfaca tais condicoes € cha-

mada base simplética para (V,w).

Uma forma simplética w : V x V' — K em um K-espago vetorial V' de dimensao
finita, sendo nao degenerada, estabelece um isomorfismo, dado pela proposicao
1.1.2. Isto significa que a w esta associado um tunico isomorfismo 77, : V' — V* tal
que

(To,(u))(v) = w(u,v), Yu,veV

Por outro lado, das definicoes de produto tensorial e produto exterior, podemos
considerar w como sendo um elemento de A*(V), pois é bilinear e anti-simétrica.

O produto interior de um elemento u € V' por w é um funcional linear dado por
(tww)(v) = w(u,v), Yu,veV

Portanto ¢,w = T, (u) para todo u € V', o que nos leva a concluir que o produto
interior por w estabelece um isomorfismo entre V e V*. Em vista deste isomorfismo,
podemos encarar a forma simplética, nestes casos, como um produto de dualidade
entre Ve V™.

Suponha que K seja um corpo de caracteristica 0. Do fato de existir uma
base simplética para um K-espago vetorial simplético de dimensao finita (V,w),
um célculo direto nos mostra que, se {ey,...,en, fi1,..., fn} for tal base, entao a
n-ésima poténcia exterior w"™ = wA...Aw é proporcional a e; A.. . Ae, AfiA...Af,

e portanto nao nula. Isto nos leva a seguinte definicao.

Definicao 1.1.22 (Volume simplético). Sejam K um corpo de caracteristica 0 e
(V,w) um K-espaco vetorial simplético nao trivial, com dimg(V') = 2m. Chama-
mos a m-ésima poténcia exterior

n=w"=wA...\w

m vezes

de volume simplético de V.
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1.2 Derivacoes de Algebras e Algebras Gradua-

das

Nesta secao definiremos algumas das estruturas algébricas que serao utilizadas
futuramente. Entretanto, as mais usuais nao serao aqui definidas e podem ser
encontradas em [22], [16] ou [21]. Aqui, K denotard um corpo e k denotara um

anel (com unidade).

Definicao 1.2.1 (Operador diferencial de primeira ordem de uma algebra). Seja
(A, p) uma k-dlgebra associativa. Dizemos que uma aplica¢ao k-linear D : A — A
€ um operador diferencial de primeira ordem da dlgebra A se, e somente se, D
satisfaz:

D(p) = (D ®id) + p(id ® D)

onde id denota a identidade em A.

A condicao acima é conhecida como “regra de Leibniz”. E interessante notar

que se A é uma k-algebra com unidade e, entao
D(e) = D(u(e @ e)) = u(D(e) ® e) + p(e ® D(e)) = D(e) + D(e)

logo, D(e) = 0. Disto, se k é um anel comutativo e A é uma k-algebra associativa,
entdo D(a) = 0 para todo a € k, onde usamos o fato de, sob tais circunstancias,
podermos identificar elementos de k com suas imagens em A pela inclusao e : k —

A, 0 homomorfismo unidade.

Definigao 1.2.2 (Derivagao de uma algebra). Sejam (A, pu) uma k-dlgebra asso-
ciativa e B uma sub-dlgebra de A. Um operador diferencial de primeira ordem
D : A — A € dito uma derwagao (de primeira ordem) da dlgebra A sobre B se, e

somente se, D(b) =0 para todo b € B.

Definigao 1.2.3 (Derivagoes). Sejam A uma k-dlgebra associativa e B uma sub-
dlgebra de A. O conjunto de todas as derivagoes D de A sobre B munido das
operagoes de adicao e produto por elemento do anel ponto a ponto constitui um k-

mddulo, chamado o mddulo das derivacoes de A sobre B e denotado por Derg(A)
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(tal médulo serd a direita, a esquerda ou bi-mddulo em acordo com A ser k-dlgebra

a direita, a esquerda ou bilateral).

Da linearidade do produto i e do produto tensorial, nao ¢ dificil verificar que

o espaco acima é de fato um k-mddulo.

Definigao 1.2.4 (Derivagoes internas). Sejam (A, pu) uma k-dlgebra associativa
e B C Z(A) uma sub-dlgebra de A contida no centro de A. Dizemos que uma
aplicagao k-linear f : A — A € uma derivacdo interna de A sobre B se, e somente

se, existe a € A tal que
f=nla®id) — p(id ® a),

onde a ® id denota a ®id: A — A® A tal que (a ® id)(b) = a®b. Temos que

flw) = pla®p) —plp®a) =
= p(ula®id) ®@id) — p(id @ p(id ® a)) =
= p(pla®id) ®id) — p(p(id ® a) @ id) +
+ p(p(id ® a) @ id) — p(id @ plid @ a)) =

+

p(id ® pla ®id)) — p(id @ p(id @ a)) =

p((pla ®@id) — plid @ a)) ® id) +
u(id ® (p(a ®id) — p(id ® a))) =
p(f @id) + p(id ® f)

+

(a®
(
(
(
p((pula ®id) — p(id @ a)) ® id) +
(
(
(
(

onde usamos a associatividade de i, que se expressa como u(p @ id) = p(id @ p).
Sebe B, entao f(b) = pla®b) — u(b®a) =0, logo f € Derg(A).

O k-médulo das derivagoes internas (também nao é dificil verificar que é de
fato k-médulo a direita, a esquerda ou bi-mdédulo, em acordo com A ser algebra a
esquerda, a direita ou bilateral, dado que p é linear) serd denotado por I Derg(A).
Note que I Derg(A) é sub-médulo de Derg(A).

Precisemos agora a nogao de operador diferencial e derivagao de ordem superior

em uma k-algebra. Naturalmente, a definicao é recursiva.
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Definigao 1.2.5 (Operador diferencial de ordem superior). Sejam k um anel comu-
tativo com unidade e (A, u, €) uma k-dlgebra associativa, comutativa, com unidade.
Dizemos que uma aplicacao D : A — A € um operador diferencial de ordem menor
ou igual a v, com r € N\ {0} se, e somente se, D € k-linear e ainda, para todo
a € A a aplicacao

D = D(u(a ®id)) — p(a ® D)

¢ um operador diferencial de ordem menor ou igual a v — 1. Dizemos que uma
aplicagio D : A — A € um operador diferencial de ordem 0 se D = p(a ® id) para
algum a € A.

Definigao 1.2.6 (Derivagao de ordem superior). Sejam k um anel comutativo com
unidade, (A, p, €) uma k-dlgebra associativa, comutativa com unidade e B uma sub-
dlgebra de A. Um operador diferencial de ordem menor ou igual ar, D : A — A,

€ dito uma derivacdo de ordem menor ou igual a r de A sobre B se, e somente se,
D(b) =0 para todo b € B.

Note que se D € Derg(A), entao D é uma derivagdo de ordem menor ou igual

a 1 sobre B, pois dado a € A

D = D(u(a®id)) — p(a ® D) = p(D(a) ® id)

esebe B, D(b) =0.

Por outro lado, se D : A — A é linear e ainda, dado a € A, D = D(u(a ®
id)) — p(a ® D) é a multiplicagdo por um elemento, ou seja, D= (b ®id), entao
D(a) = d(a)+p(0(e) ®a), para algum operador diferencial de primeira ordem .12,
Se D é uma derivagao de ordem menor ou igual a 1 sobre B, entao dado a € A,

para todo b € A existe ¢ € A tal que
D(p(a®b)) — pla ® D(b)) = p(c®b)
Como e € B, pela equagao acima, temos para todo a € A, D(a) = ¢. Assim,

D(u(a®b)) = p(D(a) ®b) + pla ® D(b))

12Para uma demonstracio, veja [14].
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e para qualquer b € B, vale D(b) = 0. Logo, D € Derg(A). Isso mostra que as
derivacoes de ordem menor ou igual a 1 de A sobre B sao exatamente as derivagoes
de primeira ordem de A sobre B.

De agora em diante, dada uma k-dlgebra A (com unidade), denotaremos por
Der(A) o k-médulo das derivagdes de A sobre o anel k, cuja construgao é bem
definida, uma vez que podemos identificar tal anel com uma sub-algebra de A.
Iremos nos referir a elementos de Der(A) simplesmente como derivagoes de A.

Na maioria dos textos didaticos sobre algebra o adjetivo “associativa” é supri-
mido, ficando subentendido que a operagao de produto da algebra é associativa.
Entretanto, neste estudo é importante manter explicito este adjetivo, uma vez que
estamos interessados em estruturas algébricas cujos produtos associados nao se-
jam necessariamente associativos. As préximas construgoes devem deixar claro o

porqué desta necessidade.

Definicao 1.2.7 (Anel de Lie). Seja L um conjunto munido de duas operagdes
internas +: Lx L — L e[, ]: Lx L — L. Chamamos a tripla (L,+,[,]) de

anel de Lie se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
i) (L,+) € grupo abeliano;
i) [x+y,z] =[x, 2]+ [y, 2], Vo,y,2 € L;
i) [x,y] = —ly,x], Ya,y € L (anti-simetria);
w) [[z,y], 2] + [[y, 2], ] + [[z, x],y] = 0, Va,y,z € L (identidade de Jacobi).
Note que de ii) e iii) seque que [x,y + z] = [z, y] + [z, 2].

Definigao 1.2.8 (Algebra de Lie). Dizemos que o par (L[, ]) € uma dlgebra de

Lie sobre o corpo K se, e somente se:
i) L é um K-espago vetorial;
i) (L,+,[,]) € um anel de Lie;

i) ax,y] = [z, ay] = alx,y|, Ya € K, Va,y € L.
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Claramente, o produto anterior nao é necessariamente associativo.
Quando uma estrutura algébrica (L, [, |) satisfizer todas as condigbes ante-
riores, exceto possivelmente a identidade de Jacobi, dizemos que é uma &lgebra

quase-Lie.

Exemplo 1.2.1 (Algebra de Lie das derivagoes). Sejam (A, 1) uma K-algebra associ-
ativa e B uma sub-dlgebra de A. Definamos o produto [, | : Derg(A)x Derg(A) —
Derg(A) por

[Dl,Dg] =DioDy—Dyo Dl, VDl, D, € DSTB(A)

Entao (Derg(A),[, ]) é uma dlgebra de Lie.
Em primeiro lugar, devemos mostrar que o produto acima define uma derivacao.

Para tanto, sejam Dy, Dy € Derg(A), a € K,a,b € A. Entao

[Dy, Do)(cva+b) = (Dyo Dy— Dyo Dy)(ca+b) =
= Di(Dy(aa+0b)) — Dy(D1(aa + b)) =
= aDi(Ds(a)) + Di(D2(b)) — aDa(D:(a)) — D2(D1(b)) =
= o[Dy, Do)(a) + [D1, Ds](b)

E também

[D1, Do](p) = (DioDy— DyoDy)(p) =
= Di(Da(p)) — D2(D1(p)) =
= Di(u(Dy ®id) + p(id ® Dy)) —
— Do(pu(Dy ®id) + p(id @ Dy)) =
— (D1 oDy ®id) + u(Dy ® Dy) +

+ Dy ® Do) + p(id @ Dy 0 Dy) —

— u(Dyo Dy ®id) — u(Ds @ Dy) —

— pu(Dy® Dy) — p(id ® Dy o Dq) =

= p(Dy oDy ®id)+ pu(id @ Dy o Dy) —

— w(Dyo Dy ®id) — u(id @ Dyo Dy) =
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= /,L((Dl ©) D2 - D2 9) D1> &® Zd) +
+ M(Zd@(DloDQ—DQODl)) =
= p([Dr, Do ®id) + p(id @ [Dy, Do)

E ainda, se b € B
[D1, Do) (b) = D1(Da(b)) — Da(D1(b)) =0
A linearidade segue do fato de que, se D3 € Derg(A)

[O[Dl + Dz, Dg] = (OéDl + DQ) @) D3 - D3 e} (Ole + Dg) =

= Oé.DlOD3—OZD30_D1+DQOD3—D3OD2:
= a[Dy, D3] + [Dy, D3]

A anti-simetria é quase ébvia
[Dth] = Dl OD1 —D10D1 =0

A identidade de Jacobi é um pouco mais trabalhosa, mas é direta

(D1, Dy, D3] + [[Da, D3], D1] + [[D3, D1, Do] =

Dl OD2 —DQODng] + [DQOD?, —D3OD2,D1] —|—

— Dy o D3, Do) =

(DlODQ—DQODl)ODg—DgO(DloDQ—D20D1)+

_|_
5
(0]

S

+ (D20D3—D30D2)0D1—Dlo(Dgng—D30D2)+
—|— (DgODl—Dlng)ODQ—DQO(DgoDl—Dlng):
=0
Pois a composicao de fungoes é associativa. Isso mostra que (Derg(A), [, ]) é uma

algebra de Lie.

Defini¢ao 1.2.9 (Derivacao de uma élgebra de Lie). Seja (L, [, |) uma dlgebra de
Lie. Dizemos que uma aplicagao linear D : L — L € uma derivagao da dlgebra de

Lie (L,], ]) se, e somente se, satisfaz

D([u,v]) = [D(u),v] + [u, D(v)], Yu,v € L.
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Uma outra estrutura algébrica importante aqui é a algebra de Poisson.

Definicao 1.2.10 (Algebra de Poisson). Seja A uma K-dlgebra associativa, mu-
nida de uma operacgdo linear {, } : A® A — A. Dizemos que o par (A, {, }) €

uma dlgebra de Poisson se, e somente se, ocorre que
i) (A,{, }) € uma dlgebra de Lie;
i) para cada a € A fizado, a aplicagio D, : A — A dada por
D,(b) ={a,b}, Vbe A
¢ tal que D, € Der(A).

Se (A, {, }) for uma dlgebra quase-Lie que cumpre o item ii), dizemos que (A, {, })

€ uma dlgebra quase-Poisson.

Uma decomposicao em soma direta de um k-moédulo pode ser entendida como
segue. Seja M um k-modulo e I um conjunto de indices. Suponha que exista uma
familia de k-médulos { M, }icr tal que

M =~y Mod @ M;
iel
onde Xyx_noq denota isomorfismo de k-mdédulos. Podemos identificar cada M; com
sua copia em M, pois a decomposicao em soma direta permite definir uma familia
de monomorfismos {f; : M; — M},c; de maneira natural. Quando dissermos
M,; C M, deve-se entender M; =y wmoa fi(M;) C M. Também confundiremos
x € M; com x € M, porém tendo em mente que o real significado desta frase é que

x € M, esta em correspondéncia biunivoca com f;(x) € M.

Defini¢ao 1.2.11 (Médulo Z-graduado). Um k-mddulo Z-graduado M é um k-
modulo que admite uma decomposi¢cao em soma direta
M =~y Mod @Mz
i€Z

Sex € M € tal que x € M, para algum i € Z, dizemos que x € um elemento
homogéneo de grau i. Se f € Homy woa(M®™, M) € tal que f(M;, @...®@ M;) C
My yivyp, Vi; € 2,5 =1,...,n, n € N, para algum p € Z, dizemos que f tem
grau p.
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Definigio 1.2.12 (Algebra Z-graduada). Seja (A, ) uma k-dlgebra. Dizemos que
A € uma k-dlgebra Z-graduada (ou simplesmente uma k-dlgebra graduada) se, e

somente se, A € um k-modulo Z-graduado tal que
(A @ Aj) C Aiyy, Vi, j € L.
Em outras palavras, p tem grau zero.

Defini¢do 1.2.13 (Algebra Z,-graduada). Seja (A, u) uma k-dlgebra. Dizemos
que A € uma k-dlgebra Zs-graduada (ou uma super-dlgebra) se, e somente se, A é

uma k-dlgebra Z-graduada tal que se a € A; e b € Aj, entao
pa®b) = (-1)"ub®a)
A condigcao acima € dita simetria graduada ou super-simetria.

Notagao 1.2.1 (Convengao da super-simetria). Sempre que fizer sentido comutar
dois objetos homogéneos de graus p e ¢ (por exemplo, fungoes homogéneas e ele-
mentos homogeéneos), o resultado deve ser corrigido por um fator (—1)P? (de modo
a satisfazer as condigoes de produto tensorial graduado). Isto, em muitos casos,
evita ter de lidar explicitamente com os sinais, simplificando a notacao. Facamos
assim. Sejam U, V, W, Z K-espagos vetoriais graduados e f: U =V, g: W — Z
duas aplicagoes lineares de graus p e g, respectivamente. Dados v € U; e v € W,

convencionamos

(f@g)(u@v) = (-1)"f(u) ® g(v).

Definicao 1.2.14 (Derivagao graduada). Seja (A, p) uma k-dlgebra graduada.
Uma derivacao graduada de grau p € uma aplicacao linear D : A — A homogénea

de grau p que satisfaz
D(u) = pu(D ® id) + u(id @ D), (Leibniz graduada),

ou seja, para quaisquer elementos homogéneos a € A;, b € A;, vale (usando a
notagdo 1.2.1)

D(p(a®b)) = u(D(a) ®b) + (~1)"u(a @ D(b))
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Denotamos o k-mddulo (a direita, a esquerda ou bi-mddulo) das derivagies gradu-
adas de grau p (com as operagoes usuais de soma e produto por elemento do anel

ponto a ponto) por DerP(A).

Definicao 1.2.15 (Super-dlgebra de Lie). Seja L um K-espago vetorial graduado
L myees @D Li.
i€z
Dizemos que o par (L,[,]) é uma super-dlgebra de Lie se, e somente se, |, | €

K-bilinear e satisfaz
Z) [LZ, LJ] C Li+j, Vi, j € Z;
i) [a,b] = —(=1)¥[b,a], Ya € L;, Vb € L;, (anti-simetria graduada);

i) (—1)%[[a,b], c] + (=1)¥][b, c], a] + (=1)*][[c,a],b] = 0, Ya € L;, Vb € L;, Ve €
Ly, (Jacobi graduada).

Analogamente ao caso anterior, se x € L;, chamamos x € L de elemento ho-
mogéneo de grau i e se f € Homyex(L®", L) € tal que f(L; ® ... ® L;,) C
Liiy. tip4p, Vij € Z,5 = 1,...,n para algum p € Z, dizemos que f tem grau p

(Assim, |, ] tem grau 0).

Definigao 1.2.16 (Derivagao de super-algebra de Lie). Seja (L, [, ]|) uma super-
dalgebra de Lie. Uma aplicagao linear D : L — L é uma deriwacao de grau p da
super-dalgebra de Lie L se, e somente se, satisfaz para cada elemento homogéneo

a € L; e para cada b € L
D([a,b]) = [D(a), b] + (=1)"[a, D(D)]

Definigao 1.2.17 (k-algebra filtrada). Sejam (A, u) uma k-dlgebra associativa e
I C Z. Uma filtragio em A é uma familia {A;}ic; de k-sub-mddulos A; de A tal

que
i) i<j= A CA;

ii) | A = A;

el
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Dizemos que A € filtrada, quando € munida de uma filtracao.

1.3 Fundamentos de Homologia e Cohomologia

Definicao 1.3.1 (Complexo de cadeias). Seja k um anel comutativo com unidade.
Um complezo de cadeias com coeficientes em k € uma seqiéncia {(Cp,0n) tnez,

onde C,, sao k-maodulos e 0, : C, — C,_1 sdo homomorfismos de k-mddulos

Bn 871 —1

c,...M o o

tal que 0,00,,1 = 0 para todon € Z. Os homomorfismos 0, sdo ditos operadores de
bordo. Se c € C,, € tal que 0,,c = 0, entao dizemos que ¢ € um ciclo. Se c € C,, € tal
que eziste b € Cp11 com ¢ = O, 11b, dizemos que ¢ € um bordo. Quando conveniente,

denotaremos o complezo de cadeias em questao simplesmente por (C,,0).

Definicao 1.3.2 (Complexo de cocadeias). Seja k um anel comutativo com uni-
dade. Um complexo de cocadeias com coeficientes em k € uma seqiiéncia {(C™,0™) }nez,

onde C™ sdo k-médulos e 6" : C™ — C™*! sdo homomorfismos de k-mddulos

C. . gn—1 Cn s Cn+1 gn+i

tal que 6™ 0 6"t = 0 para todo n € Z. Os homomorfismos 6" sao ditos operadores
de cobordo. Se ¢ € C™ € tal que §"c = 0, entdo dizemos que ¢ € um cociclo (ou
fechado). Se c € C™ € tal que existe b € C™! com ¢ = 6" b, dizemos que ¢ é um
cobordo (ou exato). Quando conveniente, denotaremos o complexo de cocadeias em

questao simplesmente por (C*,0).

Definigao 1.3.3 (Grupos de homologia). Dado um complezo de cadeias Cy com

coeficientes em k, o n-ésimo grupo de homologia H, (C,) € o k-mddulo definido por
H,(C,) = Ker(0,)/Im(0p41)

Elementos de H,, sao ditos classes de homologia.
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Definigao 1.3.4 (Grupos de cohomologia). Dado um complexo de cocadeias C*®
com coeficientes em k, o n-ésimo grupo de cohomologia H"(C*®) é o k-mddulo
definido por

H™(C*) = Ker(6™)/Im(5" ")

Elementos de H™ sao ditos classes de cohomologia.

Definigao 1.3.5 (Morfismos de complexos de cadeias). Sejam A. e By dois com-
plexos de cadeias com coeficientes em k. Um morfismo de compleros de cadeias
fo 1 Ae — Bo € uma familia de homomorfismos de k-mddulos f,, : A, — B, tal

que fn_10p, = Opfn, para todo n.

Definicao 1.3.6 (Morfismos de complexos de cocadeias). Sejam A®* e B* dois
complexos de cocadeias com coeficientes em k. Um morfismo de complexos de
cocadeias f® : A* — B® € uma familia de homomorfismos de k-maodulos f™* : A™ —
B" tal que f"t16" = 6" f", para todo n.

Proposicao 1.3.1 (Morfismo induzido na homologia). Sejam A. e Bo dois com-
plexos de cadeias com coeficientes em k e fo : Ae — Be um morfismo de complexos

de cadeias. Entao para cada n € Z, f, induz um homomorfismo de k-modulos

(fn)* : Hn(A.) - Hn(B.), natuml.13

Proposicgao 1.3.2 (Morfismo induzido na cohomologia). Sejam A® e B® dois com-
plexos de cocadeias com coeficientes em k e f* : A* — B® um morfismo de comple-

xos de cocadeias. Entdo para cadan € Z, f™ induz um homomorfismo de k-modulos
(f™)* : H"(A®) — H"(B*), natural.*

Definigao 1.3.7 (Quase-isomorfismo). Sejam A e B dois complexos de (co) ca-
deias com coeficientes em k e f : A — B um morfismo de complexos de (co)
cadeias. Dizemos que f € um quase-isomorfismo se o homomorfismo induzido na
(co) homologia (f,)« : Ho(A) — Hu(B) ((f™)* : H"(A) — H™(B)) é um isomor-
fismo de k-mddulos para todo n € Z.

13Para uma demonstracio, veja [19].
4Para uma demonstragio, veja [19].
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Definigao 1.3.8 (Cohomologia de Hochschild). Sejam k um anel comutativo com
unidade, (A, p,e) uma k-dlgebra associativa e M um A-bimddulo. A cohomologia
de Hochschild H"(A, M) da dlgebra A com coeficientes em M € a cohomologia do
complexo de cocadeias (C*(A, M),0n), onde

Cm (A, M) = Homk,Mod (A®n, M)

Opf)la1®@...0ant1) = plar @ flaa ® ... ® apt1)) +

+ Z(—l)if(al ®...0u(a; ®ai1) ® ... R apy1) +
i—1

H=D)" M u(f(a1 © .. © an) ® anas)

Ao par (C*(A,M),dy), denominamos complexo de cocadeias de Hochschild da

dlgebra (A, p,e) com coeficientes em M.

Definigao 1.3.9 (Complexo filtrado). Seja (C®, ) um complexo de cocadeias. Di-
zemos que o complexo (C*,9) € filtrado se, e somente se, existem um conjunto de
indices I C Z e para cada n € Z, uma familia {F'C"}ic; de k-sub-mddulos F*C™

de C™ de maneira que
i)i<j= FiC"CFIC" Vn€eZ;

ii) | JF'c" =C", Vn € Z;

el

i) O"(F'C™) C F'C™ Vie .

Analogamente, poderiamos definir complexo filtrado para complexos de ca-

deias.
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Capitulo 2

Fundamentos Geométricos

2.1 Variedades Diferenciaveis

Definigao 2.1.1 (Carta local). Seja M um espaco topoldgico de Hausdorff cuja
topologia possui base enumerdvel. Se existir um homeomorfismo ¢ : U — V entre
um aberto U de M e um aberto V' de R™, chamamos carta local ao terno ordenado
(U, o,m). Quando ndo houver risco de confusio quanto a dimensdo m, (U, p, m)
serd abreviado para (U, p).

Chamaremos ainda de vizinhanc¢a coordenada em torno do ponto x, a carta local

(U, p,m) tal que x € U.

Definigao 2.1.2 (Cartas compativeis). Dizemos que duas cartas locais
(Ua, pa,n) € (Ug, g, m) sao compativeis se, e somente se, U, N Uz = & ou, caso

U, NUs # &, ambas as fungoes compostas:
P © 9051 t03(Ua NUg) — 0o(Us N Up)

030 05"t pa(Us NUs) — ¢3(Us N Up)

sdo difeomorfismos de classe C*, com k > 1.

De agora em diante, a menos de mencao explicita, todas as cartas compativeis

serao consideradas de classe C°.
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Proposicao 2.1.1. Se (Uy, pa,n) € (U, g, m) sio cartas compativeis tais que
U,NUg # @, entao m = n.

Demonstragao. De fato, como (Uy, ¢a,n) € (Us, pg, m) sdo compativeis, a com-
posta @, o 9051 1 0(Ua NU) = @o(Uy NUg) é um difeomorfismo entre um aberto
Vs C R™ e um aberto V,, C R™. Do fato de tais abertos serem nao vazios, segue

que m = n. ]

Definigao 2.1.3 (Dimensao). Dizemos que M nas condi¢oes acima tem dimensdao
m em x € M se, e somente se, existe uma carta local (U, p,m) tal que x € U. No
caso de ser m a dimensao de M para todo x € M, dizemos apenas que M tem

dimensao m.

Definicao 2.1.4 (Atlas). Dizemos que uma familia de cartas locais A(M) =

{(Ua, ¥a) acr € um atlas em M quando, e somente quando:

i) Vo, B € 1, (Ua, 0a) € (Ug,pg) sio compativeis;
ii) | J Ua = M;

Definigao 2.1.5. Dizemos que uma carta local (U, @) é admissivel relativamente

ao atlas A(M) se, e somente se, A(M) U {(U, @)} ainda for um atlas.

Definicao 2.1.6 (Atlas méximo). Dizemos que um atlas A(M) é mdzimo em M

se, e somente se, contém todas as cartas locais admissiveis.

Definigao 2.1.7 (Variedade diferencidvel). Chamamos de variedade diferencidvel
o par ordenado (M,2A(M)), onde M ¢é um espago topoldgico de Hausdorff cuja

topologia tem base enumerdvel e A(M) é um atlas mdzimo em M.

De agora em diante, abreviaremos “variedade diferenciavel (M,2A(M))” por

“variedade diferencidavel M”.

Definigao 2.1.8 (Aplicacao diferenciavel em um ponto). Sejam M e N duas va-
riedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicacao f : M — N € diferencidvel
(de classe C*) no ponto x € M se, e somente se, existem vizinhancas coordenadas
(U, o,m) e (V,,n) dex e f(x) respectivamente, tais que o fop™ : o(U) — (V)

¢ diferencidvel (de classe C*) em x.
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E interessante notar que a defini¢ao de diferenciabilidade em um ponto é inde-
pendente da escolha das vizinhancas coordenadas, devido a condi¢cao de compati-

bilidade das cartas locais.

Definigao 2.1.9 (Aplicacao diferencidvel). Dizemos que uma aplicagao f: M —

N ¢ diferencidvel, se for diferencidvel em x, para todo x pertencente a M.

Denotemos o semi-espago superior de R” como H" = {(z!,... z") € R" | 2™ >
0}. Outra notagao ttil é a restri¢ao a face Hy = {(«!,...,2") € R" | 2" = 0}.

Podemos enfraquecer a definicao de carta local em variedades diferencidveis,
exigindo que uma carta local (U, @, m) da variedade diferencidvel M seja tal que
¢ : U — V é um homeomorfismo entre um aberto U de M e um aberto V' de H™,
com a topologia induzida de R™. Variedades diferencidveis modificadas assim sao
ditas variedades diferencidveis com bordo. Se um dado ponto p € M é tal que
existe uma carta local (U, p,m), com p € U e p(p) € HY', dizemos que p é um
ponto de bordo de M. O fato de ser ponto de bordo ser uma relacao bem definida,
bem como outros resultados sobre o tema, pode ser encontrado em [25].

A classe de todas as variedades diferenciaveis constitui uma categoria ao con-
siderarmos as aplicacoes diferencidveis como morfismos!. Aos isomorfismos desta
categoria damos o nome de difeomorfismos e, se existir um difeomorfismo entre

duas variedades diferenciaveis dadas, dizemos que estas sao difeomorfas.

Ezemplo 2.1.1 (Agao descontinua de um grupo [5]). Sejam M uma variedade di-
ferenciavel e (G, i, €) um grupo. Denotemos por (Dif f(M), o, Idy) o grupo onde
Diff(M) é o conjunto de todos os difeomorfismos f : M — M, a operagao
algébrica o é a composta de difeomorfismos e Idy; ¢ a identidade em M. Uma
agdo do grupo G em M é um morfismo de grupos ¢ : G — Dif f(M). Dados
g € G e p € M indicaremos por gp = (1(g))(p) a avaliagdo do difeomorfismo 1 (g)
no ponto p. Dizemos que a agao 1 é propriamente descontinua quando, e somente
quando, para qualquer p € M, existe U, uma vizinhanca aberta do ponto p, tal
que para todo g € G, g # e temos necessariamente U N gU = &. Podemos agora

definir uma relacdo ~ em M tal que, dados p,g € M, p~q< Jg€ G | g = gp. E

Weja por exemplo, [15].
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facil ver que ~ é uma relagao de equivaléncia. Como tal, permite definir o espago
quociente M/ ~., que denotaremos por M/G e classes de equivaléncia, as quais
escreveremos Gp = [p] para denotar a classe do ponto p segundo esta relagdo. O
fato de interesse deste exemplo é que M/G pode ser dotada de estrutura dife-
rencidvel de modo que a aplica¢do projecao 7 : M — M /G dada por w(p) = Gp,
para todo p € M, seja um difeomorfismo local (ou seja, um difeomorfismo em
uma vizinhanga de cada ponto). Para verificar isto, notemos primeiramente que
ao tomar a topologia quociente em M /G, a aplicagdo projegdo mostra-se aberta,
pois dado U aberto nao vazio em M, ao tomar q € 7~ (w(U)), temos p € U tal
que ¢ = 7 1(n(p)) e portanto ¢ € G tal que ¢ = gp. Como U é aberto e g age
como difeomorfismo, o conjunto V' = gU é um aberto de M em torno de g, com
V C 7 (w(U)). Assim 7= }(m(U)) é aberto em M para todo U aberto em M, o
que é equivalente a projecao ser aberta. Obviamente, a projecao é continua nesta
topologia. Agora, tomemos p € M e (U, ¢) uma carta local em torno do ponto p.
De ser 9 propriamente descontinua, podemos encontrar uma vizinhanca W C U
do ponto p tal que W NgW = &, para todo g € G, g # e. Facamos V =W NU.
Temos que (V) ainda é uma carta local em torno do ponto p. Com isto, 7|y é
injetora, logo bijetora em sua imagem. Portanto homeomorfismo sobre sua ima-
gem. Construamos ¢ : (V) — ¢(V) dada por ¢ = ¢ o 7! neste dominio. Com
isto, vemos que ¢ é homeomorfismo entre os abertos 7(V) C M/G e (V) C R™.
Denotemos V = (V). Da arbitrariedade de p e da sobrejetividade de 7, podemos
construir uma famfilia {(V,, $,)} nas condigoes acima, tal que {V,} é uma cober-
tura de M. Tomemos (Vi,%1) e (Va, p2) desta familia. Se V; NV, # @, tomemos
x € @3(Vy NV3). Chamando p = ¢, '(x), 7, a restricio de 7 a V; e 7y a restricdo

de 7 a V5, temos que

(@108 ") (@) = @r(my (malpy ' (2)))) = eal(my ' o m2)(p))

Mas q = (7;! o m)(p), significa que existe g € G tal que 7, o ™ = ¥(g), um
difeomorfismo, para todo p € ViNVs. Assim, g10@, " : @o(ViNVa) — @1(ViNs) é
difeomorfismo. Para a composta @,0@; " vale 0o mesmo e a demonstracao é analoga.
Segue que a familia {(V,, o)} ¢ um atlas de M/G. Tal atlas pode ser estendido

para um atlas maximo, fornecendo assim uma estrutura diferenciavel para M/G.
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E fécil ver que, segundo esta estrutura, @ é um difeomorfismo local.

Uma colecao importante de variedades diferenciaveis sao os chamados grupos
de Lie.

Definigao 2.1.10 (Grupo de Lie). Um grupo de Lie é um grupo (G, p,e), onde
G denota o conjunto sobre o qual o grupo estd definido, | € a operag¢ao do grupo
e e denota o elemento identidade, tal que G € uma variedade diferencidvel, p é
infinitamente diferencidvel e a operacao de inversio t: G — G ; x> a1 €

infinitamente diferencidvel.

Definigao 2.1.11 (Parti¢ao da unidade subordinada a uma cobertura). Sejam M
uma variedade diferencidvel e {Uy}aer uma cobertura aberta de M. Uma parti¢ao
da unidade subordinada a cobertura {U,}acr € uma cole¢ao de aplicagéoes {pq :

M — R},er que satisfaz
i) 0 < pa(p) <1, Vael, V¥peM;
ii) supp(ps) C Uy, Yo € I;

iii) dado p € M, existe uma vizinhanga U de p tal que U N supp(p;) # @ apenas

para um numero finito de indices;
W) Y per Palp) =1, Vp € M.

onde supp(p,) denota o suporte da aplicagao p,. Dada uma cobertura de M,

sempre é possivel construir uma particao da unidade subordinada a tal cobertura?.

2.2 Fibrados

Definicao 2.2.1 (Estrutura Fibrada). Sejam E, B e F' espagos topoldgicos. Di-
zemos que a quddrupla (E, B, 7w, F) é uma estrutura fibrada, quando m : E — B ¢é
uma aplicagio continua e sobrejetora tal que m—'(x) é homeomorfo a F, para todo
x € B. Entao E € dito espago total, B ¢ dito espaco base, m é dita projecao, F' é
dita fibra tipica e F, = 7' (z) é dita fibra sobre x.

2Para uma demonstragao veja por exemplo, [17].
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Definigao 2.2.2 (Levantamento). Dados uma estrutura fibrada (E, B, 7, F'), um
espaco topologico A e uma aplicacdo continua f : A — B, dizemos que uma

aplicagao continua g : A — E € um levantamento de f se, e somente se, tog = f.

Definigao 2.2.3 (Sec¢ao). Dada uma estrutura fibrada (E, B,w, F'), dizemos que
uma aplicacdo o : B — E € uma secao da estrutura fibrada se, e somente se, o é

um levantamento da aplicacao identidade em B.

Definicao 2.2.4 (Morfismo de estrutura fibrada). Dadas duas estruturas fibradas

(Ey, By, m, Fy) e (Ey, By, o, Fy), um morfismo de estruturas fibradas é um par de

aplicagoes continuas (f, f) tal que:
i) f:E1—>E2 e f: By — By;
i) mof=fom.
Ou seja, é comutativo o diagrama abaixo

E, *f>E2

BlT)BQ

Definigao 2.2.5 (Estrutura Fibrada Localmente trivial). Seja (E, B, 7, F') uma
estrutura fibrada. Dizemos que (E, B,m, F') € localmente trivial se, e somente se,
existe uma cobertura aberta {U,}aer de B, tal que 7=*(U,) é homeomorfo ao pro-
duto topoldgico U, X F, para cada o € I (I € o conjunto que indeza a cobertura).

Um homeomorfismo ¢, : 71 (U,) — U, X F € dito trivializagdo da estrutura

fibrada.

Definigao 2.2.6 (Fibrado Vetorial). Um fibrado vetorial (E, B,n, F,G) é uma

estrutura fibrada (E, B, 7, F), satisfazendo as sequintes condigoes:
i) (E,B,m, F) ¢ localmente trivial;
ii) F € um espago vetorial topoldgico;
i) 71 (x) € espago vetorial topoldgico isomorfo a F para cada x € B;
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w) as trivializagoes p, : 1 (U,) — U, X F, restritas a cada fibra, sio isomor-
fismos lineares entre os espagos vetoriais 71 (x) e {x} x F para cada x € U,
e para cada o € I (e {x} X F herda naturalmente a estrutura vetorial e
topoldgica de F') e portanto podem ser escritas como ¢o(p) = (7(p), da(p)),
com p € U,, de tal maneira que qﬁa\pﬁ(m € 1somorfismo de espagos vetoriais

topoldgicos entre Frpy e F;

v) G € um grupo topoldgico cujos elementos sao automorfismos de F, cuja
operacao algébrica é a composi¢ao de funcgoes, de sorte que a agao de ava-

liagio v: G X F' — F, dada por v(g,u) = g(u) € continua;

vi) para todos o, 3 € I e para todo x € U, N Uy, a composta ¢g|p, o (da|r,) ™! :

F — F ¢ um elemento de G;
vit) a aplicacdo induzida (dita funcdo de transicao) gop @ Uy NUg — G que

associa x € Uy, NUs a ¢g|k, 0 (¢alr,) ™ € continua.

Definigao 2.2.7 (Fibrado Vetorial Diferenciavel). Seja (E, B, 7, F,G) um fibrado
vetorial cuja fibra tipica F' € um espaco vetorial de dimensdo finita. Dizemos que
(E,B,n,F,G) é um fibrado vetorial diferencidvel quando as sequintes condig¢oes

adicionais forem satisfeitas:
i) E, B e F' sdo variedades diferencidveis;
ii) G é um grupo de Lie;
iii) m € uma aplicagio C*(F; B);

i) a cobertura aberta {Uy}aer de B referente a condigdo de trivialidade local

estd contida na colegcao de abertos que define a estrutura diferencidvel de B;
v) as fungoes de transi¢dao sao C.

Claramente, as nogoes de levantamento, secao e morfismo podem ser adaptadas

para o contexto de fibrados vetoriais diferenciaveis com poucas modificagoes.
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Definigao 2.2.8 (Levantamento diferenciavel). Dados um fibrado vetorial dife-
rencidvel (E, B, 7, F,G), uma variedade diferencidvel A e uma aplicagio f: A —
B infinitamente diferencidvel, dizemos que uma aplicacio g : A — E € um levan-

tamento de f se, e somente se, g € infinitamente diferencidvel e ainda wo g = f.

Definicao 2.2.9 (Segao infinitamente diferencidvel). Dado um fibrado vetorial di-
ferencidvel (E, B, 7, F,G), dizemos que uma aplicagio o : B — E é uma se¢do
infinitamente diferencidvel do fibrado vetorial diferencidvel se, e somente se, o é

um levantamento da aplicacao identidade em B.

Definigao 2.2.10 (Morfismo de fibrados vetoriais diferencidveis). Dados os fi-
brados wvetoriais diferenciaveis (E1, By, 71, F1,G1) e (E2, By, ma, Fy, G3), um mor-
fismo de fibrados vetoriais diferencidaveis € um par de aplicagoes infinitamente di-

ferencidveis (f, f) tal que:
i) f:FEy— Fy e f: By — By;
ii) Too f=fom;

iii) para cada x € By, f|p, : 77 (x) — 75 (f(x)), onde F, é a fibra sobre x, é

uma aplicacao linear.

Um fibrado vetorial diferencidvel notével é o (R™*" R™ 7, R" GL(R")), onde
m: R™t" — R™ é a projecao canonica nas m primeiras coordenadas. Neste caso, a
estrutura fibrada é naturalmente dada pela associagao R™" ~ R™ x R" (o fibrado
é trivial, isto é, a estrutura fibrada é dada pelo produto cartesiano). Com isto em
mente, dado um atlas A(E) no espaco total E de um fibrado vetorial diferencidvel
(E,B, 7, F,G), podemos nos perguntar quais cartas de 2(E) sdo compativeis com

a estrutura fibrada. Isto nos leva ao seguinte conceito.

Definicao 2.2.11 (Cartas fibradas). Seja (E,B,w, F, G) um fibrado vetorial di-
ferencidvel, onde dim(E) = m +n e dim(B) = m. Uma carta local (V,9) €
A(E) ¢é dita uma carta fibrada se, e somente se, existe uma carta local (w(V'), p)

no atlas de B, tal que (p,p) é um morfismo de fibrados entre (E,B, 7, F,G) e
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(R™™ R™ Pri,R", GL(R™)), onde Pry : R™™" — R"™ ¢ a proje¢do canénica nas
m primeiras coordenadas.

® Rm-{—n

E A

2.3 Campos de Vetores e Derivacoes

Se M é uma variedade diferencidvel, o conjunto C*°(M) das fungoes infinitamente
diferenciaveis definidas em M a valores reais tem uma estrutura natural de R-
algebra. O intuito desta se¢ao é construir o fibrado tangente a M e mostrar que
as segoes C'*° deste fibrado estao em correspondéncia biunivoca com as derivagoes
da élgebra C>°(M).

Seja M uma variedade diferenciavel. Para cada p € M, definamos o R-espaco
vetorial V,, tangente a M no ponto p, a partir dos germes de fungoes sobre M.?
Para tanto, definamos a relagdo ~ em C*°(M) por f ~ g se, e somente se, existe
U um aberto de M contendo o ponto p, tal que f|y = g|y. Esta é uma relacdo
de equivaléncia e as classes de equivaléncia a ela associadas sao ditas germes de
fungdes no ponto p. As operagoes algébricas em C°°(M) podem ser utilizadas para
induzir uma estrutura de R-dlgebra em C°>°(M)/ ~. Denotaremos por F,, a dlgebra
assim obtida. Seja I, o ideal de F, dos germes das funcoes que se anulam em p.
Como I, é um ideal em F, e I7 é um ideal em I, temos que I,/I2 é um R-espago
vetorial. Definimos entao o espago vetorial V,, = (I,,/ Ig)*, ou seja, V), é o R-espago

vetorial dual a 1,/ Iz. Provemos que V), tem dimensao finita.

Proposicao 2.3.1. Seja (U, o, m) uma carta de M em torno do ponto p. Deno-
tando por t' : R™ — R a i-ésima projecdo candnica e por x' = t' o ¢ a i-ésima
funcdo coordenada, entdo os representantes de x* parai=1,...m em Ip/IIf cons-

tituem uma base para tal espaco.

Demonstracao. Dada f € ]p/I]f, seja f € C°°(M), um representante desta classe

3Detalhes desta construgdo podem ser encontrados em [26].
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(classe da classe, para ser mais preciso). Note que f(p) = 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor que ¢(U) é convexo e que ¢(p) = 0. A expressao de
f em coordenadas é dada por fo ! : ¢o(U) — R, que pela férmula de Taylor
fornece, para y = ¢(q),q € U

roetw = S v+
- Stwr - e
o el = 3 A et +
o X teanrtota [ 1-9°7 I
g = M gy
i=1 ¢(p)
— j ! P(fop™)
+ Y (g (Q)/O (1—5)Wsy

0, o termo

Como f € C*(M) e z'(p)

m o 1 32 o w1
lexj/g (1—3)%

1,7=1

sY

representa a classe nula em 1,/ ]3. Disto concluimos que podemos escrever

. Zm:f?(fwl)

— ot

Xi

»(p)

onde x’ é a classe de 2 em I,/I?. Logo o conjunto {x'},i = 1,...m gera I,/I’.

Para mostrar a independéncia linear, note que

iaixi =0= iai[xi] el
1 i=1

1=

onde [z'] é um representante de x* em [,. Escrevendo em coordenadas, ficamos

(i aia:i) ot = i ai(r' o) = i a;tt
i—1 i—1 i—1
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0 que mostra que Zai[ti] € Ii(p), pois a fungao ¢~ : ¢(U) — U induz um
i=1

homomorfismo de dlgebras (¢™1)* : F, — F,p dado por (o™ )*([f]) = [fo e .

Assim, os termos de primeira ordem sao nulos, o que significa que para cada j =

0 [~ .
0tj (Z ait )

e portanto a; = 0, para todoi=1,...,m. ]

1,....m

=0
0

Isso mostra que V), tem dimensao finita, e ainda dim(V},) = m. Chamamos um
elemento &, € V,, de vetor tangente a M no ponto p.

Para cada p € M, associamos a cada vetor tangente §, € V,, uma funcao linear
v, + F, — R dada por

0 ,sedce fle(r)=cVreM
&) osefel,

vp(f) =

onde [f] denota a classe correspondente ao germe f em I,/ ]5. Como todo germe
f pode ser escrito como f = f + f(p), onde f € I, e f(p) é o germe da funcao

constante cujo valor é f(p), v, satisfaz a seguinte propriedade:

u(fg) = w((f+f(p ))(

(
— Up(
= Up(
= fp<f’> ( )p(§)+g(p)£p(f)
(P)&p(9) + 9(p)

= f(P)up(d) + 9(p)vp(f) =

= 9()up(f) + F(p)up(9)

Il
~

Quando uma fungao linear w : F, — R obedece a tal propriedade, w ¢é dita
derivagao de F, no ponto p.
Por outro lado, se w ¢ uma deriva¢ao de F, no ponto p, podemos associar a

w um unico vetor tangente 1, tal que n,([f]) = w(f) para todo f € F,. Para ver
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isto, note que se ¢ representa uma funcao constante
w(c) =w(c-1)=cw(l) =cw(l-1) =cw(l) + cw(l) = 2w(c)

e portanto w(c) = 0. Disto segue que ao escrever f como f = f+ f(p), temos que

w(f) = w(f + f(p) = w(f) +w(f(p)) = w(f)
e o valor de w ¢ determinado pelo valor que assume em I,. Se f € Ig, existem

g, h € I, tais que f = gh. Logo

w(f) = w(gh) = h(p)w(g) + g(p)w(h) =0

e w se anula em I2. Porém, f = f + f(p) resulta

w(f) =w(f = f(p) = w(f)

donde vemos que se f = § mod ]g, entdao w(f) = w(g) e w induz uma tnica
transformacao linear 7, que toma elementos de 1,/ Ig e leva a valores reais. Em
outras palavras, 7, € V.

Estabelecemos assim uma correspondéncia biunivoca entre as derivagoes de
J, no ponto p e os elementos de (]p/Ig)*. Nao é dificil verificar que o conjunto
destas derivacoes em um ponto munido das operacoes usuais de adi¢cao e produto
por escalar o tornam um R-espaco vetorial e a associacao que leva elementos de
(I,/I2)* em derivagoes de F, no ponto p descrita acima é um isomorfismo de
espagos vetoriais. Assim, podemos falar em elementos de V), agindo em um germe
f € F,, entendido que se trata da agao da derivacao no ponto p correspondente,
via a associacao acima construida. Podemos ir além. Definimos a agao de um vetor

v, € V,, em uma funcao f € C°(M) por

vp(f) = vp(f)

onde f é a classe de f em F,. Assim, v,(g) = v,(f) sempre que g € f. A linearidade
e a regra de Leibniz seguem diretamente desta definicao.
Destes fatos, se M é uma variedade diferenciavel de dimensao m, podemos

construir o fibrado vetorial (€, M, 7, GL(R™)), com & = U,emV), a projecao 7
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dada por 7(v,) = p e R™ como fibra tipica, o qual pode ser dotado de estrutura
diferencidvel construida a partir daquela dada em M. De fato, seja (U, ¢) uma carta
da variedade diferenciavel m-dimensional M, em torno do ponto p € M. Fazendo

uso das mesmas notagoes da proposicao 2.3.1, dada f € C*°(M), tomemos os

elementos % » €Vp, parat =1,...,m, tais que
0 (f) = (fop™)
Oz P ot! ©(p)

Agora, dado n € 7=}(U), para toda f € C*(M) vale

n(f)=mn (Z % )XZ) = Z gfi

i=1 w(m(n)

n(z")
7(n)

0 que permite escrever

mo
n= n')

i=1

(2.1)

m(n)

e chamaremos tal férmula de expressao de n em coordenadas segundo a carta (U, )
e aos valores n(z%) de coordenadas de 7. Isto nos habilita a definir uma aplicagao
¢ 7 1 (U) — R™ dada por

E finalmente podemos definir a aplicagdao ¢ : 71 (U) — R™ x R™ dada por

¢(n) = ((wom)(n),¢(n)) (2.2)

Seja A(M) o atlas da variedade diferencidavel m-dimensional M. Para cada carta
(Uq, 0a), associamos a aplicacao ¢, : 7 H(U,) — R?*™ construida como acima.
Declaramos agora que um conjunto V' C £ é aberto em & se existem um aberto V,
de R?™ e um indice « tais que V = ¢;'(V4). A colegao destes conjuntos constitui
uma base para uma topologia em £ que torna £ uma variedade topologica. Além
disso, se (U, a), (Us, p5) € A(M), entao a aplicagao ¢go ¢! 1 do(n H(Us)) —
ds(m1(Up)) é de classe C*°. Isto mostra que a colegao (771(U,), ¢o) define um
atlas diferenciavel em €&.

Com estas estruturas definidas, vemos que (£, M, 7, GL(R™)) é um fibrado

vetorial diferenciavel, cuja fibra tipica é R™, onde o espaco total é a variedade

40



diferenciavel £, de dimensao 2m, o espago base é a variedade diferenciavel M,
m: & — M é uma aplicacao sobrejetora e infinitamente diferenciavel, as trivia-
lizagoes sdo dadas pelas aplicagoes ¢, = (pa 0T, Py ), 0 grupo estrutural é GL(R™)
e as condicoes de compatibilidade das trivializacoes sao satisfeitas, dado que as
aplicacoes do tipo ¢g 0 ¢, ! sao difeomorfismos. Para ajustar as notagoes, escreve-
remos TM = £ e chamamos T'M de fibrado tangente a M, visto que seus elementos
podem ser encarados como vetores tangentes a pontos da variedade M. A partir
de agora indicaremos o espago vetorial tangente ao ponto p como T,M = V,,.

Exploremos um pouco a estrutura de fibrado definida em 7M.

Definigao 2.3.1 (Campos de vetores). Seja M uma variedade diferencidvel de
dimensao m. Chamamos as se¢oes C de (TM, M, m, GL(R™)) de campos de ve-
tores em M. Denotamos o espac¢o vetorial dos campos de vetores, com as operac¢oes

usuais de adi¢ao e multiplica¢ao por escalar de fungdes ponto a ponto, por X(M).
Isso nos leva ao seguinte

Teorema 2.3.1. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao m e C*°(M)

a R-dlgebra das fung¢oes C*° em M. Entao
X(M) ~yer Der(C*(M))

Demonstrac¢do. Dado um campo vetorial X € X(M), definamos a aplicacio X :

C*(M) — C*°(M) dada por
X(NHp)=X,(f), ¥ f€C*M), VpeM

A aplicagio X ¢ uma derivacio da algebra C°(M). De fato, para quaisquer
f,g € C®(M), a € R vale

X(af +9)(p) = Xp(af +g) = aX,(f) + X,(9) = aX(f)(p) + X (9)(p)

X(f9)(p) = Xp(f9) = 90)Xp(f) + () Xp(9) = g)X (f)(p) + f(0) X (9)(p)

A associacao que leva X — X é claramente linear. Verifiquemos que é bijetora.

Para verificar a injetividade, tomemos X tal que X (f) = 0 para toda f € C°*°(M).
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Entao

X(f)(p) =0, VpeM, VfeC=M)
X,(f) =0,VYpeM, VfeC®M)
X, =0 VpeM
X =0

Para verificar a sobrejetividade, dado D € Der(C*>°(M)), definamos para cada
p € M, X, tal que

e o teorema segue ao se mostrar que X, ¢ um elemento de uma secao C'°°, para
todo p. Para tanto, dado p € M, sejam f, g € C>°(M) tais que f = g em F,. Seja
W um aberto de M em torno do ponto p, em que f e g coincidem. Tomemos uma
carta (V, ) em torno de p tal que ¢(p) = 0 e restrinjamos tal carta a U =V N W.
Entao (U, ) é uma carta em torno de p. Como f e g coincidem em U, também

coincidem f = f — f(p) e g =g — g(p) o que nos fornece, parai =1,...,m

_0@Foy™)
. ot

Afop™)
ot

0

onde t* é a i-ésima projecao canonica de R™. De ser derivacdo, segue que se ¢ é

uma fungao constante em M, D(c) = 0 pois
D(c)=cD(1) =cD(1-1) =c(1D(1) + 1D(1)) = 2D(c)

e disto concluimos que se f = f — f(p)
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Agora, fazendo 2° =t o, i = 1,...,m estas consideracoes nos levam a

X,(f) = D(f)p) = D(f)p) =

o que mostra que X, pode ser visto como agindo em germes de fungoes. Porém
f=7F+fp) dd
f)=D(f)(p) = D(f)(p) = Xp(f)

e o valor de X, é determinado pelo valor que assume em I,. Se f,g € C*(M),



ficamos ainda com

Xp(f9) = D(f9)(p) = 9(p)D(f)(p) + f () D(9)(p) = 9(0) Xp(f) + [ () X (9)

e X, ¢ uma deriva¢ao no ponto p, pois a linearidade é clara. Entao para cada p,
X, é uma derivacao em um ponto e como D(f) € C*°(M) se f € C*°(M), temos
que a segdo X : M — TM do fibrado TM dada por X(p) = X, é C*°. Assim,
a associacao proposta é sobrejetora, o que conclui a construcao do isomorfismo de
R-espagos vetoriais entre X(M) e Der(C>*(M)). O

Tendo em vista o exemplo 1.2.1, podemos construir o comutador de campos de
vetores [, | : X(M) x X(M) — X(M) e assim obter a algebra de Lie dos campos

de vetores:
(X, Y](f) = XY (f) =Y (X(f)), VX, Y € X(M), Vf € C*(M)

Segue do referido exemplo e do isomorfismo anterior que (X(M),[, ]) é de fato
uma algebra de Lie.

Analogamente ao que foi feito ao construirmos o fibrado tangente TM, po-
demos construir fibrados vetoriais (diferencidveis) com produtos tensoriais dos
espacos tangentes (chamados entdao de fibrados tensoriais diferencidveis). Em
outras palavras, denotando por T4(T,M) = (T,M)*®** @ (T,M)®? e denotando
por T{(TM) = U,ep T4 (T,M), temos que (T¢(TM), M, 7, GL(T{(R™))), com
7 : TYTM) — M dada por 7(§,) = p, é um fibrado vetorial que pode ser munido
de estrutura de fibrado diferenciavel com uma construgao semelhante a que foi feita

para T'M.

Vamos a algumas construcoes que merecem destaque.

Definigao 2.3.2 (Fibrado cotangente). Dada uma variedade diferencidvel M de
dimensao m, chamamos de fibrado cotangente a M e denotamos T*M ao fibrado
tensorial diferencidvel (TP (TM), M, m, GL(R™)).

Definigao 2.3.3 (Campos de 1-formas diferenciais). Dada uma variedade dife-

rencidvel M, um campo de 1-formas diferenciais em M é uma se¢ao C'*° de T*M.
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Denotemos por Ay(M) = |, cpp Ag(T,M) o fibrado vetorial diferencidvel obtido

ao se fazer a g-ésima potencia exterior em cada fibra de TM.

Definigao 2.3.4 (Campos de g-vetores). Dada uma uma variedade diferencidvel
M, um campo de g-vetores em M € uma se¢go C> de Ay,(M). Denotaremos

o R-espago vetorial dos campos de g-vetores em M por ,(M). Identificaremos

Qo(M) = C>*(M). Note que (M) = X(M) e que ,(M) =0 se ¢ > dim(M).

Denotaremos ainda a algebra exterior dos espagos de g-vetores por

2.(M) = P 2,M)

qeN
com o produto exterior de campos de g-vetores definido fibra a fibra.

Denotemos por A1 (M) = J,py AT, M) o fibrado vetorial diferencidvel obtido

ao se fazer a g-ésima poténcia exterior em cada fibra de T*M.

Definigao 2.3.5 (¢-formas diferenciais). Dada uma wma variedade diferencidvel
M, uma q-forma diferencial ou uma forma diferencial de grau q em M € uma
se¢cao C* de N1(M). Denotaremos o R-espaco vetorial das q-formas diferenciais
em M por Q4(M). Identificaremos Q°(M) = C*°(M). Note que QI(M) = 0 se
q > dim(M).

Denotaremos ainda a algebra exterior dos espagos de ¢-formas diferenciais por
Q° (M) = P (M)
qeN

com o produto exterior de ¢g-formas diferenciais definido fibra a fibra.
Note que tanto (€2¢(M), A), quanto (2°(M), A) sdo R-dlgebras associativas gra-

duadas.

Definigao 2.3.6 (Avango (ou Push-Forward)). Sejam M e N wariedades dife-
rencidveis de dimensoes m e n respectivamente e F' : M — N wuma aplicacao
diferencidvel. Para cada p € M, podemos definir a aplicagao F,, : T,M — Tp,) N
tal que, para toda f € C*°(N)

(Fp*(Xp))(f) = Xp(f oF), VX, e T,M
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Chamamos a aplicacdo F, : TM — TN dada por Fi(X) = Fryx)«(X), VX € TM
de avanco ou “push-forward” associado a F', onde my € a projecao do fibrado

tangente a M.

Desta definigao segue que o par (Fi, F') é um morfismo de fibrados vetoriais di-

ferencidveis entre (M, M, my) e (TIN, N, 7). Note que é comutativo o diagrama

™ > TN

W% lm

M?N

as aplicagoes F e F, sao diferenciaveis e F, é linear em cada fibra. Para detalhes
destes fatos, veja [17].
Da linearidade da aplicac@o F),. definida acima (em cada ponto p), podemos

tomar a aplicacao dual F} : T}(p)N — T7M que ¢ dada por
(" 0)p(Xp) = nre) (Fps(Xp)), VX, € T,M, Vnpg,) € T;(p)N
Isto nos leva a seguinte definicao.

Definigao 2.3.7 (Retrocesso (ou Pullback)). Sejam M e N variedades diferencidveis
de dimensao m e F : M — N um difeomorfismo. Chamamos a aplica¢ao F* :
T*N — T*M tal que

(F"n)p(Xp) = nF(p)(Fp*(Xp))a VpeM, VX, e ,M, Ve T;‘(p)N
de retrocesso ou “Pullback” associado a F'.

A aplicacao F' : M — N acima induz um morfismo de fibrados vetoriais di-
ferencidveis dado por (F*, F~!), onde F* : T*N — T*M ¢ dada por F*(n) =
Fps ey (1), V11 € T'N.

E interessante notar que se w € Q4(IN), uma aplicacao diferenciavel F': M — N
induz um pullback de g-formas diferenciais (e usaremos a mesma notagao). Basta

notar que n = F*w é uma ¢-forma diferencial em M dada por
(F*w)(p)(Xp) = w(F(p))(Fp(Xp)), VP € M, VX, € T,M
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e em particular, induz um homomorfismo de R-algebras F* : C*°(N) — C>*(M),
com F*(g) =go F, Vg € C*(N).
Também ¢é valida a seguinte propriedade. Se F' : M — N ¢é uma aplicacao

diferencidvel entre as variedades diferencidveis M e N e se «, § € Q*(N), entdo
F*(a A B) = (F*a) A (F*5) (2.3)

Para detalhes, veja [25] ou [17].
De maneira geral, se I' : M — N for um difeomorfismo, podemos definir o
pullback de uma segao de um fibrado tensorial diferencidavel T9(TIN) para ¢, s € N

arbitrarios.

Definigao 2.3.8 (Retrocesso de campos tensoriais (ou pullback)). Sejam M e N
variedades diferencidveis difeomorfas e F': M — N um difeomorfismo. Definimos

o retrocesso (ou “pullback”) associado a F' como sendo a aplicagio F* : T{(TN) —
T3(TM) dada por

(Fr)p)(Xn. ... Xevon, .. o) =
= T(FE)Fpe(X0), - Fp(X,), (B, ) (o), (B ) ()

Vp € M, VXy,..., X, € X(M), Vaq,...,a, € Q'(M) e para toda secio dife-

rencidvel 7 : N — T¢(TN). Aqui identificamos T,M ~ T,*M e Tp N ~ T, N

para todo p € M.
Detalhes podem ser encontrados em [25].

Definicao 2.3.9 (Diferencial de uma fungao). Seja M uma variedade diferencidvel.
Dada f € C*(M), podemos definir uma 1-forma diferencial df € QY(M) de ma-
newra que

df (X)(p) = X(p)(f), VX € X(M)

A qualquer 1-forma diferencial obtida assim damos o nome de diferencial da func¢ao

f.

Com base nesta idéia, podemos construir a diferencial exterior de uma g-forma

diferencial.
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Proposicao 2.3.2 (Diferencial exterior). Seja M uma variedade diferencidvel.

Eziste um unico operador d : Q*(M) — Q*(M) que satisfaz:
i) d € Der'(Q*(M));
i) d(f) =df, Vf € C*(M);
i) d(d(w)) =0, Yw € Q*(M).
Para a demonstragao desta proposicao, veja [17].
Em outras palavras, a diferencial exterior da origem ao complexo de cocadeias
0—=Q'M) - Q'M) L~ ... —2 Q"(M) —0

chamado o complexo de de Rham da variedade M. Se w € Q*(M) é tal que dw = 0,
entdo dizemos que w é um co-ciclo, ou ainda, que é fechada. Se existir n € Q°*(M)
tal que w = dn, entao dizemos que w é um co-bordo, ou ainda, que é exata.

Em [17] é mostrada a seguinte propriedade. Sejam M e N variedades dife-
rencidveis e F' : M — N uma aplicagao diferencidvel. Entao, para toda w € Q¢(N),
para todo ¢ € N vale

F*(dw) = d(F*w) (2.4)

Definigao 2.3.10 (Produto interior). Seja M uma variedade diferencidvel. Defi-
nimos o produto interior (ou contra¢do) de uma q-forma diferencial w, q > 0, por

um campo vetorial X € X(M) como sendo a (¢ — 1)-forma diferencial 1xw tal que
(1x0) (Y1, Yyo)) = (X, Vi, Y1), WWio ., Yoy € X(M)

ese f € Q°(M), o produto tx f é identicamente nulo, qualquer que seja X €
X(M). Uma propriedade interessante do produto interior é que, dados a € Q*(M),
Be QM) e X e X(M), vale?

ix(a A B) = (txa) AB+ (—1)Fa Auxf (2.5)

Em outras palavras, para todo X € X(M), tx € Der~'(Q*(M)).

4Para uma demonstracao, veja [17].
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2.4 O Colchete de Lie de Campos de Vetores

Um campo de vetores X € X(M) define um sistema de equagoes diferenciais or-
dindrias em M. De fato, dados p € M e (U, ) uma carta local em torno de p,

existe uma curva integral p, : (—¢,¢) — M tal que
pp(0) =p

e e (5] ) = X000

Dos teoremas de existéncia e unicidade de solucoes de equagoes diferenciais or-

dinarias com condicgoes iniciais e da dependéncia diferenciavel das condigoes iniciais
em R™ podemos construir uma aplicacao diferencidvel p : (—¢,e) x U — V, onde

U e V sao abertos de M, de sorte que:
i) p(0,p) =p, Vp € U;
ii) dado p € U, p(t,p) = pp(t) é uma curva integral de X passando por p;
ili) dado t € (—¢,¢), p; : U — V é um difeomorfismo.

Pois todas as consideragoes envolvidas sao locais. Damos o nome de fluxo associado
ao campo X a aplicacao p acima descrita. Por vezes é 1til pensar em p como uma
familia de difeomorfismos {p;} & qual daremos o mesmo nome. Quando existir um
fluxo p: R x M — M, ou seja, um fluxo global, diremos que o campo de vetores
X é completo.

Para detalhes destas construgoes, bem como demonstracoes dos fatos envolvi-
dos, veja [25].

Considere o fibrado tensorial diferenciavel (T2(TM), M, m\) sobre uma varie-
dade diferencidvel M. Denotemos por I'(T%(TM)) o R-espago vetorial das se¢oes
de T9(TM) e por I'(T'(TM)) a soma direta de todos estes espacos para s € N e
q € N\ {0}, chamando os elementos de I'(T4(TM)) de campos de tensores em
M. Entao (I'(T'(TM)),®) ¢ uma R-algebra associativa (com o produto definido
fibra a fibra). Podemos definir uma derivagao de grau zero em (I'(T(TM)), ®) que

carrega informacoes sobre a geometria de M.
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Definigao 2.4.1 (Derivada de Lie). Seja M uma variedade diferencidvel. A deri-
vada de Lie é uma aplicacao L : X(M) x I'(T(TM)) — I'(T(TM)), R-linear em
[(T(TM)) e em X(M) dada por

(EXT)( )_}ILLO (pltT)(p})L_T(p)’ VpEM

onde X € X(M) € um campo de vetores com fluzo associado {p;} e T € T'(TL(TM))

€ um campo de tensores. Dizemos que LxT € a deriwada de Lie de T na diregcao de

X.

Note que se f € C*°(M), a definigdo acima nos leva a

(Lxf)(p) = lim (onf)(p) = f(p)

e portanto
Lxf=X(f)
Pode ser mostrado® que se Y € X(M), a definigao 2.4.1 nos leva a

LxY =[X,Y]

onde [, | é o comutador de campos de vetores definido logo apds o teorema 2.3.1.

Também podem ser mostradas as seguintes propriedades®:

Lx(T®o) = LxT®o+T7®Lxo, V1,0 (T(TM)) (2.6)
Lx(aNp) = (Lxa)ANB+aANLxp, Va,pe€ Q' (M) (2.7)
Lx(ENC) = (LxE)ACHENLKC, VYECE QM) (2.8)
LY. Z] = [LxY,Z]+Y,LxZ], VY,ZeX(M) (2.9)
Lxw = itxdw+dixw, Ywe Q' (M) (2.10)

®Veja, por exemplo [25].
5Veja, por exemplo [25].
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E ainda, se 7 € T(T4(TM)), entao para todos a,...,a, € Q'(M) e para todos
X, Y1,..., Y, € X(M) vale

(LxT)(oq,...,aq Y1, ..., Ys) =Lx(t(aq, ..., 04 Y1,...,Ys))—

q
— (e, Lxa, 0, Y0 Y ) (2.11)

s.
o ||
MR

— T(Oél,...,Oéq,}/i,...,EX}/;...,Y;)

i=1

E em particular, se X,Y1,...,Y, € X(M) e w € Q¢(M), temos

(Lxw)(Y1,....Y,) = Lxw,...,Y,))+

q , N 2.12
+ Z(_l)lw(ﬁX}/;amya}/;77Yq) ( )
i=1

[P

onde o simbolo “a” significa que o elemento “a” esta ausente.
Segue das equagoes 2.10, 2.7, 2.12, 2.5 e de um argumento de indugao no grau

das formas diferenciais a férmula de Cartan para o diferencial exterior:

q+1 ) R
da)(Xl,...,Xqul) = Z(—1)1+1£Xi(W(X1,...,Xi,...,Xqul))—'—

i=1
+ Z(—l)”jw(EXin, ce ,Xi, cee ,Xj, c. ,Xq+1)

1<j

(2.13)

para toda w € Q¢(M), para todo ¢ € N.
Segue das equagoes 2.5 e 2.12 que para todos X,Y € X(M) e para toda w €
Q*(M) vale

L[X7y}u} = EXLyw - Lyﬁxw (214)

Definigao 2.4.2 (2-forma diferencial ndo degenerada). Seja M uma variedade
diferencidvel. Uma 2-forma diferencial w € Q*(M) € dita ndo degenerada quando,

e somente quando, w(p) € uma 2-forma nao degenerada, para todo p € M.

Proposicao 2.4.1. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao m e w €
O*(M) uma 2-forma diferencial nao degenerada. Entio w induz um isomorfismo
de R-espagos vetoriais entre X(M) e QY(M) dado pelo produto interior de campos

de vetores com a 2-forma diferencial w.
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Demonstragao. A associagdo X +— txw, para X € X(M), é claramente linear.
Vejamos que é injetora. Seja X € X(M) tal que tx,w,(Y,) =0, VY, € T,M, Vp €
M. Entao X, € Ker(w,), Vp € M. Como w, é nao degenerada, X, =0, Vp € M.
Logo X é o campo vetorial nulo. Vejamos que é sobrejetora. Seja n € QY(M).
Para cada p € M, pela proposicao 1.1.2, X, — 1x,w, é um isomorfismo entre 7,M
e TyM. Portanto, dada 7, € TyM, existe um tnico X, € T,M tal que vx,w, = n,.
Segue que isto define uma funcao X : M — TM que comuta com a projecao
7 : TM — M do fibrado tangente. Agora, note que tal associacao é infinitamente
diferenciavel, pois leva campos vetoriais infinitamente diferenciaveis em formas
diferenciais. Como é um isomorfismo linear em cada fibra, ¢ um difeomorfismo local

entre TM e T*M. Logo, pelo teorema da aplicacao inversa’

segue que sua inversa
¢ um difeomorfismo local e portanto infinitamente diferencidvel em cada ponto
p € M. Segue disto que a aplicacao X : M — TM acima obtida é infinitamente

diferencidvel e portanto X € X(M). O

2.5 Derivacoes de Ordem Superior em uma Va-

riedade Diferenciavel

Nesta se¢ao serd construido um fibrado vetorial diferenciavel sobre uma variedade
diferenciavel M cujas secoes diferenciaveis correspondem a derivagoes de ordem
menor ou igual a r da algebra das fun¢oes C°(M) (defini¢ao 1.2.6).

Precisemos a nogao de derivagao de ordem superior em um ponto. Sejam p € M
e F, a R-dlgebra dos germes de fungoes em p. Se I, denota o ideal das funcoes
que se anulam em p, temos que I,/I; tem estrutura natural de R-espago vetorial,
pois I} é ideal em I,. Chamando J; = (I,/I;™")*, podemos repetir o que foi feito
para V, = (I,/I?) e definir uma derivacéo de ordem menor ou igual a r no ponto p.

Uma aplicagao R-linear D, : F, — R ¢ um operador diferencial de ordem menor

"Para uma demonstracio vélida para aplicacoes definidas em R™, veja [18]. Como as consi-

deracoes aqui sao locais, o teorema é imediatamente transportado para variedades diferenciaveis.
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ou igual a 7 no ponto p se, para toda g € F,, a aplicagao d, : F, — R dada por

dg(f) = Dyp(gf) — 9(p)Dp(f)

for um operador diferencial de ordem menor ou igual a » — 1 no ponto p, com os
operadores diferenciais de ordem 0 dados por produtos de germes de fungoes. D, é
uma derivacao de ordem menor ou igual a r no ponto p se for operador diferencial
de ordem menor ou igual a  no ponto p e identicamente nulo em germes de fungoes
constantes. Compare com a definigao 1.2.6.

J, tem dimensao finita. Para ver isto, seja (U, ) uma carta local de M em
torno do ponto p. Sem perda de generalidade, podemos tomar (U, ¢) tal que
o(p) = 0 e p(U) seja convexo. Denotemos por z° = t' o ¢ as coordenadas em
U, onde t' : R™ — R ¢ a i-ésima projecao canonica em R™. A afirmacao segue
ao mostrarmos que os representantes das funcoes x%, i = 1,...,m, 2'2?,1 < i <
j<m, ...z -at, i < .. < g, constituem uma base para [,/I7t!. Seja
f e ,/I;*!. Tomemos f € C°°(M) um representante desta classe. A férmula de
Taylor com resto integral de f, tendo em vista sua expressao em coordenadas em

U, se escreve

xixj—l—...+
0

" O(fop!
f:Z(atzp)

i I PP(fov™)
0“52 ot

m

1 : v [ O (fop™)
- i1 Tr+1 e — M F 7
g2 e /0(1 ) G, o |,

015eetr41=1

ds

Passando ao quociente, notamos que o ultimo termo do lado direito da equacao

anterior ¢ nulo em I,,/I'*!. Entao a classe f se escreve como

—(fop™) L~ P(foe )]
= —— a4 = — iyt 4
f= 2% t3 2 " orow et
=1 0 2,7=1 0
1 m ' o1 ) )
rl, =~ .. 0
mostrando que 2%, i =1,...,m, 2’2/, 1 <i<j<n, ...,z% .. .2 i, <...<i,

gera I,/ It pois fo@™" é infinitamente diferencidvel.
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Para mostrar a independéncia linear, vejamos que

i a;xt + Z aijxixj +...+ Z ailmirx“ ot =0=

i—1 1<i<j<m i <...<ip

= E a;xt + E air'al + .+ E .t e I =
1<i<j<m i< <ir

= E a;tt + g amt’tj Lot E a;, ,t" .t e I;z;l)
1<i<j<m 11 <...<ip

Assim, os termos até ordem r sao nulos, donde

i1 Ty
el PORTRT

11 <...<ip

0? ;
oL ( > ait tﬂ) =0
1<i<j<m 0
0 - ,
—_— Clitl = O
()],
resultam
Q.5 = 0
QA = 0
CLj = 0

para todas as combinagbes de indices pertinentes. Assim, I,/ I;“ tem dimensao
finita, e portanto J; também.

Seja &, € J. Associamos a §, uma aplicagao linear D,, : F,, — R dada por

0 ysedce fle(z)=cVreM
&) osefel,

Dp(f) =

onde [f] denota a classe de f em I,/ I;*l. Temos que, ao escrever germes f € F,
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como f = f+ f(p), com f € I, dada g € F,

Ag(f) = Dplgf) — 9(p)Dp(f) =

= Dy(3f) + 90)Dy(f) + F()Dy(9) + 2/ ()9(p) Dy(1) — g(p) Dy(f) =

= D,(3f) + f(P)Dy(9) = &(3F) + F(0)6p(9) (2.15)
Note que, dada f; € I,, para toda f, € I,, vale

i (fo) = &(fifo) — FP)E(fo) = &l fLfo)

e sucessivamente podemos ver que, dadas fi,..., f;

5T Z(fo) &(fifim1- - o)

/—\ e

para toda fy € I,,. Agora,
03 (fo) = &(fr-- fo) =0

mostrando que (5}T71 ¢ um operador diferencial de ordem menor ou igual a 1 no
ponto p, considerado restrito a I,. Restringindo-nos a I, por construgao, 6};1 ser
operador diferencial de ordem menor ou igual a 7 —4 no ponto p, implica que (5;’[@1“
é operador diferencial de ordem menor ou igual a r—i+ 1 no ponto p. Assim, temos
que &, é operador diferencial de ordem menor ou igual a r no ponto p e ainda, se
d : I, — R é um operador tal que para toda f € I,, 6(f) = &(f1... frf), com
fi,..., fx € I, entao ¢ ¢ um operador diferencial de ordem menor ou igual a r — k,
no ponto p. Levando isto na equacao 2.15, vemos que A, ¢é operador diferencial
de ordem menor ou igual a 7 — 1 no ponto p, levando a conclusao de que D, é
operador diferencial de ordem menor ou igual a r no ponto p.

Por outro lado, seja w : F, — R uma derivagao de ordem menor ou igual a r

no ponto p. Entao f € F, resulta

w(f) =w(f + f(p) = w(f)

mostrando que o valor de w s6 depende de sua avaliacao em I,,. Temos ainda que,

se f € I;H, existem f1,..., fr41 € I, tais que f = fi... f,41 e portanto
W(f) = w(fl .- 'fr+1) 5;r+11(f1 .- fr) + fr—i—l(p)w(fl . f?‘) -
=0 (fo ) =0 ) = =6, (F) =
= filp)g =0
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para alguma g € F,, onde 5;:_ii+2 é operador diferencial de ordem menor ou igual a
r—i,parai=1,...,7. Isso mostra que f = g mod IJ*' em I, resulta w(f) = w(yg)
e entao w pode ser visto como um elemento de (Ip/];'*l)*. Segue que existe uma
correspondéncia biunivoca entre derivagoes de ordem menor ou igual a r no ponto
p e elementos de Jj.

Definimos a agao de uma derivacao de ordem menor ou igual a r no ponto p,

D, em uma fungao f € C°°(M) como sendo dada por

Dy(f) = &(1f])

onde &, é o elemento associado a D), pela correspondéncia acima estabelecida e [f]
é a classe da fungao f em I,/I7+!.

Estamos aptos a demosntrar o seguinte teorema.

Teorema 2.5.1. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. FExiste
um fibrado vetorial diferencidvel J"(M), cujo espaco base é M e cujo espago de
segoes infinitamente diferencidveis T'(J"(M)) € isomorfo como R-espago vetorial

ao espago das derivagdes de ordem menor ou igual a r sobre C*°(M).

Demonstragao. Construamos o fibrado vetorial diferencidvel J"(M) = U Iy,
peM
com Jr = (I,/I;*')* e cujas fungoes coordenadas ¢ : 77'(U) — R¥, com =

a projecao de J"(M) em M e U um aberto de M, sejam da forma ¢(w,) =

(2 (m(wp)), wp(2"), wy(x'a?), ... ,wy(a™ ... z")), onde os indices sdo crescentes de

m+]ffl) ]

Seja w : M — J"(M) uma secao infinitamente diferencidavel de J"(M). Associ-
amos a w a aplicacdo D : C*(M) — C*(M) dada por

1 a m, para todo w, € J;. Note que K = Y oret (

D(f)(p) = w(p)(f) VfeC*M)

D assim definida é uma derivacdo de ordem menor ou igual a r em C*(M).

Para verificar isto, note primeiramente que se ¢ é uma func¢ao constante, entao

D(c)(p) =w(p)(c) =0 VpeM

8Poderiamos chamar J"(M) de espaco de jatos linearizados de ordem r sobre o fibrado tan-

gente.
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logo D é nula em constantes. Em segundo lugar, dada g € C°°(M), o operador A,
dado por
Ag(f) = D(gf) —gD(f) VfeC*M)

é tal que

Ay(f)p) = D(9f)p) —9)D(f)(p) =w®)(gf) — g(p)w(p)(f) =
= (0)(f)

que é uma segao infinitamente diferencidvel (por construgao) de J"~!(M). Porém,

JY M) = X(M) e o teorema 2.3.1 nos mostra que J'(M) &y, Der(C>®(M)).

Logo, por indugao, D é uma derivagao de ordem menor ou igual a r em C*°(M).
A associacao w — D é claramente linear. Vejamos que € injetora. Suponha que

w seja associada a D identicamente nula. Temos que

D(f)=0 , VfeO®M)
D(f)(p)=0 , VfeC®M), VpeM
wp)(f)=0 , YpeM, Vf e C*(M)

wip)=0 , YpeM

w=20

Vejamos que a associagao proposta é sobrejetora. Seja D : C*°(M) — C'*°(M) uma
derivagao de ordem menor ou igual a r em C*°(M). Para cada p € M, definamos
wp + F, — R por

wp(f) = D(f)(p) ¥ € C=(M)

entendido que o sfimbolo f no lado esquerdo da igualdade se refere a classe em F,
da funcao representada pelo simbolo f no lado direito. w, estd bem definida, pois
se f,g € C®(M) sao tais que f = g em F,, podemos tomar uma carta local (U, ¢)
em torno do ponto p tal que U C W, onde W é um aberto de M no qual f e g

coincidem, ¢(p) = 0 e ¢(U) é convexo. Note agora que, em U, f e g se escrevem
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CcOo1mo

+

1 T M gop™)
- 11 Ir+1 — c\"
LY e /0<1 O

—I(fop™ *(f i,
f(p)+iz:; o7 '+ = Z 8#8# Oxx +...+
=~ a0 [ O (fop™)
— B [ (1) .
7’!' Z 1$ X /0' ( 8) atzl ...atlTle Sde
VL geeey lr41=
a(g ! 82 9090 i g
g(p)+i_1 el R Z i Om o

ds

onde t' : R™ — R é a i-ésima projecao canonica de R™. Logo, em U,

D(f) =

+

(fop™) i 1= P(fop™) i
2 =g |, P 2 T | Pt
i=1 i,j=1
R : : ! I (fop™)
— D [ PR trtl 1 - T+
TPy Pt )/0( G, o |,

VL geeey lr41=

D(JZZ) + 1 zm: 82(9 o 90_1)

D(z'2?) + ...+
0

— 0 2 Py ottots

R - - ! It (gop™)

- 11 Tr41 _ r—__ g Fr 7/

D lD(x ot )/0 =) G o |
UL yeeey lp41=

Mas de ser D derivacao de ordem menor ou igual a r, temos que

D(z" ... 2" +)(p) =0

para todas as combinacoes de indices pertinentes. De f e g pertencerem ao mesmo

germe de funcao em p, todas as derivadas parciais até a ordem r de suas expressoes
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em coordenadas coincidem, donde resulta

wp(f) = D(f)(p) =

_ ~O(fop™) i 1~ P (fop™) i,

=1 0 i,7=1 0

RS ) : O (fop!)

- 11 Tr+41 _ r —
5 2: D(z" ...z )@XA(l ) | 0

1] 5eeey try1=1 sy

N 9(gop ) i 1~ P(gop™) i

+ 2; o | D) +5 ]Zl —oror | D@ @)+

PO go e

1
+ /rT' Z D(I’Zl_,-xlrﬁ*l)(p)/(; (1—8) m sde:

De ser D uma derivacao de ordem menor ou igual a r, segue por inducao em r
que wj, € derivagao de ordem menor ou igual a r no ponto p. Logo w, € J;, para
todo p € M. Sejaw : M — J"(M) a aplicacdo dada por w(p) = w,. Para toda
f € C®(M), temos que

mostrando que p — w(p)(f) é infinitamente diferencidvel, pois D(f) o é, donde
resulta que w é uma sec¢ao infinitamente diferencidvel de J"(M).
Isto mostra que I'(J"(M)) é isomorfo como R-espaco vetorial ao espago das

derivagoes de ordem menor ou igual a r em C*°(M). O

Decorre do teorema anterior que se M é uma variedade diferenciavel de di-
mensao m, uma derivacdo de ordem menor ou igual a r, D : C*°(M) — C*°(M)

se escreve localmente como

, o' f
D(f) :Z Z ai1...ik(x1""’xm)m7

k=1 1<i; <...<ix<m

com a;, ;, infinitamente diferenciaveis [14].
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Capitulo 3

O Colchete de Nijenhuis-Schouten

3.1 O colchete de Nijenhuis-Schouten

A mecanica classica hamiltoniana pode ser bem descrita utilizando-se modelos
geométricos tais como variedades simpléticas ou variedades de Poisson. Aqui é
visto que pode-se associar campos de bi-vetores, ou seja, elementos de €2(M),
a tais estruturas desde que satisfacam determinadas condicoes, que podem ser
formuladas em termos algébricos. Sera definido o colchete de Nijenhuis-Schouten e
mostrado que a escolha de um campo de bi-vetores em uma variedade diferenciavel
corresponde a construgao de uma variedade de Poisson se, e somente se, tal campo

comuta consigo mesmo, segundo tal colchete.

Teorema 3.1.1 (O colchete de Nijenhuis-Schouten [8]). Seja M uma variedade
diferencidvel. Eziste uma unica transformagao bilinear [, ] : Qe(M) X Q¢(M) —
Qe(M), chamada o colchete de Nijenhuis-Schouten, satisfazendo as sequintes pro-
priedades. Para A € Q,(M), B € Q,M) e C € Q,(M):

i) [A,BAC]=[A,B]AC + (=1)P"VI1B A [A,C], com [A, B] € Qprq1(M);
i) [f,9] =0, Vf geC®M);
iii) [X, f] = Lxf, VX € X(M), Vf € C=(M);
) [X,Y]=LyxY, VX,Y €X(M);
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v) [A,B] = —(=1)r (B, 4

Para uma demonstracao', veja [23].

Provemos algumas propriedades importantes para efetuar cdlculos com o col-
chete de Nijenhuis-Schouten. Fixemos daqui em diante uma variedade diferenciavel
M, de dimensao m. Até o fim desta secao, |, | denotard o colchete de Nijenhuis-

Schouten.
Proposigao 3.1.1. Sejam X € X(M) e A € Q,(M). Entdo
(X, Al = LxA (3.1)

Demonstragao. Procedamos por indugao. Se A € C*°(M) ou A € X(M), entao
[X,A] = LxA por definigdo. Suponha agora A € Q,(M) e que a proposicao esta
provada para p — 1. Localmente, A pode ser escrito como A = B A'Y, onde
BeQ, 1(M)eY € X(M). Da definicao do colchete e da equacao 2.8, segue

[(X,A] = [X,BAY]|=[X,BJAY +(-1)'BA[X,Y] =
= (ﬁxB)/\Y—FB/\ﬁXy:ﬁx(B/\Y) =
= LxA
E assim, a proposicao esta provada para todo p € N. n

Proposigao 3.1.2. Sejam X;,..., X, € X(M) e A € Q,(M). Entao

T

[Xi A AX A =D (-1)TX AL A X A X A Ly, A (3.2)

i=1
Demonstracao. Procedamos por inducao. Para r = 1, esta proposigao se reduz a
anterior. Suponha que a proposicao esta provada para r. Da definicao do colchete

e da proposicao anterior, temos
(X1 A AX e, Al = — (1) P VA XA AX ] =

= (=) V(A X A AX) A X +
+H(=D)PIX AL AX A A X)) =

! Aqui h4 a necessidade de uma adaptacio nos sinais, mas a demonstracio é a mesma.
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= (=)D (—(=)PDODIX AL AX A A Xy +
H(=D)PIHX A LA X A X, A]) =

=(-D"PX3A L AXGAAX g FXOA L AX A [ X, A =

T

= (=1)'? Z:(—l)”iX1 A AXi AN ANXe AL, AN Xppy +

=1

+XGNAN O NANX NANLx A=

r+1

= Z:(—l)”i“)(1 A AXG A ANX A X A Lx, A+
+XiA L AX ALy, A=

r+1
=D (U)X A L AKX A A X ALy A

r+1

E assim a proposicao vale para todo r > 1.
Proposigao 3.1.3. Sejam Xi,...,X,,Y1,...,Y, € X(M). Entao vale
(Xi A AXpYIN L ANY,] =

_ZZ DXL YIAXIA A A A X A

i=1 j=1

AYIN . AY;NOANY
Demonstracao. Da proposigao 3.2 e da equagao 2.8, temos que

XA AX, YA LAY =

p
SPPXIA L AXIA L AX AL, (VI A LAY =
=1

p ' N q '
S=1PEX AL AXA AKX (1T L) A
i=1 j=1

~

AYIA LAY AL AY) =

p q
=3O P TEIX AL A X A LA X A (LXY) A

i=1 j=1

AYIA LAY AL AY, =
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= (=)™ [X, YV AXIA L AX A AKX, A
AYiA .. AYjA ... AY, O

Neste ponto, é interessante adotar a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.1 (Derivada de Lie formas diferenciais ao longo de um campo de
multivetores [8]). A derivada de Lie de uma forma diferencial o € Q2*(M) ao longo

de um campo de multivetores A € Q,(M), denotada por Lac, € dada por
Lo =diga — (—1)Prada (3.4)

Proposicao 3.1.4. Dados A € Q,(M) e B € Q,(M), para toda forma diferencial
a € Q*(M), vale
Larpa = (=) UpLlaa+ Lpiaa (3.5)

Demonstracao. E um célculo direto:
Lapa = diappa — (1P g pda = diptaa — (=1)P prada =
= digtaa — (=1)Ugdiga + (=1)Updiga — (—=1)" P pipda =
= Lptaa+ (—1)UpLlaa O
Isto nos permitira estabelecer a seguinte propriedade.

Proposigao 3.1.5. Sejam A € Q,(M), B € Q,(M) e a € QFF7Y(M). Entdo é

valida a sequinte formula:
vame = (1)L ypa — 1pLaa (3.6)

Demonstra¢ao. Procedamos por (dupla) inducdo. Se A, B € X(M), entao esta
é simplesmente a férmula 2.14. Suponha entao o resultado vélido para 1 e g e
considere X,Y € X(M) e B € Q,(M). Segue que

UX,BAY]O = LUX,BAYQ T LBAIX Y] = Ly L[X,B|O T L[Xy|LBOL =
= wy(Lxtpa —1plxa)+ Lxtytpa — iy Lxipa =

= EXLyLBa — Lbe,CXa/ = ,beB/\yoz — LB/\y;CXa/
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e por linearidade, o resultado vale para todo elemento em Qq(M). Considere agora
A € Q,(M). Portanto:

LIAAX,) Y] =  —LUY,AAX]O = — LY AIAX O — LAY, X]OC =

= —UIXUy,A|X = Ly, XJLAX = LX LAY+ UX y|lAd =

= ix((=DP'Lyrya — 1y Laa) + Lxtytaa — tyLxtaa =

= (=P NxLatya +iyixLaa+ (—1)PLxtatya — 1y Lxtaa =
= (=D)PLapxtya —ty(Lxtaa —ixLaa) =

= (—1)PLarxtya — iy Larxo

onde foi usada a proposicao anterior. Suponha agora o resultado vélido para p e

q. Temos entao que:

LAAX, BAY]OY = Lianx, BIay @ + (= 1)Plpajanx yio =
= tytpanx, B + (=1)Plpanx yitpe =

= _<_1)p(q71)LYL[B,A/\X]Oé + (=) uanx vy =
= —(=1)P Doy (ypaax e + (= 1)PT Vi np xj00) + (= 1)Ppanx yitpae =
= —(—1)p(q )LyLXL[B A0 =ty xjbad + (=1)Planx yipor =
= (=) iyixtpame — tyip xjiac + (=1 anx yitpa =

= (—1)7! LyLX((—l) DL aga — tgLlaa) —
+H(=DP((=1)PLarxtytpa — ty Lapxipa) =

= —(—1)quybxﬁALBa + (—1>qbybeB/:,AOé + (—1)qu£BbbeOé +

(( ) a 'CBLXLACY - Lx»CBLAa) +

+iyixLpiaa+ (—1)P Pt e ciyipo — (—=1)Puy Lapxtpa =

= (_1)p(q+1)£A/\XLB/\Y04 + ipayixLaa+ (=1) iy Lpiapxa —

—(=1)Puy (Larxtpa+ txLatpa) + tytx Lptac =

= (_1)p(q+1)£A/\XLB/\Y04 +ipavixLaa — iy Lxiplac +

+iyitxLpiaa+ (—1) oy Lptarxa =

= (=D)PUV Ly xiaya + taayix Laa — iy (Lxig — txLp — (—1)LpLx )iao =
= (=1)° PUTD Ly nxtpay @ + tpayix Lac — tytpLxtac =

= (—=1)PUDLanxtaya — tpay Lanx
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Segue que para todo A € Q,(M), todo B € ,(M) e toda a € 2°(M), vale:

taa = (=)L ypa — 1pLaa (3.7)

O
Teorema 3.1.2 (Identidade de Jacobi graduada). O colchete de Nijenhuis-Schouten

satisfaz a identidade de Jacobi graduada, relativamente ao grau reduzido (em uma
unidade).

A demonstracao segue da equagao 3.3 por um calculo direto, porém tedioso, e

das propriedades da derivada de Lie de fungoes e campos de vetores.

3.2 Variedades Simpléticas

Definicao 3.2.1 (Forma simplética). Seja M uma variedade diferencidvel. Dize-
mos que uma 2-forma diferencial w € Q*(M) € uma forma simplética se, e somente

se, € fechada e simplética em cada ponto, ou seja,
i) dw = 0;
i) wy, =w(p) € simplética em T,M, Vp € M.
Definigao 3.2.2 (Variedade simplética). Uma variedade diferencidvel simplética é

um par (M, w), onde M € uma variedade diferencidvel e w é uma forma diferencial

simplética.

Exemplo 3.2.1 (Variedade simplética padrao). Considere o par (R*", wy) onde wy €
O%(R*") ¢ dada por
wo = Z dq' A dp'
i=1
nas coordenadas (¢',...,¢" p',...,p") de R*".

Entao (R*",wy) é uma variedade simplética [1]. Chamaremos tal variedade de

variedade simplética padrao e wy de forma simplética padrao.
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Definigao 3.2.3 (Atlas de Darboux). Seja (M, w) uma variedade simplética. Um
atlas de Darbouz em M € um atlas ©(M) tal que em toda carta local (U,p) €

D(M), w se escreve como uma forma simplética padrao.

Teorema 3.2.1 (Teorema de Darboux). Toda variedade simplética admite um

atlas de Darbouz.
Para uma demonstragao, veja [1].

Definicao 3.2.4 (Simplectomorfismo). Sejam (My, w;) e (Ma, ws) duas variedades
simpléticas. Uma aplicagao ¢ : My — My € dita um simplectomorfismo se, e
somente se, é um difeomorfismo e ainda *ws = wy. Quando existir uma tal

aplicacao, dizemos que My e My sdo simplectomorfas.

Definigao 3.2.5 (Campo vetorial hamiltoniano). Seja (M, w) uma variedade sim-
plética. Dizemos que um campo vetorial X € X(M) é um campo vetorial hamil-
toniano se, e somente se, existe uma fun¢io H € C*°(M) tal que txw = dH.
Neste caso, dizemos que H é a fun¢ao de Hamilton (ou hamiltoniana) do campo
vetorial X. Se um campo vetorial é hamiltoniano, com fun¢ao hamiltoniana f, é

conveniente explicitda-la denotando o campo com um sub-indice como em Xjy.

Se (M,w) é uma variedade simplética, dada H € C*°(M), temos que dH €
QY(M) e do fato de ser w nao degenerada, a dH corresponde um tnico Xy € X(M)

tal que vy, w = dH. Xy é dito o gradiente simplético da funcao H.

Proposicao 3.2.1. Seja (M, w) uma variedade simplética. Denotando por X (M)
o subconjunto de X(M) dos campos vetoriais hamiltonianos, entio (Xg(M),[, |)

¢ sub-dlgebra de Lie da dlgebra de Lie dos campos vetoriais (X(M), [, ]).

Demonstragao. Comecemos por verificar que X (M) é subespago vetorial de X(M).
Temos que

LaX 4 X,W = aux,w + tx,w = adf +dg = d(af + g)

para todo a € R e para todos Xy, X, € Xyg(M). Verifiquemos que Xy (M) é

fechado para o comutador de campos. Usando as formulas 2.14 e 2.10 e notando
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que w é fechada, temos

L[vaXg]w = ‘CXfLng - LXg‘CXfw =
= LdeLng + dLXfLng — LXgLdew — LngLXfw =

= d(w(Xy, Xy))

Como w(X,, Xf) € C*(M), temos que [ X, X,] é um campo vetorial hamiltoniano,
com funcao de Hamilton w(X,, Xy). ]

Definigao 3.2.6 (Fluxo de fase hamiltoniano). Um fluzo de fase hamiltoniano em

uma variedade simplética € o fluxo associado a um campo vetorial hamiltoniano.

Definigao 3.2.7 (Colchete de Poisson de fung¢oes hamiltonianas). Seja (M, w) uma
variedade simplética. Dadas f,g € C*°(M), definimos o colchete de Poisson das
fungées f e g como sendo a aplicagio {, } : C®°(M) x C*(M) — C*(M) dada
por

{19} = w(Xy, Xy),
onde Xy e X, sao os campos vetoriais hamiltonianos dados pela correspondéncia

df = 1x,w e dg = i1x,w, respectivamente.

Teorema 3.2.2 (Algebra de Poisson de uma variedade simplética). Sejam (M, w)
uma variedade simplética e { , } : C®°(M)x C>®(M) — C*(M) o colchete de Pois-
son das funcées hamiltonianas. Entdao (C>*(M),{, }) € uma dlgebra de Poisson
(defini¢ao 1.2.10).

Demonstragao. Sejam a € Re f,g,h € C*°(M). Comecemos com a anti-simetria.
{f97 = w(Xg, Xp) = —w(Xy, Xg) = —{g, /}
Bilinearidade:
{frag+h} = w(Xagin, Xy) = (tx,,.,w)(Xy) =
= d(ag + h)(Xy) = adg(Xy) + dh(Xy) =
= atx,w(Xp) +1x,w(Xy) = aw(Xg, X¢) + w(Xn, Xy) =
= off, g} +{/.h}
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Que em conjunto com a anti-simetria fornece a bilinearidade. Identidade de Jacobi:

{f {9, n}} = w(Xgny Xy) = (tx(,,,0)(Xp) = (d{g, h})(Xy) =
= d(w(Xn, Xg))(X5) = (1x,.x0) (Xy) = w([Xg, Xn], X) =
= —(ux,w)([Xg, X)) = =df ([Xg, Xa]) = [ Xy, Xa(f) =
= XpXy(f) — X, Xn(f) = Xh(df(Xg)) (df(Xh))

= Xn(ex,w(Xy)) = Xg(ex,w(Xp)) =

= Xp(w(Xy, Xg)) = Xg(w(Xy, Xp) =

= d(w(Xy, Xy))(Xn) — d(w(Xy, X3))(X,) =

= x @ (Xn) = tx xw(Xg) =

= w(X{pgy, Xn) + (X, Xg) =
= {h{f.9}} +1{9,{h, f}}

Da anti-simetria, é necessario verificar a regra de Leibniz em apenas uma das

entradas:

{f,9h} = w(Xgn, X5) = tx,0(Xf) = d(gh)(Xy) =
= hdg(Xy) + gdh(Xy) = hux,w(Xy) + gix,w(Xy) =
= hw(X,, Xf)+ gw(Xp, X5) =
= h{f, g} +9{f R}

mostrando que (C*(M),{, }) é uma algebra de Poisson. O

Note que estas defini¢oes levam a equacao

Xi(g) = dg(Xy) = tx,w(Xf) = w(Xy, Xf) = {f, 9} (3.8)

Teorema 3.2.3. Em uma variedade simplética, existe um homomorfismo de dlgebras
de Lie entre a dlgebra de Lie dos campos de vetores hamiltonianos e a dlgebra de

Poisson das fungoes hamiltonianas.

Demonstragao. Sejam (M, w) uma variedade simplética e { , } o colchete de Pois-

son das funcoes de Hamilton. Dados Xy, X, campos vetoriais hamiltonianos e

68



h € C>*(M), temos

(X{f,g} - {va Xg])(h) = X{fag}(h) - Xf(Xg<h)) + Xg(Xf(h)) =
= {{f.9},n} = X;({g, h}) + X,({, h}) =

= {fghhy+{gn} f+{{h. 19} =
=0

onde usamos a equagao 3.8. Logo

[Xf’Xg] = X{ﬁg} [

Definicao 3.2.8 (Sistema hamiltoniano). Um sistema hamiltoniano é uma tripla
(M, w, H), onde (M,w) € uma variedade simplética e H € C*°(M) € uma fun¢ao

escolhida, dita a hamiltoniana do sistema.

Definicao 3.2.9 (Equagao de evolugao). Seja (M, w, H) um sistema hamiltoniano.

A equagdo de evolugio de uma fungio f € C°(M) € definida como sendo

d
S(Fop) = {H. 1)

onde {p;} € o fluxo associado a Xy.

Note que o colchete de Poisson carrega informagoes sobre a integrabilidade do
sistema. Se a funcao f comuta com a hamiltoniana H, a equagao acima nos mostra
que f é uma integral primeira do sistema, pois é constante ao longo do fluxo de

fase do campo hamiltoniano Xy.

3.3 Variedades de Poisson

Definigao 3.3.1 (Variedades de Poisson). Uma variedade de Poisson é um par
(M, {, }), onde M € uma variedade diferencidvel e (C*°(M),{, }) é uma dlgebra

de Poisson.
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Em uma variedade simplética (MM, w) é sempre possivel definir uma estrutura de
variedade de Poisson. Para tanto, basta definir o colchete de Poisson das fungoes
hamiltonianas. A reciproca é falsa, em geral. Basta tomar uma variedade N de
dimensao impar e nela definir o colchete de fungoes nulo. Tal construcao define uma
variedade de Poisson, sendo entretanto impossivel definir uma estrutura simplética

em N, dado que tem dimensao impar.

Ezemplo 3.3.1 (Variedade de Lie-Poisson [4]). Seja (g, [, ]) uma R-dlgebra de Lie
de dimensao finita. Entao C*°(g*) admite um colchete de Poisson { , } construido
a partir do colchete de Lie em g.

De fato, é claro que g*, sendo um R-espaco vetorial de dimensao finita, tem
estrutura natural de variedade diferencidvel. Sejam f,g € C*(g*). Em cada
elemento o € g*, temos que df (o), dg(«) : Tog* — R s@o funcionais lineares, logo

elementos de (7,g*)*. Como g é um espago vetorial de dimensao finita, podemos

k% *

eT,g" ~ g".
elementos de g. Facamos {, } : C*(g*) x C*(g*) — C*°(g*) com

identificar g ~ g Assim, podemos identificar df («) e dg(«) com

{f,9}(a) = a([df (), dg(@)]), Vf,g € C*(g"), Va e g’

Por linearidade, {f,g}(«) varia diferenciavelmente com « (pois g tem dimensao
finita), logo {f, ¢} é uma fungao infinitamente diferencidvel. Também por linea-
ridade, {, } é linear em cada entrada. Da linearidade dos elementos de g* e da
anti-simetria do colchete de Lie, segue que {, } ¢é anti-simétrico. Da linearidade
dos elementos de g* e do fato de [, | satisfazer a identidade de Jacobi, segue que
{, } também a satisfaz. Se h € C*(g*)

{f:9h}(a) = a(ldf(a), d(gh)(a)]) = a(ldf (), Ma)dg(a) + g(@)dh(a)]) =
([df (a), h(a)dg(@)]) + a((df (), g(@)dh(a)]) =
= hla)a(ldf (@), dg(@)]) + g(a)a(ldf (a), dh()])
= Nh(a){f,g}(a) +g(@){f h}(a)

e portanto {f,gh} = h{f,g9} + g{f, h}, mostrando que (C**(g*),{, }) é uma

algebra de Poisson. Logo (g*,{ , }) é uma variedade de Poisson, dita variedade de

(
(

I
Q

Lie-Poisson.
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Definigao 3.3.2 (Variedade quase Poisson). Uma variedade quase Poisson é um
par (M, {, }), onde M é uma variedade diferencidvel e (C>*(M),{, }) € uma

dalgebra quase Poisson.

Teorema 3.3.1. Seja (M, {, }) uma variedade de Poisson. Entao existe um tinico
B € Qy(M) tal que

{fvg}:LB(df/\dg)’ vfagecoo(M)

Demonstracao. Como {, } é uma bi-derivacdo, ou seja, uma derivacao em cada
entrada, segue estd associado a um unico elemento de I'(TM ® TM). De ser { , }
anti-simétrico, segue que tal elemento pertence a I'(TM ATM). Temos entao que,
para todas f,g € C°(M)

{f.g} = B(f,g) = wg(df Ndg) O

Teorema 3.3.2 (Estrutura co-simplética e variedade quase Poisson). Sejam M
uma variedade diferencidvel e B € Qo(M) um campo de bivetores fixro em M.
Entao o colchete { | } : C*°(M) x C*(M) — C*(M) dado por

{f.9} =ws(df Ndg), Vf,ge€C*(M)

¢ tal que (M, {, }) € uma variedade quase Poisson. E ainda, (M,{, }) € uma

variedade Poisson se, e somente se, [B, B] = 0.

Demonstra¢ao. Como B é um campo de bivetores, o colchete { , } acima definido
é claramente linear, anti-simétrico e satisfaz a regra de Leibniz em cada entrada.
Isso mostra que (M, { , }) é uma variedade quase Poisson. Vamos a identidade de

Jacobi. Para tanto, sao tteis duas relagoes. Em primeiro lugar, note que
tg(df Ndg Adh) = 1g(dg A\ dh)df + tg(dh A df)dg + cg(df A dg)dh (3.9)

para quaisquer f,g,h € C°°(M). Para mostrar isto, notemos que localmente
podemos escrever B = X AY, com X,Y € X(M). Tomando Z € X(M) arbitrario,

71



para f,g,h € C*°(M) temos

tp(df Ndg Ndh)(Z) =df Ndg Ndh(X,Y,Z) =

[df(X) df(Y) df(2)
=det |dg(X) dg(Y) dg(Z)| =
|dh(X) dh(Y) dh(Z)
= det |9 BN ey e | T AN oy 4
[dh(X) dh(Y) dh(Y) dh(X)
f(X) df(Y) _
+det 500 dalt) dh(Z) = up(dg A dRh)df (Z) +

+up(dh A df)dg(Z) + up(df A dg)dh(Z)

Em segundo lugar, temos que

1
tpdigo = —éb[B,B}a

para todo o € Q*(M), pois da defini¢ao 3.4 e da férmula 3.6 segue que

uppa = Lpipa—1plpa =
= digtpox — tgdipa — tgdipa + tglgdo =

= —2ugdiga

A obstrucao para { , } satisfazer a identidade de Jacobi é estabelecida pelo seguinte

fato. Dadas f, g, h € C°(M) arbitrarias

{f A9, 13} +{g.{h f1}+ {0 AS 9t} =
= up(df Ad{g,h}) + 1g(dg Ad{h, f}) + tg(dh A d{f,g}) =

= —ip(dig(dg AN dh) ANdf) — tg(dig(dh A df) A dg) — tp(deg(df Adg) A dh) =

= —ipd(tp(dg A dh) Ndf) + vg(dh AN df) ANdg + cp(df Adg) Adh) =
= —updeg(df Ndg N dh) =
1

Onde usamos a equacao 3.9 e, na ultima igualdade, a férmula 3.10. Denotando o

“jacobiador” de f,g,h por J(f,g,h) = {f,{g,h}} +{g,{h f}} + {h,{f g}}, da
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arbitrariedade de f, g e h, segue que
J=0 < [B,B]=0 O

Do fato de podermos sempre associar a uma variedade quase Poisson (M, { , })
um campo de bivetores B € Qy(M) tal que tp(df Adg) ={f,g}, YVf,g € C*(M),
0 teorema acima mostra que [B, B] é uma obstrugao para (M,{, }) ser uma va-
riedade de Poisson. No caso em que B define uma estrutura de Poisson, dizemos

que B é uma estrutura co-simplética em M.

73



Capitulo 4

O Teorema de
Hochschild-Kostant-Rosenberg

para Variedades Diferenciaveis

4.1 Operadores Multidiferenciais

Seja (A, u, e) uma K-algebra associativa com unidade. Denotemos
C"(A, A) = Homroox (A" A), YneZ,n>0
C* (A, A) =EPCm(A A

n>0
Definigao 4.1.1 (Composta parcial). Dados f € C™1(A, A) e g € C"T1(A, A),
definimos, para 1 < i < m+1, ai-ésima composta parcial de f e g como a aplicag¢ao

K-linear o; : C™1 (A, A) @ C"1(A, A) — C™™" (A A), dada por
foig=flidi" Y @g@id]"Y)
onde idy denota a identidade em A.

Definigao 4.1.2 (Composta total). Dados f € C"™T1(A, A) e g € C"H(A, A), a
composta total o : C™ (A, A) @ C"T(A, A) — C™ (A, A) € dada por

m+1

fog=>Y (=1)"*fo.g

=1
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Definigao 4.1.3 (Produto —). Definimos o produto — como sendo a aplicag¢ao K-
linear —: C*®C* — C*, de grau zero, tal que se f € C™ (A, A) eg € C"TL(A, A),
entao

f—g= ()"0 o (fog)

em outras palavras, se ag, ..., Qmy Qmitys-- -, Amint1 € A, vale

(f—9)(a0®...® €p @ i1 @ ... Q Uppgnt1) =
= N(f(a0®"'®am) ®g(am+1 ®---®am+n+1))

Proposicao 4.1.1. (C*,—) € uma K-dlgebra graduada associativa.

Demonstragao. Temos que C*(A, A) é K-espago vetorial graduado por construgao.
Por ser — K-linear de grau zero, para (C*®,—) ser K-édlgebra associativa, basta

mostrar que o produto ¢ associativo. Note que p € C%(A, A), donde
PP =pop=p(p®ids —idy ® p) =0

Entdo, para f € C™(AA), g € C"(AA), h € C"Y(A, A) e denotando
o=m+1)(n+1)+(m+1)(I+1)+ (n+1)(+1), vale

(f—g9)—h—f—(g—h)=(-1)p*(fOgeh) =0 0

O par (C*(A, A),dy), com éy dado pela defini¢ao 1.3.8, é o complexo de Ho-
chschild da algebra (A, ), com coeficientes em A.

Proposicao 4.1.2. iy, dado na proposicao anterior, € uma deriva¢do de grau 1

de (C*(A, A), ).

Demonstracao. Para descarregar a notagao, denotaremos o produto p da algebra
A por justaposicao de elementos. Por linearidade, basta considerar a avaliacao

de dg em um produto de elementos homogéneos. Sejam f € C™ (A A) e g €
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C™ (A, A). Para quaisquer a; € A, i =0,...,m +n + 2, temos

Su(f — g)(a0 @ ... @ amynya) = ao(f — 9)(a1 ® ... @ apmini2) +
m+n—+1

+ Y DT - 9)(a0® . ® a0 @ . D Umny2)
=0

+ (_1)m+n+2(f ~ 9)(% K...Q& am+n+1>am+n+2 =

= aof(a1® ... ® Ang1)g(Amy2 @ ... @ Amyny2) +

m

+ Z(—l)”lf(ao ® . ® a1 R . R Apr1)G(Apre @ .. @ Ante) +
i=0
m+n+1

+ Z (=D flag @ ... @ ) g(Ams1 @ ... @ AiGi41 @ ... @ Apgnsz) +
i=m+1

+ (_1)m+n+2f(a0 ®...Q am)_g(am—H ®...& am+n+1)am+n+2 =

= (aof((ll X...Q am) -+ Z(—l)i+lf(a0 X...Q a; Qi1 ®...Q Clerl) -+
=0

+ (_1)m+2f(a0 ®...® am)am+1>g(am+2 ®...® am+n+2> +

+ (D™ fa0® ... @ am)(Cmi19(Amiz @ ... @ Gyni2) +
m+n+1

+ Z (=)™ 2 g(Ap1 @ ... ® Q1011 @ ... @ Apynta) +
i=m-+1

+ (1) g(am1 ® .. © pgnt1)Gminsa) =

= (0uf) = 9)(a0 @ ... @ amynsa) + (=)™ (f — 61g)(a0 ® ... ® Apminso)
[

Definicao 4.1.4 (O colchete de Gerstenhaber). O colchete de Gerstenhaber é uma
aplicagao K-linear [, ] : C*(A, A) @ C*(A, A) — C*(A, A) de grau -1 tal que, se
feC™ (A A) ege C" (A, A), entdo

[f,9] = fog—(=1)""go f
Proposicao 4.1.3. Seja (A, p) uma K-dlgebra associativa. Entao se f € C™(A, A)
0u(f) = (=1)""[u, f]
onde |, | € o colchete de Gerstenhaber.
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Demonstragdo. Seja f € C™(A, A). Como u € C?*(A, A), temos que

i, fl = pof—(=1)" " fopu=p(f@ida)+ (=1)" " ulida @ f) +

m

+ ()M (Y)Y @ pwidy ™) =

=1

= (=)™ ou(f) O

Proposicao 4.1.4. Seja A uma K-dlgebra, onde K tem caracteristica diferente de
2. Fizemos um produto v € C*(A, A). Entdo v € associativo se, e somente se,
[v,v] =0 e neste caso, define um diferencial de Hochschild em C*(A, A).

Demonstragdo. Dada f € C™1(A, A), temos que

0u(f) = on(ou(f)) =

Pois o colchete de Gerstenhaber satisfaz a identidade de Jacobi graduada® Mas

1 : :
5 =W = v ®ida) — v(ids ® V)

donde segue o resultado. O

Definicao 4.1.5 (Multiderivagdo). O espaco das multiderivacoes da K-dlgebra
associativa (A, u,e), denotado por MDer(A), € a sub-dlgebra de (C*(A, A),—)
gerada por Der(A).

Note que M Der(A) é uma algebra graduada com

MDer(A) = GB M Der™(A),

onde M Der™(A) = M Der(A)NC"(A, A).

Teorema 4.1.1 (O sub-complexo M Der(A)). Toda multiderivagdo é um cociclo
de Hochschild.

!Para uma demonstracio, veja [10].
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Demonstracao. Procedamos por indugao para mostrar que dy é identicamente nulo
em M Der(A). Seja X € Der(A). Entao para todos a,b € A

pX(a®b)=pula® X)) — X(ula®b)) + u(X(a)®@b) =0

Suponha agora que o resultado seja vélido para elementos de M Der™ *(A) e con-
sidere D € M Der™(A). Como M Der(A) é gerado por Der(A), D pode ser escrito
como combinacio linear de elementos da forma X — D, com X € Der(A) e
D € MDer"'(A). Por linearidade, basta considerar a avaliacio de dy em tais

elementos. Do fato de ser 0y uma derivagao de grau 1 de (C*(A, A), —), segue que
(X — D)= (6yX)—D—-X —6yD=0

Assim, M Der(A) é subcomplexo de (C*(A, A),dy) e 0y ¢é identicamente nulo em
M Der(A). O

O proximo teorema relaciona campos de tensores contravariantes sobre uma
variedade diferencidvel M com as multiderivagoes da dlgebra C*°(M). Antes de
enuncia-lo, convém relacionar tais campos a multiderivagoes em um ponto, conceito
cuja construgao é andloga a desenvolvida na secao 2.3.1. Precisemos a nocao de
multiderivacao em um ponto.

Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. Como o espago tangente
em cada ponto da variedade M tem dimensao finita, (7,M)®" pode ser identificado
com (1,/ Ig)*m, onde [, denota o ideal dos germes de funcoes que se anulam em p.

Tomemos o fibrado tensorial diferenciavel T3 (TM). Sejam p € M e 7, €
T3(TM) tal que 7, € V,¥* = (I,/I7)**". Denotando por F, o R-espaco vetorial
dos germes de fungoes no ponto p, definimos a aplicagao linear 9, : .7:1‘?” — R dada

por

0 ,se dc€ fi|c(r) =cVreM,
Up(fi®...® fn) = para algum ¢, i =1,...,n
(il®...@[f]) ,sefi€el, Vi=1,...,n

e estendida por linearidade, onde [f;] denota a classe correspondente ao germe f;

em I,/I2. Como todo germe f pode ser escrito como f = f+ f(p), onde f € I,
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e f(p) é o germe da fungao constante cujo valor é f(p), ¥, satisfaz a seguinte

propriedade:

(1 ©... ® [igi®...© fn) =
= 6iPh(H©.. @fio.. 0+ iP0h(H.. ©go... 0 f)

em cada i-ésima entrada. Uma aplicagao linear w : ]-}?” — R tal que

wfi®...®figi®...® fn) =
= gPW(h®.. . fi®..®f)+filPwi®.. ®a®...Q f)

para todo ¢ = 1,...,n é dita uma multiderivacao de grau n, no ponto p.
Entretanto, se w : .7-"1?" — R é uma multiderivacao no ponto p, podemos associa-

la a um tnico elemento 7, € V*", tal que n,([f1] ® ... @ [fu]) =w(/1i® ... ® fn),

para todo fi ® ... ® f, € ff’". Para ver isto, note em primeiro lugar que, se ¢

representa uma fungao constante, entao

Wfi®..cR..0fH=cw(i®..01-10...Q f,) =
= (w/i®..010...0 fo)+tw(i®...01l®...0 f) =
= 2w(fi®..0c®...Q f,)

Portanto, s6 pode ser w(fi ® ... ®c® ... ® f,) = 0. Segue disto que, dado
fi®...® f, € FF", ao escrever cada f; como f; = f =+ fi(p), com f e I,, da

linearidade de w ficamos com

Wi . f)=wH®...0 f)

mostrando que o valor de w é determinado apenas pelo valor que assume em [}?”.
Suponha agora que, para algum i, f; € Ig. Entao existem g;, h; € I, tais que

fi = gih;, resultando em

wWHi®.. 0. @f)=w(fi®..®gh®...Q f,) =
= g(pw(fi®..0n®..Q fi) +h(pw(/i®.. ®¢G®...8 f,) =0

Logo, se f; = G modfg, Vi=1,...,n,entdo w(f1® ... fn) =w(1 @ ... R gn)

e assim w induz uma tnica transformagao linear 7, € (I,/I7)*®". Isto mostra que
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existe uma correspondéncia biunivoca entre elementos de Vp®” e multiderivagoes
de grau n no ponto p, permitindo-nos confundir estes conceitos.

Definamos a agao de ¥, € V" em elementos de (C*°(M))*" por ¥,(F1 ®...®
F,) =9,(fi®...® f,) em elementos decomponiveis e estendida por linearidade,
onde f; denota o representante de F; € C*°(M) em F,, i =1,...,n.

Estamos aptos agora a demonstrar o seguinte
Teorema 4.1.2. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. Entao
D(TPH(TM)) Ryeer M Der™(C®(M)), Vn > 1.

Demonstragao. Dado 7 € T'(T{(TM)), definimos uma aplicacao 7 : C*°(M)®" —
C*>(M), dada por

T(H®..00)0p) =m[®...0 f.), YpeEM

Note que 7, € (1,/ I]f)*@m significa que 7, pode ser escrito como combinagao linear
de elementos da forma v) ® ... ® vy, com v} € (I,/12)*, Vi =1,...,n, sendo que
(U, ®...0v0)(f1®...® fu) = vp(f1) ... v}(fn). Como T é uma secao infinitamente
diferencidvel, 7 é um elemento de M Der™(C*(M)).

A associacao 7 — T é claramente linear. Mostremos que é bijetora.

Para verificar a injetividade, basta ver que

F(A®...®f)=0 , VHieC®M),i=1,...,n=
=>T7(®...0 fL)p)=0 , YpeM, Ve C*(M), i=1,....,n=
=>70,(A®...®f)=0 , YpeM, VfcC*M),i=1,...,n=
=7,=0, WeM=
=7=0
onde na penultima passagem usamos o seguinte fato. Tomando uma carta local

(U, ¢) em torno do ponto p, com p(p) = 0 e fazendo z° = t* o , com t* : R™ — R

a i-ésima projecao canonica?, podemos escrever

NG, 0
Tp(fl R... fn) = Z azl...m% ® ®
)

(315 yin

2Em acordo com as notacoes da secio 2.3.1.
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onde (i, ...,i,) sob o simbolo de somatério significa que a soma deve ser reali-
zada para cada i;, com j =1,...,n, 7; = 1,...,m. Avaliando 7, sucessivamente
em elementos da forma (z ® ... ® z'), vemos que a*» = (0, para quaisquer
combinagoes de indices ;.

Para verificar a sobrejetividade, considere D € M Der™(C*°(M)). Definamos

para cada p € M, a aplicagao linear 7, : .7-"1‘?” — R dada por

H[A®...@f)=D(fi®...® f)p), VAi®...® f.€F

onde f; no lado esquerdo da igualdade denota o germe da funcao f;, escrita no
lado direito da igualdade. Até o final desta demonstracao, denotaremos funcoes
e seus germes pelo mesmo simbolo, para evitar uma notagao desnecessariamente
carregada. Fica claro que o simbolo se refere a um germe de fungoes ou a uma
funcao pelo dominio do operador sobre ele aplicado. Mostremos que 7, estd bem
definido. Tomemos f;,g; € C*°(M), com i = 1,...,n, tais que f; = ¢g; em F,
para cada ¢ = 1,...,n. Sejam W; abertos de M em torno do ponto p tais que
fi
©(p) = 0. Fazendo U = VN Wy N...NW,, temos que (U, p) ainda é uma carta

w, = gilw,, © = 1,...,n. Tomemos uma carta local (V,¢) de M, tal que

local de M em torno de p. Caso necesséario, podemos restringir ¢ a uma vizinhancga
ainda menor para que ¢(U) seja um aberto convexo® de R™. Como f; e g; coincidem
em U para cada i, também coincidem f; = f; — fi(p) e gi = g; — gi(p) em U, para
cada i. Assim,

O(fioph)
ot

_ Agiop™)

Vi=1,... Vi=1,...,n.
0 atj Y j Y 7m7 ¢ ) 7n

0

De ser D € M Der™(C*(M)), temos que

D(fi®...® fo) = D((fi+ /i) ® ... @ (fut+ fu) = D(Hi®...® f)

3Isto é necessério para podermos tomar a férmula de Taylor com resto integral.
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donde resulta

Tp(f1®---®fn>:D(f1®-~®fn>(p):D(Jg1®-~®fn)(p):

"9 fl ot 0 ﬁ o ) '
-2 ( ot ) | Otin ) D" @...@z™)(p) +
JLseens Jn= 0
S A L P(faoe™)
1—58)—F—F—>| ds... 1—s5)—" " 7| (s
+j17_%;_1/0 ( S) Ot Oth o § /0 ( 3) Otin Otin N S
11,00lpn=1
D(rzh @ ... @ zina!)(p) =
SN d@Goe )| dGiew | L |
- Z j . - D(ZEJI ®...®5L’J")(p)—|—
Jisejn=1 ot ot 0
S [ g Pee L Py
L —5)—Fr—rr—" L Qg ) _
+j17.%;_1 /0 ( S) Otitoth syds /0 ( S) OtinOtin Sde
U1,y =1

D@z @... @) (p) =D(G ®...® gn)(p) =
=D ®...®g)P) =71 ® ... 3 gn)

pois D(z'2" @ ... @izl (p) = 0, para quaisquer combinacoes de indices (jy, lx).
Assim, 7, é bem definida como aplicagao linear de .7:}?” a valores reais, para cada

p € M. Além disso, temos que

(i@ ®figi®. . . @f)=DH®...®figi®... @ f)(p)=
=g(P)D(i®.. 0fiv...®fL)p) +ip)DH®.. . ®6®...0 fu)(p) =
=gPH(i®.. .. 0L+ ipnH(fi®.. ®6G®...Q f)

em cada ¢-ésima entrada. Portanto 7, ¢ uma multiderivagao de grau n no ponto p,
para cada p € M. Construamos por fim a aplicacdo 7 : M — T§(TM) dada por
7(p) = 7,. A aplicagdo 7 é uma sec¢ao infinitamente diferencidvel, pois para cada
peM

T(p)(f1®---®fn):Tp(f1®...®fn):D(f1®--~®fn)(p)

e D(fi®...® f,) € C°(M), quaisquer que sejam os elementos f; ® ... ® f, €
C>*(M).
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Segue que a associagao proposta é um isomorfismo de R-espacos vetoriais entre
I(T3H(TM)) e M Der™(C>°(M)). O

O teorema anterior revela que se M é uma variedade diferenciavel de dimensao
m, entdo um elemento D € M Der™(C*(M)) pode ser escrito em coordenadas

locais como

- 3 .0 0
D= Y D@'e.. o )o@ 8 5

4.2 Derivacoes Compostas

Definigao 4.2.1 (Derivagao composta). Seja A uma K-dlgebra associativa, comu-
tativa, com unidade. Chamamos espaco das derivagoes compostas, e denotamos
SDer(A), a sub-dlgebra de (C'(A, A),o) gerada por Der(A). Ao conjunto dos
elementos D € SDer(A) tais que podem ser escritos como combinagdo linear de
elementos do tipo Xy0...0X,, com X; € Der(A), Vi=1,...,r, r <n, denotamos
por SDer™(A).4

Teorema 4.2.1. Se D € SDer™(A), entdo D é uma derivagao de ordem menor

ou igual a n (defini¢ao 1.2.6).

Demonstracdo. Denotaremos o produto em A por justaposicao. Procedamos por
inducdo em n. Claramente, se X € Der(A), entdo X ¢é uma derivagdo de ordem
menor ou igual a 1. Suponha que D € SDer™(A) e que a proposigao estd provada
para n — 1. Por linearidade, basta considerar D da forma D = D o X,,, onde
D € SDer"'Y(A) e X,, € Der(A). Pela hipétese de indugao e pelo fato de que
SDer"1(A) C SDer"(A) para todo r > 1, basta considerar o termo de maior grau
de D, ou seja, termos do tipo X o...0 X,_;. Para mostrar que (Xj0...0X,)é
operador diferencial de ordem menor ou igual a n, dado a € A, devemos mostrar

que o operador A,, dado por

Ay(b) = (Xj0...0X,)(ab) —a(X;0...0X,)(b)

4Note que SDer(A) ndo pode ser escrito como soma direta dos espacos SDer™(A). No entanto,
temos que SDer"(A) C SDer™(A), sempre que r < n. Isto define uma filtragdo na algebra
SDer(A).
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para todo b € A, é operador diferencial de ordem menor ou igual a n — 1. Temos

que
Ay(D)(X1o0...0X,)(ab) —a(Xi0...0X,)(b) =
=(Xi0...0X,)(a) b+ (Xio...0X;0...0X,)(a)X;(b) +
i=1
+ Z (Xlo...oXio...oon...oXn)(a)(XioXj)(b)—I—...+
1<i<j<n
+ X (@)X, (0) + ...+ > Xi(a)(Xyo...0X;0... 0X,)(b)
I i=1
onde I}, representa um conjunto de indices, subconjunto de {1,...,n}, com exata-
mente k elementos {iy,...,i}, tais que iy < ... < iy, ka representa a composta
X o.. .oXl-j o...0X, na qual estao ausentes todos os elementos X, , ..., X;,, nesta

ordem, e X, representa a composta X; o...o0 X; . Temos entao que A, é um
operador que age em b apenas com compostas de no maximo n — 1 fatores. Logo
A, € SDer™1(A), que por hipétese é um operador diferencial de ordem menor ou
igual an — 1, para todo a € A. Logo D é operador diferencial de ordem menor ou
igual a n. Ao considerar operadores do tipo D o X, com X € Der(A), claramente
D(X()) = 0, para todo o € K (devidamente identificado como elemento de A).

Portanto D é uma derivacao de ordem menor ou igual a n. Il

Teorema 4.2.2. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensao m. Se D é uma
deriwagdo de ordem menor ou igual a r em C*(M), entdo D € SDer"(C*(M)).

Demonstracao. Procedamos por inducao. Se D é uma derivacao de ordem menor
ou igual a 1, entdo D € Der(C*~(M)) e portanto D € SDer!(C*~(M)). Suponha
o resultado vélido para r — 1. Seja D uma derivagao de ordem menor ou igual a r
em C°(M). Entao D pode ser associada a um elemento D € I'(J"(M)), segundo o
teorema 2.5.1. Para cada p € M, definamos a transformagao linear ®,., : 1,,/ I;;H —
I,/I} que associa a classe do germe de uma funcao f em I,/I;*! & sua classe em
I,/I}. Isto é bem definido, pois I;“ C I} e é uma projecao, pois pela férmula
de Taylor, se f tem um representante em I,/I], entdo admite um representante

em Ip/[;+1 tal que [f], = @, p([f]r+1). Notemos que se f € IJ mod II’;H, entao
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®,.,(f) = 0 e, por outro lado, se ®,,(f) = 0, entao f € I mod I;*'. Logo,
Ker(®,p) Ryeer Iy /1. Temos, naturalmente, I,/ I ~yee L,/ 10 @ 1) /I

A aplicagdo dual a ®,, é @] - J;fl — J,, dada por

(©7p(u)(f) = u(®rp(f))

lembrando que JJ = (I,/I;*')*. @  ¢é injetora. Isto segue do fato de ser dual a
uma aplicagao linear sobrejetora entre espagos vetoriais, pois se u € J; —1 ¢ tal que
@7 (u) = 0, entdo (P}, (u))(f) = 0 para toda f € I,/I;*" e disto, u(®,,(f)) = 0
para toda f € I,/I;*". Como ®,., é sobrejetora, dada g € I,,/I}, existe f € I,/I)*
tal que g = ®,,(f). Assim, u(g) = 0 para toda g € I,,/I} e portanto u = 0.

A aplicagao @} : J'H (M) — J"(M) tal que ®;(§) = @7 (§) é um morfismo
de fibrados vetoriais diferenciaveis. Temos que ®; ¢ linear em fibras e as preserva

por construcao. E ainda se £ € J"71(M), localmente £ se escreve

r—1 2- i 8k
£=2 D, Stahga—an

k=1 1<i1<..<ix<m

Mas ®*(£) se escreve localmente como

—

r—

) . oF
£ = > Wty

oy ... Oyte
11<i<...<ip<m Yy Yy

£
Il

pois os termos de ordem r nao pertencem a imagem de . Como as cartas em
J'71 (M) e J"(M) sao cartas fibradas, existe um difeomorfismo que leva a expressao
de ¢ em termos das coordenadas v e suas derivadas, na expressao de £ em termos
das coordenadas ' e suas derivadas. Da coincidéncia destas expressoes, segue que
®* ¢ infinitamente diferencidvel.

Dado p € M, pela hipotese de inducgao e pela inclusao acima, basta considerar
derivacoes de ordem menor ou igual a r que em uma vizinhanca de p tenham apenas
termos de ordem r. Sejam 7 uma tal derivacao e (U, z',...,2™) uma carta local
de M em torno de p na qual isto ocorra. De ser n derivacao de ordem menor ou

igual a r, temos que
nx™ .. a) = A (a2t Fatt(at L at)
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com A; operador diferencial de ordem menor ou igual a »—1. Da escolha da carta
local, temos que n(z™ ...z"~*) = 0, pois n possui apenas termos de ordem igual a
r. Portanto

nx™ . oat) = A (22t
e disto decorre que A, ¢ derivacao de ordem menor ou igual a » — 1. Podemos

escrever 1) em termos dos A, assim

B n(zh ... atr-1ak) o -
= Z Z r! Oxi .. Qzir-10xk

k=1111<..<ip_1

B in: Z Ap(zh .. i) o1 a
N r! oxit ... Qxir— Ok

k=111<..<ipr—1

A, 0

k=1

Do fato de Ay, ser derivagao de ordem menor ou igual a r — 1, a hip6tese de indugao
nos permite escrever

Akzvkouk

onde v é um campo vetorial e u; é uma derivacao de ordem menor ou igual a
r — 2, ambos definidos em U.
Da equagao 4.1, ficamos com
m m m
7 ZAk 0 Z(vkouk) 0 ZU U 0
—= —_— _—— = k [
r! Oxk rl Oz r! Ok
k=1 k=1 k=1
como o termo ”j—’f% é composta de derivacoes, é uma derivacao, de ordem menor

ou igual a r — 1 em U. Portanto

m
n= E V. © Wk

k=1
com v € T'(JY(U)) e wy € T(JYU)), para cada k = 1,...,m. Para nao sobre-
carregar a notagao, denotemos isto por n = v o u.

Sejam {U,} uma cobertura localmente finita de M e {p,} uma particio da
unidade subordinada a tal cobertura. Para cada indice «, podemos encontrar v, e
U COMO acima, tais que

7l = Vq O Uq,
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Construamos os campos ¢ € X(M), £,0 € T'(J""1(M)) com
(= ZPAUA; £ = vauua 0= ZWU,B
A v B

onde v3 = >, pa¥alps). Note que 6 estd bem definido, pois se pg tem suporte
em Up, suas derivadas também tém suporte em Up e entdo, dado p € M, v3(p)

¢ nao nula apenas para um numero finito de indices 5. Temos ainda que, dada
felc>*M),
pAA(Pt (f)) = papvor(un(f)) + pavalpw)un(f)
donde
papun)(f) = pavalpuun (f)) — pava(py)un (f)

pois se Uy NU, = &, entao ou p, ou p, € nula, donde prp,vy 0 u, = prp,7, € se
UxNU, # &, entao u,, = uy, em cada p € Uy NU,, donde prp, vy 0w, = prpu1.

Assim,

77(f) - ZPAPVU(f) - Z pkvk(puuu(f)) - Z pAU)\<pI/>ul/<f) -
AV AV A\ v

= Zp)\v)\ (Z pl,ul,(f)> - Zryuuu(f) -
= (Co ()=o)

Da hipétese de inducao, &,0 € T'(J"1(M) podem ser associados a elementos
de SDer™1(C*>(M)), donde n € SDer"(C*(M)). Como um elemento arbitrdrio
de D € T'(J"(M) é combinagao linear de elementos em I'(J"~!(M) e elementos de
ordem r, segue que

D € SDer"(C*(M)) O

4.3 Operadores Polidiferenciais

Definigao 4.3.1 (Poliderivagoes de uma &lgebra). Seja A uma K-dlgebra comu-
tativa, associativa, com unidade. Uma poliderivacao de uma dlgebra A é um ele-

mento do espago D,ui(A), definido como a sub-dlgebra de (C*(A, A),—) gerada
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por SDer(A). Denotamos Dy,,,(A) = Dyai(A) N C"(A, A). Denotaremos também
por D

poh(A) o espaco das poliderivacoes de grau n e ordem menor ou iqual a r, ou

seja, elementos de C"(A, A) que sejam poliderivagées geradas por SDer"(A).
Teorema 4.3.1. (Dp;(A),0n) € sub-complezo filtrado de (C*(A, A),dn).

Demonstracao. Para descarregar a notagao, denotaremos o produto da algebra A
com um ponto. Tomemos um elemento D € D 7. (A). Entdao D é combinagao
linear de elementos do tipo Dy — ... — D,, com D; € SDer"(A), para todo
i =1,...,n. Note porém que, se D; € SDer"(A), entdo é combinagao linear de
elementos do tipo X{o...0 X!, j <7, com X} € Der(A), para todoi=1,...,n,

para todo 7 < r. Entao, se a,b € A

Sp(Xio. .. oX})(a@b) =
= a(Xi o. oXZ:)(b) —(Xjo... oX})(ab) + (Xio... oX;)(a)b =

_ Z S (X ) (a)(X,)(b) (4.2)

k=1 I

onde [}, denota um conjunto de indices, subconjunto de {1,. .., j}, com exatamente

k elementos [y, ..., [ tais que [y < ... < I, para k < 7, X} denota a composta
k

Xio...0 X;S 0...0 X;, na qual estao ausentes todos os elementos st, ls € Iy, em
ordem, e X} denota a composta X} o...o X nesta ordem.

Assim, 0y (Xjo...0X}) € th’fh "(A). Como &y é uma derivacio de grau 1 de
(C*(A, A),—), segue que

n

0u(Dy— ... = D) => (=1)"'Dy — ... — 654(D;) — ... — D, (4.3)

=1

Por linearidade, D € D, /.(A), resulta oy(D) € D;JZH(A). Isto mostra que

(Dpoi(A), 0p) é subcomplexo de (C*(A, A),dn) e ainda, filtrado pela ordem da

derivacao. O]

Definigao 4.3.2 (Alternador em D7.(A)). Se A € uma K-dlgebra associativa,

poli
comutativa, com unidade e o corpo K tem caracteristica zero, definimos paran > 1,
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a aplicagdo linear Alt : D) 21.(A) — D,2.(A) dada em elementos decomponiveis por

1
Alt(Dy — .. = Dy) = — > " £(0)Doty = - = Do)
G’GSn
onde o denota uma permutacdao de S,, o conjunto de todas as permutacgoes de n

elementos, e (o) denota o sinal da permutagdo.

Proposigao 4.3.1. Seja D € D,7.(C*(M)) tal que D ¢é fechado pelo diferencial
de Hochschild. Entio existem uma cocadeia E € D™ M (C®(M)) e um elemento

poli
n € MDer™(C>*(M)) alternado, tais que
D =oy(E)+n (4.4)

A demonstracao desta proposicao é deixada para o apéndice A.

Notagao 4.3.1. Seja A uma K-algebra associativa, comutativa, com unidade. De-
notaremos por D(A) = A @ D,,;(A). Note que (D(A),dy) é sub-complexo do
complexo de Hochschild (C*(A, A),dn).

Teorema 4.3.2 (O teorema de Hochschild-Kostant-Rosemberg para variedades
diferenciaveis®). Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. Os com-
plezos (D(C*(M)),0n) e (2e(M),d), onde d : Qe(M) — Q¢(M) € o diferencial

identicamente nulo, sao quase-isomorfos.

Demonstracao. Seja  Alt(M Der™(C>*°(M))) a imagem do alternador em
M Der™(C®(M)) = D™1.(C>*(M)). Definamos a aplicacio linear ¢ : Q,(M) —

poli

Alt(M Der™(C>(M))) dada em elementos decomponiveis por
DXL A AXY) = AKX, — ... — X,)

paran > 1. Note que v preserva fibras. Vejamos que 1 é injetora. Sejan € €2, (M)
tal que ¥(n) = 0. Em cada ponto p € M, 5, se escreve como combinagao linear de

elementos de uma base para A,(7,M), que sao do tipo X;,, A ... A X;,,. Porém

B(Xip Ao A X)) = Al Xy — .= X)) = AKX, ® ... © X,,,) =
= Xip Ao A X

®Esta demonstragdo segue a técnica exposta em [3]
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pois em cada ponto o produto — coincide com o produto tensorial, dado que
cada X;, pode ser encarado como um funcional linear. Portanto, ¢(n) = 0 re-
sulta em 7, = 0 para todo ponto p, logo n = 0. Vejamos que 1) é sobrejetora.
Seja N € Alt(M Der™(C>°(M))). Por linearidade, basta considerar N do tipo

1

] Z e(0)Xo@y — ... — Xo(n). Tomamos entdo 1 € ©,(M) como X; A... A X,.
T o€,

Segue que

1
YXI A AX) = AKX — o X)) = = Y e(0) X ) o X
s O'ESTL

Por linearidade, ¢(n) = N. Assim, podemos associar elementos alternados em
M Der™(C*>(M)) a campos de n-vetores de maneira biunivoca. A partir de agora,
nao faremos mais distin¢ao entre tais elementos. Chamemos J, a familia de
aplicagdes que tomam cocadeias D € D5,(C*(M)) e as levam em J,(D) =
Alt(D), paran > 1 e Jy a identidade em C'*(M). Como C*°(M) é comutativa, oy
¢ identicamente nulo em C*°(M). Logo, J; 0 6y = d o Jy. Seja D um n-cobordo,
n > 1. Entao existe F, uma (n — 1)-cocadeia tal que D = g (F). As férmulas 4.2
e 4.3 nos mostram que dy(E) é combinagao linear de termos que sdo simétricos
em duas entradas, logo s6 pode ser Alt(dy(E)) = 0. Segue que J, 06y =do J,_q,
pois d é identicamente nulo. Assim, cada J, induz um morfismo em cohomologia
J2 - HY(D(C®(M))) — H(2,(M)).

Do fato de (€2,,(M), d) ser dotado do diferencial identicamente nulo, temos que
H™(Q,(M)) é isomorfo como R-espago vetorial a §2,,(M), para todo n > 0.

Claramente, J§ ¢ isomorfismo. Seja D um n-cociclo, n > 1. Da proposicao
4.3.1 temos que D = 6y (FE) +n, para £ uma (n — 1)-cocadeia e n € Q,,(M). Disto
decorre que se 8 € H"(Dpo;(C*°(M))), cujo representante em D,q;(C*(M)) é D,
D pode ser escrito como D = §y(F) + 1 e entao

Jn(0) = [Jn(D)] = [Jn(0u(E) +n)] = [n] = n

Temos que J é injetora. De fato, se 6 é tal que J*(0) = 0, entao [J,(D)] = 0,
e portanto J,(dg(E) +n) = Ju,(n) = 0 resultando em n = 0, pois J,(n) = n.
Logo, D = 0g(F) e entdo 0 é a classe nula. J é sobrejetora. Para verificar

isto, basta notar que €2,,(M) é isomorfo a Alt(M Der™(C>(M))), que esta contido

90



em M Der™(C*°(M)) que por sua vez estd contido em D’ (C*°(M)), para todo

oli
r > 1. Entao, dado n € Q,(M), o associamos a 7 € DZL(;Z.(COO(M)). Mas pelo
teorema 4.1.1, n é um n-cociclo. Assim, J,(n) = 1. Note ainda que, do fato de
ser 7 alternado e tendo em vista as formulas 4.2 e 4.3, n nao pode ser um cobordo
e portanto a classe de n em H"(Dpo;(C>°(M))) é nao nula. Segue que J é um
isomorfismo em cohomologia para todo n e assim (D(C*(M)),dn) e (2e(M), d)

sao quase-isomorfos. O

4.4 Epilogo

E possivel mostrar que para uma R-algebra associativa, comutativa, com unidade
A, D(A) é fechado para o colchete de Gerstenhaber. E sabido que
(C*(A,A),[, |le), onde [, ]¢ denota o colchete de Gerstenhaber, é uma super-
algebra de Lie (com grau reduzido). Definindo o diferencial 6 : C*(A,A) —
C**t1(A, A) como a aplicagao linear que, para f € C™(A, A), ¢ dada por §(f) =
(—1)™" 165 (f) e adicionando-se isto & proposigao 4.1.3, da identidade de Jacobi
segue que 6 é uma derivagao de grau 1 da super-dlgebra de Lie (C*(A, A),[, o).
Uma super-dlgebra de Lie é dita super-dlgebra de Lie diferencial, quando existe
uma derivagao de grau 1 d da super-algebra de Lie que é também um diferencial,
ou seja, d*> = 0. Assim, (C*(A, A),[, ]g,d) é uma super-algebra de Lie diferencial
[6]. Além do mais, o colchete de Gerstenhaber é uma derivacao de grau -1 com
relagao ao produto —.

Por outro lado, se M é uma variedade diferencidvel, [, |xs o colchete de
Nijenhuis-Schouten em €2,(IM), é 0 tinico colchete para o qual Q24(M) adquire estru-
tura de super-algebra de Lie e ainda é uma derivacao de grau -1 com relacao ao pro-
duto A. Ao tomar o diferencial nulo d = 0 em ,(M), temos que (2,(M), [, |ns,d)
¢ uma super-algebra de Lie diferencial. O teorema 4.3.2 permite relacionar, em
cohomologia, as super-dlgebras de Lie diferenciais (D(C*(M)),[, |g,0) e
(Qe(M), [, ]ns,d). Notemos que o colchete de Gerstenhaber induzido |, |5 torna
(H*(D(C>=(M))),[, ]¢) uma super-algebra de Lie, o diferencial induzido § é uma

derivacao de grau 1 desta super-algebra de Lie e [, |5 é uma derivagao de grau -1
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com relacao ao produto A, que é o produto induzido de — em cohomologia. Entao
[, ]a é o colchete de Nijenhuis-Schouten em ,(M).

A relacao entre as super-algebras de Lie acima citadas, motiva o estudo das
relacoes entre modelos geométricos e estruturas algébricas. Uma variedade de
Poisson, por exemplo, possui uma estrutura algébrica, o colchete de Poisson, que
permite expressar equagoes de evolugao em sistemas hamiltonianos. Podemos as-
sociar a tal colchete um tensor de Poisson B, que deve satisfazer [B, B]ys = 0.
Disto inferimos que as propriedades do colchete de Gerstenhaber na cohomologia
de Hochschild dos operadores polidiferenciais nos fornece informacoes sobre as pro-
priedades de campos de polivetores sobre uma variedade diferenciavel, que por sua
vez se relacionam com a dinamica presente em tal variedade, como por exemplo,
se tal variedade possui ou nao estrutura de Poisson, uma vez escolhido um campo
de bivetores.

Um dos possiveis desdobramentos desta relagao é o estudo de algebras nao co-
mutativas a partir de modelos geométricos nao comutativos, através de deformagoes
de algebras associativas e comutativas, como feito em [4]. Tal relagdo também é
central no estudo de quantizacao de variedades de Poisson, por deformacao da

algebra de Poisson associada, como mostra [12].

92



Apeéendice A

O objetivo desta secao é demonstrar a proposicao 4.3.1. Tal proposicao permite es-
crever um cociclo do complexo de Hochschild das poliderivagoes da algebra C*°(M),
das funcgoes infinitamente diferenciaveis sobre uma variedade diferenciavel M, como
soma de um cobordo e uma multiderivacao alternada. Em outras palavras, todo
cociclo é coomoélogo a uma multiderivacao alternada. A demonstracao! serd prece-
dida de duas proposigoes auxiliares. De agora em diante, A denotard a R-dlgebra
C>°(M). O produto em A serd denotado por justaposicao. M Der(A) é o espago
das multiderivagoes em A, D,y;(A) é o espaco das poliderivagdes em A e §y denota
o diferencial de Hochschild.

Lema A.0.1. Seja C € MDer"(A). Entio existem E € DZ()_z@'LZ(A) ew €
Alt(M Der™(A)) tais que

Demonstracao. Paran =1 o resultado é trivial. Seja C' € M Der"™(A), com n > 2.

Entao C' é combinacao linear de elementos do tipo
X1 ~ ... Xn

com X; € Der(A) para cada i = 1,...,n. Para cada i = 1,...,n — 1, seja

O, : MDer™(A) — D;O_lil’z(A), dada em elementos decomponiveis por

Pi(X;— ... — X)) = (DX, — ... — (XjoXip1) — ... — X))

Esta demonstracio segue o que foi feito em [11]
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e estendida por linearidade. Segue das propriedades de éy que

:levXZVXZ+1V\—/Xn+X1VV H_leZVVXn

Denotando por 7; a troca de elementos nas posicoes consecutivas i e ¢+ 1, podemos

escrever
og(P;( Xy — ... — X)) =X1— ... — X, +1:.X; — ... — X,
que, por linearidade, resulta em
oy (®,C)=C+7,C
Entao, para transposigoes consecutivas 7; e 7;, vale

0 (Pi(;C) — 2;C) = 6u(Pi(7;C)) — 6u(®;0) =
B TjC—|—Ti'TjC—C—TjO:
T - TjC - C

Seja ¢ uma permutagao de {1,...,n}, ou seja, o € S,. Entdo o pode ser escrita
como composta de um ntumero finito de transposicoes consecutivas. Escrevamos

o =T, T,. Definamos a aplicacao ®,, construida a partir desta permutacao,

por

D (C) = 05,4, (C) = @4y (T3 - - 73, C) — @iy, (C) =
k

(_1)l+1q>iz(7_il+1 T O)

1

k
l

Com isto, temos que

k
5i(2,(C) = Y (1), -1, C 7y, O) = - C + (~1)FFIC

=1

Denotando o sinal da permutagiao o por (o), ficamos com
£(0)og(P,(C)) =¢e(o)o-C —C
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Tomando

temos que

mostrando que

C=6u(P Z O

Lema A.0.2. Sejam M = R™ e C' € D.7.(A) tal que 65C = 0. Entio existem

E e D" V" A) ew e Alt(MDer™(A)) tais que

poli

Demonstracao. Procedamos por inducao no grau da derivacao. Se C' tem grau 1,

entao 0y (C) = 0 significa que
C(ab) = C(a)b+ aC(b)

ou seja, C' € Der(A) donde podemos tomar £ = 0 e w = C. Suponha o resultado
valido para n — 1. Seja um cobordo C € Dpoh(A), com n > 1. Entao C pode ser

escrito como

C = Za — Dy, +C

|I1|=r
onde I1 = (i, . ..,1,) ¢ um multi-indice que denota quais derivadas parciais compdem
o operador diferencial, |I;| denota a ordem do multi-indice (quantos elementos pos-
sui) e C é a parte de C' com ordem menor que 7 no primeiro argumento. Nao hd

prejuizo a argumentacao ao supor |I;| = r.
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Como 6y C' = 0, temos que

+C"' =0

ozt

Ii|=r
onde C’ contém os termos de dyC' cujas ordens de derivacao na primeira entrada
sao inferiores a r. Assim, C' é um n-cociclo no qual os coeficientes de maior ordem
na primeira entrada constituem (n — 1)-cociclos. Da hipétese de indugao, podemos
escrever Dy, = 6y (Eyp,) + Fy,, com E;, € D™ 2" (A) e F;, € Alt(MDer™ '(A)).

poli

= Z Oxh = B

[I1|=r

Facamos

Temos entao que

ar
C:=C+0uyG = Zathh+c+Z(sH(axl>th

[I1|=r [T1|=r

que também é um cociclo. Chamando

a’r’
H=C+ ZaH(awI)th

[I1|=r

vemos que H possui apenas termos de ordem estritamente menor do que r na
primeira entrada. Nossa intencao é mostrar que é possivel escrever C' como soma
de um cobordo e de um elemento cuja ordem de derivagao na primeira entrada é
estritamente menor que r. Para tanto, escrevamos

ol OlInl
H= Y Hpy 27— - —

wodn o1 I
xh xln
Iy g g

" 0 0
R = E — — I, = - — - —
m oxh ; 8:16 L iz Oxin

1|=T 17127 5t

Como 65(C) = 0e C = R+ H, das propriedades do diferencial de Hochschild,

temos que

235 0 a+
H 8$I 1 Ozt T Ogin

117127 B

" oinl oIt o
k— -
n Z Hi 1. Z( 1) 1(93;11 — ... — 0y (Gq:fk) == o =0

NI k=1




resulta em
n—1

Tthihn-,in +2 E :Hf_l,i1,---7{i17iz+1},--~,in =0
=1

onde I; denota o multi-indice que surge da reducdo de I; em uma ordem e os
colchetes {} denotam os indices que sdo simétricos, ambos efeitos devidos a agao
do diferencial de Hochschild. Os demais termos de H nao nos fornecem informacao
para nossos propoésitos. Tomando todas as permutagoes nas ultimas n entradas,

alternando e somando, ficamos com
Z g(g)Rfl,a(il),...,a(in) =0
O'GSTL

De ser R anti-simétrico nas ultimas n — 1 entradas, segue que
n
J— S ~
R(Iluil)viQV'win - : :(_1) R(Il,is),ig,...,is,...,in
s=2

onde (I1,1) denota o multi-indice I; acrescido do indice i, e i denota a auséncia

de 7, na lista. Da simetria no primeiro multi-indice, ficamos com

T n
—_ S ~
TR i, i = E E (—1) R(Il,is),ig,...,is,...,in

k=1 s=2

Fazendo

= +Y R ;

(T1,85)482,-wvslsyeeesin I1,i5,%2,...,85,...)in (T30 ) i y025ee eyl yee i
k=1

onde (Iy; %,,) denota o multi-indice obtido ao retirar-se i, de I, temos que

n

Z(_]‘)SK(Il,is),iz,...ﬁs,...,in = (T + n— ]‘>R117i27---7in

s=2

Entretanto, é possivel escrever

Z(_1)SK(11,is),ig,“.,%s,...,in =(n—1)Kpy,.int
s=2
+ Z(_l)t(” 1=Ky irinoivin T K i Loy
—3
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Notemos agora que, ao aplicar o diferencial de Hochschild a termos do tipo
ol 9 0 0

ein gl Ogiz | Qgis T Qi

obteremos termos correspondentes a termos do tipo

anl 9 )

" Ozl oxt2 Oxin

e ao aplicar o diferencial de Hochschild a termos do tipo

KII:

K.,

+ K

Iy 77;t7177;27---7'zt717---7in)
oMl 0 0? 0
—_— N~ T .. Y ... B
Ozt ox'2 Oxit-10xt Oxin

obteremos termos correspondentes a termos do tipo

( Il7it77;27---7it7---7i7L

+ K

Iy 77:t7177:27-~~7’zt717--~7in)
- oMl 0 0 0
> (-1 — e e e e —

oxh Oxit—1 oxt Oxin

e simétricos. Portanto é possivel construir um elemento K tal que dy K envolva

( T1it,02,. ity in

todos os termos de R, sem que adicione termos de ordem maior ou igual a r. Isso
mostra que existe uma cocadeia G’ tal que C' — §y(G’) tem derivadas parciais de
ordem estritamente menor do que r na primeira entrada. Iterando este procedi-
mento se necessario, é possivel construir uma cocadeia G tal que C! = C'—dy G é de
primeira ordem na primeira entrada. No que segue, basta considerarmos cociclos

C da forma

C=> X;—D;

onde X; € Der(A). Pelo mesmo argumento utilizado no inicio desta demonstragao,
0gC = 0 fornece dyD; = 0, e a hipotese de inducdo novamente nos da D; =
duE; + F;, com E uma (n — 2)-cocadeia e F; multiderivagao alternada de grau

n — 1. Assim,

= —u (inva) +> Xi—F,
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Como X; — F; € M Der"(A), o lema anterior fornece X; — F; = dy B; +w;, donde

C =dy <Z(Bi—Xiin)> +w O

7

Temos entao o seguinte

Teorema A.0.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Se C' € D, (A) € um
cociclo, entdo existem E € D™ " A) e w € MDer™(A) tais que

poli

O:5HE+W

Demonstragao. Seja C' um n-cociclo. Tomemos uma cobertura aberta de {U,} de

M e uma parti¢ao da unidade {p,} subordinada a esta cobertura. Entao podemos

C=> pC

com cada p,C' um cociclo com suporte em U,. O lema anterior garante que, para

escrever

cada «, existem E, e w, tais que
paC = (SHEa + Wq

que, por construcao, tém suporte em U,. Disto segue que

E=)_E,

w:E Wa
«

anl,rJrl

ot (A), w é anti-simétrico e pertencente a

sao objetos bem definidos, E €
M Der™(A), tais que
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