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Resumo

Nesta dissertacao, trataremos o problema de obter uma sequéncia de Auslander-Reiten para
um modulo M sobre uma algebra de Hopf, sendo conhecida a sequéncia de Auslander-
Reiten terminando no médulo trivial. Auslander e Carlson provam em [3], entre outros re-
sultados, que se o médulo trivial € um somando direto de End (M) entdo a sequéncia exata
obtida da sequéncia de Auslander-Reiten do mdédulo trivial tensorizando por M é equiva-
lente a uma sequéncia de Auslander-Reiten de M, médulo um fator injetivo. Em [6], Green,
Marcos e Solberg estendem para dlgebras de Hopf de dimensao finita sobre um corpo K, e
com antipoda involutiva, varios resultados provados por Auslander e Carlson, sendo o prin-
cipal deles a resolucdao do problema acima no caso em que a antipoda de H é involutiva.
Palavras-chave: Sequéncias de Auslander-Reiten, Algebras de Hopf, sequéncias quase cin-
didas.



Abstract

In this work, we adress the problem of obtaining a Auslander-Reiten sequence for a module
M over a Hopf algebra H starting from the Auslander-Reiten sequence that ends at the trivial
module. Auslander and Carlson have proved in [3], among other results, that if the trivial
module is a direct summand of End (M) then the exact sequence obtained from tensoring
the ARS of the trivial module by M is equivalent to an ARS of M, modulo an injective factor.
In [6], Green, Marcos and Solberg extend to finite dimensional Hopf algebras, with involutive
antipode, several results of Auslander and Carlson, the main result being the resolution of the
problem above in the case that H has an involutive antipode.

Keywords: Auslander-Reiten sequences, Hopf Algebras, almost split sequences.
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Introducao

Nesta dissertacao, estudaremos como obter uma sequéncia de Auslander-Reiten para um
H-moédulo M indecomponivel ndo projetivo a partir de uma sequéncia de Auslander-Reiten
para o mddulo tivial, onde H é uma &4lgebra de Hopf de dimensao finita sobre um corpo
K, com antipoda involutiva. Mais precisamente, o corpo K tem uma estrutura candnica de

H-moédulo, que chamamos de mé6dulo trivial e, se
0:0—-17(K)-E—K—0
é uma sequéncia de Auslander-Reiten, podemos obter a sequéncia exata
M®ro:0-MrT(K) > M®rE—M—0

aplicando o funtor M ® ¢ _ na sequéncia exata 6 e usando o fato que M e M @ K sdo isomor-
fos como H-moédulos. Estamos interessados em verificar sob quais condicdes a sequéncia
exata M ®k 6 é uma sequéncia de Auslander-Reiten. Auslander e Carlson provam em [3],
entre outros resultados, que se o médulo trivial K é um somando direto de End (M) entao
a sequeéncia exata M ® 0 é equivalente a uma sequéncia de Auslander-Reiten médulo um
fator injetivo. Em [6], Green, Marcos e Solberg estendem para algebras de Hopf de dimensao
finita sobre um corpo K varios resultados provados por Auslander e Carlson em [3], sendo
o principal deles a resolucdo do problema acima no caso em que a antipoda de H é involu-
tiva. Desenvolveremos nesta dissertacdao toda a teoria bdsica de dlgebras de Hopf e a parte
essencial da teoria de Auslander-Reiten necessdrias para resolver este problema.

No capitulo 1, apresentaremos os conceitos basicos que estaremos usando durante este
trabalho e alguns resultados técnicos necessarios.

O capfitulo 2 é dedicado a teoria bésica de 4lgebras de Hopf, seguindo [8], [7] e [5]. Entre
os principais resultados, estdo o teorema fundamental dos médulos de Hopf e o teorema
de Maschke para dlgebras de Hopf, que caracteriza quando a 4lgebra é semi-simples. Mos-
traremos também que uma élgebra de Hopf de dimensao finita é uma édlgebra de Frobenius.
Este fato vai ser importante para resolucao do problema principal do trabalho. Os resultados

apresentados na secio Homomorfismos terdo um papel fundamental na generalizacdao dos



resultados que temos para grupos e que sdo usados para resolver o problema citado acima
nesse contexto.

Comecamos o capitulo 3 apresentando algumas propriedades do funtor Tr e a relacao
entre o funtor DTr e a composta do funtor de Nakayama .4 com o segundo syzygy 02, no
caso de dlgebras auto-injetivas. Esta relacao sera fundamental na tltima secao do trabalho.
O resultado principal que demonstraremos na secdo sobre sequéncia de Auslander-Reiten,
€ o que justifica porque o primeiro médulo da sequéncia de Auslander-Reiten de um mo-
dulo M é o DTr(M), seguindo [4]. Os demais resultados importantes, como a existéncia da
sequéncia de Auslander-Reiten, que omitiremos as demonstracoes, podem ser encontrados
com maiores detalhes em [4] e [2].

No que segue, baseado em [3], [4] e [6], comec¢aremos a abordar mais diretamente o pro-
blema de obter a sequéncia de Auslander-Reiten desejada. Supondo que o médulo trivial
ndo é projetivo e observando que o médulo M ® K é isomorfo a M e que o funtor M ®x _
é exato, € razodvel perguntar o que acontece com a sequéncia de Auslander-Reiten termi-
nando no médulo trivial quando aplicamos o funtor M @ _. Como ja mencionado, se K é
um somando direto de End (M) entdo a sequéncia obtida é uma sequéncia de Auslander-
Reiten modulo injetivos. Terminaremos este trabalho apresentando a demonstracao deste

resultado.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo preliminar inclui determinados conceitos bésicos e alguns resultados técnicos
que serdo necessarios nos capitulos seguintes. Estamos supondo conhecidas as defini¢oes
de categorias, funtores e demais conceitos relacionados que estaremos usando neste traba-
lho.

1.1 Algebras e Médulos

Neste trabalho, salvo indicagdo em contrério, K sempre denotard um corpo, A uma K-élgebra
com unidade, Mod A a categoria dos A-moédulos a direitae mod A a subcategoria de Mod A
formada pelos A-mddulos finitamente gerados. Como M é um A-mddulo a esquerda se, e
somente se, M é um A% -maédulo a direita, usaremos a notagdo Mod A? para a categoria dos
A-moédulos a esquerda. Escrevemos M = M, para dizer que M é um A-mddulo a direita e
M =, M para dizer que M é um A-md6dulo a esquerda.

Uma sequéncia de A-mo6dulos e morfismos de A-médulos

fi fi
M - M; M,

é exataem M, se Imf;,; = Kerf;. Diremos que a sequéncia é exata se for exata em cada M;.

Diremos que uma sequéncia exata da forma
0—-L—->M—->N—0

é uma sequéncia exata curta.

Proposicao 1.1.1. Considere um diagrama comutativo cujas linhas sdo sequéncias exatas de
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A-médulos e morfismos de A-médulos

0 L -m—5-nN
|
| u lv lw
Y / /

0 LN

Existe uma tnica aplicagdo linear u : L — L' que torna o quadrado da esquerda comutativo,

isto é, talquevof = f'ou. Além disso, se v é um monomorfismo entdo u é um monomorfismo.
Demonstragdo. Ver [1], pag. 28. O

Corolério 1.1.2. Seja0— L LM E N uma sequéncia exata de A-modulos e de morfismos de
A-modulos. Existe um unico isomorfismou : L — Kerg talqueiou = f, ondei:Kerg — M é

a inclusdo canodnica.

Demonstragdo. Ver [1], pag. 29.
O

Proposicao 1.1.3. Considere um diagrama comutativo cujas linhas sdo sequéncias exatas de

A-mddulos e morfismos de A-médulos

LMt -nN 0
|
\Lu ll) | w
/ ’ N
Ay RN 0.

Existe uma unica aplicagdo linear w : N — N’ que torna o quadrado da direita comutativo,

paraaqual wo g = g’ov. Além disso, se v é um epimorfismo entdo w é um epimorfismo.
Demonstragdo. Ver [1], pag. 29. O

Coroléario 1.1.4. Seja L ImMENS 0 uma sequéncia exata de A-médulos e de morfismos de
A-mddulos. Existe um tinico isomorfismo w : N — Cokerf tal que gow = p, ondep : M —

Coker f é a projegdo canénica.
Demonstragdo. Ver [1], pag. 30. O
Definicao 1.1.5. Sejam M e N dois A-modulos.

(@) um morfismo f: M — N é uma se¢@o de mod A, se existe um morfismo g : N — M de
modA tal que, go f=idy

(b) um morfismo f: M — N é uma retragdo de modA, se existe um morfismo g: N — M de
modA talque fog=idy
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Definicao 1.1.6. Dizemos que uma sequéncia exata curta
f g
0—=L>M-—->N—-0

cinde, se existe um isomorfismoh: M — L® N tal que o diagrama

0—>1—t oM N0

o b,

comuta; onde q é a inclusdo e p é a proje¢do canoénica.

Teorema 1.1.7. Sejao : 0 — L 4 ML N—0uma sequéncia exata curta em mod A . As

seguintes condigoes sao equivalentes:
(a) asequéncia o cinde;
(b) f éuma segdo;
(c) g éuma  retragado.
Demonstragdo. Ver [1], pag. 74. O

Um A-moédulo P é dito projetivo se o funtor Hom (P, ) é exato ou, equivalentemente, se
para todo epimorfismo de A-mdédulos f: M — N e todo morfismo de A-médulos u : P— N,
existe um morfismo de A-moédulos v : P — M tal que u = f o, isto é, tal que o seguinte

diagrama comuta:

Ve
v o,
L f
M—N—0
Apresentaremos a seguir uma caracterizacdo para este conceito e algumas propriedades dos

modulos projetivos que serdo usadas livremente durante este trabalho.

Proposicao 1.1.8. Seja (P))cx uma familia de A-médulos. A soma direta ®;enP) é um A-

médulo projetivo se, e somente se, cada P, é projetivo.

Demonstragdo. Ver [1], pag. 101.

Teorema 1.1.9. Seja P um A-médulo. As seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) P é projetivo;

(ii) P é somando direto de um A-modulo livre;
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(iii) toda sequéncia exata curta da forma0— M — N — P — 0 cinde.
Demonstragdo. Ver [1], pag. 102. O
Seja M um A-mo6dulo. Uma sequéncia exata de A-moédulos da forma

p Pn-1
"*)Pnirgpn—l -

b M 0 (1.1

na qual cada P; é um A-moédulo projetivo, é chamada de resolucao projetiva de M. Uma

resolucdo projetiva de M da forma
Pl — P() - M-—0

é chamada de apresentacdo projetiva de M.

Um epimorfismo f : M — N é dito supérfluo se, para todo morfismo h : L — M tal que
foh:L— N sejaum epimorfismo, temos que h é um epimorfismo. Um par (B p) é uma
cobertura projetiva de M se P é um A-modulo projetivo e p : P— M é um epimorfismo su-
pérfluo. Além disso, se A é uma K-algebra de dimensao finitae M um A-mdédulo finitamente
gerado entdo M possui uma cobertura projetiva tinica a menos de isomorfismo, ver [1], pag.
210.

Dada uma resolucao projetiva de M como em (1.1), se (P;, p;) € uma cobertura projetiva
de Ker p;_;, diremos que (1.1) € uma resolucao projetiva minimal de M. Usaremos o termo
n-ésimo syzygy, com n > 1, para designar o médulo Ker p,_; que denotaremos por Q"*(M).
Denotando Q2°(M) = M, temos que Q" }(M)) =Q"*(M) para n > 1. Como duas resolucoes
projetivas minimais de M sao isomorfas (ver [1], pag. 279), temos que Q"(M) estda bem defi-

nido. Uma resolucdo projetiva minimal da forma
Pl — po - M—-0

é chamada de apresentacao projetiva minimal.

Lema 1.1.10. (Serpente) Considere um diagrama comutativo cujas linhas sdo sequéncias exa-

tas de A-médulos e morfismos de A-médulos

0 L M N 0
poole )
0 Ry y R\ 0

Existe uma sequéncia exata

O—)KerngergzKerh—>C0kerf£>CokergECOkerh—>0.



Capitulo 1. Preliminares 7

Demonstragdo. Ver [1], pag. 32. O

Lema 1.1.11. Seja h: Py— M uma cobertura projetiva do A-médulo M. Se a sequéncia exata

0-L—PLN-0

étal que N éisomorfoaM e F, é projetivo, entdo L ~Q(M)®P, para algum A-mddulo projetivo
p.

~ . g f A -
Demonstragao. Seja 0 — L — P;— N — 0 uma sequéncia exata em que N é isomorfoa M e
P; € projetivo. Considere um isomorfismo w : N — M. Como P; € projetivo, existe v : P, — P

tal que w f = hv, e entdo existe u : L — Q(M) que nos da o seguinte diagrama com linhas

exatas:
0 —f-p L. N 0
\Lu il/ \LW
0 QM) Py e p 0

Observe que v é um epimorfismo, pois hv = w f é um epimorfismo e h é supérfluo. En-
tao, pelo Lema da Serpente, temos o seguinte diagrama comutativo cujas linhas sdo sequén-
cias exatas

/

0*>Kerui>Kerv*>0

0 —&% -p Jt . N 0
u v w
n h
0—— QM) P M 0
Coker u 0 0

Note que g’ € um isomorfismo. Além disso, P, é projetivo, logo v é uma retragdo e assim,
concluimos que ker v € somando de Py, logo ker v € projetivo. Como ker v ~ keru, temos
que keru é projetivo. Portanto, se u for uma retracao, tomando P = ker u temos que L =~
QM)e P.

Provaremos que u é uma retracdo. Como v cinde e w é um isomorfismo, existem v’ :
Py— Pjew™:M — N taisque vov’ = idp e wow™' = idy. Logo, se hv = w f, entdo
h=w fv’. Portanto, w—'h = fv’. Entdo, temos o seguinte diagrama comutativo com linhas

exatas
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0 QM) X~p L= M 0
l u’ i v’ l w!
0 L—f-p t.oN 0

Dai, Wuu’ =vgu’ = vv'h’ = h/. Como h’ € mono, uu’ = idg,s. Portanto u é uma

retracao. O

Proposicao 1.1.12. Seja 6 : Q, EA Qo 5 M =0 uma apresentagdo projetiva de M, entdo o é

isomorfa a uma sequéncia exata 6’ : Q1 ® QY — Qy® Q) — M — 0 com Qy ~Qy.

Demonstragao. Seja (Qg,t) uma cobertura projetiva de M. Entdo, temos o seguinte qua-
drado comutativo
8
Q—>M—=0
lp lidM

Q—>M—=0
Como top = g é um epimorfismo e ¢ é supérfluo, concluimos que p é um epimorfismo. Mas
Q; € projetivo, logo, p é uma retragao e portanto, existe um isomorfismo ki, : Qo — Qy & Qy
onde Q; = ker(p). Vemos que Q; C I'm(f), pois g(Qy) =t o p(Qy) = 0. Sendo Qj projetivo,
a correstri¢do de f a Q € uma retragao, logo, existe um isomorfismo h; : Q; ~ Q& Qf com

Q7 ~Qy. Provaremos que 6 € isomorfa a sequéncia

’ ’ w I &
5:QoQ Lo eq Mmoo

onde g’=gohy' e f’=hgo foh;'. Para provar que § é isomorfa a 6, basta provar que &’ é

exata e que o seguinte diagrama é comutativo:

Q ! Qo M 0

R

QeQ) - QeQ —~M—=0

Pela definicdo de f” e g’, é claro que o diagrama acima é comutativo e que I'm(f”) C ker(g’).
Por outro lado, se g’(y) = 0 para algum y € Q; ® Qj, entdo g(hy'(y)) =0, como & é exata,
concluimos que hgl(y) = f(a) para algum a € Q;. Logo, y = hyo fo hl_l(hl(a)) = f'(hy(a)),

terminando a demonstracao de que o é isomorfa a é’. O

Um A-moédulo I é injetivo se o funtor Hom,(_, I) é exato ou, equivalentemente, se para

todo monomorfismo f: L — M e todo morfismo u : L — I, existe um morfismo v : M — [ tal
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que o seguinte diagrama comuta:

Teorema 1.1.13. Um A-méddulo I é injetivo se, e somente se, toda sequéncia exata curta da
forma
f g
0—-I>M->N-—-0

cinde.
Demonstragdo. Ver [1] pag. 105. O

Proposicao 1.1.14. Seja6 :0— L®I EA M N—0uma sequéncia exata. Sel é injetivo,entdo

0 éisomorfa a uma sequéncia exata da forma

5 :0-Lel Y Mer N0

Demonstrag¢do. Temos que f|; é uma secdo, pois I € injetivo e f é um monomorfismo. Pelo

teorema (1.1.7), temos o seguinte diagrama comutativo

0—>1- oL

lidf lh lidM,
p

O—I—M&l—M —0

onde h é um isomorfismo, M’ = Coker(f|;) e g e p sdo a inclusdo e a projecdao canonicas.
Logo, para provar que 6 é isomorfa a sequéncia 6’, basta provar que o seguinte diagrama é

comutativo com linhas exatas:

0 Lol ——M—5 N 0
\Lidm;] lh \LidN
id 4
0 Lol prer s N—0

onde f1 = f’o f|, e g’=goh~!. Acomutatividade do quadrado da direita segue da definicao

de g’, bem como o fato de que g’ é um epimorfismo. Observe que, paraxc Ley €1,

froflulx)+hoe f(y)
= [lof(x)+hofl(y)
= pohof(x)+hof(y)

e como ho f(L)C M’, temos que (f1,id;)= ho f, ou seja, o quadrado da esquerda é comuta-

fHix)+y
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tivo. Dai, obviamente, (f;,id;) € um monomorfismo.
Se g’(y)=0entdo goh~'(y)=0, mas 0 é exata, entdo existe x € L®I tal que f(x)=h"'(y),
ouseja, (f1,id)(x)=ho f(x)=y. Por outro lado,

g'o(fr,id;) = goh‘IO(fl,idz)

= gohlohof

= gof=0,.
e segue que a segunda linha é exata. Além disto, temos que g’'(I) = g’o(f1,id;)(0+1)=0,
logo g’ =(g0,0) onde go= g’ O

1.2 Produto Fibrado e Soma Amalgamada

Em vdrias situacoes, dados um morfismo f : M — N e uma sequéncia exata comecando
ou terminando em M, é importante construir uma sequéncia exata em paralelo para N de
modo a obter um diagrama comutativo cujas linhas sdo essas sequéncias. N6s precisamos
de duas destas construcoes para demonstrar um resultado central da teoria de Auslander-

Reiten e, para obté-las, precisamos dos conceitos de soma amalgamada e produto fibrado.

Definicao 1.2.1. Sejam f, : M, — M, f, : M, — M dois morfismos de Mod A. Um produto
fibrado de f, e [, é um modulo P e dois morfismos p,: P— M, e p,: P — M,, tais que:

(i) f1°l91=f2°l92;

(i) para todo médulo N e todo par de morfismos g, : N — M, e g, : N — M, tais que
fi0g1= f20 8>, existe um tinico morfismo g : N — P talquep,oc g =g, ep20 g = g».

N
AN 82
N
N
81 p p2 M2
lpl lfz
\
]\/[1 L M
Teorema 1.2.2. A cada diagrama
M,
;
fo h
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em Mod A, com a linha inferior exata, corresponde a um diagrama comutativo com linhas

exatas

0 M, & P P M, 0

\LidMo ipl lfz
fo f

1

0 M, M, M 0

onde (P, p1, p2) é um produto fibrado de f, e f>.

Reciprocamente, dado um diagrama comutativo com linhas exatas

o s

0 M, P’ M, 0
lidMo lpi le
0 M, fo M, h M 0

existe um isomorfismo f : P'— P, tal que po = fop;, p1o f =pj ep20 f =p,.
Demonstragdo. Ver [1], pag. 77. O

Definicao 1.2.3. Sejam f,: M — M, e [, : M — M, dois morfismos de Mod A. Uma soma
amalgamada de f, e f, é um moédulo Q com dois morfismos ¢, : M, — Q eq, : M, — Q, tais
que:

() qiofi=qz0f>

(i) para todo médulo N e todo par de morfismos g, : M; — N e g, : M, — N tais que
g10 f1 =820 f», existe um tinico morfismo g :Q— N talque goq, =g, e g0 g, = g».

M LN M,
fli iqz\\
q 82
M), ——Q
N
NI
N
81 \
N
Teorema 1.2.4. Cada diagrama
0 M h M, fo M, 0
le
M,

em Mod A, com a linha superior exata, corresponde a um diagrama comutativo com linhas
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exatas
0 M- My P My —— 0
e
0 M, -2~ 0Q " M, 0

onde (Q, q1,q.) é uma soma amalgamada de f; e f.

Reciprocamente, dado diagrama comutativo com linhas exatas

0 ML v L M 0
bl
0—>M, —2>Q 2 My,—>0

existe um isomorfismo f:Q — Q' talqueqoy=q’o f, foqi=q; e fog. = q,.

Demonstragdo. Ver [1], pag. 79. O

1.3 Algebras de Frobenius e Simétricas

Nos préximos capitulos vamos trabalhar com dlgebras de Hopf e veremos que uma 4lgebra
de Hopf de dimensao finita é uma édlgebra de Frobenius. Entdo, apresentaremos nesta secao
as definicoes e conceitos bdsicos sobre dlgebras de Frobenius. Para uma abordagem mais
detalhada, consulte [1].

Definicao 1.3.1. Uma K -dlgebra A é uma dlgebra de Frobenius se existe uma forma bilinear
ndo-degenerada (, ): A®x A — K tal que(ab,c) = (a,bc) para todos a,b e c € A (diremos
entdo que ( , ) é associativa). Além disso, diremos que a dlgebra de Frobenius A é simétrica se

aforma(, ) é simétrica.

Definicao 1.3.2. Seja A uma K dlgebra. Entdo, diremos que A é auto-injetiva se A, é um

A-médulo injetivo.

Em todo este trabalho, usaremos D para denotar tanto o funtor dualidade usual
Hom(_, K): modA°” — mod A.

quanto a sua inversa
Hom(, K): modA — mod A°”.

Recordamos que, se A é uma K-dlgebra e I é um A-mddulo entdo I € injetivo se, e somente

se, D(I) é projetivo (ver [4], pag. 32).

Proposicao 1.3.3. Seja A uma K -dlgebra de Frobenius de dimensdo finita. Entdo,
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() aA~D(Ap) e Ay~ D(4A);
(i) A éauto-injetiva;
(iii) A é simétrica se, e somente se, A~ D(A) como A-bimédulo.

Demonstragdo. (i) defina,: A — D(A)pory,(a)(a’)=(a,a’). Como (, ) é ndo-degenerada,
segue que Y, € injetora e como A tem dimensao finita, i, € sobrejetora. Além disso, se a, a’

e b € A entao

y.(ab)a')=(ab,a’)=(a,ba’) =y (a)ba’)=(y(a)b)(a’)

e portanto ¢, é um isomorfismo de A-md6dulos a direita. Para provar a outra parte, basta
definir y;(a)(a’) = (a’, a) e verificar que é um isomorfismo de A-md6dulos a esquerda.

(ii) Segue diretamente do item anterior e de que o funtor D leva mé6dulo projetivo em
injetivo.

(iii) Se A é simétrica, entdo (, ) é simétrica. Logo, Y, = ;. Portanto A ~ D(A) como
A-bimédulo. Reciprocamente, se ¢ : A — D(A) é um isomorfismo de bimédulos entdo (, ):
A®k A— K definida por a ® b — y(a)(b) é uma forma bilinear associativa, ndo-degenerada

e simétrica. O

O resultado mais importante desta secdo é que se A é auto-injetiva, entdo um A-modulo

finitamente gerado é projetivo se e somente se € injetivo.

Proposicao 1.3.4. Seja A uma K -dlgebra de dimensao finita. Entdo, sdo equivalentes:
(@) A éauto injetiva.
(b) um A-médulo finitamente gerado M é injetivo se, e somente se, é projetivo.

Demonstragdo. Suponhamos (a) e seja M um A-mddulo finitamente gerado. Se M é proje-
tivo entdo M é somando de um A-médulo livre A", para algum n. Como A é injetivo, A" é
injetivo, logo M é injetivo. Reciprocamente, se M é injetivo entdo D(M) é projetivo. Pela pri-
meira parte, segue que D(M) é injetivo. Logo, D(D(M)) ~ M é projetivo. Portanto, (a) implica
(b).

Que (b) implica (a) € claro, pois A é projetivo como A-mdédulo.

1.4 Defeito de Sequéncias Exatas

Nesta secdo, assumiremos que A é uma K-algebra de dimensao finita, no entanto, podemos

assumir de forma mais geral que K é um anel de Artin comutativo e A é uma K-algebra de
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Artin (ver [4], pag. 128). Sejao : 0 — L L M LN N — 0 uma sequéncia exata curta em
mod A. Na teoria de Auslander-Reiten, estamos interessados em uma classe das sequén-
cias exatas curtas onde um morfismo de A-médulos i : X — N se fatora por g, caso h
ndo seja uma retracdo. Portanto, € interessante estudar algumas propriedades do médulo
CokerHomy(X, g). Por exemplo, se CokerHom (X, g) = 0 entdo todo morfismo de X em N
se fatora por g. Denote por 0*(X) = Coker(Hom(X, g)) e 6.(X) = Coker(Homu(f, X)). 0. e 6*
sdo chamados de defeito covariante e contravariante da sequéncia exata 0, respectivamente.

Antes de falar sobre a propriedade de 6*(X) que estamos interessados, é conveniente
estabelecer algumas notagoes. Seja M um A-médulo ndo nulo. Uma cadeia finita com n+1
submédulos de M

M=My>M,>-->M,=0

€ chamada série de composicao de comprimento n para M, se é uma cadeia maximal. Pelo
Teorema de Jordan-Hoélder (ver [1], pdg. 168), podemos definir, sem ambiguidade, o compri-
mento [(M) de M como sendo zero se M =0 e n se M possui uma serie de composicao de
comprimento n. Sejam M e N dois A-moédulos. Denotaremos o comprimento do K-mé6dulo

Homu(M, N) por [(M,N). Usaremos ( )* para denotar o funtor
Homs(_,A): mod A— mod A°?

e a composta D( )’ serda denotada por .4"; o funtor .4/ = D( )’ é conhecido como funtor de
Nakayama.

Sejam f : X — Y um morfismo de A-md6dulos e Z um A-mddulo. Usaremos a notacao f*
para o morfismo Hom(f,Z) e f, para o morfismo Hom(Z, f).

Seja P, ELY P et M — 0 uma apresentacdo projetiva minimal de M. Denotaremos por
Tr(M) o A°?-médulo Coker ff. Veremos mais tarde algumas propriedades do A°”-médulo
Tr(M).

Proposicao 1.4.1. Seja 0 — M, ﬂ M, ﬁ M E <M, f"—? M, — 0 uma sequéncia exata.

Entdo,
n
D (—1iM)=0
i=1
Demonstragdo. Para n =3 ver [1], padg 170. Como M,/M, é isomorfo a Im f, podemos redu-

zir a sequéncia exata dada a uma sequéncia exata da forma

0— My/My — M 5o M, 5 M, —o0.
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Como [(M,/M;)=1(M,)— I(M,), segue por inducdo que
D Cyi)=o.
i=1

O]

Nosso préximo objetivo é mostrar que, dados M e N € mod A e uma apresentagdo pro-
jetiva minimal
pLpEM—0 (1.2)

de M, o comprimento de Hom (M, N) é dado pela férmula
I(M,N)=1(P,N)—1I(P,N)+I(N,DTr(M)) (1.3)
Para isso, comecando da sequéncia (1.2) obtemos a sequéncia exata
0— Homa(M, N) s Homa(Py, N) 25 Hom(P, N) (1.4)
Provaremos que Coker f*= N ®4 Tr(M). Note que temos a seguinte sequéncia exata:
N®s Py - N®, P = N®, Tr(M)—0. (1.5)
Para provar que Coker f* = N ®4 Tr(M), provaremos que N ®,4 (P;)! ~ Hom4(P;, N) como

consequéncia do seguinte fato mais geral:

Proposicao 1.4.2. Sejam A e B duas K -dlgebras, Py, um A-modulo projetivo finitamente ge-
rado, g M 4 um bimédulo e Ny um B-mddulo a direita. Entdo, existe um isomorfismo funtorial
de K-modulos

¢ :N®gHoms(PM)— Homu(BN ®p M)

definidopory ® f — (x —y ® f(x)), ondey € N, f € Homu(P, M) ex € P. Além disso, se \Ng

for um A — B-bimédulo, entdo ¢ é um isomorfismo de A-modulos a esquerda.

Demonstragdo. Se N for um A-médulo a esquerda, entdao N @ g Homu(PM) e N @ M pos-
suem estrutura de A-moédulo a esquerda e entao Hom (P, N ® g M) também possui estrutura
de A-mo6dulo a esquerda. Vamos verificar que o isomorfismo ¢ é um isomorfismo de A-
modulos. Para a prova de que ¢ é um isomorfismo de K-médulos, ver [1], pdg. 130. Entao,

provaremos apenas que ¢ é A-linear. De fato,
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plaly® ix) = ¢lay® f)x)
ay ® f(x)
a(y ® f(x))
a(p(y ® f)(x))
= (ap(y®)x)
paratodoac€A,xcPey® feN®gHoms(PM).
]

Pela proposicao (1.4.2) acima, temos que N ®,4 (P;)! ~ Hom(P;, N®4 A). Como N ®4 A ~

N, das sequéncias exatas (1.4) e (1.5), temos agora o diagrama comutativo com linhas exatas

0 —— Homu(M,N) —5—~ Hom(Py, N) ——~ Hom(P,, N) — Coker f* — >0

|
liﬂo lﬂﬂl | ¢
\i

NQu P/ NP N®yTr(M)—0

onde as aplicac¢oes verticais sao isomorfismos.

Resumindo a discussdo acima temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.4.3. Seja P, — Py— M — 0 uma apresentagdo projetiva minimal de M e seja N

um A-modulo. Entdo, temos uma sequéncia exata da forma

0— Homs(M,N)— Hom(Py, N)— Homs(P,,N) > N®, Tr(M)—0
Demonstragdo. Vide discussao acima. O

Queremos provar que
I(M,N)=I1(P),N)—I(P,N)+I(N,DTr(M))
mas, pelas proposicoes (1.4.3) e (1.4.1), temos
I(M,N)=1(P,,N)=I(P,,N)+I(N®y Tr(M))

Entdo, provaremos que [(N,DTr(M))=I(N ®, Tr(M)) como consequéncia do teorema

de adjuncao cléssico.

Proposicao 1.4.4. Sejam A, B duas K -dlgebras e La, \Mp e Ny trés modulos. Entdo, existe

um isomorfismo de K -médulos

v:Hompg(L®4 M,N)— Hom (L, Homg(M, N))
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funtorial em cada varidvel. Além disso, se L é um B-mddulo a esquerda, entdo v’ é um iso-

morfismo de B-moédulos.

Demonstragdo. Provaremos apenas a segunda parte, a primeira é o, bem conhecido, iso-
morfismo de adjuncao, ver [1], padg. 126. Sejam b€ B, f € Homg(L®4 M,N),x€ Ley € M.

Entao,

vVI(fB)x)y) = (fb)x®y)
= f(b(x®y))
= f(bx®y)
= v/(f)bx)y)
= (v(Hb)x)y)

Com isso temos Hom (N, DTr(M))~ D(N ®4 Tr(M)), logo

I(N,DTr(M))=1(D(N ®4 Tr(M)))=1(N Q@ Tr(M))

0 que prova a equacao (1.3).

Teorema 1.4.5. Sejad:0— M NS L—0uma sequéncia exata. Para todo X € mod A,
1(6.(DTr(X)))=1(6"(X))

Demonstragdo. Seja X € mod A. Entdo, segue da definicdao de 0. e 6* e da proposic¢do (1.4.1)
que
1(0"(X)=IX,M)—I(X,N)+1(X,L) (1.6)

1(0.(DTr(X))=I1(M,DTr(X))—I(N,DTr(X))+ (L, DTr(X)). (1.7

Subtraindo (1.6) de (1.7) e aplicando (1.3), obtemos

1(6.(DTr(X))) - 1(6%(X))

I(M,DTr(X))— I(N,DTr(X))+ (L, DTr(X))
—[I(X,M)— L(X,N)+ (X, L)]
= (I(P, M)~ L(Ry, M))+(L(P, N) = L(P1,N))
+(U(P, L) = L(Ry, L))
= I(P,M)-1(P,N)+1(P,L)
—[1(Po, M) = I(Py, N)+ L(Py, L)]
= 1(6*(R))— L(6*(R)).
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Como cada P; é projetivo, Homy(P;, ) é um funtor exato, logo, 6*(P;) = 0. Portanto,
1(6.(DTr(X)))=1(6"(X)) (1.8)

O]

Corolério 1.4.6. Sejao :0— M EA N L—0uma sequéncia exata em mod A. Entdo, para

X e mod A, sdo equivalentes:
(i) todo morfismo h: X — L se fatora por g;
(i) todo morfismo h': M — DTr(X) se fatora por f.

Demonstragdo. Pelo Teorema anterior, temos que [(6*(X)) = [(0.(DTr(X))). Dai, conclui-

mos que 0*(X) =0 se, e somente se, 0.(DTr(X))=0, ou seja, (i) e (ii) sdo equivalentes. [



Capitulo 2

Categorias de Modulos e Comodulos

2.1 Bidlgebras e Algebras de Hopf

Definicao 2.1.1. Uma K -dlgebra com unidade é um K -espago vetorial A com duas aplicacoes
K -lineares, a multiplicagdo u : A®x A — A e a unidade u : K — A, tais que os seguintes

diagramas sao comutativos:

a) associatividade b)unidade
AR AR A2 AgcA A®kA
id®u
fda® " kexA " A®x K

A®x A u A \ /
A

No diagrama da unidade, a aplicacdo de k ®; A em A é o isomorfismo candénico A® a —

Aa; analogamente para a aplicacdo de A ®; k em A.

Definicao 2.1.2. Uma K -codlgebra com unidade é um K -espago vetorial C com duas apli-
cagoes K -lineares, a comultiplicacdo A : C — C Qx C e a counidade € : C — K, tais que os

seguintes diagramas sdo comutativos:

a) coassociatividade b) counidade
C 4 C®xC C
y &
A A®idc k Rx C A C Rk K
CoC—% o Co.C % %’
C®xC

19
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Sejam C e D duas coalgebras, com comultiplicacdoes A¢c e Ap e counidades € e €p, res-
pectivamente. Uma aplicagdo f : C — D é um morfismo de codlgebras se Apo f =(fQ f)oAc

eec=¢€pof.

C D c—L-p

f
lAC lAD \ lGD
fef

C®KC*>D®KD K

Notacao: Usaremos a notacao de Sweedler para a comultiplicacao, pois é uma notacao efi-
caz na simplificacdo de varios tipos de operacoes. Dado uma K-codlgebra (C,A,e) e c € C,

podemos escrever

A(C):chi®C2i 2.1)
i=1

para cy;, ¢2; € C. Vamos reescrever (2.1) como
Alc)= Z €1®Co. 2.2)

Usando (2.2) para escrever a propriedade coassociativa de A, temos

ZC11®C12®C22201®021®C22:ZC1®C2®C3. (2.3)

Pela counidade, e pelos isomorfismos candnicos de C ®; k e k ®; C com C, temos

C:ZC16(C2):ZE(C1)C2. (2.4)

Sejam M e N dois K-espacos vetoriais, utilizaremos neste trabalho T para denotar a apli-
cacdo troca, ouseja, T: M ®x N — N Qx M é definidapor Tm®n)=n®mparameM e
neNn.

Proposicao 2.1.3. Sejam (C,Ac,ec) e(D,Ap, €p) duas codlgebras. Entdo, C ®kx D é uma codl-

gebra.

Demonstragdo. Definindo Acg,p :=(idc® T ® idp)(Ac®Ap) € €ceyp = Uk(€c ® €p), onde
Uk : K®g K — K é o isomorfismo canonico, temos que (C ®x D, Acg,p, Eceyp) € Uma codl-

gebra. Sejam ce C e d € D, entdo
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(id ® Acgip)Ace;p(c®d) = (id@ACeaKD)(ZCl@dl@Cz@dz)
Y a®d ®cy ®dy ®cy,®ds,
Y, ®d, ®c1,9d1, @, ®d>
(Acgp®id)D.c1®d, ® c; ®d>)
= (Acexp®id)Acgp(c®d)

(id ® €cerp)Acerplc®d) = (id®€C®KD)(ch®d1®Cz®dz)
Y a®di®ec(cs)ep(ds)
Y ciec(c)®diep(dr)®1
= c®dQ®l.

De forma anéloga, prova-se que (€cg,p ® id)Acep(c®d)=1®c®d.
]

Proposicao 2.1.4. Seja H um K -espaco vetorial. E suponha que H tem estrutura de K -dlgebra
com as aplicagoes u : H®x H — H eu : K — H, e de codlgebra com as aplicagoes A : H —

H®x H ee: H— K. Entdo, as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) Asaplicagoes u e u sao morfismos de codlgebras.
(i) Asaplicacoes A e € sdo morfismos de dlgebras.
Demonstragdo. u é um morfismo de coélgebras se, e somente se,
1. Ayou=(u®u)oAngn

2. EQe=¢€oy

u € um morfismo de codlgebras se, e somente se,
3. Acu=u®u
4. eou=idg.

Por outro lado, como
puoAper=UAuU)o(id®T®id)o(A®A)=ungno(A®A)

e u ® u é aunidade de H ®x H, temos que A é um morfismo de dlgebras se, e somente se,
vale (1) e (3) e € € um morfismo de algebras se, e somente se, vale (2) e (4). Portanto, (i) é

equivalente a (ii). O

Um K-espaco vetorial H com aplicagdes K-lineares u, u, A e €, que satisfaz as condicoes

equivalentes da proposicao anterior, é chamado de K-bidlgebra.
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Proposicao 2.1.5. Sejam C uma codlgebra e A uma dlgebra. Entdo Homg(C,A) é uma dlgebra

com o produto de convolugdo
fxg=u(f®g)A

para todos f,g € Homg(C,A).

Demonstragdo. Sejam f,g,he Homg(C,A), entdo

(f+xg)xh

u(f+g®h)A

u((u(f ® g)A)® h)A
pueid)(feg®h) (A®id)A
uid®u)(fe® g®h)(id ® A)A
u(f ®(u(g ® h)A)A

u(f ®(g*xh)A

f*(g=xh)

= 1l

portanto * é associativa. Observe que em (x) foi utilizado a associatividade de u e a coasso-

ciatividade de A. A unidade em Homg(C,A) é u o€, pois

f*(ue) = u(feoue)A
ulida@u)(f®idg)idc®€)A
= ulid\@u)f®idc)(®1)
plida @ u)(f®1)
= f
e, de forma similar, pode-se provar que (u€)* f = f. Para efeito de comparagao, provaremos

que (ue)* f = f utilizando a notacao de Sweedler para comultiplicacao. Seja ¢ € C, entao

(we)xfle)= Y (uele)f(c)= Y e(e)lf(c)= Y _fle(er)ea)=F()_eler)ea)= f(c)

O]

Observe que, se tomarmos A = K em (2.1.5), temos uma estrutura de dlgebra para H*, se
H for uma codlgebra. Por outro lado, se H é uma &lgebra, queremos definir uma estrutura
de codlgebra para H*. Observe que o produto de convolugdo, ainda no caso A = K, é sim-
plesmente a composta H* @ x H* A (H®x H)* = H*, onde a aplicacdo n é o monomorfismo
definido por n(a® B)(h® g)= a(h)B(g). Podemos seguir esta ideia para definir uma comul-
tiplicacdo em H*, mas vamos precisar supor que (H, u, u) € uma algebra de dimensao finita,
pois assim, 1 é um isomorfismo e, entao, podemos definir uma comultiplicacdo em H* pela

composta H* 5 (H®k H)* 1, m ®x H*.
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Proposicao 2.1.6. Sejam A e C dois K -espagos vetoriais. Se A é uma dlgebra de dimensdo

finita e C uma codlgebra, entéo
(@) A* é uma codlgebra.
(b) Homg(A, C) é uma codlgebra

Demonstragdo. Se A é uma élgebra de dimensao finita entdo a aplicacdo
n tA* ®KA* — (A ®KA)*

definida por n(a® B)a®b)=a(a)p(b) paraa, f € A*e a,b € A é um isomorfismo. Defina
Ay:=n"lou* e ey :=0ou* onde o: K*— K é o isomorfismo o(f)= f(1), ou seja, €4+(f) =
f(1). Provaremos que (A* A4:, €4+) € uma codlgebra. Sejam Aa+(f) =Y. g; ® h; para f € A*,
Ax(g)=2; 8, ® 81 e Au(hi)=3; h}; ® hi;. Entdo,

(Aa®id)Ax(f)= g, @8 ®h;
i,j

(id®AL)Ax(f)=D g ®h, ®h),.
ij

Sejan :A*Q@x A* @k A* = (A®x A®k A)* definida por n’(f® g®h)(a®b®c)= f(a)g(b)h(c)
para f,g,h€A*ea,b,c €A. Provaremos que

nQ g, ®g,®h)=n() gi®h,eh),
ij Py
logo, que Ay € coassociativa, pois 1)’ é injetora. De fato,

flabc) = w(f)ab®c)
n(Ax(f))ab®c)
. gilab)hi(c)
Y. (n(Ax(g))a®b)hi(c)
= Y., 85 @)glbhi(c)
= N, 8,;®8;®hi)a®b®c).
Por outro lado,
flabe) = p(f)a®bc)
n(As(f)a®bc)
Y. gila)hi(bc)
= X, gil@h;(b)h}(c)
= (X, 8®h,;®hl)a®bac).
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Além disso, f(a)= f(al)=p*(fla®)=nAs(Ha® )=, gi(a)h;(1)=3, gia)es(h),
ouseja, ). gi€x(h;)= f, e analogamente, Y. €4(g:)h; = f.
Como A tem dimensao finita, para provar o item (b), basta observar que Hom (A, C) ~

A*®g C e aplicar o item (a) e a proposicao (2.1.3). O

Pela demonstracdo acima, vemos que f(ab) = Zi gi(a)h;(b) para todo a,b € H, onde
h;,gie H e Ay:(f)= Zi g:®h;. Por outro lado, se (h’, g%); é uma familia finita de elementos
de H*, tais que f(ab)=)_, gi(a)h}(b) paratodo a,b € H, entdo Ap-(f)=) . g:®h; =) 8'®
Definicao 2.1.7. Seja H uma bidlgebra. Se a aplicagdo idy possui uma inversa S com relagéo

ao produto de convolugdo, entdo dizemos que S é a antipoda de H e que H é uma dlgebra de
Hopf.

Note que se S é a antipoda de H, temos

D Sthho = mS(ha) =e(h)1 2.5

paracada h € H.

Exemplo 2.1.8. A dlgebra de grupo KG é uma dlgebra de Hopf definindo A(g)=g® g, €(g)=
leS(g)=g ' paracada g eG.

Proposicao 2.1.9. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entdo,
(a) H* é uma dlgebra de Hopf;

(b) H~ H* como dlgebras de Hopf.

Demonstragdo. Que H* é uma dlgebra, segue direto da proposicado (2.1.5), tomando A = K
e C = H. Pela proposicao anterior, com A = H , H* é uma coélgebra. Entdo, para provar
que H* é uma élgebra de Hopf, temos que verificar que Ay e €+ sdo morfismos de dlgebras
(ou, equivalentemente, que * e u o€ sdo morfismos de codlgebras) e que H* possui antipoda.

Provaremos primeiro que Ay € um morfismo de algebras. Sejam f, g€ H*e h,l € H, entdo

(f+g)hl) = > f(hil)g(h:ly)
Zf1(h1)f2(11)81(h2)g2(12)
Z(fl*gl)(h)(fz*gz)(l);

logo, Ap+(f*xg)= Zfl*g1®f2*g2 =Apg(f)Ap(g). Temos também que e(hl) = e(h)e(l), logo,
Ap<(€)=€e®e€, entdo Ay~ é um morfismo de dlgebras. Para provar que €+ 6 um morfismo de

algebras, basta ver que

en(f+g)=f*g()=f(1)g(l)=en(flen(g)
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ex(e)=¢€(1)=1.

Finalmente, provaremos que H* possui antipoda. De fato, provaremos que S* : H* — H*
definida por S*(f)= f oS é a antipoda de H*. Sejam f € H* e h € H, entdo

DS ()*f)R) = D fioS(h)fa(hs)
> f(S(h)h2)
= fle(h))
f(e(h)
en(f)e(h).

Logo, >.(S*(f1)* f2) = ex(f)e. Analogamente, Y (f1 *S*(f2)) = €x+(f)e. Portanto, H* é uma
algebra de Hopf.

Para provar que H ~ H* como &lgebras de Hopf, basta provar que a aplicacdo usual
j : H— H*, definida por j(h)(f)= f(h) para h € H e f € H*, ¢ um morfismo de élgebras e de
coélgebras. Se h, g € H e f € H* entao

j(hg)f) = f(hg)

2 A f(g)

2 i) (8)f2)
((R)*j(g)(f)

e j(1)(f)= f(1) = en(f). Logo, j € um morfismo de dlgebras. Para provar que j € um mor-

fismo de codlgebras, temos que provar que Ag=oj=(j® j)oA e que € =€epy=o j. Mas,

J)(fxg)=Frgh)=>_ f(h)glh)=D_ j(m)f)I(ha)g)

para todos f,g € H* e h € H. Logo, Ag=(j(h)) = Y.j(h1) ® j(h2), mas, por outro lado,
(j®j)oA(h)=>_j(h)® J(hy), ou seja, Ay=o j(h)=(j ® j)o A(h) para todo h € H. Além
disto, e g=~(j(h)) = j(h)(€) = €(h) para todo h € H. Assim, concluimos que j é um morfismo
de codlgebras. Como H tem dimensdo finita j € um isomorfismo de K-espacos vetoriais,
mas vimos acima que j é um morfismo de dlgebra e de codlgebra. Portanto, j é um isomor-

fismo de algebra de Hopf. O

Exemplo 2.1.10. Tomando H = KG na proposicao anterior, concluimos que KG* é uma dlge-
bra de Hopf. Considere {p.|x € G} uma base de KG* tal que p.(y) = 0., para todo x,y € G.
Vamos provar que Agg-(px) =Y., yec Py ® Py-1x. Vimos anteriormente que esta igualdade segue

do fato de que p(ab) = Zyec py(a)p,-1.(b) para todo a,b € KG. Para demonstrar este fato,
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basta verificd-lo para a,b € G, que é uma base de KG. Sejam a,b € G, entdo

0, sex#ab
px(ab) =
1, sex=ab.

Suponhamos que x # ab. Casoy = a, temos que y~'x # b, ou seja, p,-1.(b) = 0. Caso
y # a, temos que p,(a)=0. Em todo caso, temos que p,(a)p,-1.(b) =0, logo, se x # ab entdo
ZyeG py(a)py-1(b) = 0. Como p,(a) =0 para todo y # a e supondo que x = ab temos que

py(a)py-:(b)=1 paray = a, concluimos que

0, sex#ab
D py(@)p,x(b)=

yeG 1, sex=ab.

ou seja,
px(ab)=> p,(@)p,(b),Ya,b<G.

veG
Proposicao 2.1.11. Seja H uma dlgebra de Hopf. A antipoda S de H satisfaz as seguintes
propriedades:

1) S(gh)=S8(h)S(g) paratodo g, h< H;

2) S(1)=1;

3) A(S(h)=2.S(h2)®S();

4) e(S(h))=e(h);

5) as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(@ Y.S(hy)h, = €e(h)1 para todo h € H

() >.h,S(hy)=e(h)1 para todo h € H
(C) §2 = ldH

Demonstragdo. 1) Sejam g, h € H. Defina F,G € Homy(H ®x H, H) por F(g ® h) =S(h)S(g)
e G(g®h)=S(gh). Provaremos que G*u = u* F = Uy o €gg, u, € com isso concluiremos que
F =G, ouseja, que S(gh)=_S(h)S(g) paratodos g,h € H.

uxF(g®h) = Y g1hF(g:®h,)
Zglh15(h2)5(gz)
2. 815(g2)e(h)
e(g)e(h),
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Gxu(g®h) = >.G(gi1®h)g2h,
= ZS(glhl)gzhz
= 2.S((ghh)(gh).

Sxidy(gh)
e(gh)
= €(g)e(g)
2) Comoe(1)=1eA(1)=1®1, temos que

S(1)=8(1)-1=(id*xS)(1)=¢€(1)1=1
3)ParaA, F=AoSeG=T(S®S)Aem Homg(H, H® H), mostraremos que FxA = AxG =

Une,HO€ € consequentemente, que AoS= T(S®S)A, ou seja, AoS(h) =D S(h,)®S(h;) para
todo h € H. Seja h € H, entdo

(FxA)(h) ZAoS(hl)A(hz)

= Y A(S(h)hy)
e(MA(1)
e(h)1®1

= Une.n©€(h)

(A*G)(h) = Y A(m)(S(hs)®S(h,))
= > hiS(hs)® hyS(hs)
> miS(hs)®e(hy,)
> hiS(hy)®1
e(h)1e®1
= Une,no€(h)

4) Para h € H, temos que

e(S(h)) = e S(hi)e(hy))
= 2 €(S(h))e(hs)
= Ze(s(hl)hZ)

e((Sxid)(h))
= €(h),

logo, €0 S = €. Observe que se H tem dimensao finita, esta igualdade é trivial, pois €0 S =
S*(e)=e.

5) (a) = (¢): Como S*S?(h) =>_S(h1)S?(hy) = SO_S(h2)h,) = S(e(h)) = €(h)S(1) = e(h)1,
temos que S? é a inversa de S. Entao, S =idy.
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(¢) = (b): Temos que ue(h) = (id *S)(h) = Y. h1S(h,) = Y. S*(h1)S(h2) = SO hoS(hy)),
entdo Soue(h) =S2(D_h,S(h1)) =>_ h,S(h,). Por outro lado, pelo item (2), segue que Sou = u,

Souoe(h)=uoe(h), eportanto

thsml): uoe(h).

De forma similar, podemos provar que (b) = (c¢) = (a). Portanto, (a), (b) e (c) sdo equiva-
lentes.
O

2.2 Mobdulos e Comodulos

Nesta secao apresentaremos a estrutura de comoddulo. Nosso principal objetivo é provar o
Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf, que serd essencial para dar uma caracterizacao
de semi-simplicidade para algebras de Hopf, bem como para provar que dlgebras de Hopf

de dimensao finita sdo édlgebras de Frobenius.

Definicao 2.2.1. Seja A uma K-dlgebra. Um A-modulo a direita, é um K -espaco vetorial M

com uma aplicagao K -lineary : M ®x A — M, tal que, os seguintes diagramas sdo comutati-

V0sS:.
M@cASKA — " _ M@rA MoK —" . MoiA
r®ida r r
M®yA ! M M

Proposicao 2.2.2. Sejam M e N dois H-mddulos, onde H é uma dlgebra de Hopf. Entdo,

(@) Homy(M, N) possui estrutura de H-médulo dada por (fh)(m) =Y. f(mS(h1))h, para
feHomyg(M,N)eheH.

() M®xN possui estrutura de H-médulo dada por(m@n)h =(m®n)A(h)=Y_ mh,®nhs,.

(c) K pode ser visto como um H-mddulo via a aplicagdo €. A agdo é definida por kh =
ke(h), paratodok € K eh e H.

Demonstragdo. (a) Sejam g, he H, f € Homg(M,N)e m € M entdo:
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(fe)h)m) = 3(fg)mS(h))h,
D (f(mS(h1)S(g1))g2)h-
Zf(ms(glhl))(gzhz)
= 2 f(mS(gh))gh
(f(gh))(m)

(b) Sejam g,he He m®n €M ®k N entdo:

(me®n)hg) = (mn)A(hg)
Y. m(hgh®n(hg),
= Y.(m(hig)®n(h,g»))
= Y(mh,®nh,)g
= (men)h)g

(c) Como €: H— K é um morfismo de dlgebras segue que K possui uma estrutura natural
de H-médulo dada por kh=ke(h)parake Kehe H.
O

Em particular, tomando N = K no item (a), Homy(M, K) é H-m6dulo com (fh)(m) =
f(mS(h)); além disso, vemos que fh =S(h)f onde a acdo a esquerda é a usual. Denotaremos
por ( )* o funtor

Homg(,K):ModH — ModH

que leva um H-mo6dulo M em um H-médulo M* com a estrutura comentada acima.

Definicao 2.2.3. Seja C uma codlgebra. Um C-comédulo a direita, é um K -espaco vetorial M
com uma aplicagdo K -linear p : M — M ®x C, tal que, os seguintes diagramas sdo comutati-

vos:

el

M M@y C M M@y C
P idpy®A idy®e
_®1
p®idc
MrC——M@rCrC M®gK

Notacao: Seja (M, p) um C-comddulo a direita. Para todo m € M denote

p(m)=2m0®m1

onde my € M e m; € C. Usando esta notagdo, a definicao de comé6dulo pode ser escrita da

seguinte maneira:
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Zmo(]@mol®m1=Zmo®mh®m12=2mo®m1®m2

Ze(ml)mo =m

Definicao 2.2.4. Sejam M e N dois C-comédulos com estruturas dadas por py; e pn, respec-
tivamente. Uma aplicagdo f: M — N é um morfismo de comédulos sepyo f =(f®idc)opu,

ou seja, se o seguinte diagrama é comutativo:

M N
-
MeyC 2L NeyC

Sejam C uma codlgebra, M um K-espago vetorial e p : M — M ®x C uma aplicacao
K-linear. Se m € M e p(m) =), m; ® c;, entdo podemos definir uma aplicacdo K-linear
Y, :C* @M —Mpor f@m— Y. flc;)m;.

Proposicao 2.2.5. (M,p) é um C-comddulo a direita se, e somente se, (M,v),) é um C*-

médulo a esquerda.

Demonstragdo. Seja p : M — M ®k C uma aplicagdo K-linear. Denote por f-m =1 ,(f®m)
e p(m)=>_mo®my, entdo f-m =Y. f(m,)m, paratodo f € C*e m € M.
Suponhamos que (M, p) seja um C-coméddulo a direita. Entdo, como 1.+ = €, segue da
definicao de como6dulo que
les-m =Z€(m1)m0 =m.

Logo,para f,geC*emeM

f-(g-m) = f'(Zg(ml)mo)
Zg(ml)f'mo
= 2 g(my)f(mo,)my,
= Zg(Mz)f(ml)mo
2.(fxg)mi)mo
= (fxg)-m,

ouseja, (M,v,) € um C*-moddulo a esquerda.
Reciprocamente, suponhamos que (M, vy, ) seja um C*-modulo a esquerda. Entao, €-m =
m, logo Y €e(m;)my = m, o que prova a segunda condicdo da defini¢ao de comédulos. Para

verificar a primeira condicdo, observe que, dados f,g € C*e m € M, temos (fxg)-m =
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f-(g-m).Seu :M®k K®x K— M é oisomorfismo candnico, entdo

(fxg)-m = Y (f*g)mi)myg
= Zf(mh)g(mlz)mo
= W(id®f®g)id®A)p(m)

f(g-m) = fglmi)mo)
= Zg(ml)f(mol)moo
= wW(id®feglp®id)p(m).
Logo, (id® f® g)id®A)p(m)=(id® f® g)(p ®id)p(m) para todos f, g € C*. Portanto,
(id®A)p(m)=(p ®id)p(m). De fato, podemos supor que

(p®id)p(m)—(id @ A)p(m)=> m;;®c; B¢

onde (c¢;); € uma base de C e m;; € M. Logo, m;; = p/(id ® e; ® e}‘)(z m;j®c;®c;)=0.
Portanto
(id®A)p(m)=(p®id)p(m).

O]

Exemplo 2.2.6. Se(C, A, €) é uma codlgebra entdo (C,A) é um comodulo. A proposigdo (2.2.5)
determina uma acdo a esquerda de C* em C dada por

f=c=)_flee

parafeC*eceC.

Se H é uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita entdo podemos definir uma estrutura de
H* médulo a direita para H, via o isomorfismo j : H— H*. De fato, se h € H e f € H*, defina
h— f=j"'(j(h)f). Mas, se g € H* entdo

GMf)g) = Jjlh)g*(S(f)
= gx(foS)h)
= 2 g(h)foS(hy)
= g(ZfOS(hz)hl)
= jfoS(ha)h)(g),

logo, j(h)f = j(ZfoS(hz)hl), ou seja, h — f = j~'(j(h)f) = ZfoS(hz)hl = S*(f) — h.
Portanto
h— f=8(f)—h. (2.6)
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Podemos definir também uma agdo a esquerda de H* em H dada por

f—h=>_f(Sh)h, 2.7)

e uma agdo a direita de H* em H dada por

h—f=> f(h)h 2.8)
e observe que f — h=h — S*(f).

Exemplo 2.2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com (h;) uma K -base para H
e(h?) a base dual para H*. Entdo, (H*, p) é um H-comédulo a direita, onde p : H* — H*® H é
definida por p(f) =Y., Ii* f ® h;. Pela proposigdo (2.2.5), basta verificar que ), é o produto
de convolugdo em H* (H* é um H*-mddulo a esquerda com o produto de convolugdo). Sejam
frg€H* ent@o),(g® )= g(h)hi*f=gxf.

Definicao 2.2.8. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um H-modulo de Hopf é um K -espago vetorial
M, tal que:

(1) M éum H-modulo;
(2) M éum H-comédulo, viap : M — M ®x H;

(3) p é um morfismo de H-modulos.

Em (3) estamos pensando M ®x H com a estrutura de H-mddulo definida em (2.2.2) (b).

Como (H,A) é um H-comd6dulo e A é um morfismo de H-médulos, da definicdo de bidl-
gebra (A é um morfismo de dlgebras), segue que H é um H-moédulo de Hopf.

Vimos anteriormente que H* é um H-comddulo a direita e um H-mddulo a direita (e
também um H°?-mdédulo com (h f)(x)= f(xh)). Entao, para provar que H* é um H-médulo
de Hopf, basta provar que p, definida no exemplo (2.2.7), € um morfismo de H-mddulos.

Obseve que, para todo f, g € H* e h,l € H, temos

gx(fr)1) = Y gl)(fh)l2)

> g(1)f(1S(R))
Zg(lle(hz))f(lzs(hl))
Zg(lls(hz)hS’)f(lZS(hl))
Y (h38)(11S(h2)) f(1:S(hy))
> ((hag)* f)IS(h))

= Y ((h8)* Hh)I)
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ou seja

g*(fh)=> (hg)* 2.9)

Utilizaremos (2.9) para provar que p é um morfismo de H-mdédulos. Para isto, basta
observar que g f =Y. g(x;)t; paratodo g € H* se, e somente se, p(f) =, t ® x;. Pois, se
f € H*, temos que

gx(fh) = X((hog)* )
Y. 2 [(heg)(hi)h;* flhq)
= X, 2 glhihe)lh; * flha
para todo g € H*,logo, p(fh)=_, > (Wi f)ha)® hihy = p(f)h.

Para completar a demonstracao de que p é um morfismo de H-md6dulos, vamos provar
que gxf=>_ g(x;)t] paratodo g € H* se, e somente se, p(f)=D_ 1 ®x;. Pela defini¢ao de p
no exemplo (2.2.7), temos que p(f)=> . hixf®h;. Se g*f = Z]. g(x;)t; paratodo g € H*,
entao hjx f =3 hi(x;)t;. Logo,

p(f) = Zi(zj‘ h?(xj)tj)(@hi
= 22t ®hi(x)h
= Zj [ ®x;

Por outro lado, se p(f)=)_ hixf@®h; =) . t;®x;, entdo ) . g(x)t; =) g(h))hixf=gxf.
Resumindo a discussdo acima, temos a seguinte

Proposicao 2.2.9. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entdo,
(i) H é um H-moddulo de Hopf
(i) se H tem dimensdo finita, entdo H* é um H-médulo de Hopf.
Demonstragdo. Vide discussao anterior. O

Exemplo 2.2.10. Seja V um K -espago vetorial. Definindo p : V®x H — V®x H®x H por
p =idv®@Ae(v®h)g =vQ®hg para todos h,g € Hev €V, temos que V®gx H é um
H-médulo de Hopf a direita. O teorema fundamental dos moédulos de Hopf diz que este é o

exemplo de H-médulos de Hopf, chamado de modulo de Hopf trivial.

Definicao 2.2.11. i) Seja M um H-médulo a direita. O conjunto dos invariantes por H

em M éo H-submoddulo

MY ={meM|mh=me(h),Vhe H}
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ii) Seja M um H-médulo a esquerda. O conjunto dos invariantes por H em M é o H-
submodulo
MY ={meM|hm =e(h)m,Vh € H}

iii) Seja M um H-comodulo. O conjunto dos coinvariantes de H em M é o subespago
M"={meM|p(m)=m®1}.

Teorema 2.2.12. (Teorema Fundamental dos Mdédulos de Hopf) Seja M um H-médulo de
Hopf. Entédo M ~ M*°H ®x H como H-médulos de Hopf a direita, onde M“°" ® x H é o médulo
de Hopf trivial.

Demonstragdo. Defina f: M@y H— M por m’® h— m’he g: M — M®“H®y H por

m— Z mS(m;) ® m,. Precisamos provar que, para m € M, temos Z moS(m,) € M°°H  Mas,

pP(omeS(my)) = D p(meS(m,y))
Zp(mo)s(ml)
= > (mo®my)S(my)
= 2.moS(ms3)® mS(m.)
= D meS(my)® e(m,)
= > meS(m;)®1

ou seja, Y mS(m,) € Me°H.
Provaremos que f, definida acima, € um isomorfismo de H-mdédulos de Hopf com f~! =

g. Sejam € M, entao

fog(m) = f(ZmoS(ml)@)mz)
= ZmOS(ml)mg
= > moe(my)

= m.

Por outro lado, sejam m’ € M“°" e h € H, entao

gof(m'®h) = g(m’h)
Y (m’h)yS(m’h),) ® (m' h),
= > m{hiS(m/hy)®@ m,h,
= S m'hS(hy)® hy
= > m'e(h)®hy
= m'®> e(h)h,
= mQ®h
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Portanto, fog=idy e go f=idyong. g
Para terminar a demonstracao, falta provar que f € um morfismo de H-mé6dulos de Hopf,
ou seja, falta provar que f é um morfismo de H-médulos e de H-comdédulos. Que f é mor-

fismo de H-modulos € claro, pois

f((m' @ h)l)= f(m’®@ hl)=m'(hl)=(m'h)l = f(m’'® h)]
param’® he M°" ®y H e | € H. Temos também que
pof(m"®h) = p(m’h)
= Zm’h1®h2

(f®idy) D m’'®h ®hy)
= (feidy)idyen ® A)(m’'® h)

Logo, f é um morfismo de H-comddulos.

2.3 Integrais e Semi-Simplicidade

Seja A uma K-algebra. Um A-médulo S é simples se os inicos submddulos sao 0 e S; S € dito
semi-simples se S é soma de A-md6dulos simples. A K-algebra A é semi-simples, se A vista

como um A-mddulo é semi-simples.

Teorema 2.3.1. Seja S um A-modulo. As seguintes condigoes sdo equivalentes:

(a) S é semi-simples;
(b) S é soma direta de A-mddulos simples;

(c) todo sub-modulo de S é um somando de S.

Demonstragdo. Ver [1], pag. 172. O

Uma integral a direita em H é um elemento ¢ € H tal que th = te(h), para todo h € H,

ou seja, t € um elemento de H; uma integral a esquerda em H é um elemento ¢’ € H tal

r . s s qe . I

que ht’=€(h)t’, paratodo h € H. Denotaremos por fH o espaco das integrais a direita e f o

o0 espaco das integrais a esquerda. No proximo lema provaremos, entre outras coisas, que a
existéncia de uma integral ndo nula em H implica que H é de dimensao finita.

Seja (C, A, €) uma codlgebra. Diremos que um subespaco J de C é um coideal a direita

se A(J) € J ®k C. Analogamente se define coideal a esquerda.
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Lema 2.3.2. Seja H uma dlgebra de Hopf. Se ] é um ideal e um coideal a direita (esquerda)
nao nulo de H entdo ] = H. Em particular,

(@) se H contém um ideal a direita ndo nulo de dimensdo finita, entdo H tem dimensdo
finita;

(b) se H é semi-simples entdo H tem dimensao finita;
(c¢) se H contém uma integral t, entdo H tem dimensdo finita.

Demonstragdo. Seja J um ideal a direita nao nulo e um coideal a direita. Se €(J) =0, entdo
para todo h € J temos h = Ze(hl)hz € e(J)H =0, logo, J =0, uma contradi¢do. Portanto,
€(J)#0, e entdo existe h € H tal que €(h) =1. Logo, 1 =€(h)1 =Y_h,S(h,) € JH C ], ou seja,
1€ J. Portanto J =H.

Provaremos (a) como consequéncia da primeira parte da proposi¢dao. Suponhamos que
J tenha dimensao finita e defina o ideal I = H* — J (onde f — x é como em 2.7). Provaremos

que I é um coideal e um ideal a direita. Sejam f € H*, x € J e y € H, entao

A(f—x)=D fS@)r®x=) f—x®xcl®xH

(f—x)y = 2 f(S(x))x2y

= Zf(e(Jh)S(xl))sz’z

= 2 f0nS(r)Sx))xays

= Z(fJ/l)(S(le/z))sz/3

= X(fn)—xpel,
logo, I é um coideal e um ideal a direita. Pela primeira parte da proposi¢do, temos I = H.
Portanto H tem dimensao finita, pois I tem dimensao finita.

Se H é semi-simples, entdo H = I & Ker(e) para algum ideal I. Como ker(¢) tem codi-

mensdo 1 em H, I tem dimensao 1 e o item (b) segue direto do item (a). Para provar o item

(c), basta ver que ¢ gera um ideal de dimensao finita e aplicar o item (a). O

Lema 2.3.3. Se (M, p) é um H-comédulo a direita, entdo M" = (M)*°H, com (M,y,) um

H*-mddulo a esquerda.

Demonstragdo. Sejam m € (M)*°H e f € H*, entdo y,(f ® m) = f(1)m = ey:(f)m, ou seja,
m € M". Reciprocamente, seja m € M, entdo v ,(f ® m) = ey=(f)m = f(1)m para todo
f € H*. Por outro lado, se p(m) =Y., m,® h’, entdo y,(f ® m) = Y, f(h;)m/ para todo
f € H*. Definindoy =m®1—(3, m;®h;)=m®1—p(m), temos que w(idy ® f)(y)=0
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para todo f € H*, onde ' : M ®@x K — M é o isomorfismo candnico. Podemos supor que

y= Z m; ® h; com (h;); linearmente independente. Logo,
m;=p/(id ® ?)(y)=0

para todo j. Dai, segue que y =0, ou seja, p(m)=m ® 1. Portanto, m € M4, O
Proposicao 2.3.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entdo,
r !
(a) f € f ,; possuem dimensdo um.
(b) aantipoda S é bijetora eS(fl)— fr
p 4 ’ v JH
(c) H éum H*-mddulo ciclico a direita e a esquerda.

(d) H é uma dlgebra de Frobenius.

Demonstragdo. (a) Como H tem dimensao finita, H* também ¢é uma &lgebra de Hopf de
mesma dimensao e, pela proposicao (2.2.9), H* é um H*-m6dulo de Hopf; por sua vez,
H* é isomorfo a H como 4lgebra de Hopf e este isomorfismo induz uma estrutura de H*-
modulo de Hopf sobre H. Logo, pelo teorema fundamental dos médulos de Hopf, (2.2.12),
H ~ (H)°H" @ H*. Mas dim H* = dim H, logo, dim(H)°" = 1. Pelo lema (2.3.3), temos que
(H)eoH" = HH = f}ll Portanto, f PII tem dimensao um. Que fl_rl tem dimensdo um, segue direto
do item (b) que provaremos agora.

(b) Sejam 0 # h* e 151 ea: fl*®KH — H* o isomorfismo de H-médulos de Hopf do
teorema fundamental dos médulos de Hopf. Se g € ker(S), entdo a(h*® g)=h*g =S(g)h* =
0. Como « é injetora, h*® g =0, mas h* # 0, logo g =0. Portanto, S é injetora. Como H é de
dimensao finita, S é bijetora. Provaremos agora que S( f 13) = f;[ Sejam h € f FII e g € H. Entao,
g=S(t)paraalgumr € H (r =S7'(g)) e

S(h)g = S(h)S(x)
S(th)
S(e(t)h)
s(h)e(t)
S(h)e(S(1))
= S(h)e(g).

Por outro lado, seja h € f; e tome g € H tal que S(g) = h. Queremos provar que t g = €(t)g
paratodo t € H. Mas,
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S(tg—e(r)g) = S(g)S(t)—S(g)e(t)
hS(t)— he(t)
he(S(t))— he(t)

= he(t)—he(t)=0

como S é injetora, t g = €(t)g, ouseja, g € f}l[

(c) Aplicando o teorema fundamental dos médulos de Hopf e o lema (2.3.3), temos o
isomorfismo « : fll{ ®H*— Hdadopora(h® f)=h— f parah € fll{ e f € H*, pelaigualdade
(2.6) temos h — f =S*(f)— h. Entao, se 0 # hef;, H=h~— H*=S8*H*)— h=H*— honde
a ultima igualdade segue do item (b) para a dlgebra de Hopf H*.

(d) Seja0# f e f}ll Defina (h, g)= f(hg) € K para h, g € H. Provaremos que (, ): H Qg
H — K é uma forma bilinear, associativa e nao degenerada. Que (, ) é bilinear, segue direto
da linearidade da f, e a associatividade é clara da definicao de (, ) e da associatividade da
multiplicacdo em H. Seja a € H tal que (a, h)=0paratodo h € H. Entao 0= f(ah)=(hf)(a)
para todo h € H. Pelo item (c), H* é um H-mddulo ciclico, logo, f(a) = 0 para todo f € H*,

ou seja, a = 0. Portanto, (, ) € ndo degenerada. O

Coroléario 2.3.5. Se H é uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre K entdo H é auto-

injetiva.

Demonstragdo. Pelo item (d) da proposicdo (2.3.4), H é Frobenius. Segue da proposicdo

(1.3.3) que H é auto-injetiva. O

Exemplo 2.3.6. Seja {p.|x € G} uma base de (KG)* tal que p,(y) = 0., para todo x,y €G.
Entdo, a forma bilinear determinada por f = p; € f l* ésimétrica. Portanto, KG é uma dlgebra

simétrica.

Vamos precisar do Teorema de Wedderburn, que caracteriza as dlgebras semi-simples,
para provar o Teorema de Maschke para Algebras de Hopf de dimensdo finita. No préximo
capitulo, veremos uma relacao do Teorema de Maschke com um resultado obtido por Green,
Marcos e Solberg, em [6], relacionando a semi-simplicidade de H com a propriedade do

modulo trivial ser projetivo.

Proposicao 2.3.7. Seja A uma K -dlgebra. As condigoes seguintes siao equivalentes:
(a) A ésemi-simples;
(b) todo A-mddulo é semi-simples;
(c) todo A-modulo é projetivo;

(d) todo A-médulo é injetivo;
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(e) toda sequéncia exata curta cinde;
(f) todo ideal a direita de A é um fator direto de A.

Demonstragdo. Ver [1], pag. 174. O

Teorema 2.3.8. (Maschke) Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Sdo equivalentes:
(i) H é semi-simples
(i) e([,)#0
l
(iii) E(fH)?fO
Demonstragdo. Por (2.3.4)(b), temos que (ii) e (iii) sdo equivalentes. Mostraremos que (i) é
equivalente a (ii). Suponhamos que H seja semi-simples. Entdo, como ker(e€) € um ideal de
H, temos H = I ®ker(€) para algum ideal a direita I # 0 de H. Para provar que e(f;) #0, basta
provar que I C fI—rI Sejam z € I e h € H. Observe que h — €(h)1 € ker(e), logo z(h — e(h)) €
- . r r
Inker(e)=0. Entao, segue que zh = ze(h), :)u seja, z € fH Portanto, I C fH. r
Reciprocamente, suponhamos que €( f ) # 0. Obviamente, podemos escolher ¢ € f o
tal que €(¢) = 1. Sejam M um H-md6dulo e N um sub-médulo de M. Por (2.3.7) e (2.3.1),
para provar que H é semi-simples, basta provar que N é um somando de M. Sejam 7’ €
Homg(M,N)talque n'(n)=nparaneNet e f; tal que €(t) =1, defina = : M — N por

m — (7't)(m). Queremos provar que © € Homy(M, N) e que 7 é umaretracao. Sejam m € M
e h € H. Observe primeiro que se t € f}; entdo A(t) € (H®x H)H. De fato,

A(t)h = A(r)A(h)

A(th)
A(te(h))
= A(t)e(h).
Provaremos agora que 7w é H-linear:
n(mh) = (n't)(mh)
2. (mhS(t)t
Zrc’(m hle(hg)S(tl))tg

Y w/(mh,S(thy))t2hs (usando que A(2)h, = A(t)e(hy))
D m'(mhyS(h,)S(1))tz hs
Zﬂ/(me(hl)s(tl))tzhz
Y w'(mS(t,))t.h
((m"t)(m))h
= n(m)h
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Para provar que 7 é uma retracao, devemos encontrar f € Hompy(N, M) tal que mo f =
idy. Mas, se n € N entao n(n) = (n't)(n) = n’(nS(t1))t, = nS(t1)t, = ne(t) = n. Portanto,

tomando f: N — M definida por n — n, vemos que 7 é uma retracao. O

Coroléario 2.3.9. Seja G um grupo finito. KG é semi-simples se, e somente se, a caracteristica
de K ndo divide a ordem de G.

Demonstragdo. t =Y _.g éuma integral a direitaem KG e () =|G|. Pelo Teorema (2.3.8),

geG
temos que KG é semi-simples se, e somente se, |G| # 0.

O]

2.4 Homomorfismos

Proposicdo 2.4.1. Dado um morfismo de H-modulos f : M — N, seja f a restrigdo de f a
MH.

@ fHM*)c NH
(ii)) Sef:M — N e g: N — L sdo morfismos de H-modulos, entdo (g o f)f = gHo fH
(i) (idp)H = idyn

(iv) Se f: M — N é um isomorfismo de H-médulos entdo f¥ : M" — NH é um isomorfismo
de H-modulos.

Demonstragdo. (i) Seja n = f(m)e f(M"), entao

nh=f(m)h= f(mh)= f(me(h))= f(m)e(h)=ne(h)

logo n € N*. Portanto, fH#(MH")c NH.

(i) Seja m € MH. Por definicao, (g o f)"(m) = g(f(m)). Segue diretamente do item
anterior que g(f(m)) = g(f#(m)) = g"(f*(m))= g o fH(m). Portanto, (g o f)(m)=go
fH(m) paratodo m € MH.

(iii) € claro.

(iv) Segue dos itens anteriores, pois se f: M — N é um isomorfismo entao

flo(f i =(fof N =(idn)" =idyn

(Y o fT=(fTo P =idyn.

Portanto, f#: M — NH é um isomorfismo.
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Com os trés primeiros itens da proposicao anterior, temos um funtor (_)"” : mod H —
mod K no qual identificamos a sub-categoria dos H-médulos triviais com a categoria dos
K-espacos vetoriais, pois todo espaco vetorial tem estrutura de H-moédulo trivial por vh :=
e(h)v.

Proposicao 2.4.2. Seja H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K e M e N dois H-modulos.
Entao
Hompy(M,N)=(Homg(M,N))".

Demonstragdo. Sejam f € Homy(M,N), m € M e h € H entao

(fh)m) = Y f(mS(h)h,
Y (f(m)S(h)h,
F(m)(X_S(hi)h,)
= f(m)e(h)

logo f €(Homy(M, N))H. Por outro lado, se f € (Homy(M, N))", entao

flmh) = Zf(mhlf(hz))
= 2 f(mhi)e(hy)
2 (fha)(mh)
Zf(Mhls(hz))h3
Zf(me(hl))hz
f(m)Y e(hi)h,
= f(m)h
O

Teorema 2.4.3. Seja H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K. Sejam L, M e N trés H-
modulos. Entdo o morfismo
v:Homy(M®x L,N)— Homy(L, Homy(M, N))

definido por v(f)(a)(b) = f(b ® a) para todo f € Homy(M ®x L,N),ac€c Leb € M é um
isomorfismo de H- modulos para todos H-médulos L, M e N. Além disso, se N é um H-

bimédulo entdo v é um isomorfismo de H°P -médulos.

Demonstragdo. Observe que, pelas proposicoes (2.4.1) e (2.4.2), basta provar apenas que

v:Homxy(M®g L,N)— Homg(L, Homg(M, N))

é um isomorfismo de H-mo6dulos. Provaremos primeiro que v—! é dada por g — (b ® a) —
g(a)(b)). Seja
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v :Homyg(L, Homyg(M,N))— Homg(M ®x L,N)

o morfismo dado por g — (b ® a) — g(a)(b)) para g € Homg(L, Homg(M,N)), b€ M e
a € L. Entdao

viev(f)b®a)=v(f)a)b)=f(b®a)

vov'(g)a)(b)=v(g)b®a)=g(a)b)

Portanto v/ =v 1.
Falta provar que v € morfismo de H-mddulos. De fato, seja f € Homg(M®xL,N)e h€ H.

Entao,

v(fh)a)b) = (fh)(b®a)
= Y f((b@a)S(h)h:
Y f(bS(hy)® aS(hy))hs (pela proposi¢do (2.1.11) item 3)
= 2 (v()aS(h))(bS(h2))hs
2 (v(f)@aS(h1))h,)(b)
= (v(f)h)(a)(b)

Logo, v é morfismo de H-md6dulos.
Para provar que v é um isomorfismo de H°?-m6dulos, quando N é um H-bimédulo,

basta observar que v é H°P-linear. Mas,

v(hf)b®a) = (hf)a)b)
= (hf(a))b)
h(f(a)(b))

h(v(f)(a ® b))

= ((f)aeDb).

Proposicao 2.4.4. Sejam H uma K -dlgebra de Hopfe M um H-mddulo.

(@) A aplicagdo Tr : M ® M* — K definida por Tr(m ® a) = a(m) é um morfismo de H-
modulos.

(b) Aaplicacdo o : Homg(K, M) — M definida por o(f)= f(1), para f em Homg(K, M), é

um isomorfismo de H-modulos, funtorial em M.
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Demonstragdo. (a) Tr é morfismo de H-médulos:

Tr(m®a)h) = > . Tr(mh, ®ah,)
= Y (ahy)(mhy)

Y a(mhyS(hy))hy,

Za(mhhs(hlz))hz

Y a(me(hy)h,
> a(m)e(hy)h,
= a(m)h
= Trim®a)h
(b) o é morfismo de H-modulos:
o(fh) = (fr)(1)

= Y f(1-S(h1)h,
= > f(1-e(S(h)hy

Y. f()(e(h1)hz)
= o(f)h

Para concluir que o é um isomorfismo, basta observar que a aplicacao
o’ :M— Homg(K,M)

definida por m — (k — mk) é ainversade o.
O

Proposicao 2.4.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre um corpo K, e sejam

M e N dois H-modulos finitamente gerados. Entdo,

(a) o morfismo
¢N,M :N* ®KM—>H0mK(N,M)

definido por ¢ n (@ ® m)(n)=ma(n) param em M, n em N e a em M*, é um isomor-

fismo de H-médulos, com qb;,,lM dada por

gHZn’§®g(ni)

para g € Homg(N,M) e uma K-base {n;} de N. Alem disso, se M é um H-bimodulo

entdo ¢y € um isomorfismo de H°P -modulos.

(b) o morfismo
nN:M'®xN"—(NQx M)*
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definido porn(a® B)(n ® m)=a(m)B(n), paraa em M*,  em N*, mem M en em N,

é um isomorfismo de H-médulos.

Demonstragao.

(@) Temos que ¢, é dada por g — Y n’® g(n;). De fato, seja

¢':H0mK(N,M)—>N*®KM

o morfismo definido por g — Y n’® g(n;) para g € Homg(N,M). Dado n € N, temos

n= Zi n;(n)n; e, como consequéncia, § = Zi g(n;)n;. Portanto

Pn o (8)n)=onu (Z n;® g(ni)) (n) =Z(¢(n’§®g(ni))(n)) =Zg(ni)(n?(n)) = g(n)
e

¢ o pnula®@m)=g' (pxul@®@m) =Y ni®pyula®@m)(n)=Y ni@man))=aem

logo, ¢ = -

¢n,m € morfismo de H-médulos:

dnu(@®m)-h)(n) = ¢nul(a®m)A(h))(n)
= Y ¢nulah, ® mhy)(n)
= Y (mh,)((ah)(n))
= Y.(mhy)a(nS(hy))
= Y ma(nS(h))h;
= Y ¢nmu(a® m)(nS(h))h,
= (¢nula®m)-h)(n)

Para provar a segunda parte, observe que Homg(IN, M) possui uma estrutura de H°P-
moédulo dada por (hf)(n) = h(f(n)) e N*®x M possui uma estrutura de H°?-médulo dada

por h(a®@ m)=a® hm. ¢ é morfismo de H°?-mddulos, pois

Pnu(h(a®y))(x) = ¢la®hy)(x)
= (hy)a(x)
= h(ya(x))
= h(¢(a®y)(x))
= (ho(a®y))(x).

Portanto, ¢, € um isomorfismo de H°?-mdédulos.
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(b) Basta observar que 1 =v"!o ¢ n+ € um isomorfismo de M*®x N* em (N ®x M)*, onde v

é dada em (2.4.3), e ver que

viegyn(a®B)nem) = v (pun(a®p))(n®m)
(Pun:(a®f)m))(n)
(Ba(m))(n)
= a(m)B(n)
paraaem M* Bem N*, mem M e nem N.
O

Proposicao 2.4.6. Sejam H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K e M um H-moddulo. O

morfismo

i:K— Homg(M,M)

definido por i(1) = id ) é um morfismo de H-mddulos.
Em particular, se H é de dimensao finita sobre K e M é finitamente gerado, i induz um
morfismo de H-modulos i’ : K — M*®x M.

Demonstragdo. i é morfismo de H-moédulos:

i(1h)(m) = i(le(h))(m)
me(h)
= Y. mS(h)h,
= Y i(1)(mS(hi)he
= ((Mh)(m)

Suponhamos que H seja de dimensao finita sobre K e seja M um H-moédulo finitamente
gerado. Seja {m,,...,m,} uma K-base para M. Entdo, por (2.4.5), temos que qb;j’M é um
isomorfismo de H-médulos, logo i’ = ¢;/, 0 i é um morfismo de H-moédulos. Além disso,
i)=Y m:®m,.

O

Proposicao 2.4.7. Seja H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K. A aplicagdo natural

j:M—-M"

é um H-homomorfismo para todo H-moédulo M se, e somente se, S*> = idy.
Além disso, se S> = idy e H é de dimensdo finita sobre K, entdo j é um isomorfismo para

todo H-médulo M finitamente gerado.
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Demonstragdo. Suponhamos que S> =idy. Sejam m € M, he H e f € M*. Entao,

Gm)R)f) = 2jm)(fS(hi)he

= 2(fS(h))(m)h,

= D f(mS*(h))h,

= Zf(mhl)e(hz)
> f(mhye(hy))
f(mh)

= j(mh)(f)

Reciprocamente, suponhamos que j seja um H-homomorfismo para todo H-médulo M.
Tomando M = H, temos que j(h)(f)=(j(1)h)(f), paratodo f em H* e h em H. Logo,

f(h) = j)f)
GMAh)f)
J)(fS(R)
(fS(h))(1)
= [f($*(h)
para todo f em H*. Portanto, S> =id .

No caso de H ser de dimensao finita e M um H-médulo finitamente gerado, é bem co-
nhecido que j é um isomorfismo de K-mdédulos. Entao, supondo que S?> = id, temos que j
€ um morfismo de H mddulos, logo j € um isomorfismo de H-mddulos.

O

Proposicao 2.4.8. Seja H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K e M um H-médulo. O
morfismo
Tr*:M*®@x M — K

definido por Tr*(a® m) = a(m), para todo m em M e a em M*, é um morfismo de H-médulos

para todo H-médulo M se, e somente se, S> = idy.

Demonstragdo. Suponhamos que S? = idy. Entdo, pela proposicao (2.1.11) item 5, temos
que Y h,S(h;) = e(h), dai
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Tri((a®@m)h) = > Tri(ah,®mh,)
Z(ahl)(mhz)
Y a(mhyS(hy))
a(me(h))
a(m)e(h)
= Tr{(a®m)h

Reciprocamente, suponhamos que 7r* seja um morfismo de H-mddulos para todo H-
modulo M. Entao, tomando M = H, temos que Tr*((a ® m)h) = Tr*(a ® m)h, para todo «
em H* e paratodo m e h em H, ou seja, (ah,)(mh,)= a(m)h, para todo ¢ em H* e para todo
m e h em H. Tomando m =1, temos que a(h,S(h;))= a(e(h)), para todo e em H*e h em H.
Logo, h,S(h,) = e(h), para todo h em H. Portanto, usando a proposicdo (2.1.11) novamente,
temos que S’ =idy.

0

Provamos na proposicdo (2.4.8) que a aplicacdo Tr*: M*®xM — K dada por Tr*(a®m) =
a(m) é um morfismo de H-mdédulos, se e somente se, a antipoda S tem ordem dois. Na pro-
posicao (2.4.5), vimos que Homy(M, M) é isomorfo a M*®x M. Utilizando esta identificacao,

podemos dizer que a aplicacdo Tr* é a aplicacao traco usual.

M*®x M = K

e
M,M

Endx(M)

Lema 2.4.9. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com S? = idy e M, N, E trés

H-médulos finitamente gerados. Entdo existe um isomorfismo de H-moddulos

Y :Homy(N*®x M, E)— Homy(M,N ®x E)

dado por Y(f)(m) =Y n;® f(n;® m), para f € Homy(N*®x M,E), m € M e {ny,..,n,}
uma K -base de N .

Demonstragdo. Pela proposicao (2.4.7), temos que j : N — N* é um isomorfismo. Logo
j7'®Idg: N"®xE— N®kE
é um isomorfismo. Pela proposicao (2.4.5), temos o isomorfismo

¢y Homy(N*, E)— N* @ E.
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Aplicando o funtor Homy(M,_) na composicao (j~! ® idg)o ¢;,l, £ obtemos o isomorfismo

(G'®idp)od i )
Hompy(M, Homg(N*, E)) — Hompy(M,N ®k E)

Compondo o isomorfismo acima com o isomorfismo de adjunc¢do
v:Homy(N*®x M, E)— Homy(M, Homy(N*, E))

dado em (2.4.3), obtemos o isomorfismo desejado. De fato, seja f € Homy(N*®x M,E) e

m € M , entao

((G7'@idpogy pov(fim) = (j'®idpody zov(f))m)
= (j'®idrogy: Jv(f)m)
(' ®ide) @yt (v(f)(m))
(' ®idp)Xny @v(f)(m)(ny)
('®idp) X n¥® f(ni®@m))
Y n;® f(ni®@m)
= Y(f)m).
O
Coroldario 2.4.10. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdao finita sobre K com S*> = id e

M, N, X eY quatro H-mddulos finitamente gerados e 3 : X — Y um morfismo de H-moddulos.

Entdo, os seguintes diagramas sdo comutativos:

(@)
Homu(N*®x M, X) — = Homuy(N*®x M, Y)
l¢1 lwz
Homu(M,N®x X) —2P _ Homu(M,N &g Y)
(b)
B

Homg(Homg(N, M), X) Homy(Homy(N,M),Y)

lwl lwz
.
Homu(M,N ® X) — &P Homuy(M,N® Y)

em que as flechas verticais sdo isomorfismos.

Demonstragdo. Segue do lema (2.4.9) que y; e i, no diagrama (a) sdo isomorfismos. Falta
provar a comutatividade do diagrama (a).
Seja f € Hompy(N*®x M, X). Entao



Capitulo 2. Categorias de Médulos e Comédulos 49

Yo0B(f) = YaABof)
YL ni®pof(nie)
(idv® B2 ni® f(nj® )
= (idn®p)oyi(f)

Para provar a comutatividade do diagrama (b), basta observar que, obviamente, o se-

guinte diagrama é comutativo

B

Homy(Homg(N, M), X)
\L(¢N,M)*
Homyg(N*®x M, X)

HomH(HomK(N, M), Y)
l(‘pN,M)*

P Homy(N*®x M, Y)

e utilizar a comutatividade do diagrama do item (a). O

Lema 2.4.11. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre K com S? =id, M um

H-médulo finitamente gerado e P um H-médulo projetivo finitamente gerado. Entdo,
D(Homy(M ®x B H))~M ®x D(Homy(F, H))

onde D : mod H°? — mod H é o funtor dualidade Homg(_, K) usual.

Demonstragdo. Sabemos que M ®k P e Hy sdo H-modulos. Pelo isomorfismo (2.4.3) temos
Homyg(M ®x BH)~ Homg(P, Homyx(M, H)) (2.10)

é um isomorfismo de H°?-maodulos.

Temos também o isomorfismo
Homy(PHomyg(M,H))~ Homy(PHomyx(M,H)®y H). (2.11)
Segue do isomorfismo (1.4.2) que
Homy(PBHomyg(M,H)®y H)~ Homyx(M,H)®y Homg(B H). (2.12)
Dos isomorfismos (2.10), (2.11), (2.12), temos o isomorfismo
D(Homy(M ®x PH))~ D(Homg(M,H)®y Homy(P, H)) (2.13)

de H-mo6dulos.
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Usando o isomorfismo da proposicdo (1.4.4), temos o isomorfismo
D(Homyx(M,H)®y Homy(P,H))~ Homy(Homg(M, H), D(Hom (P, H))) (2.14)

de H-modulos .
Da Proposicao (2.4.5), temos o isomorfismo

Hompy(Homg(M,H), D(Homy(P. H)))~ Homy(M*®x H, D(Homy(P, H))) (2.15)
de H-moédulos. Aplicando novamente o Teorema (2.4.3) temos:
Homy(M*®x H, D(Homy(P,H)))~ Homy(H, Homg(M*, D(Homy(P, H)))) (2.16)
um isomorfismo de H-mddulos. E facilmente vemos que
Hompy(H, Homg(M*, D(Homy(P, H)))~ Homx(M*, D(Homy(P, H)) (2.17)
sdo isomorfos como H-mddulos. E aplicando novamente a Proposicao (2.4.5), temos
Homyg(M*, D(Homy(P,H))) ~ M* ®x D(Homy(P, H)). (2.18)

Como H é uma algebra de Hopf com S? = Idy e de dimensao finita, segue da Proposicao

(2.4.7) o isomorfismo
M*™* ®y D(Homy(P,H))~ M ®x D(Hom (P, H)). (2.19)
de H-moédulos. Juntando do isomorfismo (2.13) ao (2.19) temos

DHomy(M ®y P.H)~ M ®x D(Homy(P, H)) (2.20)

2.5 Cocomutatividade e Semi-Simplicidade.

Proposicao 2.5.1. Sejam H uma dlgebra de Hopf sobre K, P um H-moddulo projetivoe M um

H-médulo. Entdo, M @k P é um H-modulo projetivo.

Demonstrag¢do. Usando o isomorfismo da proposicao (2.4.3), temos que

Hompy(M ®x P, )~ Hompy(P, )o Homg(M, ).
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Entao, Homy(M ®x B, ) é exato, pois é a composta de dois funtores exatos. Portanto,
M ®k P é projetivo.
OJ

Coroléario 2.5.2. Seja H uma dlgebra de Hopf sobre um corpo K. As seguintes afirmacoes sao

equivalentes:
(a) H ésemi-simples.
(b) O médulo trivial é projetivo.

(c) H tem dimensdao finita e K é injetivo.

Demonstragdo. Se H é semi-simples entao, pela proposicao (2.3.7), todo H md6dulo € proje-
tivo. Reciprocamente, como M ®@x K ~ M, se K é projetivo entdo, pela proposicao (2.5.1),
todo H-médulo M € projetivo. Aplicando novamente (2.3.7), concluimos que (a) é equiva-
lente a (b).

Se H é semi-simples entdo, pelo lema (2.3.2), H tem dimensao finita. Além disso, todo
H-mdédulo é injetivo, em particular, K é injetivo. Logo, (a) implica (c). Reciprocamente, se
H tem dimensao finita entao, pelo corolério (2.3.5), H é auto-injetiva. Segue da proposicao
(1.3.4) que, se K é injetivo, entdo K é projetivo. Portanto, (c) implica (b).

O

Podemos provar a equivaléncia entre os itens (a) e (b) do coroldrio anterior usando o Teo-
rema de Maschke para dlgebras de Hopf (2.3.8). Suponhamos que H seja semi-simples, pelo
Teorema (2.3.8), existe um h € H tal que e(h) # 0. Mas Homy(K,H) = (Homg(K, H))? ~
HH, entao existe um H-morfismo f : K — H tal que € o f = idg, ou seja, € € uma retragao,
e portanto, K é projetivo. Reciprocamente, se K € projetivo, entdo existe f € Hompy(K, H)
tal que €o f = id, logo e(H') # 0, por Maschke, H é semi-simples. Portanto (a) e (b) sdo

equivalentes.

Corolério 2.5.3. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre um corpo K e sejam

M e N dois H-moédulos finitamente gerados. Entdo
M®KQH(N)EQH(M®KN)GBP

para algum H-médulo projetivo P.

Demonstragdo. Sejam (B, fy), (Qo, o) coberturas projetiva de N e de M ® N, respectiva-

mente. Desta forma, temos as seguintes sequéncias exatas

1) 0-N)—B L N—0
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2) 05 UMk N)— Qy B M®x N—0

id
3) 0> MexAN)—Mex P 5" MeN—0.

onde (3) é obtida de (1) aplicando o funtor M ® _. Além disso, pela proposicao (2.5.1),
M ®k Py ¢ um H-médulo projetivo. Aplicando o lema (1.1.11) em (2) e (3), concluimos que

]»1,691( fl(l\f) ™~ f2(1\1>§§1( ]\7) ePr

para algum H-moédulo projetivo P.
Considere as seguintes resolucoes projetivas minimais de N e de M ®k N:
fn—2 fo
(4) Pn—2 i Pn—3 — PO - N—-0

5) Quoz ™5 Qpos— ..Q0 S M@K N—0

Por definicao Q" }(N) = ker(f,—2) e Q" Y(M ®x N)= ker(g,—). Vamos supor por hip6-
tese de indugdo que
Mg Q" ' (N)~Q" ' (M®g N)® P

para algum H-moddulo projetivo P. Considerando P,_; — Q"7 '(N)e Q,_; LN QI (M®gN) as

coberturas projetivas de Q"7!(N) e Q""(M ® N), temos as sequéncias exatas
6) 0—Q"(N)— P, —> Q" (N)—>0
7) 0= QM N)— Qu1 — QU (M®x N)—0

Da cobertura projetiva Q,—; — Q" (M ®x N) temos a cobertura projetiva Q,_; & P —

Q" Y(M @k N)@® P e assim temos a sequéncia exata
8) 0= Q(M®xN)— Qui1®P 501 (Mg N)®P— 0
Aplicando M ®x _ na sequéncia exata (6) temos a sequéncia exata
idy®fn
9 0> MU (N)>M®xP, — MgQ"1(N)—O0.
onde M ®x P,_; é projetivo. Aplicando novamente o lema (1.1.11), podemos dizer que

para algum H-mdédulo projetivo P.
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Teorema 2.5.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre um corpo K, com S?> =
idy. Entdo H é semi-simples se, somente se, existe um H-médulo projetivo P tal que dimg(P)

seja invertivel em K.

Demonstragdo. Seja P um H-moédulo projetivo. Como S? = idy, por (2.4.8), temos que T7*:
P*® P — K é um morfismo de H-md6dulos. Por (2.4.6), temos que i’ : K — P*®g P é um
morfismo de H-moédulos. Logo, a composta Tr*o i’ € um morfismo de H-md6dulos. Além

disso,

Tr o i'(1)=Tr'()_p;®pi)=dimg(P)-1x.

Portanto, se dimy(P) é invertivel em K entdo Tr* é uma retracdo e K é somando de
P*® P. Como P*® P é projetivo, K é projetivo. Segue de (2.5.2) que H é semi-simples.
Reciprocamente, se H é semi-simples entdo, todo H-md&dulo é projetivo, em particular

K é projetivo. Assim, dimgK =1 é invertivel em K. O

Coroldrio 2.5.5. Se H é umas dlgebra de Hopf de dimensao finita, S> = id, e K tem caracteris-

tica 0 ou caracteristica p > dimg(H), entdo H é semi-simples.
Demonstragdo. Basta tomar P = H no Teorema anterior. 0

Lembrando que uma algebra de Hopf é cocomutativa se T oA = A, apresentaremos uma

caracterizacao para a cocomutatividade em termos de isomorfismos entre médulos.

Proposicao 2.5.6. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre um corpo K. As

seguintes afirmacgoes sdo equivalentes:

(@) A aplicagio Ty n: M ®xk N — N Qx M definida por m ® n — n® m é um isomorfismo

de H-modulos para todo par de H-moédulos M e N finitamente gerados.

(b) Para todo par de H-moédulos M e N, finitamente gerados, M @x N* ~ Homg(N, M)

como H-médulos, com o isomorfismo dado porm ® f— mf(_).

(c) Para todo par de H-médulos X e Y, finitamente gerados, Y ® x X ~ Homy(X*,Y), com o

isomorfismo dado pory @ x — y j(x).

(d) H é cocomutativa.

Demonstragdo. (a)=> (b): Segue diretamente do isomorfismo ¢y » dado em (2.4.5). A com-

posta ¢ o Ty, n+ € 0 isomorfismo desejado.
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(b)= (a): Observe que M @ N* ~ Homy(N, M)~ N*® M, onde o primeiro isomorfismo
é dado por (b) e o segundo é o isomorfismo ¢1(,}M dado por (2.4.5). Falta verificar que este

isomorfismo é T, y+. De fato, o isomorfismo dadoem (b)levam® fem m f(_) e

Como todo H-médulo finitamente gerado é da forma N* para algum H-mdédulo N, segue
que (b) = (a).

(b) = (c): Como (b) < (a), temos que Tx-x € um isomorfismo de H-mddulos, temos
também, por (2.4.4), que Tr é um morfismo de H-mddulos, logo a composta Tr o Tx- x € um
morfismo de H-mo6dulos. Por outro lado, Tro Ty x(f ® x) = f(x) = Tr*(f ® x), logo Tr* é um
morfismo de H-md6dulos para todo H-médulo X. Dai, segue de (2.4.8) que S? =idy.

Como X é um H-médulo finitamente gerado, H é de dimensao finita sobre K e S =idy,

por (2.4.7), temos que X ~ X**. Portanto

YRX~Y®X"~Homg(X",Y)

onde o segundo isomorfismo é dado por (b)com M =Y e N = X*

(¢)= (b): Identificando N com K® N, segue de (c) (com Y =K e X=N) que jy: N — N*
¢ um isomorfismo. Tomando em (¢) Y = M e X = N*, obtemos o isomorfismo M ® N* ~
Homg(N*, M). Como N ~ N*, temos o isomorfismo M ® N* ~ Homg(N, M). Além disso,

temos que este isomorfismo é dado pela expressao em (b). De fato,

me® f—mjn(f) = ((mjn-(f)ojn=mf()

(a)=>(d): Tomeem (a) M =N =H,entdo T : H® H — H® H é um isomorfismo de
H-mo6dulos. Logo,
T(AMR) =T i ®h)=T(> 1-h®1-hy)=T(1®1)h)=T(1®1)h=(181)h=A(h)

(d)=(a): Sejam M e N dois H-médulos e suponhamos que H seja cocomutativo. Entao

Ty n(m®n)h)=Tyn(>_mhi®nhy)=Y_ nh,®mhy=(n®m)T(A(h))=(Tyn(m & n))h

logo Ty, n € um morfismo de H-mdédulos. Obviamente Tj, ; é um isomorfismo com inversa

TN,M-
]



Capitulo 3

Teoria de Auslander-Reiten

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados bésicos da teoria de Auslander-Reiten,
seguindo [2] e [4] como fontes principais, e estudaremos alguns resultados sobre sequéncias
de Auslander-Reiten no caso de élgebras de grupo, seguindo [4], como motivacdo para a
extensdo destes resultados a uma classe de dlgebras de Hopf ([6]) que é desenvolvida na

ultima secao.

3.1 ATranslacao de Auslander-Reiten

Em todo este capitulo, assumimos que A é uma K-4lgebra de dimensao finita. Seja P, EiN Py L]
M — 0 uma apresentacao projetiva minimal de M. Denotaremos o A°?-mddulo Coker f| por

Tr(M) e chamaremos de transposto de M.

Proposicao 3.1.1. Seja M um A-moédulo indecomponivel em mod A:
(a) M é projetivo se, e somente se, Tr(M)=0.

(b) se M ndo é projetivo, entio &' : P} S Pl — Tr(M) — 0 é uma apresentagdo minimal de

Tr(M), ondeo : P, Lt B LYy 0 é uma apresentacdo minimal de M.

Demonstragdo. (a) Se M é projetivo, entdo o mdédulo P, na apresentacdo projetiva minimal
de M é zero, e entdo Tr(M) = 0. Por outro lado, se Tr(M) =0 entdo f é uma retracao, pois
P/ é projetivo. Logo, f; é uma secao, logo f, é uma retragao, logo, M é projetivo.

Para provar o item (b), suponhamos que M nao seja projetivo. Pelo item (a), Tr(M) # 0.
Como P/ e P/ sao projetivos, 6’ € uma apresentacdo projetiva de Tr(M). Queremos provar
que 0’ é minimal, mas se nao for minimal, pela proposicao (1.1.12), temos que o0’ é isomorfa

a uma sequéncia exata 6” da seguinte forma:
/", / /! / /!
07:Q,@Q,—Q®Q] —>Tr(M)—0

55
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onde Q; ~ Q7. Portanto, (Q))' ®(Qy)" ~ R, (Q))' ®(Q))" ~ P, e (QF)" ~(QY)". Entdo, podemos
obter uma apresentac¢do projetiva de M da seguinte forma:

Q) = Q) =M —0.

Mas isto contradiz a minimalidade de 6. Esta contradicao prova que 6’ € uma apresentagao

projetiva minimal de Tr(M), terminando a demonstracao do item (b). O
Apresentaremos mais algumas propriedades para o transposto 1.
Proposicao 3.1.2. Seja M um A-moédulo indecomponivel em mod A. Entdo
(@) Tr(M) ndo possui somando projetivo ndo nulo;
(b) Se M ndo é projetivo, entdo Tr(M) é indecomponivel e Tr(Tr(M))~ M,

(c) Se M e N sdo indecomponiveis ndo projetivos, entdo M ~ N se, e somente se, Tr(M) =~
Tr(N).

Demonstragdo. Ver [2]. O

A correspondéncia M — Tr(M) ndao induz uma dualidade de mod A — modA°P, pois
aniquila os projetivos. Além disso, tal correspondéncia pode ndo ser nem um funtor, mas
podemos definir uma nova categoria modA (chamada categoria projetivamente estdvel)
onde os objetos sdo os mesmos de mod A e os morfismos de Hom ,(M, N) sdo os morfis-
mos de Hom,(M, N) médulo os morfismos que se fatoram por algum A-mdédulo projetivo.
Com esta nova categoria temos que a correspondéncia M — Tr(M) induz uma dualidade de

modA — modA°. A demonstracdo deste fato nao é trivial mas o leitor interessado pode

encontra-la nos livros [2] e [4].

A composta do funtor dualidade usual D com o funtor 7r é chamada de Translacdo de
Auslander-Reiten. Se M é indecomponivel e ndo-projetivo, entdo 7Tr(M) é um A°?-mébdulo
indecomponivel e portanto DTr(M) é um A-mé6dulo indecomponivel. Assim, o funtor DTr
permite obter um novo médulo indecomponivel a partir do médulo M.

Quando A é auto-injetiva (como no caso de élgebras de Hopf de dimensao finita) ou
simétrica (o caso de KG), o funtor DTr apresenta algumas propriedades importantes que
serdo essenciais para o estudo de sequéncias de Auslander-Reiten nas se¢oes 3.3 e 3.4 a se-

guir.

Proposicao 3.1.3. Seja A uma K -dlgebra auto-injetiva e de dimensdo finita. Entdo, os funto-
res DTr : modA — modA eQ*. A : modA — modA sdo isomorfos, onde N denota o funtor
de Nakayama DHom(_, A).
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Demonstragdo. Seja P, — Py — M — 0 uma apresentacao projetiva minimal de M em

mod A. Aplicando o funtor (_)’ e em seguida o funtor D, obtemos a sequéncia exata
0—-DTrM— N(P)— N(P)— N (M)—DO.

Como A (P;)= D(P;)* éum A-mddulo injetivo e A é auto-injetiva, segue da proposic¢ado (1.3.4)

que A (P;) é projetivo, e assim a sequéncia exata
N(P) —= N (Py) = N (M)— 0.

€ uma apresentacao projetiva minimal de .4/ (M). Portanto, DTr(M) ~ Q2> A (M).

O
Proposicao 3.1.4. Seja A uma dlgebra simétrica. Entdo
(a) D~ Homyu(_,A).
(b) A éauto-injetivae N ~id ,044.
Demonstragdo. Ver [4] pag. 127. O

3.2 Sequéncia de Auslander-Reiten

Definicao 3.2.1. Sejam L, M e N trés médulos em mod A.

(@) Um morfismo de A-médulos f : L— M é minimal a esquerda, se todo h € End 4(M) tal

que ho f = f é um automorfismo.

(b) Um morfismo de A-mddulos g : M — N é minimal a direita se todo h € End (M) tal

que g o h = g é um automorfismo.
(c) Um morfismo de A-médulos f : L — M é quase cindido a esquerda se:

(i) f ndo é uma segdo.

(ii) todo morfismo de A-mddulos u : L — U, que ndo é uma segdo, se fatora por f.
(d) Um morfismo de A-mddulos g : M — N é quase cindido a direita se:

(i) g ndo é uma retragao.

(i) todo morfismo de A-mddulos v : V — N, que ndo é uma retragao, se fatora por g.

(e) Um morfismo de A-modulos f : L — M é minimal quase cindido a esquerda (direita) se

é minimal a esquerda (direita) e quase cindido a esquerda (direita).
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Lema 3.2.2. Seja f: L — M um morfismo em mod A. Sdo equivalentes:
(@) [ éuma retragdo.

(b) seM =M, ®---® M, com M; indecomponivel, entdo as inclusoes naturais h; : M; — M

se fatoram por f.

Demonstragdo. Se f é uma retragdo, entao existe f’ : M — L tal que fo f’ = idy. Defina
fi=f'lm, : M; — L. Entdo, h; = f o f;. Suponhamos (b). Sejam f; : M; — L tais que fo f; = h;
e p; : M — M; as projec¢oes canoOnicas. Entao,

idw=Y hiopi=) fofiopi=fo(D_fiop:)
Portanto, f é uma retracao. O

Lema 3.2.3. As seguintes afirmacgoes sdo equivalentes para um morfismo g : N — L em
mod A:

(a) O morfismo g é uma segao.

(b) Se N=N,®---® N, com N, indecomponivel para todo i = 1,...,n, entdo as projecoes

canonicas p; : N — N; se fatoram por g
Demonstragéo. E o dual do lema (3.2.2). O

Proposicao 3.2.4. (a) Se f : L — M é um morfismo quase cindido a esquerda, entdo L é inde-
componivel.

(b) Se g : M — N é um morfismo quase cindido a direita, entdo N é indecomponivel.

Demonstragdo. (a) Suponhamos que L = @}_,L; com L; indecomponivel e n > 2. Cada
projecdo p; : L — L; se fatora por f, pois f é quase cindido a esquerda. Segue de (3.2.3)
que f é uma se¢do, o que é uma contradi¢do. Portanto, L é indecomponivel.

A demonstracao de (b) é dual a de (a). Ver [4], pag. 139.

Proposicao 3.2.5. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes para um morfismo g : L — M:
(@) o morfismo g é quase cindido a esquerda;

(b) o morfismo g ndo é uma segdo e todo ndo isomorfismo h:L— Y, com Y indecomponi-

vel, se fatora por g.



Capitulo 3. Teoria de Auslander-Reiten 59

Demonstragdo. Se g é quase cindido a esquerda, por definicdo, g ndo é uma secao. Se h :
L — Y ndo é umisomorfismo e Y é indecomponivel, & ndo é uma se¢do. Portanto, & se fatora
por g, provando que (a) implica (b).
Suponhamos (b). Temos que provar apenas que, se h : L — Y ndo é uma secao, entao h
se fatora por g. Seja Y =@ | Y; com Y; indecomponivel, entdo cada correstricao h; : L —Y;
de h ndo é uma secdo, pois & ndo é uma secao. Usando (b), temos que todos os h; se fatoram
por g. Portanto, h se fatora por g.
O

Proposicao 3.2.6. As seguintes afirmgoes sdo equivalentes para um morfismo f : M — N:
(a) o morfismo [ é quase cindido a direita;

(b) o morfismo f ndo é uma retragao e todo ndo isomorfismo h: X — N, com X indecom-

ponivel, se fatora por f.
pag 55 observar que Tr, a principio, ndo é nem funtor.
Demonstragdo. Este é o resultado dual da proposicao (3.2.5). Ver [4], pag. 141. O

Definicao 3.2.7. Uma sequéncia exata 6 : 0 — L ImE NS 0 em modA é uma sequéncia

de Auslander-Reiten se:
(i) f équase cindido a esquerda;
(i) g é quase cindido a direita.
Lema3.2.8. Sejao:0— L ImMENS 0 uma sequéncia exata em mod A. Se & ndo cinde e
(i) L éindecomponivel, entdo g é minimal a direita.
(i) N é indecomponivel, entdo [ é minimal a esquerda.

Demonstragdo. Provaremos apenas o item (i), pois a prova do item (ii) é andloga. Suponha-
mos L indecomponivel. Seja h € End (M) tal que g o h = g. Pela proposi¢do (1.1.1) existe
um morfismo u : L — L tal que o diagrama

0 L M N 0
|
|
y

0 L M N 0

é comutativo com linhas exatas. Provaremos que u é um automorfismo e, portanto, & é um
automorfismo. Se u ndo é um automorfismo, entdo u € nilpotente. Logo, existe n tal que,

u" =0. Entao, h"o f = h"'o fou = fou" = 0. Portanto, pela propriedade do conticleo
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da f (ver [1], pag. 71), temos que h" se fatora por g, ou seja, existe g’ : N — M tal que,
g'og=h". Mas, como goh =g, temos goh” = g. Logo, gog’og =goh" =g. Como
g é um epimorfismo, concluimos que g’o g = idy. Isto contradiz a hipétese de que 6 nao
cinde, logo, u é um automorfismo e entdo, h é um automorfismo. Portanto, g € minimal a
direita. =

Na defini¢cdo de sequéncia de Auslander-Reiten, pedimos que f seja quase cindido a es-
querda e g seja quase cindido a direita. Mas, observando a proposicao (3.2.4) e o lema (3.2.8),
vemos que estes morfismos sdo minimais. Veremos mais tarde que um morfismo minimal

quase cindido, caracteriza uma sequéncia de Auslander-Reiten.

Teorema 3.2.9. Seja f : L — M um morfismo minimal quase cindido a direita em mod A,

com M ndo projetivo. Entdo,
(@) M éindecomponivel e f é um epimorfismo.
(b) Asequénciaexata0— Ker(f) 5L EA M — 0 possui as seguintes propriedades:

(i) Ker(f)~DTr(M);

(ii) g é um morfismo minimal quase cindido a esquerda.

Demonstragdo. (a) Como f é um morfismo quase cindido a direita, por (3.2.4), temos que M
é indecomponivel. Seja h : P — M uma cobertura projetiva de M. Como M nao é projetivo,
h ndo pode ser uma retracao. Logo, h se fatora por f. Portanto, f é um epimorfismo, pois h
é um epimorfismo.

Para provar o item (b), provaremos primeiro que Ker(f) é indecomponivel e depois pro-
varemos que g é um morfismo minimal quase cindido a esquerda e que ker(f)~ DTr(M).
Suponhamos que Ker(f)=®;N;, com N; indecomponivel. Como f ndo é uma retracao, g
ndo é uma secao. Pelo lema (3.2.3), alguma projecao p; : Ker(f) — N; nao se fatora por g.
Aplicando (1.2.4) para (Ker(f), g, p;), obtemos o seguinte diagrama comutativo com linhas
exatas:

0—>Ker(f)f—>1-T>Mm 0

N

0 Ni—2>Q—>M—>0

Provaremos que Ker(f) ~ N;. Para isto, basta provar que no caso de ¢ ser um morfismo
minimal quase cindido a direita, tem-se que s; € um isomorfismo. De fato, nesta situacao, ¢
ndo é uma retracdo, entdo se fatora por f, ou seja, existe s’: Q — L tal que fos’=¢. Como ¢
€ minimal, s; o s’ é um isomorfismo, e como f é minimal, s’ os; é um isomorfismo. Logo, s;

é um isomorfismo e entao, p; € um isomorfismo.
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Para terminar a demonstracdo de que Ker(f)~ N;, resta entdo provar que o morfismo
¢t é minimal quase cindido a direita. O morfismo ¢ ndo é uma retragdo pois, caso contrério,
Sy seria uma secao, e p; se fatoraria por g. Seja h : X — M um morfismo em mod A que
nao seja uma retragdo. Como f é um morfismo quase cindido a direita, concluimos que &
se fatora por f, ou seja, existe um morfismo f”: X — Ltal que fo f' = h. Logo, tos;o f' =
fof' = h,ouseja, h se fatora por t. Entao, t € um morfismo quase cindido a direita. Como
N; é indecomponivel, aplicando o lema (3.2.8), temos que ¢ é minimal a direita. Logo, ¢ é
um morfismo minimal quase cindido a direita.

Que g é minimal a esquerda, segue direto do lema (3.2.8), pois f ndo é uma retragdo e M
é indecomponivel.

Finalmente, provaremos que g é quase cindido a esquerda e que ker(f)~ DTr(M). Seja
Y um moédulo indecomponivel ndo isomorfo ao DTr(M) e h : Ker(f) — Y um morfismo
qualquer. Se Y for injetivo, entdo Y nao é isomorfo a Ker(f), caso contrdrio, g seria uma se-
¢do. Por outro lado, suponhamos que Y nao seja injetivo. Como Y nao é isomorfo a DTr(M),
temos que TrD(Y) nao é isomorfo a M. Como TrD(Y) é indecomponivel ndo isomorfo a M
e f é quase cindido a direita, pela proposicao (3.2.6), qualquer morfismo de TrD(Y) em M
se fatora por f. Aplicando o corolério (1.4.6), temos que todo morfismo de h: Ker(f) — Y
se fatora por g. Portanto, & nao pode ser um isomorfismo, caso contrario g cinde.

Provamos que se Y ndo é isomorfo a DTr(M) entdo Y ndo éisomorfo a Ker(f). Portanto,
Ker(f)~ DTr(M). Além disto, provamos que todo ndo isomorfismo de Ker(f) em Y, com
Y indecomponivel, se fatora por g. Aplicando a proposicdo (3.2.5), temos que g é quase
cindido a esquerda.

O

Proposicao 3.2.10. Sejao :0— L AEMm ER N — 0 uma sequéncia exataem modA. As seguintes

afirmacgoes sdo equivalentes:
(a) 0 é uma sequéncia de Auslander-Reiten;
(b) L é indecomponivel e f é quase cindido a direita;
(c) N éindecomponivel e g é quase cindido a esquerda;
(d) g é minimal quase cindido a esquerda;
(e) f éminimal quase cindido a direita;
(f) N éisomorfoao TrD(L) e g é quase cindido a esquerda;

(g) L éisomorfoao DTr(M)e f é quase cindido a direita.
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(h) 6 ndo cinde, N é indecomponivel ndo projetivo e todo ndo-isomorfismo h: N — N se
fatora por f

Demonstragdo. Ver [4] pag. 144 e 148.
U

Teorema 3.2.11. Se N é um médulo indecomponivel ndo projetivo, entdo existe uma sequén-
cia de Auslander-Reiten
5:0-L5ME N0

Demonstragdo. Ver [4], pag. 145. O
O préximo Teorema garante a unicidade da sequéncia de Auslander-Reiten.

Teorema 3.2.12. Dadas duas sequéncias de Auslander-Reiten 6 e 0’ em mod A, sdo equiva-

lentes:

(a) 0 eod’ sdo isomorfas, ou seja, existe um diagrama comutativo

0:0 L M N 0
0':0 r M’ N’ 0

onde as flechas verticais sdo isomorfismos;
(b) L~L;
(c) N~N'.

Demonstragdo. Ver [4], pag. 146. O

3.3 Sequéncia de Auslander Reiten para Algebras de Grupo

Esta secdo é baseada na secao “Almost split sequences for group algebras” do livro [4]. Alguns
resultados apresentados nesta se¢do do livro [4], nds ja temos demonstrado para dlgebras de
Hopf no capitulo anterior. Como a élgebra de grupo KG é um caso particular de dlgebra de
Hopf, vamos usar estes resultados livremente.

Salvo indicag¢dao em contrdrio, assumimos em toda esta se¢do que K é um corpo de ca-
racteristica p > 0 e G é um grupo finito, cuja ordem é divisivel por p. Entdo, KG nao é uma
dlgebra semi-simples. Assim, a teoria de Auslander-Reiten aplica-se em mod KG. Além

disso, no restante deste trabalho, denotaremos o funtor DTr por 7.



Capitulo 3. Teoria de Auslander-Reiten 63

Sejam 6 : 0 — 7(K) — E 2, K — 0 uma sequéncia de Auslander-Reiten e M um KG-
moédulo nao projetivo. Como M ®x K ~ M e M @ _ é um funtor exato, obtemos a sequéncia
exata

/ idy®p
0 0-MxT(K) > M®rE — M—DO.
Agora, como KG é simétrica, 7 ~ 2 e, além disso, o corolario (2.5.3) garante que
M Qy Q?(K)~0?(M)®Q para algum KG-mddulo projetivo Q, e temos M ® 7(K) ~ t(M)® Q.
Ainda do fato de KG ser simétrica, segue que Q também € injetivo; usando a proposicao

(1.1.14) e os isomorfismos acima, temos o seguinte diagrama comutativo:

id
0— > My 7(K) Mg E %0 0
l l imM
(a,idq) (Bo,0)
00— t(M)®Q U (MerEYoQ 2% p——0

onde as flechas verticais sdao isomorfismos. Logo, idy ® f é um morfismo quase cindido a
direita se, e somente se, (f,0) for um morfismo quase cindido a direita, ou seja, idy ®  é

um morfismo quase cindido a direita se, e somente se,

r:0—7(M)SMerEY B M—0
é uma sequéncia de Auslander-Reiten. Assim, é importante entender que condi¢des sobre M
garantem que idy ® # é quase cindido a direita. Diremos que a sequéncia 6’ é uma sequén-

cia de Auslander-Reiten médulo injetivos, se y € uma sequéncia de Auslander-Reiten.

Lema 3.3.1. Sejam o6 :0 — 7(K) — E LA 0 uma sequéncia quase cindida e M um KG -

médulo indecomponivel. Entdo, sdo equivalentes:

(@) rad(Endgc(M))C Im(idy® )«

(b) idy® B é uma retracdo ou é um morfismo quase cindido a direita.

Demonstragdo. Suponhamos que rad(Endgg(M))C Im(idy®p).. Como M é indecompo-
nivel, End gs(M) é um anel local, entdo (a) implica que Im(idy ® ). é o rad(End xs(M))
ou é Endgg(M). Se Im(idy ® ). = Endys(M) entdo idy ® f € uma retracdo. Por outro
lado, se Im(idy ® B). = rad(Endgs(M)) entdo, aplicando o funtor Homgs(M,_) no dia-
grama acima, vemos que Im((fy)s) =rad(End gs(M)). Logo, um endomorfismo f: M — M
se fatora por 3, se, e somente se, f ndo € um isomorfismo. Portanto, pela proposicao (3.2.10),
y é uma sequéncia de Auslander-Reiten, ou seja, pelas observacoes anteriores, idy ® 3 é
quase cindido a direita.
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Reciprocamente, suponhamos (b). Se id ) ® # é umaretragdo entao todo endomorfismo
se fatora por idy ® 8. Por outro lado, se idy ® B € um morfismo quase cindido a direita

entdo todo endomorfismo que ndo é um isomorfismo se fatora por idy ® f. O

O lema anterior mostra que seria importante ter uma descricio da imagem de
(idy ® B). e saber as condi¢des necessdrias e suficientes para que id) ® 3 seja uma retra-
¢ao se quisermos determinar quando a sequéncia 6’ € uma sequéncia de Auslander-Reiten
modulo injetivos. Vamos buscar isto, mas primeiro precisamos desenvolver algumas ferra-
mentas.

Dainversa do isomorfismo dado em (2.4.9), com M = N e E = K, obtemos o isomorfismo
EndKG(M) — 1101’111((;(]\4)k Rk M, K)

dado por f — (a®@ m — Tr*(a® f(m))) para f € Endks(M), @ € M*, m € M. Por outro
lado, Tr*(a® f(m)) é igual ao traco do K-endomorfismo f o ¢, y(a® m). Dai, identificando

M*®g M com Endg(M)via ¢ v (definida em (2.4.5)), temos o isomorfismo
I/J/ . EndKG(M) — HOng(EndK(M), K)

dado por¢’(f)(g)=tr(fog)paratodo f € Endgs(M)e g € Endg(M),onde tr(fog)denota
otragcode fog.

Lema 3.3.2. Seja M um KG-méddulo finitamente gerado.

(@) Y'(f) é uma retragdo se e somente se existe algum g € Endgs(M) tal que o trago da

composta f o g seja néao nulo.

(b) O KG-médulo trivial é um somando de Endg(M) se e somente se existe algum g €

Endgs(M) tal que o trago de g seja ndo nulo.

Demonstragdo. Seja f € Endyg(M).
Pelas proposicoes (2.4.4)(b) e (2.4.1), temos o isomorfismo

o:Homgg(K,Endg(M))— Endgg(M)

dado por o(t) = t(1) para t € Homgg(K, Endx(M)). Usando o isomorfismo o, vemos que
Y'(f)ot #0 se, e somente se,

07 Y (f)ot(1) =y (f)o(2)).
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Logo, existe t € Homgg(K, Endg(M)) tal que y'(f)ot # 0 se, e somente se, existe g €
Endgc(M)tal que tr(fog)=vy’(f)(g)#0. Assim, para provar o item (a), basta provar que
Y’(f) é uma retracgao se, e somente se, existe t € Homgg(K, Endg(M)) tal que y’(f)o t #0.

Suponhamos que Y’(f) seja uma retracdo, entao existe um morfismo ¢ : K — End (M)
tal que '(f)ot = idg # 0. Reciprocamente, se existe um KG-morfismo t’: K — End (M)
tal que Y'(f)ot #0,defina t : K — Endyx(M) por t =t'/('(f)o t’(1)), entdo Y'(f)ot =idk,
ou seja, y’(f) é uma retracio.

Para provar o item (b), basta aplicar o item (a) para id o g = g e utilizar a definicdo do

isomorfismo v)’. O
A préxima proposicao dé a descricdo que buscdvamos para a imagem de (idy ® ) .

Proposicdo 3.3.3. Sejam 6 :0— 7(K)— E LA K — 0 uma sequéncia quase cindida e M um

KG-médulo. Entao, para f € Endxs(M), sdo equivalentes:
(@) f sefatoraporidy®p.
(b) o traco da composta f o g é zero, para todo g € End xc(M).

Demonstrag¢do. Como 8 é quase cindido a direita, um KG-morfismo ¢t : Homg(M, M) — K
se fatora por B se e somente se t ndo for uma retracdo. Por outro lado, pela proposicdo
(2.4.10)(a), temos o seguinte diagrama comutativo

id .
HomKG(M,M®KE) (idweh)

|

HomKG(M* Rx M, E)

Homygg(M, M)

lw,

P HomKG(M*®KM,K)

onde as flechas verticais sao isomorfismos. Logo, f se fatora por idy ®  se e somente se
Y’(f) se fatora por . Como 8 ndo cinde, aplicando o lema (3.3.2), temos que f se fatora por
idy ® B se e somente se o traco da composta fo g =0 para todo g € Endxs(M).

O

Coroléario 3.3.4. Sejam 0 : 0 — 7(K) = E L K — 0 uma sequéncia quase cindida e M um
KG-médulo. Entdo,

(i) rad(Endgc(M))CIm(idy® B)..

(ii) idy ® B é uma retragdo se e somente setr(g)=0 para todo g € End xc(M).

Demonstragdo. Suponhamos que f € rad(Endxs(M)), entdo fo g € rad(Endxs(M)) para
todo g € Endgg(M). Dai, fog énilpotente paratodo g € Endys(M), e portanto tr(fog)=0
para todo g € Endks(M). Portanto, pela proposicdo anterior, f € Im(idy ® f)s.

Como idy ® f é uma retracao se, e somente se, id; se fatora por idy ® 3, temos que o

item (b) é uma consequéncia direta da proposi¢do anterior, observando que g =idyog. [
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Teorema 3.3.5. Sejam 6 : 0 — 7(K) — E LA K — 0 uma sequéncia quase cindida e M um

KG-médulo indecomponivel.

(@) idy ® B é uma retracdo se, e somente se, tr(g) = 0 para todo g € Homgg(M). Caso

contrdrio, idy ® B é um morfismo quase cindido a direita.
(b) Se p ndo divide dimg(M), entdo idy ® B é quase cindido a direita.

(c) Se K é algebricamente fechado, entdo idy ® B é um morfismo quase cindido a direita

se, e somente se, p ndo divide dimg(M).

Demonstragdo. O item (a) segue direto do corolario (3.3.4) e do lema (3.3.1) e o item (b)
segue direto do item (a), observando que tr(idy;)# 0 se p ndo divide dimy(M).
O item (c) serd demonstrado em um contexto mais geral na proxima secao.
O

Agora temos condicdes de verificar se 0’ € uma sequéncia de Auslander-Reiten modulo
injetivos. Veremos que precisamos apenas supor que a aplicacao traco usual seja uma retra-
¢ao.

Definicao 3.3.6. Um KG-modulo indecomponivel M cinde o trago se tr : Endg(M) — K é

uma retragao.

Supondo que M cinde o traco, temos que existe g € Homxs(K, Endg(M))talque trog =
idg. Mas g(1)h = g(1h) = g(le(h)) = g(1)e(h) para todo h € KG, logo, pela proposicao
(2.4.2), temos que g(1) € Endgs(M) e como tro g = idg, concluimos que 7r(g(1)) # 0.
Portanto, se M cinde o traco, existe f € Endxs(M)tal que tr(f)#0.

Teorema 3.3.7. Seja M um KG-méddulo que cinde o trago. Se 6 : 0 — 7(K) — E LA K—o0¢é

uma sequéncia de Auslander-Reiten, entdo

50— M T(K)—MexE 2 M—o

é uma sequéncia de Auslander-Reiten médulo injetivos.

Demonstragdo. Vimos no inicio desta secao que, se a sequéncia 0 é uma sequéncia de Aus-

lander -Reiten, entdo a sequéncia 6’ é isomorfa a uma sequéncia da forma

(a,idg) ,0
0—=t(MeQ Y MerEYeQ 2% py——0

onde Q é um KG-modulo injetivo e B, ¢ um morfismo quase cindido a direita se, e somente

se, id ) ® B é um morfismo quase cindido a direita. Supondo que M cinde o traco, temos que
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existe f € Endys(M) tal que tr(f) # 0, aplicando o teorema (3.3.5)(a), temos que idy ® B
é um morfismo quase cindido a direita, logo, 3, é um morfismo quase cindido a direita.

Portanto, a sequéncia exata
0= (M) S (Mex EY B M=o

€ uma sequéncia de Auslander-Reiten, ou seja, 6’ € uma sequéncia de Auslander-Reiten mo-

dulo injetivos. O

3.4 Sequéncia de Auslander-Reiten para Algebras de Hopf

Esta secdo é baseada na ultima se¢do do artigo “Representation and almost split sequences
for Hopf Algebras” de Green, Marcos e Solberg, [6]. As demonstracdes apresentadas aqui e
que foram omitidas em [6], foram baseadas no artigo “Almost-Split Sequences and Group
Rings” de Auslander e Carlson, [3].

Nesta se¢do assumiremos que H é uma &dlgebra de Hopf de dimensao finita sobre um
corpo K e que todos os mddulos sao H-mddulos a direita e finitamente gerados. Além
disso, assumiremos que K nao é projetivo, logo H ndo é semi-simples, e entdo a teoria de
Auslander-Reiten aplica-se em mod H. Como estamos assumindo que K nao é projetivao,
os Teoremas (3.2.11) e (3.2.9) garantem a existéncia de uma sequéncia de Auslander-Reiten

terminando em K, da forma
5:0—7(K)— ED Kk —o0.

Da mesma forma que na secdo anterior, a partir da sequéncia exata 6 obtemos uma
sequéncia exata 6’ = M ®x 6. O objetivo desta secdo é generalizar o teorema (3.3.7) para
algebras de Hopf de dimensado finita, ndo necessariamente simétrica como KG. Neste caso
H é apenas auto-injetiva, o que dificulta a decomposicdo da sequéncia 6’ = M Qg 0, pois

nao temos mais Q? ~ 7, temos apenas 0?4 ~ 7.

Proposicdo 3.4.1. Dados uma dlgebra de Hopf H com S? = idy e um H-médulo M indecom-

ponivel, as seguintes condicoes sdo equivalentes:

(a) K ésomando de Endyx(M).
(b) N ésomando de Endg(M)®k N para todo H-modulo N.

(¢) Aaplicagao Ext},(K,N)— Ext;(M,M ®k N) induzida pelo funtor M ®x _ é um mono-

morfismo, para todo H-médulo N.
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id
d 0-M®®xT(K)—> MQ®gE @ﬁMﬁO ndo cinde.

Demonstragdo. Para provar que (a) implica (b), basta observar que, por hip6tese, temos o
seguinte isomorfismo
Endg(M)®x N~(K®N)®x N

para algum somando N’ de End g(M). Dai,

(K&N)®N~(KQx N)®(N'®x N)~N&(N'®N)

provando a afirmacdo em (b).

Para provar que (b) implica (a), basta tomar N = K em (b).

Vamos provar que (a) implica (d). Pelo item (b) do corolério (2.4.10), com N=M, X=E
e Y = K, temos o seguinte diagrama comutativo:

(id®P)«

Hompy(M,M ®x E)

|

Homy(Endyg(M), E)

Hompgy(M, M)

|

b Hompu(Endg(M),K)

onde as aplicacoes verticais sdo isomorfismos.

Se a sequéncia exata em (d) cinde, entdo id), se fatora por id ® . Dai, todo morfismo
em Endy(M) se fatora por id ® 3, ou seja, (id ® ). é um epimorfismo. Logo, . é um
epimorfismo. Mas K é somando de End (M), entdo existe uma retracao f: Endg(M)— K
naimagemde 3. e,se f': K — Endg(M)étalque fo f'=idk e f = B.(h)=[oh, temos que
Po(hof’)= fof =idg, o queéuma contradicdo pois # nao cinde. Esta contradi¢cdo mostra
que a sequéncia exata em (d) ndo cinde.

Agora provaremos que (d) implica (a). Se a sequéncia exata em (d) ndo cinde, entao
(id ® B)« ndo é um epimorfismo, logo f. ndo é um epimorfismo. Por outro lado, se existir
um morfismo f em Hompy(Endyg(M), K) que nao seja epimorfismo, entdo, como 3 é quase
cindido a direita, f se fatora por #. Da mesma forma, se f for um epimorfismo e nao cindir,
f se fatora por . Portanto, os tinicos morfismos que ndo estdo na imagem de f3, sdo as
retracoes. Como f, nao é um epimorfismo, existe uma retracdo em Hompy(End (M), K).

Para provar que (d) implica em (c), consideremos uma sequéncia 0 - N — E’ LA K—0
em Ext;(K,N) e suponhamos que ela ndo cinda. Entdo, como § é um morfismo quase

cindido a direita, 3’ se fatora por 8 e entao temos o seguinte diagrama comutativo:
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0—- N — E — K —0
! l l

0 7(K) » E & Kk —o0

Aplicando o funtor M ®x _, obtemos o seguinte diagrama

0—- M xN — MyE — M —0
l l l
0— M®KT(K) — MQyE — M —0
Como a linha inferior nao cinde, a linha superior ndo pode cindir. Portanto a aplicacdo
Ext},(K,N)— Exty(M,M ® N) induzida pelo funtor M ®x _ é um monomorfismo.

A prova de que (c) implica (d) é imediata se tomarmos N = 7(K). O

Note que para H = KG temos uma demonstracao da equivaléncia entre (a) e (d) indepen-
dente da demonstracdo acima. Basta usar o item (b) do lema (3.3.2) e o item (ii) do corolério
(3.3.4).

Coroldario 3.4.2. Cada uma das condigoes da proposicdo anterior é equivalente a aplicagdo

traco Tr*: M*® M — K ser uma retragao .

Demonstragdo. ldentificando M® K com M e usando (2.4.10), obtemos o seguinte diagrama

comutativo

Homy(M*® M, E) —""

|

Homyg(M,M ®g E)

Hompy(M*® M, K)

|¥

.
W90 Hompy(M, M)

Observe que:

(i) De acordo com o lema (2.4.9) temos ¢, : Homy(M*Q®x M,K) — Homy(M, M ®x K)
dada por zpz(f)(m):Zni(@f(n’;@ m), onde f € Homuy(M*®x M,K), meM e {n;};_,

€ uma K-base de M. Assim

Yo(Tr)(m) = D n;®Tr(ni®m)
Y n;@ni(m)
Y nini(m)®1
= mel

Como estamos identificando M ® x K = M, temos que Y ,(Tr*)=1id .
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(i) id ® B é uma retracdo se, e somente se, existe « € Homy(M* ® M, E) tal que B.(a) =
Ba = Tr*. De fato, suponhamos que id ®  seja uma retracdo , entdo existe o' €
Hompy(M, M ®x E) tal que (id ® B)(') = idy. Como ), é um isomorfismo, existe
um a € Homy(M*® M, E) tal que y1(a) = . Portanto,

Bl) =1, o o(Bul@) =15 (id ® Bypr(@) =, ' (1d ® B ) =, (idw) = Tr".

Por outro lado, se existe « € Hompy(M*® M, E) tal que fB.(a)=Ba= Tr* e entdo

(id®p)oyi(a)=(id ® B)(ip1(a)) =120 fula)=yo(Tr)=idy

ou seja, id ® B é uma retracao.
(iii) Existe a € Homy(M*® M, E) tal que B.(a)= B a = Tr* se, e somente se, Tr* ndo é uma
retracdo. De fato, se Tr* nao é uma retracdo , como 3 € um morfismo quase cindido a

direita, existe tal a. Reciprocamente, se fa = Tr*, entdo Tr* nao pode cindir, pois 3 é

um morfismo quase cindido a direita.

De (ii) e (iii) segue que: Tr* é uma retracao se, e somente se, id ) ® f ndo é umaretracao. [J

Coroléario 3.4.3. Com as condicoes da proposicdo (3.4.1) temos que Tr* é uma retracgdo se, e

somente se, id ® [} ndo é uma retracao.
Demonstragdo. Segue direto do final da demonstragdo do coroldrio (3.4.2). O

Identificando M* ®x M com End (M), temos que Tr* é uma retragdo se, e somente se,
a aplicacdo traco usual tr é uma retracdo. Entdo, assim como na secdo anterior, diremos
que um H-moédulo M indecomponivel € um médulo que cinde o traco se a aplicacdo 7r*:

M*® M — K for uma retracao.

Lema 3.4.4. Sejam N e M dois H-modulos finitamente gerados. Sejam

Y:Homy(N*®x M,K) — Hompy(M,N)
f d2.nif(nie)

l

¢ :Homy(K,N*®x M) — Hompg(N,M)
8 = oy um(g(1)
Entdo o tracode(fo g) e(yY(f)o ¢(g)) sdo iguais.
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Demonstragdo. Sejam f € Homy(N*®xM, K), g € Homy(K,N*®xM)e {n;};_, uma K-base
de N.Se g(1)= Z:Zl n;®x;,entdootragode fog é fog(l)= Z;Zl f(ni®x;). Por outro lado,

P(od(g)n) = PP Pnal(g)n,))
P prm(E (@ x))(1,))
PO, dam(E®x:) (1))
YN, xini(n,))

= YD) =2, nif(n;®x,).

Como y(f)op(g)n,)=_, n:f(n;®x,), temos

tr(Y(feg(g)) = 2, nt(W(fep(g)ny)
= > _ f(nrex,)
= tr(fog)

O]

Proposicao 3.4.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita sobre um corpo algebrica-
mente fechado K e com antipoda involutiva (S? = idy). Seja M um H-modulo indecomponi-

vel. Sdo equivalentes:
(a) M cinde o trago;
(b) a caracteristica de K ndo divide dimxyM;
(¢) K éum somando de End g(M).

Demonstragdo. A equivaléncia entre (a) e (c) é consequéncia direta da definicao de médulo
que cinde o traco, do coroldrio (3.4.2) e da proposicao (3.4.1). Entdo, falta provar apenas a
equivaléncia entre (a) e (b).

Provaremos primeiro que (b) implica (a). Considere a aplicagdo i’ : K — M*®x M dada
em (2.4.6). Temos que Tr*oi’(1)=Tr*Q_mi®1m;) =Y mi(1m;)= dimg(M)- 1. Entdo, se
a caracteristica de K ndo divide a dimensao de M, temos que Tr* é uma retracao.

Vamos provar que (a) implica (b). Como tr(idy)=dimgM - 1k, se a caracteristica de K
dividir a dimensao de M entdo tr(idy)=0. Como M é indecomponivel, Endy(M) é local
com ideal maximal r = rad(Endy(M)), e portanto Endy(M)/r é uma élgebra de divisao
de dimensao finita sobre K. Como K é algebricamente fechado, Endy(M)/r ~ K. Agora,
se h é um elemento arbitrario de Endy(M), entdo h pode ser escrito como kidy + h/, em
que k € Ke h er =rad(Endyg(M)). Como r é nilpotente, o elemento h’ é nilpotente e
tr(h’)=0. Entéo,

tr(h)=tr(kidy+h)=ktr(idy)=0.
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Como M cinde o trago, existe um morfismo g em Hompy(K, M*®@x M) talque Tr*o g =idg.
Por outro lado, o traco de Tr*o g é Tr*o g(1) # 0 e, pelo lema anterior, temos que o0s tragos
das composicoes Tr*o g e Y(Tr*)o ¢(g) sdo iguais. Mas Y(Tr*)o ¢(g) € Endy(M), logo tem

traco nulo. Este absurdo mostra que a caracteristica de K nao pode dividir d i mg(M) O

Observe que a hipdtese de K ser algebricamente fechado foi usada apenas para provar
que (a) implica (b) e como consequéncia da proposicao anterior temos a prova do item (c)
da proposicao (3.3.5).

Lembrando que precisamos saber se o morfismo idy ® f é um morfismo quase cindido
a direita para poder provar que a sequéncia 6’ € uma sequéncia de Auslander-Reiten médulo
injetivos, vamos buscar caracterizar esta propriedade com a propriedade do médulo ser um

modulo que cinde o traco.

Lema 3.4.6. Sejam N e M dois H-médulos finitamente gerados, com M indecomponivel. Seja

Y :Homy(N*®x M,K)— Hompy(M, N)

o isomorfismo dado em (2.4.9), e seja f € Homy(N* ®x M, K). Entdo, se Y(f) ndo é uma
retragdo, entdo f ndo é uma retragdo .

Demonstragdo. Seja f uma retracdo em Hompy(N*®x M,K) e seja g tal que fo g = id.
Entdo, o traco do endomorfismo h = y(f)o ¢(g) de N é igual a f o g(1) =1, logo & ndo é

nilpotente. Como Endy(M) é local, h é um isomorfismo e y(f) é uma retracao . O
Proposicdo 3.4.7. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com S*> = idy e M um
H-médulo. M cinde o trago se, e somente se,

id
MecE 2P M—o

é quase cindido a direita.
Demonstragdo. Como M cinde o traco, pelo coroldrio (3.4.3), id ) ® f ndo é uma retragdo.
Logo, para provar que idy ® 8 € quase cindido a direita, basta provar que se o morfismo
feHompy(X, M @k K)nao é uma retracao entao se fatora por id @ 8.

Por (2.4.10), temos que o seguinte diagrama é comutativo:

.
Homu(X, M ®y E) — 2P

v

Homy(M*®x X, E)

Homu(X, M ®x K)

[

P Homy(M*®k X, K)

Seja f € Homy(X, M) e suponhamos que f ndo seja uma retragdo. Entdo, v, '(f) ndo é
uma retracao, logo se fatora por . Como o diagrama acima é comutativo, temos que [ se
fatora por id ® 3.
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Reciprocamente, se idy ® f € um morfismo quase cindido a direita, pela proposicao
(3.2.4), M é indecomponivel. Entdo, Pelo item (d) da proposicdo (3.4.1) e pelo corolario
(3.4.2) temos que M cinde o traco.

O

Corolario 3.4.8. Seja M um H-modulo indecomponivel e finitamente gerado, que ndo cinde

o trago.

(@) O modulo trivial K ndo é um somando direto de M* @x X para qualquer H-médulo

finitamente gerado X.

(b) Seja N um H-moddulo. Se L* é um somando indecomponivel de M* ® N entdo L ndo

cinde o trago.

Demonstragdo. (a) Como M ndo cinde o traco, temos que id ® # é umaretracdo, logo (id ®
pB)« é um epimorfismo. Portanto, 3, é um epimorfismo. Dai, K nao pode ser somando de
M*®g X, caso contrdrio, 3 cinde.

(b) Suponhamos que L* seja um somando indecomponivel de M*®x N. Entdo,
M*®KN®KL2 Y@L*®KL

para algum H-mdédulo Y. Mas se L cinde o trago, entdo K é somando de L* ®x L, logo, é

somando de M*®x N ® L, o que contradiz (a). Portanto L ndo cinde o traco. O

Claramente, a proposi¢do (3.4.7) mostra que uma condicao necessdria sobre o médulo
M para que 0’ seja uma sequéncia de Auslander-Reiten mdédulo injetivos é que M cinda o

traco. Veremos no proximo teorema que esta € uma condicdo suficiente.

Teorema 3.4.9. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com S? = idy e M um H-
médulo que cinde o traco. Se : 0 — 1(K)— E LA K — 0 é uma sequéncia de Auslander-Reiten,

entdo

50— M T(K)—MexE 2% M—o

é uma sequéncia de Auslander-Reiten médulo injetivos.

Demonstragdo. Seja P, — Py — K — 0 a apresentacao projetiva minimal de K. Entdo, apli-

cando o funtor de Nakayama ./ = D(Hompy(_, H)), obtemos a seguinte sequéncia exata

N(P)— N (P)— N(K)—0 (3.1)
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Se P é um H-maddulo projetivo entao, pela Proposicao (2.4.11),
N (M @k P)~M Qg N (P) (3.2)

Aplicando o funtor M @k _ na sequéncia exata (3.1) e usando o isomorfismo (3.2), obte-

mos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas:

Mg N (P)— Mg N(P) —MQx N(K)—=0

| | l

N M@k P) — N (M @k P) N (M) ——0

Como os dois primeiros morfismo verticais sao isomorfismos, o terceiro também é um iso-
morfismo, logo M ®x N (K) ~ N (M).

Pela Proposicdo (2.3.5), sabemos que H é auto-injetiva. Dai, pela proposicao (3.1.3), te-
mos que T ~ Q2.4 logo M ®k T(K) ~ 0?(M ®x N (K))® Q ~ 1(M)® Q pra algum H-mo6dulo
projetivo Q. Como H € auto-injetiva, Q é injetivo. Aplicando a proposicao (1.1.14), obtemos
a sequencia exata

id
0— (M) — (Mo EY "2 M S0 (3.3)

Por hipotese, M cinde o trago. Aplicando a proposicao (3.4.7), temos que id ,®  é quase
cindido a direita, logo (idy ® )y é quase cindido a direita. Dai, (3.3) é uma sequéncia de
Auslander-Reiten. Portanto, 6’ € uma sequéncia de Auslander-Reiten médulo injetivos.

0
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