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RESUMO 
 

 

 

Neste trabalho,usamos os conjuntos g-fechados (definidos por N. Levine) e uma variação 

destes, os chamados  conjuntos δg-fechados (definidos por Dontchev), para definir três 

novas classes de espaços relacionados com a GO-compacidade:  Espaços Weakly GO-

compactos, Almost GO-compactos e Espaços Nearly GO-compactos. Estudamos muitas de 

suas propriedades e analisamos a relação entre eles e entre espaços topológicos já 

conhecidos: Espaços GO-compactos, compactos, Nearly-compactos, Almost-compactos e 

Weakly-compactos.  

Também definimos e investigamos um novo axioma da separação chamada  de almost g-

regularidade a qual é mais fina que a g-regularidade. Definimos e desenvolvemos a classe 

dos conjuntos gN-fechados, αg-regulares e αg-Hausdorff. Também desenvolvemos  novos 

resultados relacionados com espaços 
4

3T  

 

 

Palavras-chave: GO-compacidade, Weakly GO-compacidade, Almost GO-compacidade, 

Nearly GO-compacidade, espaços Almost g-regulares, αg-regulares, αg-Hausdorff, 
2

1T  , 

4

3T , conjuntos gN-fechados e δg-convergência. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

ABSTRACT 
 

 

 

By using g-closed sets (as defined by N. Levine) and a variation of those, the so called δg-

closed sets (defined by Dontchev) we define three new classes of spaces related to GO-

compactness: Weakly GO-compact spaces, Almost GO-compact spaces Nearly GO-

compact. We study many of their properties and analyze the relationship between them and 

between well know topological spaces: GO-compact spaces, compact spaces, Nearly-

compact spaces, Almost-compact spaces and Weakly-compact spaces. 

We also define and investigate a new separation axiom called almost g-regularity, which is 

weaker than the g-regularity. We define and develop gN-closed class, αg-regular and αg-

Hausdorff sets. We also obtain new results related to 
4

3T  spaces 

 

 

Keywords: GO-compactness, Weakly GO-compactness, Almost GO-compactness, Nearly 

GO-compactness, Almost g-regulares, αg-regulares, αg-Hausdorff, 
2

1T , 
4

3T  spaces, gN-

closed sets and δg-convergence. 
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INTRODUÇÃO 

 

 

 

Em 1969, M. K. Singal e Asha Mathur [32] definiram os espaços Nearly Compactos  e 

desenvolveram muitas de suas propriedades. Cammaroto e Lo Faro [9], introduziram e 

caracterizaram a noção de espaços Weakly Compactos, que são estritamente mais fracos 

que os espaços Nearly-compactos. 

Por Singal & Singal [34] foi introduzida à noção de espaços Almost Compactos que, por 

Poter e Thomas [31], são chamados de espaços quasi H-closed. Os espaços de Hausdorff 

Almost-compacto são chamados espaços H-closed que têm sido estudados por muitos 

matemáticos eminentes e têm gerado grande importância no estudo dos espaços minimal de 

Hausdorff. 

Os espaços Almost-compactos  estão entre os espaços Nearly-Compactos e Weakly-

Compactos. Ou melhor: 

Compacidade⇒ Nearly-Compacidade⇒  Almost-compacidade⇒  Weakly-compacidade. 

Nenhuma das implicações inversas acima é verdadeira. 

Donald Carnahan [11] definiu os conjuntos N-fechados relativos a um espaço topológico 

( )τ,X , e estudou muitas de suas propriedades. Muitas vezes os conjuntos N-fechados são 

chamados de α-Nearly Compactos. A classe dos conjuntos N-fechados é importante no 

estudo das funções com gráficos fortemente fechados. 

Em 1970, Levine [24] introduziu a noção de conjuntos fechados generalizados (conjuntos 

g-fechados). Os complementares dos conjuntos g-fechados são chamados conjuntos abertos 

generalizados (conjuntos g-abertos).  

A teoria de conjuntos g-fechados vem sendo investigada por muitos topólogos nos últimos 

anos, não somente por serem uma generalização natural dos conjuntos fechados, mas 

também pelos novos conceitos introduzidos, por exemplo, novas propriedades de 

revestimento e novos axiomas da separação mais fracos que 1T , entre outros.  
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Levine também definiu a classe dos chamados espaços 
2

1T . Mais tarde, Dunhan [15] e 

Levine [24] desenvolveram várias propriedades dos espaço 
2

1T . O estudo com conjuntos g-

fechados gerou novos axiomas da separação entre 0T  e 1T , tais como 
2

1T  [15] [24]e 
4

3T  [12]:        

0

4

3

2

11 TTTT ⇒⇒⇒ . 

Outros axiomas envolvendo conjuntos g-fechados são os espaços semi-pré-
2

1T  [13] e 

PT [37]. Alguns desses espaços são usados na ciência da computação e topologia digital 

([17-18][20-21] para exemplos). Outras novas propriedades são definidas pela variação das 

propriedades de submaximalidade. Além disso, o estudo dos conjuntos g-fechados também 

fornece uma nova caracterização de algumas classes de espaços já conhecidos, como por 

exemplo, a classe dos espaços extremamente desconexos. O estudo dos conjuntos  g-

fechados dão possíveis aplicações em computação gráfica [18][20-21] e em física 

quântica[28].  

Em 1986, B. M. Munshi [27] generalizou a noção usual de regularidade e normalidade, 

trocando “conjuntos fechados” por “conjuntos g-fechados” nas definições, obtendo então a 

noção de g-regularidade e g-normalidade. 

Booponk [3] introduziu em 2003, o conceito de espaços g-Hausdorff. Boonpok também 

investigou a preservação dos teoremas a respeito de espaços g-Hausdorff. Balachandran et 

al. [2] introduziram a noção de funções contínuas generalizadas (citadas como funções g-

contínuas) e algumas de suas propriedades.  Mais tarde buscou o conceito de funções g-

irresolutes, funções strongly g-contínuas e funções perfectly g-contínuas.  

Balachandran [2] introduziu a noção de GO-compacidade envolvendo conjuntos g-abertos. 

Caldas et al  [7-8] desenvolveram esta nova classe de compacidade e obtiveram muitas de 

suas propriedades. 

Recentemente, Caldas e Jafari [5], introduziram e desenvolveram o conceito de g-US, g-

convergência, GO-compacidade seqüencial, g-continuidade seqüencial e  g-sub-

continuidade seqüencial. 
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Dontchev e Ganster [12] definiram uma nova classe de conjuntos fechados generalizados 

chamados δg-fechados. Os complementares dos conjuntos δg-fechados são chamados 

conjuntos  δg-abertos.  

 A partir dessa nova classe, consideramos os espaços 
4

3T  como o espaço onde todos os 

conjuntos δg-fechados são δ-fechados. Dontchev e Ganster também definem e pesquisam 

sobre funções δg-contínuas e δg-inrresolutes. 

Em 1968, Saundararajan [35] introduz a classe dos espaço Weakly Hausdorff como o 

espaço cuja semi-regularização é um espaço 1T . Em 1989, Fukutaki [16] define e investiga 

a generalização dos espaços Weakly Hausdorff. Recentemente Dontchev e Ganter [12] 

consideraram a relação entre espaços 
4

3T  e conjuntos δg-fechados, os espaços cuja semi-

regularização é 
2

1T : o chamado espaço Almost Weakly Hausdorff. 

Neste trabalho, usamos os conjuntos g-fechados e δg-fechados para definirmos três novas 

classes  de espaços relacionados com a GO-compacidade: 

O primeiro espaço chamamos de Nearly Compacto Generalizado (citado como Nearly GO-

compacto. Também caracterizamos este espaço via filtro base. Para tal caracterização, 

definimos o que chamamos δg-convergência; também definimos pontos de δg-acumulação. 

Verificamos a preservação de vários teoremas relacionados a Nearly-compacidade, 

compacidade, entre outros. Mostramos a implicação: Nearly GO-compacidade ⇒ Nearly-

compacidade. Com um contra-exemplo mostramos que a recíproca não é verdadeira.  

O segundo espaço chamamos de Almost compacto generalizado (citado como Almost GO-

compacto). Também caracterizamos os espaços Almost GO-compacto via filtro bases 

(abertos), pela g-convergência. Mostramos a implicação: Almost GO-compacto ⇒  

Almost-compacto, mas a recíproca não é verdadeira(verificamos isto com um contra-

exemplo). Também investigamos varias de suas propriedades. 

O terceiro espaço chamado espaço Weakly-compacto generalizado (citado como Weakly 

GO-compacto). Verificamos a implicação Weakly GO-compacto ⇒  Weakly compacto. 

Estudamos também muitas de suas propriedades. 
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A partir dessas definições chegamos à seguinte conclusão: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Nenhuma dessas implicações tem recíproca verdadeira, como veremos com contra-

exemplos. 

Também, definimos e investigamos a classe dos conjuntos N-fechados generalizados 

(citados como gN-fechados) e dos espaços almost g-regular. 

No primeiro capitulo, apresentamos algumas definições e resultados básicos, usados 

durante todo o trabalho. 

No segundo capitulo apresentamos um estudo dos conjuntos g-fechados e dos conjuntos δg-

fechados.  

No terceiro capitulo trabalhamos com os espaços Almost Weakly Hausdorff, espaços 1T  e 

espaços 
2

1T . Definimos também os espaços 
4

3T  e desenvolvemos de forma própria alguns 

resultados. Ainda neste capítulo, caracterizamos os espaço g-regulares, g-normais  e 

sugerimos uma definição de espaços almost g-regulares. 

No quarto capitulo abordamos a teria de g-convergência, apresentando definições e 

resultados que serão úteis nos próximos capítulos. 

No quinto capitulo definimos e caracterizamos os espaços GO-compactos. 

Nearly GO-compacidade Weakly GO-compacidade 

Almost GO-compacidade 

GO-compacidade 

Nearly GO-compacidade + T1 
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No sexto capitulo sugerimos a definição de espaços Weakly GO-compactos. Neste capitulo 

encontramos a implicação: GO-compacto ⇒⇒⇒⇒  Weakly GO-compacto (página 84- Teorema 

6.1.3) 

No sétimo capitulo sugerimos a definição de espaços Almost GO-compactos. Neste 

capitulo encontramos as implicações: GO-compacto ⇒⇒⇒⇒  Almost GO-compacto (página 98- 

Teorema 7.1.1) e Almost GO-compacto ⇒⇒⇒⇒  Weakly GO-compacto (página 99- Teorema 

7.1.2). Ainda neste capitulo, usando a definição filtro g-convergente e resultados, 

caracterizamos os espaços Almost GO-compactos via g-convergência. 

No oitavo capitulo sugerimos a definição de espaços Nearly GO-compacto. Neste capitulo 

encontramos as implicações: GO-compacto ⇒⇒⇒⇒  Nearly GO-compacto (página 112- 

Teorema 8.1.2), Nearly GO-compacto ⇒⇒⇒⇒  Weakly GO-compacto (página 113- Teorema 

8.1.3) e Nearly GO-compacto + T1 ⇒⇒⇒⇒  Almost GO-compacto (página 114- Teorema 8.1.5). 

Ainda neste capitulo sugerimos a definição filtro δg-convergente e definimos espaços 

Nearly GO-compactos via δg-convergência. 

No nono capitulo  propomos a definição de conjuntos gN-fechados.  

E finalmente no décimo capitulo definimos as funções g-contínuas, g-irresolutes, δg-

contínuas e δg-irresolutes. Encontramos algumas relações entre elas, bem como relações 

entre os espaços compactos, GO-compactos, Nearly-compactos, Nearly GO-compactos, 

Almost-compactos, Almost GO-compactos, Weakly-compactos, Weakly GO-compactos e 

espaços 
4

3T  por estas funções. 

Em todo o trabalho, todos os resultados e definições sem atribuição de autoria são nossas 

contribuições. A maioria dos resultados com atribuição de autoria forma demonstrado de 

maneira própria.  

Como pré-requisito para leitura deste trabalho, sugerimos noções básicas de Topologia 

Geral. 
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CAPÍTULO 1 

 

 

 

TEORIA BÁSICA 

 

 

Neste capítulo apresentamos algumas definições e resultados básicos, os quais usaremos 

durante todo o trabalho.  

 

 

1.1 Teoria Básica 

 

 

 

Definição 1.1.1 [10] : Seja ( )τ,X  um espaço topológico e S ⊂  X um subconjunto de X. 

1. Dizemos que S é regularmente aberto se S= int S . 

2. Dizemos que S é regularmente fechado se S= Sint . 

 

 

Definição 1.1.2 [14]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico e S ⊂  X um subconjunto de X. O 

δ-interior de S (denotado por Sδint ) é definido como sendo a união de todos os conjuntos 

regularmente abertos contidos em S. Quando SS δint= , dizemos que S é um conjunto δ-

aberto em ( )τ,X . 

 

 

Definição 1.1.3 [14]:Seja ( )τ,X  um espaço topológico e S ⊂  X um subconjunto de X.  

Quando SS δint= , o subconjunto RSX =−   é dito um conjunto δ-fechado em ( )τ,X . 
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Teorema 1.1.1 [12]: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e XS ⊆  tal que S é um 

subconjunto δ-fechado em ( )τ,X . Então 

{ }UxcomUSUXxS ∈∈∀∅≠∈= τ,int\ I  

 

Demonstração: Sejam { }UxcomUSUXxA ∈∈∀∅≠∈= τ,int\ I  e S é um 

subconjunto δ-fechado em ( )τ,X .Claro que AS ⊂ . Agora, suponha que Ax ∈ . Se Sx ∉ , 

então SXx −∈  que é um conjunto δ-aberto em ( )τ,X . Então existe um regularmente 

aberto V em ( )τ,X  tal que SXVx −⊂∈ , ou seja, ∅=SV I . Por outro lado, como 

VVx int=∈ , pela definição do conjunto A, ∅≠==∅ sVSV II int , absurdo. 

 Portanto AS = . 

 

 

Teorema 1.1.2: Sejam ( )τ,X um espaço topológico e XS ⊆  tal que S é um subconjunto δ-

fechado em ( )τ,X . Então S é igual à união de todos os subconjuntos regularmente fechados 

que contém S. 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico, XS ⊆  tal que S é um subconjunto δ-

fechado em ( )τ,X  e I αAA =  onde αA , α∀ , é um subconjunto regularmente fechado em 

( )τ,X  contendo S. Queremos mostrar que AS = . Claro que AS ⊂ . Agora, suponha que 

Ax ∈ . Se Sx ∉ , então SXx −∈  que é um conjunto δ-aberto em ( )τ,X . Então existe um 

regularmente aberto V em ( )τ,X  tal que SXVx −⊂∈  e ∅=SV I , ou seja, VXx −∉  

e VXS −⊂ . Logo existe um conjunto regularmente fechado VX −  contendo S tal que 

VXx −∉ . Pela definição de A, segue que Ax ∉ . Contradição. Logo AS = , isto é, S é 

igual à união de todos os subconjuntos regularmente fechados que contém S. 
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Observação 1.1.1: O conjunto { }UxcomUSUXxA ∈∈∀∅≠∈= τ,int\ I  é 

chamado δ-fecho do conjunto S, e denotado por Sclδ . Portanto, se S é um conjunto δ-

fechado em ( )τ,X , então  

{{{{ }}}}UxcomUSUXxSclS ∈∈∈∈∀∀∀∀∅∅∅∅≠≠≠≠∈∈∈∈======== ,int\ Iδ . 

 

 

Definição 1.1.4 [14]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico. A topologia gerada pelos 

subconjuntos regularmente abertos em ( )τ,X  é denotado por *τ  . O espaço ( )*,τX  é dito 

semi-regularização do espaço ( )τ,X .  Se *ττ =  então ( )τ,X  é dito semi-regular. 

 

 

Observação 1.1.2: Os conjuntos abertos do espaço ( )*,τX  são os conjuntos δ-abertos do 

espaço ( )τ,X . De fato, dado um conjunto aberto U em ( )*,τX , então U é igual à união dos 

elementos da base de *τ  contidos em U. Como os elementos da base da topologia *τ  são 

conjuntos regularmente abertos em  ( )τ,X , pela definição de conjuntos δ-abertos, segue 

que U é um conjunto δ-aberto em ( )τ,X . 

 

 

Observação 1.1.3: A topologia τ  sobre X é mais fina que a topologia *τ . De fato, para 

cada Xx ∈  e cada elemento B da base de *τ  contendo x, B é um conjunto regularmente 

aberto em ( )τ,X  e portanto B é um aberto em ( )τ,X . Logo existe um elemento C da base 

de τ  tal que CBx ⊆∈ . Daí segue que ττ ⊆* . 

 

 

Definição 1.1 .5 [26]: Um espaço X é dito ter uma base contável em Xx ∈  quando existe 

uma coleção β de vizinhanças de x tal que cada vizinhança de x contém pelo menos um dos 

elementos de β. Um espaço que tem uma base contável em cada ponto de X é dito 

satisfazer o primeiro axioma da contabilidade. 
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Definição 1.1.6:  A topologia pτ  do ponto excluído sobre X é definido por:  

Dado um ponto Xp ∈ , 

pU τ∈  se  e somente se Up ∉  ou XU = . 

 

 

Definição 1.1.7[31]: Uma função YXf →:  é strongly-contínua quando f  -1(V) é aberta 

e fechado em X, para todo subconjunto XV ⊂ . 
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CAPÍTULO 2 

 

 

 

CONJUNTOS g-FECHADOS E CONJUNTOS δδδδg-FECHADOS 

 

 

Neste capítulo definiremos dois conjuntos importantíssimos para este trabalho. São eles: os 

conjuntos g-fechados  e conjuntos δg-fechados. Este capítulo  está dividido em duas seções: 

na primeira temos a definição de conjuntos g-fechados e outras definições e resultados mais 

usados neste trabalho, relacionados aos conjuntos g-fechados. Na segunda postamos 

definições e resultados relacionados aos conjuntos δg-fechados também muito usados.  

 

 

2.1 Conjunto g-fechados 

 

 

 

Definição 2.1.1 [3]: Seja (X,τ) um espaço topológico. Um subconjunto A de X é chamado 

g-fechado se e somente se A ⊆ U quando A ⊆ U e U é aberto em X. 

 

 

Definição 2.1.2 [24]: Um conjunto A de um espaço topológico (X,τ) é chamado g-aberto 

quando AX −  for g-fechado. 

 

 

Definição 2.1.3 [24]: Seja (X,τ)  um espaço topológico e Xx ∈ . Um subconjunto A de  

(X,τ) é chamado g-vizinhança de x quando A  é um conjunto g-aberto tal que Ax ∈ . 
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Teorema 2.1.1 [24]: Seja (X,τ) um espaço topológico e Φ  a coleção de todos os fechados 

de (X,τ). Um subconjunto A de X é g-aberto se e somente se F ⊆ int A sempre que F ⊆ A e 

Φ∈F . 

 

Demonstração: Suponha que o subconjunto A de X é g-aberto, então pela definição anterior 

AX −  é g-fechado. Assim, para todo Φ∈F  tal que F ⊆ A, temos que 

UFXAX =−⊆−   com U aberto em X. Como AX −  é g-fechado então 

UFXAX =−⊆− , ou seja, UFXAX =−⊆− int . Logo AF int⊆ .  

Reciprocamente, suponha que para todo Φ∈F  temos que AF int⊆  sempre que AF ⊆ . 

Vamos mostrar que A é g-aberto. Para isso, devemos mostrar que AX −  é g-fechado. Seja 

U aberto qualquer em X  tal que UAX ⊆− . Então AUX ⊆− , onde Φ∈−UX . 

Assim, usando a hipótese, AUX int⊆− , ou seja, UAX ⊆− . Logo AX −  é g-

fechado, e portanto A é g-aberto. 

 

 

Teorema 2.1.2 [24]: Sejam (X,τ) um espaço topológico e A,B ⊆ X 

 g-abertos, então BAI  é g-aberto.  

 

Demonstração: Seja F um subconjunto fechado em (X,τ) tal que BAF I⊆ ,onde A e B 

são g-abertos em (X,τ). Então AF int⊆  e BF int⊆ . Logo 

( )BABAF II intintint ⊆⊆ . Portanto BAI  é g-aberto. 

 

 

Observação 2.1.1: De acordo com o teorema anterior, temos que a união de dois conjuntos 

g-fechados é um conjunto g-fechado. 

 

 

Observação 2.1.2: Nem sempre a união de g-abertos é um g-aberto. De fato, seja 

{ }cbaX ,,=  e { }{ }Xa ,,∅=τ . Então ( )τ,X  é um espaço topológico. Os subconjuntos { }b  
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e { }c  são g-abertos em ( )τ,X  pois o único fechado contido em ambos é o conjunto vazio. 

Mas { } { } { }cbcb ,=U  é fechado em ( )τ,X , portanto não é g-aberto em ( )τ,X . 

Desta observação também segue que a interseção de dois conjuntos g-fechados nem sempre 

é um conjunto g-fechado. 

 

 

Teorema 2.1.3 [24]: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de ( )τ,X . 

O subconjunto A é g-fechado em ( )τ,X  se e somente se  AA −  não contém conjunto 

fechado não vazio. 

 

Demonstração: Suponha primeiramente, que A seja g-fechado em ( )τ,X . Seja F um 

subconjunto fechado em (X,τ) tal que AAF −⊆ . Então cAF ⊆ , portanto cFA ⊆ . 

Como A é g-fechado em ( )τ,X , segue que cFA ⊆ , ou seja, ( )c
AF ⊆ . Portanto 

( ) ( ) ( ) ( ) ∅=⊆−⊆ AAAAAF
cc
II  e assim ∅=F . 

Reciprocamente suponha que AA −  não contém conjunto fechado não vazio. Vamos 

mostrar que A é um conjunto g-fechado em ( )τ,X . Para isso, tome U um conjunto aberto 

em ( )τ,X  tal que UA ⊆ , então cc AU ⊆ . Assim AAAAUA cc −=⊆ II . Como 

cUAI  é fechado em ( )τ,X , pela hipótese, ∅=cUAI . Portanto cUA ⊆  e A é um 

conjunto g-fechado em ( )τ,X . 

 

 

Teorema 2.1.4 [24]: Sejam X um espaço topológico e A ⊆ B ⊆ X, onde A é g-aberto 

relativo a B e B g-aberto relativo a X,então A é g-aberto relativo a X. 

 

Demonstração: Seja F um subconjunto fechado em X  tal que AF ⊆ . Como BA ⊆  e 

B é g-aberto relativo a (X,τ), temos que BF int⊆ . Mas por hipótese A é g-aberto 

relativo a B, logo ABFF Bint⊆= I  (pois BF I  é fechado em B). Então existe um 
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aberto U  em X tal que ABUF ⊆⊆ I . Assim ( ) ABUBUF ⊆⊆⊆ II int . Logo 

AF int⊆ , e A é g-aberto em X. 

 

 

Teorema 2.1.5: Sejam (X,τ) um espaço topológico e  Y um subespaço fechado em X. Se 

A ⊆ Y é g-aberto em X, então A é g-aberto em Y. 

 

Demonstração: Seja F um conjunto fechado em Y tal que AF ⊆ . Como Y é fechado em 

X, segue que F é fechado em X. Sendo A g-aberto em X segue que  AF Xint⊆ . Logo , 

existe um aberto U em X  tal que AUF ⊆⊆ . Como YA ⊆ , então 

AYAYUUYFF =⊆=⊆= III . Assim YUV I=  é um aberto em Y tal que 

AVF ⊆⊆ . Portanto AF Yint⊆  

Portanto A é g-aberto em Y. 

 

 

Definição 2.1.4 [6]: Seja (X,τ) e S ⊂  X um subconjunto de X. 

1. O interior generalizado (escrito como g-interior) de S denotado por g-int(S) é a 

união de todos g-abertos contidos em S. 

2. O fecho generalizado (escrito como g-fecho) de S denotado por gcl(S) ou 
g

S é a 

interseção de todos os g-fechados que contém S.  

 

 

Teorema 2.1.6: Seja A um subconjunto de um espaço topológico X. 

a. )(Agclx ∈  se e somente se todo g-aberto que contém x  intersecta A. 

b. Suponha que a topologia τ  de X é dada por uma base então, se )(Agclx ∈  , todo 

elemento da base de τ  que contém x intersecta A. 

 

Demonstração: 
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a). Seja Xx ∈ e suponha que existe um g-aberto U contendo x e não intersecta A, então 

UX −  é um g-fechado que não contém x, mas contém A Pela definição de g-fecho, temos 

que ( ) UXAgcl −⊆ . Portanto ( )Agclx ∉ . 

Reciprocamente se ( )Agclx ∉ , pela definição de g-fecho, existe um g-fechado U  que não 

contem x tal que UA ⊂ , logo existe UXV −=  g-aberto contendo x tal que ∅=VAI . 

b). Se )(Agclx ∈ , pela parte a., todo g-aberto que contém x intersecta A. Como todo aberto 

é g-aberto, se )(Agclx ∈ , todo aberto que contém x intersecta A. Como todo elemento de 

uma base é aberto, então todo elemento da base de τ é g-aberto. Logo, todo elemento da 

base de X que contém x intersecta A. 

 

 

Observação 2.1.3: A recíproca do teorema anterior item b. não é verdadeira. De fato, seja 

{ }cbaX ,,=  e { }{ }Xa ,,∅=τ . Então ( )τ,X  é um espaço topológico. Tome { }bA = . Todo 

aberto que contém c intersecta A. Mas ( ) AAgcl =  pois A é g-fechado em X. Assim, 

tomando cx = , todo aberto em X, contendo c intersecta A, mas ( )Agclc ∉ . 

 

 

Teorema 2.1.7: Sejam A e B subconjuntos nos espaços X e Y respectivamente. Então 

BA ×××× é g-aberto em YX ×  se e somente se A e B são g-abertos nos espaços X e Y, 

respectivamente. 

 

Demonstração: Suponha que A e B são subconjuntos g-abertos nos espaços X e Y 

respectivamente, vamos mostrar que BA ××××  é um subconjunto g-aberto em YX × . Para 

isso, seja GF ×  um conjunto em YX ×  fechado tal que BAGF ×⊆× . Então AF ⊆  e 

BG ⊆  onde F é fechado em X e G é fechado em Y. Portanto AF int⊆  e BG int⊆ , e 

portanto ( ) ( ) ( )BABAGF ×=×⊆× intintint .  

Reciprocamente, se BA×  é g-aberto em YX × , vamos mostrar que A e B são g-abertos 

nos espaços X e Y, respectivamente. Sejam F e G conjuntos fechado em X contidos A e B 

respectivamente. Então GF ×   é fechado em YX ×  tal que BAGF ×⊆× . Como BA×  é 
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g-aberto em YX × , temos que ( ) BABAGF intintint ×=×⊆× , e então, AF int⊆  e 

BG int⊆ . Logo, A é g-aberto em X e B é g-aberto em Y. 

 

 

 

2.2 Conjuntos δδδδg-fechados 

 

 

 

Definição 2.2.1 [12]: Um subconjunto A de um espaço ( )τ,X  é chamado δg-fechado 

quando ( ) UAcl ⊆δ  sempre que UA ⊆  e U é aberto em ( )τ,X . 

 

 

Definição 2.2.2 [12]: Um subconjunto A de um espaço ( )τ,X  é chamado δg-aberto 

quando AXB −=  for δg-fechado. 

 

 

Teorema 2.2.1:  Um subconjunto A de um espaço ( )τ,X  é δg-aberto se somente se 

( )AF δint⊆  sempre que AF ⊆  e F é fechado em ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja A um subconjunto δg-aberto em ( )τ,X . Então AXB −=  é δg-

fechado em ( )τ,X . Assim, para todo fechado F em ( )τ,X  tal que AF ⊆ , temos que 

FXBAX −⊆=−  

onde FX −  é aberto em ( )τ,X . Como AXB −=  é um subconjunto δg-fechado em 

( )τ,X  então ( ) ( ) FXBclAXcl −⊆=− δδ . Logo ( ) FXAX −⊆− δint , isto é, 

( )AF δint⊆ . 
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Reciprocamente, suponha que A é um subconjunto de ( )τ,X  tal que ( )AF δint⊆  sempre 

que AF ⊆  e F é fechado em ( )τ,X . Vamos mostrar que AXB −=  é um subconjunto 

δg-fechado em ( )τ,X . Seja U aberto de ( )τ,X , tal que UBAX ⊆=− . Então 

AUX ⊆− , e UX −  é fechado em ( )τ,X . Pela hipótese, temos que ( )AUX δint⊆− . 

Logo, ( ) ( ) UAXAXcl ⊆−=− δδ int , ou seja, AXB −=  é δg-fechado em ( )τ,X , e 

portanto A é δg-aberto em ( )τ,X . 

 

 

Teorema 2.2.2 [12]: Seja A um subconjunto do espaço ( )τ,X . Então A é um subconjunto 

δg-fechado do espaço ( )τ,X  se e somente se  ( ) AAcl −δ  não contém conjunto fechado 

não vazio. 

 

Demonstração: Seja A um subconjunto δg-fechado no espaço ( )τ,X .  Suponha por 

absurdo que exista um subconjunto fechado ∅≠F  em ( )τ,X  tal que ( ) AAclF −⊆ δ . 

Logo,  FXA −⊆ , e como A é um subconjunto δg-fechado no espaço ( )τ,X , 

( ) FXAcl −⊆δ . Portanto ( )AclXF δ−⊆ . Absurdo pois por hipótese 

( ) ( )AclAAclF δδ ⊆−⊆ . 

Logo ( ) AAcl −δ  não contém conjunto fechado não vazio. 

Reciprocamente, suponha que A é um subconjunto de ( )τ,X  tal que ( ) AAcl −δ  não 

contém conjunto fechado não vazio. Vamos mostrar que A é um subconjunto δg-fechado 

no espaço ( )τ,X . Para isso, tomemos U um conjunto aberto em ( )τ,X  tal que UA ⊆ , 

então cc AU ⊆ . Assim AAclAAclUAcl cc −=⊆ δδδ II . Como ( ) cUAcl Iδ  é fechado 

em ( )τ,X , pela hipótese, ( ) ∅=cUAcl Iδ . Portanto cUAcl ⊆δ  e a é um conjunto g-

fechado em ( )τ,X . 
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Teorema 2.2.3: O produto de uma família finita de conjuntos arbitrários é  δg-aberto se e 

somente se cada fator for δg-aberto. 

 

Demonstração: Seja ∏
=

=
n

i
iAA

1

 e suponha que { }nAA ,...,1  é uma família de conjuntos δg-

abertos. Vamos mostrar que A é um conjunto δg-aberto. Para isso, tome ∏
=

=
n

i
iFF

1

 um 

conjunto fechado qualquer tal que AF ⊆ . Então ∏∏
==

⊆
n

i
i

n

i
i AF

11

, ou seja, ii AF ⊆ , para 

todos ni ,,2,1 L= . Como cada iF  é fechado e cada iA é δg-aberto para todos ni ,,2,1 L= , 

segue que ii AF δint⊆ , para todos ni ,,2,1 L= . Logo ( ) 







=⊆ ∏∏∏

===

n

i
i

n

i
i

n

i
i AAF

111

intint δδ .  

Vamos provar esta última igualdade. Se ( ) ( )∏
=

∈=
n

i
in Axxx

1
,1 int,, δL  então, para cada 

ii Ax ∈  existe um regularmente aberto iU   tal que iii AUx ⊆∈ , para todos ni ,,2,1 L= .. 

Como UUUUUU
n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i intintintint

1111

=









=








=== ∏∏∏∏

====

. Temos que, existe um 

conjunto regularmente aberto U tal que ( )∏
=

⊆∈
n

i
iAUx

1

. Portanto, 







∈ ∏

=

n

i
iAx

1

intδ  e 

( ) 







⊂ ∏∏

==

n

i
i

n

i
i AA

11

intint δδ . 

 Agora, se 







∈ ∏

=

n

i
iAx

1

intδ , existe um regularmente aberto U tal que ( )∏
=

⊆∈
n

i
iAUx

1

.  

Como ∏
=

=
n

i
iUU

1

, onde cada iU  é aberto, temos que 

( )∏∏∏∏
====

===
n

i
i

n

i

i

n

i
i

n

i
i UUUU

1111

intintint . Portanto ii UU int= , ni ,,2,1 L=∀ . Logo, 

existe um regularmente aberto iU  tal que iii AUx ⊆∈ , ni ,,2,1 L=∀ , e assim 
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( )∏
=

∈
n

i
iAx

1

intδ  e ( ) 







⊃ ∏∏

==

n

i
i

n

i
i AA

11

intint δδ . Contudo, segue que ( ) 







= ∏∏

==

n

i
i

n

i
i AA

11

intint δδ . 

Logo ∏
=

=
n

i
iAA

1

 é δg-aberto. 

Reciprocamente, suponha que ∏
=

=
n

i
iAA

1

 é um conjunto δg-aberto. Considere conjuntos 

fechados iF , para ni ,...,1= , tais que ii AF ⊆ . Então ∏∏
==

⊆
n

i
i

n

i
i AF

11

 onde  ∏
=

=
n

i
iFF

1

 é um 

conjunto fechado. Como ∏
=

=
n

i
iAA

1

 é um conjunto δg-aberto, 

( )∏∏∏
===

=







⊆

n

i
i

n

i
i

n

i
i AAF

111

intint δδ  (esta última igualdade mostramos no item anterior). Ou 

seja, ii AF δint⊆  para cada ni ,...,1= .Portanto  cada iA  é um conjunto δg-aberto. 

 

 

Teorema 2.2.4 [12]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico: 

1. Todo conjunto δ-fechado é um conjunto δg-fechado. 

2. Todo conjunto δg-fechado em ( )τ,X  é um conjunto g-fechado em ( )*,τX . 

3. Todo conjunto δg-fechado em ( )τ,X  é um conjunto g-fechado em ( )τ,X . 

4. A interseção de um conjunto δg-fechado com um conjunto δ-fechado é sempre um 

conjunto δg-fechado. 

 

Demonstração: 

(1) Seja A um conjunto δ-fechado tal que UA ⊆  onde U é aberto em ( )τ,X . Como 

( ) UAACL ⊆=δ . Logo A é um conjunto δg-fechado. 

(2) Seja A um δg-fechado em ( )τ,X  tal que UA ⊆  onde U é aberto em ( )*,τX . Como 

ττ ⊆* , τ∈U , temos que ( ) UAcl ⊆δ . Portanto A é g-aberto em ( )*,τX . 
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(3) Seja A um conjunto δg-fechado em ( )τ,X , então para todo U aberto em ( )τ,X , tal 

que UA ⊆  temos que ( ) UAcl ⊆δ . Como ( ) ( )AclAcl δ⊆ , segue que ( ) UAcl ⊆  

sempre que UA ⊆  e τ∈U . Logo E é g-fechado em ( )τ,X . 

(4) Seja A um subconjunto δg-fechado e B um subconjunto δ-fechado em ( )τ,X , e 

BAI . Queremos mostrar que C é um subconjunto δg-fechado em X.  Para isso, seja 

U aberto em ( )τ,X  tal que UBA ⊆I .Então ( )BXUA −⊆ U  logo 

( ) ( )BXUAcl −⊆ Uδ .  Agora, ( ) ( )( ) UBAclBAcl ⊆⊆ II δδ . Portanto BAI  é δg-

fechado em ( )τ,X . 

 

 

Observação 2.2.1: A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. Por exemplo: 

1.  Seja { }cbaX ,,=  e { } { }{ }Xcba ,,,,∅=τ . Temos então que ( )τ,X  é um espaço 

topológico. Seja { }bA = . A é um subconjunto δg-fechado em ( )τ,X  pois 

( ) { } UcbAcl ⊆= ,δ  para todo aberto U em ( )τ,X . Mas A não é um subconjunto δ-

aberto em X pois, se fosse, A seria regularmente aberto em ( )τ,X . 

2. Seja { }cbaX ,,=  e { }{ }Xba ,,,∅=τ . Temos então que ( )τ,X  é um espaço 

topológico. A semi-regularização de X é ( )*,τX  onde { }X,* ∅=τ . Seja { }bA = . A é 

um subconjunto g-fechado em ( )*,τX  pois ( ) UXAcl ⊆=*τ  para todo aberto U em 

( )*,τX . Mas A não é um subconjunto δg-aberto em ( )τ,X . De fato, { }cbU ,= é 

aberto em ( )τ,X  tal que UA ⊂ . Mas ( ) UXAcl ⊄=δ . 

3. Seja [ ]1,0=X . Vamos definir uma base para uma topologia τ  sobre X da seguinte 

forma: para cada ponto de ( ]1,0  considere  o sistema de vizinhanças induzida pela 

topologia usual sobre o sistema de números reais e seja o sistema de vizinhanças do 

ponto 0=x  pelos conjuntos kU , onde 








−






= ,...

1
,...,

2

1
,1

1
,0

nk
U k . Temos que kU  é 

um subconjunto g-aberto em X, mas  não é δg-fechado em X. De fato, [ ] { }00 =  é um 
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subconjunto fechado em X tal que [ ] kU⊂0 . Mas não existe conjunto regularmente 

aberto contido em kU  e que contenha [ ]0 .  

 

 

Observação 2.2.2: Seja A é um subconjunto regularmente fechado⇒ A é um subconjunto 

δ-fechado ⇒  A é um subconjunto δg-fechado ⇒  A é um subconjunto g-fechado.  

Nenhuma das implicações contraria acima é verdadeira. De fato, tome X como o conjunto 

dos números reais e τ  a topologia usual sobre X. O subconjunto { }xY =  é δ-fechado em X 

pois τ∈∀U  tal que Ux ∈ , { } ∅≠xU Iint . Mas { }xY =  não é regularmente fechado em 

X pois { } ∅=== xYY intintint . Para os demais contra-exemplos para as outras 

implicações, basta ver a observação anterior, itens 1 e 3. 

 

 

Teorema  2.2.5 [12]:  

1. A união finita de conjuntos δg-fechados é sempre um conjunto δg-fechado. 

2. A união contável de conjuntos δg-fechados não precisa ser um conjunto δg-fechado. 

3. A interseção de conjuntos δg-fechados pode não ser um conjunto δg-fechado. 

 

Demonstração: 

(1) Seja U
n

i
iAA

1=

=  onde, cada i=1,2,....,n , iA  é δg-fechado. Seja U aberto tal que 

UA ⊆ . Logo, para cada i=1,2,....,n temos que UA i ⊆ . Como cada iA  é δg-

fechado, temos que ( ) UAcl i ⊆δ para todo i=1,2,...,n. Logo 

( ) ( ) UAA
n

i
i

n

i
i ⊆=









==
UU

11

intint δδ . Portanto A é um conjunto δg-fechado. 

(2)  Seja X o conjunto dos números reais com a topologia usual. Como X é semi-regular, 

então todo conjunto com um único elemento e´δg-fechado em X. Seja N o conjunto de 
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todos os inteiros positivos. Seja U
Nn n

A
∈ 








=
1

 que é uma união contável de conjuntos δg-

fechados, mas não é um conjunto δg-fechado pois ( )1,0⊂A   e Aclδ∈0 . 

(3)  Sejam { }edcbaX ,,,,=  e { } { } { }{ }Xcbacba ,,,,,,,∅=τ . Seja { }dcaA ,,=  e 

{ }ecbB ,,= . Ambos A e B são δg-fechados am X  pois o único aberto que contem A e B é 

o próprio X. Mas { }cBA =I  não é δg-fechado pois { } { }cCc ⊂=  e 

{ }( ) ( ) { } { }cedcCccl ⊄== ,,intδδ . 
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CAPÍTULO 3. 

 

 

 

AXIOMAS DA SEPARAÇÃO E ALGUNS RESULTADOS 

 

 

Este capítulo está dividido em duas seções. Na primeira seção, definimos e estudamos 

algumas propriedades dos espaços 
2

1T , dos espaços 1T  e dos espaços Almost Weakly 

Hausdorff. Também estabelecemos algumas relações entre eles. Definimos também os 

espaços 
4

3T , estudamos algumas de suas propriedades e desenvolvemos de forma própria 

alguns resultados.  

Na segunda seção, definimos e caracterizamos os espaços g-regulares e g-normais. 

Sugerimos a definição de espaços Almost g-regulares e desenvolvemos algumas de suas 

propriedades.   

 

 

3.1 Espaços Almost Weakly Hausdorff, espaços 1T , espaços
4

3T  e 

espaços 
2

1T  

 

 

 

Definição 3.1.1 [12]: Um espaço topológico ( )τ,X  é chamado espaço 1T  quando todo 

subconjunto unitário é fechado. 
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Definição 3.1.2 [15]: Um espaço topológico ( )τ,X  é chamado espaço 
2

1T  quando todo 

subconjunto g-fechado em ( )τ,X  é fechado. 

 

 

Teorema 3.1.1 [15]: X é um espaço 
2

1T  se e somente se para cada Xx ∈ , o subconjunto 

unitário { }x  é aberto ou fechado. 

 

Demonstração: Suponha que X é um espaço 
2

1T . Suponha que  para cada Xx ∈ , o 

subconjunto unitário { }x  não seja fechado em X.. Como X é a única vizinhança de { }cx , 

temos que { }cx  g-fechado e portanto fechado. Logo { }x  é aberto em X.  

Reciprocamente, seja A um subconjunto g-fechado em X, com Ax ∈ . Se o conjunto 

unitário { }x  é aberto, temos que  { } ∅≠Ax I  e portanto .Ax ∈  Por outro lado, se { }x  é 

fechado, como A é g-fechado, o único fechado contido em AA −  é conjunto vazio (pelo 

Teorema 2.1.3). Como { } Ax ⊆  segue que .Ax ∈  Portanto, AA = , ou seja, A é um 

conjunto fechado em X e X é um espaço 
2

1T . 

 

 

Corolário 3.1.1 [12]: Se ( )τ,X  é um espaço 1T , então ( )τ,X  é um espaço 
2

1T . 

 

Demonstração: Segue direto da Definição 3.1.1 de espaços 1T  e do teorema anterior. 
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Teorema 3.1.2 [15]: Seja ( )τ,X  um espaço 
2

1T  e seja YXf →:  uma função aberta e 

bijetora tal que para cada Yy ∈ , { }( )yf 1−  é um conjunto finito. Então ( )σ,Y  é um espaço 

2

1T . 

 

Demonstração: Seja Yy ∈ , Por hipótese { }( ) { }nxxyf ,,1
1

L=− . Se para algum i, { } τ∈ix  

então { } { }{ } σ∈= ixfy  pois f é uma função aberta. Caso contrário, { } τ∈c
ix  para todo 

ni ,,2,1 L=  e portanto { } { } { }( ) σ∈= c
n

cc xxfy ILI1 . Portanto ( )σ,Y  é um espaço 
2

1T . 

 

 

Corolário 3.1.2 [15]: A imagem homeomórfa de um espaço 
2

1T  é um espaço 
2

1T . 

 

 

Teorema 3.1.3 [15]: Seja { }∏ ∈= JXX αα \ . O espaço ( )τ,X  um espaço 
2

1T  se e 

somente se αX  é um espaço 
2

1T . 

 

Demonstração: O espaço X contém um subespaço que é homeomorfo a αX . Basta então 

usar  o teorema e corolário anterior. 

 

 

Teorema 3.1.4 [12]: Seja A um subconjunto de um espaço semi-regular ( )τ,X . 

1. A é um conjunto δg-fechado se e somente se A é g-fechado. 

2. Se ( )τ,X também for um espaço 
2

1T , então A é δg-fechado se e somente se A é 

fechado. 
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Demonstração: 

1. Suponha, inicialmente que A seja um conjunto δg-fechado em ( )τ,X . Pelo 

Teorema 2.2.3, segue que A é g-fechado em ( )*,τX . Como *ττ =  pois ( )τ,X  é um 

espaço semi-regular, segue que A é g-fechado em ( )τ,X . 

Reciprocamente, suponha que A é g-fechado em ( )τ,X . Como ( )τ,X  é semi-regular, 

então, para todo τ∈U  tal que UA ⊆  temos que ( ) ( ) UAclAcl ⊆= δ . Portanto A é δg-

fechado em ( )τ,X . 

2. Se ( )τ,X  é um espaço 
2

1T , então todo subconjunto g-fechado em ( )τ,X  é um 

subconjunto fechado em ( )τ,X . Pelo item anterior se A é δg-fechado em ( )τ,X  então A é 

g-fechado e portanto A é fechado em ( )τ,X . Reciprocamente, se A é um subconjunto 

fechado em ( )τ,X , A é um subconjunto g-fechado em ( )τ,X . Como ( )τ,X  é um espaço 

semi-regular, pelo item 1), segue que A é um subconjunto δg-fechado em ( )τ,X . 

 

 

Definição 3.1.3 [12]:Um espaço topológico ( )τ,X  é chamado Almost Weakly Hausdorff 

quando a semi-regularização de ( )τ,X  é 
2

1T . 

 

 

Teorema 3.1.5 [14]: Para um espaço topológico ( )τ,X  as seguintes condições são 

equivalentes: 

1. ( )τ,X  é um espaço Almost Weakly Hausdorff. 

2. Para todo Xx ∈ , { }x  é um conjunto δ-fechado ou δ-aberto. 

3. Para todo Xx ∈ , { }x  é um conjunto δ-fechado ou regularmente aberto. 

 

Demonstração: 
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( ) ( )21 ⇒  Considere ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff. Então  a semi-

regularização ( )*,τX  é um espaço 
2

1T  Logo, Xx ∈∀  { }x  é  aberto ou fechado em 

( )*,τX  Portanto { }x  é δ-fechado ou δ-aberto. 

( ) ( )32 ⇒  Imediato. 

( ) ( )13 ⇒  Se para todo Xx ∈ , { }x  é δ-fechado ou regularmente aberto em ( )τ,X  então, 

para todo Xx ∈ , { }x  é fechado ou  aberto em ( )*,τX . Portanto ( )*,τX  é um espaço 
2

1T  

e ( )τ,X  é um espaço Almost Weakly Hausdorff.  

 

 

Teorema 3.1.6 [12]: Em um espaço Almost Weakly Hausdorff ( )τ,X , conjuntos g-

fechados em ( )*,τX  são δ-fechado em ( )τ,X  e portanto δg-fechado em ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja A um subconjunto g-fechado em ( )*,τX . Como ( )τ,X  é Almost 

Weakly Hausdorff, temos que ( )*,τX  é um espaço 
2

1T . Então A é um subconjunto fechado 

em ( )*,τX . Portanto A é um subconjunto regularmente fechado em ( )τ,X  e então, A é um 

subconjunto δ-fechado em ( )τ,X , seguindo daí que A é um subconjunto δg-fechado em 

( )τ,X . 

 

 

Definição 3.1.4 [12]: Um espaço topológico ( )τ,X  é chamado espaço
4

3T  quando todo 

subconjunto δg-fechado de ( )τ,X  é δ-fechado. 

 

 

Lema 3.1.1 [12]: Em qualquer espaço ( )τ,X , um subconjunto unitário { }x  é δ-aberto se e 

somente se ele é regularmente aberto. 
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Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e Xx ∈ . Suponha que { }x  é um 

subconjunto δ-aberto. Então { }x  é a união de conjuntos regularmente abertos contidos em 

{ }x . Se { }x  não fosse regularmente aberto, o único regularmente aberto contido em { }x  

seria o conjunto vazio. Assim { } ∅=x . Absurdo.  

A recíproca segue da definição de conjunto δ-aberto. 

 

 

Teorema 3.1.7 [12]: Para um espaço topológico ( )τ,X , as seguintes condições são 

equivalentes: 

1. X é um espaço 
4

3T . 

2. Todo subconjunto unitário {{{{ }}}}x , é δ-aberto ou fechado. 

3. Todo subconjunto unitário {{{{ }}}}x , é regularmente aberto ou fechado. 

 

Demonstração: 

(1)⇒ (2) Seja que X é um espaço 
4

3T  e Xx ∈ . Suponha que { }x  não seja um subconjunto 

fechado de ( )τ,X . Vamos mostrar que { }x  é δg-aberto. Para isso, tome um subconjunto F 

fechado em ( )τ,X  tal que { }xF ⊆ . Como o único conjunto contido em { }x  é ele mesmo e 

o conjunto vazio, e como supomos que { }x  não é fechado, segue que ∅=F . Logo 

{ }xF δint⊆ . Portanto { }x  é um subconjunto δg-aberto em ( )τ,X . Agora, como por 

hipótese ( )τ,X  é um espaço 
4

3T , segue que { }x  é um subconjunto δ-aberto em ( )τ,X . 

(2) ⇒ (3)  Por hipótese, todo subconjunto unitário {{{{ }}}}x , é δ-aberto ou fechado. Pelo Lema 

3.1.1, segue que subconjunto unitário {{{{ }}}}x , é regularmente aberto ou fechado. 

(3) ⇒ (1) Seja A um subconjunto δg-aberto de ( )τ,X . Vamos mostrar que A é um 

subconjunto δ-aberto em ( )τ,X . Seja Ax ∈ , pela hipótese, { }x  é regularmente aberto ou 

fechado em ( )τ,X . Se { }x  for regularmente aberto, para todos Ax ∈ , então A é δ-aberto 
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em ( )τ,X  (pelo Lema 3.1.1). Agora, se { }x  fechado, para algum (ou todos) Ax ∈ , como A 

é δg-aberto de ( )τ,X , { } Ax δint⊆ . Assim { } AxA
Ax

δint⊆=
∈
U . Como AA ⊆δint  sempre, 

segue que AA =δint , e portanto A é um subconjunto δ-aberto em ( )τ,X . 

 

 

Teorema 3.1.8: O espaço X é um espaço 
4

3T  se e somente se todo subconjunto B de X é 

igual a interseção de todos regularmente fechados e todos  abertos contendo B. 

 

Demonstração: Suponha que X é um espaço 
4

3T com XB ⊆  arbitrário. Então 

{ }{ }BxxB c ∉= \I . Como todo { }x  é regularmente aberto ou fechado em X, então { }cx  é 

regularmente fechado ou aberto em X, seguindo daí o resultado. 

Reciprocamente, suponha que todo subconjunto de X é igual a interseção de todos abertos e 

regularmente fechados contendo B. Se Xx ∈ , pela hipótese, { }cx  é a interseção de todos 

regularmente fechados e de todos abertos contendo { }cx . Vamos mostrar que { }cx  é 

regularmente fechado ou aberto em X , ou seja, { }x  é regularmente aberto ou fechado em 

X. Como { } { }xXx c −= , segue que { } Xxcl c =δ  ou { } { }cc xxcl =δ . Se { } { }cc xxcl =δ  para 

todo Xx ∈ , então { }x  é δ-aberto e portanto X é um espaço 
4

3T .  Agora, se para algum 

Xx ∈  tivermos { } { }cc xxcl ≠δ , então { } Xxcl c =δ .Mas { }cx  é igual a interseção de todos 

regularmente fechado e todo todos aberto contendo { }cx .  Como o único regularmente 

fechado contendo { }cx  é X, segue { }cx  é um conjunto aberto em X. Portanto { }x  é fechado. 

Concluímos então que { }x  é regularmente aberto  ou fechado em X para qualquer Xx ∈ . 

Portanto X é um espaço 
4

3T .  
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Teorema 3.1.9: Sejam X é um espaço 
4

3T  e XY ⊆ um subconjunto aberto em X.Então Y é 

um espaço 
4

3T .  

 

Demonstração: De fato, como X é um espaço 
4

3T , Yy ∈∀ , então { }y  é um subconjunto 

regularmente aberto ou fechado em X. Se { }y  é um subconjunto regularmente aberto, como 

Y é aberto em X, segue que{ } { }yYy I=  é aberto em Y. Vamos mostrar que 

{ }( ) { }( )yclycl YXYY intint = . Para cada { }( )yclk YYint∈ , existe um aberto U em Y tal que 

{ }yclUx Y⊂∈ . Como Y é aberto em X, segue que U é aberto em X e { }( )yclk YXint∈ . 

Assim { }( ) { }( )yclycl YXYY intint ⊆ . Agora, se { }( )yclk YXint∈ , existe um aberto V em X tal 

que { }( )yclVk Y⊂∈ . Como YVk I∈  e YV I  é aberto em Y com 

{ }( )yclVYVk Y⊂⊂∈ I , segue que { }( ) { }( )yclycl YXYY intint = . Portanto, 

{ }( ) { }( ) { }( ) { }( ) { } { }yYyYyclYyclyclycl XXXXYXYY ===== III intintintint , ou seja 

{ }y  é um subconjunto regularmente aberto em Y. 

Mas, se { }y  é um subconjunto fechado em X, { } { }yYy I=  é fechado em Y. Portanto,  Y é 

um espaço 
4

3T . 

 

 

Teorema 3.1.10 [12]: Todo espaço 1T  é um espaço 
4

3T . 

 

Demonstração: Sejam X um espaço 1T  e XA ⊆  um subconjunto δg-fechado em X. Tome 

( )Aclx δ∈ , como X é 1T , temos que { }x  é um conjunto fechado de X. Se Ax∉ , então  

{ } ( ) AAclx −⊆ δ , como A é δg-fechado segue pelo Teorema 2.2.2  que ( ) AAcl −δ  não 

contém conjunto fechado não vazio. Portanto ( ) AAcl =δ  e assim A é δ-fechado em X. 

logo X é um espaço 
4

3T .  
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Exemplo 3.1.2: Um exemplo de um espaço 
4

3T  que não é um espaço 1T  : Seja ( )τ,X  um 

espaço topológico onde { }zyxX ,,= , e seja { } { } { }{ }Xyxyx ,,,,,∅=τ . Então ( )τ,X  é 

um espaço 
4

3T  mas não é um espaço 1T . De fato, ( )τ,X  não é um espaço 1T  pois { }x  não é 

fechado em ( )τ,X . Agora, ( )τ,X  é um espaço 
4

3T , pois 

{ } { } { }xzxx == ,intint  então { }x  é regularmente aberto em ( )τ,X ; 

{ } { } { }yzyy == ,intint  então { }y  é regularmente aberto em ( )τ,X ; 

{ }z  é fechado em ( )τ,X . 

Pela definição de espaço 
4

3T , segue que ( )τ,X  é um espaço 
4

3T . 

 

 

Teorema 3.1.11 [12]: Todo espaço
4

3T  é um espaço
2

1T . 

 

Demonstração: Sejam X um espaço 
4

3T  e XA ⊆  um subconjunto g-fechado de X.  Como 

X é um Espaço
4

3T , ou { }x  é um subconjunto δ-aberto ou fechado. Logo, ou { }x  é aberto ou 

fechado. Pelo Teorema 3.1.6, temos que X é um Espaço
4

3T . 

 

 

Exemplo 3.1.3: Um exemplo de espaço 
2

1T   que não é um espaço 
4

3T .  

Seja { }baX ,=  e { }{ }Xa ,,∅=τ . Então ( )τ,X  é um espaço topológico. Observe que 

( )τ,X  é um espaço 
2

1T . Mas ( )τ,X  não é um espaço 
4

3T . De fato, { }a  não é fechado pois 

{ }b não é aberto. { }a  também não δ-aberto pois { } { }aXa ≠=int . 
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Teorema 3.1.12 [12] : Para um espaço topológico ( )τ,X  as seguintes condições são 

equivalentes: 

1. X é Almost Weakly Hausdorff. 

2. X é um espaço 
4

3T  e cada conjunto { }x  é δ-fechado ou δ-aberto em ( )τ,X . 

 

Demonstração: 

(1)⇒ (2) Suponha que ( )τ,X  é um espaço Almost Weakly Hausdorff, então ( )*,τX  é um 

espaço 
2

1T . Seja A um subconjunto δg-fechado em ( )τ,X , então A é g-fechado em ( )*,τX , 

e portanto A é fechado em ( )*,τX . Assim A é regularmente fechado em ( )τ,X  e portanto 

A é δ-fechado em ( )τ,X . Logo ( )τ,X  é um espaço 
4

3T . Então { }x  é δ-fechado ou δ-aberto 

em  ( )τ,X .  

(2)⇒ (1)Suponha que ( )τ,X  é um espaço 
4

3T  e que { }xXx ,∈∀  é um subconjunto δ-

fechado ou δ-aberto em ( )τ,X . Portanto { }x  é fechado ou aberto  

em ( )*,τX . Logo, pelo Teorema 3.1.1, ( )*,τX  é um espaço 
2

1T  e assim ( )τ,X  é um 

espaço Almost Weakly Hausdorff. 

 

 

Teorema 3.1.13: Seja { }∏ ∈= JXX αα \ . Se ( )τ,X  um espaço 
4

3T  então αX  é um 

espaço 
4

3T . 

 

Demonstração:  Seja { }∏ ∈= JXX αα \  tal que ( )τ,X  um espaço 
4

3T . Escolha J∈α  

qualquer, vamos mostrar que αX  é um espaço 
4

3T . Seja αα Xx ∈  qualquer, então para 
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qualquer ( ) Xxx
J

∈=
∈ββ  onde ββ Xx ∈  é um elemento qualquer de βX  se αβ ≠  mas se 

βα = , αβ xx = , temos que { } ( ){ } Xxx
J

⊂=
∈ββ  é regularmente aberto ou fechado em 

( )τ,X .  

Consideremos τ  como a topologia produto sobre X. Então { }x  não é aberto em ( )τ,X  pois 

todo aberto em X possui infinitas parcelas iguais a βX , com β  variando em J . Assim { }x  

não é regularmente aberto em ( )τ,X . Então { }x  é fechado em ( )τ,X  e portanto { }αx  é 

fechado em αX . Logo αX  é um espaço 
4

3T . 

Considerando τ  como a topologia da caixa sobre X. Se { }x   é fechado em ( )τ,X  , então 

{ }αx  é fechado em αX . Agora, se { }x  é regularmente aberto em ( )τ,X , 

{ } { } { } { }( ) { } { }∏ ∏∏∏
∈ ∈∈∈

=====
J JJJ

xxxxxx
β βββ

ββββ intintintint . Portanto, { } { }αα xx int=  e 

αX  é um espaço 
4

3T   

Em qualquer caso, se { }∏ ∈= JXX αα \ . Se ( )τ,X  um espaço 
4

3T  então αX  é um 

espaço 
4

3T . 

 

 

Corolário 3.1.3:  Seja { }{ }∏ ∈= nXX ,,2,1\ Lαα . O espaço ( )τ,X  é um espaço 
4

3T  

então αX  é um espaço 
4

3T . 

 

Demonstração: Suponha que X seja um espaço
4

3T . Seja { }n,,2,1 L∈α qualquer e αX  o 

espaço correspondente. Queremos mostrar que αX é um espaço 
4

3T . Para isso, tome 

αα Xx ∈  um elemento qualquer. Como X é um espaço 
4

3T , e seja ( ) Xxxx n ∈= ,,1 L  no 
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qual βα xx =  na α-ésima posição e se βα ≠ , ββ Xx ∈  é um elemento qualquer. Então { }x  

é regularmente aberto ou fechado em X. Logo { }αx  é regularmente aberto ou fechado em 

αX . 

 

 

Exemplo 3.1.4: Recíproca do teorema anterior não é verdadeira. 

O produto de dois espaços 
4

3T não é geralmente um espaço 
4

3T .  Por exemplo { }cbaX ,,=  e 

{ } { } { }{ }Xbaba ,,,,,∅=τ . Seja ( ){ }bcQ ,= , então Q é δg-fechado em XX × . De fato, o 

único aberto em XX ×  é contendo Q é o próprio XX ×  

Observe que Q não é δ-fechado em XX ×  pois QX −  não é aberto em XX × . 

 

 

Lema 3.1.4: Seja { }∏ ∈= JXX αα \  onde J é infinito. Então X é 
4

3T  se e somente se 1T  

(A topologia considerada sobre X é a topologia produto). 

 

Demonstração: Suponha que X é um espaço 
4

3T . Seja Xx ∈ , { }x  não é aberto na topologia 

produto, portanto { }x  não é regularmente aberto na topologia produto. Como X é 
4

3T , { }x  é 

fechado. Daí segue X é um espaço 1T . 

A recíproca já foi provada no Teorema 3.1.10. 

 

 

Teorema 3.1.14: Seja { }∏ ∈= JXX αα \  onde J é infinito. Então X é um espaço 
4

3T  se e 

somente se  cada αX  é um espaço 1T  (A topologia considerada sobre X é a topologia 

produto). 

 



 

34 

Demonstração:  De fato se X é um espaço 
4

3T , pelo lema anterior, X é um espaço 1T , então 

αX  é um espaço 1T  para todo J∈α .  

Reciprocamente, se αX  é um espaço 1T  para todo J∈α , então X é um espaço 1T . 

Portanto X é um espaço 
4

3T   (pelo Teorema 3.1.10). 

 

 

Teorema 3.1.15 [15]: Seja ( ) ( ){ }∏ == niXX ii ,...,2,1\,, ττ . Então X é um espaço 
2

1T  se e 

somente se  uma das seguintes condições é satisfeita: 

a. ( )iiX τ,  é um espaço 1T  para todo ni ,...,2,1=  

ou 

b.  para algum k, ( )kkX τ,  é um espaço 
2

1T  mas não 1T  onde ( )iiX τ,  é discreto para 

todo .ki ≠  

 

Demonstração: Suponha primeiramente que X é um espaço 
2

1T  e que o item a. não seja 

satisfeito. Suponha também que, para algum k, ( )kkX τ,  não é um espaço 1T , mas é um 

espaço 
2

1T . Fixe ki ≠ . Afirmamos que ( )iiX τ,  é um espaço discreto. Caso contrario, existe 

um ii Xx ∈  tal que { } iix τ∉ . Todavia, para algum kk Xx ∈ , kx  não é fechado em ( )kkX τ, . 

Defina Xx ∈*  por 

( ) kxkx =*  

( ) ixix =*  

( ) jXjx ∈*  arbitrariamente para iki ,≠  

Se { } τ∈*x , então a i-ésima projeção { }[ ] { } iii xxP τ∈=* , uma contradição. Se { }*x  é 

fechado em ( )τ,X  então { }kx  é fechado em ( )kkX τ,  também uma contradição. Pelo 

Teorema 3.1.1 segue que ( )iiX τ,  é discreto para todo .ki ≠  
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Reciprocamente, se o item a. é verdadeiro ( )τ,X  é um espaço 1T  e portanto 
2

1T (pelo 

Teorema 3.1.10). Se o item  b. for verdadeiro então para algum k, ( )kkX τ,  é um espaço 
2

1T  

mas não 1T  onde ( )iiX τ,  é discreto para todo .ki ≠  Seja Xx ∈ . Se { } kkx τ∈ , então 

{ }∏ ∈≤≤= τnjxx j 1\ . Por outro lado se { }kx  

É fechado em ( )kkX τ,  então { }x  é fechado em ( )τ,X . Portanto  ( )τ,X  é um espaço 
2

1T . 

 

 

Teorema 3.1.16: Seja ( ) ( ){ }∏ == niXX ii ,...,2,1\,, ττ . Então X é um espaço 
4

3T  se e 

somente se  uma das seguintes condições é satisfeita: 

a. ( )iiX τ,  é um espaço 1T  para todo ni ,...,2,1=  

ou 

b.  para algum k, ( )kkX τ,  é um espaço 
4

3T  mas não 1T  onde ( )iiX τ,  é discreto para 

todo ki ≠  

 

Demonstração:  Suponha primeiramente que X é um espaço 
4

3T . Então  X é um espaço 
2

1T , 

pelo Teorema 3.1.11. Pelo Teorema anterior, a) ou b) é satisfeitas. 

Reciprocamente, se a) é satisfeita, ( )τ,X  é um espaço 1T . Logo ( )τ,X  é um espaço 
4

3T .  

Agora, se a condição b) for satisfeita, então para algum k, X é um espaço 
4

3T  mas não 1T  , 

enquanto ( )iiX τ,  é discreto para todo ki ≠ . Seja Xx ∈ , se { }kx  é regularmente aberto, 

então { } { }∏ == njxx j ,...,2,1/  é regularmente aberto (pois ( )iiX τ,  é discreto para todo 

ki ≠ ). Por outro lado, se  { }kx  é fechado, { } { }∏ == njxx j ,...,2,1/  é fechado em X (pois 

( )iiX τ,  é discreto para todo ki ≠ ). Logo ( )τ,X  é um espaço 
4

3T . 
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Teorema 3.1.17: Seja  ( )ατ,X  um espaço 
4

3T , J∈∀α , onde { }J∈ατα \  é uma família 

totalmente ordenada em relação à inclusão. Então { }( )JX ∈ατα \,I  é um espaço 
4

3T . 

 

Demonstração: Seja Xx ∈  e suponha que { }x  não seja regularmente aberto em 

{ }( )JX ∈ατα \,I . Então { }x  não é regularmente aberto em ( )βτ,X  para algum J∈β . 

Como, por hipótese, ( )βτ,X  é 
4

3T , { }x  é fechado em ( )βτ,X .  Vamos mostrar que { }x  é 

fechado em ( ) JX ∈∀ατα ,, .Se J∈α  é tal que αβ ττ ⊆ , então { }x  é fechado em ( )ατ,X . 

Agora, se J∈α  é tal que βα ττ ⊆ , e se { }x  não é fechado em ( )ατ,X , então { }x  não pode 

ser fechado em ( )βτ,X , contradição. Logo { }x  é regularmente aberto ou fechado em 

{ }( )JX ∈ατα \,I , e portanto { }( )JX ∈ατα \,I  é um espaço 
4

3T . 

 

 

Lema 3.1.5(Lema de Zorn): Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que toda 

cadeia tenha pelo menos uma cota superior, então X tem um elemento maximal 

 

 

Corolário 3.1.4: Para qualquer topologia τ  sobre um espaço X, existe uma topologia υ  

sobre X tal que : 

a. υτ ⊂  

b. ( )υ,X  é um espaço 
4

3T  

c. Se ( )σ,X  é um espaço 
4

3T  para υστ ⊂⊂ , então υσ = . 

Demonstração: Seja { }J∈=℘ ατα \  uma família indexada de todas as topologias mais 

finas que τ  sobre um espaço X. tal que ( )ατ,X  é um espaço 
4

3T . Note que ∅≠℘  pois X 

com a topologia discreta é um espaço 
4

3T . Todavia, se { }*\ J∈ατα  é um subconjunto de 
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℘ totalmente ordenado como respeito a inclusão, então pelo teorema anterior, 

( ) { }( )*\,, JXX ∈= ατσ αI  é um espaço 
4

3T  tal que στ ⊂ . Então ℘∈σ  e pelo Lema de 

Zorn , ℘ possui um elemento minimal υ  que satisfaz as propriedades acima. 
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3.2 Espaço g-regular, Espaço g-normal e espaço Almost g-

regular 

 

 

 

Definição 3.2.1 [26]: Um espaço X é dito regular quando para cada par (x,B) tal que Xx ∈  

e B é um subconjunto fechado em X com x∉B, existirem abertos U e V disjuntos tais que 

Ux ∈  e VB ⊂ . 

 

 

Definição 3.2.2 [30]: Um espaço X é dito regular generalizado (escrito como g-regular) 

quando para cada par (x,B) tal que Xx ∈  e B é um subconjunto g-fechado em X com 

Bx ∉ , existirem abertos U e V disjuntos tais que Ux ∈  e VB ⊂ . 

 

 

Definição 3.2.3 [26]: Um espaço X é dito normal quando para cada par (A,B) de 

subconjuntos fechados em X com AI B=∅ , existirem abertos U e V disjuntos tais que 

UA ⊂  e VB ⊂ . 

 

 

Definição 3.2.4 [30]: Um espaço X é dito normal generalizado (escrito como g-normal) 

quando para cada par (A,B) de subconjuntos g-fechados em X com AI B=∅ , existirem 

abertos U e V disjuntos tais que BA ⊂  e VB ⊂ .  

 

 

Definição 3.2.5 [3]: Um espaço X é dito Hausdorff quando para cada par (x,y) de 

elementos de X com yx ≠ , existirem abertos U e V disjuntos tais que x∈U e y∈  V.  
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Teorema 3.2.1 [21]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico. O espaço ( )τ,X  é um espaço de 

Hausdorff, se e somente se ( )*,τX  é um espaço de Hausdorff. 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço Hausdorff e Xyx ∈,  tais que yx ≠ . Então 

existem U e V  abertos disjuntos em ( )τ,X  tais que Ux ∈  e Vy ∈ . Então 

1int UUx =∈  e 1int VVy =∈  com 1V  e 1U  subconjuntos regularmente abertos em 

( )τ,X  contendo y e x, respectivamente. Falta mostrar que  1V  e 1U  são disjuntos. Como 

∅=VU I , então ∅== VUVU II int1 . Mas, desde que 1U  e V são abertos, 

∅=VU I1 . Portanto ∅=⊆= VUVUVU III 1111 int  

Como ττ ⊂* , a recíproca é imediata. 

 

 

Definição 3.2.6 [3]: Um espaço X é chamado g-Hausdorff quando para cada par (x,y) de 

elementos de X com yx ≠ , existirem g-abertos U e V disjuntos tais que x∈U e y∈  V.  

 

 

Observação 3.2.1: 

1. Se X é um espaço g-regular então X é regular.De fato, sejam  x ∈X e B é um 

subconjunto fechado em X (e portanto g-fechado) tal que x∉B. Como X é g-

regular, existem U e V abertos disjuntos tais que x ∈U e B⊂ V. Portanto X é 

regular. 

2.  Se X é um espaço g-normal, então X será normal.De fato, sejam A e B 

subconjuntos fechados em X (e portanto g-fechados de X) tal que ∅=BAI . 

Como X é g-normal, existem U e V abertos disjuntos tais que UA ⊂  e VB ⊂ . 

Portanto X é normal. 

 

 

Teorema 3.2.2 [3]: Se X é um espaço de Hausdorff, então X é um espaço g-Hausdorff. 
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Demonstração: Se X é Hausdorff então para cada par de (x,y) de elementos de X com 

yx ≠ , existem abertos U e V disjuntos tais que x∈U e y∈  V. Como todo conjunto aberto 

é g-aberto, segue que X é g-Hausdorff. 

 

 

Teorema 3.2.3: Seja ( )τ,X  um espaço topológico g-regular. Se ( )τ,X  for um espaço g-

Hausdorff, então ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff. 

 

Demonstração: Seja ( )τ,X  um espaço topológico g-regular. Suponha que ( )τ,X  seja um 

espaço g-Hausdorff. Tome Xyx ∈,  quaisquer tais que yx ≠ . Como ( )τ,X  é g-Hausdorff, 

existem g-abertos disjuntos U e V tais que Ux ∈  e Vy ∈ . Como ( )τ,X  é um espaço g-

regular, existem abertos Z e W tais que UZZx ⊂⊂∈ , VWWy ⊂⊂∈ , e 

∅=⊂ VUWZ II . Portanto, existem abertos Z e W disjuntos tais que  Zx ∈ e Wy ∈ . 

Daí segue que ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff. 

 

 

Corolário 3.2.1: Seja ( )τ,X  um espaço topológico g-regular. Se ( )τ,X  for um espaço g-

Hausdorff se e somente se ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff. 

 

 

Exemplo 3.2.1: Vejamos um exemplo de espaço g-Hausdorff que não é Hausdorff.  

Considere { }cbaX ,,=  e { }{ }Xa ,,∅=τ . Temos que ( )τ,X  é um espaço topológico.  

Observe que ( )τ,X  não é um espaço de Hausdorff pois { }a  não é fechado em ( )τ,X . Mas 

( )τ,X  é g-Hausdorff. De fato, como { }a  é aberto em ( )τ,X  então é g-aberto em ( )τ,X . 

Agora, { }b e { }c  são g-abertos em ( )τ,X  pois o único fechado contido em ambos é o 

conjunto vazio.  
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Corolário 3.2.2: Se ( )τ,X  for Hausdorff então ( )*,τX  é g-Hausdorff. 

 

Demonstração: 

Sejam ( )τ,X  um espaço Hausdorff e Xyx ∈,  tais que yx ≠ . Então, pelo Teorema 3.2.1, 

( )*,τX  é Hausdorff. Logo, pelo Teorema anterior, ( )*,τX  é g-Hausdorff. 

 

 

Lema 3.2.2: Seja ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff.  Se ( )*,τX  for g-

Hausdorff então ( )τ,X  é g-Hausdorff. 

 

Demonstração: 

Sejam ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff e Xyx ∈,  tais que yx ≠ . Se 

( )*,τX  é um espaço g-Hausdorff, existem U e V  g-abertos disjunto de ( )*,τX  tais que 

Ux ∈  e Vy ∈ . Como ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff então conjuntos g-

abertos em ( )*,τX  são δ-abertos em ( )τ,X  e portanto g-abertos em ( )τ,X . Portanto U 

e V  g-abertos disjunto de ( )τ,X  tais que Ux ∈  e Vy ∈  e ( )τ,X  é g-Hausdorff. 

 

 

Teorema 3.2.4 [26]: Se todo conjunto unitário for fechado em X, então se X é um espaço 

regular temos  que X é um espaço Hausdorff. 

 

Demonstração: Sejam Xyx ∈,  tais que yx ≠ . Desde que { }x  é fechado em X, { }xy ∉  e 

X é um espaço regular, existem abertos disjuntos U e V tais que Ux ∈  e Vy ∈ . Portanto 

X é um espaço de Hausdorff. 

 

 

Corolário 3.2.3: Suponha que todo conjunto unitário de X seja fechado. Se X é um espaço 

g-regular, então X é um espaço Hausdorff. 
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Demonstração: Desde que todo espaço g-regular é um espaço regular, e todo espaço regular 

é Hausdorff; temos que todo espaço g-regular é um espaço Hausdorff. 

 

 

Corolário 3.2.4: Suponha que todo conjunto unitário de X seja fechado. Se X é g-regular, 

então X é g-Hausdorff. 

 

Demonstração: Se X é um espaço g-regular então, pelo Corolário 3.2.3  X é um espaço de 

Hausdorff. Por sua vez, pelo Teorema 3.2.2, X é um espaço g-Hausdorff. 

 

 

Teorema 3.2.5: Suponha que todo conjunto unitário de X seja g-fechado. Então X g-

normal implica X g-regular. 

 

Demonstração: Sejam U um subconjunto g-fechado em X e Xx ∈  tal que Ux ∉ . Como 

todo conjunto unitário é g-fechado, seque que { }x  é g-fechado em X. Como X é um espaço 

g-normal, existem abertos disjuntos V e W tais que Vx ∈  e WU ⊆ . Portanto X é um 

espaço g-regular. 

 

 

Corolário 3.2.5: Suponha que todo conjunto unitário de X seja fechado. Então X g-normal 

implica X g-Hausdorff. 

 

Demonstração: De acordo com o Teorema 3.2.5, se X é um espaço g-normal, então X é um 

espaço g-regular e portanto, pelo Corolário 3.2.4,  X é um espaço g-Hausdorff. 

 

 

Teorema 3.2.6: Para um espaço X, são equivalentes: 

1. X é um espaço g-regular. 

2. Para cada Xx ∈ e uma g-vizinhança U de x, existe uma vizinhança V de x  tal que 

UV ⊂ . 
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3. Para cada Xx ∈ e cada subconjunto g-fechado A em X tal que Ax ∉ , existe um 

conjunto aberto U contendo x tal que ∅=AU I .  

 

Demonstração: 

(1⇒  2) Seja Xx ∈  e uma g-vizinhança U de x, então UXB −=  é um subconjunto g- 

fechado em X tal que Bx ∉ . Como X é g-regular, existem W e V abertos disjuntos em X 

tais que  

Vx ∈  e WB ⊂ . Observe que o conjunto V  é disjunto de B. De fato, se By ∈  então W é 

uma vizinhança  de y disjunta de V, logo Vy ∉  e ∅=BV I .  

Logo UVx ⊂∈ . 

(2⇒  3) Sejam Xx ∈  e A um subconjunto g-fechado em X tal que Ax ∉ então AXB −=  

é uma g-vizinhança aberta em X tal que x∈B. Por hipótese, existe uma vizinhança V de x  

tal que UV ⊂⊂⊂⊂  . Dai segue que existe uma vizinhança V de x tal que ∅∅∅∅====AV I . 

(3⇒  1) Seja Xx ∈ e A g-fechado em X tal que Ax ∉ . Por hipótese existe um conjunto 

aberto U contendo x tal que ∅=AU I . Então UXV −=  é uma aberto de X, tal que 

VA ⊂ , Ux ∈  e ∅=VU I . Portanto X é g-regular.  

 

 

Corolário 3.2.6: Se um espaço ( )τ,X  é um espaço g-regular, então para cada Xx ∈ e cada 

vizinhança U de Ux ∈  existe uma g-vizinhança V de x tal que UVV int⊂⊂ . 

 

Demonstração:  Sejam Xx ∈  e U uma vizinhança de x, então UXB −=  é um 

subconjunto fechado em X, portanto g-fechado, tal que x∉B. Como X é g-regular, existem 

W e V abertos disjuntos, portanto g-abertos disjuntos em X tais que  

Vx ∈  e WB ⊂ . Observe que o conjunto V  é disjunto de B. De fato, se By ∈  então W é 

uma vizinhança  de y disjunta de V, logo Vy ∉  e ∅=BV I .  

Portanto UUUVVx intint ⊂=⊂⊂∈ . 
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Corolário 3.2.7: Se ( )τ,X  é um espaço g-regular então, para cada Xx ∈  e cada g-

vizinhança U de x, existe uma g-vizinhança V de x tal que UVV int⊂⊂ . 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  é um espaço g-regular, Xx ∈  e U g-vizinhança  de x. Então, 

pelo Teorema 3.2.6, existe um aberto V contendo x tal que UVV ⊂⊂ . Como U é g-aberto, 

UUVV intint ⊆⊂⊂ . Lembrando que todo aberto é g-aberto, daí segue o resultado. 

 

 

Corolário 3.2.8: Se ( )τ,X  é um espaço g-regular então, para cada Xx ∈  e cada g-

vizinhança U de x, existe uma g-vizinhança V de x tal que UVV int⊂⊂ . 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  é um espaço g-regular , Xx ∈  e U g-vizinhança de x. Então, 

pelo Teorema 3.2.6, existe um aberto V contendo x tal que UVV ⊂⊂ . Como U é g-

aberto, UUVV intint ⊆⊂⊂ . Lembrando que todo aberto é g-aberto, segue o resultado. 

 

 

Teorema 3.2.7: Seja ( )τ,X  um espaço topológico. Dado um subconjunto XA ⊆  g-

fechado e Xx ∈  tal que .Ax ∉  Então ( )τ,X  é um espaço g-regular se e somente se 

existem abertos U e V  tais que Ux ∈ , VA ⊆  e ∅=VU I . 

 

Demonstração: Suponha que ( )τ,X  é um espaço g-regular. Sejam XA ⊆  g-fechado e 

Xx ∈  tal que .Ax ∉  Então existem abertos  U e V tais que Vx ∈ , UA ⊆  e ∅=VU I . 

Desde que U  é regularmente fechado e portanto g-fechado e Xx ∈  tal que .Ux ∉  Então 

existem abertos Z e W tais que Zx ∈ , WUA ⊆⊆  e ∅=WZ I . Assim, existem abertos 

U e Z tais que Zx ∈ , UA ⊆  e ∅=⊆ WZUZ II . 

Reciprocamente, suponha que dado um subconjunto XA ⊆  g-aberto e Xx ∈  tal que 

Ax ∉∉∉∉ , existem abertos U e V tais que Ux ∈ , VA ⊆  e ∅=VU I . Então existem abertos 

U e V tais que Ux ∈ , VA ⊆  e ∅=⊆ VUVU II .  
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Pela Definição 3.2.2, temos que ( )τ,X  é um espaço g-regular. 

 

 

Corolário 3.2.9: Se um espaço topológico ( )τ,X  é g-regular então, para todo fechado A e 

cada ponto x não pertencente a A, existem abertos V1 e V2 tais que 1Vx ∈ , 2VA ⊂  e 

∅=21 VV I . 

 

Demonstração: Direto do teorema anterior. 

 

 

Teorema 3.2.8: Sejam ( )τ,X um espaço topológico e A um subconjunto g-fechado em  

( )τ,X . Se ( )τ,X  é um espaço g-regular então A é g-regular como subespaço de ( )τ,X .  

 

Demonstração: Seja Aa ∈  e F um subconjunto de A g-fechado em A tal que Fa ∉ . Como 

A é g-fechado em ( )τ,X , segue que F também é g-fechado em ( )τ,X  e FXa −∈ . Como 

( )τ,X  é g-regular, existem abertos U e V disjuntos tais que Ua ∈  e VF ⊂ . Os conjuntos 

AUU I='  e AVV I='  são abertos em A disjuntos tais que 'Ua ∈  e 'VF ⊂ . Portanto A 

é um subespaço g-regular. 

 

 

Teorema 3.2.9: Para um espaço X, são equivalentes: 

1. X é g-normal. 

2. Para todo g-fechado F e todo g-aberto G em X tal que GF ⊂ , existir um aberto H tal 

que GHHF ⊂⊂⊂ . 

 

Demonstração: 

(1⇒  2) Seja F g-fechado e G g-aberto em X, tal que GF ⊂ . Então GXB −=  é um 

conjunto g-fechado em X tal que ∅=FB I . Pela hipótese, existem abertos H e V 
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disjuntos tais que HF ⊂  e VB ⊂ . Além disso ∅=BH I . De fato, se By ∈  então V é 

uma vizinhança de y disjunta de H. Logo Hy ∉ . Logo GH ⊂  e  GHHF ⊂⊂⊂ .  

(2⇒ 1) Sejam A e B g-fechados disjuntos em X, então BXG −=  é um conjunto g-aberto 

em X tal que G contém A. Por hipótese, existe um aberto H tal que GHHA ⊂⊂⊂ . Seja 

HXV −=  assim, como BXGH −=⊂  então VHXB =−⊂ . Logo, existem g-abertos 

H e V disjuntos tais que VB ⊂  e HA ⊂ . Portanto X é um espaço g-normal. 

 

 

Teorema 3.2.10 [26]: Todo espaço metrizável é normal.  

 

 

Observação 3.2.3: O teorema acima não é verdadeiro se trocarmos normal por g-normal. 

De fato, se X é um espaço metrizável, pelo Teorema anterior X é um espaço normal. Mas 

conjuntos g-fechados disjuntos, em geral não podem ser separados por conjuntos abertos. 

Por exemplo: seja { }cbaX ,,=  e { }{ }Xa ,,∅=τ . Observe que os conjuntos { }b  e { }c  são 

conjuntos g-fechados e disjuntos, mas não podem ser separados por abertos e disjuntos de 

( )τ,X .  

 

 

Teorema 3.2.11 [26]: Todo espaço regular com base contável é normal.  

 

 

Teorema 3.2.12: Todo espaço g-regular com base contável é g-normal.  

 

Demonstração: Seja X um espaço g-regular com uma base contável B. Sejam A e B 

subconjuntos g-fechados e disjuntos em X. Para cada elemento x de A, existe uma 

vizinhança U de x que não intersecta B, pois X é um espaço g-regular. Ainda por X ser g-

regular, podemos escolher uma vizinhança V de x tal que o fecho está contido em U 

(Teorema 3.2.6). Finalmente, escolha um elemento de B contendo x e que esteja contido em 

V. Escolhendo dessa forma um elemento B para cada ponto x de A, formamos uma 
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cobertura de A por abertos de X, portanto uma cobertura de A por g-abertos de X, cujo 

fecho não intersecta B. Desde que a cobertura de A é contável, podemos indexa-los com 

inteiros positivos, vamos denota-los por { }nU .  

Similarmente, escolha uma coleção contável {Vn} de conjuntos  abertos, portanto g-

abertos, cobrindo B, tal que o fecho dos Vn  são disjuntos de A Os conjuntos U nUU =  e 

U nVV =  são conjuntos abertos contendo A e B, respectivamente, mas eles não precisam 

ser disjuntos. Vamos construir dois abertos que são disjuntos e cobrem A e B. Dado n, 

defina 

U
n

i
inn VUU

1

'
=

−=                    U
n

i
inn UVV

1

'
=

−=  

Note que 
nU '  são conjuntos abertos, sendo a diferença de um conjunto aberto 

nU  e de um 

fechado U
n

i
iV

1=

. Similarmente cada conjunto nV  é aberto. A coleção { }nU '  é uma cobertura 

de A, pois cada x∈A pertence a nU  pra algum n, e x não pertence a nenhum dos iV . 

Similarmente, a coleção { }nV '  é uma cobertura de A Finalmente, os conjuntos abertos  

U
+Ζ∈

=
n

nUU ''                    U
+Ζ∈

=
n

nVV ''  

são disjuntos, pois se '' VUx I∈ , então '' kj VUx I∈ para algum j e k. Suponha que j ≤ k. Da 

definição de Uj’, temos que  jUx∈ , desde que j ≤ k, da definição de Vk’, temos que  

jUx∉ . Contradição.  

Agora, se k ≤ j. Da definição de Vk’, temos que  kVx ∈ , desde que k ≤ j, da definição de 

Uk’, temos que  kUx∉ .Contradição.  

 

 

Definição 3.2.7 [13]: Um subconjunto A de um espaço topológico ( )τ,X  é dito α-

Hausdorff se e somente se para quaisquer dois elementos Xba ∈,  onde Aa ∈  e 

AXb −∈  existem abertos  disjuntos U e V em ( )τ,X  contendo a e b, respectivamente. 
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Definição 3.2.8: Um subconjunto A de um espaço topológico ( )τ,X  é chamado αg-

Hausdorff se e somente se para quaisquer dois ponto  Xba ∈,  onde Aa ∈  e 

AXb −∈  existir g-abertos disjuntos U e V em ( )τ,X  contendo a e b, respectivamente. 

 

 

Exemplo 3.2.2: Sejam { }cbaX ,,=  e { }{ }Xb ,,∅=τ . Então ( )τ,X  é um espaço 

topológico. Considere { }caA ,= , temos que A é um subconjunto αg-Hausdorff. De fato,  

Aca ∈, , tanto{ }a  quanto { }c  são g-abertos pois o único fechado contido em ambos é o 

conjunto vazio. O único elemento em ( )τ,X  que não pertence  a A é b, e  { }b  é um 

conjunto g-aberto contendo b e não intersecta { }a  e { }c . 

 

 

Definição 3.2.9 [22]: Um subconjunto A de um espaço topológico ( )τ,X  é chamado α-

regular se e somente se para todo ponto Aa ∈  e todo aberto U em ( )τ,X  tal que Ua ∈  

existe um aberto V em ( )τ,X  tal que UVVa ⊂⊂∈ . 

 

 

Teorema 3.2.13: Seja A um subconjunto α-regular no espaço topológico ( )τ,X . Então, 

para qualquer fechado F em ( )τ,X  e qualquer ponto Aa ∈  tal que FXa −∈ , existe 

abertos disjuntos contendo a e F, respectivamente. 

 

Demonstração: Sejam A um subconjunto α-regular no espaço topológico ( )τ,X  e F  um 

conjunto fechado em ( )τ,X  tal que Aa ∈  e UFXa =−∈  onde U é aberto em ( )τ,X . 

Então, por definição, existe um aberto V  tal que UVVa ⊂⊂∈ . Defina VXW −= , 

então W é um aberto em ( )τ,X  tal que ∅=VW I , Va ∈  e WVXUXF =−⊂−⊂ .  
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Definição 3.2.10: Um subconjunto A de um espaço topológico ( )τ,X  é chamado αg-

regular se e somente se para todo ponto Aa ∈  e todo g-aberto U em ( )τ,X  tal que Ua ∈  

existir um aberto V  tal que UVVa ⊂⊂∈ . 

 

 

Teorema 3.2.14: Seja A um subconjunto αg-regular do espaço topológico ( )τ,X . Então, 

para qualquer g-fechado F em ( )τ,X  e qualquer ponto Aa ∈  tal que FXa −∈ , existir 

abertos disjuntos contendo a e F, respectivamente. 

 

Demonstração: Sejam A um subconjunto αg-regular do espaço topológico ( )τ,X  e F  um 

conjunto g-fechado em ( )τ,X  tal que Aa ∈  e UFXa =−∈  onde U é g-aberto em 

( )τ,X . Então, por definição, existe um aberto V  tal que UVVa ⊂⊂∈ . Defina 

VXW −= , então V é um aberto em ( )τ,X  tal que ∅=VW I , Va ∈  e 

WVXUXF =−⊂−⊂ .  

 

 

Exemplo 3.2.3: Sejam { }baX ,=  e {{{{ }}}} {{{{ }}}}{{{{ }}}}Xba ,,,∅∅∅∅====τ . Então ( )τ,X  é um espaço 

topológico. Considere { }aA = , temos que A é um subconjunto αg-regular. De fato,  { }a  é 

g-fechado pois { } { } Uaa ⊆= . Para todo aberto U contendo A. O único elemento em ( )τ,X  

que não pertence  a A é b, e  { }b  é um conjunto aberto contendo b e não intersecta { }a . 

 

 

Teorema 3.2.15: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de ( )τ,X . O 

subconjunto A é αg-regular se e somente se  todo ponto Aa ∈  e todo g-aberto U em 

( )τ,X  tal que Ua ∈  existir um regularmente aberto V  tal que UVVa ⊂⊂∈ . 
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Demonstração: Seja A um subconjunto αg-regular de um espaço topológico ( )τ,X . Então, 

para todo ponto Aa ∈  e todo g-aberto U em ( )τ,X  tal que Ua ∈  existe um aberto W  tal 

que UWWa ⊂⊂∈ (por definição de conjunto αg-regular). Como WV int=  é um 

subconjunto regularmente aberto em ( )τ,X . De fato, VVWV =⊇




= intintintint . Agora, 

se 




=∈ WVx intintint , então existe uma vizinhança B de x tal que WWB ⊆⊆ int . 

Portanto VWBBx =⊆=∈ intint , e VV =int . Além disso, VWWWa =⊂=∈ intint . 

Mais ainda, UWWVVWWWa ⊂⊆=⊂=⊂=∈ intintint .  

Logo, existe um regularmente aberto V  tal que UVVa ⊂⊂∈ . 

A recíproca segue da definição de conjunto αg-regular (Definição 3.2.10) 

 

 

Observações 3.2.2: 

1. Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de X. Se A é αg-regular 

então A é α-regular. 

2. Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de X. Se A é α-Hausdorff 

então A é αg-Hausdorff.  

De fato: 

1. Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto αg-regular em X. Tome 

Aa ∈  e um aberto U em ( )τ,X  tal que Ua ∈ . Como todo aberto é g-aberto, pela 

hipótese, existe um aberto V  tal que UVVa ⊂⊂∈ . Portanto A é α-regular. 

2. Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto α-Hausdorff em X. Dado 

quaisquer dois ponto  Xba ∈,  onde Aa ∈  e AXb −∈ , por hipótese, existe 

abertos e disjuntos U e V contendo a e b, respectivamente. Como todo aberto é g-

aberto, temos que A é αg-Hausdorff. 
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Exemplo 3.2.4: Sejam { }cbaX ,,=  e { }{ }Xb ,,∅=τ . Então ( )τ,X  é um espaço 

topológico. Considere { }caA ,= , temos que A é um subconjunto αg-Hausdorff. De fato,  

Aca ∈, , tanto{ }a  quanto { }c  são g-abertos pois o único fechado contido em ambos é o 

conjunto vazio. O único elemento em ( )τ,X  que não pertence  a A é b, e  { }b  é um 

conjunto g-aberto contendo b e não intersecta { }a  e { }c . 

Observe também que  A não é α-Hausdorff. De fato, o único elemento em ( )τ,X  que não 

pertence  a A é o elemento b, e  { }b  é um conjunto aberto contendo b, mas X é o único 

aberto contendo a ou c e intersecta { }b . 

 

 

Exemplo 3.2.5: Seja { } { }LU ,2,1\,, == iacbaX i . Considere a topologia τ   onde cada ia  

é um ponto isolado. Considere também o sistema fundamental de vizinhanças de a como 

( ){ }L,2,1\ =naV n , onde ( ) { }niaaaV i
n ≥= \, . O  sistema fundamental de vizinhanças de 

b como ( ){ }L,2,1\ =nbV n , onde ( ) ( ) { }cbaVbU nn ,U= .  O conjunto { }1,, acbA =  é um 

conjunto α-regular em X pois o único fechado contido em A é { }cb,  e { }cba ,1 ∉ . Tomando 

( )bUU 2=  e { }1aV = , estes são abertos disjuntos contendo { }cb,  e 1a , respectivamente.  

Mas A não é αg-regular.De fato, { }b  é g-fechado em X pois { } { }cbb ,=  e todo aberto que 

contém { }b , contém { } { }cbb ,= , { }bc ∉  e não existem abertos disjuntos contendo b e c 

separadamente. 

 

 

Definição 3.2.11 [33]: Um espaço X é chamado almost regular quando para  cada 

subconjunto regularmente fechado F e cada FXx −∈   existirem abertos  disjuntos U e V 

tais que UF ⊂  e Vx ∈ . 
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Teorema 3.2.16 [33]: X é um espaço almost regular se e somente se para cada ponto 

Xx ∈  e cada vizinhança regularmente aberta U de x, existe uma vizinhança V de x tal que 

UUVVx int=⊂⊂∈ . 

 

Demonstração: Seja Xx ∈  e U uma vizinhança regularmente aberta de x. Então 

UXx −∉ , onde UX −  é regularmente fechado. Como X é um espaço almost regular, 

existe abertos  disjunto W e V tais que WUX ⊂−  e Vx∈ . Observe que ∅=WV I  

pois tanto V quanto W são abertos. Logo VXWUX −⊂⊂− , disso segue que 

UUVVx int=⊂⊂∈ . 

Reciprocamente, suponha que se para cada ponto Xy ∈   e cada vizinhança regularmente 

aberta U de y, existe uma vizinhança V de y tal que UVVy int⊂⊂∈ . Seja Xx ∈  e F um 

conjunto regularmente fechado tal que FXx −∈  o qual é um conjunto regularmente 

aberto. Pela hipótese, existe uma vizinhança V de x tal que UUVVx =⊂⊂∈ int . Seja 

VXW −= , então ∅=WV I , e VXWF −=⊂ . 

 

 

Definição 3.2.12: Um espaço X é chamado almost g-regular quando para todo subconjunto 

δg-fechado F e cada FXx −∈   existirem abertos  disjuntos U e V tais que UF ⊂  e 

Vx ∈ . 

 

 

Teorema 3.2.17: X é um espaço almost g-regular se e somente se para cada ponto Xx ∈ e 

cada δg-aberto U contendo x, existe uma vizinhança V de x tal que  

UVVx ⊂⊂∈ . 

 

Demonstração: Seja Xx ∈  e U δg-aberto contendo x. Então UXx −∉ , onde UX −  é δg-

fechado. Como a é almost g-regular, existe abertos disjuntos W e V tais que WUX ⊂−  e 
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Vx∈ . Observe que ∅=WV I  pois tanto V quanto W são abertos. Logo 

VXWUX −⊂⊂− , disto segue que UVVx ⊂⊂∈ . 

Reciprocamente, suponha que se para cada ponto Xy ∈  e cada δg-aberto U contendo y, 

existe uma vizinhança V de y tal que UVVy ⊂⊂∈ . Seja Xx ∈  e F um conjunto δg-

fechado tal que FXx −∈  o qual é um conjunto δg-aberto. Pela hipótese, existe uma 

vizinhança V de x tal que FXVVx −⊂⊂∈ . Seja VXW −= , então ∅=WV I , Vx ∈ e 

WVXF =−⊂ . 

 

 

Exemplo 3.2.6: Seja [ ]1,0=X . Para cada ponto de ( ]1,0  considere  o sistema de 

vizinhanças induzido pela topologia usual sobre o sistema de números reais e seja o sistema 

de vizinhanças de zero formada pelos conjuntos kU , onde 






−






= ,...
1

,...,
2

1
,1

1
,0

nk
U k

. Seja 

σ  a topologia gerada pelo sistema de vizinhanças definido acima. 

Observe que ( )σ,X  é um espaço 
4

3T  pois todo conjunto unitário em ( )σ,X  é fechado.  

Seja U um subconjunto δg-aberto em ( )σ,X  então, pelo observado, U é um subconjunto δ-

aberto em ( )σ,X , ou seja, U é igual a união de todos regularmente abertos contido nele. 

Como os kU ’s não são regularmente abertos, segue que U coincide com os conjuntos  δ-

aberto na topologia usual sobre X. Portanto U é um intervalo aberto ou é igual a união de 

intervalos abertos. Sem perda de generalidade, vamos considerar U como um intervalo 

aberto. Como X com a topologia usual é um espaço regular, para cada Ux ∈ , existe uma 

vizinhança V de x tal que UVVx ⊂⊂∈ . 

Portanto [ ]1,0=X  é um espaço almost g-regular. 

 

 

Teorema 3.2.18 [33]: Se X é um espaço regular, então X é um espaço almost-regular.  
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Demonstração: Se X é um espaço regular, então para cada Xx ∈  e cada vizinhança U de 

x, existe uma vizinhança V de x  tal que  

UUUV intint ⊂=⊂ . Portanto X é almost-regular. 

 

 

Corolário 3.2.10: Se X é um espaço g-regular, então X é um espaço almost-regular.  

 

Demonstração: Se X é espaço g-regular, então X é um espaço regular. Pelo teorema 

anterior, X é um espaço almost-regular. 

 

 

Teorema 3.2.19: Todo espaço g-regular é um espaço almost g-regular. 

 

Demonstração: Seja X um espaço g-regular. Sejam F um conjunto δg-fechado e Xx ∈  tal 

que FXx −∈ . Como F é g-fechado, Fx ∉ e X é g-regular, existe abertos disjuntos U e 

V tais que UF ⊂  e Vx∈ . Portanto X é almost g-regular. 

 

 

Exemplo 3.2.7: Exemplo  de espaço  almost g-regular que não é um espaço g-regular: 

Seja [ ]1,0=X . Para cada ponto de ( ]1,0  considere  o sistema de vizinhanças induzida pela 

topologia usual sobre o sistema de números reais e considere o sistema de vizinhanças de 0 

formada pelos conjuntos kU , onde 






−






= ,...
1

,...,
2

1
,1

1
,0

nk
U k

. 

Defina por 






= L,

2

1
,1K . È fácil ver que K é um subconjunto fechado em ( )τ,X . Portanto 

K é um subconjunto g-fechado em X tal que K∉0 . Mas não existe abertos disjuntos U e V 

pertencentes a ( )τ,X  contendo K e 0, respectivamente. Portanto ( )τ,X  não é um espaço g-

regular. Como mostramos anteriormente (Exemplo 3.2.6) que X é almost g-regular, temos 

que  ( )τ,X  é um exemplo de espaço almost g-regular que não é g-regular. 

 

 



 

55 

Teorema 3.2.20: Todo espaço almost g-regular é um espaço almost regular. 

 

Demonstração: Seja F um conjunto regularmente fechado e Xx ∈ tal que FXx −∈ , 

então F é δg-fechado. Como X é almost g-regular, existe abertos  disjunto U e V tais que 

UF ⊂  e Vx∈ . Portanto X é almost regular. 

 

 

Exemplo 3.2.8: A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. Sejam { }cbaX ,,=  e 

{ } { }{ }Xcba ,,,,∅=τ . Então ( )τ,X  é um espaço topológico almost-regular. De fato, os 

subconjuntos regularmente fechados em ( )τ,X  são { }a  e { }cb, . Como. { }acb ∉,  temos que 

existem abertos disjuntos { }a  e { }cb,  tais que { }cbcb ,, ∈ e { } { }aa ⊆ . Para { }cba ,∉ , 

existem abertos disjuntos { }a  e { }cb,  tais que { } { }cbcb ,, ⊆ e { }aa ∈ . 

Mas ( )τ,X  não é um espaço topológico almost g-regular. De fato, { }b  é δg-fechados em  

( )τ,X . Como { }bc ∉  e temos que não existem abertos disjuntos U  e V  tais que Uc ∈ e 

{ } Vb ⊆ .  

 

 

Teorema 3.2.21: Seja ( )τ,X  um espaço topológico. Se o espaço ( )*,τX  é g-regular 

então ( )τ,X  é almost g-regular. 

 

Demonstração: Suponha primeiramente que ( )*,τX  é um espaço g-regular. Sejam F um 

conjunto δg-fechado em ( )τ,X  e FXx −∈ . Como todo δg-fechado é g-fechado em 

( )*,τX , segue que F é g-fechado em ( )*,τX . Pela hipótese, existem ττ ⊆∈ *,VU  

disjuntos tais que UF ⊂  e Vx∈ . Portanto ( )τ,X  é almost g-regular. 
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Teorema 3.2.22: Um espaço topológico ( )τ,X  é almost g-regular se e somente se , para 

cada Xx ∈  e cada δg-aberto U contendo x, existe um conjunto regularmente aberto V 

contendo x tal que UVVx ⊂⊂∈ .  

 

Demonstração: Sejam Xx ∈  e U um conjunto é δg-aberto contendo x, então { }x  é disjunto 

do conjunto δg-fechado UX − . Pela hipótese, existem abertos 1U  e 2U  tais que tais que 

1Ux ∈ ,  e ∅=21 UU I . Então ∅=21 UU I , ou seja,  

UUXU ⊂−⊂ 21 .Portanto, UUUx ⊂⊂∈ 11 . Outra vez, VUUUx ⊂⊂⊂∈ 111 int . 

Portanto, tomando VU =1int , temos que V é um subconjunto regularmente aberto em 

( )τ,X . Logo UUVUUVUx ⊂⊂=⊂=⊂∈ 1111 intint . 

Então UVVx ⊂⊂∈  onde V é regularmente aberto. 

Reciprocamente, suponha que para cada Xx ∈  e cada δg-aberto U contendo x, existe um 

conjunto regularmente aberto V contendo x tal que UVVx ⊂⊂∈ . Pelo Teorema 3.2.6, X 

é um espaço g-regular, pelo Teorema 3.2.21, segue que X é um espaço almost g-regular.  

 

 

Teorema 3.2.23: Seja ( )τ,X  um espaço topológico. Dado um subconjunto XA ⊆  δg-

fechado e Xx ∈  tal que .Ax ∉  Então ( )τ,X  é um espaço almost g-regular se e somente se 

existem abertos U e V  tais que Ux ∈ , VA ⊆  e ∅=VU I . 

 

Demonstração: Suponha que ( )τ,X  é um espaço almost g-regular. Sejam XA ⊆  δg-

fechado e Xx ∈  tal que .Ax ∉  Então existem abertos  U e V tais que Vx ∈ , UA ⊆  e 

∅=VU I . Como U  é regularmente fechado e portanto δg-fechado tal que .Ux ∉  Então 

existem abertos Z e W tais que Zx ∈ , WUA ⊆⊆  e ∅=WZ I . Assim, existem abertos 

U e Z tais que Zx ∈ , UA ⊆  e ∅=⊆ WZUZ II .  
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Reciprocamente, suponha que dado um subconjunto XA ⊆  δg-aberto e Xx ∈  tal que 

.Ax ∉ , existem abertos U e V tais que Ux ∈ , VA ⊆  e ∅=VU I . Então existem abertos 

U e V tais que Ux ∈ , VA ⊆  e ∅=⊆ VUVU II .  

Pela Definição 3.2.12, temos que ( )τ,X  é um espaço almost g-regular. 

 

 

Corolário 3.2.11: Se um espaço topológico ( )τ,X  é almost g-regular então, para todo 

regularmente fechado A e cada ponto x não pertencente a A, existem abertos V1 e V2 tais 

que 1Vx ∈ , 2VA ⊂  e ∅=21 VV I . 

 

Demonstração: Direto do teorema anterior. 

 

 

Teorema 3.2.24: Se para cada Xx ∈  e cada δg-aberto U contendo x, existe um conjunto 

regularmente aberto V contendo x tal que UVVx ⊂⊂∈ . Então para cada Xx ∈  e cada 

regularmente aberto U’ contendo x, existe um regularmente aberto V’ contendo x tal que 

''' UVVx ⊂⊂∈ . 

 

Demonstração: Sejam Xx ∈  e U’ um conjunto regularmente aberto contendo x. Como 

U’ é um conjunto δ-aberto, segue que  U’ é δg-aberto. Pela hipótese, existe um 

regularmente aberto V’ contendo x tal que ''' UVVx ⊂⊂∈ . 

 

 

Corolário 3.2.12: Se um espaço topológico ( )τ,X  é almost g-regular então, para cada 

Xx ∈  e cada regularmente aberto U contendo x, existe um regularmente aberto V 

contendo x tal que UVVx ⊂⊂∈ . 

 

Demonstração: Segue direto dos Teoremas 3.2.24 e 3.2.22. 
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Teorema 3.2.25: Se para cada Xx ∈  e cada regularmente aberto U contendo x, existe 

um regularmente aberto V contendo x tal que UVVx ⊂⊂∈ , então para todo subconjunto 

regularmente fechado A e cada ponto x não pertencente a A, existem abertos V1 e V2 tais 

que 1Vx ∈ , 2VA ⊂  e ∅=21 VV I . 

 

Demonstração: Se A é um subconjunto regularmente fechado e Ax∉  , então AX −  é 

regularmente aberto e contém x.. Pela hipótese, existe um regularmente aberto 1V  contendo 

x tal que AXVVx −⊂⊂∈ 11 . Como 1V  é regularmente aberto e contém x, pela hipótese, 

existe 2V   regularmente aberto contendo x tal que 122 VVVx ⊂⊂∈ . Então V2 e 1VX −  

são abertos tais que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ∅=−⊂−=−=− 22212121 int VVXVVXVVXVVX IIII , 

)( 1VXA −⊂  e 2Vx ∈ . 

 

 

Teorema 3.2.26: Seja ( )τ,X  uma espaço semi-regular. Se ( )τ,X  é almost g-regular, então 

X é g-regular. 

 

Demonstração: Seja A um conjunto g-aberto e Xx ∈  tal que Ax∈ . Como X é semi-

regular, AX −  é um conjunto δg-fechado que não contém x. Pela hipótese X é um espaço 

almost g-regular, então existem abertos  disjunto U e V tais que UAX ⊂−  e Vx∈ . 

Como ∅=VU I  e U é abertos, ∅=VU I . Portanto AUXVVx ⊂−⊂⊂∈ , ou seja, X 

é um espaço g-regular. 

 

 

Corolário 3.2.13: Seja ( )τ,X  uma espaço semi-regular. ( )τ,X  é almost g-regular se e 

somente se X é g-regular. 

 

Demonstração: Direto dos Teoremas 3.2.26 e 3.2.20 
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Teorema 3.2.27: Se X é um espaço g-regular então X é um espaço 1T . 

 

Demonstração: Suponha que X não seja um espaço 1T , então existe  Xx ∈  tal que { }x  não 

é um conjunto fechado em X, portanto o único fechado contido em { }x  é o conjunto vazio. 

Logo { }x  é um conjunto g-aberto em X. Como X é um espaço g-regular, existe um aberto 

V  tal que { }xVVx ⊂⊂∈ . Absurdo. Logo, X é um espaço 1T . 

 

 

Corolário 3.2.14: Se X é um espaço almost g-regular então X é um espaço 1T . 

 

Demonstração: Segue direto do teorema anterior e do fato que todo espaço g-regular é um 

espaço almost g-regular.  

 

 

Definição 3.2.13 [38]Um espaço X é dito se um espaço de Urysohn quando, cada par de 

elementos distintos Xyx ∈,  existirem abertos U e V tais que Ux ∈ , Vy ∈  e ∅=VU I . 

 

 

Teorema 3.2.28: Todo espaço Hausdorff almost g-regular é um espaço de Urysohn. 

 

Demonstração: Seja ( )τ,X  um espaço de Hausdorff almost g-regular. Sejam x e y dois 

elementos distintos de X. Como ( )τ,X  é Hausdorff, existem abertos U e V tais que Ux ∈ , 

Vy ∈  e ∅=VU I . Desde que V é aberto, temos que ∅=VU I  implica que 

∅=VU I . Agora, Ux ∈  e Uy ∉ . Como U  é regularmente fechado, ou seja, δ−fechado 

e portanto δg-fechado e X é almost g-regular, existe um aberto W contendo y tal que 

UXWWy −⊂⊂∈ . Portanto Ux ∈ , Wy ∈  e ∅=WU I . Logo X é um espaço de 

Urysohn. 
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Teorema 3.2.29: O produto de uma família finita de espaços topológicos é almost g-

regular se e somente se cada fator for almost g-regular. 

 

Demonstração: Seja ∏∏∏∏
====

====
n

i
iXX

1

  e suponha que { }nXX ,...,1  é uma família de espaços 

almost g-regular. Seja ∏
=

=
n

i
iUU

1

 δg-aberto tal que ( ) Uxxx n ∈= ,,1 L . Então cada iU  é 

δg-aberto tal que ii Ux ∈ , para cada ni ,...,1= . Como cada iX  é almost g-regular, existe iV  

aberto em iX  tal que iiii UVVx ⊂⊂∈ , para cada ni ,...,1= . Então ∏
=

=
n

i
iVV

1

 é um aberto 

em X tal que ( ) Vxxx n ∈= ,,1 L  e UVVx ⊂⊂∈ . Logo X é um espaço almost g-regular. 

Reciprocamente, suponha que ∏∏∏∏
====

====
n

i
iXX

1

 é um espaço almost g-regular. Considere um 

fator jX  qualquer.  Sejam jU  δg-aberto em jX  contendo jj Ux ∈  e ∏
=

=
n

i
iUU

1

 onde 

ii XU =  se ji ≠  , ji UU =  se ji =  e ( )nxxx ,,1 L=  onde ix  é arbitrário em iX  para 

ji ≠  e se ji = , então ji xx = . Então Ux ∈  e U é δg-aberto em X, e como X é almost g-

regular, existe um aberto V em X tal que UVVx ⊂⊂∈ . Como ∏
=

=
n

i
iVV

1

 onde cada fator 

iV  é aberto em iX  tal que ii Vx ∈ , temos que 

(((( )))) ∏∏∏∏∏∏∏∏∏∏∏∏
============

====⊂⊂⊂⊂××××××××========⊂⊂⊂⊂====∈∈∈∈====
n

i
in

n

i
i

n

i
in UUVVVVVVxxx

1
1

11
1,..., L . 

Ou seja, jjjj UVVx ⊂⊂∈ . Portanto jX  é almost g-regular. 
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CAPÍTULO 4 

 

 

 

TEORIA DE g-CONVERGÊNCIA 

 

 

Neste capítulo trabalhamos com a chamada g-convergência. Aqui encontraremos definições 

e resultados que usaremos nos capitulo 7 e 10. 

 

 

4.1 Teoria de g-convergência 

 

 

 

Definição 4.1.1 [36]: Uma família não vazia { }JiFi ∈=℘ \  onde Fi são subconjuntos 

em X e chamado filtro em X quando satisfaz os seguintes axiomas. 

1. Se ℘∈F , então F é não vazio. 

2. Se ℘∈1F  e FF ⊆1 , então ℘∈F . 

3. Se ℘∈21 , FF , então ℘∈21 FF I  

 

 

Definição 4.1.2 [36]: Uma família não vazia { }JiBi ∈= \β  onde Bi são subconjuntos 

de X e chamado filtro base em X quando satisfaz os seguintes axiomas. 

1. Se β∈B , então B é não vazio. 

2. Se β∈21 , BB , então 21 BBB I⊆  para algum β∈B . 

Todo filtro ℘ é um filtro base e todo filtro gerado por um filtro base ℘é ele próprio um 

filtro. Um filtro 1℘  é dito mais fino que o filtro 2℘  quando 12 ℘⊆℘ .  
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Definição 4.1.3 [36] : Uma sub-base l  para um filtro em um conjunto X  é uma família 

não vazia de conjuntos não vazios XS ⊆  tendo a propriedade da interseção finita. O filtro 

base gerado por l  é a família β  de toda interseção finita nSSB II ...1=  de 

elementos nSS ,...,,1  de l . O filtro gerado por l  é igual ao filtro gerado por β .  

 

Observe que se 1℘  e 2℘  dois filtros em um espaço X, então 21 ℘℘ I  é a família de 

elementos comuns de 1℘  e 2℘ , é um filtro em X. 

 

 

Definição 4.1.4 [8]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico, { }JiFi ∈=℘ \  um filtro base de 

X e Xx ∈ . Um filtro base é dito g-convergente para x quando existir um ℘∈iF  tal  que 

UFi ⊆  para cada g-vizinhança U de x. 

 

 

Definição 4.1.5 [8]: Em um espaço topológico ( )τ,X , um ponto x é dito ponto de  g-

acumulação do filtro base Θ  sobre X se e somente se  para todo Θ∈iθ  e para todo g-

aberto U contendo x, temos que ∅≠Ui Iθ . Em outras palavras, ponto x é dito ponto de 

g-acumulação do filtro base Θ  sobre X se ( )I
Ji

igclx
∈

∈ θ . 

 

 

Teorema 4.1.1: Se um filtro base g-converge para um ponto Xx ∈ , então ele tem um 

ponto de g- acumulação em Xx ∈ . 

 

Demonstração: Seja { }JiFi ∈=℘ \  um filtro base sobre X tal que ele g-converge para 

Xx ∈ . Então para todo xU  g-aberto contendo x, existe ( ) ℘∈xiF   tal que ( ) xxi UF ⊆ . 
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Como ℘ é um filtro base, para todo ℘∈iF  temos que ( ) ixixi FUFF II ⊆≠∅ . Assim x 

é um ponto de g- acumulação de ℘ sobre X. 

 

 

Lema 4.1.1: Sejam 1℘  e 2℘  dois filtro bases em X com 2℘  mais fino que 1℘ . Então se 

2℘  tem um ponto de g- acumulação em Xx ∈ , 1℘  também tem um ponto de g-

acumulação  em Xx ∈ . 

 

Demonstração: Se  Xx ∈  é um ponto de g-acumulação de 2℘ , então para todo 2
2 ℘∈iF  

e todo xU  g-aberto contendo x, 
2

ix FU I≠∅ . Como 2℘  mais fino que 1℘ , 21 ℘⊆℘ . 

Logo, para todo 21
1 ℘⊆℘∈iF  e todo xU  g-aberto contendo x, 

2
ix FU I≠∅ . 

Portanto x é ponto de g-acumulação  de 1℘  sobre X. 

 

 

Observação 4.1.1: Seja Xx ∈  e N(x) é o conjunto de todos os conjuntos g-abertos 

contendo x. Então N(x)  é um filtro base. De fato: 

Se )(xNN x ∈ , então Nx é um conjunto g-aberto tal que xNx ∈ . Portanto Nx é não 

vazio. 

Se )(, 21 xNBB
xx

∈ , então 
xx

BBN x 21 I=  é tal que ( )xNN x ∈ . 

 

 

Teorema 4.1.2: Um ponto Xx ∈  é um ponto de g-acumulação de um filtro ℘ sobre X 

se e somente se existir um filtro em X  que é mais fino que ℘ e é g-convergente para 

Xx ∈ . 
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Demonstração:  Suponha que  Xx ∈  é um ponto de g-acumulação de um filtro ℘ sobre 

X. Então FU x I≠∅  para todo xU  g-aberto contendo x. Observe que a família 

{ }℘∈Ν∈∅≠=Θ FexUFU xx )(/I  onde N(x) é o conjunto de todos os g-

abertos contendo x, é um filtro base. De fato,  

FU x I≠∅ , ℘∈∀F   e )(xNU x ∈∀ ; 

e se Θ∈2211 , FUFU xx II , temos que 

( ) ( ) ( ) ( ) Θ∈= 21212211 FFUUFUFU xxxx IIIIII , pois ℘∈21 FF I  e 21
xx UU I  

é um conjunto g-aberto contendo x.  

Desde que Θ é um refinamento de ℘ e de N(x), ele é g-convergente para x.  

Reciprocamente, suponha que Θ é um refinamento de ℘ e que g-converge para x.  Então 

ele tem um ponto de g-acumulação em x, pelo Teorema 4.1.1. Desde que Θ  é mais fino 

que ℘ , pelo Lema 4.1.1, temos que x é ponto de g-acumulação de ℘. 

 

 

Definição 4.1.6 [36]: Um filtro maximal ℘ em um conjunto X é um filtro tal que não 

existe filtro sobre X o qual é estritamente mais fino que ℘.  Um maximal filtro base β é 

um filtro gerado por β  o qual é um filtro maximal. 

 

 

Teorema 4.1.3: Um filtro base maximal ℘ tem um ponto de g-acumulação em Xx ∈  se 

e somente se ℘ g-converge para Xx ∈ . 
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Demonstração:: Suponha que ℘é um  filtro base maximal tal que Xx ∈  é um ponto de 

g-acumulação de ℘. Então existe um filtro base em X o qual é mais fino que ℘ e g-

converge para x (pelo Teorema  4.1.2). Como o único filtro base mais fino que ℘ é o 

próprio ℘, temos que ℘ g-converge para x.  

A recíproca segue do Teorema  4.1.1. 
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CAPÍTULO 5 

 

 

 

ESPAÇOS GO-COMPACTOS 

 

 

Neste capitulo definimos e caracterizamos o espaço GO-compacto.  

 

 

5.1 Espaços GO-compactos 

 

 

 

Definição 5.1.1 [26]: Uma coleção A de subconjuntos de X é chamada cobertura de X se 

e somente se  a união de seus elementos é igual a X. 

 

 

Definição 5.1.2 [26]: A cobertura A é chamada de cobertura aberta de X se e somente se 

todos os elementos de A são abertos em X.  

[6]: A cobertura A é chamada de cobertura g-aberta de X se e somente se todos os 

elementos de A são g-abertos de X. 

 

 

Observação 5.1.1: Toda cobertura aberta de X é g-aberta. Basta observar que todo 

conjunto aberto é g-aberto. 
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Definição 5.1.3 [26]: Um espaço ( )τ,X  é chamado compacto se e somente se  toda 

cobertura aberta A de X contém uma subcoleção finita cuja união de seus elementos cobre 

X. 

 

 

Definição 5.1.4 [6]: Um espaço ( )τ,X  é chamado compacto generalizado (GO-compacto) 

se e somente se toda cobertura g-aberta A de X contém uma subcoleção finita cuja união de 

seus elementos cobre X. 

 

 

Exemplo 5.5.1: Sejam [ ]1,0=X  ,τ  a topologia usual sobre X e { }JV ∈αα \  uma 

cobertura g-aberta de X. Então J∈∀α , αV  coincidem com os abertos em X, pois ( )τ,X  é 

um espaço 
2

1T . Como ( )τ,X  compacto, segue que X é GO-compacto.  

 

 

Teorema  5.1.1 [6]: Se o espaço ( )τ,X  é GO-compacto, então (X,τ) é compacto. 

 

Demonstração: Basta observar que toda cobertura aberta é g-aberta. 

 

 

Observação 5.1.2: A inversa do teorema anterior não é verdadeira. De fato, seja 

}\{}{ IixxX i ∈= U  onde I é um conjunto não enumerável. Seja { }Xx},{,φτ = . 

Observe que ( )τ,X  é compacto, mas não é GO-compacto pois { }ii xxV ,= ,  Ii ∈  é uma 

cobertura g-aberta de X que não possui subcobertura finita. 

 

 

Teorema  5.1.2: Seja ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff. Se ( )τ,X  for GO-

compacto então ( )*,τX  é GO-compacto. 
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Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff e { }JV ∈αα \  uma 

cobertura g-aberta de ( )*,τX . Então { }JV ∈αα \  é uma cobertura aberta de ( )*,τX  e 

portanto { }JV ∈αα \  é uma cobertura aberta de ( )τ,X . Como ( )τ,X  é GO-compacto, 

existe JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α . Logo ( )*,τX  é GO-compacto. 

 

 

Corolário5.1.1:  Seja ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff. Se ( )τ,X  for 

compacto então ( )*,τX  é GO-compacto. 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff e { }JV ∈αα \  uma 

cobertura g-aberta de ( )*,τX . Então { }JV ∈αα \  é uma cobertura aberta de ( )*,τX  e 

portanto { }JV ∈αα \  é uma cobertura aberta de ( )τ,X . Como ( )τ,X  é compacto, existe 

JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α . Logo ( )*,τX  é GO-compacto. 

 

 

Teorema 5.1.3: Seja ( )τ,X  um espaço de Hausdorff. O Espaço ( )τ,X  é GO-compacto se e 

somente se  (X,τ) é compacto. 

 

Demonstração: Se ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff, então todo conjunto unitário é 

fechado. Portanto ( )τ,X  é um espaço 
2

1T , ou seja, todo conjunto g-aberto em ( )τ,X  é 

aberto em ( )τ,X  e vice-versa. 
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Definição 5.1.5: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e  Y um subespaço de X. Dizemos 

que Y é GO-compacto relativo a ( )τ,X  se e somente se toda cobertura de Y por g-abertos 

em X possui uma subcoleção finita cuja união de seus elementos cobre Y.  

 

 

Lema 5.1.1 [2]: Seja Y subespaço de X. Então Y é compacto se e somente se toda cobertura 

de Y por abertos em X contém uma subcoleção finita cobrindo X. 

 

 

Teorema 5.1.4: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e  Y um subespaço 

 g-fechado de X. Se X é GO-compacto então Y é GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja A ={ }IA ∈αα \  uma cobertura de Y por g-abertos em X. Como Y é g-

fechado em X , YX −  é g-aberto em X. Assim  

B={ } { }YXIA −∈ Uαα \ é uma cobertura g-aberta de X. Como X é GO-compacto, segue 

que existe II ⊂0 finito tal que 

{ } { }YXIA −∈ Uαα \  cobre X. Logo { }U IAY ∈⊆ αα \ . Portanto Y é GO-compacto 

relativo a X.  

 

 

Lema 5.1.2:  Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e  Y um subespaço 

 g-aberto em X. Se Y é GO-compacto relativo a ( )τ,X  então Y é GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja { }IAA ∈= αα \  uma cobertura g-aberta de Y. Como I∈∀α  

temos XYA ⊆⊆α , αA  g-aberto em Y e Y g-aberto em X, segue que αA é g-aberto de X e 

{ }IAA ∈= αα \  uma cobertura de Y por g-abertos de X. Assim, por hipótese existe  II ⊂0  

finito tal que { }0\ IA ∈αα  cobre Y. Portanto Y é GO-compacto. 
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Corolário 5.1.2: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e  Y um subespaço aberto e fechado 

de X. O subespaço Y é GO-compacto se e somente se Y é GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja Y um subespaço aberto e fechado de ( )τ,X  e suponha que Y é GO-

compacto.  Seja { }IAA ∈= αα \ uma cobertura de Y por g-abertos em X. Vamos mostrar 

que { }IYAA ∈= αα \' I é uma cobertura de Y por g-abertos em Y.  Como Y é aberto em X 

e portanto g-aberto em X, temos que YA Iα  é g-aberto em X. Agora, se αF  é fechado em 

Y, tal que YAF Iαα ⊂ , então αα AF ⊂ . Como Y é fechado em X, temos que αF  é fechado 

em X, e portanto ( )αα AF Xint⊂ . Desde que Y é  aberto em X, YY Xint= . Logo, 

( ) ( ) ( ) ( )YAYAYAF yxXX III αααα intintintint ⊆=⊂   Esta ultima inclusão deve-se: 

como ( )YAF X Iαα int⊂ , então existe um aberto U em ( )τ,X  tal que  αα AUF ⊂⊂ . Mas 

YYFF ⊆= Iαα  e VYU =I  é aberto em Y. Assim, existe um aberto V em Y tal que 

YAVYUYFF III ααα ⊂=⊂= . Portanto ( )YAF Y Iαα int⊂ . 

Assim cada YA Iα  é g-aberto em Y, e { }IYAA ∈= αα \' I  é uma cobertura de Y por g-

abertos em Y. Como Y é GO-compacto então Y, existe II ⊂0  finito tal que 

{ }0\ IYA ∈αα I  cobre Y. Portanto { }0\ IA ∈αα  cobre Y. Logo Y é GO-compacto relativo 

a X.  

Reciprocamente, seja Y um subespaço aberto e fechado de ( )τ,X  e suponha que Y é GO-

compacto relativo a ( )τ,X . Então, basta aplicar o lema anterior, lembrando que todo 

conjunto aberto é um conjunto g-aberto. 

 

 

Teorema 5.1.5 [26]: Seja Y um subespaço compacto relativo a um espaço Hausdorff X, 

então Y é fechado em X. 

 

 

Corolário 5.1.3: Seja Y um subespaço GO-compacto relativo a um espaço Hausdorff X, 

então Y é fechado em X. 
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Demonstração: Seja Y um subespaço GO-compacto relativo a um espaço Hausdorff X. 

Então Y um subespaço compacto relativo a um espaço Hausdorff X. Pelo teorema anterior 

segue que Y é fechado.  

 

 

Lema 5.1.3: Sejam Y um subespaço GO-compacto relativo a um espaço Hausdorff X e x0 

não pertence a Y, então existe abertos disjuntos U e V em X contendo x0 e Y, 

respectivamente. 

 

Demonstração: Sejam Y um subespaço GO-compacto relativo a um espaço Hausdorff X e 

YXx −∈0 . Como X é Hausdorff, para cada y pertencente a Y, existem abertos Uy e Vy, 

disjuntos tais que  yUy ∈  e yVx ∈0 . Seja V ={ }YyVy ∈\ , então V  é uma cobertura g-

aberta relativa de Y. Logo, como  Y é GO-compacto relativo a X, existem y1, y2,...., yn  

pertencentes a Y tais que  U
n

i
yi

UY
1=

⊂ . Defina V=I
n

i
yi

V
1=

, então V é um conjunto de abertos 

de X tal que    Vx ∈0 . Logo, existe abertos U
n

i
yi

UU
1=

=  V=I
n

i
yi

V
1=

, tais que UY ⊂  e 

Vx ∈0 . 

Agora se Uz ∈ , existe { }ni ,,2,1 L∈  tal que 
iyUz ∈  e 

iyVz ∉ , ou seja, VVz
n

i
yi

=∉
=
I

1

. 

Logo que ∅=VU I . 

 

 

Teorema  5.1.6: Todo espaço GO-compacto Hausdorff é g-normal. 

 

Demonstração: Seja X um espaço GO-compacto e Hausdorff. Vamos mostrar, 

primeiramente, que X é g-regular. Para isso, tome x∈X e B um subconjunto g-fechado em 

X que não contém x. Como X é GO-compacto e B g-fechado, segue que B é GO-compacto 

relativo a X (Teorema 5.1.4). Logo, pelo lema anterior existem abertos disjuntos U e V em 

X contendo x e B, respectivamente. Portanto, X é g-regular.  
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Agora, vamos mostrar que X é um espaço g-normal. Para isso, tome subconjuntos A e B g-

fechados em X e escolha, para cada a de A, abertos disjuntos Ua e Va contendo a e B, 

respectivamente, pela g-regularidade de X. Temos então, que U={ }AaU a ∈\  é uma 

cobertura aberta, portanto g-aberta  de A, por g-abertos em X. Como A é GO-compacto 

relativo a X ( novamente pelo Teorema 5.1.4), existe uma finita subcoleção em U cobrindo 

A. Seja ela 
maaa UUU ,...,,

21
. Então U

m

i
ai

UU
1=

=  

Defina I
m

i
ai

VV
1=

= , então V é aberto em X tal que VB ⊂ , e U é aberto em X tal que UA ⊂ . 

Além disso ∅=VU I  pois se Uz ∈ , existe { }ni ,,2,1 L∈  tal que 
iyUz ∈  e 

iyVz ∉ , ou 

seja, VVz
n

i
yi

=∉
=
I

1

. 

 

 

Teorema 5.1.7: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de ( )τ,X . Se A é 

αg-regular e compacto, então A  é GO-compacto. 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de ( )τ,X  e A é 

αg-regular e compacto. Considere { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de A . Então para 

cada Ax ∈ , existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . Como A é αg-regular, existe um 

aberto xU em ( )τ,X , tal que ( )xxx VUUx α⊆⊆∈ . 

Seja { }AxU x ∈\  a qual é uma cobertura aberta de A o qual è um conjunto compacto. 

Logo existem nxxx ,...,, 21  elementos de A tais que U
n

i
xi

UA
1=

⊆ . Portanto 

( )UUU
n

i
x

n

i
x

n

i
x iii

VUUA
111 ===

⊆⊆⊆ α . Então A  é GO-compacto. 
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Corolário 5.1.4: Se A é αg-regular e GO-compacto, então A  é GO-compacto. 

 

Demonstração: Segue direto do fato de que todo espaço GO-compacto é um espaço 

compacto e aplicar o teorema anterior. 

 

 

Corolário 5.1.5: Seja A um subconjunto denso e αg-regular em um espaço ( )τ,X .  Se A 

GO-compacto relativo a ( )τ,X  então X é GO-compacto. 

 

Demonstração: Sejam { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de ( )τ,X , e A um  subconjunto 

denso em ( )τ,X , αg-regular e GO-compacto relativo a ( )τ,X . Logo A é αg-regular e 

compacto, temos que A  é GO-compacto relativo a ( )τ,X , pelo corolário anterior. Como A 

é denso em X, isto é, A =X, segue que X é GO-compacto. 

 

 

Definição 5.1.6 [2]: A coleção C de subconjuntos de um espaço X é dita ter a propriedade 

da interseção finita se e somente se toda subcoleção {C1,C2, ..., Cn} de C , a interseção 

I
n

i
iC

1=

 não é vazia. 

 

 

Teorema 5.1.8 [8]: Sejam (X,τ) um espaço topológico. X é GO-compacto se e somente se 

toda coleção C  de g-fechados em X com a propriedade da interseção finita, a interseção  

I {C/ C∈  C } não é vazia. 

 

 Antes de demonstrarmos este Teorema, mostremos que: 

 Sejam A uma coleção de subconjuntos de X e C={X-A\ A ∈  A }       a coleção de seus 

complementos. São verdadeiros: 

1.  Se A é coleção de g-abertos se e somente se C é uma coleção de g-fechados.  
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2. A coleção A cobre X se e somente se a interseção ∅=
∈
I

C   C

C . 

3. A subcoleção {A1,A2,...,An} de elementos de A cobre X se e somente se a interseção 

correspondente  ∅=nCC ILI1 onde Ci = X-Ai. A∈  A 

 

Demonstração:  

1. Basta observar que se A é g-aberto, X-a é g-fechado. 

2. Inicialmente, se a coleção A cobre X se x∈X e, por absurdo, x∈ I
C   C ∈

C  então x∉A 

para todo A∈  A. Portanto XAx =∉
∈
U

AA 

. Contradição.  Logo ∅=
∈
I

C   C

C . 

Reciprocamente, se interseção ∅=
∈
I

C   C

C  e x∈X, suponha por absurdo que ∀ A ∈  A, 

x∉A. Logo x∈C  ∀ C ∈  C. Assim x∈ I
C   C ∈

C . Mas por hipótese ∅=
∈
I

C   C

C . Absurdo! 

Logo x∈ U
AA ∈

A  e U
AA ∈

= AX . 

 

3. Inicialmente, se a subcoleção {A1,A2,...,An} de elementos de A cobre X;  suponha 

por absurdo que existe x ∈X tal que  

nCCx ILI1∈  onde Ci = X-Ai, então x ∈  Ci ∀ i∈{1,2, …,n}. Portanto 

x∉Ai ∀ i∈{1,2, …,n} e então x∉U
n

i
iA

1=

= X. Contradição! Logo ∅=nCC ILI1 . 

Reciprocamente, se ∅=nCC ILI1  onde Ci = X-Ai e se x ∈  X, suponha por absurdo que 

x∉Ai ∀ i∈{1,2, …,n}. Assim, x ∈Ci = X-Ai ∀ i∈{1,2, …,n} e portanto 

nCCx ILI1∈ . Mas pela hipótese ∅=nCC ILI1  . Contradição. Logo x∈Ai 

∀ i∈{1,2, …,n}, isto é, x ∈U
n

i
iA

1=

. Portanto X=U
n

i
iA

1=

. 

 

Demonstração do Teorema 5.1.8: A afirmação que X é GO-compacto é equivalente a dizer 

que “ Dado qualquer  coleção A  de subconjuntos g-abertos de X, se A  cobre X, então 

alguma subcoleção finita de A  cobre X” . Esta afirmação é equivalente a sua contra 
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positiva, a qual é a seguinte: “Dado qualquer coleção A de subconjuntos g-abertos de X, se 

não existe alguma subcoleção finita de A que cobre X, então A  não cobre X ”.  Tome C, 

como anteriormente, a coleção C={X – A\ A ∈  A } e aplicando de (1)-(3), Vemos que esta 

afirmação é, por sua vez, equivalente ao seguinte: “Dada qualquer coleção C de conjuntos 

fechados, se cada intersecção finita do elemento de C é não vazia, então a intersecção de 

todos os elementos de C é não vazia”. Esta é justamente a condição do teorema. 

 

 

Proposição 5.1.1 [8]: Seja (X, τ ) um espaço topológico. Então as seguintes afirmações são 

equivalentes: 

1  (X, τ ) é GO-compacto. 

2  Para qualquer família K de subconjuntos g-fechados em X tal que =
∈
I

Kk

k ∅ , 

existe uma finita subfamília L ⊂ K tal que 

 =
∈
I

Ll

l ∅ . 

3 ≠
∈
I

Kk

k ∅  para qualquer família  K de subconjuntos g-fechados em X  tal que 

≠
∈
I

Ll

l ∅  onde L ⊂ K é uma subfamília finita.. 

 

Demonstração: (1) ⇒ (2): Seja (X, τ) um espaço GO-compacto e K uma família de 

subconjuntos g-fechados tais que ∅=
∈
I

Kk

k . Então [ ]c

c

Kk

k ∅=








∈
I , ou seja, 

Xk
Kk

c =
∈
U . Logo existe uma subfamília finita L ⊂ K tal que Xl

c

Ll

=
∈
U  e ∅=

∈
I

Ll

l  
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(iii)⇒ (3): Seja K uma família de subconjuntos g-fechados em X. Da suposição se 

∅=
∈
I

Kk

k , então existe uma subfamília finita L ⊂ K tal que ∅=
∈
I

Ll

l . Isto nos dá que 

se K não tem uma subfamília L tal que ∅=
∈
I

Ll

l , então ∅≠
∈
I

Kk

k . 

(iv) ⇒ (2): Seja K uma família de subconjuntos g-fechados em X. Da hipótese, se 

∅≠
∈
I

Ll

l  para qualquer subfamília L ⊂ K, então ∅≠
∈
I

Kk

k . Isto nos dá que se 

∅=
∈
I

Kk

k , então existe pelo menos uma subfamília L ⊂ K tal que ∅=
∈
I

Ll

l . 

(v) ⇒ (1): Seja { } IiiU ∈ uma cobertura g-aberta de X. Então, XU
Ii

i =
∈
U . Isto nos dá 

que ∅=
∈
I

Ii

c
iU  e 

c
iU é são conjuntos g-fechados em X para cada i ∈ I. Por hipótese, 

existe uma subfamília finita J ⊂ I tal que ∅=
∈
I

Jj

c
jU . Então XU

Jj
j =

∈
I . 

Portanto (X, τ) é um espaço GO-compacto. 
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CAPÍTULO 6  

 

 

 

ESPAÇOS WEAKLY GO-COMPACTOS 

 

 

Neste capítulo sugerimos a definição dos espaços Weakly GO-compactos envolvendo 

conjuntos g-abertos e δg-fechados. Analisamos as relações destes com os espaços GO-

compactos (capitulo anterior) e com o espaço Weakly-compacto. Encontramos alguns 

resultados semelhantes aos encontrados por Cammaroto e Noiri [10] 

 

 

6.1 Espaços Weakly GO-compactos 

 

 

 

Definição 6.1.1 [10]: Uma cobertura { }JV ∈αα \  aberta de um espaço ( )τ,X  é dita 

regular se e somente se  para cada J∈α  existe um conjunto ∅≠αF  regularmente 

fechado em X tal que αα VF ⊂   e  

}\F{int JX ∈= ααU . 

 

 

Definição 6.1.2: Uma cobertura { }JV ∈αα \  g-aberta de um espaço ( )τ,X  é dita g-

regular se e somente se para cada J∈α  existe um conjunto ∅≠αF  δg−fechado em X tal 

que αα VF ⊂  e  

}\F{int JX ∈= ααU . 
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Observação 6.1.1: Observe que toda cobertura regular é g-regular. De fato, seja  

{ }JV ∈αα \  uma cobertura regular de X. Então cada αV  é g-aberto de X, e portanto 

{ }JV ∈αα \  é uma cobertura de X por g-abertos em ( )τ,X . Pela definição de cobertura 

regular, para cada J∈α . 

existe um conjunto ∅≠αF  regularmente fechado em X tal que αα VF ⊂  e  

X= }\F{int J∈ααU . 

Desde que todo regularmente fechado é δg−fechado, temos que { }JV ∈αα \  é uma 

cobertura g-regular de X. 

 

 

Definição 6.1.3 [10]: Um espaço X é dito Weakly-compacto se e somente se toda cobertura 

regular de X possui uma subfamília finita cuja união do fecho de seus elementos cobre X. 

 

 

Teorema 6.1.1: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e { }JV ∈αα \  uma cobertura g-

aberta de X onde, para cada J∈α , existe um conjunto ∅≠αF  regularmente fechado em 

X tal que αα VF ⊂  e  

X= }\F{int J∈ααU . 

Então, a cobertura { }JV ∈αα \  possui uma subfamília cuja união do fecho de seus 

membros cobre X se e somente se ( )τ,X  é um espaço Weakly-compacto. 

 

Demonstração: Seja{ }JV ∈αα \   uma cobertura g-aberta de X onde, para cada J∈α , 

existe um conjunto ∅≠αF  regularmente fechado em X tal que αα VF ⊂  e  

}\F{int JX ∈= ααU . Primeiramente suponha que a cobertura { }JV ∈αα \  possui 

uma subfamília cuja união do fecho de seus membros cobre X.  Queremos mostrar que 

( )τ,X  é um espaço Weakly-compacto. Para isso, seja { }IU ∈ββ \  uma cobertura regular 
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de ( )τ,X . Então { }IU ∈ββ \  é uma cobertura aberta de ( )τ,X , e portanto g-aberta de 

( )τ,X  onde, para cada I∈β , existe um conjunto ∅≠βF  regularmente fechado em X tal 

que ββ UF ⊂  e  

}\F{int IX ∈= ββU . Por hipótese, existe uma subfamília finita de { }IU ∈ββ \  cuja 

união do fecho de seus membros cobre ( )τ,X . Portanto ( )τ,X  é um espaço Weakly-

compacto. 

Reciprocamente, suponha que ( )τ,X  é um espaço Weakly-compacto. Seja { }JV ∈αα \   

uma cobertura g-aberta de X onde, para cada J∈α , existe um conjunto ∅≠αF  

regularmente fechado em X tal que αα VF ⊂  e  

}\F{int JX ∈= ααU . Como cada αF  é um conjunto fechado e cada αV  é g-aberto com 

αα VF ⊂ , pela definição de conjunto g-aberto, αα VF int⊂ . Então 

}\V{int}\F{int JJX ∈⊆∈= αα αα UU , ou seja, { }JV ∈αα \int  é uma cobertura 

regular de ( )τ,X . Logo, por hipótese, existe JJ ⊂0  finito tal que UU
00

int
JJ

VVX
∈∈

⊆=
α

α
α

α , 

como queríamos demonstrar. 

 

 

Definição 6.1.4: Um espaço X é dito Weakly GO-compacto se e somente se  toda cobertura 

g-regular de X possui uma subfamília finita cuja união do fecho de seus elementos cobre X. 

 

 

Exemplo 6.1.1: Sejam ]1,0[=S , τ  a topologia induzida sobre S a partir da topologia usual 

sobre os números reais e 321 ,, SSS  três subconjuntos de S densos em ( )τ,S  dois a dois 

disjuntos e tais que SSSS =321 UU . Consideremos sobre S uma nova topologia ητσ I=  

onde η  é a seguinte topologia sobre S: { }2121 ,,,, SSSSX U∅=η . Vale o seguinte: 

Dado C fechado e A aberto em ( )σ,S , segue que  

( )AclC στσ intint ⊆  
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onde Cσint  é o interior de C em ( )σ,S   

Dτint  é o interior de D em ( )τ,S  e  

( )Aclσ  é o fecho de A em ( )σ,S . 

Indicamos por ix  um elemento qualquer de S e portanto de 3,2,1, =∀iS i . Para provar o 

afirmado acima, basta mostrar que cada Cxi σint∈ , temos que ( )Aclxi στint∈  

 

Consideremos  três casos: 

(1) Seja Cx σint3 ∈ , existe σ∈
3xV  e assim τ∈

3xV  tal que AclACVx x σ⊆⊆⊆∈
33 . 

Como τ∈
3xV , segue que ( )Aclx στint3 ∈ . 

(2)  Seja Cx σint2 ∈ , existe um τ∈
2xV  com 

22 xVx ∈  tal que CSVx ⊆22
I  onde 

( ) AclCSVcl x σσ ⊆⊆22
I  pois C é fechado em ( )σ,S . Assim C e Aclσ  contém 

todos 
22 xVx ∈ . Além disso, C e Aclσ  contém todos 

33 xVx ∈  pois, caso contrário, se 

existisse 
33 xVx ∈ com Cx ∉3 , como C um fechado em ( )σ,S , existe uma 

vizinhança 
3xV  de 3x  em ( )σ,S  tal que ∅=CVx I

3
. Fazendo ∅≠= HVV xx 32

I  

resulta que ∅=CH I  e ( ) ( ) CSVSH x ⊆⊆≠∅ 22 2
II  o que é um absurdo. 

Vamos mostrar agora que Aclσ  contém todos 
21 xVx ∈ . Suponhamos por absurdo 

que existe 
21 xVx ∈  tal que Aclx σ∉1 , então existe τ∈

1xV , com 
11 xVx ∈ , tal que 

( ) ∅=ASVx II 11
. Pondo ∅≠= HVV xx 12

I , resulta que ( ) ∅=ASH II 1  onde 

σ∈∈ Hx1 . Como 3S  é denso em ( )τ,S  segue que ∅≠3SH I  (onde )τ∈H . 

Então existe um 
23 xVHx ⊆∈ , onde AclACx σ⊆⊆∈3 . Logo existe uma 

vizinhança σ∈
3x

L   de 3x tal que ALx
x

⊆∈
3

3  (pois A é um aberto em ( )σ,S ). 

Pondo ∅≠= HLR
xx
I

33
, resulta que 

3x
R  é um aberto em ( )τ,S  contendo 3x  onde 

11
3

SASR
x

II ⊆≠∅  e portanto ( ) ∅≠ASR
x

II 1
3

. Como HR
x

⊆
3

 segue que 

( ) ∅≠ASH II 1 , o que é um absurdo. 
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Portanto 
21 xVx ∈  e segue que ( )Aclx σ∈1 . Logo AclSVx σ⊆22

I , 

AclSVx σ⊆32
I , AclSVx σ⊆12

I  e portanto AclVx σ⊆
2

. Como τ∈∈
22 xVx  segue que 

( )Aclx στint2 ∈ . 

 

(3) Seja Cx τint1 ∈  repetindo o mesmo raciocínio, no caso (2), segue-se que 

( )Aclx στint1 ∈  

 

De (1), (2) e (3) segue que ( )AclC στσ intint ⊆ . 

 

Agora, como ( )σ,S  é um espaço 1T  e portanto um espaço 
2

1T . Segue que toda cobertura g-

aberta de ( )σ,S  é uma cobertura aberta de ( )σ,S .  

Seja { }IiAi ∈\  é uma cobertura g-regular de ( )σ,S  existe então, para cada Ii :∈ , existe 

um iC  δg-fechado tal que iii ACC ⊆⊆int  com U SCi =int . 

Como todo δg-fechado é g-fechado em ( )σ,S , pela definição de g-fechado segue que 

( ) ii ACcl ⊆σ , para todo Ii :∈ . 

Pelo demonstrado anteriormente, temos que  ( )AclC στσ intint ⊆ . Então ( ){ }IiAcl i ∈\int στ  

é uma cobertura aberta de ( )τ,S  que é compacto. Logo, existe II ⊂0  finito  tal que  

( ) ( )UU
00

int
Ii

i
Ii

i AclAclS
∈∈

⊆= σστ . Portanto ( )σ,S  é um espaço Weakly GO-compacto. 

Mas ( )σ,S  não é um espaço Almost-compacto (Definição vide próximo capítulo- página 

95). De fato, um subconjunto U de S é aberto em ( )σ,S , se para cada USx i I∈  com 

3,2,1=i , sempre  existe um intervalo B tal que  









⊂

⊂

⊂

USB

USB

USB

I

I

I

2

1

 

Portanto, segue que ( )σ,S  não é um espaço Almost-compacto. 
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Exemplo 6.1.2: Exemplo de espaços Weakly GO-compacto.  

Seja { } { }LU ,2,1,\,,, == jicbabaX iijij , e considere o sistema fundamental de vizinhanças 

para cada ijijij cba , : 

( ) { }{ }ijij aaN =  

( ) { }{ }ijij bbN =  

( ) { }{ }ii ccN =  

Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de X. Então para cada J∈α  existe um 

conjunto ∅≠αF  δg-fechado em X tal que αα VF ⊂  e  

X= }\F{int J∈ααU . 

Como Xb ∈ , existe ( ) Jb ∈α  tal que ( )bFb αint∈ . Mas o único aberto em X que contém b 

é o próprio X. Logo ( ) ( )bb VFX αα ⊂= int . Portanto ( )τ,X  é um espaço Weakly GO-

compacto. 

 

 

Teorema 6.1.2: O espaço ( )τ,X  é Weakly GO-compacto então ( )τ,X  é Weakly-

compacto. 

 

Demonstração: Suponha X seja Weakly GO-compacto. Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura 

regular de X. Desde que toda cobertura regular é g-regular, e como ( )τ,X  é Weakly GO-

compacto, existe J0 ⊂ J finito tal que X= U
0J

V
∈α

α
.Portanto ( )τ,X  é Weakly-compacto. 

 

 

Teorema  6.1.3: Um espaço ( )τ,X  é Weakly GO-compacto se ( )τ,X  for  

GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de X. Como para cada J∈α ,  

αV  é g-aberto e como ( )τ,X  é  
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GO-compacto, existe J0 ⊂ J finito tal que X= U
0J

V
∈α

α . 

Portanto ( )τ,X  é Weakly GO-compacto. 

 

 

Exemplo 6.1.3: Exemplo de espaço Weakly GO-Compacto que não é GO-compacto.  

Seja { } { }IixxX i ∈= \U  onde I é um conjunto não enumerável. Considere { }{ }Xx ,,∅=τ . 

Já vimos que ( )τ,X  não é um espaço GO-compacto. Vamos agora mostrar que ( )τ,X  é 

Weakly GO-compacto. 

Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de X. Então para cada J∈α  existe um 

conjunto ∅≠αF  δg-fechado em X tal que αα VF ⊂  e  

X= }\F{int J∈ααU . 

Tome Xxk ∈  para algum Ik ∈ , existe ( ) Jk ∈α  tal que ( )kk Fx αint∈ . Mas o único aberto 

em X que contém kx  é o próprio X. Logo ( ) ( )kk VFX αα ⊂= int . Portanto ( )τ,X  é um 

espaço Weakly GO-compacto. 

 

 

Definição 6.1.5 [10]: Um subespaço S de um espaço topológico X é chamado Weakly-

compacto relativo a X se e somente se para cada cobertura { }JV ∈αα \  de S por abertos 

em X satisfazendo a propriedade (P), existir JJ ⊂0   finito tal que 

U
0J

VS
∈

⊆
α

α  

 (P) Para cada J∈α , existe um conjunto regularmente fechado ∅≠αF  em X tal que 

αα VF ⊂  e  

}\F{int JS X ∈⊆ ααU . 
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Definição 6.1.6: Um subespaço S de um espaço X é chamado Weakly GO-compacto 

relativo a X se e somente se para cada cobertura { }JV ∈αα \  de S por g-abertos de X 

satisfazendo a propriedade (P’), existir JJ ⊂0  finito tal que 

U
0J

VS
∈

⊆
α

α  

(P’) Para cada J∈α , existe um conjunto δg-fechado ∅≠αF  em  X tal que αα VF ⊂   e  

}\F{int JS X ∈⊆ ααU  

 

 

Teorema 6.1.4: Seja XS ⊂  um subespaço Weakly GO-compacto relativo a X, então S é 

Weakly-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: Suponha que XS ⊂  é um subespaço Weakly GO-compacto relativo a X. 

Seja { }JV ∈αα \  cobertura de S por abertos em X satisfazendo a propriedade (P) descrita 

abaixo, então { }JV ∈αα \  cobertura de S por g-abertos em X satisfazendo a propriedade 

(P): 

(P) Para cada J∈α , existe um conjunto regularmente fechado ∅≠αF  em X tal que 

αα VF ⊂  e  

}\F{int JS X ∈⊆ ααU  

Como todo conjunto aberto é g-aberto e um conjunto regularmente fechado é δ-fechado e 

portanto δg-fechado,temos que então { }JV ∈αα \ cobertura de S por g-abertos de X 

satisfazendo a propriedade (P’): 

(P’) Para cada J∈α , existe um conjunto δg-fechado ∅≠αF  em X tal que αα VF ⊂  e  

}\F{int JS X ∈⊆ ααU  

Como S é um subespaço Weakly GO-compacto relativo a X, existe JJ ⊂0  finito tal que 

U
0J

VS
∈

⊆
α

α . 

Portanto S é Weakly-compacto relativo a X. 
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Teorema 6.1.5 [10]: Se um subespaço A de um espaço X é Weakly-compacto então A é 

Weakly-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por abertos em X satisfazendo a 

condição de que, para cada J∈α , existe um conjunto regularmente fechado ∅≠αF  em X 

tal que αα VF ⊂  e  

}\F{int JA X ∈⊂ ααU . 

Então, para cada J∈α , ( ) AFX Iαint  e AV Iα  são abertos em A e AF Iα  é 

fechado em A. A família { }JAV ∈αα \I  é uma cobertura aberta de A. Para cada  

J∈α , 

( )( ) AVAFAFcl XA III ααα ⊂⊆int  

Como ( ) }\Fint{ JAA X ∈⊂ αα IU  e  

( )( ) ( )( )[ ]AFclAF XAAX II αα intintint ⊆  

Desde que ( )( )[ ]AFcl XA Iαint  é regularmente fechado em A.  

Assim, { }JAV ∈αα \I  é uma cobertura regular de A. Como por hipótese A é Weakly 

compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que 

U I

0J

AVA
∈

=
α

α . 

Logo ( ) UU I

00 JJ
A VAVclA

∈∈

⊆=
α

α
α

α . 

Portanto A é Weakly-compacto relativo a X. 

 

 

Corolário 6.1.1: Se um subespaço A de um espaço X é Weakly GO-compacto então A é 

Weakly-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: A ⊂ X é Weakly GO-compacto ⇒ A ⊂ X é Weakly-compacto ⇒  

A ⊂ X é Weakly-compacto relativo a X (pelo teorema anterior) 
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Teorema 6.1.6: Seja A um subconjunto aberto e fechado em um espaço topológico X. Se A  

é um subespaço Weakly GO-compacto então A é Weakly GO-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: Seja XA ⊂  um subconjunto aberto e fechado em X, e Weakly GO-

compacto como subespaço. Queremos mostrar que A é Weakly GO-compacto relativo a X. 

Para isso tome uma cobertura qualquer { }JV ∈αα \  de A por g-abertos em X satisfazendo 

a propriedade (P’): 

(P’) Para cada J∈α , existe um conjunto δg-fechado  ∅≠αF  em X tal que αα VF ⊆  e  

}\F{int JA X ∈⊂ ααU . 

Afirmo que para cada J∈α , AV Iα  é g-aberto em  A . De fato, seja αD  um fechado em 

A tal que AVD Iαα ⊆ . Por αD  ser fechado em A e A fechado em X, então αD é fechado 

em X. Como A também é aberto em X, então AV Iα  é g-aberto em X. Portanto 

( )AVD X Iαα int⊆ ,  

ou seja,  

( )[ ] ( )AVAVADD AX III αααα intint ⊆⊆= . 

Agora, para cada J∈α , vamos mostrar que ∅≠AF Iα  é δg-fechado em A tal que 

AVAF II αα ⊆   e  

( ) }\F{int JAA X ∈⊂ ααU I . 

De fato, seja U aberto em A tal que UAF ⊂Iα . Como AAAX ==int ,  segue que 

AA Xint= . Logo A é δ-fechado em X, temos que AF Iα  é δg-fechado em X. Logo 

( ) UAFcl
X

⊂Iαδ . Mas ( ) ( )[ ] ( )αδαδαδ FclAFclAFcl
AXX

== II . Portanto, 

∅≠AF Iα  é δg-fechado em A tal que AVAF II αα ⊆  e  

( ) }\F{int JAA X ∈⊂ ααU I . 

Então, como A é Weakly GO-compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que 

( ) UU I

00 JJ

VAVA
∈∈

⊆⊆
α

α
α

α . 
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Portanto A é Weakly GO-compacto relativo a X 

 

 

Teorema 6.1.7 [10]: Seja X um espaço Weakly-compacto. Se A é um subconjunto aberto e 

fechado em X, então A é Weakly-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por conjuntos abertos em X 

satisfazendo o seguinte: para cada   J∈α ,  existe um conjunto regularmente fechado 

∅≠αF  em X tal que αα VF ⊆  e  

}\F{int JA X ∈⊂ ααU . 

Assuma que ∅≠− AX . Desde que A é aberto e fechado, AX −  é também aberto e 

fechado. Portanto a família { } { }AXJV −∈ Uαα \  é uma cobertura  regular de X. Desde que 

X é Weakly compacto existe um subconjunto finito JJ ⊂0  tal que 

( ) ( )AXVAXVX
JJ

−









=−










=

∈∈

UU UU
00 α

α
α

α
 

Portanto obtemos que 










⊆

∈
U

0J

VA
α

α
, ou seja, a é Weakly-compacto relativo a X. 

 

 

Corolário 6.1.2: Seja X um espaço Weakly GO-compacto. Se A é um subconjunto aberto e 

fechado em X, então A é Weakly-compacto relativo a X. 

 

Demonstração:Basta lembrar que se X é Weakly GO-compacto então X é Weakly-

compacto e aplicar o teorema anterior. 

 

 

Teorema 6.1.8: Se um subespaço A aberto e fechado em um espaço X é Weakly GO-

compacto então A é Weakly GO-compacto relativo a X. 
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Demonstração: Seja XA ⊂  um subconjunto regularmente fechado em um espaço 

Weakly GO-compacto X. Queremos mostrar que A é Weakly GO-compacto relativo a X. 

Para isso tome uma cobertura qualquer { }JV ∈αα \  de S por g-abertos em X satisfazendo 

a propriedade (P’): 

(P’) Para cada J∈α , existe um conjunto δg-fechado  ∅≠αF  em X tal que αα VF ⊆  e  

}\F{int JA X ∈⊂ ααU . 

Como AAAX ==int ,  segue que AA Xint= , então A é δ-fechado em X e então A éδg-

fechado em X, e portanto g-fechado em X. Então { } { }AXJV −∈ Uαα \  é uma cobertura  

g-aberta de X   Além disso, como A é aberto, AXAX −=− , e como A é fechado, AX −  

é regularmente fechado em X tal que AXAX −⊇− , e 

( ){ } { }AXJAXJA XX −∈=−∈⊂ UU UU }\F{intint}\F{int αα αα , 

pois ( ) ( )AXAXAX −=−=− intint  

Assim, { } { }AXJV −∈ Uαα \  é uma cobertura g-regular de X 

que é um espaço Weakly-compacto. Portanto existe um subconjunto finito JJ ⊂0  tal que 

( ) ( )AXVAXVX
JJ

−









=−










=

∈∈

UU UU
00 α

α
α

α
 

Portanto obtemos que 










⊆

∈
U

0J

VA
α

α
, ou seja, a é Weakly GO-compacto relativo a X. 

 

 

Teorema 6.1.9 [10]: Se todo subconjunto próprio regularmente fechado em um espaço X é 

Weakly-compacto relativo a X, então X é Weakly-compacto.  

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura regular de X.  Então para cada  J∈α , 

existe um conjunto regularmente fechado ∅≠αF  em X tal que αα VF ⊆  e  

}\F{int JX X ∈= ααU . 
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Escolha e fixe J∈0α . Defina ( )
0

int αFXK −= , então K é um conjunto regularmente 

fechado em X, e }}{\F{int 0ααα −∈⊂ JK XU . Portanto { }{ }0\ ααα −∈ JV  é uma 

cobertura  de K por abertos em X tal que para cada { }0αα −∈ J , existe um conjunto 

regularmente fechado ∅≠αF  em X tal que αα VF ⊆  e  

{ }}\F{int 0ααα −∈⊂ JK XU . 

Pela hipótese, existe { }00 α−⊂ JJ   finito tal que 

U
0J

VK
∈

⊂
α

α  

Logo ( ){ } ( ){ }
{ }

UUU UUU

00

0

0

0

0

0
intint

αα
αα

α
αα

α
αα

∪∈∈∈

⊆⊆==
JJJ

VVVFVFKX . 

Ou seja, X é Weakly-compacto. 

 

 

Corolário 6.1.3 [10]: Se todo conjunto próprio regularmente fechado em X é Weakly-

compacto, então X é Weakly-compacto. 

 

Demonstração: Se todo conjunto próprio regularmente fechado em X é Weakly-compacto, 

então todo subconjunto próprio regularmente fechado em um espaço X é Weakly-compacto 

relativo a X. Pelo teorema anterior, segue que X é Weakly-compacto. 

 

 

Corolário 6.1.4: Se todo subconjunto próprio regularmente fechado de um espaço X é 

Weakly GO-compacto relativo a X, então X é Weakly-compacto.  

 

Demonstração: Se XA ⊂  regularmente fechado é Weakly GO-compacto relativo a X, 

então XA ⊂  regularmente fechado é Weakly-compacto relativo a X. Logo, pelo Teorema 

6.1.9, segue que XA ⊂  é Weakly-compacto.  
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Teorema  6.1.10: Se todo subconjunto próprio fechado em um espaço X é Weakly GO-

compacto relativo a X, então X é Weakly GO-compacto.  

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de X.  Então para cada  J∈α , 

existe um conjunto δg−fechado ∅≠αF  em X tal que 
αα VF ⊆ e  

}\F{int JX X ∈= ααU . 

Escolha e fixe J∈0α . Defina ( )
0

int αFXK X−= , então K é um conjunto fechado em X, e 

( ) }}{\F{int 0ααα −∈⊂ JK xU . Portanto { }{ }0\ ααα −∈ JV  é uma cobertura  de K 

por g-abertos em X tal que para cada { }0αα −∈ J , existe um conjunto δg-fechado ∅≠αF  

em X tal que αα VF ⊆  e  

{ }}\F{int 0ααα −∈⊂ JK XU . 

Pela hipótese, existe { }00 α−⊂ JJ   finito tal que 

U
0J

VK
∈

⊂
α

α  

Logo ( ){ } ( ){ }
{ }

UUU UUU

00

0

0

0

0

0
intint

αα
αα

α
αα

α
αα

∪∈∈∈

⊆⊆==
JJ

X
J

x VVVFVFKX  

Ou seja, X é Weakly GO-compacto. 

 

 

Corolário 6.1.5: Se todo subconjunto próprio fechado e aberto em um espaço X é Weakly 

GO-compacto, então X é Weakly GO-compacto.  

 

Demonstração: Se todo subconjunto próprio fechado e aberto em um espaço X é Weakly 

GO-compacto, então todo subconjunto próprio fechado e aberto em um espaço X é Weakly 

GO-compacto relativo a X. Pelo teorema anterior, X é Weakly GO-compacto. 

 

 

Teorema 6.1.11: Sejam A1 e A2 são subconjuntos de um espaço X. Se A1 e A2 são Weakly 

GO-compactos relativos a X  então 21 AA U  é Weakly GO-compacto relativo a X.  
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Demonstração:Seja { }JV ∈αα \   é uma cobertura g-regular relativa de 21 AA U  . 

Então para cada  J∈α  existe um conjunto δg-fechado em X  ∅≠αF  em X tal que 

αα VF ⊂   e 

}\F{int21 JAA ∈⊂ ααUU . 

Então { }JV ∈αα \  é uma cobertura g-regular  relativa de A1 e A2. 

Como ambos subconjuntos são Weakly GO-compactos relativos a X , existem J1 e J2 

subconjuntos finitos de J, tais que    

U
1

1
J

VA
∈

⊂
α

α  e U
2

2
J

VA
∈

⊂
α

α . 

Portanto, UUU
U

UU

2121

21
JJJJ

VVVAA
∈∈∈

=



















⊂

α
α

α
α

α
α

, ou seja, 21 AA U   é Weakly GO-compacto 

relativo a X. 

 

 

Teorema 6.1.12: Sejam A1 e A2 são subconjuntos de um espaço X. Se A1 e A2 são Weakly 

GO-compactos relativos a X então 
21 AA ××××  é Weakly GO-compacto relativo a XX ×××× . 

 

Demonstração:Seja { }JVV ∈× ααα \21
 cobertura g-regular relativa de 

21 AA ×××× . Então, para 

cada J∈α existe ∅≠× 21
αα FF  δg-fechado tal que 

2121
αααα VVFF ×⊂×  e 

( )U
J

FFAA
∈

×⊂×
α

αααα
2121 int . Então, ( )U

J

FA
∈

⊂
α

αα
11 int  e ( )U

J

FA
∈

⊂
α

αα
22 int , donde ∅≠1

αF  , 

∅≠2
αF , 

11
αα VF ⊂  e 

22
αα VF ⊂ . 

Vamos mostrar que 
1

αF  e 
2

αF  são δg-fechado tais que 
11

αα VF ⊂  , 
22

αα VF ⊂ , 

( )U
J

FA
∈

⊂
α

αα
11 int  e ( )U

J

FA
∈

⊂
α

αα
22 int . 

Sejam 
1
αU  e 

2
αU  abertos tais que 

11
αα UF ⊂  e 

22
αα UF ⊂ , então  
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2121
αααα UUFF ×⊂× . Como 

21
αα FF ×  é δg-fechado e 

21
αα UU ×  é aberto em A1× A2. 

temos que ( ) ( ) ( )212121 intintint αδαδααδαα UUUUFF ×=×⊂× . Logo ( )11 int αδα UF ⊂  e 

( )22 int αδα UF ⊂ . Então 
1

αF  e 
2

αF  são δg-fechado. Como 
2121

αααα VVFF ×⊂×  e 

( )U
J

FFAA
∈

×⊂×
α

αααα
2121 int , segue que  

11
αα VF ⊂  , 

22
αα VF ⊂ , ( )U

J

FA
∈

⊂
α

αα
11 int  e 

( )U
J

FA
∈

⊂
α

αα
22 int . 

Observe também que, se G1 e G2 são fechados em X tais que 
1

1 αVG ⊂  e 
2

2 αVG ⊂ , logo 

21
21 αα VVGG ×⊂× . Como 21

αα VV ×  é g-aberto em X× X, segue que 

21
2121 αα VVGGGG ×⊂×⊂× , ou seja, 1

1 αVG ⊂  e 
2

2 αVG ⊂ . 

Portanto  
1

αV  e 
2

αV  são g-abertos em X. Assim, { }JV ∈αα \1
 cobertura g-regular de A1 e 

{ }JV ∈αα \2
 cobertura g-regular de A2. Como A1 e A2 são Weakly GO-compactos 

relativos a X, existem JJJ ⊂21,  ambos finitos, tais que U
1

1
1

J

VA
∈

⊂
α

α  e U
1

2
2

J

VA
∈

⊂
α

α . 

Logo, UUUU
2

1

2

121

212121
21

J
J

J
JJJ

VVVVVVAA

∈
∈

∈
∈∈∈

×=×=×⊂×

β
α

βαβ

β
α

α
α

α
α

α . Portanto, 
21 AA ××××  é 

Weakly GO-compacto relativo a XX ×××× . 

 

 

Definição 6.1.7[ 10]: Uma função YXf →: , onde X e Y são espaços topológicos, é 

dita almost-aberta quando ( ) )(int UfUf ⊂  para todo aberto U em X. 

 

 

Definição 6.1.8 [10]: Uma função YXf →:  onde X e Y são espaços topológicos é 

dita aberta quando ( )Uf  é aberto em Y, para todo aberto U em X. 
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Teorema 6.1.13 [10]: Uma função YXf →:  é almost-aberta se e somente se 

( ) )(11 VfVf −− ⊂  para todo aberto V em Y. 

 

 

Teorema 6.1.14 [10]: Seja YXf →:  almost-aberta perfeita. Se K é Weakly-compacto 

relativo a Y, então ( )Kf 1−  é Weakly-compacto relativo a X. 

 

 

Corolário 6.1.6: Sejam X e Y espaços topológicos,  YXf →:  almost-aberta perfeita 

e K um subconjunto do espaço X. Se K é Weakly GO-compacto relativo a Y, então ( )Kf 1−  

é Weakly-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: Sejam X e Y espaços topológicos,  YXf →:  almost-aberta perfeita e 

K um subconjunto do espaço X. Se K é Weakly GO-compacto relativo a Y, então K é 

Weakly-compacto relativo a Y, e portanto ( )Kf 1−  é Weakly-compacto relativo a X (pelo 

teorema anterior). 

 

 

Corolário 6.1.7 [10]: Seja YXf →:  uma função aberta perfeita e contínua. Então X é 

Weakly-compacto se e somente se Y é Weakly-compacto. 

 

 

Corolário 6.1.8: Sejam X e Y espaços topológicos, e YXf →:  uma função aberta 

perfeita e contínua. Se X é Weakly GO-compacto então Y é Weakly-compacto. 

 

Demonstração: Seja YXf →:  uma função aberta perfeita e contínua. Então X é Weakly 

GO-compacto então X é Weakly-compacto. Logo Y é Weakly-compacto. 
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Corolário 6.1.9: Seja X Weakly GO-compacto e YXf →:  strongly-contínua, então 

para todo YV ⊂⊂⊂⊂  não vazio,  f  -1(V) é Weakly GO-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: De fato, para todo YV ⊂⊂⊂⊂  não vazio, como f é strongly-contínua,  

f  -1(V) é aberto e fechado em X. Como X é um espaço Weakly GO-compacto, aplicando o 

corolário anterior,  f  -1(V)  é Weakly GO-compacto relativo a X. 

 

 

Teorema 6.1.15: Seja X em espaço GO-compacto. Se YXf →:  é fechada contínua tal 

que )(XfY = . Então Y é Weakly-compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura regular de Y, então para cada J∈α  existe 

∅≠αF  regularmente fechado  tal que αα VF ⊂  e U
J

X FY
∈

=
α

αint . 

Como f é contínua, ( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura g-aberta de X. Por hipótese, existe 

JJ ⊂0  finito tal que U
0

)(1

J

VfX
∈

−=
α

α
. 

Então ( ) ( ) ( ) UUUU
0000

)()()()( 111

JJJJ

VVffVffVffXfY
∈∈

−

∈

−

∈

− ===









==

α
α

α
α

α
α

α
α

. Portanto Y é 

Weakly-compacto.  
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CAPÍTULO 7 

 

 

 

ESPAÇOS ALMOST GO-COMPACTOS 

 

 

Neste capítulo sugerimos a definição dos espaços Almost GO-compacto trocando na 

definição de espaços Almost-compactos “cobertura aberta” por “cobertura g-aberta” . 

Desenvolvemos muita de suas propriedades e as relações com os espaços dos capítulos 

anteriores e também com os espaços Almost-compactos. Por últimos,  caracterizamos os 

espaços Nearly GO-compactos via g-convergência de um filtro base aberto. 

 

 

7.1.1 Espaços Almost GO-compactos 

 

 

 

Definição 7.1.1 [10]: Dizemos que um espaço ( )τ,X  é Almost-compacto quando toda 

cobertura aberta { }JV ∈αα \  de X possuir uma subfamília finita tal que a união do fecho 

de seus elementos cobre X. 

 

 

Definição 7.1.2: Dizemos que um espaço ( )τ,X  é Almost GO-compacto quando toda 

cobertura g-aberta { }JV ∈αα \  de X possuir uma subfamília finita tal que a união do fecho 

de seus elementos cobre X. 
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Exemplo 7.1.1: 

Seja { },...3,2,,\,,,, == jibacbaX ijiji . Defina a base ( )xN  com o sistema fundamental de 

vizinhanças, para cada ponto x de X, como o seguinte: 

( ) ( ) ( ){ }{ },...2,1\,, =∀≥== njniaaaUaN ij
n  

( ) ( ) ( ){ }{ },...2,1\,, =∀≥== njnibbbUbN ij
n  

( ) { }{ }ijij aaN =  

( ) { }{ }ijij bbN =  

( ) ( ) ( ){ }{ },...2,1\,,, =∀≥== ninjbaccUcN ijijii
n

i  

O conjunto X munido da topologia gerada pela base ( )xN  e um espaço topológico que é 

Almost GO-Compacto. De fato, seja { }JVU ∈= αα \  é uma cobertura g-aberta de X . 

Então, Xx ∈∀  existe ( ) Jx ∈α  tal que ( )ixVx α∈ . Como ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff,  

{ }x  é um conjunto fechado em X e { } ( )xVx α⊆ , segue que { } ( )( )xVx αint⊆ . Então 

{ }JV ∈αα \int  é uma cobertura aberta de X. Denote por G(a) e G(b )um par de elementos 

de { }JV ∈αα \int , os quais contém a e b respectivamente. )(aG  e )(bG  conterão todos 

mas um numero finito , digamos n e m, respectivamente, de sci ' . Suponha que mn ≥ . 

Então, os ncc ,,1 L que  não são cobertos por )(aG  e )(bG  serão cobertos por um número 

finito de fecho de elementos de { }JV ∈αα \int , digamos nGG L,1 . O 

( ) ( )[ ] 







−

=
UUU

n

i
iGbGaGX

1

)()(  contém um numero finito de saij '  e sbij ' . Logo, existe um 

JJ ⊂0   finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α . Daí segue que ( )τ,X  é um espaço Almost GO-

compacto. 

 

 

Teorema 7.1.1: Se um espaço ( )τ,X   é GO-compacto, então ( )τ,X  é Almost GO-

compacto. 
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Demonstração: Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de X, como X é GO-compacto, 

existe JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α
.Como XVV ⊂⊂ αα , temos que U

0J

VX
∈

=
α

α . 

Portanto X é Almost GO-compacto. 

 

 

Exemplo 7.1.2: A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. De fato, seja 

}\{}{ IixxX i ∈= U  onde I é um conjunto não enumerável. Seja { }Xx},{,φτ = . 

Observe que ( )τ,X  é Almost GO-compacto. De fato, seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-

aberta de X. Então, para cada }\{ Iixy i ∈∈ , existe Jy ∈α  tal que 
y

Vy α∈ , e 

{ }IixV iy
∈= \α . Agora, para Xxy ∈=  existe Jx ∈α  tal que 

x
Vx α∈ , e 

XV
x

=α .Logo, temos que ( )τ,X   é Almost GO-compacto. Mas ( )τ,X   não é GO-

compacto pois { }ii xxV ,=  Ii ∈  é uma cobertura g-aberta de X que não possui 

subcobertura finita. 

 

 

Teorema 7.1.2: Se um espaço ( )τ,X  é Almost GO-compacto, então ( )τ,X  é Weakly GO-

compacto. 

 

Demonstração: Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de X. Logo { }JV ∈αα \  uma 

cobertura g-aberta de X, como X é AGO-compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que 

U
0J

VX
∈

=
α

α . 

Portanto X é Weakly GO-compacto. 

 

 

Exemplo 7.1.3: A recíproca do teorema anterior não é verdadeira.  
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Seja { } { }LU ,2,1,\,,, == jicbabaX iijij , e considere o sistema fundamental de vizinhanças 

para cada Xcba iijij ∈,, : 

( ) { }{ }ijij aaN =  

( ) { }{ }ijij bbN =  

( ) { }{ }ii ccN =  

Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de X. Então para cada J∈α  existe um 

conjunto ∅≠αF  δg-fechado em X tal que αα VF ⊂  e  

X= }\F{int J∈ααU . 

Como Xb ∈ , existe ( ) Jb ∈α  tal que ( )bFb αint∈ . Mas o único aberto em X que contém b 

é o próprio X. Logo ( ) ( )bb VFX αα ⊂= int . Portanto ( )τ,X  é um espaço Weakly GO-

compacto. 

Mas ( )τ,X  não é um espaço Almost GO-compacto. De fato, tome 

{ } { }{ }{ } { } { }{ }baijcbaU iijij ,,2,1\,, UL== . Então U é uma cobertura g-aberta de X pois { }ija , 

{ }ijb  e { }ic  são abertos em X para todos L,2,1, =ji  e, { }a  e { }b  também  são g-abertos 

pois o único fechado contido em ambos é o conjunto vazio. 

Como 

{ } { }baaa ijij ,,=  

{ } { }babb ijij ,,=  

{ } { }bacc ii ,,=  

{ } { }baa ,=  

{ } { }bab ,=  

Segue que não existe uma família finita em U o qual a união do fecho de seus elementos 

cubra X. Logo ( )τ,X  não é um espaço Almost GO-compacto 
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Teorema 7.1.3: Se um espaço ( )σ,S  é um espaço Almost-compacto, então ( )σ,S  é um 

espaço Weakly GO-compacto. 

 

Demonstração: Suponha que ( )σ,S  é um espaço almost compacto e considere { }JV ∈αα \  

uma cobertura g-regular qualquer de ( )σ,S . Então, para cada J∈α , existe ∅≠αF  δg-

fechado tal que αα VF ⊂  e U
α

αFS int= . Então { }JF ∈αα \int  é uma cobertura aberta de 

( )σ,S . Usando a hipótese de ( )σ,S  ser um espaço almost-compacto, existe JJ ⊂0  finito 

tal que  

( )UU
00

int
JJ

VFS
∈∈

⊆=
α

α
α

α .  

Portanto ( )σ,S  é um espaço Weakly GO-compacto.  

 

 

Observação 7.1.1: Como vimos no Exemplo 6.1.1, temos que a recíproca do teorema 

anterior não é verdadeira. 

 

 

Teorema 7.1.4: Se um espaço ( )τ,X   é Almost GO-compacto, então ( )τ,X  é Almost-

compacto. 

 

Demonstração: Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de X, portanto { }JV ∈αα \  é uma 

cobertura g-aberta de X. Como X é Almost GO-compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que 

U
0J

VX
∈

=
α

α . 

Portanto X é Almost-compacto. 

 

 

A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. 
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Exemplo 7.1.4: Exemplo de  um espaço X que é Almost-compacto que não é Almost GO-

compacto. 

Seja { } { }LU ,2,1,\,,, == jicbabaX iijij , e considere o sistema de vizinhanças para cada 

Xcba iijij ∈,, : 

( ) { }{ }ijij aaN =  

( ) { }{ }ijij bbN =  

( ) { }{ }ii ccN =  

Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de X.  

Como Xb ∈ , existe ( ) Jb ∈α  tal que ( )bVb α∈ . Mas o único aberto que contem b é o 

próprio X.  Logo ( ) ( )bb VVX αα ⊂= . Portanto ( )τ,X  é um espaço Almost-compacto. 

Mas ( )τ,X  não é um espaço Almost GO-compacto. Como mostramos antes (Exemplo 

7.1.3) 

 

 

Exemplo 7.1.5: Exemplo de  um espaço X que é Almost-compacto que não é Almost GO-

compacto. 

Seja Ν=X  o conjunto dos números naturais. Considere a seguinte topologia sobre X. 

{ } { }{ }3\,1,, ≥+=Ν∅= nnnU n
LUτ  

Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de X.  

Como X∈1 , existe ( ) J∈1α  tal que ( )11 αV∈ . Mas o único aberto que contém 1 é o próprio 

X.  

 Logo ( ) ( )11 αα VVX ⊂= . Portanto ( )τ,X  é um espaço Almost-compacto. 

Mas ( )τ,X  não é um espaço Almost GO-compacto pois todo conjunto unitário é g-aberto 

( )τ,X , isto é, { }{ }XxxVV x ∈== \  é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . Para todo 

Xa ∈ ,{ } { }aa ,,3,2,1 L= . Portanto, não existe uma subfamília em V cuja união do fecho de 

seus elementos cobre X.  
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O espaço ( )τ,X  também é uma espaço Weakly GO-compacto que não é Almost Go-

compacto. De fato, seja { }JV ∈αα \  uma cobertura de ( )τ,X  tal que J∈∀α , existe 

∅≠αF  tal que αα VF ⊂  e U
J

FX
∈

=
α

αint . Como X∈1 , existe ( ) J∈1α  tal que 

( )1int1 αF∈ . Mas o único aberto que contém 1 é o próprio X.  

 Logo ( ) ( ) ( ) ( )111int αααα VFntFFX i ⊂⊂⊆= . Portanto ( )τ,X  é um espaço Weakly GO-

compacto. 

 

 

Definição 7.1.3: Um subespaço A de um espaço topológico X é chamado Almost GO-

compacto relativo a X se e somente se para cada cobertura { }JV ∈αα \  de S por g-abertos 

em X, existir JJ ⊂0  finito tal que 

U
0J

VA
∈

⊂
α

α  

 

 

Teorema 7.1.5: Seja A um subespaço g-aberto em um espaço topológico ( )τ,X  . Então se 

A for Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X , então A será Almost GO-compacto como 

subespaço. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  é uma cobertura g-aberta de A. Como A é g-aberto em 

( )τ,X  temos que { }JV ∈αα \  é uma cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X . Como A é 

Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X , existe JJ ⊂0
 finito tal que U

0J

VX
∈

=
α

α . 

Portanto X é Almost GO-compacto como subespaço. 
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Corolário 7.1.1: Seja A um subespaço aberto em um espaço topológico ( )τ,X . Então se A 

for Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X , então A será Almost GO-compacto como 

subespaço. 

 

Demonstração: Segue direto do teorema anterior, lembrando que todo conjunto aberto é g-

aberto. 

 

 

Teorema 7.1.6: Seja A um subespaço fechado e g-aberto em um espaço topológico ( )τ,X  . 

O subconjunto A for Almost GO-compacto como subespaço se e somente se A será Almost 

GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto g-aberto e fechado 

em ( )τ,X . Suponha que A é Almost GO-compacto como subespaço de ( )τ,X . Considere 

{ }JV ∈αα \  é uma cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X . Como A é fechado em X, 

vamos mostrar que { }JV ∈αα \  é uma cobertura de A por g-abertos em A. Para isso, tome 

F um subconjunto fechado em A tal que αVF ⊆ . Como A é fechado em ( )τ,X , então F é 

fechado em ( )τ,X  e, como αV  é g-aberto em ( )τ,X  tal que αVF Xint⊆ . Então, existe um 

aberto U em ( )τ,X  tal que αVUF ⊆⊆ . Portanto AU I  é aberto em A tal que 

αα VAVAUAFF ⊆⊆⊆= III , e assim αα VVF AX intint ⊆⊆  e αV  é g-aberto em A. 

Como A é Almost GO-compacto, existe JJ ⊂0
 finito tal que UU

00 JJ

VAVX
∈∈

⊆∩=
α

α
α

α . 

Portanto X é Almost GO-compacto relativo a X. 

A recíproca segue direto do Teorema 7.1.5. 

 

 

Teorema 7.1.7: Todo subconjunto g-fechado em um espaço Almost GO-compacto X é 

Almost GO-compacto relativo a X. 
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Demonstração: Seja A um subconjunto g-fechado em um espaço Almost GO-compacto X. 

Considere { }JV ∈αα \  um cobertura de A por g-abertos em X. Então 

{ } { }AXJV −∈ Uαα \  é uma cobertura g-aberta de X . Como X é Almost GO-compacto, 

existe JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VA
∈

⊆
α

α . Portanto A é um subespaço almost GO-compacto 

relativo a X. 

 

 

Corolário 7.1.2: Seja ( )τ,X  um espaço Almost GO-compacto. Então, todo  subconjunto 

fechado A de ( )τ,X  é Almost GO-compacto relativo a X. 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X   um espaço Almost GO-compacto e  A um subconjunto 

fechado em X GO-compacto relativo a X. Como todo fechado é um conjunto g-fechado, o 

resultado segue que do teorema anterior. 

 

 

Teorema 7.1.8: Em um espaço g-regular ( )τ,X , todo par de subconjuntos disjuntos ( )BA,  

onde A é g-fechado e  B é Almost GO-compacto relativo a X, existem abertos disjuntos U e 

V tais que UA ⊂  e VB ⊂ .  

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço g-regular, A um subconjunto g-fechado em ( )τ,X  

e  B um subespaço Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X  tais que ∅=BAI .  Como 

( )τ,X  g-regular, para cada Bx ∈ , existem abertos xU   e  xV  tais que xUx ∈  e xVA ⊆  e 

∅=xx VU I  (pelo Teorema 3.2.7). Então { }BxU x ∈\  é uma cobertura de A por g-abertos 

em ( )τ,X , portanto existem Bxx n ∈,,1 L  tais que U
n

i
xi

UB
1====

⊆⊆⊆⊆ . 

Agora, seja I
n

i
xi

VV
1=

=  e VXU −= . Temos que VA ⊆  e UVXUB
n

i
x

n

i
x ii

====−−−−⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆
========
IU

11

. 

Além disso, ( ) ∅=−=⊆ VXVUVUV III . 
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Teorema 7.1.9: Em um espaço almost g-regular ( )τ,X  (Definição 3.2.12), todo par de 

subconjuntos disjuntos ( )BA,  onde A é δg-fechado e  B é Almost GO-compacto relativo a 

X, existem abertos disjuntos U e V tais que UA ⊂  e VB ⊂ .  

 

Demonstração: Seja ( )τ,X  um espaço almost g-regular, A um subconjunto δg-fechado em 

( )τ,X  e  B um subespaço Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X  tais que ∅=BAI .  

Como ( )τ,X  é almost g-regular, para cada Bx ∈ , existem abertos xU   e  xV  tais que 

xUx ∈  e xVA ⊆  e ∅=xx VU I  (pelo Teorema 3.2.23). Então { }BxU x ∈\  é uma 

cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X , portanto existem Bxx n ∈,,1 L  tais que 

U
n

i
xi

UB
1====

⊆⊆⊆⊆ . 

Agora, seja I
n

i
xi

VV
1=

=  e VXU −= . Temos que VA ⊆  e UVXUB
n

i
x

n

i
x ii

====−−−−⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆⊆
========
IU

11

. 

Além disso, ( ) ∅=−=⊆ VXVUVUV III . 

 

 

Corolário 7.1.3: Em um espaço almost g-regular X, todo par de conjuntos ( )BA,  onde B é 

δg-aberto e  A é almost GO-compacto relativo a X tal que BA ⊆ , existe um regularmente 

aberto V tal que BVVA ⊂⊂⊂ . 

 

Demonstração: Sejam X um espaço almost g-regular, B é δg-aberto e  A é almost GO-

compacto relativo a X tal que BA ⊆ . Desde que BXC −=  é δg-fechado disjunto de A, 

pelo teorema anterior, existem abertos U e V tais que  UA ⊂  , VC ⊂  e ∅=VU I . 

Portanto BVXUUA ⊂−⊂⊆⊂ . Logo 

BVXUUUUUA ⊂−⊂⊂⊂⊆=⊂ intintint . Desde que UW int=  é regularmente 

aberto em X, segue que, existe um regularmente aberto W em X tal que 

BUWUUWA ⊂⊂=⊂=⊂ intint , ou seja, BWWA ⊂⊂⊂ .  
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Teorema 7.1.10: Em um espaço almost g-regular X, todo par de conjuntos disjuntos ( )BA,  

onde B é δg-fechado e  A é almost GO-compacto relativo a X, então existem abertos 

disjuntos U e V tais que UA ⊂  , VB ⊂  e ∅=VU I . 

 

Demonstração: Seja X um espaço almost g-regular, onde B é δg-fechado e  A é almost GO-

compacto relativo a X. Para cada Ax ∈  temos que Bx ∉ . Como ( )τ,X  é um espaço 

almost g-regular, existem abertos  xU  e xV  tais que xUx ∈ , xVB ⊆  e ∅=xx VU I . Então 

{ }AxU x ∈\  e´ uma cobertura g-aberta de A. Logo, existem Axx n ∈,,1 L  tais que 

U
n

i
x KUA

i

1=

=⊂ . Defina VV
n

i
xi

=
=
I

1

 e I
n

i
xi

VXM
1=

−= . Temos então que VB ⊆  e 

U
n

i
x MVXUA

i

1=

=−⊆⊂ . Além disso, ( ) ∅=−= VVXVM II . 

 

 

Teorema 7.1.11: Em um espaço Almost GO-compacto, almost g-regular  X, todo par de 

conjuntos disjuntos ( )BA,  regularmente fechados, existem abertos disjuntos U e V tais que 

UA ⊂  , VB ⊂  e ∅=VU I . 

 

Demonstração: Seja X um espaço almost g-regular, onde A e B são regularmente fechado. 

Como todo regularmente fechado é δg-fechado e todo regularmente fechado em um espaço 

almost GO-compacto é Almost GO-compacto relativo a X (Corolário 7.1.2), segue direto 

do Teorema anterior que existem abertos disjuntos U e V tais que UA ⊂  , VB ⊂  e 

∅=VU I . 

 

 

Teorema 7.1.12: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subespaço αg-regular  

em ( )τ,X . Se A é um subespaço Almost GO-compacto, então A é um subespaço Almost 

GO-compacto relativo a ( )τ,X . 
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Demonstração: Suponha que A é um subespaço Almost GO-compacto,  e seja 

{ }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de A  por g-abertos em ( )τ,X .  Como A é αg-regular  

então existe um aberto xU  tal que ( )xxx VUUx α⊆⊆∈ . 

Seja { }AxAU x ∈\I  o qual é uma cobertura aberta de A que é um subconjunto Almost 

GO-compacto. Logo existem nxxx ,...,, 21  elementos de A tais que 

UU I
n

i
x

n

i
x ii

UAUA
11 ==

⊆⊆ . Portanto ( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VUA
11 ==

⊆⊆ α
. Então A é Almost GO-compacto. 

Relativo a ( )τ,X .  

 

 

Corolário 7.1.4:   Sejam ( )τ,X  um espaço topológico, e A um subconjunto de X. Se A é g-

aberto  em ( )τ,X  e αg-regular. O subespaço A de ( )τ,X  é Almost GO-compacto relativo a 

( )τ,X  se e somente se  A  é Almost GO-compacto como subespaço. 

 

Demonstração: Seja A um subconjunto é g-aberto em ( )τ,X  e αg-regular.  

Suponha primeiramente que A é Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X , desde que A é g-

aberto em ( )τ,X , pelo Teorema 7.1.5 segue que A é Almost GO-compacto como 

subespaço. 

Reciprocamente, suponha que A  é Almost GO-compacto, como A é αg-regular, pelo 

Teorema 7.1.12, segue que A é Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 7.1.13: Seja A qualquer subconjunto denso e αg-regular de um espaço ( )τ,X  tal 

que toda cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X  é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . Então 

( )τ,X  é Almost GO-compacto se e somente se ( )τ,X  GO-compacto. 

 

Demonstração: Suponha inicialmente que X é um espaço Almost GO-compacto. Seja A um 

subconjunto denso e αg-regular no espaço ( )τ,X  tal que toda cobertura de A por g-abertos 
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em ( )τ,X é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . Considere  { }JV ∈αα \  uma cobertura g-

aberta de ( )τ,X . Então para cada Xx ∈ , existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . Como A 

é αg-regular, para todo Ax ∈  existe um aberto xU  em ( )τ,X  tal que 

( )xxx VUUx α⊆⊆∈ .  

Então { }AxU x ∈\  é uma cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X , e portanto, 

{ }AxU x ∈\  é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . Como X é um espaço Almost GO-

compacto, existem nxxx ,...,, 21  elementos de A tais que U
n

i
xi

UA
1=

⊆ . Logo 

( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VUA
11 ==

⊆⊆ α . Portanto A é GO-compacto relativo a ( )τ,X . Como A é denso em 

( )τ,X , isto é, A =X, segue que ( )τ,X  é GO-compacto. 

A recíproca é já foi provada no Teorema 7.1.1. 
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7.2 Caracterização de espaços Almost GO-compactos via g-

convergência 

 

 

 

Definição 7.2.1 [17]: Uma família não vazia { }JiBi ∈= \β  onde Bi são subconjuntos 

em X é chamado filtro base aberto em X quando cada β∈iB  é um aberto em X e satisfaz 

os seguintes axiomas. 

3. Se β∈B , então B é não vazio. 

4. Se β∈21 , BB , então 21 BBB I⊆  para algum β∈B . 

 

 

Teorema 7.2.1: Para um espaço topológico (X, τ), são equivalentes: 

1 X é Almost GO-compacto; 

2 Se }{ αF  é uma família de conjuntos  g-fechados tais que ∅=I αF , então existe 

uma família finita em }{ αF  tal que I
n

i
i

F
1

int
=

∅=α ; 

3 Todo filtro base aberto tem um ponto de g-acumulação; 

4 Todo  filtro base maximal aberto g-converge para algum ponto Xx ∈ . 

 

Demonstração: 

 (1)⇒ (4): Seja }{ αF=℘  um filtro base maximal tal que ℘ não g-converge para 

qualquer ponto de X. Então ℘ não tem pontos g-acumulação (Teorema 4.1.3) . Assim, 

para todo Xx ∈ , existe um conjunto g-aberto Ux contendo x  tal que para todo )( xBα  

pertencente a base de ℘ tem-se que ∅=xx UB I)(α , logo ∅=xx UB I)(α , pois. )( xBα  é 

um aberto contendo x. Portanto o conjunto dos g-abertos { }XxUU x ∈= /  que satisfaz a 
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propriedade acima  cobre X e pela hipótese, existe uma subfamília finita { }niU
ix ≤≤1/   

de U cuja união do fecho de seus elementos cobre X.  Como ℘ é um filtro base, existe 

I
n

i
xi

BF
1

)(0
=

⊂ α , ∅≠0F , ℘∈0F . Mas 

( ) ( ) ∅=⊂=







==

===
UUU IIII

n

i
xx

n

i
x

n

i
x iiii

BUFUUFXFF
1

)(
1

0
1

000 α  

Contradição. Logo, ℘ g-converge para x.. Pelo Teorema 4.1.1, x é um ponto de g-

acumulação de ℘. Pelo Teorema 4.1.3, todo filtro base maximal aberto sobre X g-

converge.  

(4)⇒ (3):Seja ℘ um filtro base aberto sobre X, então existe um filtro base maximal aberto 

Θ  que é mais fino que ℘. Por hipótese Θ  g-converge para x . Então ( ) Θ∈∃ xαφ  tal 

que xU∀  g-aberto com xUx ∈  temos que ( ) xx U⊆αφ . Então, pelo Lema 4.1.1 e pelo 

Teorema 4.1.1, x é um ponto de g-acumulação de ℘. 

(3)⇒ (2): Seja }{ αF  é uma família de conjuntos g-fechados tais que ∅=I αF . Suponha 

que para toda subfamília finita de }{ αF , temos I
n

i
i

F
1

int
=

∅≠α . Então, como h ={toda finita 

interseção do interior de elementos de }{ αF } (pela Definição 4.3 de Teoria de g-

convergência) forma um filtro base aberto, pela hipótese, h  possui algum ponto de  g-

acumulação Xx ∈0 . Como ∅=I αF , existe ( )0xα  tal que ( )00 xFx α∉ , ou seja, 

( )( ) ∅≠∉
0

int0 xFx α   Portanto ( )( )
0

int0 xFXx α−∈ , um conjunto g-aberto. Mas 0x  é um 

ponto de g-acumulação de h , ( )( ) h∈
0

int xFα  e ( )( ) ( )( ) ∅≠−
00

intint xx FXF αα I . 

Absurdo. 

(2)⇒ (1): Imediato.  
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CAPÍTULO 8 

 

 

 

ESPAÇOS NEARLY GO-COMPACTOS 

 

 

Neste capitulo sugerimos a definição dos espaços Nearly GO-compacto. Obtemos muitas 

de suas propriedades e também as relações com os espaços dos capítulos anteriores bem 

como com os espaços Nearly-compactos. Por último, definimos δg-convergência de um 

filtro e caracterizamos os espaços Nearly GO-compactos via δg-convergência. 

 

 

8.1 Espaços Nearly GO-compactos 

 

 

 

Definição 8.1.1 [5]: Um espaço ( )τ,X  é chamado Nearly-compacto se e somente se  toda 

cobertura regularmente aberta  { }JV ∈αα \  de X possui subcobertura finita .  

 

Assim, dizer que um espaço ( )τ,X  é Nearly-compacto é equivalente a dizer que toda 

cobertura aberta de X possui  uma subfamília finita tal que  

U
n

k
kVX

1

int
=

= . 

 

 

Definição 8.2.2: Um espaço ( )τ,X  é chamado Nearly GO-compacto  se e somente se  toda 

cobertura δg-aberta  { }JV ∈αα \   de X admite uma subfamília finita tal que  
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U
n

k
kVX

1=

=  

 

 

Teorema 8.1.1: Se um espaço ( )τ,X  é Nearly GO-compacto então ( )τ,X  é Nearly-

compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \   uma cobertura regularmente aberta de X. Então 

{ }JV ∈αα \   é uma cobertura δg-aberta de X. Como X é Nearly GO-compacto, existe 

JJ ⊂0
  finito tal que  

U
n

J

VX
0∈

=
α

α  

Portanto é um espaço Nearly-compacto. 

 

 

Exemplo 8.1.1: A recíproca do teorema anterior não é verdadeira. De fato, seja 

}\{}{ IixxX i ∈= U  onde I é um conjunto não enumerável. Tome Iii ∈= 0  fixo, e seja 

{ }Xxxxx ii },,{},{},{,
00

∅=τ . Observe que ( )τ,X  é Nearly-compacto, mas não é Nearly 

GO-compacto. De fato, tomando }{
00 ii xV = e { } }{ 0

, iIiii xxV −∈=  onde }{ 0iIi −∈ (pois o 

único fechado contido nos sVi '  com { }
0i

xIi −∈ , é o conjunto vazio e 
0i

V  é regularmente 

aberto em ( )τ,X ), temos que { }{ }{ }
00\\, iii ViIixxV U∈=  é uma cobertura δg-aberta de X 

que não possui subfamília finita cuja união de seus membros cobre X. Mas ( )τ,X  é Nearly-

compacto pois. ( )τ,X  é compacto. 

 

 

O exemplo anterior mostra que espaços Nearly GO-compacto não coincidem com espaços 

Compactos. 
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Teorema 8.1.2: Um espaço ( )τ,X  é GO-compacto então ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta  de X e portanto, uma cobertura 

g-aberta de X. Como X é GO-compacto, existe JJ ⊂0   finito tal que  

U
n

J

VX
0∈

=
α

α  

Portanto X é Nearly GO-compacto. 

 

 

Exemplo 8.1.2:  Exemplo de espaço Nearly GO-compacto que não é GO-Compacto. 

Seja { }L,2,1\, == iaaX i  e { } { }{ }{ }XIiaaa i ,\,,, ∈∅=τ . Observe que ( )τ,X  não é 

compacto e portanto, não é um espaço GO-compacto. Mas ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 

De fato, os únicos regularmente aberto em ( )τ,X  são o conjunto vazio e X. Assim, se 

{ }JV ∈αα \  é uma cobertura δg-aberta de X, então existe ( ) Jai ∈α  tal que ( )iai Va α∈ . 

Portanto { } { } ( ) XVaa
iaii =⊆= αδint  

Logo ( ) XV
ia =α .  

 

O exemplo acima mostra que Nearly GO-compacidade não implica em Compacidade. 

 

 

Teorema 8.1.3: Um espaço ( )τ,X  é  Nearly GO-compacto então ( )τ,X  é Weakly GO-

compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-regular de ( )τ,X . Então , para cada 

J∈α , existe um δg-fechado ∅≠αF  tal que αα VF ⊂  e U
J

FX
∈

=
α

αint . Portanto 

{ }JF ∈αα \int  é uma cobertura regularmente aberta de ( )τ,X . Logo, por hipótese, existe 

JJ ⊂0  finito tal que U
0

int
J

FX
∈

=
α

α .  
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Como αα VF ⊂int , existe JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α . Portanto ( )τ,X  é um espaço 

Weakly GO-compacto. 

 

 

Exemplo 8.1.3: O espaço definido a seguir é um exemplo de espaço Weakly GO-compacto 

que não é Nearly GO-compacto. 

Sejam { } { }IixxX i ∈= \U  e I é um conjunto não enumerável e { }{ }Xx ,,∅=τ . Então 

( )τ,X  é um espaço topológico. ( )τ,X  não é um espaço Nearly GO-compacto. De fato, seja 

{ }JV ∈αα \  uma cobertura  de ( )τ,X  onde { }αα xxV ,= , J∈∀α . Todos αV  são conjuntos 

δg-abertos pois o único fechado contido em todos αV  é o conjunto vazio. Pode-se observar 

facilmente que não existe uma subfamília de { }JV ∈αα \  cuja união cobre X. 

Mas ( )τ,X  é um espaço Weakly GO-compacto pois é Almost GO-compacto, como 

mostramos no Exemplo 7.1.2. 

 

 

Teorema 8.1.4: Um espaço almost g-regular ( )τ,X  é Nearly-compacto se e somente se 

( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja X um espaço almost g-regular.  

Suponha que X é Nearly-compacto. Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de X. Para 

cada  Xx ∈ ,  existe  Jx ∈α   tal que 
x

Vx α∈ . Como X é almost  g-regular, existe um 

aberto xU  que contém x e 
x

VU x α⊂ . 

Observe que  { }XxU x ∈\  é uma cobertura aberta de X. Como X é Nearly-compacto, 

existem x1, x2, . . . ,xn elementos de X tais que U
n

k
xk

UX
1

int
=

=  

Como, 

x
VUU xx α⊂⊂int , temos que U

n

k
kx

VX
1=

= α  
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Portanto X é Nearly GO-compacto. 

Recíproca foi provada no Teorema 8.1.1. 

 

 

Teorema 8.1.5: Seja ( )τ,X  um espaço 1T . Se ( )τ,X  é um espaço Nearly GO-compacto, 

então ( )τ,X  é um espaço Almost GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de X. Então, para cada 

Xx ∈ ,existe ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ , ou seja, { } ( )xVx α⊆ . Como X é um espaço 1T , 

{ }x  é fechado em X; e como cada ( )xVα  é g-aberto, { } ( )( ) ( )( )xx VVx αα intint ⊆⊆ . Então 

( )( ){ }XxV x ∈\int α  é uma cobertura regularmente aberta de ( )τ,X , e como ( )τ,X  é Nearly 

GO-compacto então ( )τ,X  é nearly compacto, e portanto existem Xxx n ∈,...,1  tais 

que ( )( ) ( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VVX
11

int
==

⊆= αα . Como ( ) ( ){ } JxxJ n ⊂= αα ,...,10  é finito e U
0J

VX
∈

=
α

α , 

temos que ( )τ,X  é um espaço Almost GO-compacto. 

 

 

Exemplo 8.1.4: O espaço definido a seguir é um exemplo de espaço Almost GO-compacto 

que não é Nearly GO-compacto. 

Sejam { } { }IixxX i ∈= \U  e I é um conjunto não enumerável e { }{ }Xx ,,∅=τ . Então 

( )τ,X  é um espaço topológico. ( )τ,X  não é um espaço Nearly GO-compacto. De fato, seja 

{ }JV ∈αα \  uma cobertura  de ( )τ,X  tal que { }αα xxV ,= , J∈∀α . Todos sV 'α  são 

conjuntos δg-aberto pois o único fechado contido em cada αV  é o conjunto vazio. Pode-se 

observar facilmente que não existe uma subfamília em { }JV ∈αα \  cuja união cobre X. 
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Mas ( )τ,X  é um espaço Almost GO-compacto pois para qualquer cobertura g-aberta 

{ }JV ∈αα \  de ( )τ,X , existe ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ , ou seja, { } ( )xVx α⊆ . Como 

{ } ( )xVxX α⊆= . 

 

 

Exemplo 8.1.5: Exemplo de almost GO-compacto que não é Nearly-compacto. 

Seja { } { }LU ,2,1,\,,, == jicbabaX iijij , e considere o sistema de vizinhanças. 

( ) { }{ }ijij aaN =  

( ) { }{ }ijij bbN =  

( ) ( ) { }{ }L,2,1\,\,,, =∀≥== ninjbaccUcN ijijii
n

i  

( ) ( ) { }{ }L,2,1\,\, =∀≥== njniaaaUaN ij
n  

( ) ( ) { }{ }L,2,1\,\, =∀≥== njnibbbUbN ij
n  

X é um espaço Almost GO-compacto como mostra o exemplo anterior. 

E fácil ver que o espaço X não é Nearly Compacto. 

 

 

Corolário 8.1.1: Seja ( )τ,X  um espaço de Hausdorff. Se ( )τ,X  é um espaço Nearly GO-

compacto, então ( )τ,X  é um espaço Almost GO-compacto. 

 

Demonstração: Segue do fato de que todo espaço Hausdorff é um espaço 1T , e usa-se o 

teorema anterior. 

 

 

Teorema 8.1.6: Seja ( )*,τX  for GO-compacto então ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 
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Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X . Então 

{ }JV ∈αα \  é uma cobertura g-aberta de ( )*,τX . Como ( )*,τX  é GO-compacto, existe 

JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α
. Logo ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 

 

 

A recíproca não é verdadeira.  

Exemplo 8.1.6: Seja { }L,2,1\, == iaaX i  e { } { }{ }{ }XIiaaa i ,\,,, ∈∅=τ . Observe que 

( )τ,X  é Nearly GO-compacto. De fato, os únicos regularmente abertos em ( )τ,X  são o 

conjunto vazio e X. Assim, se { }JV ∈αα \  é uma cobertura δg-aberta de X, então existe 

( ) Jai ∈α  tal que ( )iai Va α∈ . Portanto { } { } ( ) XVaa
iaii =⊆= αδint  

Logo ( ) XV
ia =α .  

Mas ( )*,τX  não é GO-compacto. De fato, A= { } { }{ }L,2,1\, =iaa i  é uma cobertura g-

aberta de ( )*,τX  pois, como { }∅= ,* Xτ , o único fechado contido nos elementos de A é o 

conjunto vazio. É fácil ver que A não possui subcobertura finita de ( )*,τX . 

 

 

Teorema 8.1.7: Seja ( )*,τX  for Nearly GO-compacto então ( )τ,X  é Nearly GO-

compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X . Então { }JV ∈αα \  

é uma cobertura δg-aberta de ( )*,τX . Como ( )*,τX  é Nearly GO-compacto, existe 

JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α . Logo ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 

 

 

Corolário 8.1.2: Seja ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff (Definição 3.1.3). O 

espaço ( )*,τX  é GO-compacto se e somente se ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 
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Demonstração:  Seja ( )τ,X  um espaço Almost Weakly Hausdorff.  

Suponha primeiramente que ( )*,τX  é GO-compacto. Então ( )*,τX  é Nearly GO-

compacto. Aplicando o teorema anterior segue que ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. 

Reciprocamente, suponha que ( )τ,X  é Nearly GO-compacto. Como ( )τ,X  é um espaço 

Almost Weakly Hausdorff todos conjuntos δg-abertos em ( )*,τX  são δ-abertos em 

( )τ,X  e portanto δg-abertos em ( )τ,X . Assim se { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta 

de ( )*,τX  então { }JV ∈αα \  uma cobertura δ-aberta de ( )*,τX , e portanto 

{ }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X  que é um espaço Nearly GO-compacto e 

então existe JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VX
∈

=
α

α
. Logo ( )*,τX  é Nearly GO-compacto. 

 

 

Teorema 8.1.8: Todo espaço Nearly GO-compacto Hausdorff é almost g-regular. 

 

Demonstração: 

Sejam X um espaço Nearly GO-compacto, F um subconjunto δg-fechado F e FXx −∈ . 

Para cada Fy ∈ , como X é Hausdorff, existem regularmente abertos disjuntos Ux e Vx  tais 

que xUx ∈  e xVy ∈ . Então { }FyVy ∈\  é uma cobertura δg-aberta de F, e 

{ } { }FXFyVy −∈ U\  é uma cobertura δg-aberta de X. Como X é Nearly GO-

compacto, existem Fyy n ∈,...,1  tais que ( )FXVX
n

ii
yi

−







=

=

UU . Então 

VVF
n

i
yi

=⊆
=
U

1

 e UUx
n

i
yi

=∈
=
I

1

. Como tanto U quanto V são abertos disjuntos em X, 

segue que X é almost g-regular. 

 

 

Teorema 8.1.9 [5]: Um espaço almost-regular é Almost-compacto se e somente se é 

Nearly-compacto. 
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Demonstração: Seja X um espaço almost-regular. 

 Suponha que X é Almost-compacto. Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de X. Para 

cada Xx∈ , existe Jx ∈)(α , tal que ( )xVx α∈ . Como X é almost -regular, existe um 

aberto )( xUα  contendo x tal que )()( int xx VU αα ⊂ . Observe que { }XxU x ∈\)(α  é uma 

cobertura aberta de X. Como X é Almost GO-compacto, existem elementos x1,...,xn em X 

tais que U
n

i
xi

UX
1

)(
=

= α . 

Portanto, U
n

i
xi

VX
1

)(int
=

= α , ou seja, X é Nearly-compacto. 

A recíproca deve-se ao fato de que todo espaço Nearly-compacto é Almost-compacto. 

 

 

Teorema 8.1.10: Um espaço almost g-regular é Almost GO-compacto se e somente se 

Nearly GO-compacto. 

 

Demonstração:Seja X um espaço almost g-regular. 

Suponha que X é Almost GO-compacto. Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta  de X. 

Para cada Xx ∈ , existe ( ) Jx ∈α , tal que ( )xVx α∈  . Como X é almost g-regular, existe um 

aberto )(xUα  contendo x tal que )()( xx VU αα ⊂ . Observe que { }XxU x ∈\)(α  é uma 

cobertura g-aberta de X. Como X é Almost GO-compacto, existem elementos x1,...,xn em X 

tais que U
n

i
xi

UX
1

)(
=

= α . Portanto, U
n

i
xi

VX
1

)(
=

= α , ou seja, X é Nearly GO-compacto. 

Reciprocamente, suponha que X é um espaço Nearly GO-compacto. Seja  { }JV ∈αα \  uma 

cobertura g-aberta de X. Para cada Xx ∈ , existe ( ) Jx ∈α , tal que ( )xVx α∈ . Como X é 

almost g-regular, pelo Teorema 3.2.26, X é um espaço 1T , { }x  é fechado em X tal que 

{ }
( )

( )
x

Vx αδint⊂ . Assim ( ){ }XxV x ∈\int αδ  é uma cobertura δ-aberta de X e portanto uma 

cobertura δg-aberta de X.  Como X é um espaço Nearly GO-compacto, existem 
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Xxx n ∈,...,1  tais que ( ) ( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VVX
11 ==

⊆= αα . Portanto X é um espaço Almost GO-

compacto. 

 

 

Corolário 8.1.3: Um espaço g-regular é Almost GO-compacto se e somente se é Almost-

compacto. 

 

Demonstração: 

Suponha que X é Almost-compacto.  Como X é g-regular, então X é almost-regular e, 

portanto X é Nearly-compacto (Teorema 8.1.9).Desde que g-regular implica em almost g-

regular; e como um espaço almost g-regular Nearly-compacto é Nearly GO-compacto.  De 

acordo com o teorema anterior, segue que X é Almost GO-compacto. 

A recíproca já foi provada no Teorema 7.1.4. 

 

 

Teorema 8.1.11: Um espaço g-regular X é Almost GO-compacto se e somente se é GO-

compacto. 

 

Demonstração:Seja X um espaço g-regular. 

 Suponha que X é Almost GO-compacto. Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de X. 

Como X é  g-regular, existe um aberto )( xUα  contendo x tal que )()( xx VU αα ⊂ . 

Observe que { }XxU x ∈\)(α  é uma cobertura g-aberta de X. Como X é Almost GO-

compacto, existem elementos x1,...,xn em X tais que U
n

i
xi

UX
1

)(
=

= α . 

Portanto, U
n

i
xi

VX
1

)(
=

= α , ou seja, X é GO-compacto. 

A recíproca deve-se ao fato de que todo espaço GO-compacto é Almost GO-compacto  

(Teorema 7.1.1). 
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Corolário 8.1.4: Um espaço g-regular é Almost GO-compacto se e somente se é Nearly-

compacto. 

 

Demonstração:Seja X um espaço g-regular. Se X é um espaço Almost GO-compacto, pelo 

teorema anterior, X é um espaço GO-compacto, ou seja X é Compacto e portanto Nearly-

compacto.  

Reciprocamente, se X é nearly-compacto então X é um espaço almost-compacto, pelo 

Corolário 8.1.3 anterior como X é g-regular, segue que X é almost GO-compacto. 

 

 

Teorema 8.1.13: Seja X um espaço g-regular. X é Weakly GO-compacto se e somente se 

X é Nearly GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja X um espaço g-regular.  

Suponha que X é um espaço Weakly GO-compacto. Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-

aberta de X, então para cada Xx ∈  existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . Como X é g-

regular e portanto X é almost g-regular, (pelo Teorema 3.2.19)existem conjuntos 

regularmente abertos ( )xUα  e ( )xWα  contendo x tais que 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxx VUUWWx ααααα ⊆⊆⊆⊆∈ . A coleção ( ){ }XxU x ∈\α  é uma 

cobertura g-regular de X. Como X é Weakly GO-compacto, existem elementos x1,...,xn em 

X tais que U
n

i
xi

UX
1

)(
=

= α . 

Portanto, U
n

i
xi

VX
1

)(
=

= α , ou seja, X é Nearly GO-compacto. 

Reciprocamente, suponha que X é um espaço Nearly GO-compacto. Pelo Teorema 8.1.3 

segue que  X é um espaço Weakly GO-compacto. 
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Corolário 8.1.6: Seja X um espaço g-regular. X é Weakly GO-compacto se e somente se X 

é GO-compacto 

 

Demonstração: Seja X um espaço g-regular. Se X é Weakly GO-compacto, pelo teorema 

anterior, X é Nearly GO-compacto. Logo X é g-regular Nearly GO-compacto, e isso 

implica que X é GO-compacto. 

A recíproca segue do Teorema 6.1.3. 

 

 

Teorema 8.1.14: Seja A qualquer subconjunto denso e αg-regular de um espaço ( )τ,X  tal 

que toda cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X  é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . 

Então ( )τ,X  é Nearly GO-compacto se e somente se ( )τ,X   GO-compacto. 

 

Demonstração: Suponha que X é um espaço Nearly GO-compacto. Seja A um subconjunto 

denso e αg-regular do espaço ( )τ,X  tal que toda cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X é 

uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . 

Então para cada Xx ∈ , existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . Como A é αg-regular, 

para todo Ax ∈  existe um regularmente aberto xU  em ( )τ,X  tal que 

( )xxx VUUx α⊆⊆∈ .  

Então { }AxU x ∈\  é uma cobertura de A por regularmente abertos em ( )τ,X , e portanto, 

{ }AxU x ∈\  é uma cobertura δg-aberta de X. Como X é um espaço Nearly GO-

compacto, existem nxxx ,...,, 21  elementos de A tais que U
n

i
xi

UA
1=

⊆ . Logo 

( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VUA
11 ==

⊆⊆ α . Portanto A é GO-compacto relativo a ( )τ,X . Como A é denso em 

( )τ,X , isto é, A =X, segue que ( )τ,X  é GO-compacto. 

A recíproca é já foi provada pelo Teorema 8.1.2. 
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8.2 Espaços Nearly GO-compactos via δδδδg-convergência 

 

 

 

Definição 8.2.1 [36]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico, { }JiFi ∈=℘ \  um filtro base 

de X e Xx ∈ . Um filtro base é dito δ-convergente para x se e somente se existe um 

℘∈iF  tal  que UFi ⊆  para cada regularmente aberto U contendo x. 

 

 

Definição 8.2.2: Em um espaço topológico ( )τ,X , um ponto x é dito ponto de δg-

acumulação do filtro base Θ  sobre X se e somente se para todo Θ∈iθ  e para todo δg-

aberto  U contendo x, temos que ∅≠Ui Iθ .  

 

 

Definição 8.2.3: Seja ( )τ,X  um espaço topológico, { }JiFi ∈=℘ \  um filtro base de X 

e Xx ∈ . Um filtro base é dito δg-convergente para x se e somente se existe um ℘∈iF  tal  

que UFi ⊆  para cada δg-aberto U contendo x. 

 

 

Definição 8.2.4 [36]: Em um espaço topológico ( )τ,X , um ponto x é dito ponto de  δ-

acumulação do filtro base Θ  sobre X se e somente se para todo Θ∈iθ  e para todo 

regularmente aberto  U contendo x, temos que ∅≠Ui Iθ .  

 

 

Teorema 8.2.1: Se um filtro base Θ δg-converge para Xx ∈ , então x é um ponto de δg-

acumulação do filtro base Θ . 
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Demonstração: Seja }{ αF=Θ  um filtro base que δg-converge para Xx ∈  então, para 

todo U δg-aberto contendo x, existir um ( ) Θ∈xFα  tal que ( ) UF x ⊂α . Pela definição de 

filtro, para todo Θ∈αF , ( ) ∅≠αα FF x I . Logo para todo Θ∈αF , 

( ) ααα FUFF x II ⊂≠∅ . Portado, x é um ponto de δg-acumulação do filtro base Θ . 

 

 

Lema 8.2.1: Sejam 1℘  e 2℘  dois filtros base em X com 2℘  mais fino que 1℘ . 

Então se 2℘  tem um ponto de δg-acumulação em Xx ∈ , 1℘  também tem um ponto 

de δg-acumulação em Xx ∈ . 

 

Demonstração: Se  Xx ∈  é um ponto de δg-acumulação de 2℘ , então para todo 

2
2 ℘∈iF  e todo xU  δg-aberto contendo x, 

2
ix FU I≠∅ . Como 2℘  mais fino que 

1℘ , 21 ℘⊆℘ , para todo 21
1 ℘⊆℘∈iF  e todo xU  δg-aberto contendo x, 

1
ix FU I≠∅ . Portanto x é ponto de δg-acumulação  de 1℘  sobre X. 

 

 

Observação 8.2.1: Seja Xx ∈  e )(xNδ  é o conjunto de todos os conjuntos δg-abertos 

contendo x, é um filtro base. De fato: 

Se )(xNN x δ∈ , então Nx é um conjunto δg-aberto tal que xNx ∈ .  

Portanto Nx é não vazio. 

Se )(, 21 xNBB
xx δ∈ , então 

xx
BBN x 21 I=  é tal que ( )xNN x δ∈ . 
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Teorema 8.2.2: Um ponto Xx ∈  é um ponto de δg-acumulação de um filtro ℘em X se 

e somente se existir um filtro em X o que é mais fino que ℘ e é δg-convergente para 

Xx ∈ . 

 

Demonstração: Seja  Xx ∈  é um ponto de δg-acumulação de um filtro ℘ em X. Então 

FU x I≠∅  para todo xU  δg-aberto contendo x. Observe que a família 

{ }℘∈∈∅≠=Θ FexNUFU xx )(/ δI  onde Nδ (x) é o conjunto de todos os δg-

abertos contendo x, é um filtro base. De fato, FU x I≠∅ , Θ∈∀F  e ( )xNU x δ∈∀ ; 

 e se  Θ∈2211 , FUFU xx II , temos que 

( ) ( ) ( ) ( ) Θ∈= 21212211 FFUUFUFU xxxx IIIIII , 

 pois ℘∈21 FF I  e 
21
xx UU I  é um conjunto δg-aberto contendo x.  

Como  Θ é um refinamento de ℘ e de Nδ(x),  ele é δg-convergente para x.  

Reciprocamente, suponha que Θ é um refinamento de ℘ e que δg-converge para x.  

Então ele tem um ponto de δg-acumulação em x, pelo Teorema 8.2.1. Desde que Θ  é 

mais fino que ℘, pelo Lema 8.2.1, temos que x é ponto de δg-acumulação de ℘. 

 

 

Teorema  8.2.3: Um  filtro base maximal ℘ tem um ponto de δg-acumulação em Xx ∈  

se e somente se ℘ δg-converge para Xx ∈ . 

 

Demonstração:  Seja ℘ um filtro base maximal. Suponha primeiramente que℘ tem um 

ponto de δg-acumulação em Xx ∈  . Então existe um filtro base em X o qual é mais fino 

que ℘ e δg-converge para x.  Como o único filtro base mais fino que ℘ é o próprio 

℘, temos que ℘ δg-converge para x.  
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A recíproca segue direto do Teorema 8.2.1. 

 

 

Teorema 8.2.4: Para um espaço topológico ( )τ,x , são equivalentes: 

1 X é Nearly GO-compacto; 

2 Se }{ αF  é uma família de conjuntos δg-fechados tais que ∅=I αF , então existe 

uma família finita  tal que I
n

i
i

F
1=

∅=α ; 

3 Todo filtro base tem um ponto de δg-acumulação; 

4 Todo filtro base maximal δg-converge para algum ponto Xx ∈ . 

 

Demonstração: 

(1)⇒ (4): Seja }{ αF=℘  um filtro base maximal tal que ℘ não δg-convergente  para 

qualquer ponto de X. Então ℘ não tem pontos de δg-acumulação. Assim, para todo 

Xx ∈ , existe um conjunto δg-aberto  Ux contendo x e ℘∈)(xFα , tal que 

∅=xx UF I)(α . Portanto o conjunto dos δg-abertos que satisfaz a propriedade acima 

{ }XxU x ∈/  cobre X e pela hipótese, existe uma subcobertura finita { }niU
ix ≤≤1/ .  

Como ℘ é um filtro base, existe I
n

i
xi

FF
1

)(0
=

⊂ α , ∅≠0F , ℘∈0F . Mas 

( ) ∅==







==

==
UU III

n

i
x

n

i
x FUUFXFF

ii

1
0

1
000 Contradição. Logo, ℘ δg-convergente  

para x. Pelo teorema anterior, x é um ponto de δg-acumulação de ℘.  

(4)⇒ (3): Todo filtro base está contido num filtro base maximal. 

 

(3)⇒ (2): Seja }{ αF  é uma família de conjuntos δg-fechados 
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tais que ∅=I αF . Suponha que para toda subfamília finita de }{ αF  temos I
n

i
i

F
1=

∅≠α . 

Então, como =h {toda finita interseção de elementos de }{ αF } Forma um filtro base, pela 

hipótese, h  possui algum ponto de δg-acumulação Xx ∈0 . Como ∅=I αF , existe 

( )0xα  tal que ( )00 xFx α∉ . Portanto ( )00 xFXx α−∈ , um conjunto δg-aberto. Mas 0x  é 

um ponto de δg-acumulação de h  e ( ) h∈
0xFα  então ( ) ( )( ) ∅≠−

00 xx FXF αα I . 

Absurdo. 

(2)⇒ (1): Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de X.  Então 

( ) ∅=−=−I U αα VXVX . Por hipótese, existe uma família finita  tal que 

( )I U
n

i

n

i
ii

VXVX
1 1= =

−=−=∅ αα . Portanto X é Nearly GO-compacto. 
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CAPÍTULO 9  

 

 

 

CONJUNTOS gN-FECHADOS 

 

 

Propomos neste capítulo a definição de conjuntos gN-fechados que nada mais são que 

subespaços Nearly GO-compactos relativo a um dado espaço topológico. Relacionamos 

este conjunto com o já conhecido conjunto N-fechado. Encontramos muitos resultados 

interessantes sobre este novo conjunto. 

 

 

9.1 Conjuntos gN-fechados 

 

 

 

Definição 9 .1.1 [29]: Seja ( )τ,X  um espaço topológico, e A um subconjunto de X. 

Dizemos que A é N-fechado relativo a ( )τ,X  quando toda cobertura de A por 

regularmente abertos de X possuir subcobertura finita. 

 

 

Definição 9.1.2: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de X. Dizemos 

que A é gN-fechado relativo a ( )τ,X  quando toda cobertura de a por  δg-aberto de X 

possuir subcobertura finita. 

 

 

Exemplo 9.1.2: Seja X o conjunto dos números reais e [ ]1,0=A . Considere 

{ }{ }XUpXU ,\, ∉⊆∅=σ  onde Ap ∈ .  
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Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos de X. Então existe ( ) Jp ∈α  tal que 

( )pVp α∈ . Portanto { } ( ) XVp p =⊂ αint . Logo ( )pVA α⊆  e A é gN-fechado relativo a 

( )σ,X . 

 

 

Observação 9.1.1: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico e A um subconjunto de X. Se A é 

gN-fechado relativo a ( )τ,X então A é N-fechado relativo a ( )τ,X  pois todo conjunto 

regularmente aberto é um conjunto δg-aberto. 

 

 

Exemplo 9.1.2: A recíproca da observação anterior não é verdadeira. De fato,  Considere 

{ } { }IixxX i ∈= \U , {{{{ }}}}{{{{ }}}}Xx ,,∅∅∅∅====τ  e { }IixA i ∈= \ . O conjunto A é N-fechado relativo 

a X, pois o único regularmente aberto em X que contém A é o conjunto X. Mas A não é 

gN-fechado relativo a X pois { }IiVi ∈\  tal que { }ii xxV ,=  é uma cobertura de A por δg-

abertos de X que não possui subcobertura de A que seja finita. 

 

 

Teorema 9.1.1: Em um espaço de Hausdorff, conjunto gN-fechados relativos a ( )τ,X  são 

fechados e, portanto g-fechados. 

 

Demonstração: Seja C um subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  e x um elemento que 

não pertence a C. Como ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff, para cada elemento c 

pertencente a C, existem Uc, Vc  regularmente abertos disjuntos tais que cUx ∈ , cVc ∈  e 

∅=cc VU I . A coleção { }CcVc ∈\  é uma cobertura δ-aberta relativa a ( )τ,X  de C. 

Como todo δ-aberto é δg-aberto e como C é gN-fechado relativo a ( )τ,X , existem c1,...,cn 

elementos de C tais que VVC
n

i
ci

=⊆
=
U

1

. Então I
n

i
c UUx

i

1=

=∈  e ∅=CU I . Observe 
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que U é um conjunto aberto em ( )τ,X  e CXUx −⊆∈ . Portanto CX −  é um 

conjunto aberto, e então C é um conjunto fechado. Desde que todo conjunto fechado é g-

fechado, segue que C é um conjunto g-fechado. 

 

 

Teorema 9.1.2: A união finita de conjuntos gN-fechados relativos a ( )τ,X  é um conjunto 

gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja { }niCC i ,...,2,1\ == U  onde cada Ci  é gN-fechado relativo a 

( )τ,X , para i=1,2,...,n. Seja ϑ uma cobertura qualquer δg-aberta relativa a ( )τ,X  de C. 

Então ϑ é uma cobertura qualquer δg-aberta relativa a ( )τ,X  de cada Ci,  para 

ni ,,2,1 L= . Portanto existe uma subcoleção finita { }i
i
j mjO ,...,2,1\ =  em ϑ tal que 

{ }U i
i
ji mjOC ,...,2,1\ =⊂  para cada ni ,,2,1 L= . Segue então que 

{ }U nimjOC i
i
j ,...,2,1;,...,2,1\ ==⊂ . 

 

 

Teorema 9.1.3: Sejam C um conjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X e B um subconjunto 

δg-fechado tal que CB ⊂ . Então B é também gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja C um subconjunto gN-fechado relativo a τ , e B um subconjunto δg-

fechado  tal que CB ⊂ .Seja ϑ uma cobertura qualquer δg-aberta relativa a ( )τ,X  de B. 

Então ϑ }{ BX −U  é uma cobertura δg-aberta relativa a ( )τ,X  de C. Desde que C é gN-

fechado, existe uma subcoleção finita { }mjO j ,...,2,1\ =  de ϑ tal que 
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{ } ( )BXmjOC j −









=⊂ UU ,...,2,1\ . Portanto { }U mjOB j ,...,2,1\ =⊂ ,e então B é gN-

fechado relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.4: Seja B um conjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  e O um subconjunto δg-

aberto tal que BO ⊂ . Então OB −  é também gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja  ϑ uma cobertura qualquer δg-aberta relativa a ( )τ,X  de OB − . 

Então ϑ OU  é uma cobertura δg-aberta relativa a ( )τ,X  de B. Desde que B é gN-fechado, 

existe uma subcoleção finita { }mjO j ,...,2,1\ =  de ϑ tal que  

{ }U mjOOB j ,...,2,1\ =⊂− . Portanto OB −  é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.5: Em um espaço de Hausdorff ( )τ,X , seja B um conjunto gN-fechado 

relativo a ( )τ,X . Para qualquer Bx ∈  e qualquer δ-aberto A tal que BAx ⊂∈ , existe 

um aberto V tal que AVVx ⊂⊂∈ .  

 

 Demonstração: Sejam B um subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X , A um subconjunto 

δ-aberto e qualquer Bx ∈  tal que BAx ⊂∈ . Para qualquer ABy −∈ , como ( )τ,X  

é Hausdorff, existem conjunto regularmente abertos disjuntos yU  e yV  tais que contém y 

e x, respectivamente. Como cada yU  e yV  são abertos, temos que ∅=yy VU I . Pelo 

mesmo motivo de yV  ser aberto em ( )τ,X  e yVx ∈ , existe um elemento τ∈yG  tal que 

yy VGx ⊂∈ . Podemos assumir que AGy ⊂ . Por outro lado,a coleção { }AByU y −∈\  

é uma cobertura δg-aberta (por δg-abertos em ( )τ,X ) de AB − . Pelo teorema anterior 
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AB −  é também gN-fechado relativo a ( )τ,X , então existem elementos AByy n −∈,....,1  

tais que UUAB
n

i
yi

=⊆−
=
U

1

. Observe que GGx
n

i
yi

=∈
=
I

1

, ∅=UG I  e como U e G 

são abertos em ( )τ,X , ∅=UG I . Além disso, BAGx ⊂⊂∈  e portanto 

BBAG =⊂⊂  (esta última igualdade deve-se ao Teorema 9.1.1). Assim 

GBUBAB −⊂⊂− I . Logo AGGx ⊂⊂∈ . 

 

 

Teorema 9.1.6: Todo subconjunto δg-fechado de um espaço Nearly GO-compacto ( )τ,X  

é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja um subconjunto B δg-fechado de um espaço Nearly GO-compacto 

( )τ,X . Tome { }IiOO i ∈= \  uma cobertura  de B por δg-abertos em ( )τ,X . Então 

{ } { } { }IiOBXOBX i ∈−=− \UU  é uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X  que é um 

espaço Nearly GO-compacto. Logo existe um subconjunto finito II ⊂0  tal que 

{ } 









−=

∈
UU

0Ii
iOBXX . Portanto 











⊆

∈
U

0Ii
iOB , isto é, B é um conjunto gN-fechado relativo a 

( )τ,X . 

 

 

Corolário 9.1.1: Um espaço ( )τ,X  é Nearly GO-compacto se e somente se todo 

subconjunto próprio δg-fechado de ( )τ,X  é gN-fechado. 

 

Demonstração: Suponha que ( )τ,X  é um espaço Nearly GO-compacto, pelo teorema 

anterior, segue que todo espaço subconjunto δg-fechado em ( )τ,X  é gN-fechado relativo a 

( )τ,X . 
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Reciprocamente, suponha que todo subconjunto δg-fechado em ( )τ,X  seja gN-fechado 

relativo a ( )τ,X . Vamos mostrar que ( )τ,X  é um espaço Nearly GO-compacto. Para isso, 

tome { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X . Escolha J∈0α   tal que ∅≠
0αV . 

Então XVXK ≠−=
0α  é um subconjunto próprio δg-fechado em ( )τ,X . Pela hipótese, K 

é gN-fechado relativo a ( )τ,X . Como { }{ }0\ ααα −∈ JV  uma cobertura δg-aberta relativa 

de K. Então, existe { }00 α−⊂ JJ  finito tal que 










⊆

∈
U

0Ji

VK α .  

Então 
{ }











=










⊆=

∈∈
UU
U

UU

000

00

α
αααα

JiJi

VVVKVX  

Portanto ( )τ,X  é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Teorema 9.1.7: Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff Nearly GO-compacto e M um 

subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  e Xk ∈   tal que MXk −∈ . Então podemos 

encontrar vizinhanças de k e M, respectivamente, cujos fechos são distintos.  

 

Demonstração:  Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff  Nearly GO-compacto e M um 

subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  e Xk ∈  tal que MXk −∈ . Para cada 

Mm ∈ , como X é um espaço de Hausdorff , existem regularmente abertos Um e Vm 

disjuntos tais que mVm ∈  e mUk ∈ . A coleção { }MmVm ∈\  é uma cobertura de M 

por δg-abertos em X. Como M é gN-fechado relativo a ( )τ,X , existem m1,...,mn 

pertencentes a M tais que U
n

i
m VVM

i

1=

=⊆ .  Defina I
n

i
mi

UU
1=

=  donde Uk ∈  e 

∅=VU I . Como ambos U e V são abertos, ∅=VU I . Vamos mostrar que V  é gN-

fechado.  Como V  é regularmente fechado, pelo Teorema 9.1.6, V  é um conjunto gN-

fechado relativo a ( )τ,X , com VXk −∈ . Para cada Vv ∈ , como X é um espaço de 
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Hausdorff , existem regularmente abertos vZ  e vW  disjuntos tais que vZk ∈  e vWv ∈ . A 

coleção { }VvWv ∈\  é uma cobertura de V  por δg-abertos em X. Como V  é gN-fechado 

relativo a ( )τ,X , existem  rvv ,...,1  pertencentes a V  tais que U
r

i
v WWV

i

1=

=⊆ .  Defina 

I
r

i
vi

ZZ
1=

=  donde Zk ∈  e ∅=WZ I . Como ambos Z e W  são abertos, ∅=ZW I . 

Assim ∅=⊂ ZWZV II . Logo, existem vizinhanças V  e W  com fecho disjuntos tais 

que Zk ∈  e VM ⊂ . 

 

 

Corolário 9.1.2: Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff Nearly GO-compacto, K e M 

subconjuntos gN-fechados relativos a ( )τ,X . Então podemos encontrar vizinhas de K e M, 

respectivamente, cujos fechos são distintos.  

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff Nearly GO-compacto, K e M 

subconjuntos gN-fechados relativos a ( )τ,X . Para cada Mm∈ , pelo teorema anterior, 

existem conjuntos regularmente  abertos Um e Vm cujo fecho são disjuntos tais que mVm ∈  

e mUK ⊆ . A coleção { }MmVm ∈\  é uma cobertura de M por δg-abertos em X. Como 

M é gN-fechado relativo a ( )τ,X , existem m1,...,mn pertencentes a M tais que 

U
n

i
m VVM

i

1=

=⊆ .  Defina I
n

i
mi

UU
1=

=  donde UK ⊆  e ∅=VU I . Logo U e V são os 

abertos que procurávamos. 

 

 

Lema 9.1.1: Se A é um subconjunto gN-fechado relativo a um espaço de Hausdorff ( )τ,X , 

então A é um subespaço GO-compacto relativo a ( )τ,X . 
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Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff e A um subconjunto gN-fechado 

relativo a ( )τ,X . Considere { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X , 

então { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por g-abertos em ( )*,τX . Como { }JV ∈αα \  é 

uma cobertura de A, Ax ∈∀ , ( ) Ja ∈∃α  tal que ( )xVx α∈ , ou seja, { } ( )xVx α⊆  e portanto 

{ } ( )xVx αδint⊆  (pois ( )*,τX  também é um espaço de Hausdorff e então, todo subconjunto 

finito é fechado). Assim ( ){ }AxV x ∈\int αδ  é uma cobertura de A. Mas ( )xVαδint  é a união 

de todos regularmente abertos em ( )τ,X  contidos em ( )xVα , ou seja, ( )
( )

U
xIi

ix BV
α

αδ
∈

=int  

onde, para cada ( )xIi α∈ , iB  é um conjunto regularmente aberto em ( )τ,X  e contidos em 

( )xVα . Logo ( ){ }AxIiB xi ∈∈ ,\ α  é uma cobertura de A por conjuntos regularmente abertos 

em ( )τ,X . Como regularmente aberto implica em δg-aberto, segue que 

( ){ }AxIiB xi ∈∈ ,\ α  é uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Como A é um 

subconjunto gN-fechado em ( )τ,X , existe um numero finito de ( )xIi α∈  com x variando 

em A, digamos ( )UL
Ax

xn Iii
∈

∈ α,,1  tais que U
n

j
i j

BA
1=

⊆ . Agora, escolha Axx n ∈,,1 L  tais que  

( )
( )( )

ij

jx

x
Ii

ijj VBBx αδ

α

int⊆⊆∈
∈
U  para todo nj ,,2,1 L= . Portanto 

( )( ) ( )UU
n

j
x

n

j
x jj

VVA
11

int
==

⊆⊆ ααδ . Segue então, que A é um subconjunto GO-compacto relativo 

a ( )τ,X . 

 

 

Lema 9.1.2: Se A é um subconjunto gN-fechado relativo a um espaço de Hausdorff ( )τ,X ,  

então A é um subespaço GO-compacto relativo a ( )*,τX . 

 



 

135 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff e A um subconjunto gN-fechado 

relativo a ( )τ,X . Considere { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por g-abertos em ( )*,τX . 

Como { }JV ∈αα \  é uma cobertura de A, Ax ∈∀ , ( ) Ja ∈∃α  tal que ( )xVx α∈ , ou seja, 

{ } ( )xVx α⊆  e portanto { } ( )xVx αδint⊆ (pois ( )*,τX  também é um espaço de Hausdorff e 

então, todo subconjunto finito é fechado). Assim ( ){ }AxV x ∈\int αδ  é uma cobertura de A. 

Mas ( )xVαδint  é a união de todos regularmente abertos em ( )τ,X  contidos em ( )xVα , ou 

seja, ( )
( )

U
xIi

ix BV
α

αδ
∈

=int  onde, para cada ( )xIi α∈ , iB  é um conjunto regularmente aberto 

em ( )τ,X  e contidos em ( )xVα . Logo ( ){ }AxIiB xi ∈∈ ,\ α  é uma cobertura de A por 

conjuntos regularmente abertos em ( )τ,X . Como regularmente aberto implica em δg-

aberto, segue que ( ){ }AxIiB xi ∈∈ ,\ α  é uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . 

Desde  que A é um subconjunto gN-fechado em ( )τ,X , existe um numero finito de 

( )xIi α∈  com x variando em A, digamos ( )UL
Ax

xn Iii
∈

∈ α,,1  tais que U
n

j
i j

BA
1=

⊆ . Agora, 

escolha Axx n ∈,,1 L  tais que  
( )

( )( )
ij

jx

x
Ii

ijj VBBx αδ

α

int⊆⊆∈
∈
U  para todo nj ,,2,1 L= . 

Portanto ( )( ) ( )UU
n

j
x

n

j
x jj

VVA
11

int
==

⊆⊆ ααδ . Segue então  que A é um subconjunto GO-

compacto relativo a ( )*,τX . 

 

 

Corolário 9.1.3: Seja ( )τ,X  um espaço Hausdorff e XAi ⊂  não vazio e gN-fechado 

relativo a ( )τ,X , para cada Ii ∈ . Então I
Ii

iAA
∈

=  é também gN-fechado. 

 

Demonstração: Como ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff e, para cada Ii ∈ , iA  é um 

subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  então, para cada Ii ∈ , iA  é um subconjunto 
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GO-compacto relativo a ( )*,τX , pelo lema anterior. Daí segue que iA  é um conjunto 

fechado em ( )*,τX  (Corolário 5.1.2). Como a interseção arbitraria de conjuntos fechados 

é um conjunto fechado, temos que A é um subconjunto fechado em ( )*,τX . Logo A é um 

subconjunto δg-fechado em ( )τ,X . Como iAA ⊆  e  iA  é um subconjunto gN-fechado 

relativo a ( )τ,X , pelo Teorema 9.1.3, a também é um subconjunto gN-fechado em ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.8: Um subconjunto A de um espaço semi-regular ( )τ,X  é gN-fechado 

relativo a ( )τ,X  se e somente se A é GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Se ( )τ,X  é um espaço semi-regular, temos que *ττ = .  

Sejam A um subconjunto de ( )τ,X  tal que A é gN-fechado relativo a ( )τ,X , e 

{ }jV ∈αα \  uma cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X . Como ( )τ,X  é semi-regular, 

{ }jV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Então, existe JJ ⊂0  finito tal 

que U
0J

VA
∈

⊂
α

α . Portanto a é GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

Reciprocamente, suponha que A é GO-compacto relativo a ( )τ,X . Seja { }jV ∈αα \  uma 

cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Como ( )τ,X  é semi-regular, { }jV ∈αα \  uma 

cobertura de A por g-abertos em ( )τ,X . Então, existe JJ ⊂0  finito tal que U
0J

VA
∈

⊂
α

α . 

Portanto a é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.9: Seja A um subconjunto aberto e fechado de um espaço ( )τ,X . Então A é 

gN-fechado relativo a ( )τ,X  se e somente se A é Nearly GO-compacto como subespaço. 
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Demonstração: Seja A um subconjunto aberto e fechado de um espaço X. Suponha que A é 

gN-fechado relativo a ( )τ,X . Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de A. Vamos 

mostrar que { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Para isso tome F 

fechado em ( )τ,X  tal que αVF ⊂ . Desde que AV ⊂α , segue que AFF I=  é fechado 

em A tal que αα VAVAFF ⊂⊂= II . Como αV  é δg-aberto em A, temos que 

αδ VF
A

int⊂ . Portanto, existe U um conjunto regularmente aberto em A tal que 

αVUF ⊂⊂ . Como AA Xint= , temos que. 

( ) ( ) ( ) ( )UAUUclUclU XXAXAA intintintint ==== I , pois AU ⊆  e AAU XX =⊆ intint  

Portanto U é um regularmente aberto em ( )τ,X  tal que αVUF ⊂⊂ . Logo αδ VF
X

int⊂  e 

{ }JV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Assim,existe JJ ⊂0  finito tal 

que U
0J

VA
∈

⊆
α

α .  Então A é Nearly GO-compacto como subespaço.  

Reciprocamente, suponha que A é Nearly GO-compacto como subespaço.Seja { }JV ∈αα \  

uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Vamos mostrar que { }JAV ∈αα \I  é uma 

cobertura δg-aberta de A Seja F um conjunto fechado em A tal que AVF Iα⊆ . Como A é 

fechado em ( )τ,X , F também é fechado em ( )τ,X  e então 

( ) ( )AVAVF
XX

II ααδ δ
intint =⊆  (pois AAA

XX δintint == ). Então, existe um 

regularmente aberto U em ( )τ,X  tal que AVUF Iα⊆⊂ . Agora, 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) AUAUAUAUclAUcl XXAXAA IIIII ==== intintintint . Portanto AU I  

é um conjunto regularmente aberto em A e AVUAUAFF III α⊂⊂⊂= . Portanto 

( )AVF
A

Iαδ
int⊆  e { }JAV ∈αα \I  é uma cobertura δg-aberta de A. Pela hipótese, 

existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U UI

0 0J J

VAVA
∈ ∈

⊆⊆
α α

αα . Portanto A é um subconjunto gN-

fechado relativo a ( )τ,X . 
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Teorema 9.1.10: Seja A um subconjunto regularmente aberto de um espaço Se A é gN-

fechado relativo a ( )τ,X  então A é Nearly GO-compacto como subespaço. 

 

Demonstração: Seja A um subconjunto regularmente aberto de um espaço ( )τ,X . Suponha 

que A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de A. 

Vamos mostrar que { }JV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Para isso 

tome F fechado em ( )τ,X  tal que αVF ⊂ . Desde que AV ⊂α , segue que AFF I=  é 

fechado em A tal que αα VAVAFF ⊂⊂= II . Como αV  é δg-aberto em A, temos que 

αδ VF
A

int⊂ . Agora, seja U um conjunto regularmente aberto em A tal que αVUF ⊂⊂ . 

Como AAA
XX δintint == , temos que. 

( ) ( ) ( ) ( )UAUUclUclU XXAXAA intintintint ==== I , 

 pois AU ⊆  e AAU XX =⊆ intint  

Portanto U é um regularmente aberto em ( )τ,X  tal que αVUF ⊂⊂ . Logo αδ VF
X

int⊂  e 

{ }JV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Assim,existe JJ ⊂0  finito tal 

que U
0J

VA
∈

⊆
α

α .  Então A é Nearly GO-compacto como subespaço.  

 

 

Teorema 9.1.11: Seja XS ⊂   aberto e fechado em ( )τ,X  e seja SA ⊆ . Então A é gN-

fechado relativo a X se e somente se A é gN-fechado relativo a S. 

 

Demonstração: Sejam A um subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  e { }jV ∈αα \  é 

uma cobertura de A por δg-abertos em S ( S munido com a topologia do subespaço).  

Vamos mostrar que { }jV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos de ( )τ,X . Para isso 

tome F fechado em ( )τ,X  tal que αVF ⊂ . Desde que SAV ⊂⊂α , segue que SFF I=  

é fechado em S tal que αα VSVSFF ⊂⊂= II . Como αV  é δg-aberto em S, temos que 

αδ VF
S

int⊂ . Portanto, existe U um conjunto regularmente aberto em S tal que 
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αVUF ⊂⊂ . Como SS Xint= , temos que. 

( ) ( ) ( ) ( )USUUclUclU XXSXSS intintintint ==== I , pois SU ⊆  e SSU XX =⊆ intint  

Portanto U é um regularmente aberto em ( )τ,X  tal que αVUF ⊂⊂ . Logo αδ VF
X

int⊂  e 

{ }jV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Assim,existe JJ ⊂0  finito tal 

que U
0J

VA
∈

⊆
α

α . Então A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

Reciprocamente, suponha que A é gN-fechado relativo a S (com S munido da topologia do 

subespaço). Seja { }jV ∈αα \  é uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Vamos 

mostrar que { }jSV ∈αα \I  é uma cobertura de A por  δg-abertos em S. Seja F um 

conjunto fechado em S tal que SVF Iα⊆ . Como S é fechado em ( )τ,X , F também é 

fechado em ( )τ,X  e então ( ) ( )SVSVF
XX

II ααδ δ
intint =⊆  (pois SSS

XX δintint == ). 

Então, existe um regularmente aberto U em ( )τ,X  tal que SVUF Iα⊆⊂ . Agora, 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) SUSUSUSUclSUcl XXSXSS IIIII ==== intintintint . Portanto SU I  é 

um conjunto regularmente aberto em S e SVUSUSFF III α⊂⊂⊂= . Portanto 

( )SVF
A

Iαδ
int⊆  e { }JSV ∈αα \I  é uma cobertura δg-aberta de A. Pela hipótese, 

existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U UI

0 0J J

VSVA
∈ ∈

⊆⊆
α α

αα . Portanto A é um subconjunto gN-

fechado relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.12: Seja XS ⊂   regularmente aberto em ( )τ,X  e seja SA ⊆ . Então A é 

gN-fechado relativo a X então A é gN-fechado relativo a S. 

 

Demonstração: Sejam A um subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X  e { }jV ∈αα \  é 

uma cobertura de A por δg-abertos em S ( S munido com a topologia do subespaço).  

Vamos mostrar que { }jV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Para isso 

tome F fechado em ( )τ,X  tal que αVF ⊂ . Desde que SAV ⊂⊂α , segue que SFF I=  
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é fechado em S tal que αα VSVSFF ⊂⊂= II . Como αV  é δg-aberto em S, temos que 

αδ VF
S

int⊂ . Agora, seja U um conjunto regularmente aberto em S tal que αVUF ⊂⊂ . 

Como SS Xint= , temos que. ( ) ( ) ( ) ( )USUUclUclU XSXSS intintintint ==== I , pois 

SU ⊆  e SSU XX =⊆ intint  

Portanto U é um regularmente aberto em ( )τ,X  tal que αVUF ⊂⊂ . Logo αδ VF
X

int⊂  e 

{ }jV ∈αα \  uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . Assim,existe JJ ⊂0  finito tal 

que U
0J

VA
∈

⊆
α

α .  Então A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema  9.1.13: A interseção de um conjunto gN-fechado A e um conjunto δg-fechado B 

é um conjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja A um conjunto gN-fechado e B um conjunto δg-fechado B. Queremos 

mostrar que BAI  é um conjunto gN-fechado. Para isso, considere { }JVV ∈= αα \  é 

uma cobertura de BAI  por δg-abertos de X. Então { } VBX U−  é uma cobertura  de 

A por δg-abertos em X. Como A é gN-fechado relativo a ( )τ,X , existe JJ ⊂0  finito tal 

que ( )BXVA
J

−









⊆

∈

UU
0α

α . 

 Portanto  

( ) 









⊂












−










⊆

∈∈
UU IUI

00 JJ

VBBXVBA
α

α
α

α
. 

Daí segue que BAI  é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.14: Seja A um subconjunto de um espaço X. Se A é GO-compacto relativo a 

( )*,τX  então A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 
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Demonstração: Seja { }JVV ∈= αα \  é uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . 

Como todo δg-abertos em ( )τ,X  é g-aberto em ( )*,τX ,  e como A é GO-compacto 

relativo a ( )*,τX , existe JJ ⊂0  finito tal que 









⊆

∈
U

0J

VA
α

α . Portanto A é gN-fechado 

relativo a ( )τ,X . 

 

 

Corolário 9.1.4: Seja A um subconjunto de um espaço de Hausdorff X. O subespaço A é 

GO-compacto relativo a ( )*,τX  se e somente se A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja  A um subconjunto do espaço de Hausdorff X. Suponha primeiramente 

que A é GO-compacto relativo a ( )*,τX , segue do teorema anterior que A é gN-fechado 

relativo a ( )τ,X . 

Reciprocamente, suponha que A é gN-fechado relativo a um espaço de Hausdorff ( )τ,X , 

pelo Lema 9.1.2 segue que A é GO-compacto relativo a ( )*,τX . 

 

 

Observação 9.1.2: De acordo com o teorema anterior segue que se ( )τ,X  é um espaço de 

Hausdorff, então X é Nearly GO-compacto se e somente se ( )*,τX  é GO-compacto. 

 

 

Lema 9.1.3: Seja ( )τ,X  um espaço de Hausdorff. Então para qualquer subconjunto A gN-

fechado relativo a ( )τ,X  e qualquer ponto AXy −∈ , existem disjuntos regularmente 

abertos U e V tais que Uy ∈  e VA ⊂ . 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço de Hausdorff, A um subconjunto gN-fechado 

relativo a ( )τ,X  e qualquer ponto AXy −∈  Como ( )τ,X  é um espaço de Hausdorff, 
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para cada Ax ∈  existem regularmente abertos e disjuntos Ux e Vx tais que xVx ∈  e 

xUy ∈ . A família  { }AxVV x ∈= \  é uma cobertura de A por δg-abertos em ( )τ,X . 

Como A é gN-fechado relativo a ( )τ,X , existem x1,...,xn pertencente a A tais que 

VVA
n

i
xi

=







⊆

=
U

1

. Defina I
n

i
xi

UU
1=

=  e observe que Uy ∈ .  Além disso, ∅=UV I  e tanto U 

quanto V são regularmente abertos em ( )τ,X . 

 

 

Corolário 9.1.5: Todo subconjunto gN-fechado de um espaço de Hausdorff ( )τ,X  é 

fechado no espaço ( )*,τX  

 

Demonstração: Seja A um subconjunto gN-fechado no espaço Hausdorff ( )τ,X . Então, 

para qualquer AXx −∈ , pelo lema anterior, existem disjuntos regularmente abertos U e 

V tais que Ux ∈  e VA⊂ . Logo, AXVXU −⊂−⊂ . Como U é regularmente aberto 

em ( )τ,X , segue que U é aberto em ( )*,τX . 

Isto implica que AX −  é aberto em ( )*,τX , portanto A é fechado em ( )*,τX . 

 

 

Teorema 9.1.15: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico, e A um subconjunto de X. Se A é 

αg-regular e gN-fechado relativo a ( )τ,X , então A  é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço topológico, e A um subconjunto de X. tal que A é 

αg-regular e gN-fechado relativo a ( )τ,X . Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de 

A . Então para cada Ax ∈ , existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . Como A é αg-

regular, pelo Teorema 3.2.11, existe um regularmente aberto xU  tal que 

( )xxx VUUx α⊆⊆∈ . 
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Então { }AxU x ∈\  é uma cobertura regularmente aberta de A o qual è um conjunto gN-

fechado relativo a ( )τ,X . Logo existem nxxx ,...,, 21  elementos de A tais que 

( )U
n

i
xi

UA
1=

⊆ α . Portanto ( ) ( ) ( )UUU
n

i
x

n

i
x

n

i
x iii

VUUA
111 ===

⊆⊆⊆ ααα . Então A  é gN-fechado. 

 

 

Teorema  9.1.16: Seja ( )τ,X  um espaço topológico, e A um subconjunto de X. O 

subconjunto A é αg-regular e Almost GO-compacto relativo a ( )τ,X  se e somente se A  é 

gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

 

Demonstração: Seja A um subconjunto αg-regular em ( )τ,X . 

Suponha que A é almost GO-compacto relativo a ( )τ,X Seja  { }JV ∈αα \  uma cobertura 

δg-aberta de A. Então para cada Ax ∈ , existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . Como A é 

αg-regular, existe um aberto xU  tal que ( )xxx VUUx α⊆⊆∈ . 

Então { }AxU x ∈\  é uma cobertura aberta de A o qual é um subconjunto Almost GO-

compacto relativo a ( )τ,X . Logo existem nxxx ,...,, 21  elementos de a tais que 

U
n

i
xi

UA
1=

⊆ . Portanto ( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VUA
11 ==

⊆⊆ α . Então A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 

Reciprocamente, suponha que A  é gN-fechado relativo a ( )τ,X ., e seja  { }JV ∈αα \  uma 

cobertura g-aberta de A. Então para cada Ax ∈ , existe um ( ) Jx ∈α  tal que ( )xVx α∈ . 

Como A é αg-regular, existe um regularmente aberto xU  tal que 

( )xxx VUUx α⊆⊆∈ . 
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Então { }AxU x ∈\  é uma cobertura regularmente aberta de A o qual é um conjunto gN-

fechado  relativo a ( )τ,X . Logo existem nxxx ,...,, 21  elementos de a tais que U
n

i
xi

UA
1=

⊆ . 

Portanto ( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VUA
11 ==

⊆⊆ α . Então A é GO-compacto relativo a ( )τ,X . 

 

 

Teorema 9.1.17: Suponha que em um espaço ( )τ,X  exista um subconjunto A denso em X 

e αg-regular. Se A é gN-fechado relativo a ( )τ,X , X é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

Demonstração: Sejam { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X  e A um  

subconjunto denso em ( )τ,X , αg-regular e  gN-fechado  relativo a ( )τ,X .  Então, para 

cada Ax ∈  existe um ( ) Jx ∈α tal que ( )xVx α∈ . Como A é αg-regular, existe um 

aberto ( )xUα  em ( )τ,X , tal que ( ) ( ) ( )xxx VUUx ααα ⊂⊂∈ .Agora considere ( ) ( )xx UW αα int=  

que é regularmente aberto em ( )τ,X , então 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxxxxx VUUWUWUx ααααααα ⊂⊂=⊆=⊂∈ intint , ou seja, existe um 

regularmente aberto ( )xWα  tal que ( ) ( ) ( )xxx VWWx ααα ⊂⊂∈ .  

A cobertura ( ){ }AxW x ∈\α  de A é uma cobertura por δg-abertos de ( )τ,X , como A é 

gN-fechado relativo a ( )τ,X , existem Axx n ∈,,1 L  tais que 
( )U

n

i
ix

WA
1=

⊆
α

. Portanto 

( )UU
n

i
x

n

i
x ii

VUA
11 ==

⊆⊆ α . Então A é gN-fechado relativo a ( )τ,X . 
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CAPÍTULO 10 

 

 

 

 FUNÇÕES CONTÍNUAS ASSOCIADAS  ÀS TEORIAS ANTERIORES 

 
 
Neste último capítulo definimos as funções g-contínuas, g-irresolutes δg-contínuas e δg-

irresolutes. Encontramos algumas relações entre elas, bem como relações entre os espaços 

compactos, GO-compactos, Nearly-compactos, Nearly  GO-compactos, Almost-compactos, 

Almost GO-compactos, Weakly-compactos, Weakly GO-compactos e espaços 
4

3T  por estas 

funções. 

 

 

10.1 Funções contínuas associadas às teorias anteriores. 

 

 

 

Definição 10.1.1 [6]: Dizemos que uma função YXf →:  é g-contínua se e somente se  

)(1 Vf −
 é g-aberto para todo aberto YV ⊂ . 

 

 

Observação 10.1.1: Seja YXf →:  uma função contínua, então f é uma função g-

contínua. De fato, seja YV ⊂  aberto em Y. Como f é contínua, )(1 Vf −  é aberto em X e 

portanto )(1 Vf −
 é g-aberto em X. Logo,  f é uma função g-contínua de X em Y. 

A recíproca não é verdadeira, ou seja, se  YXf →:  é uma função g-contínua de X em Y 

não implica que f seja uma função contínua. Como contra-exemplo, sejam { }cbaX ,,= , 

{ }{ }Xba ,,,∅=τ , e { }{ }Xb ,,∅=σ . A função identidade ( ) ( )στ ,,: XXf →  é g-contínua. 
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De fato, único subconjunto aberto em ( )σ,X  é { }b , e { }( ) { }bbf =−1 , que é g-aberto em 

( )τ,X  pois o único fechado contido em { }b  é o conjunto vazio. Logo f é uma função g-

contínua. Mas f não é contínua pois { }( ) { }bbf =−1  que não é aberto em ( )τ,X . 

 

 

Definição 10.1.2 [11]: Uma função ( ) ( )στ ,,: YXf →  é chamada δg-contínua quando 

( )Vf 1−  é δg-aberto em ( )σ,Y  para cada conjunto aberto V em ( )τ,X . 

 

 

Teorema 10.1.1: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função δg-contínua. Então, para cada 

Xx ∈  e cada δ-aberto V contendo ( )xf , existe um δg-aberto U  contendo x tal que 

( ) .VUf ⊆  

 

Demonstração: Sejam Xx ∈  e V  um conjunto δ-aberto contendo ( )xf . Como todo δ-

aberto é um conjunto aberto e f é uma função δg-contínua, ( )Vf 1−  é δg-aberto contendo x. 

Tome ( )VfU 1−= , então existe um δg-aberto U  contendo x tal que ( ) .VUf ⊆   

 

 

Definição 10.1.3 [11]: Uma função ( ) ( )στ ,,: YXf →  é chamada δ-contínua quando 

( )Vf 1−  é δ-aberto em ( )σ,Y  para cada conjunto δ-aberto V em ( )τ,X . 

 

 

Definição 10.1.4 [12]: Uma função ( ) ( )θτ ,,: YXf →  é dita ser g-irresulute se e somente 

se ( )Vf 1−  for g-aberto para todo g-aberto YV ⊂ . 

 

 

Teorema 10.1.2: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função δ-contínua. Então, para cada  

subconjunto V de X temos que ( ) ( )( ).VfclVclf δδ ⊆  
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Demonstração: Sejam V um subconjunto de X e Vclx δ∈ . Então para cada vizinhança U 

de ( )xf , ( )Uf 1−  é um δ-aberto contendo x.  Logo ( ) ∅≠− VUf I
1  e portanto 

( ) ∅≠VfU I . Daí segue que ( ) ( )( )Vfclxf δ∈  e ( ) ( )( ).VfclVclf δδ ⊆ . 

 

 

Observação 10.1.2: Se uma função ( ) ( )θτ ,,: YXf →  é g-irresolute, então f é g-

contínua. De fato, seja  YV ⊂  um aberto (portanto 

 g-aberto), como f é g-irresolute, )(1 Vf −  é g-aberto em X. Logo, f é uma função g-

contínua. Mas a recíproca não é verdadeira, ou seja, não é verdade que se uma função é g-

contínua então ela será g-irresolute. Como contra-exemplo temos: considere  { }cbaX ,,= , 

{ }{ }Xba ,,,∅=τ , e { }{ }Xb ,,∅=σ . A função identidade ( ) ( )στ ,,: XXf →  é g-contínua. 

De fato, único subconjunto aberto em ( )σ,X  é { }b , e { }( ) { }bbf =−1 , que é g-aberto em 

( )τ,X  pois o único fechado contido em { }b  é o conjunto vazio. Logo f é uma função g-

contínua. Mas não é g-irresolute. De fato, { }c  é δg-aberto em ( )σ,X  pois o único fechado 

contido nele é o conjunto vazio, mas { }( ) { }ccf =−1  que é fechado em ( )τ,X  e portanto 

{ }( ) { }ccf =−1  não é . δg-aberto em ( )τ,X . 

 

 

Definição 10.1.5 [11]: Uma função ( ) ( )στ ,,: YXf →  é chamada δg-irresolute se e 

somente se ( )Vf 1−  é δg-aberto em ( )σ,Y  para cada conjunto δg-aberto V em ( )τ,X . 

 

 

Teorema 10.1.3 [11]: Se ( ) ( )στ ,,: YXf →  é um função δg-contínua, então f é g-

contínua. 
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Demonstração: Seja V um subconjunto fechado em ( )σ,Y  . Como f é uma função δg-

contínua, ( )Vf 1−  é δg-fechado em ( )τ,X . Então ( )Vf 1−  é g-fechado em ( )τ,X . Portanto 

( ) ( )στ ,,: YXf →  é um função g-contínua. 

 

 

Exemplo 10.1.1: Seja ( )τ,X  onde X é o conjunto dos números reais e τ   a topologia 

gerada por um ponto, isto é, os conjuntos abertos não vazios são aqueles que contém um 

ponto fixado x, por exemplo 0=x . Considere também ( )σ,X , onde σ  é a topologia co-

irracinal sobre X, isto é, σ∈U  se e somente se UX −  é um subconjunto dos números 

irracionais. Tome ( ) ( )στ ,,: XXf →  a função identidade. A função f é g-contínua. De 

fato, sejam U aberto em ( )σ,X , então ( )UXf −−1 , é um subconjunto dos números 

irracionais, então ( )UXf −−1  não contém 0=x  e portanto  

( )UXf −−1  é fechado em ( )τ,X ,portanto ( )Uf 1−  é aberto em ( )τ,X . Daí segue que f é 

uma função continua, ou seja, f é uma função g-contínua.  

Mas f não é uma função δg-contínua. De fato,  tome σ∈U  tal que UX −  seja igual ao 

conjunto P dos números irracionais . Assim ( ) PUXf =−−1  é o conjunto dos números 

irracionais é fechado em ( )τ,X , O subconjunto P não é δg-fechado pois , como ( )*,τX  é o 

espaço indiscreto, ou seja, { }X,* ∅=τ , temos que  { }0UPP ⊂ , mas { }0UPXPcl ⊄=δ . 

Portanto f não é uma função δg-contínua. 

 

 

Teorema 10.1.4: Sejam ( )τ,X  um espaço GO-compacto e ( ) ( )στ ),(,: XfYXf =→  

uma aplicação g-contínua e . Então ( )σ),(XfY = é compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de ( )XfY = . Como f é uma função 

g-contínua, pelo teorema anterior, ( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . 

Como ( )τ,X  é um espaço GO-compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α . 
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Assim, ( ) ( ) ( )( ) ( )UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ⊆=









==

α
α

α
α

α
α . Logo ( )XfY =  é 

compacto. 

 

 

Corolário 10.1.1 : Sejam ( )τ,X  um espaço GO-compacto e ( ) ( )στ ),(,: XfYXf =→  

uma aplicação δg-contínua e . Então ( )σ),(XfY = é compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de ( )XfY = . Como f é uma função 

δg-contínua, pelo Teorema 10.1.2, ( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura g-aberta de ( )τ,X . 

Como ( )τ,X  é um espaço GO-compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α . 

Assim, ( ) ( ) ( )( ) ( )UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ⊆=









==

α
α

α
α

α
α . Logo Y=f(x) é compacto. 

 

 

Teorema 10.1.5: Sejam ( )τ,X  um espaço Nearly GO-compacto e ( ) ( )στ ,,: YXf →  

uma aplicação δg-contínua e sobrejetiva. Então ( )σ,Y é Nearly-compacto. 

 

Demonstração: Sejam ( )τ,X  um espaço Nearly GO-compacto, ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma 

aplicação δg-contínua e { }JV ∈αα \  uma cobertura regularmente aberta de Y=f(X). Como f 

é uma função δg-contínua, ( ){ }JVf ∈− αα \1  uma cobertura δg-aberta de X. Pela hipótese, 

existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α . Assim, 

( ) ( ) ( )( ) ( )UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ⊆=









==

α
α

α
α

α
α . Logo Y=f(x) é Nearly-compacto. 
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Corolário 10.1.2: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma aplicação δg-contínua e sobrejetiva. 

Então, se ( )τ,X  é GO-compacto então ( )σ,Y é Nearly-compacto. 

 

Demonstração: Segue direto do fato de que todo espaço GO-compacto é Nearly GO-

compacto e do teorema anterior. 

 

 

Teorema 10.1.6 [11]: Seja ( )τ,X  um espaço semi-regular. Para uma função 

( ) ( )στ ,,: YXf →  as seguintes condições são equivalentes: 

1. f é δg-contínua. 

2. f é g-contínua. 

 

Demonstração:  

21 ⇒  Direto do Teorema 10.1.3. 

12 ⇒  Sejam ( )τ,X  um espaço semi-regular e ( ) ( )στ ,,: YXf → uma função g-

contínua. Tome V um subconjunto aberto.em ( )σ,Y . Então ( )Vf 1−  é um subconjunto 

g-aberto em ( )τ,X . Como *ττ = , segue que ( )Vf 1−  é um subconjunto δg-aberto em 

( )τ,X . Logo, f é uma função δg-contínua. 

 

 

Teorema 10.1.7 [11]: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  é uma função continua e δ-fechada, então 

para todo subconjunto δg-fechado A em ( )τ,X , ( )Af  é um conjunto δg-fechado em 

( )σ,Y . 

 

Demonstração: Sejam ( ) ( )στ ,,: YXf →  é uma função continua e δ-fechada, e A um 

subconjunto δg-fechado em ( )τ,X ,. Queremos mostrar que ( )Af  é um conjunto δg-

fechado em ( )σ,Y . Para isso, tome  σ∈U  tal que ( ) UAf ⊆ . Então ( )UfA 1−⊆  e 
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portanto ( ) ( )UfAcl 1−⊆δ . Portanto ( )( ) UAclf ⊆δ  e então ( )( )( ) UAclfcl ⊆δδ . Logo, 

( )( ) UAfcl ⊆δ  e ( )Af  é um conjunto δg-fechado em ( )σ,Y . 

 

 

Corolário 10.1.3: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  contínua, δ-fechada e bijetiva. Se ( )σ,Y  é 

Nearly GO-compacto, então ( )τ,X  é Nearly-GO-compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X . Pelo Teorema 10.1.7. 

( ){ }JVf ∈αα \  é uma cobertura δg-fechada de ( )σ,Y  que é um espaço Nearly GO-

compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0J

VfY
∈

=
α

α .  Desde que f é bijetora 

( ) ( ) ( )( ) UUU
000

111

JJJ

VVffVffYfX
∈∈

−

∈

−− ==









==

α
α

α
α

α
α . 

Portanto ( )τ,X  é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Teorema 10.1.8: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função fechada e δ-contínua tal que 

( ) YXf = . Se B é um subconjunto δg-fechado em ( )σ,Y , então ( )Bf 1−  é δg-fechado em 

( )τ,X . 

 

Demonstração: Suponha que B é um subconjunto δg-fechado em ( )σ,Y  e que ( ) UBf ⊂−1  

onde U é um aberto em ( )τ,X . Queremos mostrar que ( )( ) UBfcl ⊂−1
δ  ou que 

( )( ) ∅=− cUBfcl I
1

δ . Observe que 

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) BBclUfBffclUfBfclfUBfclf ccc −⊆== −−−
δδδδ III

111 . A 

segunda inclusão é verdadeira pois f é uma função δ-contínua. Já para última inclusão vem 

de: como ( ) UBf ⊂−1 , então ( )( ) ( )BfXBfU
cc 11 −− −=⊂ , e portanto 

( ) ( )( ) BYBfXfUf c −=−⊂ −1 . 
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Como f é uma função fechada então ( )( )( )cUBfclf I
1−

δ  é fechado em ( )σ,Y , e 

 B é um subconjunto δg-fechado em ( )σ,Y , BBcl −δ  não contém conjunto fechado não 

vazio. Portanto, ( )( )( ) ∅=− cUBfclf I
1

δ , 

 e assim. ( )( ) ∅=− cUBfcl I
1

δ . 

 Logo ( )( ) UBfcl ⊂−1
δ  e ( )Bf 1−  é δg-fechado em ( )τ,X . 

 

 

Corolário 10.1.4: Se ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função fechada e δ-contínua tal que 

( ) YXf = , então f é uma função δg-irresolute. 

 

Demonstração: Seja B um subconjunto δg-fechado em ( )σ,Y . Pelo teorema anterior, segue 

que ( )Bf 1−  é δg-fechado em ( )τ,X . 

 Portanto f é uma função δg-irresolute 

 

 

Corolário 10.1.5: Se X é um espaço 
4

3T  e YXf →: é fechada, δ-contínua e δ-fechada tal 

que ( ) YXf = . Então Y é um espaço 
4

3T .  

 

Demonstração: Seja B um subconjunto δg-fechado em Y. Pelo teorema anterior ( )Bf 1−  é 

um subconjunto δg-fechado em X. Como X é um espaço 
4

3T , ( )Bf 1−  é um subconjunto δ-

fechado em X. como f é uma função δ-fechada. ( )( )BffB 1−=  é um subconjunto δ-fechado 

em Y. Portanto Y é um espaço 
4

3T . 
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Corolário 10.1.6: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função fechada e δ-contínua tal que 

( ) YXf = . Se ( )τ,X  for um espaço Nearly-compacto, então ( )σ,Y  é um espaço Nearly 

GO-compacto  

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )σ,Y . Pelo Corolário 10.1.4. 

( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura δg-abertos de ( )τ,X  que é um espaço Nearly GO-

compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α .  Como ( ) YXf = , segue que 

( ) ( ) ( )( ) UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ==









==

α
α

α
α

α
α . 

Portanto ( )σ,Y  é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Corolário 10.1.7: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função fechada e δ-contínua tal que 

( ) YXf = . Se ( )τ,X  for um espaço Nearly GO-compacto e 
4

3T , então ( )σ,Y  é um espaço 

Nearly GO-compacto  

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )σ,Y . Pelo Corolário 10.1.4 

( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura δg-aberta de ( )τ,X  que é um espaço Nearly GO-

compacto e 
4

3T , existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α .  Como ( ) YXf = , segue que 

( ) ( ) ( )( ) UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ==









==

α
α

α
α

α
α . 

Portanto ( )σ,Y  é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Corolário 10.1.8: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma δg-irresolute  tal que ( ) YXf = . Se ( )τ,X  

é um espaço 
4

3T  Nearly -compacto, então ( )σ,Y  é um espaço Nearly GO-compacto. 
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Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )σ,Y . Como f é uma função 

δg-irresolute e ( )τ,X  é um espaço 
4

3T ,. ( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura δ-fechado de 

( )τ,X  que é um espaço Nearly-compacto. Então existe JJ ⊂0  finito tal que 

( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α . Portanto 

( ) ( ) ( )( ) UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ==









==

α
α

α
α

α
α . 

Logo ( )σ,Y  é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Teorema 10.1.9 : Sejam ( )τ,X  um espaço GO-compacto e ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma 

aplicação g-contínua e sobrejetiva. Então ( )σ,Y é compacto. 

 

Demonstração: Seja { }JV ∈αα \  uma cobertura aberta de Y. Como f é g-contínua,  

( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura g-aberta de X, pois UU
JJ

VfVfYfX
∈

−

∈

−− =







==

α
α

α
α )()( 111 . 

 Como X é GO-compacto, existe JJ ⊂0  finito tal que  

U
0

)(1

J

VfX
∈

−=
α

α  

Portanto ( ) ( ) UUU
000

)()( 11

JJJ

VVffVffXfY
∈∈

−

∈

− ==









==

α
α

α
α

α
α  

Ou seja, Y é compacto. 

 

 

Teorema 10.1.10: Se f é uma função g-contínua de um espaço GO-compacto X em um 

espaço )(XfY = , então Y é um espaço Nearly GO-compacto. 
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Demonstração: Sejam ( ) ( )θτ ,,: YXf →  uma função g-contínua de um espaço GO-

compacto X em )(XfY =  e { }JV ∈αα \  uma cobertura por conjuntos  δg-abertos em Y. 

Então ( ){ }JVf ∈− αα \1   é uma cobertura g-aberta de X. Portanto, existe JJ ⊂0  finito tal 

que  

 

 

 

Logo,  

( )( ) UU
n

J

n

J

VVffXfY
00

1)(
∈∈

− ===
α

α
α

α  

ou seja, Y é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Teorema 10.1.11: A imagem de um espaço Almost GO-compacto por uma função g-

irresolute contínua é Almost GO-compacto. 

 

Demonstração: Sejam ( ) ( )θτ ,,: YXf →  uma função strongly contínua g-irresolute de 

um espaço Almost GO-compacto X em Y=f(X) e { }JV ∈αα \  uma cobertura por conjuntos 

g-abertos em Y. Então ( ){ }JVf ∈− αα \1   é uma cobertura g-aberta de X. Portanto, existe 

JJ ⊂0  finito tal que  

( )U
n

J

VfX
0

1

∈

−=
α

α  

Logo,  

( )( ) ( )( ) UUU
n

J

n

J

n

J

VVffVffXfY
000

11)(
∈∈

−

∈

− =⊂==
α

α
α

α
α

α  

ou seja, Y é um espaço Almost GO-compacto. 

 

 

( )U
n

J

VfX
0

1

∈

−=
α

α
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Corolário10.1.9: A imagem de um espaço GO-compacto por uma função g-irresolute 

contínua é Almost GO-compacto. 

 

Demonstração: Segue do fato de que todo espaço GO-compacto é Almost GO-compacto e 

aplicar o teorema anterior. 

 

 

Corolário 10.1.10: A imagem de um espaço Hausdorff Nearly GO-compacto por uma 

função g-irresolute contínua é Almost GO-compacto. 

 

Demonstração: Basta lembrar que todo espaço Hausdorff Nearly GO-compacto é Almost 

GO-compacto e aplicar o teorema anterior. 

 

 

Teorema 10.1.12: A imagem de um Almost GO-compacto por uma função g-irresolute 

strongly-contínua é GO-compacto. 

 

Demonstração: ( ) ( )θτ ,,: YXf →  uma função contínua g-irresolute de um espaço 

Almost GO-compacto X em ( )XfY =  e { }JV ∈αα \  uma cobertura g-aberta de Y. Então 

( ){ }JVf ∈− αα \1   é uma cobertura g-aberta de X. Portanto, existe JJ ⊂0  finito tal que  

( )U
n

J

VfX
0

1

∈

−=
α

α  

Logo,  

( )( ) ( )( ) UUU
n

J

n

J

n

J

VVffVffXfY
000

11)(
∈∈

−

∈

− =⊂==
α

α
α

α
α

α  

ou seja, Y é um espaço GO-compacto. 

 

 

Lema 10.1.1: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma aplicação δg-irresolute e K um subconjunto 

gN-fechado relativo a ( )τ,X , então )(Kf  é gN-fechado relativo a ( )σ,Y . 
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Demonstração: Sejam K um subconjunto gN-fechado relativo a ( )τ,X , e  { }JV ∈αα \  uma 

cobertura de ( )Kf  por δg-abertos em ( )σ,Y . Como f  é uma função δg-irresolute, 

( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura de K por δg-abertos em ( )τ,X . Como K é gN-fechado 

relativo a ( )τ,X , existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfK
∈

−⊆
α

α . Portanto 

( ) ( ) ( )( ) UUU
000

11

JJJ

VVffVffKf
∈∈

−

∈

− ==









⊆

α
α

α
α

α
α . Logo ( )Kf  é gN-fechado relativo a 

( )σ,Y .  

 

 

Teorema 10.1.13: Nearly GO-compacidade é preservado por funções sobrejetivas δg-

irresolutes. 

 

Demonstração: Seja ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função δg-irresolute e sobrejetora. 

Suponha que ( )τ,X  seja um espaço Nearly GO-compacto. Vamos mostrar que ( )σ,Y  é 

Nearly GO-compacto. Para isso, tome { }JV ∈αα \  uma cobertura δg-aberta de ( )σ,Y . 

Como f é uma função δg-irresolute, ( ){ }JVf ∈− αα \1  é uma cobertura δg-aberta de  ( )τ,X  

que é um espaço Nearly GO-compacto. Então existe JJ ⊂0  finito tal que ( )U
0

1

J

VfX
∈

−=
α

α . 

Desde que f é sobrejetora ( ) ( ) ( )( ) UUU
000

11

JJJ

VVffVffXfY
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− ==
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α
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Portanto ( )σ,Y  é um espaço Nearly GO-compacto. 

 

 

Teorema 10.1.14: A função ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-contínua então ( )℘f  converge para 

( )xf  para cada Xx ∈  e cada filtro base ℘ δg-convergente para x. 

 

Demonstração: Sejam ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função δg-contínua  e  ℘ um filtro base 

sobre X , tal que ℘ δg-converge para x. Para qualquer V  aberto em ( )σ,Y  tal que 
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( ) Vxf ∈ ,  então ( )Vfx 1−∈  que é δg-aberto em ( )τ,X . Como ℘ δg-convergente para x, 

existe ℘∈iF  tal que ( )VfFi
1−⊆ . Portanto, para qualquer V  aberto em ( )σ,Y   tal que 

( ) Vxf ∈ , existe ( ) ( )℘∈ fFf i  tal que ( ) VFf i ⊆ . Logo ( )℘f  converge para ( )xf  para 

cada Xx ∈  e cada filtro base ℘ convergente para x. 

 

 

Teorema 10.1.15: A função ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-irresolute então ( )℘f  δg-converge 

para ( )xf  para cada Xx ∈  e cada filtro base ℘ δg -convergente para x. 

 

Demonstração: Sejam ( ) ( )στ ,,: YXf →  uma função δg-irresolute  e  ℘ um filtro base 

sobre X , tal que ℘ δg -converge para x. Para qualquer V  δg-aberto em ( )σ,Y  tal que 

( ) Vxf ∈ ,  então ( )Vfx 1−∈  que é δg-aberto em ( )τ,X . Como ℘ δg-convergente para x, 

existe ℘∈iF  tal que ( )VfFi
1−⊆ . Portanto, para qualquer V  δg-aberto em ( )σ,Y   tal que 

( ) Vxf ∈ , existe ( ) ( )℘∈ fFf i  tal que ( ) VFf i ⊆ . Logo ( )℘f  δg-converge para ( )xf  para 

cada Xx ∈  e cada filtro base ℘ δg-convergente para x. 

 

 

Teorema 10.1.16: A função ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-contínua. Se ( )τ,X  é um espaço 

4

3T  , então  f é uma função δ-contínua.  

 

Demonstração: De fato, seja U um conjunto δ-aberto de ( )σ,Y . Como todo  conjunto δ-

aberto é um conjunto aberto, e como f é  δg-contínua, ( )Uf 1−  é um conjunto δg-aberto em 

( )τ,X . Como ( )τ,X  é um espaço 
4

3T  , então ( )Uf 1−  é um conjunto δ-aberto em ( )τ,X . 

Logo f é uma função δ-contínua 
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Teorema 10.1.17: Se uma função   ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-contínua então  

( ) ( )*,*,: στ YXg →  tal que ( ) ( ) Xxxfxg ∈∀= , , é  uma função g-contínua. 

 

Demonstração: Seja U um conjunto aberto de ( )*,σY . Então U é um conjunto aberto em 

( )σ,Y . Como ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-contínua ( )Uf 1−  é δg-aberto em ( )τ,X . Como 

)()( xfxg =  para cada Xx ∈ , segue que ( )UfUg 11 )( −− =  é δg-aberto em  ( )τ,X . 

Portanto, como ( )*,τX  é a semi-regularização de ( )τ,X , segue que )(1 Ug −  um conjunto 

g-aberto em ( )*,τX . 

 

 

Teorema 10.1.19: Uma função   ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-irresolute, então 

( ) ( )*,*,: στ YXg → , onde ( ) ( ) Xxxfxg ∈∀= , ,  é  uma função g-contínua. 

 

Demonstração: Suponha que ( ) ( )στ ,,: YXf →  é uma função δg-irresolute. Seja 

( ) ( )*,*,: στ YXg → , onde ( ) ( ) Xxxfxg ∈∀= ,  e V um subconjunto aberto em 

( )*,σY , ou seja, V é δg-aberto em ( )σ,Y . Então ( )Vf 1−  δg-aberto em ( )τ,X  e 

( )VfVg 11 )( −− =  é g-aberto em  ( )*,τX . Logo g é uma função g-contínua.  

 

 

Corolário 10.1.11: Uma função   ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-irresolute, então 

( ) ( )*,*,: στ YXg → , onde ( ) ( ) Xxxfxg ∈∀= , ,  é  uma função δg-contínua. 

 

Demonstração: Pelo teorema anterior, ( ) ( )*,*,: στ YXg →  é uma função δg-contínua. 

Então, para todos V é aberto em ( )*,σY . Então )(1 Vg −  é δg-aberto em  ( )*,τX . Logo g é 

uma função δg-contínua.  
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Corolário 10.1.12: Uma função   ( ) ( )στ ,,: YXf →  é δg-irresolute tal que ( )τ,X  é um 

espaço Almost Weakly Hausdorff, então ( ) ( )*,*,: στ YXg → , onde 

( ) ( ) Xxxfxg ∈∀= , ,  é  uma função contínua. 

 

Demonstração: Pelo corolário anterior, ( ) ( )*,*,: στ YXg →  é uma função δg-

contínua. Então, para todos V é aberto em ( )*,σY . Então ( )Vg 1−  δg-aberto em ( )*,τX  e 

portanto ( )Vg 1−  g-aberto em ( )*,τX . Como ( )τ,X  é um espaço Almost Weakly 

Hausdorff, ( )*,τX  é um espaço 
2

1T  e  ( )Vg 1−  é aberto em ( )*,τX .  Logo g é uma função 

g-contínua.  
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