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LISTA DE SIMBOLO

int 4 Interior do conjunto A

A Fecho do conjunto A

int; A4 d-interior do conjunto A

int; A d-interior do conjunto A no espago X

clsA d-fecho do conjunto A

cly A d-fecho do conjunto A no espago X

int, B Interior do conjunto B em A

cl,B Fecho do conjunto B em A

(X ,r) Espaco Topologico

(X,7%) Semi-regularizagio do espago topologico (X,7)
gcl(A) g-fecho de A
g-int(S) g-interior de A

%, conjunto vazio
AxB Produto cartesiano entre A e B

V\aeJ} Familia indexada de conjuntos

ﬁ A Produto cartesiano dos elementos da familia finita de
i1

conjuntos {4, \i =12,---,n}
H{X Niel} Produto cartesiano da familia de conjuntos {4, \i € I}
x={x\iel} Elemento do produto cartesiano H{X Niel}

U4 Unido dos elementos da familia infinita {4, \i € I}

iel

U A, :U {4, \a e J} Unido dos elementos da familia {Aa \aelJ }

ael



Interse¢ao dos elementos da familia finita {Vl. \i=12,--

Intersegiio dos elementos da familia {/, \ax € J}

Funcao qualquer de X em Y



RESUMO

Neste trabalho,usamos os conjuntos g-fechados (definidos por N. Levine) e uma variagao
destes, os chamados conjuntos dg-fechados (definidos por Dontchev), para definir trés
novas classes de espagos relacionados com a GO-compacidade: Espagos Weakly GO-
compactos, Almost GO-compactos e Espacos Nearly GO-compactos. Estudamos muitas de
suas propriedades e analisamos a relacdo entre eles e entre espacos topoldgicos ja
conhecidos: Espacos GO-compactos, compactos, Nearly-compactos, Almost-compactos e
Weakly-compactos.

Também definimos e investigamos um novo axioma da separagdo chamada de almost g-
regularidade a qual ¢ mais fina que a g-regularidade. Definimos e desenvolvemos a classe

dos conjuntos gN-fechados, ag-regulares e ag-Hausdorff. Também desenvolvemos novos

resultados relacionados com espagos 7,
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Nearly GO-compacidade, espacos Almost g-regulares, a.g-regulares, ag-Hausdorff, 7', ,
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., conjuntos gN-fechados e 6g-convergéncia.
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ABSTRACT

By using g-closed sets (as defined by N. Levine) and a variation of those, the so called dg-
closed sets (defined by Dontchev) we define three new classes of spaces related to GO-
compactness: Weakly GO-compact spaces, Almost GO-compact spaces Nearly GO-
compact. We study many of their properties and analyze the relationship between them and
between well know topological spaces: GO-compact spaces, compact spaces, Nearly-
compact spaces, Almost-compact spaces and Weakly-compact spaces.

We also define and investigate a new separation axiom called almost g-regularity, which is
weaker than the g-regularity. We define and develop gN-closed class, ag-regular and og-

Hausdorff sets. We also obtain new results related to 7} spaces
4

Keywords: GO-compactness, Weakly GO-compactness, Almost GO-compactness, Nearly

GO-compactness, Almost g-regulares, ag-regulares, ag-Hausdorff, 7, 7, spaces, gN-
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closed sets and 6g-convergence.



INDICE

INTRODUGCAQ ..eeeeeererrerererssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 1
CAPITULO Luuuueirctnnncinnnssnsnsssnssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssmssssssssssssssssssssssasssses 6
TEORIA BASICA ........ovvvoeieeieieee s 6
L] TEOVIA BASICA. ... et erae e s 6
CAPITULO 2 ouneeeeneensennscnssenssstussssssssssssessssesssssssssssssssssssssssesssssssssesssssssssssssssssssssssasses 10
CONJUNTOS g-FECHADOS E CONJUNTOS 6g-FECHADOS ..........ccccccovvvaannn. 10
2.1 Conjunto @=fECRAAOS ................c.cccoeiiiiiiiiiiiie e 10
2.2 Conjuntos OZ-fECRAAOS ...............ccccoccviiiiiieiiiiecee e 15
CAPITULOQ 3. couniecencenscnsscnssinssssssessssessssessssessssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssasses 22
AXIOMAS DA SEPARACAO E ALGUNS RESULTADOS...............covoeeeeeeeeeeeee 22
3.1 Espagos Almost Weakly Hausdorff, espagos T,, espacosT, e espagos T ............ 22
4 2
3.2 Espacgo g-regular, Espaco g-normal e espago Almost g-regular........................... 38
CAPITULO 4 uuortcrincinnnssnsnsssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssmsssssmssssssssssssssssssssssasess 61
TEORIA DE g-CONVERGENCIA. ..........coooooooeeeeeeeeoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee . 61
4.1 Teoria de @-CONVEIZENCIQ...............cccoeeeuieeiiieeiie e 61
CAPITULOQ 5.oueeeencennernsensscsssssssssssssssssessssessssessssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssasses 66
ESPACOS GO-COMPACTOS........coocoiiiiiiiiiiieeeet et 66
5.1 ESPACOS GO-COMPACLOS.........coeeeeieeeaiiieeeee et eaea e 66
CAPITULOQ 6 euneeereunncenncrnsscnssenssssnsssssssssssessssesssssssssssssssssssssssesssssssssesssssssssssssssssssssssasses 77
ESPACOS WEAKLY GO-COMPACTOS .......cooiiiiiiieieeeeeet et 77
6.1 Espagos Weakly GO-COMPACLOS ..............ccoeeviueeeiiieiiiieeiiieeiee e 77
CAPITULO 7 ouniueerneensennsenssessssnsssssssssssessssesssssssssssssssssssssssesssssssssesssssssssssssssssssssssasses 95
ESPACOS ALMOST GO-COMPACTOS .....ccoooiiiieiieeeeeet et 95
7.1.1 Espagos AImost GO-COMPACLOS.............c...cceeceeeeeiieieiieeieeieeeie e 95
7.2 Caracterizagdo de espagos Almost GO-compactos via g-convergéncia.............. 108
CAPITULO 8..ouneenenennnsennsensscnsssssssssssessssessssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssasesssssssasess 110
ESPACOS NEARLY GO-COMPACTOS .......ccoveiiiiiieeseeeeeeeeee e 110
8.1 Espac¢os Nearly GO-COMPACLOS ............cccoeeeuueerieeaiiieesieeeiieeeeiiee e eieee e 110
8.2 Espacos Nearly GO-compactos via Og-CORVErZeNCIA ............cc.cccueeceeeeverceranneanns. 122
CAPITULO 9.oueeereneeencnnsensscnsssssssssssessssessssessssssssssssssssssessssesssssssssssssssssssssasesssssssssess 127
CONJUNTOS gN-FECHADOS ........cccooiiiiiiiiii ettt 127
9.1 Conjuntos gN-fECRAAOS .............c.c.cccueeeiiiiiiiieiieee e 127
CAPITULO 10 cuoiinncinnncinnniansisssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssass 145
FUNCOES CONTINUAS ASSOCIADAS AS TEORIAS ANTERIORES. 145
10.1 Fungoes continuas associadas as teorias anteriores. .............cccccoeevvueeeeecnnnn... 145

BIBLIOGRAFTA  ....uuoetirnrenninnnenstnnsnessanssssssssnsssssssanssssssssssssssssssssssssssssssssssassssassssasssss 161



INTRODUCAO

Em 1969, M. K. Singal e Asha Mathur [32] definiram os espagos Nearly Compactos e
desenvolveram muitas de suas propriedades. Cammaroto e Lo Faro [9], introduziram e
caracterizaram a nog¢ao de espagos Weakly Compactos, que sdo estritamente mais fracos
que os espagos Nearly-compactos.

Por Singal & Singal [34] foi introduzida a noc¢ao de espacos Almost Compactos que, por
Poter e Thomas [31], sdo chamados de espagos quasi H-closed. Os espacos de Hausdorff
Almost-compacto sao chamados espacos H-closed que tém sido estudados por muitos
matematicos eminentes e t€ém gerado grande importancia no estudo dos espagos minimal de
Hausdorff.

Os espacos Almost-compactos estdo entre os espacos Nearly-Compactos e Weakly-
Compactos. Ou melhor:

Compacidade = Nearly-Compacidade = Almost-compacidade = Weakly-compacidade.
Nenhuma das implicagdes inversas acima ¢ verdadeira.

Donald Carnahan [11] definiu os conjuntos N-fechados relativos a um espago topologico

(X ,r), e estudou muitas de suas propriedades. Muitas vezes os conjuntos N-fechados sdo

chamados de a-Nearly Compactos. A classe dos conjuntos N-fechados ¢ importante no
estudo das fungdes com graficos fortemente fechados.

Em 1970, Levine [24] introduziu a nogao de conjuntos fechados generalizados (conjuntos
g-fechados). Os complementares dos conjuntos g-fechados sdo chamados conjuntos abertos
generalizados (conjuntos g-abertos).

A teoria de conjuntos g-fechados vem sendo investigada por muitos topologos nos ultimos
anos, ndo somente por serem uma generalizagao natural dos conjuntos fechados, mas
também pelos novos conceitos introduzidos, por exemplo, novas propriedades de

revestimento e novos axiomas da separagdo mais fracos que 7}, entre outros.



Levine também definiu a classe dos chamados espacos 7, . Mais tarde, Dunhan [15] e
2

Levine [24] desenvolveram varias propriedades dos espago 7 . O estudo com conjuntos g-
2

fechados gerou novos axiomas da separagdo entre 7; ¢ T}, tais como 7, [15] [24]e T, [12]:
2 4

L =T =T, =1,.
2 4

Outros axiomas envolvendo conjuntos g-fechados sdo os espacos semi-pré-7;, [13] e
2

T,[37]. Alguns desses espacos sdo usados na ciéncia da computacdo e topologia digital

([17-18][20-21] para exemplos). Outras novas propriedades sdao definidas pela variagdo das
propriedades de submaximalidade. Além disso, o estudo dos conjuntos g-fechados também
fornece uma nova caracterizagdo de algumas classes de espagos ja conhecidos, como por
exemplo, a classe dos espacos extremamente desconexos. O estudo dos conjuntos g-
fechados dao possiveis aplicagdes em computacao grafica [18][20-21] e em fisica
quantica[28].

Em 1986, B. M. Munshi [27] generalizou a noc¢ao usual de regularidade e normalidade,
trocando “conjuntos fechados” por “conjuntos g-fechados” nas defini¢des, obtendo entdo a
noc¢ao de g-regularidade e g-normalidade.

Booponk [3] introduziu em 2003, o conceito de espacos g-Hausdorff. Boonpok também
investigou a preservagao dos teoremas a respeito de espacos g-Hausdorff. Balachandran et
al. [2] introduziram a nog¢do de fun¢des continuas generalizadas (citadas como fungdes g-
continuas) e algumas de suas propriedades. Mais tarde buscou o conceito de fungdes g-
irresolutes, funcdes strongly g-continuas e fungdes perfectly g-continuas.

Balachandran [2] introduziu a no¢do de GO-compacidade envolvendo conjuntos g-abertos.
Caldas et al [7-8] desenvolveram esta nova classe de compacidade e obtiveram muitas de
suas propriedades.

Recentemente, Caldas e Jafari [5], introduziram e desenvolveram o conceito de g-US, g-
convergéncia, GO-compacidade seqiiencial, g-continuidade seqiiencial e g-sub-

continuidade seqiiencial.



Dontchev e Ganster [12] definiram uma nova classe de conjuntos fechados generalizados
chamados dg-fechados. Os complementares dos conjuntos 6g-fechados sao chamados
conjuntos dg-abertos.

A partir dessa nova classe, consideramos os espagos 7; como o espaco onde todos os
4

conjuntos dg-fechados sao 6-fechados. Dontchev e Ganster também definem e pesquisam
sobre fungdes dg-continuas e dg-inrresolutes.

Em 1968, Saundararajan [35] introduz a classe dos espago Weakly Hausdorff como o
espago cuja semi-regularizacdo ¢ um espago 7;. Em 1989, Fukutaki [16] define e investiga
a generalizagdo dos espagos Weakly Hausdorff. Recentemente Dontchev e Ganter [12]

consideraram a relagdo entre espacos 7, e conjuntos dg-fechados, os espacos cuja semi-
4

regularizacdo ¢ 7, : o chamado espago Almost Weakly Hausdorff.
2

Neste trabalho, usamos os conjuntos g-fechados e 6g-fechados para definirmos trés novas
classes de espagos relacionados com a GO-compacidade:

O primeiro espago chamamos de Nearly Compacto Generalizado (citado como Nearly GO-
compacto. Também caracterizamos este espaco via filtro base. Para tal caracterizacao,
definimos o que chamamos dg-convergéncia; também definimos pontos de dg-acumulacao.
Verificamos a preservacao de varios teoremas relacionados a Nearly-compacidade,
compacidade, entre outros. Mostramos a implicagdo: Nearly GO-compacidade = Nearly-
compacidade. Com um contra-exemplo mostramos que a reciproca nao ¢ verdadeira.

O segundo espago chamamos de Almost compacto generalizado (citado como Almost GO-
compacto). Também caracterizamos os espacos Almost GO-compacto via filtro bases
(abertos), pela g-convergéncia. Mostramos a implicacao: Almost GO-compacto =
Almost-compacto, mas a reciproca nao ¢ verdadeira(verificamos isto com um contra-
exemplo). Também investigamos varias de suas propriedades.

O terceiro espago chamado espago Weakly-compacto generalizado (citado como Weakly
GO-compacto). Verificamos a implicagdo Weakly GO-compacto = Weakly compacto.

Estudamos também muitas de suas propriedades.



A partir dessas defini¢des chegamos a seguinte conclusao:

GO-compacidade |— Nearly GO-compacidade —y Weakly GO-compacidade

~ 7

Almost GO-compacidade

|

Nearly GO-compacidade + T;

Nenhuma dessas implica¢des tem reciproca verdadeira, como veremos com contra-
exemplos.

Também, definimos e investigamos a classe dos conjuntos N-fechados generalizados
(citados como gN-fechados) e dos espagos almost g-regular.

No primeiro capitulo, apresentamos algumas defini¢des e resultados basicos, usados
durante todo o trabalho.

No segundo capitulo apresentamos um estudo dos conjuntos g-fechados e dos conjuntos dg-
fechados.

No terceiro capitulo trabalhamos com os espacos Almost Weakly Hausdorff, espagos 7, e

espacos 7, . Definimos também os espacos 7, e desenvolvemos de forma propria alguns
2 4

resultados. Ainda neste capitulo, caracterizamos os espaco g-regulares, g-normais €
sugerimos uma definicdo de espacos almost g-regulares.

No quarto capitulo abordamos a teria de g-convergéncia, apresentando defini¢des e
resultados que serdo tuteis nos proximos capitulos.

No quinto capitulo definimos e caracterizamos os espacos GO-compactos.



No sexto capitulo sugerimos a defini¢ao de espacos Weakly GO-compactos. Neste capitulo
encontramos a implica¢do: GO-compacto = Weakly GO-compacto (pagina 84- Teorema
6.1.3)

No sétimo capitulo sugerimos a defini¢ao de espacos Almost GO-compactos. Neste
capitulo encontramos as implicagdes: GO-compacto = Almost GO-compacto (pagina 98-
Teorema 7.1.1) e Almost GO-compacto = Weakly GO-compacto (pagina 99- Teorema
7.1.2). Ainda neste capitulo, usando a definicdo filtro g-convergente e resultados,
caracterizamos os espagos Almost GO-compactos via g-convergéncia.

No oitavo capitulo sugerimos a definicdo de espagos Nearly GO-compacto. Neste capitulo
encontramos as implicagdes: GO-compacto = Nearly GO-compacto (pagina 112-
Teorema 8.1.2), Nearly GO-compacto = Weakly GO-compacto (pagina 113- Teorema
8.1.3) e Nearly GO-compacto + T; = Almost GO-compacto (pagina 114- Teorema 8.1.5).
Ainda neste capitulo sugerimos a defini¢do filtro 6g-convergente e definimos espagos
Nearly GO-compactos via dg-convergéncia.

No nono capitulo propomos a definicao de conjuntos gN-fechados.

E finalmente no décimo capitulo definimos as fun¢des g-continuas, g-irresolutes, dg-
continuas e dg-irresolutes. Encontramos algumas relagdes entre elas, bem como relagdes
entre os espagos compactos, GO-compactos, Nearly-compactos, Nearly GO-compactos,
Almost-compactos, Almost GO-compactos, Weakly-compactos, Weakly GO-compactos e

espagos 7, por estas fungdes.
4

Em todo o trabalho, todos os resultados e definigdes sem atribui¢cao de autoria sao nossas
contribui¢des. A maioria dos resultados com atribui¢ao de autoria forma demonstrado de
maneira propria.

Como pré-requisito para leitura deste trabalho, sugerimos nog¢des basicas de Topologia

Geral.



CAPITULO 1

TEORIA BASICA

Neste capitulo apresentamos algumas defini¢des e resultados basicos, os quais usaremos

durante todo o trabalho.

1.1 Teoria Basica

Definicao 1.1.1 [10] : Seja (X,z') um espaco topoldgico e S X um subconjunto de X.

1. Dizemos que S ¢ regularmente aberto se S= intS.

2. Dizemos que S ¢ regularmente fechado se S= ntS.

Definicao 1.1.2 [14]: Seja (X ,r) um espaco topoldgico e S X um subconjunto de X. O

d-interior de S (denotado por int; .S ) ¢ definido como sendo a unido de todos os conjuntos
regularmente abertos contidos em S. Quando S =int; .S, dizemos que S é um conjunto 6-

aberto em (X,7).

Definicao 1.1.3 [14]:Seja (X,r) um espacgo topologico e Sc X um subconjunto de X.

Quando S =int, S, o subconjunto X —S = R ¢é dito um conjunto 8-fechado em (X, 7).



Teorema 1.1.1 [12]: Sejam (X,r) um espacgo topologico e S < X tal que S ¢ um

subconjunto 3-fechado em (X, 7). Entdo

S:{xeX\intﬁﬂS;t@,‘v’Uer com er}

Demonstragao: Sejam A = {x eX\intUNS#B,YUer com xe U} e S éum
subconjunto d-fechado em (X ,r) .Claro que S < 4. Agora, suponhaque x€ 4.Se x¢ S,
entdo x € X —S que ¢ um conjunto d-aberto em (X ,r). Entao existe um regularmente
aberto V em (X,r) talque xeV < X -8, ouseja, V(1S =I. Por outro lado, como

xeV =intV, pela defini¢do do conjunto A, I =V (1S = intV Ns#@, absurdo.

Portanto S = 4.

Teorema 1.1.2: Sejam (X ,T)urn espaco topologico e S < X tal que S € um subconjunto o-

fechado em (X ,r). Entdo S ¢ igual a unido de todos os subconjuntos regularmente fechados

que contém S.

Demonstracao: Sejam (X ,z') um espaco topoldgico, S < X tal que S ¢ um subconjunto J-
fechado em (X,7) e 4= ﬂ A, onde 4,, Va , éum subconjunto regularmente fechado em
(X ,z') contendo S. Queremos mostrar que S = 4. Claro que § < 4. Agora, suponha que

xed.SexgS,entdo x € X —S que é um conjunto 3-aberto em (X,7). Entdo existe um

regularmente aberto V em (X,z') talque xeVc X-S eV(S=J,ouseja, xg X -V

e S < X -V . Logo existe um conjunto regularmente fechado X —V contendo S tal que
x ¢ X —V . Pela defini¢do de A, segue que x ¢ 4. Contradi¢do. Logo S =4,isto¢é, S ¢é

igual a unido de todos os subconjuntos regularmente fechados que contém S.



Observagio 1.1.1: O conjunto 4 = (x eX\intUNS#QB,YVUer com xe U} é
chamado 6-fecho do conjunto S, e denotado por c/;S . Portanto, se S € um conjunto -
fechado em (X , r), entdo

S=cldS={xeX\intUﬂS¢®,VU com er}.

Definicao 1.1.4 [14]: Seja (X ,r) um espaco topologico. A topologia gerada pelos
subconjuntos regularmente abertos em (X ,r) ¢ denotado por 7 * . O espaco (X ,T *) ¢ dito

semi-regularizacio do espago (X,7). Se 7 = 7 * entdo (X,z) ¢ dito semi-regular.

Observacio 1.1.2: Os conjuntos abertos do espago (X ,T *) sd0 os conjuntos o-abertos do
espago (X,7). De fato, dado um conjunto aberto U em (X, *), entdo U ¢ igual a unido dos
elementos da base de 7 * contidos em U. Como os elementos da base da topologia 7 * sdo

conjuntos regularmente abertos em (X ,r), pela defini¢dao de conjuntos o-abertos, segue

que U € um conjunto d-aberto em (X ,r).

Observagao 1.1.3: A topologia 7 sobre X ¢ mais fina que a topologia 7 *. De fato, para
cada x € X e cada elemento B da base de 7 * contendo x, B ¢ um conjunto regularmente

aberto em (X,7) e portanto B é um aberto em (X, 7). Logo existe um elemento C da base

de 7 tal que x € Bc C. Dai segue que 7*c 7.

Defini¢ao 1.1 .5 [26]: Um espaco X ¢ dito ter uma base contavel em x € X quando existe
uma cole¢do 3 de vizinhangas de x tal que cada vizinhanga de x contém pelo menos um dos
elementos de 3. Um espago que tem uma base contdvel em cada ponto de X ¢ dito

satisfazer o primeiro axioma da contabilidade.



Defini¢do 1.1.6: A topologia 7, do ponto excluido sobre X é definido por:

Dado um ponto p € X,

Uer, se esomentese pglU oulU =X,

Definicdo 1.1.7[31]: Uma funcio f : X — Y é strongly-continua quando / (V) é aberta

e fechado em X, para todo subconjunto V' < X .



CAPITULO 2

CONJUNTOS g-FECHADOS E CONJUNTOS 6g-FECHADOS

Neste capitulo definiremos dois conjuntos importantissimos para este trabalho. Sao eles: os
conjuntos g-fechados e conjuntos dg-fechados. Este capitulo estd dividido em duas secdes:
na primeira temos a defini¢do de conjuntos g-fechados e outras defini¢des e resultados mais
usados neste trabalho, relacionados aos conjuntos g-fechados. Na segunda postamos

definicdes e resultados relacionados aos conjuntos dg-fechados também muito usados.

2.1 Conjunto g-fechados

Definicao 2.1.1 [3]: Seja (X,t) um espaco topoldgico. Um subconjunto A de X ¢ chamado

g-fechado se e somente se A < U quando A< U e U é aberto em X.

Definicao 2.1.2 [24]: Um conjunto A de um espaco topologico (X,t) é chamado g-aberto
quando X — A4 for g-fechado.

Definicao 2.1.3 [24]: Seja (X,1) um espago topologico e x € X . Um subconjunto A de

(X,7) ¢ chamado g-vizinhanga de x quando A éum conjunto g-aberto tal que X € 4 .

10



Teorema 2.1.1 [24]: Seja (X,t) um espaco topologico e @ a colecdo de todos os fechados
de (X,t). Um subconjunto A de X ¢ g-aberto se e somente se F C int A sempreque FC A e

Fed.

Demonstracao: Suponha que o subconjunto A de X ¢ g-aberto, entdo pela defini¢do anterior

X — A é g-fechado. Assim, para todo F' € ®@ tal que FC A, temos que
X—-Ac X —F =U comU abertoem X. Como X — A4 é g-fechado entio

X-Ac X -F =U,ouseja, X —int Ac X —F =U .Logo F cint 4.
Reciprocamente, suponha que para todo /€ @ temos que F < int 4 sempre que F < A.

Vamos mostrar que A é g-aberto. Para isso, devemos mostrar que X — A4 é g-fechado. Seja

U aberto qualquerem X talque X — 4 c U .Entdo X —U < A,onde X -U € O

Assim, usando a hipotese, X —U < int 4 ,ouseja, X — A < U .Logo X —A4 ég-

fechado, e portanto A ¢ g-aberto.
Teorema 2.1.2 [24]: Sejam (X,1) um espago topoldgico e A, BC X
g-abertos, entdo 4() B ¢ g-aberto.

Demonstragdo: Seja F um subconjunto fechado em (X,t) tal que ¥ < A () B ,onde AeB

sdo g-abertos em (X,7). Entdo F < int 4 e F < int B . Logo

F cint AN int B < int (4 N B). Portanto A B é g-aberto.

Observacio 2.1.1: De acordo com o teorema anterior, temos que a unido de dois conjuntos

g-fechados ¢ um conjunto g-fechado.

Observacio 2.1.2: Nem sempre a unido de g-abertos ¢ um g-aberto. De fato, seja

X ={a,b,c} e 7 ={3,{a}, X}. Entdo (X,7) é um espago topologico. Os subconjuntos {b}
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e {c} sdo g-abertos em (X,7) pois o Gnico fechado contido em ambos é o conjunto vazio.
Mas {b}U{c}= {b,c} é fechado em (X,7), portanto ndo ¢ g-aberto em (X,7).
Desta observacao também segue que a interse¢do de dois conjuntos g-fechados nem sempre

¢ um conjunto g-fechado.

Teorema 2.1.3 [24]: Sejam (X ,r) um espaco topoldgico e A um subconjunto de (X ,r).

O subconjunto A ¢ g-fechado em (X,7) se e somente se A— A ndo contém conjunto

fechado ndo vazio.

Demonstracao: Suponha primeiramente, que A seja g-fechado em (X ,r). Seja F um
subconjunto fechado em (X,t) tal que F < A—- A .Entio F c A°,portanto A< F°.
Como A ¢ g-fechado em (X ,2'), segue que A c F°,ouseja, F C (Z)L . Portanto

F c (Z)C N (Z— A)g (Z)C N (Z): & eassim FF=.

Reciprocamente suponha que A- A ndo contém conjunto fechado nao vazio. Vamos
mostrar que A ¢ um conjunto g-fechado em (X , r). Para isso, tome U um conjunto aberto
em (X,r) talque 4 c U ,entdo U “ < A°. Assim ANU c AN A =A- 4. Como
ANU® ¢ fechado em (X,r), pela hipotese, ANUS = . Portanto AcU® e A éum

conjunto g-fechado em (X,7).

Teorema 2.1.4 [24]: Sejam X um espago topologico e A & B C X, onde A ¢ g-aberto

relativo a B e B g-aberto relativo a X,entdo A ¢ g-aberto relativo a X.

Demonstragao: Seja F um subconjunto fechado em X talque ¥ < 4.Como 4 < B e
B ¢ g-aberto relativo a (X,t), temos que F < int B . Mas por hipotese A é g-aberto

relativoa B, logo F = F 1 B c int , 4 (pois F () B ¢ fechado em B). Entdo existe um
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aberto U em X talque F cU[1B < A. Assim FgUﬂ(intB)c;UﬂBgA.Logo

Fcintd4,e A ¢é g-aberto em X.

Teorema 2.1.5: Sejam (X,7) um espago topologico e Y um subespaco fechado em X. Se

A C Y ¢ g-aberto em X, entdo A ¢é g-aberto em Y.

Demonstragao: Seja F um conjunto fechado em Y tal que F < 4. Como Y ¢ fechado em
X, segue que F ¢ fechado em X. Sendo A g-aberto em X segue que F cint, 4. Logo,
existe um aberto Uem X talque FF c U < A. Como 4 < Y, entdo
F=FNYcU=UNYcANY =A.Assim V=U(1Y éum aberto em Y tal que

F cV c A.Portanto F' cint, 4

Portanto A ¢ g-abertoem Y.

Definicao 2.1.4 [6]: Seja (X,t) e S X um subconjunto de X.
1. O interior generalizado (escrito como g-interior) de S denotado por g-int(S) € a

unido de todos g-abertos contidos em S.

2. O fecho generalizado (escrito como g-fecho) de S denotado por gcl(S) ou Eg ¢a

interse¢ao de todos os g-fechados que contém S.

Teorema 2.1.6: Seja A um subconjunto de um espago topologico X.

a. x e gcl(A) se e somente se todo g-aberto que contém X intersecta A.
b. Suponha que a topologia T de X é dada por uma base entdo, se X € gc/(A4) , todo

elemento da base de T que contém x intersecta A.

Demonstracao:
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a). Seja x € X e suponha que existe um g-aberto U contendo x e ndo intersecta A, entao

X —U ¢éum g-fechado que ndo contém x, mas contém A Pela defini¢cdo de g-fecho, temos
que gel(A)c X —U . Portanto x ¢ gel(A).

Reciprocamente se x ¢ gcl(4), pela definigdo de g-fecho, existe um g-fechado U que ndo
contem x tal que 4 < U, logo existe V' = X —U g-aberto contendo x tal que AV = .
b). Se x € gci(A), pela parte a., todo g-aberto que contém x intersecta A. Como todo aberto

¢ g-aberto, se x € gcl(A), todo aberto que contém x intersecta A. Como todo elemento de

uma base ¢é aberto, entdo todo elemento da base de 7 ¢ g-aberto. Logo, todo elemento da

base de X que contém x intersecta A.

Observacao 2.1.3: A reciproca do teorema anterior item b. ndo ¢ verdadeira. De fato, seja
X = {a,b,c} eT= {@,{a},X}. Entdo (X,z') ¢ um espago topologico. Tome 4 = {b} Todo
aberto que contém c intersecta A. Mas gcl(4)= A pois A é g-fechado em X. Assim,

tomando x = ¢, todo aberto em X, contendo c intersecta A, mas ¢ ¢ gcl/ (A)

Teorema 2.1.7: Sejam A e B subconjuntos nos espagos X e Y respectivamente. Entao
Ax B¢ g-aberto em X xY se e somente se A e B sdo g-abertos nos espagos X e Y,

respectivamente.

Demonstracao: Suponha que A e B sdo subconjuntos g-abertos nos espacos X e Y
respectivamente, vamos mostrar que 4 x B ¢ um subconjunto g-aberto em X xY . Para
isso, seja F'x G um conjunto em X xY fechadotalque FxG < AxB.Entdo FC A4 e
G < B onde F é fechado em X € G é fechadoem Y. Portanto F cint4d e G cintB, e
portanto F x G < (int 4)x (int B) = int(4 x B).

Reciprocamente, se Ax B ¢ g-aberto em X x Y, vamos mostrar que A ¢ B sdo g-abertos
nos espacos X e Y, respectivamente. Sejam F e G conjuntos fechado em X contidos A ¢ B

respectivamente. Entdo /' x G ¢ fechadoem X xY talque FxG < AxB.Como AxB ¢
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g-aberto em X xY , temos que FxG C int(AxB)z int AxintB,eentdo, F Cint4 ¢

G cintB . Logo, A ¢ g-aberto em X e B € g-aberto em Y.
2.2 Conjuntos dg-fechados

Defini¢ao 2.2.1 [12]: Um subconjunto A de um espago (X ,r) ¢ chamado dg-fechado

quando clg(A) c U sempre que 4 U e U é aberto em (X,Z').

Defini¢io 2.2.2 [12]: Um subconjunto A de um espago (X ,r) ¢ chamado dg-aberto

quando B =X — A for 8g-fechado.

Teorema 2.2.1: Um subconjunto A de um espago (X ,2') ¢ dg-aberto se somente se

F c intg(A) sempre que F < A e F é fechado em (X,Z').

Demonstracao: Seja A um subconjunto dg-aberto em (X ,Z'). Entio B=X — A4 é5g-
fechado em (X ,2'). Assim, para todo fechado F em (X ,r) tal que /' < A, temos que
X—-A=BcCcX-F

onde X — F ¢ aberto em (X ,r). Como B =X — A4 éum subconjunto dg-fechado em
(X,T) entdo cl(;(X—A)z cld(B)g X —F .Logo X —int,(4)c X - F,isto &,

F cintg(4).
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Reciprocamente, suponha que A ¢ um subconjunto de (X ,2') tal que F Cint 5(14) sempre
que F € A ¢F é fechado em (X,7). Vamos mostrar que B =X — A ¢ um subconjunto
dg-fechado em (X,T). Seja U aberto de (X,T), tal que X —A =B c U . Entio
X-UcA4,e X —U ¢fechado em (X,7). Pela hipotese, temos que X —U C int;(4).
Logo, cla(X—A): X—int(y(A) c U ,ouseja, B=X — A é8g-fechado em (X,r), e

portanto A ¢ dg-aberto em (X , Z').

Teorema 2.2.2 [12]: Seja A um subconjunto do espaco (X ,T). Entdo A ¢ um subconjunto

dg-fechado do espaco (X ,T) se e somente se Clj (A)— A ndo contém conjunto fechado

ndo vazio.

Demonstracao: Seja A um subconjunto dg-fechado no espago (X , T) . Suponha por
absurdo que exista um subconjunto fechado F # & em (X ,z‘) tal que F ccly(4)— 4.
Logo, A< X —F, e como A ¢ um subconjunto dg-fechado no espago (X , T) ,

cly (A) < X —F . Portanto F' = X —cl; (A) Absurdo pois por hipotese
Fcel,(A)-Accly(4).

Logo cl;(A4)— A ndo contém conjunto fechado nio vazio.

Reciprocamente, suponha que A ¢ um subconjunto de (X , T) tal que cly (A) — A ndo
contém conjunto fechado nao vazio. Vamos mostrar que A ¢ um subconjunto dg-fechado
no espaco (X ,2'). Para isso, tomemos U um conjunto aberto em (X ,r) talque 4 c U ,
entdo U < A°. Assim cl,ANU* c cl;ANA° =clyA—A. Como (cl;A)NU* é fechado
em (X,7), pela hipétese, (c/,4)U¢ =@ . Portanto c/;4A < U° e a éum conjunto g-

fechado em (X,7).
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Teorema 2.2.3: O produto de uma familia finita de conjuntos arbitrarios ¢ dg-aberto se e

somente se cada fator for dg-aberto.

Demonstragio: Seja 4 = HAi e suponha que {AI,..., An} ¢ uma familia de conjuntos dg-
i=1

abertos. Vamos mostrar que A € um conjunto dg-aberto. Para isso, tome F = HE. um
i=1

conjunto fechado qualquer tal que F < 4. Entao HE c H A, ouseja, F, c 4, para
i=1 i=1

todos i =1,2,---,n. Como cada F; ¢é fechado e cada 4, ¢ 6g-aberto para todos i =1,2,---,n,

1

segue que F, C int, 4,, para todos i =1,2,---,n. Logo [ [F, < [ [int,(4)= int{HAij.
i=1 i=1 i=l1

Vamos provar esta tltima igualdade. Se (x,,---,x,)= x € [ [int,(4,) entdo, para cada
i=1

x, € A, existe um regularmente aberto U, tal que x, e U,  4,, paratodos i =1,2,---,n ..

Como U = HUi :Hinta = int(Haj = int(H Ul} = intU . Temos que, existe um
i=1 i=1

i=1 i=1

i=1 i=1

conjunto regularmente aberto U tal que x e U < H(A,.). Portanto, x € int 5(1_[ Al} €

ﬁintS(Ai) c ints(ﬁAij .
i=l1 i=1

Agora, se x € int ({H A,.j, existe um regularmente aberto U tal que x e U < H(Ai).
i=1

i=1

Como U = HU . »onde cada U, ¢ aberto, temos que

i=1
ll[U,- = intll[Ui = intﬁa = ﬁint(a). Portanto U, = inta, Vi=12,---,n. Logo,
i=1 i=1 i=1 i=1

existe um regularmente aberto U, tal que x, e U, c 4,, Vi =1,2,---,n, e assim
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xe ﬁint(s(A,.) e ﬁintg(Al.) > int{ﬁAiJ . Contudo, segue que ll[int(s(A,.) = intg(ﬁAl} :
i=1 i=1 ;

i=1 i=1

Logo 4= HAI. ¢ dg-aberto.

i=1

Reciprocamente, suponha que A4 = HAI. ¢ um conjunto dg-aberto. Considere conjuntos
i=1

fechados F;, para i =1,...,n, tais que F, c A4 . Entdo HE. c HAI. onde F = HE. ¢ um

i=1 i=1 i=1

conjunto fechado. Como 4 = HA; ¢ um conjunto dg-aberto,
i=1

HE C int 5(1_[ Aij = Hint 5(4) (esta Gltima igualdade mostramos no item anterior). Ou
i=l1 i=l1 i=1

seja, F, c int; 4 paracada i =1,...,n .Portanto cada 4. ¢ um conjunto dg-aberto.

Teorema 2.2.4 [12]: Seja (X ,r) um espaco topologico:
1. Todo conjunto d-fechado ¢ um conjunto dg-fechado.
2. Todo conjunto dg-fechado em (X ,r) ¢ um conjunto g-fechado em (X,7*).
3. Todo conjunto 8g-fechado em (X, z) é um conjunto g-fechado em (X,7).
4. A interse¢dao de um conjunto dg-fechado com um conjunto d-fechado ¢ sempre um

conjunto dg-fechado.

Demonstracao:

(1) Seja A um conjunto 3-fechado tal que 4 = U onde U é aberto em (X ,T). Como

CL; (A) = A c U .Logo A ¢ um conjunto dg-fechado.

(2) Seja A um dg-fechado em (X T ) tal que 4 cU onde U ¢ aberto em (X ,T *) Como

t*c 7, U er,temos que cl5(A) c U . Portanto A ¢ g-aberto em (X, 7%).
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3)

“4)

Seja A um conjunto dg-fechado em (X ,T) , entdo para todo U aberto em (X ,T) , tal
que A c U temos que clﬁ(A) c U. Como CZ(A) ccl; (A), segue que CI(A) cU
sempre que A CU e U € 7. Logo E é g-fechado em (X,7).

Seja A um subconjunto 6g-fechado e B um subconjunto d-fechado em (X ,r) , €

A B. Queremos mostrar que C é um subconjunto dg-fechado em X. Para isso, seja
U aberto em (X,7) tal que AN B c U .Entio 4 < U U(X - B) logo

cl(4)c UU(X - B). Agora, cl;(ANB)c (cl;(4))N B c U . Portanto AN B é dg-

fechado em (X,7).

Observacio 2.2.1: A reciproca do teorema anterior nao ¢ verdadeira. Por exemplo:

1.

Seja X = {a,b,c} eT= {@,{a}, {b,c},X}. Temos entao que (X,r) € um espago
topologico. Seja A = {b}. A é um subconjunto dg-fechado em (X,7) pois
cl(4)={b,c} c U para todo aberto U em (X,7). Mas A ndo é um subconjunto 5-
aberto em X pois, se fosse, A seria regularmente aberto em (X ,r).

Seja X ={a,b,c} e 7 ={D,{a,b}, X}. Temos entio que (X,z) é um espago
topoldgico. A semi-regularizacao de X ¢ (X,r *) onde 7* = {@,X}. Seja 4 = {b} Aé
um subconjunto g-fechado em (X, 7 *) pois cl.(4)= X < U para todo aberto U em
(X,7*). Mas A ndo é um subconjunto 8g-aberto em (X,7). De fato, U = {b,c}é
aberto em (X,7) tal que 4 U.Mas cly(4d)=X ¢ U.

Seja X = [0,1]. Vamos definir uma base para uma topologia 7 sobre X da seguinte
forma: para cada ponto de (O,l] considere o sistema de vizinhangas induzida pela

topologia usual sobre o sistema de nlimeros reais e seja o sistema de vizinhangas do

ponto x = 0 pelos conjuntos U, , onde U, = {0,%)—{1,%,...,1,...}. Temos que U, ¢
n

um subconjunto g-aberto em X, mas nao ¢ dg-fechado em X. De fato, [O] = {0} ¢ um

19



subconjunto fechado em X tal que [0] < U, . Mas ndo existe conjunto regularmente

aberto contido em U, e que contenha [0].

Observacio 2.2.2: Seja A ¢ um subconjunto regularmente fechado= A ¢ um subconjunto
O-fechado = A ¢ um subconjunto dg-fechado = A ¢ um subconjunto g-fechado.
Nenhuma das implicagdes contraria acima ¢ verdadeira. De fato, tome X como o conjunto

dos niimeros reais e 7 a topologia usual sobre X. O subconjunto ¥ = {x} é 5-fechado em X
pois YU e tal que xe U, intU ) {x}#@.Mas Y = {x} nio é regularmente fechado em

X pois intY =intY = int {x} = (J. Para os demais contra-exemplos para as outras

implicagdes, basta ver a observagdo anterior, itens 1 e 3.

Teorema 2.2.5 [12]:
1. A unido finita de conjuntos dg-fechados ¢ sempre um conjunto dg-fechado.
2. A unido contavel de conjuntos dg-fechados ndo precisa ser um conjunto dg-fechado.

3. A intersecdo de conjuntos dg-fechados pode ndo ser um conjunto dg-fechado.

Demonstracao:

(1) Seja 4= UAi onde, cada i=1,2,....,n, A ; € og-fechado. Seja U aberto tal que
i=1

A < U .Logo, paracadai=1,2,...,ntemosque 4, € U .Como cada 4, ¢ 5g-

fechado, temos que ¢/ (Al. ) c U paratodoi=1,2,...,n. Logo

int (U (4, )j — ] int ;(4,)c U .Portanto A ¢ um conjunto dg-fechado.
i=1 i=1

(2) Seja X o conjunto dos nimeros reais com a topologia usual. Como X ¢ semi-regular,

entdo todo conjunto com um tnico elemento e’6g-fechado em X. Seja N o conjunto de
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. .. : 1 , ix , :
todos os inteiros positivos. Seja 4 = U{—} que ¢ uma unido contavel de conjuntos og-
neN

fechados, mas ndo é um conjunto dg-fechado pois 4 < (0,1) e 0 e cl,4.

(3) Sejam X = {a,b,c,d,e} e 7 ={D,{a,b},{c}{a,b,c}, X}.Seja A ={a,c,d} e

B = 1{b,c,e}. Ambos A e B sio dg-fechados am X pois o tinico aberto que contem A ¢ B é
o proprio X. Mas 4 B = {c} ndo ¢ g-fechado pois {c}=C c {c} e

el () = int, (C) = levd,e} & fe).
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CAPITULO 3.

AXIOMAS DA SEPARACAO E ALGUNS RESULTADOS

Este capitulo estd dividido em duas se¢des. Na primeira se¢do, definimos e estudamos

algumas propriedades dos espagos T, dos espagos 7, e dos espagos Almost Weakly
2

Hausdorff. Também estabelecemos algumas relagdes entre eles. Definimos também os

espacos T, estudamos algumas de suas propriedades e desenvolvemos de forma propria

4
alguns resultados.
Na segunda se¢do, definimos e caracterizamos os espacos g-regulares e g-normais.
Sugerimos a defini¢do de espagos Almost g-regulares e desenvolvemos algumas de suas

propriedades.

3.1 Espacgos Almost Weakly Hausdorff, espacos 7,, espacos7, e

espacos 7,

2

Definicdo 3.1.1 [12]: Um espago topologico (X ,r) ¢ chamado espaco 7, quando todo

subconjunto unitério ¢ fechado.
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Definicao 3.1.2 [15]: Um espago topologico (X ,r) ¢ chamado espago 7, quando todo

2

subconjunto g-fechado em (X,7) é fechado.

Teorema 3.1.1 [15]: X é um espaco | se e somente se para cada X € X , o subconjunto
2

unitario {x} ¢ aberto ou fechado.

Demonstragio: Suponha que X é um espaco I’ 1 - Suponha que para cada X € X .o
2

subconjunto unitario {x} nio seja fechado em X.. Como X é a tinica vizinhanga de {x}°,
temos que {x}c g-fechado e portanto fechado. Logo {x} ¢ aberto em X.

Reciprocamente, seja A um subconjunto g-fechado em X, com x e A.Seo conjunto

unitario {x} ¢ aberto, temos que {x}( 4 # @ e portanto x € 4. Por outro lado, se {x} ¢

fechado, como A ¢ g-fechado, o tnico fechado contido em A—A4 6 conjunto vazio (pelo

Teorema 2.1.3). Como {x} c A segue que x € 4. Portanto, A=A4,o0u seja, A ¢ um

conjunto fechado em X e X é um espago I’ e
2

Corolario 3.1.1 [12]: Se (X, 7) ¢ um espago 1}, entdo (X,7) é um espago T,
2

Demonstracao: Segue direto da Definigdo 3.1.1 de espagos Tl e do teorema anterior.
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Teorema 3.1.2 [15]: Seja (X,r) um espaco T, e seja f: X — Y uma fungdo aberta e

2

bijetora tal que paracada ye Y, f ‘1({y}) ¢ um conjunto finito. Entao (Y ,O') € um espago

T,

2

Demonstracdo: Seja y € Y, Por hipdtese fﬁl({y}) = {xl,---,xn}. Se para algum i, {xi} ET

entio {y}={f{x,}} € o poisféuma fungdo aberta. Caso contrario, {x,|’ € 7 para todo

1

i=12,---,n e portanto {y} :f({xl}cﬂ--ﬂ{xn}c)ea. Portanto (Y,o) é um espago Tl-
2

Corolario 3.1.2 [15]: A imagem homeomorfa de um espago T 1 € um espago T 1.
2 2

Teorema 3.1.3 [15]: Seja X = H{Xa \a e J}. O espago (X,r) um espago Tl see
2

somente se X, € um espago T,
2

Demonstragdo: O espaco X contém um subespago que ¢ homeomorfo a X, . Basta entdo

usar o teorema e corolario anterior.

Teorema 3.1.4 [12]: Seja A um subconjunto de um espago semi-regular (X ,r).

1. A ¢ um conjunto dg-fechado se e somente se A ¢ g-fechado.

2. Se (X,r)também for um espago 1 1, entdo A ¢ 6g-fechado se e somente se A €
2

fechado.
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Demonstracao:

1. Suponha, inicialmente que A seja um conjunto dg-fechado em (X , T). Pelo
Teorema 2.2.3, segue que A ¢ g-fechado em (X,T *) Como 7 =7 * pois (X,Z') ¢ um
espaco semi-regular, segue que A ¢ g-fechado em (X ,Z').

Reciprocamente, suponha que A ¢é g-fechado em (X ,Z'). Como (X ,Z') ¢ semi-regular,
entdo, para todo U ez tal que 4 U temos que c/(4)=cl;(4)c U . Portanto A ¢ 8g-

fechado em (X , Z') .

2. Se (X ,T) ¢ um espago 1, 1, entdo todo subconjunto g-fechado em (X ,T) ¢ um
2

subconjunto fechado em (X , T). Pelo item anterior se A ¢ dg-fechado em (X ,T) entdo A ¢é
g-fechado e portanto A ¢ fechado em (X ,T). Reciprocamente, se A ¢ um subconjunto

fechado em (X,7), A é um subconjunto g-fechado em (X,7). Como (X ,T) € um espago

semi-regular, pelo item 1), segue que A € um subconjunto dg-fechado em (X ,r).

Definicao 3.1.3 [12]:Um espaco topoldgico (X ,T) ¢ chamado Almost Weakly Hausdorff

quando a semi-regularizagdo de (X ,T) ¢ T, 1.
2

Teorema 3.1.5 [14]: Para um espago topologico (X ,T ) as seguintes condi¢des sao
equivalentes:

1. (X T ) ¢ um espago Almost Weakly Hausdorff.

2. Paratodo x € X, {x} é um conjunto 3-fechado ou 3-aberto.

3. Paratodo x € X, {x} é um conjunto 8-fechado ou regularmente aberto.

Demonstracao:
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(1)= (2) Considere (X ,T) um espac¢o Almost Weakly Hausdorff. Entdo a semi-

regulariza¢do (X , T *) ¢ um espago 1, 1 Logo, Vxe X {x} é aberto ou fechado em
2

(X, 7*) Portanto {x} & 5-fechado ou 3-aberto.

(2
(3

paratodo x € X, {x} ¢ fechado ou aberto em (X , T *) Portanto (X T *) ¢ um espago T 1
2

)= (3) Imediato.
)= (1) Se paratodo x € X, {x} é 3-fechado ou regularmente aberto em (X ,T) entdo,

e (X , 2') ¢ um espago Almost Weakly Hausdorff.

Teorema 3.1.6 [12]: Em um espaco Almost Weakly Hausdorff (X , T), conjuntos g-

fechados em (X T *) sao d-fechado em (X T ) e portanto 6g-fechado em (X T )

Demonstragio: Seja A um subconjunto g-fechado em (X, z *). Como (X T ) ¢ Almost

Weakly Hausdorff, temos que (X ,T *) ¢ um espago 7, . Entdo A é um subconjunto fechado
2

em (X,7*). Portanto A ¢ um subconjunto regularmente fechado em (X,7) e entdo, A é um

subconjunto d-fechado em (X ,r), seguindo dai que A € um subconjunto dg-fechado em

(X,r).

Definicao 3.1.4 [12]: Um espaco topoldgico (X ,T) ¢ chamado espaco7; quando todo

4

subconjunto dg-fechado de (X ,T) ¢ o-fechado.

Lema 3.1.1 [12]: Em qualquer espago (X ,T ), um subconjunto unitario {x} ¢ 0-aberto se e

somente se ele € regularmente aberto.
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Demonstracao: Sejam (X ,r) um espacgo topologico e x € X . Suponha que {x} ¢ um
subconjunto 3-aberto. Entdo {x} é a unido de conjuntos regularmente abertos contidos em
{x}. Se {x} ndo fosse regularmente aberto, o tnico regularmente aberto contido em {x}
seria o conjunto vazio. Assim {x}=&. Absurdo.

A reciproca segue da defini¢do de conjunto d-aberto.

Teorema 3.1.7 [12]: Para um espago topologico (X ,2’), as seguintes condicdes sao

equivalentes:

1. X € um espago TE'
4

2. Todo subconjunto unitario {x }, ¢ d-aberto ou fechado.

3. Todo subconjunto unitario {x }, ¢ regularmente aberto ou fechado.

Demonstracao:

(1)=(2) Seja que X é um espaco 7, ex € X . Suponha que {x} ndo seja um subconjunto
4

fechado de (X ,r). Vamos mostrar que {x} ¢ dg-aberto. Para isso, tome um subconjunto F
fechado em (X,7) tal que F < {x}. Como o tinico conjunto contido em {x} é ele mesmo e
0 conjunto vazio, € Como supomos que {x} ndo ¢ fechado, segue que F = . Logo

F Cint,{x}. Portanto {x} é um subconjunto dg-aberto em (X,7). Agora, como por

hipotese (X ,r) ¢ um espago T, segue que {x} ¢ um subconjunto d-aberto em (X ,r).
4

(2) = (3) Por hipotese, todo subconjunto unitario {x}, ¢ d-aberto ou fechado. Pelo Lema
3.1.1, segue que subconjunto unitario {x}, ¢ regularmente aberto ou fechado.

(3) = (1) Seja A um subconjunto dg-aberto de (X ,T). Vamos mostrar que A € um
subconjunto d-aberto em (X ,r). Seja x € 4, pela hipotese, {x} ¢ regularmente aberto ou

fechado em (X ,r). Se {x} for regularmente aberto, para todos x € A4, entdo A ¢ d-aberto
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em (X ,r) (pelo Lema 3.1.1). Agora, se {x} fechado, para algum (ou todos) x € 4, como A

¢ dg-aberto de (X,7), {x}cint; 4. Assim 4= U {x}cint; 4. Como int, A A sempre,

xeAd

segue que int; A = A, e portanto A ¢ um subconjunto 6-aberto em (X ,r).

Teorema 3.1.8: O espaco X ¢ um espaco 7, se e somente se todo subconjunto B de X ¢
4

igual a intersecdo de todos regularmente fechados e todos abertos contendo B.

Demonstragdo: Suponha que X é um espaco 7, com B < X arbitrario. Entdo
4

B= ﬂ{{x}“ \x ¢ B}. Como todo {x} ¢ regularmente aberto ou fechado em X, entdo {x}* é

regularmente fechado ou aberto em X, seguindo dai o resultado.

Reciprocamente, suponha que todo subconjunto de X ¢ igual a interse¢ao de todos abertos e
regularmente fechados contendo B. Se x € X , pela hipotese, {x|° é a intersecio de todos
regularmente fechados e de todos abertos contendo {x} . Vamos mostrar que {x|* é
regularmente fechado ou aberto em X , ou seja, {x} ¢ regularmente aberto ou fechado em
X. Como {x} = X —{x}, segue que ¢, {x} = X ou cL{x}" = {x}". Se c/,{x}" = {x} para

todo x € X, entdo {x} ¢ 5-aberto e portanto X ¢ um espago 7, . Agora, se para algum
4

x € X tivermos ¢l {x|" # {x|, entdo c/;{x}’ = X .Mas {x} ¢ igual a intersecio de todos
regularmente fechado e todo todos aberto contendo {x}°. Como o tnico regularmente
fechado contendo {x}° é X, segue {x}° ¢ um conjunto aberto em X. Portanto {x} é fechado.
Concluimos entao que {x} ¢ regularmente aberto ou fechado em X para qualquer x € X .

Portanto X € um espago 7 .
4
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Teorema 3.1.9: Sejam X ¢ um espaco 75 e ¥ < X um subconjunto aberto em X.Entdo Y ¢
4

um espago T .
4

Demonstracdo: De fato, como X ¢ um espago 7,, Vy € Y, entdo {y} ¢ um subconjunto
4

regularmente aberto ou fechado em X. Se {y} ¢ um subconjunto regularmente aberto, como
Y ¢ aberto em X, segue que {y} =Y {y} ¢ aberto em Y. Vamos mostrar que

int, (cl, {y}) = int , (c/, {y}). Para cada k e int,(cl, {y}), existe um aberto U em Y tal que
xeU ccl,{y}. Como Y é aberto em X, segue que U ¢ aberto em X ¢ k € int ,(c/, {y}).
Assim int, (cl, {y}) cint , (c/,{y}). Agora, se k € int,(cl,{y}), existe um aberto V em X tal
que k €V (e, {y}). Como ke ¥ NY e ¥NY ¢abertoem Y com

keVNY cV c(cl{y}), segue que int,(cl, {y}) = int, (cl,{y}). Portanto,

int, (cly () =int, (ely v}) = int (el N Y) = int (el W)NY = INY = {1y}, ou seja
{y} é um subconjunto regularmente aberto em Y.

Mas, se {y} ¢ um subconjunto fechado em X, {y}=Y N{y} é fechado em Y. Portanto, Y ¢

um espago 7.
4

Teorema 3.1.10 [12]: Todo espago 7, € um espago T .

4

Demonstragio: Sejam X um espago 7; ¢ A = X um subconjunto dg-fechado em X. Tome
xecly (A), como X é I}, temos que {X } ¢ um conjunto fechado de X. Se X & A, entdo
{x} ccly (A) — A, como A é dg-fechado segue pelo Teorema 2.2.2 que c¢l;(4)— A ndo

contém conjunto fechado ndo vazio. Portanto cl; (A) = A e assim A ¢é d-fechado em X.

logo X € um espago T .
1
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Exemplo 3.1.2: Um exemplo de um espago 7, que ndo ¢ um espago 7, : Seja (X ,r) um
1

espago topoldgico onde X = {x,y,z}, eseja 7 = {@, {x}, {y}, {x,y},X}. Entdo (X,r) ¢

um espago 1 3 mas ndo ¢ um espago T;. De fato, (X,7) ndo é um espago 7, pois {x} ndo ¢
4

fechado em (X,r). Agora, (X,r) € um espago TE , pois
4

int{x} = int{x,z} = {x} entdo {x} ¢é regularmente aberto em (X,7);
int{y}=int{y,z} = {y} entdo {y} é regularmente aberto em (X,7);
{z} ¢ fechado em (X,7).

Pela definicao de espaco T 3, segue que (X ,r) € um espago T 3.
4 4

Teorema 3.1.11 [12]: Todo espago Té ¢ um espago Tl .
4 2

Demonstragdo: Sejam X um espago 7, ¢ 4 < X um subconjunto g-fechado de X. Como

4

X é um Espago I 3,0U {x} ¢ um subconjunto d-aberto ou fechado. Logo, ou {x} ¢ aberto ou
4

fechado. Pelo Teorema 3.1.6, temos que X ¢ um Espaco T 3.
4

Exemplo 3.1.3: Um exemplo de espaco T 1 que ndo € um espago T 3.
2 4

Seja X ={a,b} e 7 = {@,{a}, X}. Entdo (X,7) é um espago topoldgico. Observe que

(X,7) éum espago T, . Mas (X,7) ndo é um espago T, . De fato, {a} ndo ¢ fechado pois
2 4

{b}ndo é aberto. {a} também nio S-aberto pois int@ = X # {a}.
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Teorema 3.1.12 [12] : Para um espago topoldgico (X T ) as seguintes condi¢des sdao
equivalentes:

1. X ¢ Almost Weakly Hausdorff.

2. X éum espago I 3 e cada conjunto {x} ¢ o-fechado ou d-aberto em (X ,r).
4

Demonstracao:
(1)=(2) Suponha que (X ,z') ¢ um espago Almost Weakly Hausdorff, entao (X ,T *) € um

espago T, . Seja A um subconjunto d6g-fechado em (X ,z'), entdo A ¢ g-fechado em (X ,T *),
2

e portanto A é fechado em (X, *). Assim A é regularmente fechado em (X, ) e portanto

A ¢ 8-fechado em (X,7). Logo (X,7) é um espago I’ 3. Entéo {x} ¢ d-fechado ou 6-aberto
4

em (X,T).

(2)= (1)Suponha que (X,T) ¢ um espago Tg e que Vx e X, {x} ¢ um subconjunto o-
4

fechado ou 8-aberto em (X,7). Portanto {x} é fechado ou aberto

em (X,7*). Logo, pelo Teorema 3.1.1, (X,7 *) é um espago T eassim (X,7) éum
2

espago Almost Weakly Hausdorff.

Teorema 3.1.13: Seja X = H{Xa \a e J}. Se (X,z') um espago TE entdo X, ¢ um
4

espago I’ 3.
4

Demonstragdo: Seja X = H{Xa \a € J} tal que (X,7) um espago Tg . Escolha o € J
4

qualquer, vamos mostrar que X, ¢ um espago T; . Seja x, € X, qualquer, entdo para
4
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qualquer x = (xﬂ € X onde x; € X, ¢ um elemento qualquer de X, se S # o mas se

hes
a=p, x; =x,,temos que {x} = {(xﬂ ) ey }c X ¢éregularmente aberto ou fechado em

(X , r).

Consideremos 7 como a topologia produto sobre X. Entdo {x} ndo ¢ aberto em (X ,z') pois
todo aberto em X possui infinitas parcelas iguais a X ;, com /S variando em J . Assim {x}

nio é regularmente aberto em (X,7). Entdo {x} ¢ fechado em (X,7) e portanto {x,} é

fechado em X . Logo X, é um espago /- 3.
4

Considerando 7 como a topologia da caixa sobre X. Se {x} é fechado em (X,7) , entdo

{x,} é fechado em X, . Agora, se {x} é regularmente aberto em (X,7),

H{xﬁ}: {x} = int {x} = int i%xﬂg):intnmznint X, { . Portanto, x,}=int{x, }e
peJ peJ peJ

pel

X, €um espago T}
4

Em qualquer caso, se X = H{Xa \a e J}. Se (X,z') um espago TE entdo X, ¢ um
4

espago 1’ 3.
4

Corolario 3.1.3: Seja X = H{Xa \a €{1,2,---,n}}. O espago (X,7) é um espago Tg
4

entdo X, € um espago TE'
4

Demonstragdo: Suponha que X seja um espaco /- 3.5¢ja a € {1,2,---,n}qualquer e X, o0
4

espago correspondente. Queremos mostrar que X, é um espago !5 . Para isso, tome
4

x, € X, um elemento qualquer. Como X € um espago TE’ eseja x = (xl,- . -,xn) € X no
4
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qual x, = x, na o-ésima posi¢éo e se a # f#, x, € X, € um elemento qualquer. Entdo {x}
¢ regularmente aberto ou fechado em X. Logo {xa} ¢ regularmente aberto ou fechado em

X

a

Exemplo 3.1.4: Reciproca do teorema anterior ndo ¢ verdadeira.

O produto de dois espagos T, ndo € geralmente um espago 7. Por exemplo X = {a,b,c} e
4 4

r={@,{a},{b}.{a,b}, X} . Seja O = {(c,b)}, entdo Q é Sg-fechado em X x X . De fato, o
unico aberto em X x X ¢ contendo Q € o proprio X x X

Observe que Q nao ¢ d-fechado em X x X pois X —Q ndo ¢ aberto em X x X .

Lema 3.1.4: Seja X = H{Xa \a € J} onde J é infinito. Entdo X é T, se e somente se 7,

4

(A topologia considerada sobre X ¢ a topologia produto).

Demonstragdo: Suponha que X é um espago 7. Seja x € X, {x} ndo ¢ aberto na topologia
4

produto, portanto {x} ndo ¢ regularmente aberto na topologia produto. Como X ¢ T}, {x} ¢
4

fechado. Dai segue X é um espacgo 7, .

A reciproca ja foi provada no Teorema 3.1.10.

Teorema 3.1.14: Seja X = H{Xa \a € J} onde J é infinito. Entdo X é um espago 7, se e

4
somente se cada X, é um espago 7, (A topologia considerada sobre X ¢ a topologia

produto).
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Demonstragdo: De fato se X ¢ um espago 7, pelo lema anterior, X ¢ um espago 7}, entdo
4

X, éum espaco I, paratodo a € J .

Reciprocamente, se X, é um espago 7, paratodo a € J, entdo X é um espago 7.

Portanto X ¢ um espaco T 3 (pelo Teorema 3.1.10).
4

Teorema 3.1.15 [15]: Seja (X,7) = H{(Xl.,rl.)\i =1,2,...,n}. Entdo X é um espago T, see

2

somente se uma das seguintes condi¢des ¢ satisfeita:
a. (Xi,ri) ¢ um espago 7, paratodo i =1,2,...,n

ou

b. para algum £, (X k,rk) ¢ um espago 7, mas ndo 7; onde (X ,-aT,-) ¢ discreto para
2

todo i # k.

Demonstragdo: Suponha primeiramente que X ¢ um espago 7, € que o item a. ndo seja
2

satisfeito. Suponha também que, para algum k, (X k,rk) ndo € um espago 7}, mas ¢ um

espago 7, . Fixe i # k . Afirmamos que (X,,7,) ¢ um espago discreto. Caso contrario, existe
2

um x; € X, tal que {x,.}é 7,. Todavia, para algum x, € X, x, ndo ¢ fechado em (X k,rk).
Defina x* e X por
x*(k)=x,
x*(i)=x,
x*(j)e X , arbitrariamente parai # ki
Se {x*} e 7, entdo a i-ésima projecio P[{x*}]= {x,} € r,, uma contradigdo. Se {x*} ¢
fechado em (X,7) entio {x, } é fechado em (X,,7,) também uma contradigdo. Pelo

Teorema 3.1.1 segue que (X,,7,) é discreto para todo i # k.
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Reciprocamente, se o item a. ¢ verdadeiro (X ,r) ¢ um espago I e portanto 7, (pelo
2

Teorema 3.1.10). Se o item b. for verdadeiro entdo para algum £, (X k,rk) ¢ um espago 7,
2

mas ndo 7, onde (X,,7,) ¢ discreto para todo i # k. Seja x € X . Se {x, } € 7, , entdo
X = H{x_/ \I<j< n}e 7. Por outro lado se {x, }

E fechado em (X,,z,) entdo {x} é fechado em (X,7). Portanto (X,z) é um espago T, Ik
2

Teorema 3.1.16: Seja (X,7)= H{(X ,)\i=12,...,n}. Entdo X é um espaco Ty see

27
4

somente se uma das seguintes condigdes ¢ satisfeita:
a. (Xi,ri) ¢ um espago 7, paratodo i =1,2,...,n

ou

b. para algum £, (X k,rk) ¢ um espago 7, mas ndo 7; onde (X ,-aT,-) ¢ discreto para
4

todo i # k

Demonstragdo: Suponha primeiramente que X ¢ um espaco 7; . Entdo X é um espago T,
4 2

pelo Teorema 3.1.11. Pelo Teorema anterior, a) ou b) ¢€ satisfeitas.

Reciprocamente, se a) ¢ satisfeita, (X ,r) ¢ um espaco 7;. Logo (X ,r) ¢ um espago 75 .
4

Agora, se a condicdo b) for satisfeita, entdo para algum k, X ¢ um espago 7, mas ndo 7| ,
4

enquanto (X ,-aT,-) ¢ discreto paratodo i # k. Seja x € X, se {xk} ¢ regularmente aberto,
entdo {x}= H{x )= 1,2,...,n} ¢ regularmente aberto (pois (X,,z,) é discreto para todo
i # k). Por outro lado, se {xk} ¢ fechado, {x} = H{xj /j= 1,2,...,n} ¢ fechado em X (pois

(XA r) ¢ discreto para todo i # k). Logo (X,r) ¢ um espago T .

27
4
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Teorema 3.1.17: Seja (X,z,) um espago T, , Va € J , onde {r, \a € J} é uma familia
3

totalmente ordenada em relagdo a inclusdo. Entdo (X,N{r, \ @ € J}) é um espaco T .
!

Demonstracao: Seja x € X e suponha que {x} ndo seja regularmente aberto em
(X ,ﬂ{ra \aeJ }) Entdo {x} ndo ¢ regularmente aberto em (X ,rﬂ) para algum S e J.

Como, por hipdtese, (X ,Tﬂ) éT 5 {x} ¢ fechado em (X ,rﬂ). Vamos mostrar que {x} é
4

fechado em (X,7,),Va € J .Se a € J é tal que T, S 7,,entdo {x} é fechado em (X,7,).
Agora,se o € J étal que 7, C 74, €€ {x} ndo é fechado em (X,7,), entdo {x} ndo pode
ser fechado em (X ,T ﬂ), contradigdo. Logo {x} ¢ regularmente aberto ou fechado em

(X.N{z, \a € J}), e portanto (X,N{z, \ e € J}) é um espago Ty.

4

Lema 3.1.5(Lema de Zorn): Seja X um conjunto parcialmente ordenado tal que toda

cadeia tenha pelo menos uma cota superior, entdo X tem um elemento maximal

Corolario 3.1.4: Para qualquer topologia 7 sobre um espaco X, existe uma topologia v
sobre X tal que :
a. TCUL

b. (X,v) éum espago T

4

c. Se (X,O') ¢ um espago I, para r C o C v, entdo o = V.
4

Demonstracdo: Seja o = {z'a \aeJ } uma familia indexada de todas as topologias mais

finas que 7 sobre um espaco X. tal que (X ,ra) ¢ um espago T . Note que g # & pois X
4

com a topologia discreta ¢ um espago 7, . Todavia, se {ra \aeJ *} ¢ um subconjunto de
4
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§ totalmente ordenado como respeito a inclusdo, entao pelo teorema anterior,

(X,0)=(X,N{r, \@ € J*}) é um espago T, tal que 7 — . Entdo o € g e pelo Lema de

4

Zorn , £ possui um elemento minimal v que satisfaz as propriedades acima.
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3.2 Espaco g-regular, Espaco g-normal e espaco Almost g-

regular

Definicao 3.2.1 [26]: Um espaco X ¢ dito regular quando para cada par (x,B) tal que x € X
e B é um subconjunto fechado em X com x & B, existirem abertos U e V disjuntos tais que

xeUeBcV.

Definicao 3.2.2 [30]: Um espaco X ¢ dito regular generalizado (escrito como g-regular)
quando para cada par (x,B) tal que x € X e B é um subconjunto g-fechado em X com

x ¢ B, existirem abertos U e V disjuntos taisque xeU e BC V.

Definicao 3.2.3 [26]: Um espaco X ¢ dito normal quando para cada par (A,B) de
subconjuntos fechados em X com A B=@, existirem abertos U e V disjuntos tais que

AcU e BcV.

Defini¢ao 3.2.4 [30]: Um espaco X ¢ dito normal generalizado (escrito como g-normal)
quando para cada par (A,B) de subconjuntos g-fechados em X com A1 B=O, existirem

abertos U e V disjuntos taisque Ac Be Bc V.

Definicao 3.2.5 [3]: Um espacgo X ¢ dito Hausdorff quando para cada par (x,y) de

elementos de X com x # y, existirem abertos U e V disjuntos taisque x€EUey€E V.
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Teorema 3.2.1 [21]: Seja (X,T) um espaco topologico. O espaco (X, T) ¢ um espago de

Hausdorff, se e somente se (X , T *) ¢ um espago de Hausdorft.

Demonstracao: Sejam (X T ) um espaco Hausdorffe x,y € X tais que x # y. Entao
existem U e V abertos disjuntos em (X ,T) taisque x €U e y € V' . Entdo

xeintU =U L€ VE itV = Vi, com V| e U, subconjuntos regularmente abertos em

(X T ) contendo y e X, respectivamente. Falta mostrar que V', e U, sdo disjuntos. Como
UNv = &, entdo U, NV = intU NV = 3. Mas, desde que U, eV sdo abertos,
U,NV =@ . Portanto U, NV, =U,NintV cU,NV =&

Como 7* c 7, a reciproca ¢ imediata.

Definicao 3.2.6 [3]: Um espaco X ¢ chamado g-Hausdorff quando para cada par (x,y) de

elementos de X com x # y, existirem g-abertos U e V disjuntos taisque x€EUey€ V.

Observacao 3.2.1:

1. Se X éum espago g-regular entdo X ¢é regular.De fato, sejam x € X e B ¢ um
subconjunto fechado em X (e portanto g-fechado) tal que x & B. Como X é g-
regular, existem U e V abertos disjuntos tais que x € U e BC V. Portanto X é
regular.

2. Se X ¢ um espago g-normal, entdo X serd normal.De fato, sejam A ¢ B
subconjuntos fechados em X (e portanto g-fechados de X) tal que A\ B = .

Como X ¢ g-normal, existem U e V abertos disjuntos taisque AcU e Bc V.

Portanto X é normal.

Teorema 3.2.2 [3]: Se X ¢ um espago de Hausdorff, entdo X ¢ um espago g-Hausdorff.
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Demonstracao: Se X ¢ Hausdorff entdo para cada par de (x,y) de elementos de X com

x # y, existem abertos U e V disjuntos tais que x € U e yE V. Como todo conjunto aberto

¢ g-aberto, segue que X ¢ g-Hausdorff.

Teorema 3.2.3: Seja (X ,T) um espaco topologico g-regular. Se (X ,T) for um espago g-

Hausdorff, entdo (X T ) ¢ um espaco de Hausdorff.

Demonstracao: Seja (X T ) um espacgo topologico g-regular. Suponha que (X T ) seja um
espaco g-Hausdorff. Tomex, y € X quaisquer tais que X # y . Como (X ,T) ¢ g-Hausdorff,
existem g-abertos disjuntos U e V taisque xeU e y e V. Como (X T ) ¢ um espago g-

regular, existem abertos Z ¢ W tais que erchU, yeWchV,e

ZNW cUNV = . Portanto, existem abertos Z e W disjuntos tais que xe€Ze yeW .

Dai segue que (X , T ) ¢ um espago de Hausdorff.

Corolario 3.2.1: Seja (X T ) um espago topologico g-regular. Se (X T ) for um espago g-

Hausdorff se e somente se (X , T) ¢ um espago de Hausdorft.

Exemplo 3.2.1: Vejamos um exemplo de espaco g-Hausdorff que ndo ¢ Hausdorff.
Considere X ={a,b,c} e 7 ={D,{a}, X }. Temos que (X,7) é um espago topologico.
Observe que (X,7) nio é um espago de Hausdorff pois {a} ndo ¢ fechado em (X,7). Mas
(X,7) é g-Hausdorff. De fato, como {a} é aberto em (X,) entdo ¢ g-aberto em (X,7).
Agora, {b}je {c} sdo g-abertos em (X,7) pois o inico fechado contido em ambos é o

conjunto vazio.
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Corolario 3.2.2: Se (X,7) for Hausdorff entdo (X,7*) é g-Hausdorff.

Demonstracao:
Sejam (X ,T ) um espaco Hausdorffe x,y e X tais que x # ). Entdo, pelo Teorema 3.2.1,

(X,7*) é Hausdorff. Logo, pelo Teorema anterior, (X,z*) é g-HausdorfT.

Lema 3.2.2: Seja (X ,T ) um espaco Almost Weakly Hausdorff. Se (X ,T *) for g-

Hausdorff entdo (X ,T) ¢ g-Hausdorff.

Demonstracao:

Sejam (X , Z') um espago Almost Weakly Hausdorffe X, € X tais que x # y. Se

(X ,T *) ¢ um espago g-Hausdorff, existem U e V' g-abertos disjunto de (X ,T *) tais que
xelUeyeV . Como (X ,T) um espago Almost Weakly Hausdorff entdo conjuntos g-
abertos em (X , T *) sdo d-abertos em (X T ) e portanto g-abertos em (X ,T ) Portanto U

e V g-abertos disjunto de (X ,T ) taisque xelU e yeV e (X T ) ¢ g-HausdorfT.
Teorema 3.2.4 [26]: Se todo conjunto unitario for fechado em X, entdo se X ¢ um espago
regular temos que X ¢ um espago Hausdorft.

Demonstracio: Sejam x,y € X tais que x # y. Desde que {x} ¢ fechadoem X, y ¢ {x} e
X ¢ um espago regular, existem abertos disjuntos U e V tais que x e U e y € V. Portanto

X € um espago de Hausdorff.

Corolario 3.2.3: Suponha que todo conjunto unitario de X seja fechado. Se X € um espago

g-regular, entdo X ¢ um espago Hausdorff.
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Demonstracao: Desde que todo espago g-regular ¢ um espaco regular, e todo espago regular

¢ Hausdorff; temos que todo espaco g-regular ¢ um espago Hausdorff.

Corolario 3.2.4: Suponha que todo conjunto unitario de X seja fechado. Se X ¢ g-regular,

entdo X ¢ g-Hausdorft.

Demonstracao: Se X ¢ um espago g-regular entdo, pelo Corolério 3.2.3 X ¢ um espago de

Hausdorff. Por sua vez, pelo Teorema 3.2.2, X ¢ um espaco g-Hausdorft.

Teorema 3.2.5: Suponha que todo conjunto unitario de X seja g-fechado. Entao X g-

normal implica X g-regular.

Demonstracao: Sejam U um subconjunto g-fechado em X e x € X tal que x ¢ U . Como
todo conjunto unitério € g-fechado, seque que {x} ¢ g-fechado em X. Como X ¢ um espago
g-normal, existem abertos disjuntos Ve W tais que x € V' e U < W . Portanto X ¢ um

espago g-regular.

Corolario 3.2.5: Suponha que todo conjunto unitario de X seja fechado. Entdo X g-normal

implica X g-Hausdorff.

Demonstracao: De acordo com o Teorema 3.2.5, se X ¢ um espaco g-normal, entdo X é um

espago g-regular e portanto, pelo Corolario 3.2.4, X ¢ um espago g-Hausdorff.

Teorema 3.2.6: Para um espaco X, sdo equivalentes:
1. X ¢ um espago g-regular.

2. Paracada x € X e uma g-vizinhanca U de x, existe uma vizinhanga V de x tal que

I7CU.
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3. Paracada x € X e cada subconjunto g-fechado A em X tal que x ¢ 4, existe um

conjunto aberto U contendo x tal que UNA=02.

Demonstracao:
(1= 2)Seja x € X e uma g-vizinhanca U de x, entdo B = X —U ¢ um subconjunto g-
fechado em X tal que x ¢ B. Como X ¢ g-regular, existem W e V abertos disjuntos em X

tais que
x eV e Bc W.Observe que o conjunto V¢ disjunto de B. De fato, se y € B entdo W ¢
uma vizinhanga de y disjunta de V, logo y ¢ VeVNB=0Q.

Logo x e Vcu.
(2= 3) Sejam x € X e A um subconjunto g-fechado em X tal que x ¢ Aentdo B=X - 4

¢ uma g-vizinhanga aberta em X tal que x € B. Por hipdtese, existe uma vizinhanga V de x

tal que V cU .Dai segue que existe uma vizinhanga V de x tal que VNA=2.

(3= 1) Seja x € X e A g-fechado em X tal que x ¢ 4. Por hipdtese existe um conjunto

aberto U contendo x tal que UNA=Q.Entdo V = X —U ¢éuma aberto de X, tal que
AcV,xeU e UNV =J. Portanto X ¢é g-regular.

Corolario 3.2.6: Se um espaco (X ,T) ¢ um espago g-regular, entdo para cada x € X e cada

vizinhanga U de x € U existe uma g-vizinhanga V de x tal que V' < V cintU .

Demonstragdo: Sejam x € X e U uma vizinhanga de x, entdo B =X —U ¢ um
subconjunto fechado em X, portanto g-fechado, tal que x € B. Como X ¢ g-regular, existem

W e V abertos disjuntos, portanto g-abertos disjuntos em X tais que

xeV e Bc W .Observe que o conjunto Vé disjunto de B. De fato, se y € B entdo W ¢
uma vizinhanga de y disjunta de V, logo y ¢ VeVNB=0Q.

Portanto xeV cV c U =intU cintU .
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Corolario 3.2.7: Se (X ,r) ¢ um espago g-regular entdo, para cada x € X e cada g-

vizinhanga U de x, existe uma g-vizinhanga V de x tal que V' < V cintU .

Demonstragao: Sejam (X ,r) ¢ um espago g-regular, x € X e U g-vizinhanca de x. Entdo,
pelo Teorema 3.2.6, existe um aberto V contendo x tal que V' VcU.ComoU é g-aberto,

V<V cintU cintU . Lembrando que todo aberto € g-aberto, dai segue o resultado.

Corolario 3.2.8: Se (X ,z') ¢ um espaco g-regular entdo, para cada x € X e cada g-

vizinhanga U de x, existe uma g-vizinhanga V de x tal que V' < V cintU .

Demonstra¢ao: Sejam (X ,r) ¢ um espaco g-regular, x € X e U g-vizinhanga de x. Entao,
pelo Teorema 3.2.6, existe um aberto V contendo x tal que V' < V cU.Como U é g-

aberto, V' < V cintU Cint U . Lembrando que todo aberto ¢ g-aberto, segue o resultado.

Teorema 3.2.7: Seja (X ,T) um espaco topologico. Dado um subconjunto 4 < X g-

fechado e x € X tal que x ¢ A. Entao (X ,r) ¢ um espago g-regular se e somente se

existem abertos Ue V taisque xeU, AcV e UNV=9.

Demonstragao: Suponha que (X ,T) ¢ um espago g-regular. Sejam 4 < X g-fechado e

x € X tal que x ¢ 4. Entdo existem abertos Ue Vtaisque xelV, AcU e EﬂV =.
Desde que U ¢ regularmente fechado e portanto g-fechado e x € X tal que x ¢ U. Entdo
existem abertos Ze Wtaisque xe Z, A C U cWe Z W = . Assim, existem abertos
UeZtaisque xeZ, AcU ¢ EﬂﬁgfﬂWz@.

Reciprocamente, suponha que dado um subconjunto 4 — X g-abertoe x € X tal que

x ¢ A, existem abertos Ue Vtaisque xeU, AcV e U ﬂ17 = . Entdo existem abertos

UeVtaisque xeU, AcV e UNV cUNV =D .
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Pela Defini¢do 3.2.2, temos que (X ,r) ¢ um espago g-regular.

Corolario 3.2.9: Se um espaco topoldgico (X ,r) ¢ g-regular entdo, para todo fechado A e
cada ponto x ndo pertencente a A, existem abertos V| e V; tais que xeV,, ACV, e

V,NV, =2.

Demonstracao: Direto do teorema anterior.

Teorema 3.2.8: Sejam (X ,r)um espaco topologico e A um subconjunto g-fechado em

(X ,r). Se (X ,T) ¢ um espago g-regular entdo A ¢é g-regular como subespago de (X ,r).

Demonstracao: Seja a € A e F um subconjunto de A g-fechado em A tal que a ¢ F'. Como
A ¢ g-fechado em (X ,T), segue que F também ¢ g-fechado em (X ,r) eae X—-F.Como
(X ,z') ¢ g-regular, existem abertos U e V disjuntos tais que a e U ¢ F < V. Os conjuntos
U'=UNA eV'=VA sdo abertos em A disjuntos tais que a e U' ¢ F < V'. Portanto A

¢ um subespaco g-regular.

Teorema 3.2.9: Para um espago X, sdo equivalentes:
1. X ¢ g-normal.

2.  Paratodo g-fechado F e todo g-aberto G em X tal que F < G, existir um aberto H tal

que Fc Hc HcG.
Demonstracao:

(1= 2) Seja F g-fechado e G g-aberto em X, talque ¥ < G.Entdo B=X -G éum
conjunto g-fechado em X tal que B[\ F = . Pela hipotese, existem abertos H e V
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disjuntos tais que F < H ¢ BV . Além disso H (1B = . De fato, se y € B entdo V é

uma vizinhanga de y disjunta de H. Logo y ¢ H. Logo HcGe FcHcHCG.

(2=1) Sejam A e B g-fechados disjuntos em X, entdo G = X — B ¢ um conjunto g-aberto
em X tal que G contém A. Por hipotese, existe um aberto H tal que 4 < H HcQG. Seja
V=X-H assim,como H—cG=X-Bentio Bc X-H=V. Logo, existem g-abertos

H e V disjuntos taisque B <V e A — H . Portanto X ¢ um espago g-normal.

Teorema 3.2.10 [26]: Todo espago metrizadvel é normal.

Observagao 3.2.3: O teorema acima ndo ¢ verdadeiro se trocarmos normal por g-normal.
De fato, se X ¢ um espaco metrizavel, pelo Teorema anterior X é um espaco normal. Mas
conjuntos g-fechados disjuntos, em geral nao podem ser separados por conjuntos abertos.
Por exemplo: seja X = {a,b,c} e 7 = {@,{a}, X}. Observe que os conjuntos {b} e {c} sio
conjuntos g-fechados e disjuntos, mas nao podem ser separados por abertos e disjuntos de

(X,r).

Teorema 3.2.11 [26]: Todo espago regular com base contavel ¢ normal.

Teorema 3.2.12: Todo espago g-regular com base contavel ¢ g-normal.

Demonstracao: Seja X um espaco g-regular com uma base contavel . Sejam A ¢ B
subconjuntos g-fechados e disjuntos em X. Para cada elemento x de A, existe uma
vizinhanga U de x que nao intersecta B, pois X ¢ um espago g-regular. Ainda por X ser g-
regular, podemos escolher uma vizinhanga V de x tal que o fecho est4 contido em U
(Teorema 3.2.6). Finalmente, escolha um elemento de B contendo x e que esteja contido em

V. Escolhendo dessa forma um elemento @ para cada ponto x de A, formamos uma
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cobertura de A por abertos de X, portanto uma cobertura de A por g-abertos de X, cujo
fecho ndo intersecta B. Desde que a cobertura de A ¢ contavel, podemos indexa-los com

inteiros positivos, vamos denota-los por {U, }.

Similarmente, escolha uma colegdo contavel {V,} de conjuntos abertos, portanto g-

abertos, cobrindo B, tal que o fecho dos V;, sdo disjuntos de A Os conjuntos U = UUn e
v =J¥, sdo conjuntos abertos contendo A e B, respectivamente, mas eles ndo precisam

ser disjuntos. Vamos construir dois abertos que sao disjuntos e cobrem A e B. Dado n,

defina
U'n:Un_UVi V'n:Vn_UU_[
i=1 i=1
Note que ', sdo conjuntos abertos, sendo a diferenga de um conjunto aberto ¢, e de um

fechado UV Similarmente cada conjunto ¥, ¢ aberto. A colegdo {U . } ¢ uma cobertura
i=1

de A, pois cada x € A pertence a U » praalgum n, e x nio pertence a nenhum dos V’; .

Similarmente, a colegdo {V'n } ¢ uma cobertura de A Finalmente, os conjuntos abertos

U'Z UU'" V': UV'n

nezZ, nezZ,

sdo disjuntos, pois se x e U W', entdo x e U,'MV,'para algum j e k. Suponha que j <k.Da
defini¢do de U;’, temos que X € U j» desde que j <k, da defini¢do de V', temos que
X & U_j . Contradigao.

Agora, se k < j. Da definigdo de ¥}, temos que x e V., desde que k <j, da defini¢do de

Ux’, temos que x ¢ U_k .Contradicao.

Definicao 3.2.7 [13]: Um subconjunto 4 de um espago topologico (X ,T) ¢ dito a-
Hausdorff se e somente se para quaisquer dois elementos @,b € X onde a € 4 ¢

b e X — A existem abertos disjuntos U e V em (X ,T) contendo a e b, respectivamente.
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Defini¢ao 3.2.8: Um subconjunto A de um espaco topologico (X , T) ¢ chamado ag-
Hausdorff se e somente se para quaisquer dois ponto @,b € X onde a € 4 e

b e X — A existir g-abertos disjuntos Ue ¥ em (X,7) contendo a e b, respectivamente.

Exemplo 3.2.2: Sejam X = {a,b,c} e 7 = {@,{b}, X}. Entdo (X,7) é um espaco
topologico. Considere 4 = {a,c}, temos que A ¢ um subconjunto ag-Hausdorff. De fato,
a,c € A, tanto{a} quanto {c} sdo g-abertos pois o inico fechado contido em ambos é o
conjunto vazio. O Gnico elemento em (X ,z') que ndo pertence a A € b, e {b} ¢ um

conjunto g-aberto contendo b e ndo intersecta {a} e {c}.

Definicao 3.2.9 [22]: Um subconjunto 4 de um espaco topologico (X , T) ¢ chamado a-

regular se e somente se para todo ponto a € A e todo aberto U em (X ,r) tal que a €U

existe um aberto ¥ em (X,7) talque a € V < VcU.

Teorema 3.2.13: Seja A um subconjunto a-regular no espago topologico (X , r). Entao,

para qualquer fechado ' em (X ,T) e qualquer ponto a € A tal que a € X — F, existe

abertos disjuntos contendo a e F,, respectivamente.

Demonstracao: Sejam A um subconjunto a-regular no espago topoldgico (X , T) e I um

conjunto fechado em (X,7) talque a€ 4 e ae X — F =U onde U ¢ aberto em (X, 7).

Entdo, por defini¢do, existe um aberto V' talque a €V < VcU.DefinaW=X-V ,

entdo W ¢ um aberto em (X,r) talque WNV =@, aeV e FcX-UcX-V=W.

48



Defini¢ao 3.2.10: Um subconjunto 4 de um espago topoldgico (X , 2') ¢ chamado ag-
regular se e somente se para todo ponto @ € A e todo g-aberto U em (X ,r) tal que aeU

existir um aberto V' talque a € V' Vecu.

Teorema 3.2.14: Seja A um subconjunto ag-regular do espago topoldgico (X , r). Entao,

para qualquer g-fechado ' em (X ,T) e qualquer ponto a € 4 tal que @ € X — F', existir

abertos disjuntos contendo a e F, respectivamente.

Demonstracao: Sejam A um subconjunto ag-regular do espaco topoldgico (X ,r) e FF um
conjunto g-fechado em (X ,2') talque a€ A e ae X — F =U onde U é g-aberto em

(X ,z‘). Entdo, por definicdo, existe um aberto V" talque a €V V < U . Defina

W =X -V, entdo V é um aberto em (X,r) talque WNV =T, aeV e

FcX-UcX-V=W.

Exemplo 3.2.3: Sejam X = {a,b} e 7= {@.{a}.{b}, X} . Entdo (X,7) é um espaco
topolégico. Considere 4 = {a}, temos que A ¢ um subconjunto ag-regular. De fato, {a} ¢
g-fechado pois {a_} ={a} c U . Para todo aberto U contendo A. O tnico elemento em (X,7)

que ndo pertence a A é b, e {b} é um conjunto aberto contendo b e nio intersecta {a/}.

Teorema 3.2.15: Sejam (X ,z') um espaco topoldgico e A um subconjunto de (X ,z'). 0]
subconjunto A é ag-regular se e somente se todo ponto @ € 4 e todo g-aberto U em

(X,7) tal que a € U existir um regularmente aberto ¥ tal que a € V < VcU.
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Demonstracao: Seja A um subconjunto ag-regular de um espago topoldgico (X ,T ) Entao,
para todo ponto a € 4 e todo g-aberto U em (X ,z') tal que @ € U existe um aberto ¥ tal

que aeW c WU (por definicao de conjunto ag-regular). Como V = int éum

subconjunto regularmente aberto em (x,7). De fato, intV = int(int Wj DintV =V . Agora,

se x €intV = int[int W), entdo existe uma vizinhanca B de x tal que B int W c W .

Portanto x e B =intB intW = V,e intV =V . Além disso, a € W=intW cintW =V .

Mais ainda, aeW:inthintW:Vc?:inthWcU.
Logo, existe um regularmente aberto V' tal que a e V VcuU.

A reciproca segue da definicdo de conjunto ag-regular (Definicao 3.2.10)

Observacoes 3.2.2:

1. Sejam (X ,r) um espaco topologico e A um subconjunto de X. Se 4 € ag-regular

entdo 4 ¢ a-regular.

2. Sejam (X ,z') um espaco topologico e A um subconjunto de X. Se 4 ¢ a-Hausdorff

entdo A4 ¢ ag-Hausdorff.
De fato:

1. Sejam (X ,z') um espaco topologico e A um subconjunto ag-regular em X. Tome
a € A e um aberto U em (X ,T) tal que a € U . Como todo aberto é g-aberto, pela
hipotese, existe um aberto V' tal que a € V' V < U . Portanto A ¢é o-regular.

2. Sejam (X ,z') um espaco topologico e A um subconjunto a-Hausdorff em X. Dado

quaisquer dois ponto a,b € X onde ae A e b€ X — A, por hipédtese, existe

abertos e disjuntos U e V' contendo a e b, respectivamente. Como todo aberto ¢ g-

aberto, temos que 4 ¢ ag-Hausdorft.
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Exemplo 3.2.4: Sejam X = {a,b,c} e 7 = {@,{b}, X}. Entdo (X,7) é um espaco
topologico. Considere 4 = {a,c}, temos que A ¢ um subconjunto ag-Hausdorff. De fato,
a,c € A, tanto{a} quanto {c} sdo g-abertos pois o inico fechado contido em ambos é o
conjunto vazio. O tinico elemento em (X,7) que ndo pertence a A éb, e {b} éum
conjunto g-aberto contendo b e ndo intersecta {a} e {c}.

Observe também que A nio é a-Hausdorff. De fato, o tnico elemento em (X,7) que ndo
pertence a A é o elemento b, e {b} é um conjunto aberto contendo b, mas X é o tnico

aberto contendo a ou ¢ e intersecta {b}.

Exemplo 3.2.5: Seja X = {a,b,c}U{a, \i =1,2,---}. Considere a topologia 7 onde cada q,
¢ um ponto isolado. Considere também o sistema fundamental de vizinhancas de @ como
{V”(a)\ n= 1,2,---}, onde V"(a)={a,a,\i>n}. O sistema fundamental de vizinhangas de
b como {V”(b)\n = 1,2,---}, onde U"(b)=V"(a)U{b,c}. O conjunto 4= {b,c,a,} é um
conjunto o-regular em X pois o inico fechado contido em A é {b,c} e a, & {b,c}. Tomando
U =U*b) eV =1{a}, estes sio abertos disjuntos contendo {b,c} e a,, respectivamente.

Mas A nio é ag-regular.De fato, {b} ¢ g-fechado em X pois @ = {b,c} e todo aberto que

contém {b}, contém {b}= {b,c}, c ¢ {b} e nio existem abertos disjuntos contendo b e

separadamente.

Definicao 3.2.11 [33]: Um espago X ¢ chamado almost regular quando para cada
subconjunto regularmente fechado F e cada x € X — F' existirem abertos disjuntos U e V

taisque FcU e xel .
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Teorema 3.2.16 [33]: X é um espaco almost regular se e somente se para cada ponto

x € X e cada vizinhanca regularmente aberta U de x, existe uma vizinhan¢a V de x tal que

xeVcVcU=intU.

Demonstracgdo: Seja x € X e U uma vizinhanga regularmente aberta de x. Entao

x¢ X —-U,onde X —U éregularmente fechado. Como X é um espago almost regular,
existe abertos disjunto W e V tais que X —U W e x €V . Observe que VAW =0
pois tanto V quanto W sdo abertos. Logo X —-UcW c X —V, disso segue que
xeVcVcU=intU.

Reciprocamente, suponha que se para cada ponto y € X e cada vizinhanga regularmente
aberta U de y, existe uma vizinhanga V de y tal que y eV < ¥ cintU. Seja x € X e Fum
conjunto regularmente fechado tal que x € X — F' o qual ¢ um conjunto regularmente

aberto. Pela hipotese, existe uma vizinhanca V de x tal que x e V' < VcintU =U . Seja

W=X—-V._ entio VONW=08 e FcW=X-V.

Definicao 3.2.12: Um espaco X ¢ chamado almost g-regular quando para todo subconjunto
dg-fechado F e cada x € X —F existirem abertos disjuntos U e V tais que F cU e

xel.

Teorema 3.2.17: X ¢ um espago almost g-regular se e somente se para cada ponto x € X e

cada dg-aberto U contendo x, existe uma vizinhanga V de x tal que

erchU.

Demonstracao: Seja x € X e U dg-aberto contendo x. Entdo x ¢ X —U, onde X -U ¢ 0g-

fechado. Como a ¢ almost g-regular, existe abertos disjuntos W e V taisque X -U W e
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x €V . Observe que ¥V W =@ pois tanto V quanto W sio abertos. Logo

X-UcWcX-V,disto segue que xeVcVcU.

Reciprocamente, suponha que se para cada ponto y € X e cada dg-aberto U contendo y,
existe uma vizinhanga V de y tal que y €V VcU. Seja x € X e F um conjunto dg-
fechado tal que x € X — F' o qual é um conjunto dg-aberto. Pela hipotese, existe uma
vizinhanga V de x tal que xeVcVcX-F. Sejaw=X-V,entdo VW =0, xeVe

FcX-V=Ww.

Exemplo 3.2.6: Seja X = [0,1]. Para cada ponto de (0,1] considere o sistema de

vizinhangas induzido pela topologia usual sobre o sistema de numeros reais e seja o sistema

de vizinhangas de zero formada pelos conjuntos U, , onde U, = {Ollcj — {1;1} . Seja
n

o atopologia gerada pelo sistema de vizinhangas definido acima.

Observe que (X,o) é um espago 7, pois todo conjunto unitario em (X, o) é fechado.
3

Seja U um subconjunto dg-aberto em (X ,0) entdo, pelo observado, U ¢ um subconjunto -
aberto em (X ,a), ou seja, U ¢ igual a unido de todos regularmente abertos contido nele.
Como os U, ’s ndo sdo regularmente abertos, segue que U coincide com os conjuntos 0-

aberto na topologia usual sobre X. Portanto U ¢ um intervalo aberto ou ¢ igual a unido de
intervalos abertos. Sem perda de generalidade, vamos considerar U como um intervalo

aberto. Como X com a topologia usual ¢ um espago regular, para cada x € U, existe uma

vizinhanga V de x tal que xeV VecuU.

Portanto X = [0,1] ¢ um espago almost g-regular.

Teorema 3.2.18 [33]: Se X ¢ um espago regular, entdo X ¢ um espaco almost-regular.
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Demonstracao: Se X € um espago regular, entdo para cada x € X e cada vizinhanga U de

X, existe uma vizinhanga V de x tal que

V cU =intU < intU . Portanto X é almost-regular.

Corolario 3.2.10: Se X ¢ um espago g-regular, entdo X ¢ um espaco almost-regular.

Demonstracao: Se X € espago g-regular, entdo X € um espago regular. Pelo teorema

anterior, X ¢ um espaco almost-regular.

Teorema 3.2.19: Todo espago g-regular ¢ um espaco almost g-regular.

Demonstragdo. Seja X um espago g-regular. Sejam F um conjunto dg-fechado e x € X tal
que X € X —F . Como F é g-fechado, x ¢ F e X é g-regular, existe abertos disjuntos U e

V tais que ' U e x eV . Portanto X ¢é almost g-regular.

Exemplo 3.2.7: Exemplo de espago almost g-regular que ndo ¢ um espaco g-regular:
Seja X =[0,1]. Para cada ponto de (0,1] considere o sistema de vizinhangas induzida pela

topologia usual sobre o sistema de nimeros reais e considere o sistema de vizinhangas de 0

geeey

formada pelos conjuntos U, , onde U, = [09%) - {1’% l,} .
n

Defina por g = {1’1’. : } . E facil ver que K é um subconjunto fechado em (X,7). Portanto
2

K € um subconjunto g-fechado em X tal que 0 ¢ K . Mas ndo existe abertos disjuntos U e V
pertencentes a (X ,z') contendo K e 0, respectivamente. Portanto (X ,z') ndo € um espago g-
regular. Como mostramos anteriormente (Exemplo 3.2.6) que X ¢ almost g-regular, temos

que (X ,z') ¢ um exemplo de espago almost g-regular que nao ¢ g-regular.
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Teorema 3.2.20: Todo espaco almost g-regular € um espago almost regular.

Demonstragdo. Seja F um conjunto regularmente fechado e x € X talque x € X — F',
entdo F ¢ 0g-fechado. Como X ¢ almost g-regular, existe abertos disjunto U e V tais que

FcU e xeV . Portanto X é almost regular.

Exemplo 3.2.8: A reciproca do teorema anterior ndo ¢ verdadeira. Sejam X = {a,b,c} e

r ={D{a},{b,c}, X}. Entdo (X,7) é um espago topologico almost-regular. De fato, os
subconjuntos regularmente fechados em (X,7) sdo {a} e {b,c}. Como. b,c ¢ {a} temos que
existem abertos disjuntos {a} e {b,c} tais que b,c € {b,c}e {a} c {a}. Para a ¢ {b,c},
existem abertos disjuntos {a} e {b,c} tais que {b,c}c {b,c}e a € {a}.

Mas (X ,r) ndo ¢ um espacgo topologico almost g-regular. De fato, {b} ¢ dg-fechados em
(X ,r). Como c ¢ {b} e temos que ndo existem abertos disjuntos U e V' taisque ce U e

V.

Teorema 3.2.21: Seja (X ,T ) um espaco topologico. Se o espaco (X , T *) ¢ g-regular

entdo (X T ) ¢ almost g-regular.

Demonstracao: Suponha primeiramente que (X ,T *) ¢ um espago g-regular. Sejam F um
conjunto dg-fechado em (X N ) ex € X —F . Como todo dg-fechado ¢ g-fechado em
(X ,T *), segue que F ¢é g-fechado em (X ,T *) Pela hipotese, existem U,V e t* c ¢

disjuntos tais que F U e X € V. Portanto (X,7) é almost g-regular.
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Teorema 3.2.22: Um espago topoldgico (X ,T ) ¢ almost g-regular se e somente se , para
cada x € X e cada 8g-aberto U contendo x, existe um conjunto regularmente aberto V

contendo x tal que x eV < VcuU.

Demonstracao: Sejam x € X e U um conjunto ¢ dg-aberto contendo x, entdo {x} ¢ disjunto

do conjunto dg-fechado X — U . Pela hipotese, existem abertos U, e U, tais que tais que
xeU,, e U /NU, =3.Entdo U NU, =@, ou seja,
U cX-U,cU Portanto, x e U, cU, cU .Outravez, xeU, cintU, cU, V.

Portanto, tomando int U_1 =V, temos que V ¢ um subconjunto regularmente aberto em

(X,T). LogoxelU, c ¥V =intU, cintU, =V cU, cU..
Entio x€V <V cU onde V é regularmente aberto.
Reciprocamente, suponha que para cada x € X e cada dg-aberto U contendo x, existe um

conjunto regularmente aberto V contendo x tal que x € V' < V < U . Pelo Teorema 32.6,X

¢ um espago g-regular, pelo Teorema 3.2.21, segue que X € um espago almost g-regular.

Teorema 3.2.23: Seja (X ,r) um espaco topoldgico. Dado um subconjunto 4 < X dg-

fechado e x € X tal que x ¢ A. Entdo (X ,r) ¢ um espago almost g-regular se e somente se

existem abertos Ue V taisque xeU, AcV e UNV=9.

Demonstragao: Suponha que (X ,z') ¢ um espago almost g-regular. Sejam 4 < X og-
fechado e x € X tal que x ¢ 4. Entdo existem abertos Ue Vtaisque xeV, AcU e
UNV =.Como U & regularmente fechado e portanto dg-fechado tal que x ¢ U. Entdo
existem abertos Ze Wtaisque xe Z, A U cWe Z NW = . Assim, existem abertos

UeZtaisque xe Z, AcU eEﬂEgEﬂW:Q.
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Reciprocamente, suponha que dado um subconjunto 4 < X dg-aberto e x € X tal que
x ¢ A., existem abertos Ue Vtaisque xeU, AcV e U N V = @ . Entio existem abertos
UeVtaisque xeU, AcV e UﬂVgEﬂfz@.

Pela Defini¢do 3.2.12, temos que (X ,z') ¢ um espago almost g-regular.

Corolario 3.2.11: Se um espago topologico (X ,r) ¢ almost g-regular entdo, para todo
regularmente fechado A e cada ponto x ndo pertencente a A, existem abertos V; e V, tais

que xeV,, AcV, e V,NV, =Q.

Demonstracao: Direto do teorema anterior.

Teorema 3.2.24: Se para cada X € X e cada g-aberto U contendo x, existe um conjunto

regularmente aberto V contendo x tal que x € ¥ < ¥ < U . Entdo para cada x € X e cada

regularmente aberto U’ contendo x, existe um regularmente aberto V’ contendo x tal que

xeV'cV'c U'.

Demonstragdo: Sejam X € X e U’ um conjunto regularmente aberto contendo x. Como

U’ ¢ um conjunto d-aberto, segue que U’ ¢ dg-aberto. Pela hipotese, existe um

regularmente aberto V’ contendo x tal que x € V'c V'ieu'.

Corolario 3.2.12: Se um espaco topologico (X ,z') ¢ almost g-regular entdo, para cada
x € X e cada regularmente aberto U contendo x, existe um regularmente aberto V

contendo x tal que x € V' VcU.

Demonstracao: Segue direto dos Teoremas 3.2.24 ¢ 3.2.22.
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Teorema 3.2.25: Se para cada X € X e cada regularmente aberto U contendo x, existe

um regularmente aberto ¥ contendo x tal que xeV < ¥ < U , entdo para todo subconjunto

regularmente fechado A e cada ponto x ndo pertencente a A, existem abertos V; e V> tais

que xeV,, AcV, evV,NV, =2

Demonstragio: Se A ¢ um subconjunto regularmente fechadoe X € A , entdo X — A4 &

regularmente aberto e contém x.. Pela hipotese, existe um regularmente aberto V; contendo
xtalque x eV, <V, < X —A.Como V, é regularmente aberto e contém x, pela hipotese,

existe V, regularmente aberto contendo x tal que x € V, <V, < V. Entdo V,e X -V

sdo abertos tais que

(=7 n0)= (x =i )N )= (e -von )< (=72 )n 07) - 2,

Ac(X-V)exeV,.

Teorema 3.2.26: Seja (X ,7) uma espaco semi-regular. Se (X ,7) é almost g-regular, entdo

X ¢é g-regular.

Demonstrac¢io: Seja A um conjunto g-aberto e X € X tal que X € 4. Como X é semi-

regular, X — A4 ¢ um conjunto dg-fechado que ndo contém x. Pela hipdtese X ¢ um espaco
almost g-regular, entdo existem abertos disjunto Ue V taisque X —4AcU e xeV.

Como UV = e U é abertos, Uﬂ?z@.PortantoercI7cX—UcA,ouseja,X

¢ um espago g-regular.

Corolario 3.2.13: Seja (X ,z') uma espaco semi-regular. (X ,z') ¢ almost g-regular se e

somente se X ¢ g-regular.

Demonstracao: Direto dos Teoremas 3.2.26 e 3.2.20

58



Teorema 3.2.27: Se X ¢ um espaco g-regular entdo X ¢ um espago 7.

Demonstragdo: Suponha que X ndo seja um espacgo 7;, entdo existe x € X tal que {x} nao
¢ um conjunto fechado em X, portanto o tnico fechado contido em {x} € 0 conjunto vazio.

Logo {x} ¢ um conjunto g-aberto em X. Como X é um espaco g-regular, existe um aberto

Vtalque xeV <V {x}. Absurdo. Logo, X é um espaco T,.

Coroldrio 3.2.14: Se X ¢ um espaco almost g-regular entdo X ¢ um espago 7.

Demonstracao: Segue direto do teorema anterior e do fato que todo espaco g-regular € um

espacgo almost g-regular.

Definic¢ao 3.2.13 [38]Um espaco X ¢ dito se um espago de Urysohn quando, cada par de

elementos distintos x,y € X existirem abertos Ue Vtaisque xeU, yelV e UNV=@.

Teorema 3.2.28: Todo espago Hausdorff almost g-regular ¢ um espaco de Urysohn.

Demonstragao: Seja (X »T ) um espaco de Hausdorff almost g-regular. Sejam x e y dois

elementos distintos de X. Como (X ,T) ¢ Hausdorff, existem abertos U e V tais que x e U,
yeV eUNV =d. Desde que V € aberto, temos que U (V' = & implica que
UNV=2. Agora, x € Ue ve U.Como U é regularmente fechado, ou seja, 0—fechado
e portanto 0g-fechado e X ¢ almost g-regular, existe um aberto W contendo y tal que

yeWchX—ﬁ.Portanto xeU,yeW eaﬂW:Q.LogoXéumeSpagode

Urysohn.

59



Teorema 3.2.29: O produto de uma familia finita de espacos topologicos ¢ almost g-

regular se e somente se cada fator for almost g-regular.

Demonstragdo: Seja X = H X, esuponha que {X,.,...,X,} é uma familia de espagos
i=1

almost g-regular. Seja U = HUi dg-aberto tal que x = (xl,---,xn) e U . Entdo cada U, ¢
i=l1
dg-aberto tal que x; € U,, paracada i =1,...,n. Como cada X, ¢ almost g-regular, existe V;

aberto em X, tal que x, eV, ?, cU,,paracadai=1,.,n. Entdo V = HK. ¢ um aberto

i=1

em X tal que x = (xl,---,xn) eVexeVclVcU. Logo X é um espago almost g-regular.

Reciprocamente, suponha que X = H X, € um espaco almost g-regular. Considere um

i=l

fator X, qualquer. Sejam U, 6g-aberto em X, contendo x; eU, e U = HU[ onde

i=1
U=Xsei#j,U=U,sei=je x:(xl,---,xn) onde x, ¢ arbitrario em X, para

i#jesei=j,entdo x; =x;.Entdo x e U e U ¢ dg-aberto em X, e como X € almost g-

regular, existe um aberto Vem X talque x eV ¥V cU.Como V = HK onde cada fator

i=1

V. € aberto em X, tal que x, € V,, temos que

Ouseja, x; €V, < VJ c U, . Portanto X, € almost g-regular.
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CAPITULO 4

TEORIA DE g-CONVERGENCIA

Neste capitulo trabalhamos com a chamada g-convergéncia. Aqui encontraremos defini¢des

e resultados que usaremos nos capitulo 7 e 10.

4.1 Teoria de g-convergéncia

Definicao 4.1.1 [36]: Uma familia ndo vazia § = {E \ieJ } onde F; sdo subconjuntos
em X e chamado filtro em X quando satisfaz os seguintes axiomas.

1. Se F' € ¢, entdo F é ndo vazio.
2. Se Fep e F,c F,entio I' € .
3. Se F|,F,ep,entio F,NF, ep

Definiciio 4.1.2 [36]: Uma familia ndo vazia f = {B Nied } onde B; sdo subconjuntos

de X e chamado filtro base em X quando satisfaz os seguintes axiomas.

1. Se Be g, entdo B é ndo vazio.

2. Se B,,B, € B,entdo B< B, (1B, paraalgum Be f.
Todo filtro 80 ¢ um filtro base e todo filtro gerado por um filtro base 80 ¢ ele proprio um

filtro. Um filtro £, ¢ dito mais fino que o filtro §2, quando £, C §,.
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Definicao 4.1.3 [36] : Uma sub-base g para um filtro em um conjunto X ¢ uma familia

ndo vazia de conjuntos ndo vazios S © X tendo a propriedade da intersegdo finita. O filtro

base gerado por g ¢ a familia £ de toda intersegdo finita B =S, (... S, de

elementos Sl,,---,S,, de f . O filtro gerado por g é igual ao filtro gerado por /3.

Observe que se £, ¢ §2, dois filtros em um espaco X, entdo §7; N §2, ¢ afamilia de

elementos comuns de §9, e §2,, é um filtro em X.

Definicdo 4.1.4 [8]: Seja (X ,Z') um espago topologico, 2 = {E \ielJ } um filtro base de

Xe x € X . Unm filtro base é dito g-convergente para x quando existir um £ € § tal que

F, c U para cada g-vizinhanga U de x.

Definicao 4.1.5 [8]: Em um espaco topologico (X , r), um ponto x ¢ dito ponto de g-
acumulagdo do filtro base ® sobre X se e somente se para todo (9, €0 para todo g-
aberto U contendo x, temos que &, (VU # & . Em outras palavras, ponto x ¢ dito ponto de

g-acumulagio do filtro base ® sobre X'se x e ﬂ gcl(6,).

ieJ
Teorema 4.1.1: Se um filtro base g-converge para um ponto x € X , entdo ele tem um
ponto de g- acumulagdoem x € X .

Demonstracao: Seja o = {E \ield } um filtro base sobre X tal que ele g-converge para

x € X . Entdo para todo U, g-aberto contendo x, existe E-(x) € talque F,cU,.
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Como & ¢ um filtro base, para todo F; € ¢ temos que & # £, NF, cU_.NF,. Assim x

¢ um ponto de g- acumulagdo de SO sobre X.

Lema 4.1.1: Sejam 2, e §2, dois filtro bases em X com §2, mais fino que §2,. Entdo se

§2, tem um ponto de g- acumulagdo em x € X , 2, também tem um ponto de g-

acumulagdo em x € X .

Demonstragdo: Se x € X ¢ um ponto de g-acumulagio de §2,, entdo para todo F,-2 €,
e todo Ux g-aberto contendo x, & = U () Fi2 .Como §2, mais fino que p,, §£; & §,.

1
Logo, para todo F; € §9; C £, etodo U, g-aberto contendo x, G #U [ Ez :

Portanto x ¢ ponto de g-acumulagdo de §9, sobre X.

Observagao 4.1.1: Seja X € X e N(x) é o conjunto de todos os conjuntos g-abertos

contendo x. Entdo N(x) ¢ um filtro base. De fato:
Se N, € N(x), entdo N, é um conjunto g-aberto tal que X € N_. Portanto N, é nio

vazio.

Se leszX € N(x),entdo N, :le ﬂBzx étal que N, e N(x).

Teorema 4.1.2: Um ponto X € X & um ponto de g-acumulagdo de um filtro SO sobre X

se e somente se existir um filtro em X que ¢ mais fino que £ e g-convergente para

xeX.
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Demonstracdo: Suponha que x € X ¢ um ponto de g-acumulagdo de um filtro SO sobre

X. Entdo @ #U_(\F paratodo Ux g-aberto contendo x. Observe que a familia

®= {Ux NF#3/U.eN(x) e Fe 50} onde N(x) é o conjunto de todos os g-
abertos contendo x, é um filtro base. De fato,

DU, NF,YFegp e VU, e N(x);

e se UiﬂFlanﬂFz €®,temosque

@' NF)NEINF)=[U' NU?)N(F' NF?)e®, pois FI NF* cp e U NU?
¢ um conjunto g-aberto contendo x.

Desde que © ¢ um refinamento de §2 e de N(x), ele ¢ g-convergente para x.
Reciprocamente, suponha que ©® ¢ um refinamento de SO e que g-converge para x. Entdo
ele tem um ponto de g-acumulagdo em x, pelo Teorema 4.1.1. Desde que ©® ¢ mais fino

que § , pelo Lema 4.1.1, temos que x & ponto de g-acumulagio de SO .

Definic¢ao 4.1.6 [36]: Um filtro maximal SO em um conjunto X ¢ um filtro tal que nao
existe filtro sobre X o qual ¢ estritamente mais fino que 80 . Um maximal filtro base ﬂ é

um filtro gerado por ,8 o qual ¢ um filtro maximal.

Teorema 4.1.3: Um filtro base maximal SO tem um ponto de g-acumulagdo em x € X se

¢ somente se § g-converge para X € X .
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Demonstracao:: Suponha que XO ¢ um filtro base maximal tal que X € X ¢é um ponto de
g-acumulacgao de SO . Entdo existe um filtro base em X o qual ¢ mais fino que SO e g-
converge para x (pelo Teorema 4.1.2). Como o Unico filtro base mais fino que SO €o

proprio £ , temos que § g-converge para X.

A reciproca segue do Teorema 4.1.1.
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CAPITULO 5

ESPACOS GO-COMPACTOS

Neste capitulo definimos e caracterizamos o espago GO-compacto.

5.1 Espacos GO-compactos

Definicéo 5.1.1 [26]: Uma coleg¢do A de subconjuntos de X é chamada cobertura de X se

e somente se a unido de seus elementos ¢ igual a X.

Defini¢ao 5.1.2 [26]: A cobertura A é chamada de cobertura aberta de X se ¢ somente se
todos os elementos de A sdo abertos em X.
[6]: A cobertura A ¢ chamada de cobertura g-aberta de X se e somente se todos 0s

elementos de A sao g-abertos de X.

Observacao 5.1.1: Toda cobertura aberta de X ¢ g-aberta. Basta observar que todo

conjunto aberto ¢ g-aberto.
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Defini¢ao 5.1.3 [26]: Um espago (X , 2') ¢ chamado compacto se e somente se toda

cobertura aberta A de X contém uma subcolecdo finita cuja unido de seus elementos cobre

X.

Definicao 5.1.4 [6]: Um espago (X , 2') ¢ chamado compacto generalizado (GO-compacto)

se e somente se toda cobertura g-aberta A de X contém uma subcolecao finita cuja unido de

seus elementos cobre X.

Exemplo 5.5.1: Sejam X = [0,1] ,z a topologia usual sobre X ¢ {V, \a € J} uma
cobertura g-aberta de X. Entdo Va € J, V, coincidem com os abertos em X, pois (X , r) ¢

um espago 7; . Como (X ,z') compacto, segue que X ¢ GO-compacto.
2

Teorema 5.1.1 [6]: Se o espaco (X , Z') ¢ GO-compacto, entdo (X,t) € compacto.

Demonstracao: Basta observar que toda cobertura aberta ¢ g-aberta.

Observacio 5.1.2: A inversa do teorema anterior ndo ¢ verdadeira. De fato, seja

X ={x}U{x, \i € I} ondeIéum conjunto ndo enumeravel. Seja 7 = {¢= {x}:X}-

Observe que (X , Z') é compacto, mas nao ¢ GO-compacto pois V; = {x, X; }, iel éuma

1

cobertura g-aberta de X que ndo possui subcobertura finita.

Teorema 5.1.2: Seja (X , 2') um espago Almost Weakly Hausdorff. Se (X,7) for GO-

compacto entio (X ,T *) ¢ GO-compacto.
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Demonstragdo: Sejam (X ,T ) um espaco Almost Weakly Hausdorff e {Va \aeJ } uma
cobertura g-aberta de (X ,T *) . Entéo {Va \aeJ } ¢ uma cobertura aberta de (X,7*) e
portanto {Va \aeJ } ¢ uma cobertura aberta de (X ,T). Como (X ,T) ¢ GO-compacto,

existe J, € J finito tal que X = UVO, . Logo (X ,T *) ¢ GO-compacto.

ael,

Corolario5.1.1: Seja (X ,T ) um espaco Almost Weakly Hausdorff. Se (X , T) for

compacto entio (X ,T *) ¢ GO-compacto.

Demonstragdo: Sejam (X ,T ) um espaco Almost Weakly Hausdorff e {Va \aeJ } uma
cobertura g-aberta de (X ,T *) . Entdo {Va \aeJ } ¢ uma cobertura aberta de (X,7 %) e
portanto {Va \aeJ } ¢ uma cobertura aberta de (X , 2'). Como (X ,T) ¢ compacto, existe

J, © J finito tal que X = UVa . Logo (X,T *) ¢ GO-compacto.

aeld,

Teorema 5.1.3: Seja (X , Z') um espago de Hausdorft. O Espaco (X , 2') ¢ GO-compacto se e

somente se (X,t) ¢ compacto.

Demonstracao: Se (X T ) ¢ um espago de Hausdorff, entdo todo conjunto unitario é

fechado. Portanto (X , T) ¢ um espago 7, ou seja, todo conjunto g-aberto em (X , T) ¢
2

aberto em (X T ) e vice-versa.
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Defini¢ao 5.1.5: Sejam (X , r) um espaco topologico e Y um subespaco de X. Dizemos

que Y ¢ GO-compacto relativo a (X , r) se e somente se toda cobertura de Y por g-abertos

em X possui uma subcolecdo finita cuja unido de seus elementos cobre Y.

Lema 5.1.1 [2]: Seja Y subespago de X. Entdo Y € compacto se e somente se toda cobertura

de Y por abertos em X contém uma subcolecao finita cobrindo X.

Teorema 5.1.4: Sejam (X , Z') um espaco topoldgico e Y um subespago

g-fechado de X. Se X é GO-compacto entdo ¥ ¢ GO-compacto relativo a (X , r).

Demonstracdo: Seja A = {Aa \ael } uma cobertura de Y por g-abertos em X. Como Y € g-
fechado em X, X —Y ¢ g-aberto em X. Assim

B-{4, \a e I}U{X Y }¢ uma cobertura g-aberta de X. Como X ¢ GO-compacto, segue
que existe /, [ finito tal que

{4, \a e I}U{X Y} cobre X. Logo ¥ < {4, \@ e I}. Portanto ¥ ¢ GO-compacto

relativo a X.

Lema 5.1.2: Sejam (X , r) um espaco topologico e Y um subespago

g-aberto em X. Se Y ¢ GO-compacto relativo a (X , r) entdo ¥ ¢ GO-compacto.

Demonstragio: Seja 4 = {4, \a € I} uma cobertura g-aberta de Y. Como V& € [
temos A, c Y < X, 4, g-aberto em Y e Y g-aberto em X, segue que A4, ¢ g-aberto de X e
A= {Aa \ael } uma cobertura de Y por g-abertos de X. Assim, por hipotese existe 1, < /

finito tal que {4, \a € I,} cobre Y. Portanto ¥ ¢ GO-compacto.
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Corolario 5.1.2: Sejam (X , r) um espaco topologico e Y um subespaco aberto e fechado

de X. O subespago Y ¢ GO-compacto se e somente se ¥ ¢ GO-compacto relativo a (X , r).

Demonstracao: Seja ¥ um subespago aberto e fechado de (X , r) e suponha que Y é GO-
compacto. Seja 4 = {Aa \ael }uma cobertura de Y por g-abertos em X. Vamos mostrar
que A'= {Aa NY\ael }é uma cobertura de Y por g-abertos em Y. Como Y ¢ aberto em X
e portanto g-aberto em X, temos que A, (1Y ¢é g-aberto em X. Agora, se F, é fechado em
Y, talque F, c 4,NY ,entdo F, c A,. Como Y ¢ fechado em X, temos que F, ¢ fechado
em X, e portanto F, C intX(Aa). Desde que Y ¢ abertoem X, ¥ =int, Y . Logo,

F, c(int, 4, )N (int, Y)=int (4, NY)c int ’ (4,NY) Esta ultima inclusdo deve-se:
como F, cint, (Aa Ny ), entdo existe um aberto U em (X , Z') talque F, cU c A4,. Mas
F,=F,NYcY eUNY =V ¢éabertoem Y. Assim, existe um aberto " em Y tal que
F,=F,NYcUNY =V c 4,NY.Portanto F, int,(4, NY).

Assim cada 4, NY é g-aberto em ¥, e A'={4, N Y \a e I} é uma cobertura de Y por g-
abertos em Y. Como Y ¢ GO-compacto entdo Y, existe /, — / finito tal que

{4, NY\a € I,} cobre Y. Portanto {4, \& € I, cobre Y. Logo Y é GO-compacto relativo
aX.

Reciprocamente, seja Y um subespaco aberto e fechado de (X , 2') e suponha que Y ¢ GO-

compacto relativo a (X , r). Entdo, basta aplicar o lema anterior, lembrando que todo

conjunto aberto ¢ um conjunto g-aberto.

Teorema 5.1.5 [26]: Seja Y um subespaco compacto relativo a um espaco Hausdorff X,

entdo Y € fechado em X.

Corolario 5.1.3: Seja Y um subespago GO-compacto relativo a um espago Hausdorff X,

entdo Y € fechado em X.
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Demonstracao: Seja Y um subespaco GO-compacto relativo a um espago Hausdorff X.
Entdo Y um subespaco compacto relativo a um espago Hausdorff X. Pelo teorema anterior

segue que Y ¢ fechado.

Lema 5.1.3: Sejam Y um subespagco GO-compacto relativo a um espaco Hausdorff X e x
ndo pertence a Y, entdo existe abertos disjuntos U e V em X contendo xpe Y,

respectivamente.

Demonstracdo: Sejam Y um subespago GO-compacto relativo a um espago Hausdorff X e

x, € X =Y. Como X ¢é Hausdorff, para cada y pertencente a Y, existem abertos Uy e Vy,
disjuntos taisque yeU, e x, €V, . Seja V= {Vy \ye Y}, entdo V' é uma cobertura g-
aberta relativa de Y. Logo, como Y ¢ GO-compacto relativo a X, existem yi, y2... ¥n

pertencentes a Y tais que Y UU ,. - Defina V=ﬂVy, , entdo V € um conjunto de abertos
i=1 i=1

de X tal que x, € V' Logo, existe abertos U = UUy,- V=ﬂVyi ,taisque Y c U e
i=l1 i=1
X, elV.

Agorase z e U, existe i € {1,2,---,11} tal que zeU, ezgV, ,ou seja, z gﬂVy[ =V.
i=1

Logoque UNV =O.

Teorema 5.1.6: Todo espago GO-compacto Hausdorff é g-normal.

Demonstracao: Seja X um espaco GO-compacto e Hausdorff. Vamos mostrar,

primeiramente, que X ¢ g-regular. Para isso, tome x € X e B um subconjunto g-fechado em
X que ndo contém x. Como X ¢ GO-compacto e B g-fechado, segue que B ¢ GO-compacto
relativo a X (Teorema 5.1.4). Logo, pelo lema anterior existem abertos disjuntos U e V em

X contendo x e B, respectivamente. Portanto, X ¢ g-regular.
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Agora, vamos mostrar que X € um espago g-normal. Para isso, tome subconjuntos A ¢ B g-
fechados em X e escolha, para cada a de A, abertos disjuntos U, e V, contendo a ¢ B,

respectivamente, pela g-regularidade de X. Temos entdo, que U= {U ,\ae A} ¢ uma

cobertura aberta, portanto g-aberta de A, por g-abertos em X. Como A ¢ GO-compacto

relativo a X ( novamente pelo Teorema 5.1.4), existe uma finita subcole¢do em U cobrindo

A.Sejaela U, ,U, ,...,U, .Entio U :UUHI

i=1

Defina V:ﬁVa ,entdo V ¢ aberto em X tal que BV, e U ¢ aberto em Xtalque Ac U .

i=1

Além disso UNV = pois se z e U, existe i € {1,2,---,n} tal que z eU,ezeV, ,ou

seja, z ¢ ﬂVy =V.
i=1

Teorema 5.1.7: Sejam (X ,2') um espaco topologico e A um subconjunto de (X ,r). Sed¢é

ag-regular e compacto, entao Aé GO-compacto.

Demonstracao: Sejam (X ,T) um espago topologico e A um subconjunto de (X ,T) edé

ag-regular e compacto. Considere {Va \aeld } uma cobertura g-aberta de A . Entdo para

cada x € A, existe um a(x) eJ talque X € Va(x). Como A ¢ ag-regular, existe um
aberto U ,em (X,7),talque x €U, < U_x < Vo)
Seja {U N \xe A} a qual € uma cobertura aberta de A o qual ¢ um conjunto compacto.

Logo existem X;,X,,...,X, elementos de A tais que 4 UUX . Portanto

i=1

Ac|Ju, c|Ju, ¢ V() - Entao A4 é GO-compacto.
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Corolario 5.1.4: Se 4 ¢ ag-regular e GO-compacto, entdo A ¢ GO-compacto.

Demonstracao: Segue direto do fato de que todo espaco GO-compacto ¢ um espaco

compacto e aplicar o teorema anterior.

Corolario 5.1.5: Seja A um subconjunto denso e ag-regular em um espago (X ,r). Se A

GO-compacto relativo a (X , Z') entdo X ¢ GO-compacto.

Demonstragio: Sejam {V, \ @ € J} uma cobertura g-aberta de (X,7),e Aum subconjunto
denso em (X ,T), ag-regular e GO-compacto relativo a (X ,r). Logo A4 ¢ ag-regular e
compacto, temos que Aé GO-compacto relativo a (X ,z'), pelo corolario anterior. Como A

¢ denso em X, isto &, A =X, segue que X ¢ GO-compacto.

Definicao 5.1.6 [2]: A colecdo ( de subconjuntos de um espago X ¢ dita ter a propriedade

da intersecdo finita se e somente se toda subcolegdo {C;,Co, ..., C,} de C, a intersecio

n
(C; néo ¢é vazia.
i=1

Teorema 5.1.8 [8]: Sejam (X,1) um espago topologico. X € GO-compacto se € somente se

toda coleg¢do C de g-fechados em X com a propriedade da intersecao finita, a interse¢ao

N {C/ C€ C} ndo é vazia.

Antes de demonstrarmos este Teorema, mostremos que:
Sejam A uma cole¢do de subconjuntos de X e C={X-A\A € 1} a colegao de seus
complementos. Sdo verdadeiros:

1. Se A4 ¢ colegdo de g-abertos se e somente se C ¢ uma colegdo de g-fechados.
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2. A colecao A cobre X se e somente se a intersecao ﬂ C=0.
CeC

3. A subcolecao {A},A,,...,An} de elementos de 4 cobre X se e somente se a interse¢ao

correspondente C,(1---(1C, =Jonde C;=X-A;. A€ 4

Demonstracao:
1. Basta observar que se A ¢ g-aberto, X-a ¢ g-fechado.
2. Inicialmente, se a colegdo A cobre X se x € X ¢, por absurdo, x € ﬂc entdo x € A

CeC

paratodo A € A4. Portanto x ¢ U 4 =X . Contradi¢do. Logo ﬂC =0.

AeA CeC

Reciprocamente, se interse¢ao ﬂ C = e x € X, suponha por absurdo que V A € 1,
CeC

X% A.LogoxeC VC € C. Assim x € ﬂC.Mas por hipotese ﬂC:@ . Absurdo!
CeC CeC

Logox€ | Jd e x = | 4.

AecA AeA

3. Inicialmente, se a subcoleg¢do {A},A,...,A,} de elementos de 4 cobre X; suponha
por absurdo que existe x € X tal que
xeC/N---NC, onde C;=X-Aj, entdox € C; Vi€ {1,2,...,n}. Portanto
XZ A Vi€ {1,2,....n} eentiox & UAI. = X. Contradigéo! Logo C,---NC, =D .
i=1

Reciprocamente, se C,(1---(1C, =< onde C;=X-A; e se x € X, suponha por absurdo que

x & A; Vie {1,2, ...,n}. Assim, x € C;=X-A; Vi€ {1,2, ...,n} e portanto
x e C,N---NC,. Mas pela hipétese C,---NC, =< . Contradi¢do. Logo x € A;

Vi€ {1,2,...,n},isto é,x € UA" . Portanto X=UAi )

i=1 i=1

Demonstragao do Teorema 5.1.8: A afirmagao que X ¢ GO-compacto ¢ equivalente a dizer
que “ Dado qualquer colecdo 4 de subconjuntos g-abertos de X, se 4 cobre X, entdo

alguma subcolec¢ao finita de 4 cobre X” . Esta afirmagao ¢ equivalente a sua contra
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positiva, a qual ¢ a seguinte: “Dado qualquer colecao 4 de subconjuntos g-abertos de X, se

ndo existe alguma subcolecdo finita de 4 que cobre X, entdo 4 ndo cobre X ”. Tome C,
como anteriormente, a colegdo C={X — A\ A € 4} e aplicando de (1)-(3), Vemos que esta
afirmacao ¢, por sua vez, equivalente ao seguinte: “Dada qualquer colegdo C de conjuntos
fechados, se cada intersecc¢do finita do elemento de C é ndo vazia, entdo a intersec¢do de

todos os elementos de C é ndo vazia”. Esta ¢ justamente a condigdo do teorema.

Proposicao 5.1.1 [8]: Seja (X, ) um espago topologico. Entdo as seguintes afirmacdes sao
equivalentes:

1 (X, 1) ¢ GO-compacto.

2 Para qualquer familia K de subconjuntos g-fechados em X tal que ﬂk -9,
keK

existe uma finita subfamilia L C K tal que

=0

leL

3 ﬂk # ( para qualquer familia K de subconjuntos g-fechados em X tal que
keK

ﬂl # @& onde L C K é uma subfamilia finita..
leL

Demonstracao: (1) = (2): Seja (X, t) um espaco GO-compacto e K uma familia de

subconjuntos g-fechados tais que ﬂk =< Entio |:ﬂk:| = [Q] , Ou seja,

keK keK

U k* =X, Logo existe uma subfamilia finita L C K tal que Ul =X ﬂl =
keK leL leL
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(ii1))= (3): Seja K uma familia de subconjuntos g-fechados em X. Da suposicao se

ﬂ k=49 , entdo existe uma subfamilia finita L C K tal que ﬂl = Isto nos da que
keK leL

se K ndo tem uma subfamilia L tal que ﬂl = , entdo ﬂ k#D.
leL keK

(iv)= (2): Seja K uma familia de subconjuntos g-fechados em X. Da hipdtese, se

ﬂl # para qualquer subfamilia L C K, entao ﬂ k#Q . Isto nos da que se
leL keK

ﬂk =0 , entdo existe pelo menos uma subfamilia L C K tal que ﬂl =3,
keK leL

(v) = (1): Seja {U i },-e ; uma cobertura g-aberta de X. Entdo, UU ; = X . Isto nos da

iel

c — c . . .
que nUi =9 e U ; € sdo conjuntos g-fechados em X para cada i € 1. Por hipotese,

iel

c __ —
existe uma subfamilia finita J C I tal que ﬂ U j = %) . Entao ﬂ U i X .
jeJ jeJ

Portanto (X, 1) € um espago GO-compacto.
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CAPITULO 6

ESPACOS WEAKLY GO-COMPACTOS

Neste capitulo sugerimos a definicao dos espacos Weakly GO-compactos envolvendo
conjuntos g-abertos e 0g-fechados. Analisamos as relagdes destes com os espacos GO-
compactos (capitulo anterior) e com o espaco Weakly-compacto. Encontramos alguns

resultados semelhantes aos encontrados por Cammaroto e Noiri [10]

6.1 Espacos Weakly GO-compactos

Definicao 6.1.1 [10]: Uma cobertura {Va \aeJ } aberta de um espago (X ,r) ¢ dita
regular se e somente se para cada o € J existe um conjunto F, # ¢ regularmente

fechadoem X talque F, cV, ¢

X = JtintF,\a e J}.

Definicao 6.1.2: Uma cobertura {Va \aaeJ } g-aberta de um espaco (X ,r) ¢ dita g-
regular se e somente se para cada a € J existe um conjunto F, # & dg—fechado em X tal
que F,cV, e

X =|J{intF,\a e J}.

77



Observacio 6.1.1: Observe que toda cobertura regular ¢ g-regular. De fato, seja

{Va \aeJ } uma cobertura regular de X. Entdo cada V, é g-aberto de X, e portanto

{Va \aeJ } ¢ uma cobertura de X por g-abertos em (X ,T). Pela definicao de cobertura

regular, paracada o € J .

existe um conjunto F, # & regularmente fechado em X talque F, c Ve
X= U{intFa \aeJ}.

Desde que todo regularmente fechado ¢ dg—fechado, temos que {Va \aeJ } ¢ uma

cobertura g-regular de X.

Definicao 6.1.3 [10]: Um espaco X ¢ dito Weakly-compacto se e somente se toda cobertura

regular de X possui uma subfamilia finita cuja unido do fecho de seus elementos cobre X.

Teorema 6.1.1: Sejam (X ,2') um espaco topologico e {Va \aeJ } uma cobertura g-
aberta de X onde, para cada « € J, existe um conjunto F, # & regularmente fechado em
Xtalque F,cV e

X= U{intFa \aelJ}.

Entdo, a cobertura {Va \aaeJ } possui uma subfamilia cuja unido do fecho de seus

membros cobre X se e somente se (X ,r) ¢ um espago Weakly-compacto.

Demonstracdo: Seja {Va \aaeJ } uma cobertura g-aberta de X onde, para cada o € J,

existe um conjunto F, # J regularmente fechado em X talque F, cV ¢

X = U {intF, \a € J} . Primeiramente suponha que a cobertura {Va \aeJ } possui

uma subfamilia cuja unido do fecho de seus membros cobre X. Queremos mostrar que

(X ,T) ¢ um espago Weakly-compacto. Para isso, seja {U s \pel } uma cobertura regular
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de (X,7). Entdo {U s \pel } ¢ uma cobertura aberta de (X,7), e portanto g-aberta de

(X ,T) onde, para cada f € I, existe um conjunto F, # & regularmente fechado em X tal
que F,cU,e

X = U{int F, \ B € I}. Por hipbtese, existe uma subfamilia finita de {U s\pel } cuja
unido do fecho de seus membros cobre (X,7). Portanto (X,7) é um espago Weakly-
compacto.

Reciprocamente, suponha que (X ,r) ¢ um espago Weakly-compacto. Seja {Va \aeJ }
uma cobertura g-aberta de X onde, para cada « € J, existe um conjunto F, # &

regularmente fechado em X talque F, cV, e

X = U {intF, \a € J} . Como cada F, ¢ um conjunto fechado e cada ¥, ¢ g-aberto com
F, cV,, peladefinicdo de conjunto g-aberto, F, — intV, . Entdo
X:U{intFa \aelJ} gU{intVa \a eJ}, ou seja, {int V. \ae J} ¢ uma cobertura

regular de (X ,r). Logo, por hipotese, existe J, < J finito tal que X = Uint V, c UZ,

ael, ael,

como queriamos demonstrar.

Defini¢ao 6.1.4: Um espaco X ¢ dito Weakly GO-compacto se e somente se toda cobertura

g-regular de X possui uma subfamilia finita cuja unido do fecho de seus elementos cobre X.

Exemplo 6.1.1: Sejam S =[0,1], 7 a topologia induzida sobre S a partir da topologia usual
sobre os nimeros reais € S,,S5,,S; trés subconjuntos de S densos em (S,r) dois a dois
disjuntos e tais que S, U S, U S, =S . Consideremos sobre S uma nova topologia o =7(17
onde 77 ¢ a seguinte topologia sobre S: 7 = {@,X, S.,8,,8, U Sz}. Vale o seguinte:

Dado C fechado e A aberto em (S,a), segue que

int, C cint_(cl A)
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onde int_ C ¢ o interior de C em (S,0)

int, D ¢ o interior de D em (S,7) e

(cl,4) é o fecho de A em (S,0).

Indicamos por x;, um elemento qualquer de S e portanto de S,,Vi=1,2,3. Para provar o

afirmado acima, basta mostrar que cada x; € int_ C, temos que x, € intr(clUA)

Consideremos trés casos:

(1) Seja x; eint, C,existe V, €eo eassim V, ez talque x; eV, cCcAdccl 4.
Como V', e7,segueque x; € int_(cl,A4).

(2) Seja x, eint, C, existeum V, ez com x, €V, talque V,_ 1S, = C onde
cl, (V)rz N Sz)g C c cl_A pois C ¢ fechado em (S,O'). Assim C e ¢/ A contém
todos x, €V, . Além disso, C e ¢/, 4 contém todos x; € V. pois, caso contrario, se
existisse x; €V, com x; ¢ C, como C um fechado em (S ,0'), existe uma
vizinhanga ¥, de x, em (S,0) tal que V.NC=Q Fazendo V. NV, =H =D
resultaque HNC =T e T#(HNS,)c (V)rz ﬂSz)g C o que é um absurdo.
Vamos mostrar agora que ¢/, A4 contém todos x; €V, . Suponhamos por absurdo
que existe x, € ¥, tal que x; & ¢/, 4, entdo existe V, €7, com x, €V, , tal que
(Vxl N Sl)ﬂ A=@.Pondo V, NV, = H # D, resulta que (HNS,)N 4= onde
x, € H e o.Como S, ¢ denso em(S,r) segue que H (1S, # (onde H €7).
Entdo existe um x_3 €HcV, _,onde x_3 eCc Accl A.Logo existe uma
vizinhanca L e o de x; tal que x, e L_ < 4 (pois A é um aberto em (S,0)).
Pondo RZ = Lg N H # J, resulta que Rg ¢ um aberto em (S, r) contendo x_3 onde
D+ Rg NS, < ANS, e portanto (Rg ﬂSl)ﬂA # . Como Rg c H segue que

(HNS,)N A=, 0 que é um absurdo.
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Portanto x, € Ve segue que x, € (cl,4). Logo V.NS,cecl A,
V., NSycecl,4,V, NS, ccl, A eportanto V, ccl, A.Como x, €V, €7 segue que

x, eint_(cl_A).

(3)  Seja x, eint,_ C repetindo o mesmo raciocinio, no caso (2), segue-se que

x, eint_(cl A)
De (1), (2) e (3) segue que int_ C cint_(cl_4).

Agora, como (S,G) ¢ um espaco 7, e portanto um espaco 7, . Segue que toda cobertura g-
2

aberta de (S,0) é uma cobertura aberta de (S,0).
Seja {Al. \iel } ¢ uma cobertura g-regular de (S,a) existe entdo, para cada i €: I, existe

um C; og-fechado tal que intC, c C;, < 4, com Uint C =S.

Como todo dg-fechado ¢ g-fechado em (S ,G), pela defini¢do de g-fechado segue que
cl (C,)c 4,, paratodo i e: I.
Pelo demonstrado anteriormente, temos que int, C < intT(clgA). Entdo {intf(clUAi)\i el }
¢ uma cobertura aberta de (S , T) que ¢ compacto. Logo, existe /, < / finito tal que
S = Uintr(claAl.)g U(clgAi). Portanto (S, é um espago Weakly GO-compacto.
iel, iel,
Mas (S ,a) ndo ¢ um espago Almost-compacto (Defini¢do vide proximo capitulo- pagina
95). De fato, um subconjunto U de S ¢ aberto em (S,a), se para cada x € S;( VU com
i =123, sempre existe um intervalo B tal que

BNS, cU
BNS,cU
BNScU

Portanto, segue que (S ,0) nao ¢ um espaco Almost-compacto.
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Exemplo 6.1.2: Exemplo de espagos Weakly GO-compacto.

Seja X = {a,b}U {a by,c;\i,j =12, -}, e considere o sistema fundamental de vizinhangas

ij?

para cada a;b,,c;:

N (a,.j) {{ay‘ }}
N, )= b, f
N(e,)={le. )

Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-regular de X. Entdo para cada « € J existe um

conjunto F, # & dg-fechadoem X talque F, cV, e
x= | J{intF, \a e J}.

Como b € X , existe a(b)e J tal que b € int F,;)- Mas o unico aberto em X que contem b

¢ o proprio X. Logo X =intF, ) <V, . Portanto (X,r) ¢ um espago Weakly GO-

compacto.

Teorema 6.1.2: O espago (X,7) é Weakly GO-compacto entdo (X,7) é Weakly-

compacto.

Demonstragdo: Suponha X seja Weakly GO-compacto. Seja {// \ ¢ € J} uma cobertura
regular de X. Desde que toda cobertura regular ¢ g-regular, € como (X , r) ¢ Weakly GO-

compacto, existe Jo—J finito tal que X= UV_a .Portanto (X , r) ¢ Weakly-compacto.

ael,

Teorema 6.1.3: Um espaco (X,7) é Weakly GO-compacto se (X,7) for

GO-compacto.

Demonstracao: Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-regular de X. Como para cada € J ,

v, ¢é g-aberto e como (X,7) é
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GO-compacto, existe Jo—J finito tal que X= U Va .

ael,

Portanto (X,7) é Weakly GO-compacto.

Exemplo 6.1.3: Exemplo de espago Weakly GO-Compacto que ndo ¢ GO-compacto.

Seja X = {x}U{x, \i e I} onde I é um conjunto nio enumeravel. Considere 7 = {&, {x}, X}.
J& vimos que (X ,T) nao ¢ um espago GO-compacto. Vamos agora mostrar que (X ,2') ¢
Weakly GO-compacto.

Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-regular de X. Entdo para cada « € J existe um

conjunto F, # & dg-fechadoem X talque F, cV, e
X= U{intFa \aeJ}.

Tome x, € X paraalgum k €I, existe a(k)e J tal que x, € int F,1)- Mas o tnico aberto

em X que contém x, ¢ o proprio X. Logo X =intF,,) = V. Portanto (X,z') ¢ um

espaco Weakly GO-compacto.

Defini¢ao 6.1.5 [10]: Um subespaco S de um espaco topologico X ¢ chamado Weakly-
compacto relativo a X se e somente se para cada cobertura {Va \aeJ } de S por abertos

em X satisfazendo a propriedade (P), existir J, < J finito tal que

(P) Para cada « € J, existe um conjunto regularmente fechado F, # & em X tal que
F,cV, e

S <|J{int, F,\a e J}.
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Definicio 6.1.6: Um subespaco S de um espago X ¢ chamado Weakly GO-compacto
relativo a X se e somente se para cada cobertura {Va \aeJ } de S por g-abertos de X

satisfazendo a propriedade (P’), existir J, < J finito tal que

S c UZ

ael,

(P’) Para cada a € J, existe um conjunto dg-fechado F, # & em Xtalque F, cV, e

S| Jiint, F,\a e J}

Teorema 6.1.4: Seja S < X um subespaco Weakly GO-compacto relativo a X, entdo S ¢

Weakly-compacto relativo a X.

Demonstra¢ao: Suponha que S < X ¢ um subespaco Weakly GO-compacto relativo a X.

Seja {Va \aeJ } cobertura de S por abertos em X satisfazendo a propriedade (P) descrita

abaixo, entao {Va \aeJ } cobertura de S por g-abertos em X satisfazendo a propriedade

(P):

(P) Para cada « € J, existe um conjunto regularmente fechado F, # & em X tal que
F, . cV, e
SgU{intX F \aelJ}
Como todo conjunto aberto ¢ g-aberto e um conjunto regularmente fechado ¢ 6-fechado e
portanto dg-fechado,temos que entao {Va \aeJ }cobertura de S por g-abertos de X

satisfazendo a propriedade (P’):

(P’) Para cada o € J, existe um conjunto dg-fechado F, # & em X talque F, cV, e
Sc;U{intXFa \aeld}

Como S ¢ um subespaco Weakly GO-compacto relativo a X, existe J, < J finito tal que

S c UZ

ael,

Portanto S ¢ Weakly-compacto relativo a X.
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Teorema 6.1.5 [10]: Se um subespago A de um espago X ¢ Weakly-compacto entdo A ¢

Weakly-compacto relativo a X.

Demonstragao: Seja {Va \aelJ } uma coberturade A por abertos em X satisfazendo a
condicdo de que, para cada a € J, existe um conjunto regularmente fechado F, # & em X
talque F, cV, e

Ac|J{int, F,\a e J}.
Entdo, para cada o € J, intX(Fa )ﬂ AdeV, N A sao abertos em A e F,N4¢

fechado em A. A familia {Va NA\a eJ } ¢ uma cobertura aberta de A. Para cada

acJ,

e ,(int ,(F,NA)cF,NAcV, N4
Como Ac| J{(int, F,)NA\aeJ} e
(int  (F, N 4)) < int,[el, (int  (F, N 4))]
Desde que [cl, (int , (F, N 4))] é regularmente fechado em A.
Assim, {V, N A\ & € J} é uma cobertura regular de A. Como por hipotese A & Weakly

compacto, existe J, < J finito tal que

4=r,Nn4.
ael,
Logo 4 = U CZA(Va N A)g U Z
ael, aeldg

Portanto A ¢ Weakly-compacto relativo a X.

Corolario 6.1.1: Se um subespago A de um espaco X ¢ Weakly GO-compacto entdo A ¢

Weakly-compacto relativo a X.

Demonstraciao: A C X ¢ Weakly GO-compacto = A C X ¢ Weakly-compacto =

A C X ¢ Weakly-compacto relativo a X (pelo teorema anterior)
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Teorema 6.1.6: Seja A um subconjunto aberto e fechado em um espago topologico X. Se A

¢ um subespaco Weakly GO-compacto entdo A ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.

Demonstragdo: Seja 4 — X um subconjunto aberto e fechado em X, e Weakly GO-

compacto como subespago. Queremos mostrar que A ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.
Para isso tome uma cobertura qualquer {Va \aeJ } de A por g-abertos em X satisfazendo
a propriedade (P’):
(P*) Para cada & € J , existe um conjunto 8g-fechado F, # & em X tal que F cV, e
Ac| J{int, F,\aeJ}.

Afirmo que paracada @ € J, V, () 4 ¢ g-aberto em A . De fato, seja D, um fechado em
Atalque D, <V, (1 A.Por D, serfechado em A e A fechado em X, entio D, ¢ fechado
em X. Como A também ¢é aberto em X, entdo V, NA4é¢ g-aberto em X. Portanto
D, cint, (V, N4),
ou seja,
D,=D,NAcint,(V,N4)]cint,(V, NA4).
Agora, para cada € J, vamos mostrar que F, (14 # & ¢é dg-fechado em A tal que
F NAcV,NA4 e

Ac|Jfint, (F, N4)\a e J}.
De fato, seja U aberto em A tal que F), NAcU . Como int, A=4= A, segue que
A=int, A4.Logo A ¢é 3-fechado em X, temos que F,, (1 A ¢é dg-fechado em X. Logo
cls (F,NA)cU .Mas Cl(yx (Fa N A): I_cl5X (Fa )Jﬂ A= CI5A (Fa) Portanto,
F,NA#J édg-fechadoem Atalque F, NAcV, NA4e

Ac|Jtint, (F, N4\ e},

Entdo, como A ¢ Weakly GO-compacto, existe J, < J finito tal que

acJW.na)cUr, .

ael ael

86



Portanto A ¢ Weakly GO-compacto relativo a X

Teorema 6.1.7 [10]: Seja X um espago Weakly-compacto. Se A ¢ um subconjunto aberto e

fechado em X, entdo A ¢ Weakly-compacto relativo a X.

Demonstracao: Seja {Va \aeJ } uma cobertura de A por conjuntos abertos em X
satisfazendo o seguinte: para cada « € J, existe um conjunto regularmente fechado
F,#J emXtalque F,, cV, ¢

Ac| J{int, F,\aeJ}.

Assuma que X — 4 = & . Desde que A ¢ aberto e fechado, X — A ¢ também aberto e
fechado. Portanto a familia {Va \aeJ }U { X — A} <uma cobertura regular de X. Desde que

X ¢ Weakly compacto existe um subconjunto finito J, < J tal que

Xz[UVa]U(X—A)z[UVa]U(X—A)

ael, aeld,

Portanto obtemos que 4~ ( UVJ , ou seja, a ¢ Weakly-compacto relativo a X.

aeld,

Corolario 6.1.2: Seja X um espaco Weakly GO-compacto. Se A ¢ um subconjunto aberto e
fechado em X, entdo A ¢ Weakly-compacto relativo a X.
Demonstragdo:Basta lembrar que se X ¢ Weakly GO-compacto entdo X ¢ Weakly-

compacto e aplicar o teorema anterior.

Teorema 6.1.8: Se um subespaco A aberto e fechado em um espaco X ¢ Weakly GO-

compacto entdo A ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.
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Demonstragdo: Seja 4 — X um subconjunto regularmente fechado em um espago

Weakly GO-compacto X. Queremos mostrar que A ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.

Para isso tome uma cobertura qualquer {Va \aeJ } de S por g-abertos em X satisfazendo

a propriedade (P’):

(P*) Para cada & € J , existe um conjunto 8g-fechado F, # & em X tal que F,cV, e
Ac|J{int, F,\a eJ}.

Como int, 4=A4= A, segue que 4 = m, entdo A ¢ d-fechado em X e entdo A édg-

fechado em X, e portanto g-fechado em X. Entao {Va \aeJ }U {X - A} ¢ uma cobertura

g-aberta de X Além disso, como A ¢ aberto, X —4=X — A4, e como A ¢ fechado, X — 4

¢ regularmente fechadoem Xtalque X -4 X —-4,¢
Ac|Jtint, F,\a e J3U fint(x —4)}=| Jfint, F, \@ e J}U {x - 4],

pois X — A =int(X — 4)=int(X — 4)
Assim, {Va \aeJ }U {X - A} ¢ uma cobertura g-regular de X

que ¢ um espaco Weakly-compacto. Portanto existe um subconjunto finito J, < J tal que

Xz[UVa]U(X—A)z[UVa]U(X—A)

ael, aeld,

Portanto obtemos que 4 ~ [ UVa] , ou seja, a ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.

ael,

Teorema 6.1.9 [10]: Se todo subconjunto proprio regularmente fechado em um espaco X ¢

Weakly-compacto relativo a X, entdo X ¢ Weakly-compacto.

Demonstragdo: Seja {I/, \ o € J } uma cobertura regular de X. Entdo para cada & € J,

existe um conjunto regularmente fechado F, # @ em X tal que F 0 & Va e

X =J{int, F,\aeJ}.
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Escolha e fixe a, € J. Defina K = X — int(Fao ), entdo K € um conjunto regularmente
fechadoem X, e K U{intX F,\aeJ-{a,}}. Portanto {Va \qeJ— {ao}} ¢ uma
cobertura de K por abertos em X tal que para cada o € J — {0{0 } , €xiste um conjunto
regularmente fechado F, # & em X talque F, Ve

Kc|Jfint, F,\aed —{a, }}.

Pela hipotese, existe J, = J — {ao} finito tal que

K c U Z
aeld
Logo ¥ =K Uint(%,, )j= U, Uln(F, e Ur.Ur, = U7, .
ael, ael, aeJOU{aO}

Ou seja, X ¢ Weakly-compacto.

Corolario 6.1.3 [10]: Se todo conjunto proprio regularmente fechado em X ¢ Weakly-

compacto, entdo X ¢ Weakly-compacto.

Demonstracao: Se todo conjunto proprio regularmente fechado em X ¢ Weakly-compacto,
entdo todo subconjunto proprio regularmente fechado em um espaco X ¢ Weakly-compacto

relativo a X. Pelo teorema anterior, segue que X ¢ Weakly-compacto.

Corolario 6.1.4: Se todo subconjunto proprio regularmente fechado de um espago X é

Weakly GO-compacto relativo a X, entdo X ¢ Weakly-compacto.

Demonstragdo: Se 4 — X regularmente fechado ¢ Weakly GO-compacto relativo a X,
entdo 4 — X regularmente fechado ¢ Weakly-compacto relativo a X. Logo, pelo Teorema

6.1.9,segue que 4 — X ¢ Weakly-compacto.
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Teorema 6.1.10: Se todo subconjunto proprio fechado em um espaco X ¢ Weakly GO-

compacto relativo a X, entdo X ¢ Weakly GO-compacto.

Demonstragao: Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-regular de X. Entdo paracada aeJ,

existe um conjunto dg—fechado F, # & em Xtalque F, <V e

X =J{int, F,\aeJ}.
Escolha e fixe «, € J. Defina K = X —int (Fao ), entdo K ¢ um conjunto fechado em X, e
Kc U {int (F,)\aeJ—{a,}}. Portanto V. \aeJ—{a,}} ¢umacobertura de K
por g-abertos em X tal que para cada o € J — {ao }, existe um conjunto dg-fechado F, # &
emXtalque F/, cV e

KcU{intXFa \aed —{a,}}.

Pela hipotese, existe J, < J — {ao} finito tal que

K c U Z
ael,
Logo ¥ = K Ul (7, )= UV, U (5, e U7, Ur, < U,
ael, ael aeJou{ao}

Ou seja, X ¢ Weakly GO-compacto.

Corolario 6.1.5: Se todo subconjunto proprio fechado e aberto em um espaco X ¢ Weakly

GO-compacto, entdo X ¢ Weakly GO-compacto.
Demonstracao: Se todo subconjunto proprio fechado e aberto em um espaco X ¢ Weakly

GO-compacto, entao todo subconjunto proprio fechado e aberto em um espago X ¢ Weakly

GO-compacto relativo a X. Pelo teorema anterior, X ¢ Weakly GO-compacto.

Teorema 6.1.11: Sejam A; e A, sdo subconjuntos de um espago X. Se A; e A, sao Weakly

GO-compactos relativos a X entdo 4, U 4, ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.
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Demonstracao:Seja {Va \aelJ } ¢ uma cobertura g-regular relativa de 4, U 4, .
Entdo para cada o € J existe um conjunto dg-fechadoem X F, # & em X tal que
F,cV, e

A U4, c| J{intF,\a e J}.
Entao {Va \aelJ } ¢ uma cobertura g-regular relativa de A; e A,.

Como ambos subconjuntos sao Weakly GO-compactos relativos a X, existem J; e J,

subconjuntos finitos de J, tais que

4, c UZCAZC UIT

aed; ael,

Portanto, 4 U 4, = [ UI/a] U{ UVa] - Ufa ,ouseja, 4, U4, éWeakly GO-compacto

ael, ael, aeJ UJ,

relativo a X.

Teorema 6.1.12: Sejam A; e A, sdo subconjuntos de um espago X. Se A; e A, sao Weakly

GO-compactos relativos a X entdo 4, x 4, ¢ Weakly GO-compacto relativoa X x X .

Demonstragdo:Seja {V; xV:\aeJ } cobertura g-regular relativa de 4, x 4, . Entdo, para
cada @ € J existe F! x F} # & 8g-fechado tal que F; X Fa2 c V; X Vaz e

A x 42 < | Jint(F! x F?). Entdo, 4! < | Jint(F!) e 42 < | Jint(F?), donde F, # @ |

aeJ aelJ ae
2 1 1 2 2
F #0, F,cV,eF, cV,.
1 2 , 1 1 2 2
Vamos mostrar que F, a © F, « sdo dg-fechado tais que F, <V, , F, cV,,

A4 c Uint(F;) e A c Uint(Faz).

aeJ aeJ

1 2 1 1 2 2
Sejam Ua e Ua abertos tais que Fa CUa e Fa CUa,entﬁo
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1 2

F(j ><Fa2 CU; ><Ui.Corno F; XF; ¢ 0g-fechado e Ua XUa ¢ aberto em A X A;

temos que F; ><F0(2 Cil’ltg(U; XU;)Zint(g(Ué)Xintg(U;),Logo F; Cintg(U;)e
2 2 s FlF? F'sxF2cpy xp?

F; citg\U, ). Entdo £, e L', sdo 8g-fechado. Como L', X L')) &V XV e

A;XAj C Uint(F;XFj>, segue que FO: - VO: , F(Z2 C Vaz, A(lx C Uint(F;)e

ael ael
£cUnle)
asJ
Observe também que, se G; e G, sio fechados em X tais que G, C V,; e G, C Vaz , logo
G, xG, V,; X Va2 .Como V, xV? ¢& g-aberto em X x X, segue que
Gl XGZ CC;l XGZ CV; XV;,ouseja, aCsz € G_ZCV(IZ
1 2 : 1
Portanto V', e V, sdo g-abertos em X. Assim, {Va \aaeJ } cobertura g-regular de A e

{Vaz \aeJ } cobertura g-regular de A,. Como A; e A, sao Weakly GO-compactos

relativos a X, existem J,,J, € J ambos finitos, tais que 4, < UV; e 4, UVO,2 :

ael, ael,

=t 2 2 1 2 ,

Logo, 4, x4, © UVa X UVa = UVa xVy = UVa XV . Portanto, A x4, é
aelJ; ael, ael; ael;
pet, pel,

Weakly GO-compacto relativoa X x X .

Definicao 6.1.7] 10]: Uma fungao f X oY ,onde X e Y sdo espagos topologicos, ¢

dita almost-aberta quando f(U)c int f(U) para todo aberto U em X.

Definicao 6.1.8 [10]: Uma fungao f : X =Y onde XeY sdo espacos topologicos ¢

dita aberta quando f (U ) ¢ aberto em Y, para todo aberto U em X.
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Teorema 6.1.13 [10]: Uma fungdo f : X — Y ¢é almost-aberta se e somente se

f71<17)c /7 (V) para todo aberto ¥ em Y.

Teorema 6.1.14 [10]: Seja f : X — ¥ almost-aberta perfeita. Se K é Weakly-compacto

relativo a Y, entdo f 71(K ) ¢ Weakly-compacto relativo a X.

Corolario 6.1.6: Sejam X e Y espagos topologicos, f : X = Y almost-aberta perfeita

e K um subconjunto do espaco X. Se K ¢ Weakly GO-compacto relativo a Y, entdo f "I(K )

¢ Weakly-compacto relativo a X.

Demonstragdo: Sejam X e Y espacos topoldgicos, f : X = Y almost-aberta perfeita e
K um subconjunto do espaco X. Se K ¢ Weakly GO-compacto relativo a Y, entdo K é
Weakly-compacto relativo a Y, e portanto f 71(K ) ¢ Weakly-compacto relativo a X (pelo

teorema anterior).

Corolario 6.1.7 [10]: Seja f : X — Y uma fun¢io aberta perfeita e continua. Entdo X é

Weakly-compacto se e somente se Y ¢ Weakly-compacto.

Corolario 6.1.8: Sejam X e Y espacgos topologicos, e f : X — Y uma fungio aberta

perfeita e continua. Se X ¢ Weakly GO-compacto entdo Y ¢ Weakly-compacto.

Demonstragdo: Seja f : X — Y uma funcdo aberta perfeita e continua. Entdo X é Weakly

GO-compacto entdo X ¢ Weakly-compacto. Logo Y ¢ Weakly-compacto.
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Corolario 6.1.9: Seja X Weakly GO-compacto e f : X — Y strongly-continua, entdo

para todoV < Y ndo vazio, /' (V) ¢ Weakly GO-compacto relativo a X.

Demonstragdo: De fato, para todo? < Y néo vazio, como f¢é strongly-continua,
17(V) é aberto e fechado em X. Como X é um espago Weakly GO-compacto, aplicando o

corolério anterior, //(V) é Weakly GO-compacto relativo a X.

Teorema 6.1.15: Seja X em espagco GO-compacto. Se f : X — Y ¢ fechada continua tal

que Y = f(X). Entdo Y ¢ Weakly-compacto.

Demonstragao: Seja {Va \aeJ } uma cobertura regular de Y, entdo para cada o € J existe

F # & regularmente fechado talque F, cV, e Y = Uint F, .

aeJ

Como f'¢ continua, { f (Va)\ aeJ } ¢ uma cobertura g-aberta de X. Por hipdtese, existe

J, < J finito tal que x = Usr'w)-

ael,

Entdo Y=f(X)=f(Uf1(Va)J= Uslr )= Urlrw,))= | J,)- Portanto Y ¢

aeld, ael, aeld, aeld,

Weakly-compacto.
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CAPITULO 7

ESPACOS ALMOST GO-COMPACTOS

Neste capitulo sugerimos a defini¢ao dos espacos Almost GO-compacto trocando na
definicao de espacos Almost-compactos “cobertura aberta” por “cobertura g-aberta” .
Desenvolvemos muita de suas propriedades e as relagdes com os espagos dos capitulos
anteriores e também com os espacos Almost-compactos. Por ultimos, caracterizamos os

espacos Nearly GO-compactos via g-convergéncia de um filtro base aberto.

7.1.1 Espac¢os Almost GO-compactos

Definicao 7.1.1 [10]: Dizemos que um espago (X ,r) ¢ Almost-compacto quando toda
cobertura aberta {, \ @ € J} de X possuir uma subfamilia finita tal que a unido do fecho

de seus elementos cobre X.

Definic¢ao 7.1.2: Dizemos que um espago (X ,r) ¢ Almost GO-compacto quando toda
cobertura g-aberta {//, \ & € J} de X possuir uma subfamilia finita tal que a unido do fecho

de seus elementos cobre X.
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Exemplo 7.1.1:

Seja X = {a b,c,,a;,b; \i,j =2,3,.. } Defina a base N(x) com o sistema fundamental de

ij°

vizinhangas, para cada ponto x de X, como o seguinte:

N(a)= U"(a) = {a,a,(i = n,vj)\n =12,..}

N(B)={U"(B) = {p,b,(i = n, )\ n =1,2,..}

Nla, )= a,

N, )= 1, i

Nie,)={U"() = {epay.b,(j = n,¥i)\n=12,..}

O conjunto X munido da topologia gerada pela base N(x) e um espaco topologico que ¢
Almost GO-Compacto. De fato, seja U = {V,, \@ € J} é uma cobertura g-aberta de X .
Entdo, Vx € X existe a(x)e J tal que x € ¥, . Como(X,7) é um espago de Hausdorff,
{x} ¢ um conjunto fechado em X e {x} < V), segue que {x}c int(V,,, ). Entdo

{int Vi aeld } ¢ uma cobertura aberta de X. Denote por G(a) e G(b Jum par de elementos

de {int V\aeld }, 0s quais contém a e b respectivamente. G(a) e G(b) conterao todos

mas um numero finito , digamos n e m, respectivamente, de c,'s. Suponha que n > m .

Entdo, os ¢,,---,c, que ndo sdo cobertos por G(a) e G(b) serdo cobertos por um nimero

finito de fecho de elementos de {int¥, \ a € J}, digamos 51,- . En .0
- [(G(a))U (G(b)) U {Ua} contém um numero finito de a;'s e b;'s . Logo, existe um
i=1

J, < J finito tal que X = UV Dai segue que (X,7) é um espago Almost GO-

ael,

compacto.

Teorema 7.1.1: Se um espago (X,7) é GO-compacto, entio (X,7) ¢ Almost GO-

compacto.
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Demonstracao: Seja {Va \aelJ } uma cobertura g-aberta de X, como X ¢ GO-compacto,

existe J, < J finito tal que x =| |y .Como V CV_CX,ternos we x=1\1r .
0 q a a [24 q a

aed, ael

Portanto X ¢ Almost GO-compacto.

Exemplo 7.1.2: A reciproca do teorema anterior ndo ¢ verdadeira. De fato, seja
X ={x}U{x, \i € I} ondeIéum conjunto nio enumeravel. Seja 7 = {¢, {x}, X }

Observe que (X,7) é Almost GO-compacto. De fato, seja {V, \ @ € J} uma cobertura g-

aberta de X. Entdo, paracada y € {X,- \ie I}, existe a, el tal que y € Vay , €

az{xi\iel}.Agora,paray:xeX existe o, € J tal que XEVaX,e

Vax = X Logo, temos que (X,7) é Almost GO-compacto. Mas(X,7) nio é GO-

compacto pois V; = {x X, } i € I ¢uma cobertura g-aberta de X que ndo possui

subcobertura finita.

Teorema 7.1.2: Se um espago (X,7) é Almost GO-compacto, entdo (X,7) é Weakly GO-

compacto.

Demonstragio: Seja {, \ & € J} uma cobertura g-regular de X. Logo {V, \& € J} uma

cobertura g-aberta de X, como X é AGO-compacto, existe J, C J finito tal que

x=Jr,.

ael,

Portanto X ¢ Weakly GO-compacto.

Exemplo 7.1.3: A reciproca do teorema anterior ndo ¢ verdadeira.
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Seja X = {a,b}Ula,,b;oc; \i,j = 1,2,-+-], ¢ considere o sistema fundamental de vizinhangas
para cada a,,b,,c, € X :

May )= tia,

N, )=ty )

Nle)= e

Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-regular de X. Entdo para cada a € J existe um

conjunto F, # & dg-fechadoem X talque F, cV, e
x= | J{intF, \a e J}.

Como b e X , existe a(b) e J tal que b € int F,;)- Mas o unico aberto em X que contém b

¢ o proprio X. Logo X =intF,,, <V, . Portanto (X,r) ¢ um espago Weakly GO-
compacto.

Mas (X ,r) ndo ¢ um espago Almost GO-compacto. De fato, tome
U= {{al.j }, {bl.j }, lehif=1,2,-- ~}U {{a},{p}}. Entdo U é uma cobertura g-aberta de X pois {al.j },
{b,.j} e {c,} sdo abertos em X para todos 7, j =1,2,--- e, {a} e {b} também sdo g-abertos

pois o tnico fechado contido em ambos € o conjunto vazio.

Segue que nao existe uma familia finita em U o qual a unido do fecho de seus elementos

cubra X. Logo (X,7) ndo ¢ um espago Almost GO-compacto
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Teorema 7.1.3: Se um espago (S,0) é um espago Almost-compacto, entio (S,o) é um

espaco Weakly GO-compacto.

Demonstra¢ao: Suponha que (S ,0) ¢ um espago almost compacto e considere {Va \aeJ }
uma cobertura g-regular qualquer de (S,a). Entdo, para cada o € J , existe F, # & og-

fechadotalque F, cV, e S = Uint F,.Entio {intF, \& € J} é uma cobertura aberta de

(S,0). Usando a hipotese de (S,o) ser um espago almost-compacto, existe J, — J finito

tal que
s= U, < UI.)
ael, aeld,

Portanto (S,0) ¢ um espago Weakly GO-compacto.

Observacao 7.1.1: Como vimos no Exemplo 6.1.1, temos que a reciproca do teorema

anterior ndo é verdadeira.

Teorema 7.1.4: Se um espago (X,7) é Almost GO-compacto, entdo (X,7) é Almost-

compacto.

Demonstragio: Seja {, \ & € J} uma cobertura aberta de X, portanto {¥, \a € J} é uma

cobertura g-aberta de X. Como X ¢ Almost GO-compacto, existe J, c J finito tal que

x=..

ael,

Portanto X ¢ Almost-compacto.

A reciproca do teorema anterior nao ¢ verdadeira.
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Exemplo 7.1.4: Exemplo de um espago X que ¢ Almost-compacto que nao ¢ Almost GO-
compacto.

Seja X = {a,b}U {ay.,b. ¢ \i,j=12,-- -}, e considere o sistema de vizinhangas para cada

ij»>Ci

a..b.,c.e X:

ij2i> Ci

N (a[j) = {{a[j }}
N, )= b, i
N(e,)={ie.}}

Seja {Va \aeJ } uma cobertura aberta de X.

Como b € X , existe a(b)e J tal que b € V. - Mas o unico aberto que contem b ¢ o
proprio X. Logo X =V, <V, . Portanto (X,7) é um espago Almost-compacto.

Mas (X ,r) nao ¢ um espaco Almost GO-compacto. Como mostramos antes (Exemplo

7.1.3)

Exemplo 7.1.5: Exemplo de um espago X que ¢ Almost-compacto que nao ¢ Almost GO-
compacto.

Seja X =N o conjunto dos nimeros naturais. Considere a seguinte topologia sobre X.

T= {@,N}U {U” = {n,n+l,---}\n > 3}

Seja {Va \aeJ } uma cobertura aberta de X.

Como 1 € X, existe a(l) € J tal que 1 €V,. Mas o Gnico aberto que contém 1 € o proprio
X.

Logo X =V, < ﬁ(l) Portanto (X,7) é um espago Almost-compacto.

Mas (X ,2') ndo € um espago Almost GO-compacto pois todo conjunto unitario é g-aberto

(X,7),isto é, V = {Vx = {x}\ X € X} ¢ uma cobertura g-aberta de (X,7). Para todo

ae X, {a} = {1,2,3,- . -,a}. Portanto, ndo existe uma subfamilia em /" cuja unido do fecho de

seus elementos cobre X.
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O espago (X ,2') também ¢ uma espago Weakly GO-compacto que ndo ¢ Almost Go-
compacto. De fato, seja {Va \aed } uma cobertura de (X ,r) tal que Va € J, existe

F,#0 talque F,cV,e X = UintFa .Como 1€ X, existe a(l) e J tal que

ael

l eint ;. Mas o Gnico aberto que contém 1 ¢ o proprio X.

Logo X =intF, ) c ntF,, < F,;) =V, . Portanto (X,7) é um espago Weakly GO-

compacto.

Defini¢ao 7.1.3: Um subespago A de um espago topoldgico X ¢ chamado Almost GO-

compacto relativo a X se e somente se para cada cobertura {Va \aeJ } de S por g-abertos

em X, existir J, < J finito tal que

4 c UZ

ael,

Teorema 7.1.5: Seja A um subespago g-aberto em um espago topologico (X ,r) . Entdo se
A for Almost GO-compacto relativo a (X,7), entdo A sera Almost GO-compacto como

subespaco.

Demonstragao: Seja {Va \aeJ } ¢ uma cobertura g-aberta de A. Como A ¢ g-aberto em

(X,7) temos que {¥/, \a € J} é uma cobertura de A por g-abertos em (X,7). Como A é

Almost GO-compacto relativo a (X ,2'), existe J, c J finito tal que X = UZ

ael

Portanto X ¢ Almost GO-compacto como subespaco.
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Corolario 7.1.1: Seja A um subespago aberto em um espago topoldgico (X ,2'). Entdo se A
for Almost GO-compacto relativo a (X,7), entdo A serd Almost GO-compacto como

subespaco.

Demonstracao: Segue direto do teorema anterior, lembrando que todo conjunto aberto ¢ g-

aberto.

Teorema 7.1.6: Seja A um subespaco fechado e g-aberto em um espaco topologico (X ,2') .
O subconjunto A for Almost GO-compacto como subespaco se e somente se A sera Almost

GO-compacto relativo a (X,7).

Demonstrac¢ao: Sejam (X ,r) um espaco topoldgico e A um subconjunto g-aberto e fechado
em (X,7). Suponha que A é Almost GO-compacto como subespago de (X,7). Considere
V. \a € J} é uma cobertura de A por g-abertos em (X, 7). Como A é fechado em X,
vamos mostrar que {Va \aelJ } ¢ uma cobertura de A por g-abertos em A. Para isso, tome
F um subconjunto fechado em A tal que F < ¥, . Como A ¢ fechado em (X,7), entdo F ¢
fechado em (X,7) e, como ¥, é g-aberto em (X,7) tal que F Cint, ¥, . Entdo, existe um
aberto U em (X,7) tal que F U c ¥, . Portanto U () 4 é aberto em A tal que

F=FNAcCcUNAcV,NAcV, ,eassim F cint,V, cint,V, eV, ¢g-abertoem A.

Como A ¢ Almost GO-compacto, existe J,  J finito tal que X = UVa NAc UZ

ael ael,

Portanto X ¢ Almost GO-compacto relativo a X.

A reciproca segue direto do Teorema 7.1.5.

Teorema 7.1.7: Todo subconjunto g-fechado em um espago Almost GO-compacto X ¢

Almost GO-compacto relativo a X.
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Demonstrac¢ao: Seja A um subconjunto g-fechado em um espaco Almost GO-compacto X.

Considere {Va \aeJ } um cobertura de A por g-abertos em X. Entao

V. \a e JJU{X — 4} ¢ uma cobertura g-aberta de X . Como X é Almost GO-compacto,

existe J, < J finito tal que 4 UV_a Portanto A ¢ um subespago almost GO-compacto

ael,

relativo a X.

Corolario 7.1.2: Seja (X ,r) um espaco Almost GO-compacto. Entao, todo subconjunto

fechado A de (X,7) é Almost GO-compacto relativo a X.

Demonstracao: Sejam (X ,T) um espaco Almost GO-compacto e A um subconjunto

fechado em X GO-compacto relativo a X. Como todo fechado ¢ um conjunto g-fechado, o

resultado segue que do teorema anterior.

Teorema 7.1.8: Em um espago g-regular (X ,r), todo par de subconjuntos disjuntos (A,B)

onde A ¢ g-fechado e B ¢ Almost GO-compacto relativo a X, existem abertos disjuntos U e

Vtasque AcU e BcV.

Demonstracao: Sejam (X , 1') um espaco g-regular, A um subconjunto g-fechado em (X ,r)
e B um subespago Almost GO-compacto relativo a (X,7) tais que 4N B =2. Como

(X ,r) g-regular, para cada x € B, existem abertos U_ e V _taisque xeU_ e AcV e

U_x OZ =@ (pelo Teorema 3.2.7). Entdo {U, \ x € B} é uma cobertura de A por g-abertos

em (X,r), portanto existem x,,---,x, € B tais que B ¢ UUx. .

i=l

Agora,sejaV:ﬂin eU=X—V.Ternosque AcV eBgUU_gX— V_i=U.

i=l1 i=1 i=1

Além disso, VﬂUgfﬂUzVﬂ(X—V)z@.
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Teorema 7.1.9: Em um espaco almost g-regular (X ,2') (Definicdo 3.2.12), todo par de
subconjuntos disjuntos (A,B) onde A ¢ dg-fechado e B ¢ Almost GO-compacto relativo a

X, existem abertos disjuntos Ue Vtaisque AcU e BC V.

Demonstragao: Seja (X ,r) um espaco almost g-regular, A um subconjunto dg-fechado em
(X,7) e B um subespago Almost GO-compacto relativo a (X,7) tais que AN B =3 .
Como (X ,r) ¢ almost g-regular, para cada x € B, existem abertos U_ e V tais que
xeU e AcV e U_x OZ = (pelo Teorema 3.2.23). Entao {Ux \x e B} ¢ uma

cobertura de A por g-abertos em (X ,2'), portanto existem x,,---,x, € B tais que

BQOU&'

i=1

Agora,sejaV:ﬂin eU=X—V.Ternosque AcV eBgUU_gX—ﬂV_=U.

i=1 i=1 i=1

Além disso, ¥ NU <V NU =V N(x-7)=2.

Corolario 7.1.3: Em um espaco almost g-regular X, todo par de conjuntos (A,B) onde B ¢
dg-aberto e A ¢ almost GO-compacto relativo a X tal que 4 < B, existe um regularmente

aberto V tal que AcV cVcB.

Demonstracao: Sejam X um espaco almost g-regular, B é 6g-aberto e A ¢ almost GO-

compacto relativo a X tal que 4 < B. Desde que C = X — B ¢ dg-fechado disjunto de A,
pelo teorema anterior, existem abertos Ue Vtaisque AcU ,CcV e UNV=32.

Portanto ACUgacX—VCB.Logo

AcU=intU c intU cintU cU < X -V < B. Desde que W = intU ¢ regularmente

aberto em X, segue que, existe um regularmente aberto W em X tal que

ACWIthECiH'[E:WCECB,Ouseja, AcW cW c B.
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Teorema 7.1.10: Em um espaco almost g-regular X, todo par de conjuntos disjuntos (A,B)
onde B ¢ d6g-fechado e A ¢ almost GO-compacto relativo a X, entdo existem abertos

disjuntos Ue V taisque AcU , BcV e UNV =OD.

Demonstracao: Seja X um espaco almost g-regular, onde B ¢ dg-fechado e A ¢ almost GO-
compacto relativo a X. Para cada x € 4 temos que x ¢ B. Como (X ,r) ¢ um espago
almost g-regular, existem abertos U_e V taisque xeU_, BcCV, e U_x ﬂ?x = . Entdo
{U.\x € 4} ¢ uma cobertura g-aberta de A. Logo, existem x,,---,x, € 4 tais que

ACUU_xi:K.Deﬁna ﬂin =V e M:X—ﬂV_xi.Temosentﬁoque BclVe
i=1 i=l1

i=1

ac\JU, € X-V =M. Alémdisso, MNV = (¥ -V)V =@.

i=1

Teorema 7.1.11: Em um espago Almost GO-compacto, almost g-regular X, todo par de

conjuntos disjuntos (A,B) regularmente fechados, existem abertos disjuntos U e V tais que

AcU ,BcV eUNV=0.

Demonstracao: Seja X um espaco almost g-regular, onde A e B sdo regularmente fechado.
Como todo regularmente fechado ¢ 6g-fechado e todo regularmente fechado em um espago
almost GO-compacto ¢ Almost GO-compacto relativo a X (Corolario 7.1.2), segue direto

do Teorema anterior que existem abertos disjuntos Ue V taisque AcU , BcV e

UNV =2.

Teorema 7.1.12: Sejam (X ,z’) um espaco topologico e A um subespaco ag-regular
em(X,7). Se A é um subespago Almost GO-compacto, entdo A é um subespago Almost

GO-compacto relativo a (X,7).

105



Demonstracao: Suponha que A ¢ um subespaco Almost GO-compacto, e seja

V', \a@ € J} uma cobertura g-aberta de A por g-abertos em (X,7). Como A ¢ ag-regular

entdo existe um aberto U talque x €U, U V(.
Seja {U NA\xe A} o qual ¢ uma cobertura aberta de A que ¢ um subconjunto Almost

GO-compacto. Logo existem X;,X,,..., X, elementos de A tais que

AcJu, N4ac Ua Portanto 4 — Uf c U V., - Entdo A ¢ Almost GO-compacto.
i=1 i=1 i=1

i=1

Relativo a (X,7).

Corolario 7.1.4: Sejam (X,z) um espago topoldgico, e A um subconjunto de X. Se 4 ¢ g-
aberto em (X,7) e ag-regular. O subespago A de (X,z) é Almost GO-compacto relativo a

(X,z) se e somente se 4 é Almost GO-compacto como subespago.

Demonstragio: Seja 4 um subconjunto é g-aberto em (X,7) e ag-regular.

Suponha primeiramente que A é Almost GO-compacto relativo a (X,z), desde que A é g-
aberto em (X ,r), pelo Teorema 7.1.5 segue que A ¢ Almost GO-compacto como
subespaco.

Reciprocamente, suponha que 4 ¢ Almost GO-compacto, como A ¢ ag-regular, pelo

Teorema 7.1.12, segue que A é Almost GO-compacto relativo a (X,7).

Teorema 7.1.13: Seja A qualquer subconjunto denso e ag-regular de um espago (X ,z') tal
que toda cobertura de A por g-abertos em (X ,T) ¢ uma cobertura g-aberta de (X ,T). Entdo

(X,7) é Almost GO-compacto se e somente se (X,7) GO-compacto.

Demonstracao: Suponha inicialmente que X ¢ um espaco Almost GO-compacto. Seja A um

subconjunto denso e og-regular no espago (X ,T) tal que toda cobertura de A por g-abertos
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em (X,7)é uma cobertura g-aberta de (X,7). Considere {Va \aelJ } uma cobertura g-
aberta de (X,T). Entdo para cada x € X , existe um a(x)e J tal que X € Va(x). Como A
¢ ag-regular, para todo x € 4 existe um aberto U ¢ em (X ,T) tal que

xeU, EU_XEVa(x)-

Entao {U x \x e A} ¢ uma cobertura de A por g-abertos em (X ,z‘), e portanto,

{U L \xe A} ¢ uma cobertura g-aberta de (X,7). Como X é um espaco Almost GO-

compacto, existem X;,X,,...,X, elementos de A tais que 4 < UZ Logo
i=1

Ac UI c U V() - Portanto A ¢ GO-compacto relativo a (X,7). Como A ¢é denso em
i=1 i=l1

(X,7), isto &, A=X, segue que (X,T) ¢ GO-compacto.

A reciproca ¢ ja foi provada no Teorema 7.1.1.
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7.2 Caracterizacao de espacos Almost GO-compactos via g-

convergéncia

Defini¢io 7.2.1 [17]: Uma familia ndo vazia f = {Bi \ield } onde B; sdo subconjuntos

em X é chamado filtro base aberto em X quando cada B, e S & um aberto em X e satisfaz
0s seguintes axiomas.

3. Se Be ,B , entdo B é ndo vazio.

4. Se B1>B2 E,B,entéo BQBI ﬂBz para algum Bep.

Teorema 7.2.1: Para um espago topoldgico (X, 7), sdo equivalentes:

I X ¢ Almost GO-compacto;

2 Se {F,} ¢ uma familia de conjuntos g-fechados tais que ﬂ F, = %) , entdo existe

uma familia finita em {F,} tal que ﬂ intF, =9;
i=1

3 Todo filtro base aberto tem um ponto de g-acumulacao;

4 Todo filtro base maximal aberto g-converge para algum ponto X € X,

Demonstracao:

(1)=(4): Seja o = {F,} um filtro base maximal tal que §2 ndo g-converge para
qualquer ponto de X. Entio §” ndo tem pontos g-acumulacio (Teorema 4.1.3) . Assim,
para todo X € X , existe um conjunto g-aberto U, contendo x tal que para todo Ba(x)
pertencente a base de §” tem-se que B, NU. =@, logo B, . NU, =@, pois. B, ¢é

a(x) a(x)

um aberto contendo x. Portanto o conjunto dos g-abertos U = {U xeX } que satisfaz a
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propriedade acima cobre X e pela hipdtese, existe uma subfamilia finita {U N /1<i< n}

de U cuja unido do fecho de seus elementos cobre X. Como §” & um filtro base, existe

F, CﬂBa(x‘»)’ F, 0, F, € .Mas

i=1

F, :Foﬂszoﬂ(OfJ=O(U nr)<JO, ns,.,)-2

i=1 i=1
Contradigdo. Logo, §” g-converge para x.. Pelo Teorema 4.1.1, x é um ponto de g-

acumulagao de @ . Pelo Teorema 4.1.3, todo filtro base maximal aberto sobre X g-

converge.

(4)= (3):Seja § um filtro base aberto sobre X, ento existe um filtro base maximal aberto

® que é mais fino que §2 . Por hipdtese ® g-converge para X . Entdo = ¢a(x) €0 tal

que VU, g-aberto com x € U_ temos que ¢a(x) - Ux . Entdo, pelo Lema 4.1.1 e pelo

Teorema 4.1.1, x é um ponto de g-acumulagio de § .

(3)=(2): Seja {F,} ¢ uma familia de conjuntos g-fechados tais que ﬂ F, =@ . Suponha

que para toda subfamilia finita de {F,}, temos ﬂ int F, # (. Entdo, como h ={toda finita
i=l1

intersecdo do interior de elementos de {F,} } (pela Definicdo 4.3 de Teoria de g-

convergéncia) forma um filtro base aberto, pela hipotese, h possui algum ponto de g-

acumulagdo x, € X . Como ﬂFa =, existe a(x,) tal que x, ¢ F,,> ouseja,

X, & int(Fa(xU))i @ Portanto X, € X —int(Fa(xo)), um conjunto g-aberto. Mas X, ¢ um

ponto de g-acumulacdo de 71, int(Fa(xO))e hoe int(Fa(xO))ﬂ (X —int Fa(xO));t .

Absurdo.
(2)=(1): Imediato.
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CAPITULO 8

ESPACOS NEARLY GO-COMPACTOS

Neste capitulo sugerimos a defini¢ao dos espacos Nearly GO-compacto. Obtemos muitas
de suas propriedades e também as relagdes com os espacos dos capitulos anteriores bem
como com 0s espagos Nearly-compactos. Por ultimo, definimos dg-convergéncia de um

filtro e caracterizamos os espacos Nearly GO-compactos via dg-convergéncia.

8.1 Espacos Nearly GO-compactos

Definicao 8.1.1 [5]: Um espago (X ,r) ¢ chamado Nearly-compacto se e somente se toda

cobertura regularmente aberta {/, \ e € J} de X possui subcobertura finita .

Assim, dizer que um espaco (X , 2') ¢ Nearly-compacto € equivalente a dizer que toda

cobertura aberta de X possui uma subfamilia finita tal que

X:Uinth.

k=1

Definicao 8.2.2: Um espaco (X ,T) ¢ chamado Nearly GO-compacto se e somente se toda

cobertura dg-aberta {Va \aeJ } de X admite uma subfamilia finita tal que
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Teorema 8.1.1: Se um espago (X,7) é Nearly GO-compacto entio (X,7) é Nearly-

compacto.

Demonstragio: Seja {#/, \a € J} uma cobertura regularmente aberta de X. Entdo
V. \a eJ} ¢éuma cobertura 3g-aberta de X. Como X ¢é Nearly GO-compacto, existe
J,cJ finito tal que

v,

aeld,

Portanto é um espago Nearly-compacto.

Exemplo 8.1.1: A reciproca do teorema anterior ndo ¢ verdadeira. De fato, seja

X ={x}U{x, \i € I} onde I éum conjunto ndo enumeravel. Tomei =i, € I fixo, e seja
T= {@, {x}, {xio b {x, X, X } Observe que (X,7) é Nearly-compacto, mas ndo é Nearly
GO-compacto. De fato, tomandoV;, = {x, }e V.= {x, X, }iel—{io} onde i € I —{i,} (pois o
unico fechado contido nos V,'s com i € [ — {xl.o }, ¢ o conjunto vazio e ¥, ¢ regularmente
aberto em (X,7)), temos que {7, = {x,x, \i e I\ {i, }}}U V., € uma cobertura dg-aberta de X

que ndo possui subfamilia finita cuja unido de seus membros cobre X. Mas (X ,z') ¢ Nearly-

compacto pois. (X ,z') ¢ compacto.

O exemplo anterior mostra que espacos Nearly GO-compacto ndo coincidem com espagos

Compactos.
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Teorema 8.1.2: Um espago (X,7) é GO-compacto entdo (X,7) é Nearly GO-compacto.

Demonstracao: Seja {Va \aeJ } uma cobertura dg-aberta de X e portanto, uma cobertura
g-aberta de X. Como X ¢ GO-compacto, existe J, — J finito tal que

XanJVa

ael,

Portanto X ¢ Nearly GO-compacto.

Exemplo 8.1.2: Exemplo de espago Nearly GO-compacto que ndo ¢ GO-Compacto.

Seja X ={a,a,\i=12,--} e 7 ={3,{a}.{{a,a,}\i e I}, X}. Observe que (X,z) nio é
compacto e portanto, nao ¢ um espaco GO-compacto. Mas (X ,r) ¢ Nearly GO-compacto.
De fato, os tnicos regularmente aberto em (X,7) sdo o conjunto vazio e X. Assim, se

V. \a € J} é uma cobertura Sg-aberta de X, entio existe a(a,) e J tal que @, Veta)-

Portanto {al. } = {a_l.} cint; V) =X

Logo V., =X .

O exemplo acima mostra que Nearly GO-compacidade ndo implica em Compacidade.

Teorema 8.1.3: Um espago (X,7) ¢ Nearly GO-compacto entdo (X,7) é Weakly GO-

compacto.

Demonstragao: Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-regular de (X ,r). Entdo , para cada

a € J, existe um dg-fechado F, # & talque F, cV, e X = Uint F, . Portanto

ael

{intFa \aelJ } ¢ uma cobertura regularmente aberta de (X, 7). Logo, por hipotese, existe

J, < J finito tal que X = UintF_’a.

ael,
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Como intfa c Z , existe J, < J finito tal que X = UZ Portanto (X,7) é um espago

ael,

Weakly GO-compacto.

Exemplo 8.1.3: O espaco definido a seguir ¢ um exemplo de espaco Weakly GO-compacto
que nao ¢ Nearly GO-compacto.

Sejam X = {x}U{x, \i € I} e I é um conjunto nio enumeravel e 7 = {J,{x}, X }. Entdo

(X ,T) ¢ um espago topologico. (X ,T) ndo ¢ um espago Nearly GO-compacto. De fato, seja
V. \a € J} uma cobertura de (X,7) onde ¥, = {x,x,}, Va € J. Todos V, sio conjuntos
dg-abertos pois o tinico fechado contido em todos ¥, ¢ o conjunto vazio. Pode-se observar
facilmente que nio existe uma subfamilia de {/, \& € J} cuja unido cobre X.

Mas (X ,2') ¢ um espago Weakly GO-compacto pois ¢ Almost GO-compacto, como

mostramos no Exemplo 7.1.2.

Teorema 8.1.4: Um espaco almost g-regular (X ,2') ¢ Nearly-compacto se e somente se

(X,7) é Nearly GO-compacto.

Demonstracao: Seja X um espaco almost g-regular.

Suponha que X ¢ Nearly-compacto. Seja {Va \aelJ } uma cobertura dg-aberta de X. Para

cada xe X, existe o, €J talque x eV, . Como X ¢ almost g-regular, existe um

aberto U L queconttmxe U, C Vax .

Observe que {U, \x € X} é uma cobertura aberta de X. Como X ¢ Nearly-compacto,
existem xi, Xy, . . . ,X, elementos de X tais que X = UintU_xk
k=1

Como,

intix c FX <V, ,temos que X = U V%k
k=1
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Portanto X ¢ Nearly GO-compacto.

Reciproca foi provada no Teorema 8.1.1.

Teorema 8.1.5: Seja (X T ) um espago 7;. Se (X T ) ¢ um espago Nearly GO-compacto,

entdo (X N3 ) ¢ um espago Almost GO-compacto.

Demonstragao: Seja {Va \aelJ } uma cobertura g-aberta de X. Entdo, para cada

X € X ,existe a(x)e J talque X € Va(x), ou seja, {X}Q Va(x). Como X ¢é um espago 7,
{x} ¢ fechado em X; e como cada Va(x) ¢ g-aberto, {x}g int(Va(x))g int(%). Entao
{int(%)\ xeX } ¢ uma cobertura regularmente aberta de (X,7), e como (X ,T) ¢ Nearly

GO-compacto entao (X ,T ) ¢ nearly compacto, e portanto existem X;,..., X, € X tais

que X = Oint(Va(xi))g OVa(x,) .Como J, = {a(xl ),...,a(xn )} cJ éfinitoe X = UV_O,,
i=1 i=1

aed,

temos que (X T ) ¢ um espago Almost GO-compacto.

Exemplo 8.1.4: O espaco definido a seguir ¢ um exemplo de espaco Almost GO-compacto

que ndo ¢ Nearly GO-compacto.

Sejam X = {x}U{x, \i € I} e I é um conjunto nio enumeravel e 7 = {J,{x}, X }. Entdo

(X ,r) ¢ um espago topologico. (X ,r) nao ¢ um espaco Nearly GO-compacto. De fato, seja
V. \a € J} uma cobertura de (X,7) tal que ¥, = {x,x,}, Yo eJ.Todos V,'s sio
conjuntos dg-aberto pois o unico fechado contido em cada ¥, ¢ o conjunto vazio. Pode-se

observar facilmente que nio existe uma subfamilia em {/, \ & € J} cuja unio cobre X.
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Mas (X ,r) ¢ um espago Almost GO-compacto pois para qualquer cobertura g-aberta

V. \aeJ} de (X,7), existe a(x)e J talque X € Va(x), ou seja, {X}Q Va(x). Como

Exemplo 8.1.5: Exemplo de almost GO-compacto que nao ¢ Nearly-compacto.

Seja X = {a,b}Ula,.b,,
N (ay‘) = {{a[j }}
N (bu) = {{bu }}

N(c,)= { "(c,) = {C,,-,a,-j,b,j \j2 n,Vi}\n = 1,2,-~}

42D Ci \i,j=12,-- ~}, e considere o sistema de vizinhangas.

N(a): {U"(a)z {a,aij \i> n,‘v’j}\n = 1,2,~--}
NB)={U"(B) = b, \i = n, i\ n =12,

X € um espago Almost GO-compacto como mostra o exemplo anterior.

E facil ver que o espago X nao ¢ Nearly Compacto.

Corolario 8.1.1: Seja (X,7) um espaco de Hausdorff. Se (X ,T) ¢ um espago Nearly GO-

compacto, entao (X ,T) ¢ um espago Almost GO-compacto.

Demonstracdo: Segue do fato de que todo espago Hausdorff € um espago 7}, e usa-se o

teorema anterior.

Teorema 8.1.6: Seja (X, 7*) for GO-compacto entio (X ,T) ¢ Nearly GO-compacto.
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Demonstracdo: Seja {Va \aed } uma cobertura dg-aberta de (X ,T). Entao

{Va \aeJ } ¢ uma cobertura g-aberta de (X ,T *) Como (X ,T *) ¢ GO-compacto, existe

J,  J finito tal que x = UVa . Logo (X ,z') ¢ Nearly GO-compacto.

ael,

A reciproca nao ¢ verdadeira.

Exemplo 8.1.6: Seja X = {a,a,\i=12,--} e 7 = {&,{a},{{a,a,}\i e I}, X }. Observe que
(X,7) é Nearly GO-compacto. De fato, os inicos regularmente abertos em (X,7) sdo o

conjunto vazio ¢ X. Assim, se {Va \aaeJ } ¢ uma cobertura dg-aberta de X, entdo existe
a(a,) e J tal que a, Vo(a)- Portanto la,}= {a_i}g int;V,, =X

Logo % =X.

Mas (X,7*) ndo ¢ GO-compacto. De fato, A={{a},{a,}\i=12,---} é uma cobertura g-

aberta de (X T *) pois, como 7* = {X ,@}, o unico fechado contido nos elementos de A € o

conjunto vazio. E facil ver que A néo possui subcobertura finita de (X , T *)

Teorema 8.1.7: Seja (X ,T *) for Nearly GO-compacto entio (X,7) é Nearly GO-

compacto.

Demonstragdo: Seja {Va \aelJ } uma cobertura 8g-aberta de (X, 7). Entdo {Va \aeJ }

¢ uma cobertura 8g-aberta de (X, 7 *). Como (X,7 *) é Nearly GO-compacto, existe

J, c J finito tal que X = UVa . Logo (X ,r) ¢ Nearly GO-compacto.

ael

Corolario 8.1.2: Seja (X ,T) um espaco Almost Weakly Hausdorff (Defini¢do 3.1.3). O

espaco (X ,T *) ¢ GO-compacto se e somente se (X ,z') ¢ Nearly GO-compacto.
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Demonstragio: Seja (X ,2') um espaco Almost Weakly Hausdorff.
Suponha primeiramente que (X ,T *) ¢ GO-compacto. Entao (X ,T *) ¢ Nearly GO-
compacto. Aplicando o teorema anterior segue que (X ,2') ¢ Nearly GO-compacto.

Reciprocamente, suponha que (X ,r) ¢ Nearly GO-compacto. Como (X ,r) ¢ um espago
Almost Weakly Hausdorft todos conjuntos 6g-abertos em (X T *) sdo d-abertos em
(X,7) e portanto Sg-abertos em (X,7). Assim se {Va \aeJ } uma cobertura dg-aberta
de (X,7*) entdo V' \@ € J} uma cobertura 5-aberta de (X,7*), e portanto

{Va \aeJ } uma cobertura dg-aberta de (X ,r) que ¢ um espago Nearly GO-compacto e

entdo existe J, c J finito tal que x = UVa . Logo (X , T *) ¢ Nearly GO-compacto.

ael,

Teorema 8.1.8: Todo espago Nearly GO-compacto Hausdorff ¢ almost g-regular.

Demonstracao:
Sejam X um espago Nearly GO-compacto, F um subconjunto dg-fechado Fe x € X — F |

Para cada y € F', como X é Hausdorff, existem regularmente abertos disjuntos U, e V, tais

que X€U, e yeV_.Entio {Vy \ye F} ¢ uma cobertura 6g-aberta de F, e

{Vy \yeF }U {X -F } ¢ uma cobertura dg-aberta de X. Como X ¢ Nearly GO-

compacto, existem Vi,.-» V, € F tais que X :(UVyJU(X—F). Entdo

n n
Fc UVyi =V exe ﬂU ,, =U . Como tanto U quanto V sio abertos disjuntos em X,
i=1 i=1

segue que X ¢ almost g-regular.

Teorema 8.1.9 [5]: Um espago almost-regular € Almost-compacto se e somente se ¢

Nearly-compacto.
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Demonstracao: Seja X um espacgo almost-regular.

Suponha que X ¢ Almost-compacto. Seja {Va \axeJ } uma cobertura aberta de X. Para

cada xe X, existe &(,) € J , tal que X € Va(x). Como X ¢ almost -regular, existe um

aberto U, ,, contendo x tal que U, ,, cintV, ., . Observe que {U \xe X } ¢ uma

a(x) * a(x)

cobertura aberta de X. Como X ¢ Almost GO-compacto, existem elementos Xj,...,X, em X

tais que X =UUa(x[) .
i=1

Portanto, X = Uint v,

) » ou seja, X € Nearly-compacto.
i=l

A reciproca deve-se ao fato de que todo espaco Nearly-compacto ¢ Almost-compacto.

Teorema 8.1.10: Um espago almost g-regular ¢ Almost GO-compacto se e somente se

Nearly GO-compacto.

Demonstragdo:Seja X um espago almost g-regular.

Suponha que X ¢ Almost GO-compacto. Seja {Va \aeld } uma cobertura dg-aberta de X.

Para cada x € X, existe a(x) €J,talque x €V, . Como X ¢ almost g-regular, existe um

aberto U,,,, contendo x tal que Uary © Vo) . Observe que {U \xe X} ¢ uma

a(x)

cobertura g-aberta de X. Como X ¢ Almost GO-compacto, existem elementos Xj,...,x, em X

tais que X = U U, - Portanto, X = UVa(xi) , ou seja, X é Nearly GO-compacto.
i=1

i=1

Reciprocamente, suponha que X ¢ um espago Nearly GO-compacto. Seja {Va \axeld } uma
cobertura g-aberta de X. Para cada x € X, existe a(x) €J,talque x €V,. Como X ¢

almost g-regular, pelo Teorema 3.2.26, X ¢ um espago 7;, {x} ¢ fechado em X tal que

{x} cint 5(Vam ) Assim {int sVay\Xx€X } ¢ uma cobertura d-aberta de X e portanto uma

cobertura og-aberta de X. Como X ¢ um espago Nearly GO-compacto, existem
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X, X, € X taisque X = UVa(x,) c UVa(xl_) . Portanto X ¢ um espaco Almost GO-
i=1

i=1

compacto.

Corolario 8.1.3: Um espaco g-regular ¢ Almost GO-compacto se e somente se ¢ Almost-

compacto.

Demonstracao:

Suponha que X ¢ Almost-compacto. Como X ¢ g-regular, entdo X ¢ almost-regular e,
portanto X é Nearly-compacto (Teorema 8.1.9).Desde que g-regular implica em almost g-
regular; e como um espago almost g-regular Nearly-compacto ¢ Nearly GO-compacto. De
acordo com o teorema anterior, segue que X ¢ Almost GO-compacto.

A reciproca ja foi provada no Teorema 7.1.4.

Teorema 8.1.11: Um espaco g-regular X ¢ Almost GO-compacto se e somente se ¢ GO-

compacto.

Demonstracao:Seja X um espaco g-regular.

Suponha que X ¢ Almost GO-compacto. Seja {Va \aeJ } uma cobertura g-aberta de X.

Como X ¢ g-regular, existe um aberto Ua(x) contendo x tal que Ua(x) - Va(x) .

Observe que {U o (x) \xe X } ¢ uma cobertura g-aberta de X. Como X ¢ Almost GO-

n
compacto, existem elementos xi,...,x, em X tais que X = UUa(xl.) .
i=1

Portanto, X = UVa(x,-) , ou seja, X é GO-compacto.
i=1

A reciproca deve-se ao fato de que todo espaco GO-compacto ¢ Almost GO-compacto

(Teorema 7.1.1).
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Corolario 8.1.4: Um espago g-regular ¢ Almost GO-compacto se e somente se ¢ Nearly-

compacto.

Demonstracao:Seja X um espago g-regular. Se X ¢ um espaco Almost GO-compacto, pelo
teorema anterior, X ¢ um espago GO-compacto, ou seja X ¢ Compacto e portanto Nearly-
compacto.

Reciprocamente, se X ¢ nearly-compacto entdo X ¢ um espaco almost-compacto, pelo

Corolario 8.1.3 anterior como X ¢ g-regular, segue que X ¢ almost GO-compacto.

Teorema 8.1.13: Seja X um espacgo g-regular. X é Weakly GO-compacto se e somente se

X ¢ Nearly GO-compacto.

Demonstracio: Seja X um espago g-regular.

Suponha que X ¢ um espago Weakly GO-compacto. Seja {Va \aeJ } uma cobertura dg-
aberta de X, entdo para cada X € X existe um Ol(x) eJ talque x € Va(x) . Como X ¢ g-
regular e portanto X ¢ almost g-regular, (pelo Teorema 3.2.19)existem conjuntos

regularmente abertos U alx) € Wa(x) contendo x tais que

X e Wa(x) - Wa(x) - Ua(x) - Ua(x) - Va(x). A colegdo {Ua(x) \xe X} ¢ uma

cobertura g-regular de X. Como X ¢ Weakly GO-compacto, existem elementos xj,...,X, em

n
X tais que X = UUa(xl.) .

i=1

n
Portanto, X = U Va(x,.) , ou seja, X ¢ Nearly GO-compacto.
i=1

Reciprocamente, suponha que X ¢ um espaco Nearly GO-compacto. Pelo Teorema 8.1.3

segue que X ¢ um espago Weakly GO-compacto.
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Corolario 8.1.6: Seja X um espaco g-regular. X ¢ Weakly GO-compacto se e somente se X

¢ GO-compacto

Demonstracao: Seja X um espago g-regular. Se X ¢ Weakly GO-compacto, pelo teorema
anterior, X ¢ Nearly GO-compacto. Logo X ¢ g-regular Nearly GO-compacto, e isso
implica que X ¢ GO-compacto.

A reciproca segue do Teorema 6.1.3.

Teorema 8.1.14: Seja A qualquer subconjunto denso e ag-regular de um espago (X ,T) tal
que toda cobertura de A por g-abertos em (X , T) ¢ uma cobertura g-aberta de (X , r).

Entao (X ,T) ¢ Nearly GO-compacto se e somente se (X ,Z') GO-compacto.

Demonstracao: Suponha que X ¢ um espaco Nearly GO-compacto. Seja A um subconjunto

denso e ag-regular do espago (X , T) tal que toda cobertura de A por g-abertos em (X ,T ) ¢

uma cobertura g-aberta de (X ,T). Seja {Va \aelJ } uma cobertura g-aberta de (X T )
Entdo para cada x € X , existe um a(x) eJ talque X € Va(x) . Como A ¢ ag-regular,
para todo x € 4 existe um regularmente aberto U . em (X , T) tal que

xeU,cU, V..

Entdo {U \xe A} ¢ uma cobertura de A por regularmente abertos em (X , r), e portanto,

{U L \Xx e A} ¢ uma cobertura 6g-aberta de X. Como X ¢ um espaco Nearly GO-

n
compacto, existem X;,X,,...,X, elementos de A tais que 4 = UU ., - Logo
i=1

AcJu, <J7,,) - Portanto A ¢ GO-compacto relativo a (X, 7). Como A ¢é denso em
i=1 i=l1

(X,T), isto 6, 4=X, segue que (X,T) ¢ GO-compacto.

A reciproca € ja foi provada pelo Teorema 8.1.2.
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8.2 Espacos Nearly GO-compactos via dg-convergeéncia

Definicéo 8.2.1 [36]: Seja (X,T) um espago topologico, § = {E \ie J} um filtro base
de Xe x € X . Um filtro base ¢ dito 6-convergente para x se € somente se existe um

F, € o tal que F; C U para cada regularmente aberto U contendo x.

Definicao 8.2.2: Em um espago topologico (X ,T) , um ponto x ¢ dito ponto de dg-

acumulagdo do filtro base ® sobre X se e somente se para todo (9, €0, para todo og-

aberto U contendo X, temos que 8, U # .

Defini¢io 8.2.3: Seja (X,T) um espago topoldgico, § = {E \ie J} um filtro base de X
e x € X . Um filtro base ¢ dito 8g-convergente para x se e somente se existe um £ € £ tal

que 7 € U para cada dg-aberto U contendo x.

Definicao 8.2.4 [36]: Em um espaco topoldgico (X , T), um ponto x ¢ dito ponto de o-
acumulagio do filtro base ® sobre X se e somente se para todo 9, €O para todo

regularmente aberto U contendo x, temos que &, (U # & .

Teorema 8.2.1: Se um filtro base ® Sg-converge para x € X , entdo x é um ponto de 3g-

acumulagdo do filtro base ® |
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Demonstragdo: Seja © = {F, } um filtro base que 8g-converge para x € X entdo, para

todo U dg-aberto contendo x, existir um Fa(x) € 0O tal que F, alx) & U . Pela defini¢do de
filtro, para todo £, € © | Fa(x) N F, 0. Logo para todo F, € ©

& #F alx) NF, L, cU NE ., . Portado, x ¢ um ponto de g-acumulagio do filtro base ® .

Lema 8.2.1: Sejam @1 e @2 dois filtros base em X com 802 mais fino que @1 .

Entiio se §° 2 tem um ponto de dg-acumulagdo em x € X , £ 1 também tem um ponto

de dg-acumulagdo em X € X.

Demonstraciao: Se x € X ¢é um ponto de dg-acumulagdo de £ 2, entdo para todo

2
Fi € 2, etodo Ux 8g-aberto contendo x, & # U N Ez . Como 802 mais fino que

£, §, < §2,, para todo Fil € 2, € §2, etodo Ux dg-aberto contendo x,

@+ U, N F'. Portanto x é ponto de dg-acumulagdo de §71 sobre X.

Observacgio 8.2.1: Seja x € X e N;(x) € o conjunto de todos os conjuntos dg-abertos

contendo x, ¢ um filtro base. De fato:

Se N, € N,(x), entdo N, é um conjunto dg-aberto tal que x € N _.

Portanto N, é ndo vazio.

Se leaBzx € Ns(x),entdo N, =le ﬂBzx étalque N, € Nﬁ(x),
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Teorema 8.2.2: Um ponto x € X ¢ um ponto de dg-acumulacdo de um filtro @ em X se

e somente se existir um filtro em X o que ¢ mais fino que £ e dg-convergente para

xeX.

Demonstracao: Seja x € X € um ponto de dg-acumulagdo de um filtro SO em X. Entao
@ #U_(F paratodo U, 8g-aberto contendo x. Observe que a familia
0= {Ux NF#B/U,eNg(x) e Fe go} onde Ns(x) é o conjunto de todos os 5g-

abertos contendo x, é um filtro base. De fato, G #U_(F, VF e® ¢ VU, e Nd(x);
e se Ui ﬂFl,Uf ﬂFZ €®,tem0sque

' nF)NE?NF?)=u nu?)N(F' NF)eo,

pois F'NF* e e U,IC N Uf ¢ um conjunto dg-aberto contendo x.

Como ® ¢ um refinamento de @ e de Nsx), ele € dg-convergente para x.
Reciprocamente, suponha que ©® ¢ um refinamento de SO e que dg-converge para x.

Entdo ele tem um ponto de dg-acumulacgdo em X, pelo Teorema 8.2.1. Desde que O ¢

mais fino que §, pelo Lema 8.2.1, temos que x é ponto de 8g-acumulacdo de SO .

Teorema 8.2.3: Um filtro base maximal SO tem um ponto de dg-acumulagdo em x € X

se e somente se § dg-converge para x € X .

Demonstracao: Seja @ um filtro base maximal. Suponha primeiramente que @ tem um

ponto de dg-acumulacao em x € X . Entdo existe um filtro base em X o qual ¢ mais fino

que @ e dg-converge para x. Como o unico filtro base mais fino que SO € 0 proprio

SO , temos que SO dg-converge para X.
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A reciproca segue direto do Teorema 8.2.1.

Teorema 8.2.4: Para um espago topoldgico (x,r), sdo equivalentes:

1 X ¢ Nearly GO-compacto;

2 Se {Fa} ¢ uma familia de conjuntos dg-fechados tais que ﬂFa =J, entdo existe

uma familia finita tal que ﬂFai =9,

i=1
3 Todo filtro base tem um ponto de dg-acumulagao;

4 Todo filtro base maximal dg-converge para algum ponto x € X .

Demonstracao:
(1)= (4): Seja 2 = {F, a} um filtro base maximal tal que §” ndo Sg-convergente para
qualquer ponto de X. Entio §2 nio tem pontos de dg-acumulagdo. Assim, para todo

x € X, existe um conjunto dg-aberto U, contendo x e F a(x) € §2, tal que

F

a(x) nu . =D . Portanto o conjunto dos dg-abertos que satisfaz a propriedade acima

{U X /xeX } cobre X e pela hipdtese, existe uma subcobertura finita {U x; /1<i< n}

Como §2 & um filtro base, existe F, C ﬂFa(x,.) , Fy, #0, F, € ¢ .Mas

i=1

F,=F,NX=F,N (U U, J = U (Ux,. NF, )= @ Contradigdo. Logo, §” 8g-convergente

i=1 i=1

para x. Pelo teorema anterior, x ¢ um ponto de 8g-acumulacio de § .

(4)= (3): Todo filtro base esta contido num filtro base maximal.

(3)=(2): Seja {F,} ¢ uma familia de conjuntos 6g-fechados
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tais que ﬂ F, = . Suponha que para toda subfamilia finita de {F,} temos ﬂ F, #0.

i=1
Entdo, como /1 = {toda finita intersecdo de elementos de {F) } } Forma um filtro base, pela

hipotese, h possui algum ponto de 6g-acumulagdo x, € X . Como ﬂFa =, existe

a(xo) tal que X, & Fa(xo) . Portanto x, € X — Fa(xo), um conjunto dg-aberto. Mas Xq ¢

um ponto de dg-acumulacao de hoe Fa(xo) €7 entio Fa(xo) N (X - Fa(xo))i D .
Absurdo.
(2)=(1): Seja {Va \aeJ } uma cobertura dg-aberta de X. Entdo

n (X -V, )= X-UV, =3 por hipotese, existe uma familia finita tal que

D= (X -V, )= X - U V, . Portanto X & Nearly GO-compacto.

i=1 i=1
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CAPITULO 9

CONJUNTOS gN-FECHADOS

Propomos neste capitulo a defini¢do de conjuntos gN-fechados que nada mais sdo que
subespacos Nearly GO-compactos relativo a um dado espago topologico. Relacionamos
este conjunto com o j& conhecido conjunto N-fechado. Encontramos muitos resultados

interessantes sobre este novo conjunto.

9.1 Conjuntos gN-fechados

Definicao 9 .1.1 [29]: Seja (X ,r) um espacgo topologico, e A um subconjunto de X.

Dizemos que A ¢ N-fechado relativo a (X , T ) quando toda cobertura de A por

regularmente abertos de X possuir subcobertura finita.

Defini¢ao 9.1.2: Sejam (X ,r) um espaco topologico e A um subconjunto de X. Dizemos

que A ¢ gN-fechado relativo a (X , T ) quando toda cobertura de a por dg-aberto de X

possuir subcobertura finita.

Exemplo 9.1.2: Seja X o conjunto dos niimeros reais € 4 = [0,1]. Considere

oc={@{UcX\peU},X}onde pe 4.
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Seja {Va \aelJ } uma cobertura de A por dg-abertos de X. Entdo existe a( p) e J tal que
p €V, Portanto {P} cintV,, =X .Logo 4V, eA ¢égN-fechado relativo a

(X,O').

Observacao 9.1.1: Sejam (X ,2’) um espaco topoldgico e A um subconjunto de X. Se 4 ¢

gN-fechado relativo a (X , T) entdo 4 ¢ N-fechado relativo a (X , T) pois todo conjunto

regularmente aberto ¢ um conjunto dg-aberto.

Exemplo 9.1.2: A reciproca da observagao anterior ndo ¢ verdadeira. De fato, Considere
X ={xjUfx\iel}, r={8,{x}, X} e 4={x,\i e I}. O conjunto A é N-fechado relativo
a X, pois o unico regularmente aberto em X que contém A € o conjunto X. Mas A nao ¢

gN-fechado relativo a X pois {Vi \iel } tal que V, = {x,xi} ¢ uma cobertura de A por dg-

abertos de X que ndo possui subcobertura de A que seja finita.

Teorema 9.1.1: Em um espago de Hausdorff, conjunto gN-fechados relativos a (X ,T) sao

fechados e, portanto g-fechados.

Demonstracao: Seja C um subconjunto gN-fechado relativo a (X ,T) e X um elemento que

nao pertence a C. Como (X , T) ¢ um espaco de Hausdorff, para cada elemento ¢

pertencente a C, existem U., V. regularmente abertos disjuntos tais que X €U, ce V. e

U.N VC = . A colegdo {Vc \ceC } ¢ uma cobertura 6-aberta relativa a (X , T) de C.

Como todo d-aberto ¢ dg-aberto e como C ¢ gN-fechado relativo a (X ,T), existem cy,...,Cp

elementos de C tais que C = U V. =V .Entdo x e ﬂUq =U e UNC = . Observe
i=1 i=1
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que U é um conjunto aberto em (X,T) exelUc X—C Portanto X —C éum

conjunto aberto, e entdo C ¢ um conjunto fechado. Desde que todo conjunto fechado € g-

fechado, segue que C ¢ um conjunto g-fechado.

Teorema 9.1.2: A unido finita de conjuntos gN-fechados relativos a (X , T) ¢ um conjunto

gN-fechado relativo a (X , T).

Demonstragdo: Seja C = U{C[ \i=12,..., n} onde cada C; é gN-fechado relativo a
(X , T), para i=1,2....,n. Seja 3 uma cobertura qualquer Sg-aberta relativa a (X , Z') de C.
Entdo 3 ¢é uma cobertura qualquer og-aberta relativa a (X , T) de cada C;, para

i=1,2,---,n . Portanto existe uma subcoleg¢ao finita {Oj \j=12,.., mi} em J tal que

C c U {Oj \j=12,.., mi} para cada i =1,2,---,n. Segue entdo que

cclUloivj=12msi=12,.n}.

Teorema 9.1.3: Sejam C um conjunto gN-fechado relativo a (X , T)e B um subconjunto

dg-fechado tal que B < C'. Entdo B é também gN-fechado relativo a (X ,Z').

Demonstracao: Seja C um subconjunto gN-fechado relativo a 7 , ¢ B um subconjunto dg-

fechado tal que B < C.Seja 3 uma cobertura qualquer 8g-aberta relativa a (X , T) de B.

Entio 3U {X — B} é uma cobertura Sg-aberta relativa a (X , T ) de C. Desde que C é gN-

fechado, existe uma subcolego finita {0, \ j=1,2,..,m| de 9 tal que
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Cc(U {Oj \Jj :1,2,...,m}J U (X— B). Portanto B — U {Oj \j= 1,2,...,m},e entdo B ¢ gN-

fechado relativo a (X , T).

Teorema 9.1.4: Seja B um conjunto gN-fechado relativo a (X , T) e O um subconjunto dg-

aberto tal que O < B . Entdo B— O ¢é também gN-fechado relativo a (X ,T).

Demonstracdo: Seja 3 uma cobertura qualquer dg-aberta relativa a (X , Z') de B—-O.
Entdo 3U O ¢é uma cobertura 8g-aberta relativa a (X , T) de B. Desde que B ¢ gN-fechado,

existe uma subcole¢do finita {Oj \j=12,.., m} de 9 tal que

B-0c U {0/. \j=12,.., m} Portanto B — O ¢é gN-fechado relativo a (X,T).

Teorema 9.1.5: Em um espaco de Hausdorff (X T ), seja B um conjunto gN-fechado

relativo a (X ,Z'). Para qualquer X € B e qualquer 8-aberto A tal que X € A C B, existe

um aberto Vtalque xeV cV C 4.

Demonstracao: Sejam B um subconjunto gN-fechado relativo a (X ,T) , A um subconjunto
5-aberto e qualquer X € B tal que x € 4 < B. Para qualquer ¥ € B — A, como (X,T)
¢ Hausdorff, existem conjunto regularmente abertos disjuntos U y € Vy tais que contém y
e x, respectivamente. Como cada U, e V, sdo abertos, temos que U_y N v, = & . Pelo
mesmo motivo de ¥, ser aberto em (X ,2’) e X€E Vy , existe um elemento G , €T tal que
x€ G, <V, . Podemos assumir que Gy C A. Por outro lado,a colegio {Uy \yeB- A}

¢ uma cobertura dg-aberta (por dg-abertos em (X ,Z')) de B— A. Pelo teorema anterior
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B — A ¢é também gN-fechado relativo a (X , T), entdo existem elementos y,,.....y, € B— A4

tais que B— A< JU, =U . Observe que XEﬂGyi =G, GNU=J ecomoUeG

i=1 i=1
sdo abertos em (X,7), GNU =@ . Além disso, x€GC ACB ¢ portanto
Gc AcB=B8B (esta ultima igualdade deve-se ao Teorema 9.1.1). Assim

B-AcBNUcCB-G.logoxeGc G A.

Teorema 9.1.6: Todo subconjunto dg-fechado de um espago Nearly GO-compacto (X , T)

¢ gN-fechado relativo a (X ,T).

Demonstracao: Seja um subconjunto B 6g-fechado de um espago Nearly GO-compacto

(X,T). Tome O = {Oi \ie [} uma cobertura de B por dg-abertos em (X,T). Entéo
{X - B}U 0= {X - B}U {0,- \ie 1} ¢ uma cobertura dg-aberta de (X,T) que € um

espaco Nearly GO-compacto. Logo existe um subconjunto finito /, < I tal que

X = {X - B}U (UQJ. Portanto B [U Oi} isto ¢, B ¢ um conjunto gN-fechado relativo a

iel, iel,

(X , r).
Corolario 9.1.1: Um espago (X ,T) ¢ Nearly GO-compacto se e somente se todo
subconjunto proprio dg-fechado de (X , T) ¢ gN-fechado.

Demonstra¢ao: Suponha que (X ,T ) ¢ um espago Nearly GO-compacto, pelo teorema

anterior, segue que todo espaco subconjunto 6g-fechado em (X , T) ¢ gN-fechado relativo a

(X,Z').
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Reciprocamente, suponha que todo subconjunto dg-fechado em (X , 2') seja gN-fechado
relativo a (X, 7). Vamos mostrar que (X , T) ¢ um espago Nearly GO-compacto. Para isso,
tome {V/, \ @ € J} uma cobertura 3g-aberta de (X ,T ) Escolha o, € J talque V, #O.
Entdo K = X -V, # X ¢ um subconjunto proprio 6g-fechado em (X ,T). Pela hipotese, K

¢ gN-fechado relativo a (X ,T). Como {V, \a € J —{a, }} uma cobertura 3g-aberta relativa

de K. Entdo, existe J, < J — {0{0} finito tal que K < (UVQJ.

ieJ,

Entdo X =V, UKV, U(UVQ}( UVaJ

ieJ, ieJoU{ay }

Portanto (X , T) ¢ um espago Nearly GO-compacto.

Teorema 9.1.7: Sejam (X ,T ) um espago de Hausdorff Nearly GO-compacto e M um

subconjunto gN-fechado relativo a (X ,2') e ke X talque k € X — M . Entdo podemos

encontrar vizinhancas de & e M, respectivamente, cujos fechos sao distintos.

Demonstra¢ao: Sejam (X T ) um espaco de Hausdorff Nearly GO-compacto e M um
subconjunto gN-fechado relativo a (X ,T ) e ke X talque k € X —M . Para cada
me M  como X éum espaco de Hausdorff , existem regularmente abertos U,, € V,,

disjuntos tais que meV, e keU - A colecao {Vm \meM }‘ ¢ uma cobertura de M

por dg-abertos em X. Como M ¢ gN-fechado relativo a (X , T), existem my,...,my

pertencentes a M tais que M < | JV,, =V . Defina U = (U, donde keU e
i=1

i=1
UNV =J. Como ambos U e V sdo abertos, U ) V =@ . Vamos mostrar que Voé gN-

fechado. Como V & regularmente fechado, pelo Teorema 9.1.6, V éum conjunto gN-

fechado relativo a (X,T) ,com k€ X —V .Paracada V€V, como X é um espago de
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Hausdorff , existem regularmente abertos Z, e W, disjuntos taisque k€ Z e V € W, A
colecdo {Wv \ve V} ¢ uma cobertura de 7/ por dg-abertos em X. Como & gN-fechado

relativo a (X ,T ), existem V,,...,v, pertencentes a V tais que ¥ UWV =W . Defina
i=1

Z=()Z, donde k € Z ¢ ZNW =&.Como ambos Ze W sio abertos, WNZ=92.

i=1
Assim V N Zcw N Z=0. Logo, existem vizinhangas V' ¢ W com fecho disjuntos tais

queke€Z eMcV.

Corolario 9.1.2: Sejam (X ,T) um espago de Hausdorft Nearly GO-compacto, K e M

subconjuntos gN-fechados relativos a (X ,T). Entdo podemos encontrar vizinhas de K e M,

respectivamente, cujos fechos sao distintos.

Demonstragdo: Sejam (X ,T) um espago de Hausdorft Nearly GO-compacto, K e M
subconjuntos gN-fechados relativos a (X ,T). Para cada m € M , pelo teorema anterior,

existem conjuntos regularmente abertos U, ¢ V;, cujo fecho sdo disjuntos tais que meV
e KU, . Acolegio {Vm \me M} ¢ uma cobertura de M por dg-abertos em X. Como

M ¢ gN-fechado relativo a (X ,T), existem my,...,m, pertencentes a M tais que
MgUle_ =V Defina U =(U,, donde KcUe EQ?ZQ.LogoUeVséoos
i=1 i=1

abertos que procuravamos.

Lema 9.1.1: Se A ¢ um subconjunto gN-fechado relativo a um espago de Hausdorff (X ,T ),

entdo A ¢ um subespago GO-compacto relativo a (X , T) .
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Demonstracao: Sejam (X T ) um espacgo de Hausdorff e A um subconjunto gN-fechado
relativo a (X ,T ) Considere {¥/, \ @ € J} uma cobertura de A por g-abertos em (X , T ),
entdo {Va \aeJ } uma cobertura de A por g-abertos em (X T *) Como {Va \aelJ } ¢
uma cobertura de A, Vx € 4, Ja(a)e J tal que x € V(x)» OU S€Ja, x}c V() © portanto
{x} cintsV, ) (pois (X , T *) também ¢ um espago de Hausdorff e entdo, todo subconjunto
finito ¢ fechado). Assim {int s Vo) \ X € A} ¢ uma cobertura de A. Mas int, V) ¢ a unido

de todos regularmente abertos em (X ,T ) contidos em V), ou seja, int;V, ) = UB

1€l (y) i
onde, para cada i € /,(,), B, ¢ um conjunto regularmente aberto em (X T ) e contidos em
V() Logo {Bl. \i€l,),x€ A} ¢ uma cobertura de A por conjuntos regularmente abertos
em (X ,T ) Como regularmente aberto implica em dg-aberto, segue que

{Bi \iel,,x€ A} ¢ uma cobertura de A por dg-abertos em (X,T). Como A ¢ um

subconjunto gN-fechado em (X T ) , existe um numero finito de i € /,(,) com x variando

em A, digamos i, --,i, € U[a(x) tais que 4 UB[_ . Agora, escolha x,,---,x, € 4 tais que
e J

xed

x; €B, c UBI. c intd(Va(x’”)) para todo j =12,---,n. Portanto

iela(x/)

Ac Uint (,-(Va(x,))g UVQ(XV) . Segue entdo, que A ¢ um subconjunto GO-compacto relativo
e J e J

a (X,T).

Lema 9.1.2: Se A ¢ um subconjunto gN-fechado relativo a um espago de Hausdorff (X ,T ),

entdo A € um subespago GO-compacto relativo a (X , T *)
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Demonstracao: Sejam (X T ) um espacgo de Hausdorff e A um subconjunto gN-fechado
relativo a (X T ) Considere {¥/, \ @ € J} uma cobertura de A por g-abertos em (X T *)
Como {Va \a € J} ¢ uma coberturade A, Vx € 4, Ela(a) eJ talque x e Va(x), ou seja,
{x} < V(. e portanto {x} c intsV, ) (pois (X , T *) também ¢ um espago de Hausdorft e
entdo, todo subconjunto finito ¢ fechado). Assim {int s Vo) \ X € A} ¢ uma cobertura de A.
Mas int; V) ¢ a unido de todos regularmente abertos em (X ,T) contidos em V), ou

seja, it V) = UB; onde, para cada i € [,,), B, ¢ um conjunto regularmente aberto

il
em (X,T) e contidos em V(). Logo {Bl. \iel,,x€e A} ¢ uma cobertura de A por
conjuntos regularmente abertos em (X T ) Como regularmente aberto implica em dg-
aberto, segue que {Bl. \ie€l,,x€ A} ¢ uma cobertura de A por dg-abertos em (X ,T).

Desde que A ¢ um subconjunto gN-fechado em (X , T ), existe um numero finito de
i €1,(,) comx variando em A, digamos i, --,i, € UAIQ(X) tais que 4 UIB’V' . Agora,
xe j=

escolha x,,--+,x, € 4 taisque x; € B, UBI. c intd(Va(x”)) paratodo j=12,---,n.

iela(x/)

Portanto 4 Uint (,-(Va(xf))g UVQ(X/) . Segue entdo que A ¢ um subconjunto GO-

J=1 J=1

compacto relativo a (X T *)

Corolario 9.1.3: Seja (X ,T ) um espacgo Hausdorffe 4, = X ndo vazio e gN-fechado

relativo a (X T ) ,paracada i € /. Entdo 4 = ﬂAl. ¢ também gN-fechado.

iel

Demonstra¢do: Como (X ,2’) ¢ um espago de Hausdorff e, paracada i e I, 4, é um

subconjunto gN-fechado relativo a (X ,T ) entdo, para cada i € I, 4. é um subconjunto
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GO-compacto relativo a (X T *), pelo lema anterior. Dai segue que A4, ¢ um conjunto
fechado em (X , T *) (Corolario 5.1.2). Como a interse¢do arbitraria de conjuntos fechados
¢ um conjunto fechado, temos que A € um subconjunto fechado em (X , T *) .Logo A ¢ um
subconjunto dg-fechado em (X ,T ) Como 4 c 4, e A; ¢éum subconjunto gN-fechado

relativo a (X , 2'), pelo Teorema 9.1.3, a também ¢ um subconjunto gN-fechado em (X ,T).

Teorema 9.1.8: Um subconjunto A de um espago semi-regular (X ,T) ¢ gN-fechado

relativo a (X ,T) se e somente se A ¢ GO-compacto relativo a (X ,r).

Demonstragao: Se (X ,T) € um espago semi-regular, temos que 7 =7 *.

Sejam A um subconjunto de (X ,T) tal que A ¢ gN-fechado relativo a (X , r), e

V' \a € j} uma cobertura de A por g-abertos em (X ,T). Como (X ,T) ¢ semi-regular,
V' \a € j} uma cobertura de A por 8g-abertos em (X ,T). Entdo, existe J, — J finito tal

que A UVa . Portanto a ¢ GO-compacto relativo a (X ,Z').

aeld,

Reciprocamente, suponha que A ¢ GO-compacto relativo a (X ,T). Seja {Va \aej } uma
cobertura de A por dg-abertos em (X ,r). Como (X ,T) ¢ semi-regular, {#, \a € j} uma

cobertura de A por g-abertos em (X ,T). Entdo, existe J, — J finito tal que 4 c UVa .

ael,

Portanto a ¢ gN-fechado relativo a (X , r).

Teorema 9.1.9: Seja A um subconjunto aberto e fechado de um espago (X ,T). Entao A ¢

gN-fechado relativo a (X , T) se e somente se A ¢ Nearly GO-compacto como subespago.
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Demonstracao: Seja A um subconjunto aberto e fechado de um espago X. Suponha que A ¢
gN-fechado relativo a (X , T). Seja {, \ @ € J} uma cobertura 3g-aberta de A. Vamos
mostrar que {/, \& € J} uma cobertura de A por 5g-abertos em (X ,T). Para isso tome F
fechado em (X ,T) tal que F <V, .Desde que ¥V, c 4, segue que F = F (] A ¢ fechado
emAtalque F=FAcV,NAcV,.Como V, édg-aberto em A, temos que

F cintg; V. Portanto, existe U um conjunto regularmente aberto em A tal que

A

FcUcV,.Como 4= intXZ, temos que.

U =int,(cl,U)=int,(c],U)= intX(a)ﬂ A= intx(ﬁ), pois Uc Aeint,Ucint, A=A
Portanto U ¢ um regularmente aberto em (X T ) talque F cU c/V,.Logo Fcints V, e
V' \@ € J} uma cobertura de A por Sg-abertos em (X ,T). Assim,existe J, < J finito tal

que A C UVa . Entdo A ¢ Nearly GO-compacto como subespaco.

ael,

Reciprocamente, suponha que A ¢ Nearly GO-compacto como subespaco.Seja {Va \aeJ }
uma cobertura de A por dg-abertos em (X, 7). Vamos mostrar que V.N4A\a eJ} éuma
cobertura dg-aberta de A Seja F um conjunto fechado em A tal que F <V, (1 4. Como A ¢é
fechado em (X , T), F também ¢ fechado em (X , Z') e entdo

F cinty (V)N 4 = int » (V, N A) (pois A=int, A= int, A). Entdo, existe um
regularmente aberto U em (X ,T) talque F cU cV, ) A4. Agora,

int ,(cl,(UNA4))=int,(cl,(UN A4)) = intX(Eﬂ A): intX(l_])ﬂ A=U{(\A4.Portanto U (1 4
¢ um conjunto regularmente abertoem Ae F=F(1AcUAcU cV, () A4. Portanto

F cint N (Va N A) e {,N A\« e J} éuma cobertura 3g-aberta de A. Pela hipotese,

existe J, — J finito tal que 4 U V,N4)c UVa . Portanto A é um subconjunto gN-

aeld, aeld,

fechado relativo a (X , r).
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Teorema 9.1.10: Seja A um subconjunto regularmente aberto de um espaco Se A ¢ gN-

fechado relativo a (X , T) entdo A é Nearly GO-compacto como subespaco.

Demonstracao: Seja A um subconjunto regularmente aberto de um espago (X ,T). Suponha
que A ¢é gN-fechado relativo a (X ,T). Seja {V/, \ @ € J} uma cobertura 3g-aberta de A.
Vamos mostrar que {Va \aeJ } uma cobertura de A por dg-abertos em (X ,T). Para isso
tome F fechado em (X,T) tal que F cV,.Desde que V, c A, segueque F =F (14 ¢
fechadoem Atalque F =F(1AcV,(N4AcV,.Como V, édg-aberto em A, temos que
F cint; V, . Agora, seja U um conjunto regularmente aberto em A tal que F cU c 'V, .
Como 4 =int, A= int; A, temos que.

U =int,(c,U) = int, (c1,U) = int . (U )N 4 = int,, [O),

poisUc 4 e intXE c intXZ =4

Portanto U é um regularmente aberto em (X ,T) talque F cU cV,.Logo Fcints V, e
V. \a € J} uma cobertura de A por Sg-abertos em (X ,T). Assim,existe J,  J finito tal

que 4 c UVa . Entdo A ¢é Nearly GO-compacto como subespaco.

aeld,

Teorema 9.1.11: Seja S < X aberto e fechado em (X,T) eseja Ac S.Entdo A ¢é gN-

fechado relativo a X se e somente se A ¢ gN-fechado relativo a S.

Demonstracao: Sejam A um subconjunto gN-fechado relativo a (X ,T) e {Va \aej } ¢
uma cobertura de A por dg-abertos em S ( S munido com a topologia do subespaco).
Vamos mostrar que {Va \aej } uma cobertura de A por dg-abertos de (X ,T). Para isso
tome F fechado em (X,T) talque F cV,.Desdeque V, c Ac S,segueque F =F[\S
¢ fechadoem Stalque F =F(1ScV, 1S cV,.Como ¥V, édg-aberto em S, temos que

F cint, V,. Portanto, existe U um conjunto regularmente aberto em S tal que
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FcUcV,.Como S = inth, temos que.

U =intg(cLU) = int,, (clU) = intX(E)ﬂ S = intx(a), pois U< S eint, U cint, S=8§
Portanto U ¢ um regularmente aberto em (X T ) talque FcU c/V,.Logo Fcints V, e
V' \a € j} uma cobertura de A por 8g-abertos em (X ,T). Assim,existe J, — J finito tal

que 4 UVa . Entdo A ¢é gN-fechado relativo a (X ,T).

ael,

Reciprocamente, suponha que A ¢ gN-fechado relativo a S (com S munido da topologia do

subespaco). Seja {Va \aej } ¢ uma cobertura de A por dg-abertos em (X ,T). Vamos
mostrar que {Va NS\a e j } ¢ uma cobertura de A por dg-abertos em S. Seja F um
conjunto fechado em S tal que F < ¥, (1S. Como S ¢ fechado em (X ,T), F também ¢
fechado em (X,T) eentdo F cint, v,)Ns = int (V,NS) (pois S =int, S = int; S).
Entdo, existe um regularmente aberto U em (X T ) talque F cU cV,(1S. Agora,
int(cl; (U N S)) = int . (cl,(UNS)) = int . (U N S)=int,[U)NS =UNS . Portanto UNS ¢
um conjunto regularmente abertoem Se F = F(1ScUNScU <V, (1S . Portanto

Fc intﬁA (Va ns ) e {,NS\a e J} éuma cobertura 3g-aberta de A. Pela hipétese,

existe J, — J finito tal que 4 < U V.Ns)c UVa . Portanto A ¢ um subconjunto gN-

aeld, aeld,

fechado relativo a (X ,r).

Teorema 9.1.12: Seja S < X regularmente aberto em (X,T) eseja Ac S.Entdio A ¢

gN-fechado relativo a X entdo A ¢ gN-fechado relativo a S.

Demonstra¢ao: Sejam A um subconjunto gN-fechado relativo a (X ,T) e {Va \aej } ¢
uma cobertura de A por dg-abertos em S ( S munido com a topologia do subespago).

Vamos mostrar que {Va \aej } uma cobertura de A por dg-abertos em (X ,T). Para isso

tome F fechado em (X,T) talque F cV,.Desdeque V, c Ac S,segueque F =F[\S
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¢ fechadoem Stal que F =F (1S cV, (1S cV,.Como V, ¢édg-aberto em S, temos que
F cint; V,. Agora, seja U um conjunto regularmente aberto em S tal que F cU <V, .
Como § = inth, temos que. U = intS(clSU) = intX(clSU) =int ( )ﬂ S = 1nt( ) pois
UcSe intXﬁginthz S

Portanto U é um regularmente aberto em (X ,T) talque F cU cV,.Logo Fcints V, e
V' \a € j} uma cobertura de A por dg-abertos em (X ,T). Assim,existe J, — J finito tal

que A c UVa . Entdo A é gN-fechado relativo a (X ,r).

aeld,

Teorema 9.1.13: A interse¢do de um conjunto gN-fechado A e um conjunto dg-fechado B

¢ um conjunto gN-fechado relativo a (X ,Z').

Demonstracao: Seja A um conjunto gN-fechado e B um conjunto 6g-fechado B. Queremos
mostrar que 4[] B ¢ um conjunto gN-fechado. Para isso, considere V = {Va \aeJ } é
uma cobertura de A B por dg-abertos de X. Entdo {X - B } UV ¢ uma cobertura de

A por dg-abertos em X. Como A é gN-fechado relativo a (X ,Z'), existe J, < J finito tal

que Ag(UVa]U(X—B).

ael,

Portanto

Amggﬁqu Ulx- B}ﬂBc(UV}

ael, ael,

Dai segue que A [ B ¢ gN-fechado relativo a (X ,T).

Teorema 9.1.14: Seja A um subconjunto de um espago X. Se A ¢ GO-compacto relativo a

(X , T *) entdo A é gN-fechado relativo a (X, 7).
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Demonstragio: Seja V = {Va \aeJ } ¢ uma cobertura de A por dg-abertos em (X ,2').

Como todo dg-abertos em (X ,T ) ¢ g-aberto em (X T *), e como A ¢ GO-compacto

relativo a (X T *), existe J, — J finito tal que 4 < { U v, J . Portanto A ¢é gN-fechado

aeld,

relativo a (X ,r).

Corolario 9.1.4: Seja A um subconjunto de um espaco de Hausdorff X. O subespago A ¢

GO-compacto relativo a (X T *) se e somente se A ¢ gN-fechado relativo a (X ,T).

Demonstracao: Seja A um subconjunto do espaco de Hausdorff X. Suponha primeiramente
que A ¢ GO-compacto relativo a (X T *), segue do teorema anterior que A ¢ gN-fechado
relativo a (X ,r).

Reciprocamente, suponha que A ¢ gN-fechado relativo a um espaco de Hausdorff (X , r),

pelo Lema 9.1.2 segue que A é GO-compacto relativo a (X ,T *)

Observacio 9.1.2: De acordo com o teorema anterior segue que se (X ,T) ¢ um espago de

Hausdorff, entdo X ¢ Nearly GO-compacto se e somente se (X T *) ¢ GO-compacto.

Lema 9.1.3: Seja (X , T) um espaco de Hausdorff. Entao para qualquer subconjunto A gN-
fechado relativo a (X , T) e qualquer ponto y € X — 4, existem disjuntos regularmente

abertosUe Vtaisque yelU e AcCV.

Demonstracao: Sejam (X ,T) um espaco de Hausdorff, A um subconjunto gN-fechado

relativo a (X , T) e qualquer ponto y € X — 4 Como (X ,T) ¢ um espago de Hausdorft,
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para cada X € A existem regularmente abertos e disjuntos U, e Vy taisque X € Ve
yeU,.Afamilia V = {Vx \x e A} ¢ uma cobertura de A por Sg-abertos em (X, 7).

Como A ¢ gN-fechado relativo a (X , T), existem xi,...,X, pertencente a A tais que

i=1

AQ(OVJ:V.Deﬁna U=ﬂle_ e observe que yeU. Alémdisso, V(U =O e tanto U

quanto V sdo regularmente abertos em (X ,T).

Corolario 9.1.5: Todo subconjunto gN-fechado de um espaco de Hausdorff (X , Z') €

fechado no espago (X ,T *)

Demonstracao: Seja A um subconjunto gN-fechado no espago Hausdorff (X N ) Entao,

para qualquer x € X — A, pelo lema anterior, existem disjuntos regularmente abertos U e

V tais que xeU e AcV.Logo, U c X =V < X — A. Como U é regularmente aberto

em (X,T), segue que U ¢é aberto em (X,7%).

Isto implica que X — A ¢é aberto em (X ,T *) , portanto A ¢ fechado em (X T *)

Teorema 9.1.15: Sejam (X T ) um espaco topologico, e A um subconjunto de X. Se 4 ¢

ag-regular e gN-fechado relativo a (X , T) , entao Aé gN-fechado relativo a (X ,T )

Demonstracao: Sejam (X ,T) um espaco topoldgico, e A um subconjunto de X. tal que 4 €

ag-regular e gN-fechado relativo a (X, 7). Seja {Va \aeJ } uma cobertura Sg-aberta de

A . Entdo paracada X € A, existe um a(x) € J talque X € Va(x). Como A ¢ ag-

regular, pelo Teorema 3.2.11, existe um regularmente aberto U _ tal que

xeU,cU, V.

142



Entdo {U \xe A} ¢ uma cobertura regularmente aberta de A o qual & um conjunto gN-

fechado relativo a (X ,T ) Logo existem X;,X,,...,X, elementos de A tais que

n

Ac UUa(x,-) . Portanto A4 c U Uyr) S L_Jan(xl) = UIVD’(X") . Entao A ¢ gN-fechado.

i=1 i=1

Teorema 9.1.16: Seja (X ,T ) um espago topologico, e A um subconjunto de X. O

subconjunto 4 ¢ ag-regular e Almost GO-compacto relativo a (X , T) se e somente se 4 ¢

gN-fechado relativo a (X,7).

Demonstracao: Seja A um subconjunto ag-regular em (X , T).

Suponha que A ¢ almost GO-compacto relativo a (X , 2') Seja {Va \aeJ } uma cobertura
Sg-aberta de 4. Entdo para cada x € A4, existe um a(x) eJ talque X € Va(x). Como A ¢
ag-regular, existe um aberto U ¢ talque X € U « & U_x - Va(x).

Entao {U X \xe A} ¢ uma cobertura aberta de A o qual ¢ um subconjunto Almost GO-

compacto relativo a (X ,T). Logo existem X;,X,,...,X, elementos de a tais que

Ac U U, .Portanto Ac| Z < V() - Entdo A é gN-fechado relativo a (X,7).
i=1 i=1

i=1

Reciprocamente, suponha que 4 é gN-fechado relativo a (X,7)., € seja {Va \aeJ } uma

cobertura g-aberta de A. Entdo para cada x € A , existe um a(x) eJ talque X € Va(x).
Como A ¢ ag-regular, existe um regularmente aberto U ¢ tal que

xeU, gU_xg Veaix)-
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Entao {U X \xe A} ¢ uma cobertura regularmente aberta de A o qual ¢ um conjunto gN-

fechado relativo a (X,7). Logo existem X;,X,,...,X, elementos de a tais que 4 | JU, .
i=1

Portanto 4 < UZ - U V() - Entdo A ¢ GO-compacto relativo a (X , T).
i=1

i=1

Teorema 9.1.17: Suponha que em um espago (X , T) exista um subconjunto A denso em X

e ag-regular. Se A ¢ gN-fechado relativo a (X , 2'), X € um espago Nearly GO-compacto.

Demonstragao: Sejam {Va \aelJ } uma cobertura dg-aberta de (X ,T ) e Aum

subconjunto denso em (X ,2’), og-regular e gN-fechado relativo a (X ,T). Entao, para

cada x € 4 existe um a(x)e J tal que x € V,(x)- Como A ¢ ag-regular, existe um

abertoU ,(,) em (X T ), tal que xe U,y c U () =V, -Agora considere W, ) =intU

que ¢ regularmente aberto em (X , 2'), entdo

X € Ua(x) c Wa(x) = intUa(x) c Wa(x) =int Ua(x) C Ua(x) c Va(x)’ ou Seja, existe um

regularmente aberto W, tal que x e W,y W ) =V (.

A cobertura {Wa(x) \xe A} de A ¢é uma cobertura por 6g-abertos de (X ) 2'), como A ¢

gN-fechado relativo a (X T ) , existem x,,---,x, € 4 taisque 4 < U W, - Portanto
P

Ac qa c QVQ(XI) .Entdo Aé gN-fechado relativo a (X , T).
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CAPITULO 10

FUNCOES CONTINUAS ASSOCIADAS AS TEORIAS ANTERIORES

Neste ultimo capitulo definimos as fun¢des g-continuas, g-irresolutes dg-continuas e og-
irresolutes. Encontramos algumas relagdes entre elas, bem como relagdes entre os espagos
compactos, GO-compactos, Nearly-compactos, Nearly GO-compactos, Almost-compactos,

Almost GO-compactos, Weakly-compactos, Weakly GO-compactos e espagos 7, por estas
4

fungdes.

10.1 Funcodes continuas associadas as teorias anteriores.

Definicdo 10.1.1 [6]: Dizemos que uma fungdo f : X — Y ¢é g-continua se e somente se

f7'(V) ¢é g-aberto para todo aberto V' < Y .

Observagio 10.1.1: Seja f : X — ¥ uma fungio continua, entdo f'¢é uma fungio g-
continua. De fato, seja ¥ C Y aberto em Y. Como f¢ continua, /' (V) éaberto em X e
portanto f - (V') é g-aberto em X. Logo, f'é uma fungdo g-continua de X em Y.

A reciproca ndo ¢ verdadeira, ou seja, se f : X — Y ¢éuma funcio g-continua de X em Y
nao implica que f'seja uma fun¢do continua. Como contra-exemplo, sejam X = {a,b,c},

r={D,{a,b}, X}, e 0 ={D,{b}, X}. A fungio identidade 1 : (X,7) = (X,0) é g-continua.
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De fato, tnico subconjunto aberto em (X,o) é {b}, e f~'({b})= {b}, que é g-aberto em
(X ,r) pois o unico fechado contido em {b} ¢ o conjunto vazio. Logo /¢ uma fun¢ao g-

continua. Mas fndo ¢ continua pois f ' ({b})= {b} que nio é aberto em (X,7).

Definigdo 10.1.2 [11]: Uma fungio f :(X,7)— (Y,0) é chamada Sg-continua quando

f7(V) ¢é dg-aberto em (Y,o) para cada conjunto aberto V em (X, 7).

Teorema 10.1.1: Seja f :(X,7) — (Y,0) uma fungdo dg-continua. Entdo, para cada

x € X e cada d-aberto V' contendo f (x), existe um dg-aberto U contendo x tal que

fw)cvr.

Demonstracdo: Sejam x € X e V' um conjunto d-aberto contendo f (x) Como todo -
aberto € um conjunto aberto e /¢ uma funcao dg-continua, f ‘I(V) ¢ dg-aberto contendo x.

Tome U = f'(V), entdo existe um dg-aberto U contendo x tal que f(U)c V.

Definigao 10.1.3 [11]: Uma fungdo f :(X,7)— (Y,o) é chamada -continua quando

f *I(V) ¢ d-aberto em (Y ,0') para cada conjunto d-aberto V em (X ,T).

Defini¢io 10.1.4 [12]: Uma fungdo f :(X,7)— (Y,6) & dita ser g-irresulute se e somente

se f ‘I(V) for g-aberto para todo g-aberto V' — Y .

Teorema 10.1.2: Seja [ : (X ,T) - (Y ,0') uma fungdo d-continua. Entdo, para cada

subconjunto ¥ de X temos que f(cl,V) < cL,(f(V))
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Demonstracdo: Sejam V um subconjunto de X e x € c/;V . Entdo para cada vizinhanga U
de f(x), f7'(U) é um 8-aberto contendo x. Logo f~'(U)N¥ # @ e portanto
UNf(V)=@. Daisegue que f(x)ecl,(f(V)) e flcl,7)c cl,(f7))..

Observagio 10.1.2: Se uma fungdo f :(X,7)— (¥,6) & g-irresolute, entdo £é g-
continua. De fato, seja V' < ¥ um aberto (portanto

g-aberto), como /¢ g-irresolute, £~ (V) é g-aberto em X. Logo, f é uma funcio g-
continua. Mas a reciproca ndo ¢ verdadeira, ou seja, nao € verdade que se uma funcao ¢ g-

continua entdo ela serd g-irresolute. Como contra-exemplo temos: considere X = {a,b,c},
r={D,{a,b}, X}, e o ={D,{b}, X}. A fungio identidade 1 : (X,7) > (X,0) é g-continua.
De fato, tinico subconjunto aberto em (X,o) é {b}, e f'({p})={b}, que ¢é g-aberto em
(X,7) pois o tnico fechado contido em {b} é o conjunto vazio. Logo /¢ uma fungdo g-
continua. Mas nao ¢ g-irresolute. De fato, {c} ¢ dg-aberto em (X ,0) pois o tnico fechado

contido nele ¢ o conjunto vazio, mas f ' ({c})= {c} que ¢ fechado em (X,7) e portanto

f*l({c})z {c} ndo ¢ . dg-aberto em (X,T)_

Definicio 10.1.5 [11]: Uma fungdo f :(X,7)— (Y,o) é chamada Sg-irresolute se e

somente se f'(V) é Sg-aberto em (¥, o) para cada conjunto 8g-aberto V em (X,7).

Teorema 10.1.3 [11]: Se [ : (X,r) - (Y,a) ¢ um fun¢do dg-continua, entdo f'¢ g-

continua.
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Demonstracao: Seja V um subconjunto fechado em (Y ,a) . Como f'¢ uma fung¢do dg-
continua, (V) é dg-fechado em (X,7). Entio (V) é g-fechado em (X,7). Portanto

f:(X,7)— (¥,0) é um fungdo g-continua.

Exemplo 10.1.1: Seja (X ,r) onde X € o conjunto dos nimeros reais € 7 a topologia
gerada por um ponto, isto €, os conjuntos abertos ndo vazios sao aqueles que contém um
ponto fixado x, por exemplo x = 0. Considere também (X , 0), onde o ¢ atopologia co-
irracinal sobre X, isto ¢, U € o se e somente se X —U ¢ um subconjunto dos nimeros
irracionais. Tome f : (X , T) - (X , a) a fun¢do identidade. A fungdo f'¢ g-continua. De
fato, sejam U aberto em (X, ), entio f (X —U), é um subconjunto dos nimeros
irracionais, entdo f~'(X —U) ndo contém x =0 e portanto

f(X —U) é fechado em (X,7),portanto f'(U) é aberto em (X,7). Dai segue que ¢
uma fun¢ao continua, ou seja, /'€ uma fungdo g-continua.

Mas f'nao ¢ uma fun¢do dg-continua. De fato, tome U € o tal que X —U seja igual ao
conjunto P dos niimeros irracionais . Assim f ' (X -U ) = P ¢ o conjunto dos niumeros
irracionais € fechado em (X ,T), O subconjunto P ndo ¢ dg-fechado pois , como (X T *) €o
espago indiscreto, ou seja, 7% = {&, X'}, temos que P — PU{0}, mas c/,P =X ¢ PU{0}.

Portanto fnao ¢ uma fun¢ao dg-continua.

Teorema 10.1.4: Sejam (X,7) um espago GO-compacto e f : (X,7)— (Y = f(X),0)

uma aplicac¢ao g-continua e . Entao (Y = f(X ),a)é compacto.

Demonstragdo: Seja {Va \a € J} uma cobertura aberta de ¥ = f(X'). Como fé uma fungio
g-continua, pelo teorema anterior, { f ‘I(Va )\ aeJ } ¢ uma cobertura g-aberta de (X ,2').

Como (X,7) é um espago GO-compacto, existe J, — J finito tal que X = U ().

ael,
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Assim, ¥ = f(X (Uf J: Uf(f‘l(Va))g J(7,). Logo ¥ = f(X) ¢

ael, ael, ael,

compacto.

Corolario 10.1.1 : Sejam (X,7) um espago GO-compactoe f :(X,7)— (¥ = f(X),0)

uma aplicacdo dg-continua e . Entdo (Y =f(X ),a)é compacto.

Demonstragio: Seja {, \ & € J} uma cobertura aberta de ¥ = f(X). Como f¢é uma fungdo
dg-continua, pelo Teorema 10.1.2, { 'V )N\aes } ¢ uma cobertura g-aberta de (X, 7).

Como (X,7) é um espago GO-compacto, existe J, = J finito tal que X = U ().

ael,

Assim, Y = f ( Uf J = Uf(f‘l(Va ))c; U(Va). Logo Y=f{x) ¢ compacto.

ael, ael, ael,

Teorema 10.1.5: Sejam (X ,r) um espago Nearly GO-compacto e f : (X , T) —> (Y , O')

uma aplicacdo 6g-continua e sobrejetiva. Entdo (Y , 0') ¢ Nearly-compacto.

Demonstragdo: Sejam (X ,z') um espago Nearly GO-compacto, f : (X , T) - (Y , O') uma
aplicagdo dg-continua e {Va \aeJ } uma cobertura regularmente aberta de Y=f(X). Como f
¢ uma fung¢do dg-continua, { f *I(Va)\ aeJ } uma cobertura dg-aberta de X. Pela hipotese,

existe J, < J finito tal que X = U f A551m

ael,

- f{ Us'(, )J = Uf(f‘l(Va )) c |J(7,)- Logo Y=f{x) & Nearly-compacto.

ael, ael, ael,
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Corolario 10.1.2: Seja [ : (X , Z') - (Y , G) uma aplicagdo 6g-continua e sobrejetiva.

Entao, se (X ,r) ¢ GO-compacto entdo (Y,O') ¢ Nearly-compacto.

Demonstracao: Segue direto do fato de que todo espaco GO-compacto ¢ Nearly GO-

compacto e do teorema anterior.

Teorema 10.1.6 [11]: Seja (X,T) um espago semi-regular. Para uma funcao
f:(X,7)—> (¥,0) as seguintes condigdes sdo equivalentes:
1. f¢é dg-continua.

2. f¢é g-continua.

Demonstracao:
1 = 2 Direto do Teorema 10.1.3.
2 =1 Sejam (X,7) um espago semi-regular e f :(X,z)— (¥,o)uma fungdo g-
continua. Tome V um subconjunto aberto.em (Y,o). Entio f~'(¥) é um subconjunto
g-aberto em (X ,2'). Como 7 =7*, segue que f *I(V) ¢ um subconjunto dg-aberto em

(X ,T). Logo, /¢ uma fun¢do dg-continua.

Teorema 10.1.7 [11]: Seja f : (X,7) — (¥,0) é uma fungdo continua e 8-fechada, entio
para todo subconjunto dg-fechado A em (X ,2'), f (A) ¢ um conjunto dg-fechado em

(Y, 0') .

Demonstragio: Sejam £ : (X,7) — (Y,o) é uma fungdo continua e 3-fechada, e A um
subconjunto dg-fechado em (X ,z') ,- Queremos mostrar que f (A) ¢ um conjunto og-

fechado em (Y,a). Para isso, tome U € o tal que f(A) c U .Entdo 4 c f’l(U) e
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portanto cl;(4)< f~'(U). Portanto f(cl,(4))c U e entio cl(f(cl;(4)) < U . Logo,

cl,(f(4))c U e f(A) é um conjunto dg-fechado em (Y,o).

Corolario 10.1.3: Seja f :(X,7)— (Y,o) continua, 5-fechada e bijetiva. Se (Y,o) é

Nearly GO-compacto, entao (X ,2') ¢ Nearly-GO-compacto.

Demonstragio: Seja {¥/, \ @ € J} uma cobertura dg-aberta de (X, 7). Pelo Teorema 10.1.7.
{f(".)\a € J} é uma cobertura Sg-fechada de (¥,o) que é um espago Nearly GO-

compacto, existe J, < J finito tal que ¥ = U f (Va). Desde que /¢ bijetora

ael,

X=fr)= f‘[ Urw, )] = Jsrrw)=Ur..

ael, ael, ael,

Portanto (X,7) é um espago Nearly GO-compacto.

Teorema 10.1.8: Seja f : (X,7) — (¥,0) uma fungo fechada e 5-continua tal que
f(X)=7Y.Se B ¢ um subconjunto 3g-fechado em (Y, ), entio f~'(B) é dg-fechado em
(X ,r).

Demonstragdo: Suponha que B ¢ um subconjunto Sg-fechado em (Y,o) e que f'(B)c U
onde U é um aberto em (X, 7). Queremos mostrar que c/, ( f *I(B)) c U ouque

el (£ (B))NU* = @. Observe que

e (7 @INU)= flet, (7 BIN )= et, (" (BN £(U°) < cl,B-B. A
segunda inclusdo ¢ verdadeira pois f € uma fun¢do d-continua. Ja para tltima inclusao vem
de: como f7(B)c U, entaoU* < (f~'(B)f = X — f'(B), e portanto

fUe)e flx-r'(B)=v-8.
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Como /¢ uma fungdio fechada entdo f(cl,(f ™ (B))NU*) & fechado em (¥,5), ¢

B é um subconjunto 8g-fechado em (Y,o), ¢/,B— B ndo contém conjunto fechado nio
vazio. Portanto, £(c,(f " (B))NU*)= D,

cassim. (/' (B)NU =2.

Logo cls(f"l(B))c U e f'(B) édg-fechado em (X,7).

Corolario 10.1.4: Se [ : (X ,2') - (Y ,0) uma funcao fechada e d-continua tal que

f (X ) =Y, entdo /¢ uma funcdo dg-irresolute.

Demonstragao: Seja B um subconjunto dg-fechado em (Y ,a) . Pelo teorema anterior, segue
que f'(B) é dg-fechado em (X,7).

Portanto /¢ uma funcao dg-irresolute

Corolario 10.1.5: Se X ¢ um espago 75 e f : X — Y ¢ fechada, 8-continua e 6-fechada tal
4

que f(X)=Y.Ent€10Yéumespago T;.

4

Demonstracdo: Seja B um subconjunto dg-fechado em Y. Pelo teorema anterior f ’I(B) ¢

um subconjunto dg-fechado em X. Como X ¢ um espago 75, f ‘I(B) ¢ um subconjunto o-
4

fechado em X. como f'¢ uma func¢do o6-fechada. B = f ( f *I(B)) ¢ um subconjunto 3-fechado

em Y. Portanto Y € um espago 7, .
4
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Corolario 10.1.6: Seja [ : (X ,2') - (Y ,0) uma funcao fechada e d-continua tal que
f (X ) =Y.Se (X ,2') for um espago Nearly-compacto, entdo (Y ,0') ¢ um espago Nearly

GO-compacto

Demonstragio: Seja {¥/, \ @ € J} uma cobertura 3g-aberta de (¥,o). Pelo Corolario 10.1.4.
{f - (Va )\ aeld } ¢ uma cobertura dg-abertos de (X ,T) que ¢ um espago Nearly GO-

compacto, existe J, < J finito tal que X = U f 'I(Va). Como f (X ) =Y, segue que

ael,

Y=f(X)=f[Ufl(Va)]= Usr )= Ur. .

aeld, ael, ael,

Portanto (Y,O') ¢ um espago Nearly GO-compacto.

Corolario 10.1.7: Seja [ : (X ,2') - (Y ,0) uma funcao fechada e d-continua tal que

f(X)=Y.Se (X,r) for um espago Nearly GO-compacto e T 5> entdo (Y,o) é um espago

4

Nearly GO-compacto

Demonstragio: Seja {//, \ @ € J} uma cobertura 3g-aberta de (¥,o). Pelo Corolario 10.1.4
{ ! (Va )\ aeld } ¢ uma cobertura dg-aberta de (X ,r) que ¢ um espago Nearly GO-

compacto e 7, , existe J, < J finito tal que X = Uf*I(Va). Como f(X) =Y, segue que

4 ael,

Y ()= f[agfl v, >] - Urlr )= Ur..

Portanto (¥,o) é um espago Nearly GO-compacto.

Corolario 10.1.8: Seja f :(X,7) — (¥,0) uma dg-irresolute tal que f(X)=7Y . Se (X,7)

¢ um espaco 7, Nearly -compacto, entdo (Y ,0') ¢ um espago Nearly GO-compacto.
4
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Demonstragio: Seja {¥/, \ @ € J} uma cobertura 3g-aberta de (¥,o). Como fé uma fungio

Sg-irresolute e (X,7) é um espago T ,. { 'V ) \aed } ¢ uma cobertura d-fechado de

4

(X ,z') que ¢ um espaco Nearly-compacto. Entdo existe J, < J finito tal que
X = Uf_l(Va ). Portanto

aeldy

Y:f(x>=f(uf-l(mj= U w)= U,

aeld, aeld, ael,

Logo (Y ,0) ¢ um espago Nearly GO-compacto.

Teorema 10.1.9 : Sejam (X,z') um espago GO-compactoe f : (X, Z') - (Y, G) uma

aplicacdo g-continua e sobrejetiva. Entao (Y ,a)é compacto.
Demonstragio: Seja {¥/, \ @ € J} uma cobertura aberta de Y. Como f'é g-continua,

aeJ aeJ

{fﬁl(Va)\ ae J} ¢ uma cobertura g-aberta de X, pois x = /()= f{UVaj =Jr'w,-

Como X é GO-compacto, existe J, = J finito tal que

x=Ur'w,

aed,

Portanto Y=f(X):f(Uf"l(Va)J= Uf(f_l(Va))qua

ael, ael, ael,

Ou seja, Y € compacto.

Teorema 10.1.10: Se /¢ uma fungdo g-continua de um espago GO-compacto X em um

espago Y = f(X), entdo Y é um espago Nearly GO-compacto.
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Demonstragdo: Sejam f : (X , T) - (Y , 6’) uma funcao g-continua de um espaco GO-
compacto Xem Y = f(X) e {Va \aeJ } uma cobertura por conjuntos dg-abertos em Y.

Entio { 'V )\aes } ¢ uma cobertura g-aberta de X. Portanto, existe J, < J finito tal

que

x=Jr'w,)

ael,

Logo,

Y=f(X)= Uf(f*(Va )= UVa

ael, ael,

ou seja, Y ¢ um espaco Nearly GO-compacto.

Teorema 10.1.11: A imagem de um espago Almost GO-compacto por uma fungdo g-

irresolute continua ¢ Almost GO-compacto.

Demonstragdo: Sejam [ : (X T ) - (Y ,0 ) uma funcao strongly continua g-irresolute de
um espaco Almost GO-compacto X em Y=f(X) e {Va \aeJ } uma cobertura por conjuntos
g-abertos em Y. Entdo { f *I(Va)\ aeld } ¢ uma cobertura g-aberta de X. Portanto, existe
J, < J finito tal que

x=Urw)

aeldy

Logo,

v=ro0=Urlrm))e Urlr )= U,

ael, aed, ael,

ou seja, Y ¢ um espaco Almost GO-compacto.
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Corolario10.1.9: A imagem de um espaco GO-compacto por uma fungao g-irresolute

continua ¢ Almost GO-compacto.

Demonstracao: Segue do fato de que todo espaco GO-compacto ¢ Almost GO-compacto e

aplicar o teorema anterior.

Corolario 10.1.10: A imagem de um espago Hausdorff Nearly GO-compacto por uma

fungdo g-irresolute continua ¢ Almost GO-compacto.

Demonstracao: Basta lembrar que todo espaco Hausdorff Nearly GO-compacto ¢ Almost

GO-compacto e aplicar o teorema anterior.

Teorema 10.1.12: A imagem de um Almost GO-compacto por uma fungao g-irresolute

strongly-continua ¢ GO-compacto.

Demonstragio: f : (X ,T ) - (Y , 49) uma fungdo continua g-irresolute de um espago
Almost GO-compacto X em Y = f (X ) e {Va \aeJ } uma cobertura g-aberta de Y. Entao
{ 'V )\aed } ¢ uma cobertura g-aberta de X. Portanto, existe J, < J finito tal que
n _1—
x=Ur'w.)
aeld,

Logo,

Y=f(X)= L"Jf(f“(Va))c Ur(ro,)- U,

ael ael, ael,

ou seja, Y ¢ um espaco GO-compacto.

Lema 10.1.1: Seja f : (X,7) — (Y, o) uma aplicagio dg-irresolute e K um subconjunto

gN-fechado relativo a (X ,r), entdo f(K) é gN-fechado relativo a (Y ,0).
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Demonstragdo: Sejam K um subconjunto gN-fechado relativo a (X,7),e {/, \a € J} uma
cobertura de f(K) por dg-abertos em (¥,o). Como f é uma fungio Sg-irresolute,
{ S/ *I(Va)\ aelJ } ¢ uma cobertura de K por dg-abertos em (X ,r). Como K ¢ gN-fechado

relativo a (X ,r), existe J, < J finito tal que K U f "I(Va). Portanto

aeld,

f(K)c f{ Uf‘l(Va )J = Uf(f‘l(Va )): UVa .Logo f(K) é gN-fechado relativo a

ael, ael, ael,

(Y, 0') .

Teorema 10.1.13: Nearly GO-compacidade ¢ preservado por fungdes sobrejetivas dg-

irresolutes.

Demonstragdo: Seja f : (X , T) - (Y , O') uma fungao dg-irresolute e sobrejetora.
Suponha que (X ,T) seja um espago Nearly GO-compacto. Vamos mostrar que (Y ,0) ¢
Nearly GO-compacto. Para isso, tome {Va \aeJ } uma cobertura dg-aberta de (Y ,0).

Como (¢ uma fung¢ao dg-irresolute, { 'V )\aeJ } ¢ uma cobertura dg-aberta de (X,7)

que ¢ um espaco Nearly GO-compacto. Entdo existe J, < J finito tal que X = U f ‘I(Va).

ael,

Desde que /¢ sobrejetora ¥ = f(X)= f{ Uf‘l(Va)J = Uf(f‘l(Va)): UVa .

ael, ael, ael,

Portanto (Y,O') ¢ um espago Nearly GO-compacto.

Teorema 10.1.14: A fungdo f : (X , Z') - (Y , 0) ¢ dg-continua entio f(p) converge para

f (x) para cada x € X e cada filtro base g 0g-convergente para x.

Demonstragdo: Sejam f : (X , z‘) - (Y , 0) uma funcdo dg-continua e @ um filtro base

sobre X , tal que ¢ Og-converge para X. Para qualquer V' aberto em (Y ,0) tal que
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f(x)eV, entdiox e f7(V) que é dg-aberto em (X,7). Como @ Sg-convergente para x,
existe F, € p talque F, C f "I(V). Portanto, para qualquer V' aberto em (Y ,0) tal que

f(x) eV, existe f(E) € f(go) tal que f(E) c V. Logo f(go) converge para f(x) para

cada x € X e cada filtro base g convergente para x.

Teorema 10.1.15: A fungdo f : (X , r) - (Y , 0') ¢ dg-irresolute entdo f (go) dg-converge

para f (x) para cada x € X e cada filtro base g 0g -convergente para x.

Demonstragdo: Sejam f : (X , 2') — (Y , G) uma fungdo dg-irresolute e ¢ um filtro base
sobre X, tal que g Og -converge para x. Para qualquer /' dg-aberto em (Y ,0') tal que

f (x) eV, entdiox e f *I(V) que € dg-aberto em (X ,T). Como g dg-convergente para x,
existe F, € g talque F, c f *I(V). Portanto, para qualquer V' dg-aberto em (Y ,0) tal que
f(x) eV, existe f(E) € f(go) tal que f(E) c V. Logo f(go) dg-converge para f(x) para

cada x € X e cada filtro base g Og-convergente para x.

Teorema 10.1.16: A fungdo f : (X, T) —> (Y, O') é dg-continua. Se (X,7) é um espago

T, ,entdo f¢ uma fungdo o-continua.

4

Demonstracao: De fato, seja U um conjunto d-aberto de (Y,O'). Como todo conjunto d-
aberto € um conjunto aberto, € como f'¢ dg-continua, f ‘I(U ) ¢ um conjunto dg-aberto em

(X,7). Como (X,7) é um espago T; , entdo £7(U) é um conjunto 8-aberto em (X,7).
4

Logo f'¢ uma funcao d-continua
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Teorema 10.1.17: Se uma fungdo f : (X, 2') - (Y, G) ¢ 0g-continua entao

g: (X, T *) - (Y, (o} *) tal que g(x) = f(x), Vx € X, ¢ uma funcdo g-continua.

Demonstracao: Seja U um conjunto aberto de (Y ,O *) Entdo U ¢ um conjunto aberto em
(Y, 0'). Como f: (X, 2') — (Y, G) ¢ 5g-continua f ' (U) ¢ 0g-aberto em (X,r). Como
g(x) = f(x) paracada x € X, segue que g~ (U) = f*I(U) ¢ dg-aberto em (X,T).

Portanto, como (X ,T *) ¢ a semi-regularizagdo de (X ,T), segue que g '(U) um conjunto

g-aberto em (X,7*).

Teorema 10.1.19: Uma fungdo f : (X , T) - (Y , 0) ¢ dg-irresolute, entdo

g:(X,7*%)> (Y,0%), onde g(x)= f(x),Vx e X, é uma fungdo g-continua.

Demonstrag¢do: Suponha que f : (X , T) - (Y , 0) ¢ uma fungdo dg-irresolute. Seja
g: (X, T *) - (Y, o *), onde g(x)= f(x),¥x e X eV um subconjunto aberto em
(Y,0*), ou seja, V é dg-aberto em (¥,o). Entdo f~'(V) dg-aberto em (X,7) e

g'(V)=f7'(V) é g-aberto em (X,7*). Logo g é uma fungdo g-continua.

Corolario 10.1.11: Uma fungdo f : (X , r) - (Y , 0) ¢ dg-irresolute, entdo

g: (X, T *) - (Y, o *), onde g(x)= f(x),vxe X, é uma fungdo Sg-continua.
Demonstragdo: Pelo teorema anterior, g : (X T *) — (Y , O *) ¢ uma fungdo dg-continua.

Entdo, para todos V ¢ aberto em (Y,O' *) Entdo g (V) é 8g-aberto em (X,z' *) Logogé

uma fungao dg-continua.
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Corolario 10.1.12: Uma fungdo f': (X, T) - (Y,O') ¢ dg-irresolute tal que (X,7) é um
espaco Almost Weakly Hausdorff, entdo g : (X , T *) - (Y ,O *), onde

g(x)= f(x),Vxe X, é uma fungdo continua.

Demonstragio: Pelo corolario anterior, g : (X , T *) - (Y ,O *) ¢ uma fungdo dg-
continua. Entdo, para todos V ¢ aberto em (Y,o *). Entdo g'(V) 8g-aberto em (X,z*) e
portanto g'(V) g-aberto em (X,z*). Como (X,7) é um espago Almost Weakly

Hausdorff, (X,7 *) é um espago Ty e g (V) ¢ aberto em (X,7*). Logo g é uma fungio

2

g-continua.
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