ANDRESSA ANTONINI BERTOLAZZO

O efeito de espacos de fase nao homogéneos
em coeficientes de difusao e transporte

Dissertacao apresentada ao Curso de Pos -
Graduagao em Fisica do Setor de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal do Parana,
como requisito parcial para a obtencao do

grau de Mestre em Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Sergio Roberto Lopes

Curitiba

2010



"Jamais considere seus estudos como uma
obrigacao, mas como uma oportunidade in-
vejdvel (...) para aprender a conhecer a in-
fluéncia libertadora da beleza do reino do
espirito, para seu proprio prazer pessoal e
para proveito da comunidade a qual seu fu-

turo trabalho pertencer "(Albert Einstein)



RESUMO

Sistemas Hamiltonianos apresentam espaco de fase nao homogénio com a
presenca de regides de trajetorias regulares (denominadas ilhas) e trajetorias caoti-
cas (regiao estocastica, mar cadtico). Trajetorias cadticas podem se aproximar das
regioes regulares sendo aprisionadas ao redor destas por um certo periodo de tempo
(as vezes muito longo), apresentando comportamento proximo ao de uma trajeto-
ria iniciada em uma regiao de ilha. Estas regides de aprisionamento (chamadas de
grude) sao responsaveis pela existéncia de transporte anomalo (e superdifusiao) em
sistemas hamiltonianos. Estas regioes podem apresentar modos aceleradores os quais
aceleram linearmente uma trajetoria por um periodo de tempo finito (a aceleragao
dependera do numero rotacional das ilhas). Utilizando-se destas propriedades do
espaco de fase, é possivel obter correntes com direcoes preferenciais em sistemas
que apresentam quebras de simetria. Estas correntes sao nulas para sistemas em
equilibrio (segunda lei da termodinamica). Neste trabalho analisamos um sistema
hamiltoniano assimétrico que, quando adicionado o termo de dissipacao, apresenta
correntes de direcao preferencial, mesmo no limite proximo ao sistema conservativo.
Para uma dissipacao muito pequena é analisada a influéncia do espaco de fase no
aparecimento destas correntes. Obtém-se como resultado que as correntes surgem
devido a voos assimétricos que a trajetoria sofre no espaco de fase, e que estas cor-
rentes serao maiores se as ilhas de maior amplitude no espaco de fase apresentarem

modos aceleradores.
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ABSTRACT

Hamiltonian systems present mixed phase space with regular trajectories re-
gions (called islands) and chaotic trajectories (stochastic regions, chaotic sea). Cha-
otic trajectories can approach to the regular regions and they can be trapped around
them for some period of time (sometimes for a long period of time) presenting regu-
lar behavior closed to the one of trajectories into the island. These trapped regions
(called stickiness) are responsible for the existence of anomalous transport (and su-
perdifusion) in Hamiltonian systems. It occurs because they could exhibit accelerator
modes, which accelerates a trajectory linearly for some time (this acceleration de-
pends on the winding number of the islands). Using this properties of the phase
space, we can obtain direct currents in systems that have broken symmetries, but
these currents must be null for equilibrium systems (second law of thermodynamics).
In this work we analyze an asymmetric hamiltonian system, when the dissipative
term is introduced and there is a direct current in the system, even in the limit
closed to the conservative system. The influence of phase space in the emergence of
direct currents in weak dissipation is analyzed. We attain as results that the cur-
rent appears because Levy flies that the trajectories experience are asymmetric, and
this currents are greater if the biggest islands in the phase space present accelerator

mode.
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Capitulo 1

Introducao

O efeito catraca apresenta a possibilidade de se obter transporte direto (cor-
rentes de diregoes preferenciais de movimento) de particulas sem a presenga de forgas
externas (como por exemplo forcas gravitacionais, campos elétricos macroscopicos e
gradientes espaciais quimicos de longo alcance [I]) atuando no sistema. Este efeito
tornou-se popular devido ao grande interesse em torno de motores moleculares (ou
motores brownianos).

Este efeito é proibido para sistemas em equilibrio devido a segunda lei da
termodinamica. Assim, para que exista este efeito é necessario que o sistema esteja
fora do equilibrio dindmico e que apresente a quebra de certas simetrias espaciais e
temporais [2]. A simetria a ser quebrada é aquela em que as equagoes de movimento
permanecem invariantes porém inverte-se o sinal da velocidade do sistema [2]. Estes
sistemas dindmicos que nao apresentam ruido termodinamico e nem forcas externas,
apresentam correntes em dire¢oes preferenciais devido ao termo inercial (ou efeito
inercial) que induz o caos deterministico no sistema [2], [3].

Sistemas Hamiltonianos apresentam espaco de fase nao homogéneos, apre-
sentando tanto regioes de caos quanto regidoes de movimento regular. Existem certas
regioes do espago de fase, regides em torno das trajetorias regulares (ilhas), nas quais
uma trajetoria provinda da regiao de caos (mar caotico) sofre um aprisionamento e
apresenta movimento influenciado pelo niimero rotacional da curva mais externa da
ilha. Existem ilhas que apresentam modos aceleradores e, devido a estes, trajetorias
iniciadas em regioes regulares (ilhas) sao aceleradas em fungao do tempo. As tra-
jetorias que estao aprisionadas em torno destas regioes também sofrem a influéncia
dos modos aceleradores, podendo sofrer voos no espaco de fase caso este seja ilimi-

tado em p ou #. Assim, uma trajetoria iniciada no mar caotico apresenta movimento



cadtico no espaco de fase e, ao ser aprisionada por um determinado tempo em torno
de uma ilha de modo acelerador, apresenta voos os quais possuem aceleracao.

Como visto no inicio da introducao, para que existam correntes certas sime-
trias devem ser quebradas. A referéncia [2] constrdoi um sistema com voos assimétricos
de Levy e deriva uma expressao para a corrente utilizando-se uma soma em relacao
as ressonancias principais do sistema. Neste artigo obtém-se que a corrente de dire-
cao preferencial é obtida através da quebra de simetria dos voos de Levy ocasionados
pelas ressonancias com namero rotacional diferente de zero (ressonancias de modos
balisticos).

Entretanto, quando trabalhamos com um sistema dissipativo (como é o caso
do modelo que utilizaremos neste trabalho) o espago de fase é transformado. As ilhas
ressonantes sao destruidas e, dependendo das bifurcacoes que o sistema apresenta,
a maior parte dos pontos elipticos do sistema tornam-se atratores no sistema dissi-
pativo. Na referéncia [4] observa-se que, quando um sistema apresenta dissipacao,
quanto menor for a dissipacao maior serd o nimero de atratores do sistema e maior
sera o periodo destes atratores (a fungao do niimero de atratores em fungao da dissi-
pagao segue uma lei de poténcia). Os atratores de periodos maiores possuirao tempo
de vida menor em relagao ao aumento da dissipacao. Para pouca dissipacao os atra-
tores de periodo maior tenderao a influenciar a dinamica do espaco de fase. Quanto
maior for o nimero de atratores, mais fractal serd a bacia de atracao destes atratores
no espaco de fase. Quanto mais perto do sistema conservativo, mais proxima sera a
dimensao fractal efetiva a dimensao do sistema conservativo.

Em [5] observa-se que a indugdo de atratores devido a dissipagdo pode ser
vista em todas as escalas e estes atratores apresentam bacias entrelacas num modo
complexo, levando a uma multi-estabilidade e imprevisibilidade do sistema. Em
sistemas hamiltonianos a lei de espalhamento de particulas é algébrica devido a
presenca de grude e, em sistemas dissipativos esta lei é exponencial, assim, o artigo
descreve a existéncia de uma regiao do parametro de dissipagao em que estes dois
comportamentos se cruzam, podendo ser observada pela curva de dimensao fractal
do sistema em funcdo do aumento da dissipacao. O artigo conclui que a regiao
de pequena dissipagdo (proxima ao sistema conservativo) apresenta um decaimento
fractal rapido e linear devido a esta transicao entre a dinamica de espalhamento
algébrica de sistemas conservativos e a dinamica de espalhamento exponencial de
sistemas dissipativos. Na regiao com maior dissipacao a dimensao fractal diminui

lentamente devido ao aparecimento de atratores mais fortes.



Uma propriedade importante destas correntes de direcao preferencial é o pos-
sivel ganho de energia através destas. Na referéncia [6] observa-se o ganho de energia
do sistema devido ao aumento na velocidade de saturacao do sistema quando uma
pequena dissipacao é adicionada. Isto ocorre porque o sistema conservativo apre-
senta um toro invariante que proibe e limita o movimento do sistema na direcao de
sua velocidade e, quando é adicionada a dissipacao, os pontos elipticos do sistema
bifurcam formando um foco estavel e o toro que limita o movimento na direcao da
velocidade é quebrado. Existe uma regiao de grude no espaco de fase e muitas traje-
torias orbitam por um longo tempo em torno do foco antes de serem capturadas por
este. Este tipo comportamento de trajetorias em torno do foco também é observado
em nosso sistema.

Em vérios artigos sao citados a viabilidade de observagao experimental destes
efeitos através de redes Opticas que possuem atomos confinados ("cold atom").

Este trabalho est4 organizado em 4 capitulos. No capitulo 1 apresentaremos
teoricamente como ocorre a formacao do espaco de fase de um sistema hamiltoniano,
bem como algumas propriedades que aparecem no espaco de fase destes sistemas,
este capitulo estd baseado nas referéncias [7], 8], [9]. No capitulo 2 apresentare-
mos a dinamica do mapa padrao, seu espago de fase e caracteristicas apresentadas
pelo sistema. O mapa padrao apresenta propriedades genéricas de sistemas Hamil-
tonianos e muitos modelos se reduzem a forma deste mapa. No mesmo capitulo é
adicionado um termo de dissipacao ao sistema e sao observadas algumas proprieda-
des. Para o capitulo 2 utilizaram-se como referéncias [7], [8], [L0]. No capitulo 3
apresentamos o modelo do mapa padrao o qual é inserido um termo de assimetria
espacial e dissipacao, modelo apresentado pela referéncia [3], a qual apresenta resul-
tados que motivaram esta pesquisa pois, para entendermos e analisarmos a presenca
de correntes com direcao preferencial quando o sistema é préximo ao conservativo
(resultado encontrado em [3]), analisamos quais as propriedades do espago de fase que
contribuem para o aparecimento desta corrente, objetivo principal desta pesquisa.
Na conclusao finalizamos o trabalho fazendo certas correlacoes com os resultados,

apresentamos algumas hipdteses ainda nao confirmadas e trabalhos futuros.



Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos

2.1 Sistemas Integraveis

Um sistema fisico é considerado hamiltoniano quando as forcas que atuam
sobre este sao invariantes da velocidade e seu movimento pode ser descrito através
das equacgoes de Hamilton-Jacob. Quando a hamiltoniana possui um valor constante
igual a energia do sistema (sistemas com energia constante) o sistema é considerado
Hamiltoniano. Um sistema com N graus de liberdade serd integravel se as suas
equagoes de Hamilton-Jacob forem separaveis em N equacoes independentes, um
para cada grau de liberdade e suas solugoes de p(t) e ¢(t) puderem ser escritas em
quadraturas.

Considerando um oscilador com dois graus de liberdade e que possui Hamil-
toniana independente do tempo, se H é integravel este pode ser escrito em funcao

de variaveis acao-angulo:
H(J,J)=F (2.1)

sendo E a energia constante do sistema e J; e .Jy constantes de movimento.

Como H é constante, o movimento no espaco de fase é reduzido em grau
de liberdade (de 4 dimensoes para 3 dimensées). Como J; e Jy sdo constantes de
movimento do sistema, o movimento no espaco de fase se reduz a uma superficie
bidimensional em um espaco tridimensional de energia constante.

Sabemos que o movimento angular de cada grau de liberdade para este caso é

parametrizado pela frequéncia angular associada a cada grau de liberdade do sistema:



2.1 Sistemas Integraveis

91 = w1t+910 (§]
02 = w2t+020 (22)

Estas variaveis angulo sao periodicas e de periodo 27 e assim o movimento
pode ser caracterizado como o movimento em um toro, como pode ser observado na

figura 211

Figura 2.1: Representacao do espaco de fase limitado por um toro para um sistema
integravel com dois graus de liberdade caracterizado pelas variaveis Jy, Jo e suas

respectivas variaveis angulo conjugadas: 6, e 6,.

O movimento no espaco de fase limitado ao toro é caracterizado pelas varia-
veis Ji, Jo e suas respectivas varidveis conjugadas angulo: 6; e 5. J; é a varidvel
que representa o raio de circulos concéntricos (raio interno do toro) e #; representa
a variavel angulo de cada um destes circulos; J, representa o raio externo do toro
sendo fy sua variavel angulo conjugada (figura 2.1]).

Ao fixar a energia E e J; do sistema, Jy serd obrigatoriamente fixo pois
H(Jy, J2) = E. Assim:

se J; = J1(F = constante, J;) = constante — J,(F, J;) = constante.

Sabemos que o movimento de #; e 05 é dado pela equagao Como w; =
wi(J1) e wy = wa(Js), a razao
w1
o= —
)

também é constante, sendo esta razao, a, denominada niimero de rotacao. Para o =

r . . o,y e A . . .
—, r e s inteiros, sendo que r nao é divisivel por s, as frequéncias sao comensuraveis e
s



2.1 Sistemas Integraveis

0 movimento no toro é periédico. Assim, uma trajetoria sempre retornard ao ponto
inicial depois de r revolucoes em 6, e s revolugoes em 6.

Quando « é irracional a trajetoria mapeia toda a superficie do toro, nunca
retornando ao ponto inicial (trajetorias nao periodicas). O movimento no toro pode
ser generalizado para um sistema com N graus de liberdade. Cada acao constante
do sistema ird4 diminuir em um grau a dimensao do espaco de fase. Assim, para um
sistema com N graus de liberdade (2 N-dimensional), se tivermos N agdes constantes,
o espaco de fase 2N-dimensional serd reduzido para um espaco N-dimensional com
N variaveis angulo ortogonais entre si e de periodo 2.

Em sistemas integraveis, para qualquer espaco candnico:

- = =

p=p(J,0); §=q(J.0)

podemos decompor p'e ¢ via expansao de Fourier das variaveis angulo:

= .

Bt) = 3 B ()T

Gty =3 Gu(J)elmerma), (2.3)

sendo m um vetor N-dimensional com componentes inteiras e  um vetor constante.

Para solucoes periddicas:
m-w =0, (2.4)

o que implica que w; = n;wy, sendo que n; e w; nao possuem fator comum. Assim, o
periodo de uma trajetoria completa é descrito como:
2 27'('7%

=2 (2.5)

wo Wy

sendo que n; é o “nimero de voltas” que o i-ésimo grau de liberdade com frequéncia
w; necessita para fazer uma trajetoéria completa de um periodo 7.

Fazendo um corte da superficie do toro no plano J; — 6; (corte da trajetoria
em 0y constante), as sucessivas intersecgoes da trajetoria com esta superficie definirao
um mapa que possui J; constante. O intervalo de tempo entre cada iteracao sera
At = i—z (tempo para 6, dar uma volta de 27) e 6; avancarad de w1 At = wli—’; =

2ra(Jy). Assim, o proximo ponto que cortara o plano J; — #; pode ser obtido



2.1 Sistemas Integraveis

através das seguintes equacoes:

Jn-i—l = Jn
0n+1 = (9n + 27TO[(Jn+1), (26)

sendo estas conhecidas como o mapa de torcao.

Figura 2.2: Representagao grafica do mapa de torcao. A curva tracejada apresenta

« racional e esta entre duas trajetérias com « irracional

Para trajetorias com o = = racional este mapa ¢ formado por pontos fixos que
retornam a si mesmos depois de s iteradas. J& para « irracional qualquer condicao
inicial no circulo tende a formar o circulo completo (fechado) quando n tende ao
infinito (figura [2.2)).

O mapa de tor¢ao pode ser descrito em funcao de outras variaveis (além das

variaveis de agao-angulo), como por exemplo para:

Tpil = T COSY — y,siny

Ynt1 = aninw_'_ynCOSwa (27)

sendo ¢ um parametro fixo, tornando-se um mapa de torcao linear. Como a area
deste mapa é preservada (deve obedecer ao teorema de Liouville), esta forma do

mapa também deve obedecer uma regra do tipo:

a(JTLJrl ) 9n+1)

=10 =1 2.
a(Jn’ en) [ n+1, Jn+1] ( 8)

Este resultado é geral para qualquer sistema integravel com N graus de

liberdade e H constante.



2.2 Sistemas quasi-Integraveis

2.2 Sistemas quasi-Integraveis

Considerando um sistema bidimensional integréavel, inserindo uma perturba-

cao ao sistema de tal forma que a Hamiltoniana seja funcao também dos angulos:
H(J,0) = Hyo(J) + eHy(J,6), (2.9)

sendo Hj a hamiltoniana do sistema nao perturbado.
Fazendo o plano 6; = constante temos um corte do espaco de fase para a
superficie J; — 0;. Nesta superficie espera-se que o mapa de tor¢ao comporte-se da

forma:

Jn—l—l - Jn + ef(Jn—i—l) Qn)
Opi1 = Op+2wa(Jns) +€9(Jnat, 0n) (2.10)
f e g sao periodicas em 0. Este mapa deve também preservar a area pois suas

iteracoes sao obtidas através das equacgoes de Hamilton. Para isto, utiliza-se a funcao

geratriz, que pode ser obtida através de:

F2 = Jn+19n + 27T./4(Jn+1) -+ Eg(Jn+1, Qn), (211)
_dA _0g - og of dg
sendo o = Dy f= a0, g = Y e 5 + 50, 0 para que a

area seja preservada.
Para a maioria dos mapas f é independente de J e ¢ = 0. Assim, o mapa

de torcao perturbado torna-se o mapa de torcao radial:

Jn-i—l - Jn + ef(en)a
0n+1 = (9n + 27TO[(Jn+1). (212)
Linearizando este mapa em torno de um ponto fixo de periodo 1: J, ;1 =
J, = Jy, para « inteiro. AcOes proximas a este ponto podem ser descritas como
Jn = Jo + AJ, e, considerando «(J,11) = a(Jy) + o/AJ,, obtém-se através da
linearizacao que:
Jo+AJp1 = Jo+ AT, +ef(0,),
Opni1 = On+2m(a(Jy) + ' AJ,. (2.13)
Substituindo uma nova acao I, = 27a’AJ,, obtém-se o mapa padrao gene-

ralizado:

]n-i-l = ]n + Kf*(‘gn)a
071-}—1 = (9n + _[n+1, mod 2w (214)



2.3 Equacoes na forma de mapa e na forma Hamiltoniana

sendo K = 2wa/€ fnqe 0 parametro de estocasticidade e f* = fm% Para f* =sind,

obtém-se 0 mapa padrao (também conhecido como mapa de Chirikov-Taylor):

I,.., = I,+ Ksin6,,
9n+1 = 9n + In+17 mOd 27'(', (215)

utilizado por Chirikov-Taylor para analisar a transicao entre o movimento regular e
0 movimento caobtico.
O mapa de torcao perturbado pode ser generalizado para um sistema de N

graus de liberdade e Hamiltoniana constante utilizando-se a funcao geratriz:
Fy = Jyy1 - O + 20 A(Jpsr) + €G( T, 0,). (2.16)

Se G nao for funcao de an, serd obtido um mapa de tor¢ao (2N — 2)
dimensional da forma:
T =

—

+
Opi1 = O, +21a(Jnsr) + €G(Jps1, On). (2.17)

Podendo ser representado simbolicamente por:

—

Tpi1 =TT, T=2(J,0) (2.18)

na qual 7" representa o mapa.

2.3 Equacoes na forma de mapa e na forma Hamil-

toniana

Um sistema pode ser convertido para forma de mapa através da integracao
de suas equacoes de Hamilton em um periodo de tempo T, referente a um ciclo
da variavel 0, produzindo um mapa na forma (ZI0). Considerando um sistema
bidimensional, para se obter a forma de mapa do sistema deve-se encontrar a ordem

de € através das funcoes f e g. Para isto, sabendo-se que:

dp  OH
dat  0g

e que para sistemas quasi-integraveis pode ser reescrito como:

ah __ o,



2.3 Equacoes na forma de mapa e na forma Hamiltoniana
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integrando de t = 0 até t = T:

OH
AJy = —e/ dt 891 (Jn1s J2, O + wit, O 4 wot) (2.20)
0 1

Como H é constante, pode-se dizer que Jy, wi, wo sao funcoes de J,.;.
Integrando % em relacdo a uma oOrbita nao perturbada, isto é, em relagao aos

valores nao perturbados de Jef pode-se obter a ordem de e:
Ef(Jn+1, Qn) = AJl(Jn+1, (9”) (221)

sendo que a variagdo na a¢ao (AJ) pode ser obtida via condigdo de preservagio de

area no espaco de fase, obtendo-se que:

9(J,0) = —/ gﬁde’ (2.22)

sendo que g = 0 para o mapa de torcao radial.
O mesmo célculo de variacao da agao pode ser feito para a Hamiltoniana de

um sistema bidimensional que nao esteja na forma acao-angulo:

H = Ho(J1,p2,q2) + €eH1(J1, 01, pa, q2) (2.23)

Podemos obter novamente que:

= OH;

AJy = —e¢ dtW(JnJrla On + wit, pa(t), ga(t)). (2.24)
0 1

O mesmo calculo pode ser generalizado para um sistema de N graus de

liberdade, obtendo-se o valor da variacao da agao para N — 1 superficies de seccao

das acoes. Assim:

} H
AJ, = —e/ dt% = (o1, I O + Bt Oy + wit) (2.25)
0

1

sendo ef = AJ. Usando o método e as equagoes descritos anteriormente obtém-se o
mapa na forma da equagio (2.I7).

Para transformar as equacoes de um mapa para a forma hamiltoniana deve-

mod inserir uma fung¢ao periodica delta d;(n Z d(n—m)=1+2 Z cos 2wqn

m=—o00 q=1
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nas equagoes de (2.12). Assim, obtemos que:

dJ de

Podemos obter H através de:
J 0
H(J,0,n) = 2 / ol TV — 6y (n) / £(0)d0. (2.27)

2.4 Area no espaco de fase e funcao geratriz

A &rea no espaco de fase para o intervalo 6; < 6 < 6, é calculada através de:

A= / " 10, (2.28)

01

Considerando uma funcao geratriz do tipo F} = Fy(0,41,0,) para o mapa

tal que:
oF, OF;
Jp = — Jpr1 = . 2.29
%, T (2.29)
Definindo uma variavel A que parametriza a curva, entao:
dFy oFy, db,., O0F;db, df, 1 de,
= — = — = J—. 2.
d\ 00,1 dx | 96, dX I T (2:30)
Integrando esta equacgao obtemos que:
04 62
F1(05(62),65) — F1(6071(601),60:1) = / Jni1dO, 1 — / Jndb,,. (2.31)
0] 01
Desta forma:
AF1(92, 91) - An+1 - An (232)

sendo 0] e ¢, os pontos finais depois da iteracao do mapa. Assim, uma mudanca na
area (em relagdo a uma curva escolhida arbitrariamente) da primeira para a segunda
iteracao é igual a diferenca da funcao geratriz para o mapa em seus pontos finais
(01, 0)) independentemente da escolha da curva de integracao, sendo que AF; é a

mudanca na acao.



2.5 Estabilidade KAM para curvas com nimero de rotagao irracional
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2.5 Estabilidade KAM para curvas com nimero de

rotacao irracional

Para
H = Ho(J) + eH,(J, 6),

hamiltoniana em funcao de J e 0 fracamente perturbada, a ressonancia entre os graus
de liberdade pode destruir a convergéncia das varias expansoes em séries de poténcia
que existiam no sistema nao perturbado. Segundo o teorema KAM, teorema desen-
volvido por Kolmogorov, Arnold e Moser e que recebeu este nome em homenagem
aos trés pesquisadores, para que exista um toro invariante (jﬁ) parametrizada por

& que satisfaga as relacoes:

J = Jo+ (e
0 = E+1(E e, (2.33)

sendo ¥ e U periddicos em & e que se anulam quando e =0 e £ = w (w é a frequéncia

do toro nao perturbado), devem ser satisfeitas as seguintes condigoes:

1. As frequéncias devem ser linearmente independentes:

Zmiwi(j) £ 0, (2.34)

_ OHy ; > .
sendo w = < e m; a componente i do vetor 77} (ver ([2Z4) e ([Z3));

2. Condigoes suaves de perturbagio (nimero suficiente de derivadas continuas).

As curvas KAM s6 podem existir se distantes de ilhas perturbadas;
3. Condicoes iniciais suficientemente longe da ressonancia para satisfazer:
|7 - &) > ~|m| 7T, (2.35)

Vm; sendo 7 funcao do nimero de graus de liberdade e da suavidade de Hy;

depende de € e da nao-linearidade (G) da Hamiltoniana ndo perturbada (Hy).

Pela condigao 3 observa-se que v nao deve ser grande, mas  aumenta com
¢, |Hq| e 1/G, assim, a perturbagao deve ser pequena para que exista um toro KAM.
Pelas condigoes 1 e 2 é necesséria uma nao-linearidade moderada. Se as trés condi¢oes
forem satisfeitas, o circulo do mapa torgdo (J,11 = J,) serda perturbado para um

quase-circulo.
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P> N

AJ

Figura 2.3: Deformac¢ao de uma curva com « irracional devido a inclusao de uma

pequena perturbacao & hamiltoniana integravel, gerando uma curva KAM.

Este teorema (desenvolvido por Kolmogorov, Arnold e Moser para um sis-
tema com ntimero suficiente de derivadas continuas) fornece a base para a existéncia
de um invariante em sistemas nao-lineares acoplados. Para um mapa bidimensional,
a condigao suficiente de suavidade para a existéncia de curvas KAM (condigao 2) é
de que existam duas derivadas continuas do mapa (ou trés derivadas continuas para
a hamiltoniana que corresponde ao mapa).

Pode-se presumir (Moser, 1973) que a condigao de suavidade de uma curva,
para a existéncia de curvas KAM, é de que trés derivadas continuas sao sempre
suficientes, sendo que 2 derivadas continuas sao necessarias pois curvas invariantes
podem ou nao existir se existirem apenas duas derivadas continuas. Para N graus
de liberdade sdo necessarios no minimo (2N — 2) derivadas continuas (Chirikov,
1979). Entretanto, Moser (1966)descreve uma condigao mais rigorosa: devem haver
no minimo (2N + 2) derivadas continuas para existir uma curva invariante.

Quanto maior o termo de perturbacao e, curvas KAM mais préximas a «
racional serao destruidas mais facilmente, isto €, as ultimas curvas KAM a quebrarem
com o aumento da perturbagao sao as curvas mais irracionais possiveis, e o nimero

mais irracional possivel é o nimero de ouro: (/5 —1).

2.6 Teorema de Poincaré- Birkhoff para Niimero de

Rotacao Racional

Como visto na se¢ao anterior, toros irracionais sofrem uma deformagao em
torno de seu circulo original quando uma pequena perturbagao ¢ adicionada a ha-

miltoniana integravel. Com o aumento desta perturbacao o toro irracional tende a
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ser quebrado. A quebra dos toros irracionais dependera do quao irracional seja « e
do valor da perturbagao. O tultimo toro irracional a ser quebrado serd aquele que
possui a mais afastado possivel de um niamero racional.

Em toros ressonantes (que possuem « racional) e em suas vizinhancas o
teorema KAM nao ¢é valido. No caso de toros ressonantes, com a(.J) = %, segundo o
teorema de Poincaré-Birkhoff, o termo de perturbacao fard com que os toros sejam
destruidos e aparecam 2ks (k = 1,2, ...) pontos fixos no lugar destes, sendo ks pontos
elipticos (pontos que possuem todas as variedades estéaveis) e ks pontos hiperbolicos
(pontos que possuem uma variedade estavel e outra instavel). A vizinhanga desses
toros também sofrerd mudancas: toros irracionais muito proximos aos toros racionais
serao destruidos.

Considerando o mapa de tor¢cao nao perturbado, escolhendo um circulo com
a(J) = % racional o qual um ponto inicial volte a si mesmo apds s iteradas, pode-se
escolher outros dois circulos (curvas KAM internas e externas a a(J) = £) tais que
a = ay > © mapeia na diregao anti-horaria a cada s iteragoes do mapae o = a_ <
mapeia na direcao horaria do circulo a cada s iteragoes do mapa, como representado
na figura 2.4]

Figura 2.4: Representacao de 3 curvas do mapa de tor¢ao nao perturbado. A curva
mais externa representa uma curva com « irracional tal que a = a; > £ mapeia na
direcao anti-horaria a cada s iteracoes do mapa. A curva mais interna representa a
curva com « irracional tal que a = a < I mapeia na diregao horaria do circulo a

cada s iteracoes do mapa. Entre estas duas curvas observa-se uma curva com o =

® 13

racional que retorna ao ponto inicial a cada s iteracoes do mapa.
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Se o termo de perturbacao for suficientemente pequeno, pontos inicialmente
na curva o, apos s iteradas irao se posicionar numa coordenada f maior que a
coordenada dos pontos iniciais, movimentando-se no sentido anti-horéario. Ja pontos
da curva inicial a_ apos s iteradas irao se posicionar numa coordenada € menor
que a coordenada dos pontos iniciais, movimentando-se no sentido horario. Como
visto, pelo teorema KAM, estas duas curvas poderao se deformar em relacao as
curvas originais. Fixando 6, se variarmos J entre J_ da curva a_ e J,. da curva
a4, encontraremos uma curva o, tal que apos s iteradas do mapa a coordenada 6
nao mudara. Esti curva estard proxima a curva de « racional e apenas terd uma

mudanca na sua coordenada J.

Figura 2.5: Insercao de uma pequena perturbacao a hamiltoniana integravel. Entre
as curvas irracionais perturbadas que giram no sentido anti-horario e horario existi
uma curva o, tal que cada ponto desta curva ao ser iterado s vezes nao sofrerd

mudanca na coordenada angular (6;).

Iterando s vezes cada ponto da curva o, obtemos uma nova curva a..

Como ambas as curvas provem de um mapa que obedece a preservacao das
areas, a area limitada pela curva a. é igual a limitada pela curva o’. Desta forma,
as curvas devem se cruzar em um namero par de pontos (figura 20). Cada um
destes pontos retornam a si mesmos depois de s iteracoes do mapa e sao chamados
de pontos fixos de Poincaré-Birkhoff.

Os pontos fixos de Poincaré-Birkhoff apresentam dois comportamentos dis-

tintos: pontos na vizinhanca de pontos fixos chamados elipticos tendem a circundar
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Figura 2.6: Curva o, gerada através da iteracao do mapa s vezes para cada ponto

da curva a,.

Figura 2.7: Pontos fixos gerados no cruzamento das curvas a. e o, (2ks pontos) e
o comportamento de trajetorias iniciadas na vizinhanca destes pontos. Para pontos
elipticos (a), trajetorias iniciadas na vizinhanga destes pontos tendem a circunda-los
gerando toros invariantes; para pontos hiperbdlicos (b)trajetorias iniciadas proximas

a estes pontos tendem a se afastar destes.

estes pontos, formando toros menores; pontos na vizinhanca de pontos fixos chama-

dos hiperbolicos tendem a se afastar destes pontos. Com a perturbacao formam-se
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a mesma quantidade de pontos fixos elipticos (ks pontos) e hiperboélicos (ks pontos)

que se alternam no espago de fase (figura [2.7).

Curva KAM
X

Curva KAM H

(@) (b)

Curva KAM

Figura 2.8: Representacdo grafica do fenomeno de emaranhamento (ou tango) ho-
moclinico, representando os infinitos cruzamentos que ocorrem entre as variedades
instavel e estavel de um ponto hiperbolico. Para facilitar a compreensao, o ponto (a)
é definido como o ponto hiperbolico da esquerda e o ponto (b) o ponto hiperbolico

da direita.

Os pontos hiperboélicos serao conectados por uma separatriz. Diferente dos
sistemas integraveis (como por exemplo o péndulo) que possuem uma separatriz su-
ave interligando os pontos hiperbolicos, a separatriz de sistemas quasi-integraveis
possui um comportamento mais complexo. No caso de sistemas quasi-integraveis
as curvas que interceptam os pontos hiperbdlicos nao se superpoe suavemente como
em sistemas integraveis, e sim se interceptam infinitas vezes. Iremos considerar o
ponto hiperboélico como a juncao de quatro curvas: duas curvas com trajetorias que
se aproximam do ponto fixo e sao separatrizes da hamiltoniana H* e duas curvas
com trajetorias que se afastam do ponto fixo e fazem parte da hamiltoniana H~.
Assim, um ponto P pertencerd a H' se em T iteragoes (com n tendendo ao in-
finito) se aproximar do ponto de singularidade. Para um ponto P pertencer a H~
a transformada inversa do mapa iterada n vezes (ngrfoo T. ") deve se aproximar da
singularidade. Como o periodo de oscilagao na separatriz tende ao infinito, as ite-
racoes do mapa de um ponto inical P pertencente a uma destas curvas tenderao a
se aproximar cada vez mais lentamente do ponto de singularidade. Considerando
dois pontos hiperbolicos adjacentes, a curva H~ que sai de um ponto hiperbdlico

(definiremos como o ponto hiperbolico da esquerda) intercepta uma curva Ht que
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estd se aproximando do outro ponto fixo hiperbolico (definiremos como o ponto hi-
perbolico da direita). Este ponto de intersecgao entre as curvas (ponto X na figura
2.8) & denominado ponto homoclinico. Como as curvas H* e H~ sdo invariantes
do sistema, o ponto homoclinico deve mapear apenas outros pontos homoclinicos
pertencentes a estas duas curvas e, consequentemente, se existe um ponto homocli-
nico devem existir infinitos outros pontos homoclinicos e, da mesma forma, infinitos
cruzamentos entre as curvas. A cada cruzamento a distancia entre os pontos homo-
clinicos adjacentes diminui quanto mais proximos estes estao do ponto hiperbolico.
Assim, como a area entre dois cruzamentos consecutivos deve ser igual pois o mapa
do sistema quasi-integravel continua obedecendo a preservacao das areas, entao a
area definida pelas curvas que se cruzam em pontos homoclinicos consecutivos deve
ser igual e, consequentemente, a curva H~ deve sofrer um alongamento na direcao
transversal & curva H' enquanto sofre uma contrac¢ao na direc¢ao longitudinal & curva
H™. Isto gera uma amplitude maior de oscilacao da separatriz H~ ao se aproximar
do ponto hiperbolico. O mesmo ocorre com a separatriz H* do ponto hiperbolico da
esquerda. A curva de H' interceptara a curva H~ do ponto hiperbdlico da direita
infinitas vezes e oscilard com maior amplitude quanto mais se aproximar do ponto

hiperbélico da direita.

Figura 2.9: Estrutura padrao do espaco de fase do sistema quando uma pequena
perturbacgao é inserida na hamiltoniana integravel. Observa-se a quebra de curvas
com « racional para s = 3 e s = 4 gerando pontos fixos elipticos ( representados por
pontos internos ao circulos) e hiperbélicos (representados por segmentos de reta que
se cruzam) proximos onde anteriormente encontravam-se as curvas. Estes pontos

fixos estao limitados por curvas KAM.

Estes cruzamentos das variedades é chamado de emaranhamento (ou tango)
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homoclinico. Devido a este comportamento, um pequeno paralelograma de condi-
¢oes iniciais proximo a um dos pontos homoclinicos sofrerd um estiramento e depois
dobramento similarmente ao que ocorre com o paralelepipedo de condigoes iniciais
do mapa da ferradura. Seguindo a trajetoria de duas condi¢oes iniciais muito pro-
ximas e que estejam inicialmente nas redondezas da separatriz, veremos que elas se
afastarao com apenas algumas iteragoes, caracterizando a imprevisibilidade e a sen-
sibilidade do sistema as condicoes iniciais. Estas caracteristicas sinalizam a presenca
de caos ao redor da separatriz. Esta regiao de caos preenchera toda a regiao entre
duas curvas KAM, formando uma regiao de caos local.

Fazendo uma ampliacao da vizinhanca em torno de um dos novos pontos
elipticos (formado pela quebra de um toro racional) observa-se um padrao similar
ao do espaco fase total: curvas KAM em torno do ponto eliptico central, entre es-
sas curvas pontos elipticos e hiperbolicos de orbitas periddica de ordem superior
de ressonancia que também se quebraram com a perturbacao. Os pontos hiperbo-
licos formados pela perturbacao destas ressonancias também serao conectados por
uma separatriz na qual as variedades estaveis e instaveis se cruzarao infinitas vezes,
produzindo o tango homoclinico. Estas variedades também poderao cruzar com as
variedades dos pontos hiperbélicos das ressonancias de primeira ordem, produzindo
infinitos cruzamentos em pontos chamados pontos heteroclinicos.

Concluimos entao que o espago de fase de um sistema quasi-integravel de
dois graus de liberdade no qual a perturbacao ao sistema integravel é suficientemente
pequena serd formado por curvas KAM provenientes de curvas com « irracional que
nao foram destruidas com a perturbacgao, pontos elipticos e hiperbélicos provenientes
de curvas com « racional, novas curvas KAM em torno dos novos pontos elipticos
e regioes de caos local que preenchem algumas regioes limitadas por duas curvas
KAM. Esta mesma estrutura pode ser vista em cada ampliacao do espago de fase
total, sendo uma estrutura fractal.

Ao aumentar o termo de perturbacao mais toros irracionais serao quebra-
dos, gerando uma conexao entre areas de caos local. Existi uma valor do parametro
de perturbacao no qual a tdltima superficie KAM serd quebrada, o que gera uma
transicao da presenca de caos local para a presenca de caos global. A estrutura
do espaco de fase sera modificada: trajetorias regulares (chamadas de ilhas) ocu-
parao pequenas regioes do espaco e sao envoltas por trajetorias cadticas da regiao
estocastica (conhecido como mar cadtico) que preencheréd todo o resto do espago de

fase. Em torno das ilhas aparecerao "cantoris": toros densos, invariantes e instaveis
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provenientes de toros KAM destruidos pela perturbagao. Para K > K. qualquer
trajetoria com nimero rotacional irracional possuird um cantori. Podemos imaginar
um cantori como sendo um toro com furos e, assim, uma trajetéria leva um tempo
muito grande para encontrar um destes furos e assim poder atravessi-lo. O cantori
produz um tipo de barreira dindmica para a difusao de particulas. Quanto maior for
a diferenca (K — K.) e a distancia do cantori da borda de uma ilha, maior sera a
difusao em p. Por ser uma barreira na difusao de particulas, o cantori é um gerador

de transporte andémalo em sistemas dinamicos [7], [8].

2.7 Modo acelerador

Considerando o mapa padrao

Pnt1 = pn+ Ksen(x,),
Tp+1 = Tp +pn+1'

no dominio fundamental (0 < p < 27) e (0 < x < 27), podemos obter solugoes
correspondentes ao movimento balistico tanto na direcao de x quanto na direcao de
p, como por exemplo para as condicoes iniciais:

péa) = 271m, Ksen(xéa)) = 27l (2.36)

sendo m inteiro e [ inteiro, [ > 0. Substituindo estes valores no mapa obtemos:
p\@ = (2xl)n + 2rm

que descreve um movimento de aceleracao em direcao de p, isto é: p crescera linear-
mente a cada iteragao do mapa, e x crescerd em fungao de ¢ ( em fungio do tempo,
isto é, a cada iterada).

Este modo acelerador serd estavel para um certo intervalo de valores do
parametro K. Para calcular este intervalo utilizaremos os autovalores da Jacobiana

do sistema. Sabendo-se que a Jacobiana de um sistema de dois graus de liberdade é

dada por:
8p'n,«l»l 8pn+l
— Opn Oxn
g=( 2 o) (2.37)
apn 0zn

Assim, para o sistema:

T ( 1 Kcos(x) ) . (2.38)

1 1+ K cos(z)
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Se o modulo dos autovalores da Jacobiana forem menor que 1 o sistema seréd

estavel. Assim, os autovalores serao dados através da igualdade:
M —A\2+ Kcosz)+1=0 (2.39)

Que resulta em:

1 1
)\:1+§Kcosx:|:\/(1+§Kcosx)2—1 (2.40)

Como, para que o sistema seja estavel, |[A\| < 1 obtemos que:

0> Kcosx >—4 (2.41)
Substituindo a condigao de em 2.47] obtemos que:
ol < K <[4+ (2x1)?)2 (2.42)

Para estes intervalos de K as ilhas no espacgo de fase do apresentarao modos
acelerados e, desta forma, trajetorias iniciadas dentro das ilhas possuirao dinamica
de aceleracao constante. Como estas condi¢oes sao para um ponto fixo de periodo
1, para pontos fixos de periodo maior (ilhas de maior ressonancia) existirao outros

modos aceleradores estaveis 7], [11].

2.8 Modo balistico

Como visto na secao anterior, quando uma ilha apresenta modo acelerador
a trajetoria de condigoes iniciais dentro das ilhas apresentarao aceleragao constante
em funcao do tempo.

Alguns sistemas dinamicos (como por exemplo o mapa da separatriz) apre-
sentam outro tipo de dinamica peculiar: trajetorias iniciadas na regiao de ilhas
apresentam velocidade constante em funcao do tempo. Este tipo de fenémeno é

denominado modo balistico ou trajetorias balisticas [11], [8].

2.9 Espacos nao homogéneos e ergodicidade

Um sistema é dito ergddico se a média de uma funcao observavel do espaco

de fase ( f(x)) em funcao do tempo for igual a média desta observavel em fungao do
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espago. Assim, um sistema ergddico nao deve depender de x e o espago de fase nao
deve apresentar regioes inacessiveis & nenhuma trajetoria, sendo que uma trajetoria
deve retornar varias vezes a uma regiao muito proxima a qualquer ponto do espago de
fase. Matematicamente podemos escrever que, para um mapa (7), a média temporal

¢ dada por:

=

. 1
< f(z) >= lim &

F(T2). (2.43)

Il
o

A meédia espacial de f(z) é definida como:

Flz) = /M F(@)dp, (2.44)

na qual M representa o espago de fase do sistema (integrando em todo o espago)
e 1 ¢ uma medida invariante. Estas duas médias estatisticas devem ser iguais para
quase todo x. Esta propriedade pode nao ser valida para um sistema global, porém
para pequenas regioes de dominio do sistema esta pode ser valida.

Assim, sistemas hamiltonianos que apresentam espaco de fase nao homogénio
com a presenca de trajetorias cadticas e regulares nao apresentam ergodicidade, pois
nenhuma trajetoria iniciada no mar cadtico pode entrar em uma regiao das ilhas no
espaco de fase. Desta forma, esta propriedade de ergodicidade s6 pode ser aplicada

a uma sub-regiao do espacgo de fase: o mar cadtico.

2.10 Armadilhas Dinamicas

Considerando um dominio A no espaco de fase, N4 um nimero grande de
trajetorias iniciadas neste dominio, e AN, o nimero de trajetérias que escapa do
dominio A em um intervalo de tempo entre ¢ e t + dt, a densidade de probabilidade
de escape do dominio A sera dada por:

1 AN4(t, A)
t;A) = li lim —————~ 2.45
v A) = Jim Jm AF N, (245
sendo AI' =T'(A) (regido do espaco de fase do dominio A).
Existem regioes no espaco de fase em que certas trajetorias iniciadas no mar

caotico sao atraidas permanecendo um periodo longo de tempo antes de escaparem.
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Estas regides encontram-se nas vizinhangas de ilhas (trajetorias regulares) do es-
paco de fase. Em torno das ilhas no espaco de fase podem existir toros invariantes
e furados (cantoris) remanescentes de um toro KAM quebrado devido ao aumento
da perturbacgao. Estes cantoris produzem uma barreira dindmica no sistema e, com
isso, uma trajetéria que é atraida para a regiao em torno de uma ilha nao conse-
gue escapar deste dominio enquanto nao encontra um “furo” deste toro para poder
atravessa-lo. As trajetorias que sao capturadas por estas regioes de grude sofrem
influéncia do movimento das ilhas. Assim, se uma ilha possui modo acelerador, a
trajetoria em torno da ilha apresentara aceleracao conforme o nimero rotacional da
ilha; se uma ilha possui modo balistico, uma trajetoria que é atraida para o grude
em torno da ilha possuira velocidade e posicao constantes da mesma forma que a
ilha. Existem outros motivos e tipos de aprisionamento de trajetorias, entre eles
sao caracterizados o aprisionamento devido a ilhas hierarquicas, armadilhas de rede
estocastica e armadilhas da camada estocéstica. A presenca de transporte andmalo
em alguns sistemas esta relacionado com as armadilhas dinadmicas e ao tempo de

aprisionamento de trajetorias no dominio de grude.

2.10.1 Armadilha de ilhas hierarquicas

Este tipo de armadilha foi introduzida e descrita por Zaslavsky em 1995.
Neste tipo de armadilha uma trajetoria é aprisionada por um longo periodo de tempo
em torno de um dominio hierarquico de ilhas. Assim, uma trajetoria sofre grude em
torno da sequéncia de ilhas em torno de ilhas de menor ressonancia. A cada amplia¢ao
de uma ilha que estd ao redor de uma ilha de maior amplitude, pode-se observar que
a trajetoria também esta aprisionada a estas pequenas ilhas de menor amplitude.
Quanto maior o subdominio mais tempo uma trajetéoria permanecera neste. Este

tipo de armadilha pode ser observada na figura retirada da pagina 475 de [I1] (figura

2.10).

2.10.2 Armadilhas de rede estocastica

As armadilhas de rede estocastica podem aparecer para os mesmos sistemas
que apresentam armadilhas de ilhas hierarquicas. Neste tipo de armadilha uma ilha
que esta sofrendo bifurcagao apresentam um sub-dominio muito forte, formando uma
grade, em que uma trajetoria seré aprisionada por um tempo muito longo (muitas

vezes maior do que o tempo que a trajetoria permanece fora deste dominio), como
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(a) 3.14 () 0.069

0.0355

-0.0315

(d) 0.02 —

0.01

-0.01

1.26 X 1.28 1.29

Figura 2.10: Figura retirada da referéncia [II] a qual apresenta uma armadilha
dindmica de rede estocastica para o mapa padrao (K = 6,908745). Pode-se observar
que uma trajetoria provinda do mar cadtico é atraida para regiao em torno das
ilhas, sofrendo aprisionamento em torno da sequéncia de ilhas 2-3-8-8-8... . Em (a)
observa-se o espaco de fase do sistema, sendo este composto por duas ilhas; em (b)
observa-se ampliacdo de uma das ilhas de (a), a qual apresenta 3 ilhas; em (c) a
ampliacao de uma das trés ilhas de (b), no qual pode-se observar 8 ilhas ao redor
desta ilha.

pode ser observado na figura 2.TT] (regido mais escura da figura).

2.10.3 Armadilhas de camada estocastica

Para que ocorra uma armadilha de camada estocastica uma ilha deve sofrer

uma bifurcacao. Uma ilha localizada no mar cadtico e que possui um ponto eliptico
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1.2125 1.225 1.2375

. 1.225 1.2375
X X

Figura 2.11: Figura retirada da referéncia [11] a qual apresenta uma armadilha
dindmica de rede estocéstica para o mapa padrao (K = 6,9009) em um parametro

muito proximo de uma bifurcacao.

bifurca com o aumento do parametro de controle criando um ponto eliptico e um
ponto hiperboélico adicionais ao sistema. A separatriz do sistema é destruida com
a perturbacao e em seu lugar surge uma estreita camada estocéstica. Quanto mais
aumenta-se o parametro de controle, maior torna-se a camada estocéstica, até que
esta se conecta ao mar cadtico. Na regiao de conexao com o mar cadtico forma-se a
regiao da armadilha de camada estocéstica, na qual uma trajetoria pode permanecer
um longo tempo sem conseguir ultrapassar esta camada, um esquema do surgimento

desta armadilha esta representada na figura [2.12] (retirada da referéncia [IT].

2.11 Expoente de Lyapunov a tempo finito

A estabilidade de pontos fixos e ciclos limites pode ser melhor obtida através
da analise dos autovalores da matriz Jacobiana. Para trajetorias mais complicadas,
utiliza-se a andlise através do expoente de Lyapunov. O expoente de Lyapunov
pode ser considerado uma generalizacao da andlise de auto-valores para equacoes
diferenciais ou equagoes adiferenca (mapas), sendo a quantidade de expoentes de
Lyapunov de um sistema a mesma quantidade de dimensoes deste. Pode-se entender
o expoente de Lyapunov geometricamente da seguinte forma: considerando uma

“hiper-esfera”(com a mesma dimensdo do sistema) de raio infinitesimal ér inicial,
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Figura 2.12: Figura retirada da referéncia [11] que apresenta um esquema do surgi-
mento de uma armadilha de camada estocéstica. Em (a) observa-se a ilha inicial que
sofrera bifurcacdo; em (b)o ponto eliptico bifurcou gerando mais um ponto eliptico
e um ponto fixo hiperbdlico, e na regiao do ponto hiperboélico uma regiao de caos
que nao esté conectada com a regiao de caos externa a ilha; em (c) ocorre a conexao
entre a regiao de caos interna a ilha e a regiao de caos externa & ilha, formando uma

camada estocéstica.

evoluindo esta “hiper-esfera” por um longo tempo, a imagem desta “hiper-esfera” em
relacao as equacoes de movimento sera um “hiper-elips6ide” com coordenadas da
ordem de 07 -exp (\;), i = 1,2, m, no qual m é a dimensao do sistema e \; o expoente
de Lyapunov. Assim, quando todos os expoentes de Lyapunov foram negativos,
condigbes iniciais muito proximas convergem para uma mesma trajetoria (e os erros
de um sistema diminuem em importancia com o tempo). Ja se houver pelo menos um
expoente de Lyapunov positivo, trajetérias que iniciarem muito proximas se afastarao

exponencialmente com o tempo [I3]. O expoente de Lyapunov pode ser calculado
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a tempo finito, o qual caracteriza a estabilidade de uma variedade localmente, ou a
tempo infinito, o qual caracteriza a estabilidade global desta variedade, e é a média
dos expoentes de Lyapunov locais.

Como o expoente de Lyapunov a tempo finito quantifica as divergéncias
e contragoes locais no espago de fase [I4], este pode ser utilizado para analisar a
influéncia das regioes de grude sobre a dinamica total de um sistema. Assim, quando
uma trajetoria é aprisionada por um determinado tempo em uma regiao de grude,
o expoente de Lyapunov a tempo finito desta trajetoria torna-se muito préoximo de
zero e, quando o sistema sai do aprisionamento e retorna a regiao do mar cadtico seu

expoente aumenta tornando-se mais positivo.



Capitulo 3

Mapa Padrao

3.1 Introducao

O mapa padrao, também conhecido como mapa de Chirikov-Taylor, apre-
senta dinamica genérica pois varios modelos podem ser reduzidos a este. Assim,
este modelo possui aplicacao em diversas areas, sendo aplicado em vérios proble-
mas de fisica de plasma, matéria condensada, aceleradores de particulas, e também
na dinamica de cometas no sistema solar, entre outros. Este sistema foi utilizado
por Chirikov para analisar a quebra do ultimo toro KAM proveniente do sistema
integravel, representando uma transicao do sistema: regioes de caos local que eram
limitadas por curvas KAM passam a se conectar com a quebra do altimo toro KAM
remanescente, formando uma extensa regiao cadtica (mar caotico) . Sua dinamica é

dada pelas seguintes equagoes:

Pni1 = Dn — Ksen(z,), (3.1)
Tpi1 = Tp+ Post- (3.2)

O mapa descreve a dinamica de um rotor pulsado: a cada intervalo de tempo
constante o rotor sofre um “chute” com duracao de tempo infinitesimal. O termo
Ksen(z,) representa a forga e a diregao do chute, sendo que a dire¢iao é definida
através do sinal deste termo (— ou +), o sinal translada a estrutura do espago de
fase podendo até modifica-la. Assim, este sistema é descrito e obtido através da

seguinte hamiltoniana:

2

H= ]29—1 — K cos(z) Z d(r —nT). (3.3)

n=—oo

28
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Sendo que a variavel z,, corresponde ao angulo (posi¢ao) do rotor e p,, cor-
responde ao momento angular, sendo estas as variaveis canonicas do sistema. Este
mapa é definido tanto no toro ( —m < p < m e 0 < z < 27), quanto no cilindro
(—oo <p<ooel <z <2m) ouno espago infinito (—oo < p < 0o e —00 < & < 00).
Porém, como z é a variavel angulo no sistema, limitaremos este em 0 < x < 27 [11].
Se fizermos a mudanca de variavel p,, — p,, + 27 em B.I] observaremos que nao haveré
mudanca em [3.2] assim, este mapa é perioédico em p,, com periodo 27, podendo entao
ser reduzido ao sistema no toro [10].

Para K = 0 este sistema torna-se integravel, p,.1 = p, = p. € a cada iterada
do mapa é adicionado o valor de p, & variavel angulo (z,). O espago de fase do
sistema é formado por infinitas curvas invariantes com p constante, como pode ser
observado na figura [3.1(a)} na qual as curvas (retas fechadas) sdo toros com nimero
rotacional irracional e regioes de p constante na qual as curvas apresentam apenas
alguns pontos (nimero finito de pontos) representam curvas com nimero rotacional
racional, sendo o niimero de pontos o periodo da trajetoria.

Para K # 0 o sistema torna-se quase-integravel e quanto maior o valor de K,
maior a perturbacao ao sistema integravel. Com o aumento do valor da perturbacao,
as curvas KAM remanescentes do sistema integravel acabam se quebrando, gerando
uma conexao entre regioes de caos local anteriormente limitadas por estas curvas.
Para o mapa padrao, o valor de K. em que ocorre a quebra do ultimo toro é de
K =~ 0,9716. Para K < K, as regioes de trajetorias cadticas estao limitadas na
direcao de p e tanto o momento quanto a energia do sistema estao confinados a um
intervalo restrito de valores para qualquer tempo. Para K > K., o movimento das
trajetorias cadticas nao é limitado na direcao p pois estas curvas invariantes foram
quebradas. Podemos retirar a limitacdo do movimento de p no espaco de fase e,
assim, tanto a velocidade quanto a energia do sistema poderao apresentar valores
arbitrariamente altos. Essas trajetorias formam o mar cadtico (ou estocastico) no
espaco de fase. A transicao sofrida pelo espaco de fase em funcao do parametro K
pode ser observada na figura Bl em (a) K = 0, (b) K = 0,5, (c) K =0,9 e (d)
K=1,1

Este mapa é conservativo e preserva areas no espaco de fase x — p (o deter-
minante da Jacobiana é igual a 1). Se definirmos uma regiao no espaco de fase, o
conjunto de condicoes iniciais dentro desta regiao ocupara, apos n iteradas do mapa,

uma outra regiao do espago de fase que possuird mesma area da regiao inicial.
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Figura 3.1: Espaco de fase do mapa padrao para diferentes valores do parametro de
estocacidade K, sendo (a) K =0, (b) K =0,5, (c) K=0,9¢ (d) K =1, 1.

3.2 Armadilhas dinamicas

Uma trajetoria iniciada no mar cadtico pode sofrer aprisionamento em algum
dominio do espaco de fase podendo permanecer um longo periodo de tempo até
conseguir escapar deste dominio. Podemos observar nas figuras e exemplos
deste aprisionamento para o mapa padrao com movimento limitado ao toro. Na
ﬁgura podemos observar uma regiao mais escura no espaco de fase, esta regiao
é mais visitada do que as outras partes do espaco de fase, é a regiao de grude em
torno da ilha principal no espaco de fase. E interessante notar que o grude ocorre
em torno de apenas uma das ilhas primérias do mapa, esta ilha nao possui vinculo
com a outra ilha do espaco de fase. Através da figura podemos observar o
que ocorreu com a trajetoria. Para um tempo n < 10* a trajetoria se desenvolvia na
regiao estocastica do mar caotico e seu expoente de Lyapunov a tempo finito estava

em torno de 1,5, o que caracteriza uma trajetoria cadtica. Logo depois a trajetoria
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Figura 3.2: (a) Trajetoria no espago de fase de apenas uma condigao inicial para o
mapa padrao com K = 6,900796 e (b)o expoente de Lyapunov a tempo finito (tempo

100) para esta trajetoria.

sofreu um aprisionamento em torno de uma das ilhas principais, permanecendo um
periodo longo em torno da ilha, no grude. Esta trajetéria consegue escapar do grude
e volta a ter um movimento cadtico na regiao de estocacidade. Estas diferentes fases

da trajetoria também estao caracterizadas na figura [3.3]

3.3 Vobo0s no espaco de fase limitado ao cilindro

Se retirarmos a limita¢do do movimento em p (o dominio no espaco de fase
serda 0 < x < 2w e —00 < p < 00) podemos observar que uma trajetoria pode nao
sofrer aprisionamento em torno de uma ilha, e sim apresenta voos no espaco de fase,
esses vOos caracterizam os modos aceleradores das ilhas.

Para o caso do movimento limitado ao toro, uma trajetoria que é aprisionada
em torno de uma ilha de modo acelerador sofre aceleragao mas, como p é limitado
entre —m e 7, a trajetoria acaba sendo transladada para a regiao ao redor da ilha
(pois 0 mapa é periodico em p a cada acréscimo de 27) e assim permanece em torno
desta por um longo periodo de tempo antes de escapar.

Porém, se o espaco de fase é ilimitado, a trajetoria nao seré transladada para
o espaco de fase de —m < p < 7 e, assim, o modo acelerador provocard um aumento
aproximadamente linear no momento (p) da trajetoria, o que caracteriza estes voos

no espaco de fase do sistema quando p nao possui limitacao. Podemos observar na
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Figura 3.3: (a) Expoente de Lyapunov a tempo finito (tempo 100) para a trajetoria
do espago de fase de (b), (c¢) e (d). Em (b) a trajetoria até n = 11200 (antes de ser
aprisionada); em (c) n = 13000, observa-se o aprisionamento da trajetoria entorno de

uma das ilhas principais; (d) trajetoria no espago de fase de n = 13000 até n = 15000.

figura [3.4] que estes voos podem ser caracterizados via expoente de Lyapunov a tempo

finito da mesma forma que as regioes de grude para o caso do movimento limitado

ao toro.
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Figura 3.4: (a) Espago de fase no cilindro (p nao limitado) para apenas uma condigao
inicial iniciada no mar caodtico (do espaco de fase limitado - no toro) para K =

6,574798 e (b) expoente de Lyapunov a tempo finito (tempo 100) desta trajetoria.

3.4 FErgodicidade

Para o movimento no cilindro (movimento nao limitado na diregao de p) as
trajetorias podem sofrer voos no espaco de fase e logo depois sofrer uma difusao na
regiao de estocacidade, sofrendo pequenos voos devido a influéncia de pequenas ilhas
(microilhas) que nao sao visiveis no espaco de fase. As trajetorias podem alcancar
valores altos de momento, como podemos observar na figura [3.5(a)l Entretanto,
se escolhermos muitas condigoes iniciais aleatorias podemos observar que a média
do momento destas particulas em funcao do tempo tende a zero. Como o sistema
é conservativo, nao deve violar a segunda lei da termodinamica, como pode ser
observado na figura [3.5(b)| (ndo devem aparecer correntes no sistema). Quanto mais
condicoes iniciais, mais proximo de zero tende esta média. Assim, podemos concluir
também que o sistema nao é ergddico, pois a média do momento para apenas uma
trajetoria em fungao do tempo (figura nao possui o mesmo valor do que a
média de muitas condigdes iniciais iteradas em um tempo pequeno (figura |3.5(b))).
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Figura 3.5: (a) Momento de uma particula (iniciada no mar caotico) em fungao do
tempo; (b) média do momento de 5 - 105 (preto) e 107 (vermelho) particulas em
funcao do tempo para K = 6,574798.

3.5 Mapa padrao com dissipacao
Quando inserimos um termo de dissipagao () no mapa padrao na forma:

Pn+y1 = VPn _Ksen(xn>7 (34)
Tntl = Tn + Pntt, (35)

sendo 0 < v < 1, obtemos o determinante da Jacobiana do mapa igual ao valor
de 7. Como v < 1, o determinante da Jacobiana serd menor do que 1 e assim a
dinamica do sistema deve convergir para uma regiao atrativa do espago de fase com
area nula. Assim, uma trajetéria levara um tempo transiente antes de ser atraida
para um ponto fixo ou uma linha, ou até mesmo um atrator cadtico. Para K = 0
as trajetorias sao atraidas para uma linha em p = 0. Para outros valores de K,
o sistema pode ser atraido para pontos fixos de diferentes periodos como mostra a
figura 3.6l ParaK = 8,8, o sistema apresenta um atrator cadtico, como pode ser
observado na figura 3.7, sendo que em podemos observar a fractalidade deste
atrator.

Uma trajetoria no espaco de fase com p nao limitado também passa por um
periodo de transiente antes de ser atraido para algum tipo de atrator. Este periodo
de transiente dependera do quao forte é a dissipacao. Para o caso da figura 3.9, em
que K = 6,90833 e v = 0,999, podemos observar que no transiente a trajetéria sofre

voos, isto é, é influenciada por modos aceleradores do sistema. Podemos observar
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Figura 3.6: (a) Espaco de fase para —m < p < m para o sistema dissipativo com

v =0,999 e K = 6,90833, para apenas uma condic¢ao inicial. As figuras (b) e (d)

sdo zoom das figuras (a) e (c) respectivamente; (e) trajetoria indo para um ponto

fixo de periodo 1.
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Figura 3.7: (a) Trajetoria no espago de fase de apenas uma condigao inicial para o
mapa padrao com dissipacao, K = 8,8 e v = 0, 1, mostrando o aparecimento de um

atrator caotico e (b) o zoom de uma parte do atrator mostrando sua fractalidade.

que esta aceleracao é tanto na direcao positiva quanto negativa e isto faz com que
a trajetoria nao apresente uma direcao preferencial de movimento, como pode ser

observado pelo histograma dos momentos da trajetoria enquanto esta encontra-se no

transiente (figura [3.9(e)]).

500

Figura 3.8: Espaco de fase para —oo < p < oo para o sistema dissipativo com
v=0,999 e K = 6,90833, para apenas uma condi¢ao inicial. A figura apresenta o
espago de fase para 10° iteradas do mapa (esta trajetoria ¢ atraida pelo ponto fixo -

de periodo 2 - apos n = 107).
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Na referéncia [12] utiliza-se o mapa padrao dissipativo da forma:

Pns1 = € 'p,+ Ksen(z,), (3.6)
Tptl = Tp+ Pnai- (3.7)

Com este sistema o artigo apresenta numericamente a existéncia de intervalos
de parametro (K) no qual o sistema apresenta trajetorias atrativas nao-cadticas
relacionadas a um modo balistico, no qual a coordenada x aumenta com o niimero de
iteradas quando o sistema é nao limitado em x, apresentando um transporte balistico
e, dependendo do parametro, até mesmo super difusivo. Neste sistema acredita-se
que o transporte andmalo é devido a certas estruturas do espago de fase que fazem
com que uma trajetoria apresente duas escalas de tempo diferentes, sendo uma destas

comparavel as armadilhas dinamicas presentes nos sistemas Hamiltonianos.



3.5 Mapa padrao com dissipagao

38

500
500+ —
o 0 \d o O
-500 1 -500
[ N I B R
0 20000 40000 n 60000 80000 1e+05
(a)
600 = | n =
-3001-
400 B
o Q-400-
200 N
-5001
0 -
| | | L |
0 1 2 3 4 5 6 0

S
0,001 f/‘\ 4
ff %
- ' v ‘.“‘l
£0,0001 o oo
[a F & 5,
le-05E .
L | |
-500 0 500
p

Figura 3.9: (a) Apresenta p em fungao do tempo para a trajetoria da figura [3.3}

(b) ampliagdo de (a) para 9000 < n < 18000; (c) apresenta o espaco de fase da

trajetoria para 16050 < n < 16170 e (d) para o intervalo de tempo 9320 < n < 9400

mostrando voos no espago de fase que ocorrem na diregao dire¢oes opostas; (e)

apresenta a distribuicio dos momentos da trajetéria para n = 107 iteradas.



Capitulo 4

Mapa Padrao Dissipativo e

Assimeétrico

4.1 Apresentando o modelo

Como visto na introducao, para que um sistema apresente transporte em uma
direcao preferencial é necessaria a quebra de simetria espacial e temporal. Assim,
para analisarmos este fendmeno, serd introduzido um termo de assimetria espacial

no potencial do mapa padrao:

V(z,7)=-K [cos(x) +3 cos(2z + ¢ } Z d(r —nT). (4.1)

n=—oo

sendo K o parametro de estocacidade, a o parametro de assimetria espacial (quando
a # 0 a simetria espacial do sistema é quebrada), ¢ # mm sendo m um namero
inteiro.

Este novo potencial definird o movimento de uma particula em uma dimensao
([z € (—00,00)]) devido a um potencial assimétrico pulsado.

Utilizaremos o potencial negativo (ao contrario do potencial apresentado na
referéncia [3]) para melhor observagao do espago de fase do mapa. Para gerar o mapa

utilizaremos a hamiltoniana:

39
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As equagoes de movimento para as variaveis canonicas p e x serao dadas por:

j_f _ %_I;, (4.3)
Z_?; _ _%_Z, (4.4)
Obtendo-se:
z_i _ 7% (4.5)
;Z—Z; = —-K sen(x)+gsen(2x+¢)] niooé(T—nT). (4.6)
Considerando:

Pn = hH(l)p(T =nT —¢)
P, = liH(l)p(T =nT +¢)
Pni1l = liH(l)p(T =(n+1)T —¢)

Integrando as equagoes (L30) e ([A6) no intervalo de nT+e < 7 < (n+1)T —e¢
obtemos que:

Z[(n+ 1T — e —z[nT +¢ = pi[”jf Ui 20,
plin+ )T —¢| —pnT +¢ = 0.
Aplicando o limite para ¢ — 0:
Tpy1 = X+ pTZ(T — 2¢), (4.7)
Pny1 = Dy (4.8)

Integrando as equagoes (L) e (L0) no intervalo de nT —e < 7 < nT + ¢
obtemos que:

znT + €] —znT —¢] = ZM(?e),

pnT + €] —plnT —¢] = —K [sen(z[nT — ¢€]) + asen(2x[nT — €| + ¢)] .
Fazendo o limite quando ¢ — 0:
x = T, (4.9)
P, = pn— K[sen(z,)+ asen(2z, + ¢)]. (4.10)
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Substituindo (4.9) e (£10) em (4.7) e (£.8) temos que:

p"I“T, (4.11)

Pni1 = pPn— K[sen(z,) + a sen(2x, + ¢)]. (4.12)

Tpny1 = Tp+

Multiplicando .12l por % e fazendo a mudanca de variavel p% —Dpe K% —

K e novamente p — p e K — K obtemos :

Pny1 = pPn— K [Sen(xn) +a sen(an + ¢)] )
Tp+1 = T + Pn+1-

Adicionando um termo de dissipacao em p,, (o qual fara o papel de assimetria

temporal), obtemos o mapa do nosso sistema:

Pni1 = 7ypn — K [sen(z,) + a sen(2x, + ¢)], (4.13)
Tnsl = Tp+ Pnil (4.14)

Sendo p a variavel momento e x sua variavel conjugada. O termo de dissi-
pagao v pertence ao dominio [0,1|, quando v = 1 o sistema é conservativo e quando
~v = 0 o sistema é superamortecido. O termo de fase do sistema ¢ ¢ fixado com o valor
/2 no sistema e termo a sen(2z, + ¢) produz a assimetria do sistema, como pode
ser observado no seguinte exemplo: considerando como condic¢ao inicial do sistema

po =p e xg = ', obtém-se que:

P, = W — K [sen(') + acos(2a')],

/ / /
Ty = ¥ +pp.
Se utilizarmos como condi¢ao inicial py = —p’ e xg = —2’, obtemos que:

Py = ~(=p)— K [sen(—2') + acos(—22")],

"o ! /1
T, = —T +p;.

Que resulta em:

P = —yp — K [sen(z') + acos(2s')],
v = —a'+py.
Quando a = 0 o sistema é simétrico: pj} = —p/ e ©} = —z! porém, quando

a#0: p) # —p] ex| # —x(1)", quebrando a simetria do sistema.
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A anélise abaixo e as defini¢oes do sistema sao feitas da mesma maneira que
na referéncia [3].

A jacobiana do sistema sera dada por:

J ( v —Klcos(x) + 2acos(2z + ¢)] ) . (4.15)

v 1— KJcos(z) + 2a cos(2z + ¢)]

O determinante desta matriz é igual a v e, assim, quando 7 = 1 podemos
dizer que este mapa preserva a area no espago de fase e é conservativo (como propoe
o teorema de Liouville). Quando J < 1 (7 < 1) a dinamica do sistema nao preserva
mais a area no espago de fase e sua dinamica do sistema convergira para uma regiao
atrativa do espaco de fase com &area nula (pontos fixos, ciclos limite ou até mesmo
atratores estranhos).

Para a andlise de estabilidade linear do sistema faremos apenas a anélise de
pontos fixos de periodo um. Assim, para p,y1 = p, = p* € T,y1 = T, = =* temos

que:

*

o= 2t +p,
p* = p"— Ksen(z") + a sen(2z" + ¢)] .

Que resulta em:

*

p* = 2w, [ inteiro,

2r(y—1) = Klsen(z") + a sen(2z* + ¢)]

Estes pontos sao encontrados graficamente nos pontos em que a curva f(l,y) =
2lmw(y — 1) intercepta a curva f(K, a,¢,2*) = K [sen(z*) + a sen(2z* + ¢)| (ver fi-
gura [L.2]). Para analisar a estabilidade dos pontos fixos utilizaremos os autovalores

da Jacobiana do sistema (equagcao [L.15):

v—XA  —Klcos(z*) + 2acos(22* + ¢)]

v 1= Klcos(z*) + 2acos(2z* + ¢)] — A (4.16)

Definindo ¢ = 7/2 obtemos que:

A = %{7 + 1 — K[cos(z*) — 2a sen(2z*)] + /{7y + 1 — K[cos(z*) — 2a sen(2z*)]}2 — 4~}

Ay = %{’y +1 — Klcos(x*) — 2a sen(2z)] — /{7y + 1 — K[cos(z*) — 2a sen(22*)]}2 — 47}
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Fazendo o grafico de |\| obtemos as curvas da figura[L.Il Como a estabilidade

de pontos fixos de um mapa é dada por:
e || < 1: estéavel,
e |A\| > 1: instével.

Para v < 1 existem regioes onde os pontos fixos serao estaveis. Plotando estes
intervalos em que o ponto fixo é estavel juntamente com as curvas f(l,7y) = 2lm(y—1)
e f(K,a,¢,2*) = K [sen(z*) + a sen(2z* + ¢)] obtemos a figura

Figura 4.1: Modulo do autovalor da Jacobiana do sistema para os parametros K =
6,5, a =0,5e ¢ = 7. Paray =1 (preto),y = 0,9999 (vermelho), 0,9 (verde) e

v =0,7 (azul). Quando |A| > 1 o ponto fixo é estavel.

Este sistema serd analisado no dominio de —c0 < p < 0 e 0 < x < 27,
espaco de fase em um cilindro. Assim, pode-se atribuir qualquer valor a p como
condicao inicial, entretanto, quando o sistema é iterado apresenta um valor maximo
e minimo de p, limitando sua energia e, assim, o espaco de fase do sistema é limitado
na dire¢ao de p devido ao proprio sistema. Se considerarmos o valor de maximo da

fungao — Klsen(x,) + asen(2z, + ¢)], considerando ¢ = 7/2, podemos obter que:
[Prt1l < lpnl + KL+ a].
Fazendo a mudancga de variavel v — (1 — v):
[Pl < (1 =v)lpal + K1+ al. (4.17)
Se

D] > K1+ a]
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Figura 4.2: Nesta figura a regiao sombreada apresenta os intervalos de estabili-
dade dos pontos fixos para os parametros K = 6,5, a = 0,5 ¢ ¢ = 7. Curva
f(K,a,¢,2") = K [sen(z*) 4+ asen(2z* + ¢)] (preta) e as curvas f(l,v) = 2ln(y—1):
[ = 0 para v qualquer (em verde); [ = —1 e v = 0,483 (em vermelho); e [ = —1
e v = 0,224 apresentam os pontos fixos do sistema, pontos em que estas curvas se

cruzam.

entao, substituindo em .17 obtemos que

K1+ a]

|pn+1| S
1%

|pn+1| < |pn|a

gerando um valor méximo e minimo para p no espaco de fase, isto é, o movimento
no espaco de fase nao serd mais em um cilindro, e sim em um certo dominio de p e

x, fazendo com que a energia do sistema nao chegue a valores muito elevados.

4.2 Espaco de fase do sistema conservativo

Para v = 1 o sistema torna-se conservativo, podendo ser analisado no espago
de fase em um dominio z € [0,27] e p € [—m,7]. O espago de fase deste sistema
apresenta as mesmas propriedades do mapa padrao, porém suas ilhas sao muito
menores (ocupam menos de 0,5% do espago de fase). Quando K = 0 o sistema
torna-se integravel e igual ao sistema do mapa padrao para K = 0. Para K # 0 o
sistema é quase integravel e seu espaco de fase serd modificado segundo o teorema
de Poincaré-Birkhoff e o teorema KAM.
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Com o aumento da perturbagio (parametro K em nosso sistema) os toros
irracionais sofrerao deformacoes e, dependendo do quao forte seja a perturbacao,
tenderao a quebrar. O ultimo toro KAM a ser quebrado sera aquele que possui ni-
mero rotacional mais irracional. Os toros racionais também sofrerao quebra, gerando
pontos fixos (I-s pontos elipticos e [-s pontos hiperbdlicos, sendo [ um nimero inteiro
positivo e s o namero de itera¢oes do mapa para que este retorne ao ponto inicial).
Existirao toros menores em torno dos pontos fixos elipticos e regioes de caos local
entre curvas KAM que sofrerdao apenas deformacoes. Com a destruicao de todas os

toros KAM originais do sistema integravel as regides de caos local se conectarao,

gerando uma regiao de caos global (mar cao6tico).

Figura 4.3: Espaco de fase do sistema para diferentes valores de K, sendo a = 0,6 e
¢ =m/2. Para (a) K =0,1e (b) K =0,3.

Estas transformacoes do espago de fase para o nosso sistema estao ilustradas
nas figuras @3, {4 e considerando a = 0,6 e ¢ = m/2. Na figura
(K = 0,1) observa-se a deformagao sofrida por toros KAM e a formagao de pontos
fixos elipticos (centro das curvas fechadas). Na figura (K = 0,3) observa-se
a presenca de regides de caos local limitadas por curvas KAM, que se localizam na
regiao da separatriz.

Para K = 0,35, podemos observar na figura a trajetoria de apenas uma
condicao inicial. Esta trajetoria foi iterada 10'% vezes e ficou limitada a uma certa
regiao do espaco de fase. Como este tempo é considerado um tempo longo de iteracao,

ha evidéncias de que exista uma curva KAM que separa as duas regioes de caos no
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Figura 4.4: Em (a) o espaco de fase do sistema para K =0,35,a=0,6e ¢ =7/2 e

em (b) trajetoria de apenas uma condigao inicial iterada 10'? vezes.

espaco de fase. Entretanto, este toro pode ter quebrado (cantori), mas seus "furos"
podem ser tao pequenos ou poucos, que uma trajetoria demore um tempo mais longo

para atravessa-los.

Figura 4.5: Em (a) o espago de fase do sistema para K = 0,4, a=0,6e ¢ =7/2 e

em (b) trajetoria de apenas uma condigao inicial iterada 10° vezes.

Quando K = 0,4 o dltimo toro KAM ja estd quebrado, em seu lugar existe

um cantori que dificulta, porém nao impede a passagem de um trajetoria para qual-
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quer uma das regioes de caos. Na regiao de intervalos de parametros proxima a
K = 0,35 e K = 0,40 ocorre a quebra do ultimo toros KAM com nimero rotaci-
onal irracional (proveniente do sistema integravel), gerando a transi¢ao do sistema
de estocacidade local para estocacidade global. Podemos observar que a quebra do
ultimo toro KAM para o sistema ocorre muito antes do que a quebra do tultimo toro
para o mapa padrao (que ocorre em K.~ 0,9716). A quebra do tdltimo toro KAM

do sistema dependerd também do valor de a.

Figura 4.6: Espaco de fase do sistema para K = 0,8, a=0,6e ¢ = 7/2.

Quanto maior for a diferenca entre K e K., menor é a barreira dinamica
para a difusao de particulas. Podemos observar na figura que o espaco de fase
apresenta ilhas encrustadas no mar caoético.

Com o aumento do parametro de estocacidade o tamanho das ilhas tende a
diminuir, aumentando a regiao de estocacidade no sistema. Para K =6,5e a =0,6
(figura [L77) podemos observar 3 ilhas principais (periodo 3) que ocupam menos de
1% do espaco de fase. Podemos observar que as ilhas principais sao rodeadas por
outras ilhas (secundéarias), e que em torno destas ilhas existe regido de grude (figura
. Como as ilhas se tornam muito pequenas, nao é possivel observar a formagcao
da sequéncia de ilhas em torno de ilhas, porém é provavel que este fenomeno deva

existir, e assim devem existir ilhas em torno das ilhas secundarias, e assim por diante.

Também podemos observar como o parametro a interfere no sistema: com-
parando o espago de fase do sistema para K = 6,5. Para a = 0,6 (figura [L.7) o

sistema apresenta 3 ilhas principais, enquanto que, para a = 0,5 (figura [£.8) obser-
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Figura 4.7: (a) espaco de fase do mapa padrdo com termo de assimetria espacial
(a =0,6), K=6,5e ¢ =7/2; (b) zoom da regiao de uma das ilhas principais de
periodo 3.

vamos 4 ilhas principais. Assim, as bifurcagoes que ocorrem no sistema dependerao
também do parametro a. Quanto maior for a, menor sera o valor de X em que ocorre
a quebra do ultimo toro KAM. Também podemos observar na figura variedades
nas quais a trajetoria consegue escapar da regiao de grude.

Outra caracteristica que podemos observar no espaco de fase é o aprisiona-
mento de trajetorias em torno das ilhas principais (grude), como pode ser observado
nas figuras [£7, .8 e [£9. Na figura podemos observar um tipo especial de apri-
sionamento dinamico: aprisionamento da camada estocastica, na qual uma ilha com
um ponto eliptico central bifurca criando dois pontos fixos, eliptico e hiperbélico,
gerando duas novas curvas invariantes e caos local ao redor destas (no lugar da se-
paratriz). Com o aumento do parametro de estocacidade a regido de caos local se
conecta com a regidao do mar caodtico. Nas bordas das ilhas principais (figura [4.9])
também pode-se observar a presenca de aprisionamento de trajetorias.

Este sistema também apresenta ilhas com modos aceleradores (por exemplo
para K = 3,6 e K = 6,5 para a = 0,6) e ilhas com modo balistico (por exemplo
para K = 6,0971 e a = 0,6), ocorrendo aprisionamento de trajetorias em ambos os
casos. Este tipo de armadilha dindmica pode ser observada para diferentes valores
de K, sendo uma propriedade fractal do sistema. Dois valores de K muito préximos

podem apresentar ou nao aprisionamento de trajetorias. Esta propriedade pode ser
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(a) (b)

-1,1746423— -

-1,1746424]

-1,1746426)

Figura 4.8: Espaco de fase do sistema para os parametros a = 0,5, K = 6,5 e
¢ = 7/2; (a) e (b) apresentam o ampliagdo de uma das ilhas principais de periodo

4, caracterizando o aprisionamento de uma trajetoria ao redor da ilha.

quantificada através do expoente de Lyapunov a tempo finito [14]. Se uma trajetoria
estd aprisionada na regiao de grude o expoente de Lyapunov se aproxima de zero
(trajetoria se aproxima de uma variedade estavel), aumentando sua estabilidade.
Quando a trajetoria se afasta da regiao de grude o expoente de Lyapunov a tempo
finito torna-se mais positivo (proximo ao valor de 1, 5). Assim, se fizermos a fracao de
expoentes de Lyapunov a tempo finito proximos a zero em relacao a todos os valores
de expoente de Lyapunov a tempo finito calculados de uma trajetéria poderemos
quantificar a fracao de tempo que esta trajetoria sofreu a influéncia do grude. Na
figura foi calculada a fragdo de expoentes de Lyapunov a tempo finito (média

a cada 100 tempos) menor do que 0,20 de uma trajetoria iniciada em zo = 0,7 e
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Figura 4.9: Ampliagao do espaco de fase do sistema para uma ilha de periodo 3,
parametros a = 0,6, e ¢ = /2, mostrando a bifurcac¢do que ocorre para a sequéncia
de parametros (a) K = 6,052; (b) K =6,053; (¢) K = 6,058 (d)K = 6, 06.

po = 0,5 e iterada em 10® tempos, mostrando varios dominios em que existe aprisi-
onamento de trajetorias. Esta curva apresenta fractalidade e, assim, dois valores de
parametro muito préximos, tao proximos quanto se queira, podem apresentar maior
ou menor aprisionamento de trajetorias ou até mesmo um destes apresentar grude e
o outro nao.

Como visto, o aprisionamento de trajetorias afeta o transporte e a difusao das
particulas no sistema, entretanto, quando inserimos varias particulas obtemos que a
média do momento (e velocidade das particulas) no sistema tende a ser nulo. Como
este sistema é conservativo (possui |J| = 1), nem mesmo os termos de assimetria

afetarao a média das velocidades do sistema, como pode ser observado na figura [.11]
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Figura 4.10: Fracao de expoentes de Lyapunov a tempo finito (tempo 100) maiores
que 0,20 em fungao do parametro de estocacidade (K) para uma trajetoria iniciada
em py = 0,5 e rg = 0,7 e iterada 10® vezes, sendo p limitado (—7 < p < ),

utilizando-se os parametros a = 0,6 e ¢ = 7/2.

para 10° condic¢oes iniciais iteradas a 100 tempos, variando-se a e mantendo os outros

parametros fixos (a) e variando ¢ e mantendo os outros parametros fixos (b).

4.3 Inserindo a dissipacao

Devido a segunda lei da termodinamica, direcoes preferenciais de corrente ou
transporte sao proibidas para sistemas em equilibrio. Entretanto, em sistemas fora
do equilibrio, se forem quebradas as simetrias espaciais e temporais, o sistema pode
apresentar correntes em direcoes preferenciais. Adicionando a dissipacao em nosso
sistema, este torna-se fora do equilibrio. Como o sistema é gerado por um potencial
com assimetria espacial, as simetrias do sistema sao quebradas. Como resultado,
as correntes com direcao preferencial aparecem em nosso sistema, como podemos
observar na figura Este resultado foi observado por Lei Wang ef. al em [3],
porém este nao foi analisado e nem relacionado ao espaco de fase do sistema.

Para v < 0,6 podemos observar na figurald.12]que a curva de <p> em fungao
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Figura 4.11: (a)Média de 100 tempos de 10° condigdes iniciais para cada para K =
6, 574798 variando-se (a) a, com ¢ = 7/2, e (b) ¢, mantendo a = 0, 5.
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Figura 4.12: Corrente média (< p >) para 10° condigoes iniciais iteradas a dife-
rentes tempos (100 - preto , 1000 - vermelho e 10° - azul), sendo a média feita no
tempo e entre todas as condigoes iniciais para diferentes valores de v. Os parametros
utilizadas foram: a = 0,5, ¢ = 7/2 ¢ K = 6,574798; (b) ampliacao de (a) para
(1—7v)<0,4.

de (1 — ) satura rapidamente. Para v > 0,6 podemos observar que quanto maior o
tempo de iteragao maior serd a corrente com direcao preferencial. Esta curva devera

saturar para um tempo de iteragao grande, dependendo do quao rapido as trajetorias



4.3 Inserindo a dissipacao

93

tendem aos atratores para cada valor de 7.

Fazendo uma ampliacao das regioes em que o sistema é pouco dissipativo
(v > 0.9), podemos observar que, mesmo proximo ao caso conservativo, o sistema
apresenta estas correntes preferenciais (figura [4.13(b)). Estas correntes s6 ocorrem
quando existe assimetria, como pode ser observado na figura [£.13l Quando a =0 e
o sistema toma a forma do mapa padrao, inserindo a dissipa¢do no mapa podemos
observar que estas direcoes preferenciais de corrente nao aparecem no sistema. Para
entendermos que, mesmo préximo de um sistema conservativo, existem estas corren-

tes, vamos analisar o que acontece com uma trajetoria do sistema no espaco de fase.

0,05 I‘

0
A
Q
v
-0,05

S S T T AN NI EI—|
0 002 004 006 008 0,1 0,12 0,14
(1=

(a)

Figura 4.13: Média de p para 100 iteradas de 10° condicdes iniciais em funcao de
(1 — ) para o sistema K = 6,574798, ¢ =7/2 e (a) a =0 e para (b) a =0, 5.

No transiente de uma trajetéria podemos observar que esta apresenta o
mesmo movimento de uma trajetoria iniciada no mar caotico: apresenta difusao
intercalada com vboos de modos aceleradores de maior e menor influéncia. A in-
terferéncia de ilhas de modos aceleradores (do sistema conservativo) faz com que a
trajetoria acelere no sentido negativo (devido a assimetria do sistema as aceleragoes
no sentido positivo sdo muito pequenas) e difunde normalmente tanto na dire¢ao po-
sitiva quanto na direcao negativa, principalmente na direcao positiva logo apds um
voo de sentido negativo. Um exemplo deste tipo de trajetoria pode ser observada na
figura [4.14]

Estes voos podem ser observados no espago de fase no cilindro, como mostra

a figura 415 a trajetoria ird decrescendo em p em torno de dois intervalos de x.
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Figura 4.14: Momento de uma particula em fungao do tempo (nimero de iteradas)
para K =5,8, a=0,5, ¢ =7w/2 e v =0,9999 e (b) ampliacdo de uma regiao de (a)

que apresenta um voOo.
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Figura 4.15: Espaco de fase no cilindro para a trajetoria da figura para 5,333 -
105 <n <5,339-10°.

Como, com a dissipacao o mapa perde a simetria de p a cada intervalo de p de 27
) )
pode-se observar que estes voos sofrem uma certa inclinacao em x no espaco de fase,

!

como se a trajetoria estivesse mapeando ilhas (ou a "memoria " de regides de ilhas)

que estao um pouco transladadas em x a cada intervalo de p de aproximadamente 27.

Estes voos também podem ser caracterizados via expoente de Lyapunov a
tempo finito, como mostra a figura[4.16(a)l Quando a trajetoria sofre a influéncia de

"pseudo modos aceleradores"a trajetoria tende a aumentar a estabilidade ( expoente
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Figura 4.16: (a) Expoente de Lyapunov a tempo finito (tempo 30) em funcao de n
para a ampliagao da trajetoria da figura I e (b) |ppr1 — pn| em funcao de n.

de Lyapunov a tempo finito proximo de zero) e logo que escapa destes retorna a
apresentar maior instabilidade (expoente de Lyapunov a tempo finito proximo de
1,5). Estes voos aumentam o valor de p a cada iterada de um valor entre 3,88 e
4,3, como ¢ ilustrado em Assim, a cada 3 iteradas p sofre um acréscimo de
um valor em torno de 47. E interessante ressaltar que o sistema conservativo para
os parametros K = 5,8 e a = 0,5 apresenta modo acelerador que aumenta de 47 o
valor de p a cada 3 iteradas.

O termo de dissipacao no mapa faz com que seja perdida a simetria do espago
de fase do mapa a cada 27 na direcao de p. Entretanto, como estamos utilizando
um termo de dissipacao muito préximo ao caso conservativo, podemos aproximar o
espaco de fase como sendo simétrico a cada 27 em p. Assim, trabalhando com a
trajetoria limitada ao toro podemos observar o que ocorre no espaco de fase quando
é inserida a dissipagao (figura [L.17]).

Os pontos elipticos internos as ilhas do sistema conservativo (figura [L.7)
tornam-se atratores para o sistema dissipativo, entretanto, pode ocorrer de esses
pontos elipticos sofrerem bifurcagao, trocando de estabilidade e tornando-se pontos
hiperbolicos. Nao apenas os pontos elipticos das ilhas principais tornam-se pontos
fixos, também os pontos fixos de ilhas de ressonancia de outras ordens (ilhas em
torno das ilhas principais) tornam-se pontos fixos. Na figura [.17 podemos observar
regioes de grude remanescentes do sistema conservativo. Na figura podemos

observar que a trajetoria sofre o grude em torno da ilha principal e em torno das ilhas
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Figura 4.17: Amplia¢ao do espago de fase do sistema limitando p em [—m, 7| para
K =6,5,a=0,6,¢=m/2e~vy=0,9999 para 4 diferentes condi¢oes iniciais, sendo
que, em (a) a trajetoria é atraida para um atrator de periodo 15 proveniente dos
pontos elipticos centrais das ilhas ao redor da ilha principal de periodo 3 do sistema
conservativo; em (b) a trajetoria é atraida para pontos fixos provenientes de pontos
elipticos internos as ilhas de maior ressonancia do sistema conservativo; em (c) a
trajetoria sofre aprisionamento porém nao é atraida para os pontos fixos do sistema;
em (d) a trajetoria é atraida para o ponto fixo de periodo 3 provindo do ponto eliptico

central das ilhas do sistema conservativo.

secundérias antes de serem atraidas para o atrator originado de ilhas de ressonancia
de ordem superior. Na figura [4.17(c)| a trajetoria sofre um aprisionamento em torno
da ilha principal e logo retorna ao mar caotico. Ja na figura a trajetoria é
atraida para um atrator de periodo 3 (atrator provindo dos pontos elipticos centrais

da ilha de periodo 3), apresentando movimento de aproximacgao em torno dos pontos
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fixos por um longo periodo de tempo antes de encontrar seu estado final (ponto fixo).
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Figura 4.18: Momento de 5 trajetorias em funcao do tempo, em preto uma trajetoria
iniciada no mar cadtico e as outras curvas foram iniciadas com as mesmas condicoes

iniciais da figura 4.17

Utilizando as mesmas condi¢oes iniciais da figura[d.17 como condi¢oes iniciais
para as curvas da figura[L.I8 podemos observar que, para uma condicao inicial no mar
cadtico a trajetoria iniciard com movimento de difusao e sofrerd voos intercalados
com o movimento de difusdao na regiao estocastica. Para as outras condicoes iniciais
a trajetoria iniciard com um movimento de aceleracao até um tempo aproximado
de n = 100. Até mesmo a trajetoria que iniciava seu movimento na regiao de
grude também sofreu aceleracao. Assim, toda trajetoria iniciada na regiao de uma
ilha de modo acelerador (ou em torno da regiao de grude desta) sofrera aceleragao.
Entretanto, para outros parametros do sistema conservativo existem ilhas que nao
apresentam modos aceleradores.

Para o caso de K = 6,0971 e a = 0,6, o sistema apresenta ilhas com modo
balistico e assim, uma trajetoria iniciada na regiao destas ilhas inicialmente mantera
velocidade aproximadamente constante a cada [ iteracoes, sendo [ o periodo de uma
ilha, por um curto periodo de tempo e depois difundira no espago de fase, podendo
até mesmo apresentar voos devido a modos balisticos de outras ilhas do espaco de
fase. Para o parametro K = 2,35 e a = 0,6, condicoes iniciadas nas regioes das
ilhas aproximam-se do atrator e permanecem na regiao do espaco de fase limitado
em —m < p < 7. J& as trajetorias iniciadas no mar cadtico apresentam difusao e

algumas regides em que p é aproximadamente constante.
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Figura 4.19: (a) Ampliacao de duas trajetorias no espago de fase do sistema limitando
pem [—m, 7| para K = 6,5, a=0,6, ¢ =7/2e~vy=0,995¢e (b) p em fungao de n

para p ilimitado, sendo as mesmas condig¢oes iniciais de (a).

Quando aumentamos o valor da dissipacao podemos observar que a estrutura
do espaco de fase conservativo acaba sendo perdida. Se uma trajetoria for iniciada em
uma regiao da ilha sofrerd aceleracao, porém, quanto maior a dissipacao do sistema,
menor serd o tempo de aceleracao que a trajetoria sofrera inicialmente. Além disto,
os voos sofridos pela trajetoria durante o transiente cadtico serao menores. Podemos
observar este fendmeno comparando as figuras [1.17 e .18 nas quais 7 = 0,9999 com
a figura em que v = 0,995 para os mesmos parametros de K, a e ¢.

Na figura I8, K = 6,5 e a = 0,6, podemos observar que, para o sistema
dissipativo as trajetorias iniciadas em regioes onde eram localizadas as ilhas no sis-
tema conservativo sofrem aceleracao no inicio de suas trajetorias. Na figura
¢ mostrado o moédulo da média do momento em funcao do tempo para 10° condicoes
iniciais pertencentes a regiao em que existia uma ilha no espaco de fase conservativo
(curva de cor preta) e para 10° condigoes iniciais escolhidas aleatoriamente no espago
de fase limitado ao toro (curva de cor azul). Podemos observar que as trajetorias ini-
ciadas na regiao de ilha do sistema conservativo apresentam movimento de aceleracao
até um tempo aproximado de n = 100, depois as trajetorias sofrem uma diminuicao
gradual no momento (em modulo), até saturarem no mesmo valor em que a média do
momento para as 10° condi¢oes aleatorias iniciadas no toro. Entretanto, para os pa-
rametros K = 6,0971 e a = 0,6 podemos observar na ﬁgura que as condicoes

iniciadas na regiao de uma ilha no sistema conservativo apresentam comportamento
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Figura 4.20: Modulo de < p > em funcdo do tempo para 10° condi¢des iniciais
escolhidas aleatoriamente no espaco de fase do toro (azul) e na regiao de ilha (preto)
para (a) K =6,5ea=0,6e (b) K=6,0971 e a =0,6.

diferente ao caso dos parametros anteriores. Isto se deve ao fato de, para K = 6,0971
e a = 0,6, as condigoes iniciadas nas regioes de ilhas do sistema conservativo nao
apresentarem uma aceleracao inicial, mas sim manterem aproximadamente a mesma
velocidade a cada 3 iteragoes do mapa (ilhas de periodo 3) por um pequeno periodo
de tempo e depois apresentam diferentes voos (de diferentes duragoes e sentidos)
além de novos intervalos em que a trajetoéria mantém o momento aproximadamente
constante a cada 3 iteradas do mapa, como é mostrado na figura

Para o caso de K = 6,5 e a = 0,6 podemos observar através do histograma
dos momentos de 10° condicoes iniciais apds 100 tempos de iteracio que as condicoes
iniciadas dentro das ilhas produzem um segundo pico no histograma em um valor
determinado de velocidade, em torno de —420, como é mostrado na figura .
Este valor corresponde aproximadamente ao mesmo valor de uma trajetoria que di-
minui o momento em —4m a cada trés iteradas. Este pico influencia a média dos
momentos tornando-a mais negativa. Além disto, mesmo quando as condicoes inici-
ais utilizadas nao se encontram na regiao de ilhas, a curva apresenta uma assimetria,
sendo mais larga no sentido negativo. O histograma do momento de 10° condi¢oes
iniciadas no toro para os parametros K = 6,0971 e a = 0,6 nao apresenta um se-
gundo pico, mas podemos observar que a curva do histograma também é assimétrica.
Assim, podemos concluir que os parametros que apresentam voos mais longos apre-

sentam maior corrente para pequenos tempos. Em [2] é observado que a assimetria
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Figura 4.21: (a) Histograma do momento a tempo ¢ = 100 de 5-10° condigdes iniciais
aleatorias (a) no toro e (b) no mar caotico (retirando as condigoes dentro das ilhas)

do toro para os parametros K =6,5e a =0,6.
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Figura 4.22: Evolucao temporal do momento para uma trajetoria iniciada na regiao
proxima a um ponto eliptico. Regiao de trajetorias de movimento regular, ilhas, do
sistema conservativo para o mesmo valor de parametro: K = 6,0971. Os parametros

utilizados nesta trajetoria sao: a = 0,6 e v = 0,9999.

do histograma esta relacionada a assimetria dos voos de pequena duragao, voos estes
decorrentes de ilhas muito pequenas no espaco de fase. Podemos relacionar o pico
observado em 2] com a assimetria de voos de ilhas de menor ressonancia (e maior
amplitude) no espago de fase (ilha de periodo 3 que apresenta modo balistico), pois,
quando retiramos as trajetorias iniciadas na regiao de ilhas estes picos nao aparecem

no histograma.



4.3 Inserindo a dissipacao

61

10000 -

2 1000-
o g

100

Y N R B B B
-400 -300 -200 —lOOp 0 100 200 300

Figura 4.23: Histograma do momento a tempo ¢ = 100 de 5 - 10° condig¢oes iniciais

aleatorias no toro para K = 6,0971 e a = 0,6.

Na figura é caracterizada a dependéncia do momento médio com a
variacao do parametro K (para a e ¢ fixos). Para v = 0,9999 (uma dissipagao
extremamente pequena), figura [4.24(a)| o sistema apresenta uma certa fractalidade,
e esta fractalidade é perdida quando aumenta-se o valor da dissipagao (observar a
variacdo através da figura [£.24). Entretanto, os valores do médulo do momento
médio aumentam com um pequeno aumento da dissipacao. Como visto na figura
este aumento no moédulo do momento médio pode diminuir com o aumento

da dissipacao.
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Figura 4.24: Média do momento em funcao de K para 100 iteradas de 10° condigoes
iniciais para os parametros a = 0,6, ¢ = 7/2 e (a)y = 0,9999, (b) v = 0,9995, (c)
~=0,999 e (d) 7 = 0, 995.



Capitulo 5
Conclusao

As correntes de transporte direto estao relacionadas aos voos que uma tra-
jetoria sofre no espacgo de fase devido a modos aceleradores. Para o sistema conser-
vativo estas correntes sao nulas, porém quando é inserido um termo de dissipacao
no sistema, assimétrico, este apresenta estas correntes de sentido preferencial. Estes
modos aceleradores sao provenientes de regioes de ilhas ressonantes no espaco de fase
que, com a dissipacdo, tornaram-se regides atrativas (focos).

Devido a assimetria do sistema os vdos tornam-se assimétricos, ocorrendo
mais fortemente em uma diregao de p (positiva ou negativa). Para certos valores
do parametro de estocacidade K, os que apresentarem ilhas de modos aceleradores,
as correntes de direcao preferencial sao mais apreciaveis. Entretanto, estas correntes
sempre existirao para o caso dissipativo, isto porque existem intimeras micro-ilhas no
espaco de fase conservativo que, no caso dissipativo, influenciarao trajetoria gerando
pequenos voos e, como estes voos possuem direcoes preferenciais devido a assimetria
do sistema, geram a corrente nao nula. Assim, é de fundamental importancia a
assimetria do sistema para que este apresente este tipo de corrente.

Como estes voos estao diretamente ligados a trajetorias que no espago con-
servativo e limitado ao toro sofrem aprisionamentos por longos tempos (grude) em
torno de ilhas, e como existem parametros do sistema que no espaco de fase apre-
sentam regioes de maior intensidade de grude do que outros valores do parametro de
estocacidade (quantitativamente observados através da fracao de Lyapunov a tempo
finito), acreditamos que esta corrente preferencial é maior quanto maior for o aprisi-
onamento de trajetorias em torno de ilhas no espaco de fase conservativo.

O célculo da fracao de expoente de Lyapunov a tempo finito, que caracteriza

a intensidade do grude no espaco de fase, deve ser feito por uma trajetoria iniciada
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no mar cadtico do espaco de fase do sistema conservativo limitado ao toro, para
que se possa utilizar um tempo grande (sem que a trajetoria tenda ao atrator, o
que ocorreria se utilizdssemos o sistema dissipativo) e para que a trajetoria percorra
toda a regiao do espago de fase (por este motivo utilizasse o espago de fase limitado
ao toro). Entretanto, quando é inserido o termo de dissipa¢ao o espago de fase do
sistema sofre uma certa modificacao: suas bifurcacoes ocorrem para valores do para-
metro K diferentes dos valores do sistema conservativo, porém as regioes de ilhas do
sistema dissipativo apresentam-se muito proximas das ilhas do sistema conservativo,
apenas um pouco transladadas. Devido a estas mudancas no espaco de fase quando
a dissipacao é inserida nao foi possivel fazer uma correlacao entre os parametros que
apresentam maior grude no sistema conservativo com os parametros que apresentam
maior corrente de direcao preferencial.

Como os parametros que apresentam regioes de grude intensas sao aqueles
que acabaram de passar por uma bifurcacao e apresentam canais de grude entre
as ilhas que bifurcaram [I6], [15] e, como este sistema que estamos trabalhando
apresenta este tipo de canais de grude provindos de bifurcacoes de ilhas, bifurcacoes
essas que sao funcao do parametro de estocacidade, acreditamos que exista uma
relacao entre a corrente de sentido preferencial com os parametros em que ocorre a
bifurcacao, sendo esta anélise um importante trabalho futuro.

A perda de fractalidade do sistema com aumento da dissipacao também
pode ser observado. A fractalidade é uma caracteristica das armadilhas dinamicas,
a existéncia ou nao destas armadilhas em funcao do parametro de estocacidade é
fractal. Assim, acreditamos que esta é uma evidéncia do papel destas armadilhas
para que existam correntes de direcao preferencial para o caso do sistema pouco
dissipativo (muito proximo ao caso conservativo).

Outro trabalho a ser realizado é a analise de pontos fixos do sistema dissipa-
tivo, a analise de suas bacias de atragao, bem como o comportamento destas bacias
com o aumento da dissipacao do sistema. A andlise da dimensao fractal do sistema

em funcao da dissipacao também é outro ponto a ser analisado futuramente.
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