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"Jamais 
onsidere seus estudos 
omo umaobrigação, mas 
omo uma oportunidade in-vejável (...) para aprender a 
onhe
er a in-�uên
ia libertadora da beleza do reino doespírito, para seu próprio prazer pessoal epara proveito da 
omunidade à qual seu fu-turo trabalho perten
er "(Albert Einstein)i



RESUMOSistemas Hamiltonianos apresentam espaço de fase não homogênio 
om apresença de regiões de trajetórias regulares (denominadas ilhas) e trajetórias 
aóti-
as (região esto
ásti
a, mar 
aóti
o). Trajetórias 
aóti
as podem se aproximar dasregiões regulares sendo aprisionadas ao redor destas por um 
erto período de tempo(as vezes muito longo), apresentando 
omportamento próximo ao de uma trajetó-ria ini
iada em uma região de ilha. Estas regiões de aprisionamento (
hamadas degrude) são responsáveis pela existên
ia de transporte an�malo (e superdifusão) emsistemas hamiltonianos. Estas regiões podem apresentar modos a
eleradores os quaisa
eleram linearmente uma trajetória por um período de tempo �nito (a a
eleraçãodependerá do número rota
ional das ilhas). Utilizando-se destas propriedades doespaço de fase, é possível obter 
orrentes 
om direções preferen
iais em sistemasque apresentam quebras de simetria. Estas 
orrentes são nulas para sistemas emequilíbrio (segunda lei da termodinâmi
a). Neste trabalho analisamos um sistemahamiltoniano assimétri
o que, quando adi
ionado o termo de dissipação, apresenta
orrentes de direção preferen
ial, mesmo no limite próximo ao sistema 
onservativo.Para uma dissipação muito pequena é analisada a in�uên
ia do espaço de fase noapare
imento destas 
orrentes. Obtém-se 
omo resultado que as 
orrentes surgemdevido a v�os assimétri
os que a trajetória sofre no espaço de fase, e que estas 
or-rentes serão maiores se as ilhas de maior amplitude no espaço de fase apresentaremmodos a
eleradores.
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ABSTRACTHamiltonian systems present mixed phase spa
e with regular traje
tories re-gions (
alled islands) and 
haoti
 traje
tories (sto
hasti
 regions, 
haoti
 sea). Cha-oti
 traje
tories 
an approa
h to the regular regions and they 
an be trapped aroundthem for some period of time (sometimes for a long period of time) presenting regu-lar behavior 
losed to the one of traje
tories into the island. These trapped regions(
alled sti
kiness) are responsible for the existen
e of anomalous transport (and su-perdifusion) in Hamiltonian systems. It o

urs be
ause they 
ould exhibit a

eleratormodes, whi
h a

elerates a traje
tory linearly for some time (this a

eleration de-pends on the winding number of the islands). Using this properties of the phasespa
e, we 
an obtain dire
t 
urrents in systems that have broken symmetries, butthese 
urrents must be null for equilibrium systems (se
ond law of thermodynami
s).In this work we analyze an asymmetri
 hamiltonian system, when the dissipativeterm is introdu
ed and there is a dire
t 
urrent in the system, even in the limit
losed to the 
onservative system. The in�uen
e of phase spa
e in the emergen
e ofdire
t 
urrents in weak dissipation is analyzed. We attain as results that the 
ur-rent appears be
ause Levy �ies that the traje
tories experien
e are asymmetri
, andthis 
urrents are greater if the biggest islands in the phase spa
e present a

eleratormode.
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Capítulo 1IntroduçãoO efeito 
atra
a apresenta a possibilidade de se obter transporte direto (
or-rentes de direções preferen
iais de movimento) de partí
ulas sem a presença de forçasexternas (
omo por exemplo forças gravita
ionais, 
ampos elétri
os ma
ros
ópi
os egradientes espa
iais quími
os de longo al
an
e [1℄) atuando no sistema. Este efeitotornou-se popular devido ao grande interesse em torno de motores mole
ulares (oumotores brownianos).Este efeito é proibido para sistemas em equilíbrio devido a segunda lei datermodinâmi
a. Assim, para que exista este efeito é ne
essário que o sistema estejafora do equilíbrio dinâmi
o e que apresente a quebra de 
ertas simetrias espa
iais etemporais [2℄. A simetria a ser quebrada é aquela em que as equações de movimentopermane
em invariantes porém inverte-se o sinal da velo
idade do sistema [2℄. Estessistemas dinâmi
os que não apresentam ruído termodinâmi
o e nem forças externas,apresentam 
orrentes em direções preferen
iais devido ao termo iner
ial (ou efeitoiner
ial) que induz o 
aos determinísti
o no sistema [2℄, [3℄.Sistemas Hamiltonianos apresentam espaço de fase não homogêneos, apre-sentando tanto regiões de 
aos quanto regiões de movimento regular. Existem 
ertasregiões do espaço de fase, regiões em torno das trajetórias regulares (ilhas), nas quaisuma trajetória provinda da região de 
aos (mar 
aóti
o) sofre um aprisionamento eapresenta movimento in�uen
iado pelo número rota
ional da 
urva mais externa dailha. Existem ilhas que apresentam modos a
eleradores e, devido a estes, trajetóriasini
iadas em regiões regulares (ilhas) são a
eleradas em função do tempo. As tra-jetórias que estão aprisionadas em torno destas regiões também sofrem a in�uên
iados modos a
eleradores, podendo sofrer v�os no espaço de fase 
aso este seja ilimi-tado em p ou θ. Assim, uma trajetória ini
iada no mar 
aóti
o apresenta movimento1



2
aóti
o no espaço de fase e, ao ser aprisionada por um determinado tempo em tornode uma ilha de modo a
elerador, apresenta v�os os quais possuem a
eleração.Como visto no iní
io da introdução, para que existam 
orrentes 
ertas sime-trias devem ser quebradas. A referên
ia [2℄ 
onstrói um sistema 
om v�os assimétri
osde Levy e deriva uma expressão para a 
orrente utilizando-se uma soma em relaçãoas ressonân
ias prin
ipais do sistema. Neste artigo obtém-se que a 
orrente de dire-ção preferen
ial é obtida através da quebra de simetria dos v�os de Levy o
asionadospelas ressonân
ias 
om número rota
ional diferente de zero (ressonân
ias de modosbalísti
os).Entretanto, quando trabalhamos 
om um sistema dissipativo (
omo é o 
asodo modelo que utilizaremos neste trabalho) o espaço de fase é transformado. As ilhasressonantes são destruídas e, dependendo das bifur
ações que o sistema apresenta,a maior parte dos pontos elípti
os do sistema tornam-se atratores no sistema dissi-pativo. Na referên
ia [4℄ observa-se que, quando um sistema apresenta dissipação,quanto menor for a dissipação maior será o número de atratores do sistema e maiorserá o período destes atratores (a função do número de atratores em função da dissi-pação segue uma lei de potên
ia). Os atratores de períodos maiores possuirão tempode vida menor em relação ao aumento da dissipação. Para pou
a dissipação os atra-tores de período maior tenderão a in�uen
iar a dinâmi
a do espaço de fase. Quantomaior for o número de atratores, mais fra
tal será a ba
ia de atração destes atratoresno espaço de fase. Quanto mais perto do sistema 
onservativo, mais próxima será adimensão fra
tal efetiva à dimensão do sistema 
onservativo.Em [5℄ observa-se que a indução de atratores devido a dissipação pode servista em todas as es
alas e estes atratores apresentam ba
ias entrelaças num modo
omplexo, levando a uma multi-estabilidade e imprevisibilidade do sistema. Emsistemas hamiltonianos a lei de espalhamento de partí
ulas é algébri
a devido apresença de grude e, em sistemas dissipativos esta lei é exponen
ial, assim, o artigodes
reve a existên
ia de uma região do parâmetro de dissipação em que estes dois
omportamentos se 
ruzam, podendo ser observada pela 
urva de dimensão fra
taldo sistema em função do aumento da dissipação. O artigo 
on
lui que a regiãode pequena dissipação (próxima ao sistema 
onservativo) apresenta um de
aimentofra
tal rápido e linear devido a esta transição entre a dinâmi
a de espalhamentoalgébri
a de sistemas 
onservativos e a dinâmi
a de espalhamento exponen
ial desistemas dissipativos. Na região 
om maior dissipação a dimensão fra
tal diminuilentamente devido ao apare
imento de atratores mais fortes.



3Uma propriedade importante destas 
orrentes de direção preferen
ial é o pos-sível ganho de energia através destas. Na referên
ia [6℄ observa-se o ganho de energiado sistema devido ao aumento na velo
idade de saturação do sistema quando umapequena dissipação é adi
ionada. Isto o
orre porque o sistema 
onservativo apre-senta um toro invariante que proíbe e limita o movimento do sistema na direção desua velo
idade e, quando é adi
ionada a dissipação, os pontos elípti
os do sistemabifur
am formando um fo
o estável e o toro que limita o movimento na direção davelo
idade é quebrado. Existe uma região de grude no espaço de fase e muitas traje-tórias orbitam por um longo tempo em torno do fo
o antes de serem 
apturadas poreste. Este tipo 
omportamento de trajetórias em torno do fo
o também é observadoem nosso sistema.Em vários artigos são 
itados a viabilidade de observação experimental destesefeitos através de redes ópti
as que possuem átomos 
on�nados ("
old atom").Este trabalho está organizado em 4 
apítulos. No 
apítulo 1 apresentaremosteori
amente 
omo o
orre a formação do espaço de fase de um sistema hamiltoniano,bem 
omo algumas propriedades que apare
em no espaço de fase destes sistemas,este 
apítulo está baseado nas referên
ias [7℄, [8℄, [9℄. No 
apítulo 2 apresentare-mos a dinâmi
a do mapa padrão, seu espaço de fase e 
ara
terísti
as apresentadaspelo sistema. O mapa padrão apresenta propriedades genéri
as de sistemas Hamil-tonianos e muitos modelos se reduzem a forma deste mapa. No mesmo 
apítulo éadi
ionado um termo de dissipação ao sistema e são observadas algumas proprieda-des. Para o 
apítulo 2 utilizaram-se 
omo referên
ias [7℄, [8℄, [10℄. No 
apítulo 3apresentamos o modelo do mapa padrão o qual é inserido um termo de assimetriaespa
ial e dissipação, modelo apresentado pela referên
ia [3℄, a qual apresenta resul-tados que motivaram esta pesquisa pois, para entendermos e analisarmos a presençade 
orrentes 
om direção preferen
ial quando o sistema é próximo ao 
onservativo(resultado en
ontrado em [3℄), analisamos quais as propriedades do espaço de fase que
ontribuem para o apare
imento desta 
orrente, objetivo prin
ipal desta pesquisa.Na 
on
lusão �nalizamos o trabalho fazendo 
ertas 
orrelações 
om os resultados,apresentamos algumas hipóteses ainda não 
on�rmadas e trabalhos futuros.



Capítulo 2Sistemas Hamiltonianos
2.1 Sistemas IntegráveisUm sistema físi
o é 
onsiderado hamiltoniano quando as forças que atuamsobre este são invariantes da velo
idade e seu movimento pode ser des
rito atravésdas equações de Hamilton-Ja
ob. Quando a hamiltoniana possui um valor 
onstanteigual a energia do sistema (sistemas 
om energia 
onstante) o sistema é 
onsideradoHamiltoniano. Um sistema 
om N graus de liberdade será integrável se as suasequações de Hamilton-Ja
ob forem separáveis em N equações independentes, umpara 
ada grau de liberdade e suas soluções de p(t) e q(t) puderem ser es
ritas emquadraturas.Considerando um os
ilador 
om dois graus de liberdade e que possui Hamil-toniana independente do tempo, se H é integrável este pode ser es
rito em funçãode variáveis ação-ângulo:

H(J1, J2) = E (2.1)sendo E a energia 
onstante do sistema e J1 e J2 
onstantes de movimento.Como H é 
onstante, o movimento no espaço de fase é reduzido em graude liberdade (de 4 dimensões para 3 dimensões). Como J1 e J2 são 
onstantes demovimento do sistema, o movimento no espaço de fase se reduz a uma superfí
iebidimensional em um espaço tridimensional de energia 
onstante.Sabemos que o movimento angular de 
ada grau de liberdade para este 
aso éparametrizado pela frequên
ia angular asso
iada a 
ada grau de liberdade do sistema:
4



2.1 Sistemas Integráveis 5
θ1 = ω1t+ θ10 e
θ2 = ω2t+ θ20 (2.2)Estas variáveis ângulo são periódi
as e de período 2π e assim o movimentopode ser 
ara
terizado 
omo o movimento em um toro, 
omo pode ser observado na�gura 2.1.

Figura 2.1: Representação do espaço de fase limitado por um toro para um sistemaintegrável 
om dois graus de liberdade 
ara
terizado pelas variáveis J1, J2 e suasrespe
tivas variáveis ângulo 
onjugadas: θ1 e θ2.O movimento no espaço de fase limitado ao toro é 
ara
terizado pelas variá-veis J1, J2 e suas respe
tivas variáveis 
onjugadas ângulo: θ1 e θ2. J1 é a variávelque representa o raio de 
ír
ulos 
on
êntri
os (raio interno do toro) e θ1 representaa variável ângulo de 
ada um destes 
ír
ulos; J2 representa o raio externo do torosendo θ2 sua variável ângulo 
onjugada (�gura 2.1).Ao �xar a energia E e J1 do sistema, J2 será obrigatoriamente �xo pois
H(J1, J2) = E. Assim:se J1 = J1(E = 
onstante, J2) = 
onstante −→ J2(E, J1) = 
onstante.Sabemos que o movimento de θ1 e θ2 é dado pela equação 2.2. Como ω1 =

ω1(J1) e ω2 = ω2(J2), a razão
α =

ω1

ω2também é 
onstante, sendo esta razão, α, denominada número de rotação. Para α =
r

s
, r e s inteiros, sendo que r não é divisível por s, as frequên
ias são 
omensuraveis e



2.1 Sistemas Integráveis 6o movimento no toro é periódi
o. Assim, uma trajetória sempre retornará ao pontoini
ial depois de r revoluções em θ1 e s revoluções em θ2.Quando α é irra
ional a trajetória mapeia toda a superfí
ie do toro, nun
aretornando ao ponto ini
ial (trajetórias não periódi
as). O movimento no toro podeser generalizado para um sistema 
om N graus de liberdade. Cada ação 
onstantedo sistema irá diminuir em um grau a dimensão do espaço de fase. Assim, para umsistema 
omN graus de liberdade (2N-dimensional), se tivermosN ações 
onstantes,o espaço de fase 2N-dimensional será reduzido para um espaço N-dimensional 
om
N variáveis ângulo ortogonais entre si e de período 2π.Em sistemas integráveis, para qualquer espaço 
an�ni
o:

~p = ~p( ~J, ~θ); ~q = ~q( ~J, ~θ)podemos de
ompor ~p e ~q via expansão de Fourier das variáveis ângulo:
~p(t) =

∑

m

~pm( ~J)ei(~m·~ωt+~m·~β)

~q(t) =
∑

m

~qm( ~J)ei(~m·~ωt+~m·~β), (2.3)sendo ~m um vetor N-dimensional 
om 
omponentes inteiras e β um vetor 
onstante.Para soluções periódi
as:
~m · ~ω = 0, (2.4)o que impli
a que ωi = niω0, sendo que ni e ωi não possuem fator 
omum. Assim, operíodo de uma trajetória 
ompleta é des
rito 
omo:

T =
2π

ω0

=
2πni

ωi

, (2.5)sendo que ni é o �número de voltas� que o i-ésimo grau de liberdade 
om frequên
ia
ωi ne
essita para fazer uma trajetória 
ompleta de um período T .Fazendo um 
orte da superfí
ie do toro no plano J1 − θ1 (
orte da trajetóriaem θ2 
onstante), as su
essivas interse
ções da trajetória 
om esta superfí
ie de�nirãoum mapa que possui J1 
onstante. O intervalo de tempo entre 
ada iteração será
∆t = 2π

ω2
(tempo para θ2 dar uma volta de 2π) e θ1 avançará de ω1∆t = ω1

2π
ω2

=

2πα(J1). Assim, o próximo ponto que 
ortará o plano J1 − θ1 pode ser obtido



2.1 Sistemas Integráveis 7através das seguintes equações:
Jn+1 = Jn

θn+1 = θn + 2πα(Jn+1), (2.6)sendo estas 
onhe
idas 
omo o mapa de torção.
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x1 x2Figura 2.2: Representação grá�
a do mapa de torção. A 
urva tra
ejada apresenta
α ra
ional e está entre duas trajetórias 
om α irra
ional. Para trajetórias 
om α = r

s
ra
ional este mapa é formado por pontos �xos queretornam a si mesmos depois de s iteradas. Já para α irra
ional qualquer 
ondiçãoini
ial no 
ír
ulo tende a formar o 
ír
ulo 
ompleto (fe
hado) quando n tende aoin�nito (�gura 2.2).O mapa de torção pode ser des
rito em função de outras variáveis (além dasvariáveis de ação-ângulo), 
omo por exemplo para:

xn+1 = xn cosψ − yn sinψ

yn+1 = xn sinψ + yn cosψ, (2.7)sendo ψ um parâmetro �xo, tornando-se um mapa de torção linear. Como a áreadeste mapa é preservada (deve obede
er ao teorema de Liouville), esta forma domapa também deve obede
er uma regra do tipo:
∂(Jn+1, θn+1)

∂(Jn, θn)
≡ [θn+1, Jn+1] = 1 (2.8)Este resultado é geral para qualquer sistema integrável 
om N graus deliberdade e H 
onstante.



2.2 Sistemas quasi-Integráveis 82.2 Sistemas quasi-IntegráveisConsiderando um sistema bidimensional integrável, inserindo uma perturba-ção ao sistema de tal forma que a Hamiltoniana seja função também dos ângulos:
H( ~J, ~θ) = H0( ~J) + ǫH1( ~J, ~θ), (2.9)sendo H0 a hamiltoniana do sistema não perturbado.Fazendo o plano θ2 = 
onstante temos um 
orte do espaço de fase para asuperfí
ie J1 − θ1. Nesta superfí
ie espera-se que o mapa de torção 
omporte-se daforma:

Jn+1 = Jn + ǫf(Jn+1, θn)

θn+1 = θn + 2πα(Jn+1) + ǫg(Jn+1, θn) (2.10)
f e g são periódi
as em θ. Este mapa deve também preservar a área pois suasiterações são obtidas através das equações de Hamilton. Para isto, utiliza-se a funçãogeratriz, que pode ser obtida através de:

F2 = Jn+1θn + 2πA(Jn+1) + ǫG(Jn+1, θn), (2.11)sendo α =
dA
dJn+1

, f = − ∂G
∂θn

, g = − ∂G
∂Jn+1

e ∂f

∂Jn+1
+

∂g

∂θn

= 0 para que aárea seja preservada.Para a maioria dos mapas f é independente de ~J e g ≡ 0. Assim, o mapade torção perturbado torna-se o mapa de torção radial:
Jn+1 = Jn + ǫf(θn),

θn+1 = θn + 2πα(Jn+1). (2.12)Linearizando este mapa em torno de um ponto �xo de período 1: Jn+1 =

Jn = J0, para α inteiro. Ações próximas a este ponto podem ser des
ritas 
omo
Jn = J0 + ∆Jn e, 
onsiderando α(Jn+1) = α(J0) + α′∆Jn, obtém-se através dalinearização que:

J0 + ∆Jn+1 = J0 + ∆Jn + ǫf(θn),

θn+1 = θn + 2π(α(J0) + α′∆Jn. (2.13)Substituindo uma nova ação In = 2πα′∆Jn, obtém-se o mapa padrão gene-ralizado:
In+1 = In +Kf ∗(θn),

θn+1 = θn + In+1, mod 2π (2.14)



2.3 Equações na forma de mapa e na forma Hamiltoniana 9sendo K = 2πα′ǫfmax o parâmetro de esto
asti
idade e f ∗ = f

fmax
. Para f ∗ = sin θnobtém-se o mapa padrão (também 
onhe
ido 
omo mapa de Chirikov-Taylor):

In+1 = In +K sin θn,

θn+1 = θn + In+1, mod 2π, (2.15)utilizado por Chirikov-Taylor para analisar a transição entre o movimento regular eo movimento 
aóti
o.O mapa de torção perturbado pode ser generalizado para um sistema de Ngraus de liberdade e Hamiltoniana 
onstante utilizando-se a função geratriz:
F2 = ~Jn+1 · ~θn + 2πA( ~Jn+1) + ǫG( ~Jn+1, ~θn). (2.16)Se G não for função de ~Jn+1, será obtido um mapa de torção (2N − 2)dimensional da forma:

~Jn+1 = ~Jn + ǫ ~f( ~Jn+1, ~θn)

~θn+1 = ~θn + 2π~α( ~Jn+1) + ǫ~g( ~Jn+1, ~θn). (2.17)Podendo ser representado simboli
amente por:
~xn+1 = T~xn, ~x = ~x( ~J, ~θ) (2.18)na qual T representa o mapa.2.3 Equações na forma de mapa e na forma Hamil-tonianaUm sistema pode ser 
onvertido para forma de mapa através da integraçãode suas equações de Hamilton em um período de tempo T2 referente a um 
i
loda variável θ2, produzindo um mapa na forma (2.10). Considerando um sistemabidimensional, para se obter a forma de mapa do sistema deve-se en
ontrar a ordemde ǫ através das funções f e g. Para isto, sabendo-se que:

dp

dt
= −∂H

∂qie que para sistemas quasi-integraveis pode ser rees
rito 
omo:
dJ1

dt
= −ǫ∂H1

∂θ1
(2.19)



2.3 Equações na forma de mapa e na forma Hamiltoniana 10integrando de t = 0 até t = T2:
∆J1 = −ǫ

∫ T2

0

dt
∂H1

∂θ1
(Jn+1, J2, θn + ω1t, θ20 + ω2t) (2.20)Como H é 
onstante, pode-se dizer que J2, ω1, ω2 são funções de Jn+1.Integrando ∂H1

∂θ1
em relação a uma órbita não perturbada, isto é, em relação aosvalores não perturbados de ~J e ~θ pode-se obter a ordem de ǫ:

ǫf(Jn+1, θn) = ∆J1(Jn+1, θn) (2.21)sendo que a variação na ação (∆J) pode ser obtida via 
ondição de preservação deárea no espaço de fase, obtendo-se que:
g(J, θ) = −

∫ θ ∂f

∂J
dθ′ (2.22)sendo que g ≡ 0 para o mapa de torção radial.O mesmo 
ál
ulo de variação da ação pode ser feito para a Hamiltoniana deum sistema bidimensional que não esteja na forma ação-ângulo:

H = H0(J1, p2, q2) + ǫH1(J1, θ1, p2, q2) (2.23)Podemos obter novamente que:
∆J1 = −ǫ

∫ T2

0

dt
∂H1

∂θ1
(Jn+1, θn + ω1t, p2(t), q2(t)). (2.24)O mesmo 
ál
ulo pode ser generalizado para um sistema de N graus deliberdade, obtendo-se o valor da variação da ação para N − 1 superfí
ies de se
çãodas ações. Assim:

∆ ~J1 = −ǫ
∫ TN

0

dt
∂H1

∂~θ1
( ~Jn+1, JN , ~θn + ~ωt, θN + ωN t) (2.25)sendo ǫ ~f = ∆ ~J . Usando o método e as equações des
ritos anteriormente obtém-se omapa na forma da equação (2.17).Para transformar as equações de um mapa para a forma hamiltoniana deve-mod inserir uma função periódi
a delta δ1(n) =

+∞
∑

m=−∞

δ(n−m) = 1 + 2
+∞
∑

q=1

cos 2πqn
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dJ

dn
= ǫf(θ)δ1n e dθ

dn
= 2πα(J). (2.26)Podemos obter H através de:

H(J, θ, n) = 2π

∫ J

α(J ′)dJ ′ − ǫδ1(n)

∫ θ

f(θ′)dθ′. (2.27)2.4 Área no espaço de fase e função geratrizA área no espaço de fase para o intervalo θ1 < θ < θ2 é 
al
ulada através de:
A =

∫ θ2

θ1

J(θ)dθ. (2.28)Considerando uma função geratriz do tipo F1 = F1(θn+1, θn) para o mapatal que:
Jn = −∂F1

∂θn

e Jn+1 =
∂F1

∂θn+1

. (2.29)De�nindo uma variável λ que parametriza a 
urva, então:
dF1

dλ
=

∂F1

∂θn+1

dθn+1

dλ
+
∂F1

∂θn

dθn

dλ
= Jn+1

dθn+1

dλ
− Jn

dθn

dλ
. (2.30)Integrando esta equação obtemos que:

F1(θ
′

2(θ2), θ2) − F1(θ
′

1(θ1), θ1) =

∫ θ′
2

θ′
1

Jn+1dθn+1 −
∫ θ2

θ1

Jndθn. (2.31)Desta forma:
∆F1(θ2, θ1) = An+1 −An (2.32)sendo θ′1 e θ′2 os pontos �nais depois da iteração do mapa. Assim, uma mudança naárea (em relação a uma 
urva es
olhida arbitrariamente) da primeira para a segundaiteração é igual a diferença da função geratriz para o mapa em seus pontos �nais(θ′1, θ′2) independentemente da es
olha da 
urva de integração, sendo que ∆F1 é amudança na ação.



2.5 Estabilidade KAM para 
urvas 
om número de rotação irra
ional 122.5 Estabilidade KAM para 
urvas 
om número derotação irra
ionalPara
H = H0( ~J) + ǫH1( ~J, ~θ),hamiltoniana em função de ~J e ~θ fra
amente perturbada, a ressonân
ia entre os grausde liberdade pode destruir a 
onvergên
ia das várias expansões em séries de potên
iaque existiam no sistema não perturbado. Segundo o teorema KAM, teorema desen-volvido por Kolmogorov, Arnold e Moser e que re
ebeu este nome em homenagemaos três pesquisadores, para que exista um toro invariante ( ~J ,~θ) parametrizada por

ξ que satisfaça as relações:
~J = J0 + ~v(~ξ, ǫ)

~θ = ~ξ + ~u(~ξ, ǫ), (2.33)sendo ~v e ~u periódi
os em ~ξ e que se anulam quando ǫ = 0 e ξ̇ = ω (ω é a frequên
iado toro não perturbado), devem ser satisfeitas as seguintes 
ondições:1. As frequên
ias devem ser linearmente independentes:
∑

i

miωi( ~J) 6= 0, (2.34)sendo ω = ∂H0

∂ ~J
e mi a 
omponente i do vetor ~m (ver (2.4) e (2.5));2. Condições suaves de perturbação (número su�
iente de derivadas 
ontínuas).As 
urvas KAM só podem existir se distantes de ilhas perturbadas;3. Condições ini
iais su�
ientemente longe da ressonân
ia para satisfazer:

|~m · ~ω| ≥ γ|~m|−τ , (2.35)
∀~m; sendo τ função do número de graus de liberdade e da suavidade de H1; γdepende de ǫ e da não-linearidade (G) da Hamiltoniana não perturbada (H0).Pela 
ondição 3 observa-se que γ não deve ser grande, mas γ aumenta 
om

ǫ, |H1| e 1/G, assim, a perturbação deve ser pequena para que exista um toro KAM.Pelas 
ondições 1 e 2 é ne
essária uma não-linearidade moderada. Se as três 
ondiçõesforem satisfeitas, o 
ír
ulo do mapa torção (Jn+1 = Jn) será perturbado para umquase-
ír
ulo.
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J

J

0

1

∆ J

Figura 2.3: Deformação de uma 
urva 
om α irra
ional devido a in
lusão de umapequena perturbação à hamiltoniana integrável, gerando uma 
urva KAM.Este teorema (desenvolvido por Kolmogorov, Arnold e Moser para um sis-tema 
om número su�
iente de derivadas 
ontínuas) forne
e a base para a existên
iade um invariante em sistemas não-lineares a
oplados. Para um mapa bidimensional,a 
ondição su�
iente de suavidade para a existên
ia de 
urvas KAM (
ondição 2) éde que existam duas derivadas 
ontínuas do mapa (ou três derivadas 
ontínuas paraa hamiltoniana que 
orresponde ao mapa).Pode-se presumir (Moser, 1973) que a 
ondição de suavidade de uma 
urva,para a existên
ia de 
urvas KAM, é de que três derivadas 
ontínuas são sempresu�
ientes, sendo que 2 derivadas 
ontínuas são ne
essárias pois 
urvas invariantespodem ou não existir se existirem apenas duas derivadas 
ontínuas. Para N grausde liberdade são ne
essários no mínimo (2N − 2) derivadas 
ontínuas (Chirikov,1979). Entretanto, Moser (1966)des
reve uma 
ondição mais rigorosa: devem haverno mínimo (2N + 2) derivadas 
ontínuas para existir uma 
urva invariante.Quanto maior o termo de perturbação ǫ, 
urvas KAM mais próximas à αra
ional serão destruídas mais fa
ilmente, isto é, as últimas 
urvas KAM a quebrarem
om o aumento da perturbação são as 
urvas mais irra
ionais possíveis, e o númeromais irra
ional possível é o número de ouro: 1
2
(
√

5 − 1).2.6 Teorema de Poin
aré- Birkho� para Número deRotação Ra
ionalComo visto na seção anterior, toros irra
ionais sofrem uma deformação emtorno de seu 
ír
ulo original quando uma pequena perturbação é adi
ionada a ha-miltoniana integrável. Com o aumento desta perturbação o toro irra
ional tende a
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ional 14ser quebrado. A quebra dos toros irra
ionais dependerá do quão irra
ional seja α edo valor da perturbação. O último toro irra
ional a ser quebrado será aquele quepossui α mais afastado possível de um número ra
ional.Em toros ressonantes (que possuem α ra
ional) e em suas vizinhanças oteorema KAM não é válido. No 
aso de toros ressonantes, 
om α(J) = r
s
, segundo oteorema de Poin
aré-Birkho�, o termo de perturbação fará 
om que os toros sejamdestruídos e apareçam 2ks (k = 1, 2, ...) pontos �xos no lugar destes, sendo ks pontoselípti
os (pontos que possuem todas as variedades estáveis) e ks pontos hiperbóli
os(pontos que possuem uma variedade estável e outra instável). A vizinhança dessestoros também sofrerá mudanças: toros irra
ionais muito próximos aos toros ra
ionaisserão destruídos.Considerando o mapa de torção não perturbado, es
olhendo um 
ír
ulo 
om

α(J) = r
s
ra
ional o qual um ponto ini
ial volte a si mesmo após s iteradas, pode-sees
olher outros dois 
ír
ulos (
urvas KAM internas e externas à α(J) = r

s
) tais que

α = α+ > r
s
mapeia na direção anti-horária a 
ada s iterações do mapa e α = α− <

r
smapeia na direção horária do 
ír
ulo a 
ada s iterações do mapa, 
omo representadona �gura 2.4.

α

α_

α +

Figura 2.4: Representação de 3 
urvas do mapa de torção não perturbado. A 
urvamais externa representa uma 
urva 
om α irra
ional tal que α = α+ > r
s
mapeia nadireção anti-horária a 
ada s iterações do mapa. A 
urva mais interna representa a
urva 
om α irra
ional tal que α = α− < r

s
mapeia na direção horária do 
ír
ulo a
ada s iterações do mapa. Entre estas duas 
urvas observa-se uma 
urva 
om α = r

sra
ional que retorna ao ponto ini
ial a 
ada s iterações do mapa.
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ional 15Se o termo de perturbação for su�
ientemente pequeno, pontos ini
ialmentena 
urva α+ após s iteradas irão se posi
ionar numa 
oordenada θ maior que a
oordenada dos pontos ini
iais, movimentando-se no sentido anti-horário. Já pontosda 
urva ini
ial α− após s iteradas irão se posi
ionar numa 
oordenada θ menorque a 
oordenada dos pontos ini
iais, movimentando-se no sentido horário. Comovisto, pelo teorema KAM, estas duas 
urvas poderão se deformar em relação as
urvas originais. Fixando θ, se variarmos J entre J− da 
urva α− e J+ da 
urva
α+, en
ontraremos uma 
urva αǫ tal que após s iteradas do mapa a 
oordenada θnão mudará. Está 
urva estará próxima a 
urva de α ra
ional e apenas terá umamudança na sua 
oordenada J .

α+

α
_α

α ε

Figura 2.5: Inserção de uma pequena perturbação à hamiltoniana integrável. Entreas 
urvas irra
ionais perturbadas que giram no sentido anti-horário e horário existiuma 
urva αǫ tal que 
ada ponto desta 
urva ao ser iterado s vezes não sofrerámudança na 
oordenada angular (θ1).Iterando s vezes 
ada ponto da 
urva αǫ obtemos uma nova 
urva α′
ǫ.Como ambas as 
urvas provem de um mapa que obede
e a preservação dasáreas, a área limitada pela 
urva αǫ é igual a limitada pela 
urva α′

ǫ. Desta forma,as 
urvas devem se 
ruzar em um número par de pontos (�gura 2.6). Cada umdestes pontos retornam a si mesmos depois de s iterações do mapa e são 
hamadosde pontos �xos de Poin
aré-Birkho�.Os pontos �xos de Poin
aré-Birkho� apresentam dois 
omportamentos dis-tintos: pontos na vizinhança de pontos �xos 
hamados elípti
os tendem a 
ir
undar



2.6 Teorema de Poin
aré- Birkho� para Número de Rotação Ra
ional 16
’

α’

αε
’

−

αε α +

Figura 2.6: Curva α′
ǫ gerada através da iteração do mapa s vezes para 
ada pontoda 
urva αǫ.

(a)

(b)

Figura 2.7: Pontos �xos gerados no 
ruzamento das 
urvas αǫ e α′
ǫ (2ks pontos) eo 
omportamento de trajetórias ini
iadas na vizinhança destes pontos. Para pontoselípti
os (a), trajetórias ini
iadas na vizinhança destes pontos tendem a 
ir
unda-losgerando toros invariantes; para pontos hiperbóli
os (b)trajetórias ini
iadas próximasa estes pontos tendem a se afastar destes.estes pontos, formando toros menores; pontos na vizinhança de pontos �xos 
hama-dos hiperbóli
os tendem a se afastar destes pontos. Com a perturbação formam-se
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ional 17a mesma quantidade de pontos �xos elípti
os (ks pontos) e hiperbóli
os (ks pontos)que se alternam no espaço de fase (�gura 2.7).

Curva KAM

Curva KAM

Curva KAM
H

H

+

H
+ H

_

_ H
_

H+

−
+

H

−

H

H

+
H

X

X’

(a)
(b)

Figura 2.8: Representação grá�
a do fen�meno de emaranhamento (ou tango) ho-mo
líni
o, representando os in�nitos 
ruzamentos que o
orrem entre as variedadesinstável e estável de um ponto hiperbóli
o. Para fa
ilitar a 
ompreensão, o ponto (a)é de�nido 
omo o ponto hiperbóli
o da esquerda e o ponto (b) o ponto hiperbóli
oda direita.Os pontos hiperbóli
os serão 
one
tados por uma separatriz. Diferente dossistemas integráveis (
omo por exemplo o pêndulo) que possuem uma separatriz su-ave interligando os pontos hiperbóli
os, a separatriz de sistemas quasi-integráveispossui um 
omportamento mais 
omplexo. No 
aso de sistemas quasi-integráveisas 
urvas que inter
eptam os pontos hiperbóli
os não se superpõe suavemente 
omoem sistemas integráveis, e sim se inter
eptam in�nitas vezes. Iremos 
onsiderar oponto hiperbóli
o 
omo a junção de quatro 
urvas: duas 
urvas 
om trajetórias quese aproximam do ponto �xo e são separatrizes da hamiltoniana H+ e duas 
urvas
om trajetórias que se afastam do ponto �xo e fazem parte da hamiltoniana H−.Assim, um ponto P perten
erá a H+ se em T n
x iterações (
om n tendendo ao in-�nito) se aproximar do ponto de singularidade. Para um ponto P perten
er a H−a transformada inversa do mapa iterada n vezes ( lim

n→+∞
T−n

x ) deve se aproximar dasingularidade. Como o período de os
ilação na separatriz tende ao in�nito, as ite-rações do mapa de um ponto ini
al P perten
ente a uma destas 
urvas tenderão ase aproximar 
ada vez mais lentamente do ponto de singularidade. Considerandodois pontos hiperbóli
os adja
entes, a 
urva H− que sai de um ponto hiperbóli
o(de�niremos 
omo o ponto hiperbóli
o da esquerda) inter
epta uma 
urva H+ que
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ional 18está se aproximando do outro ponto �xo hiperbóli
o (de�niremos 
omo o ponto hi-perbóli
o da direita). Este ponto de interse
ção entre as 
urvas (ponto X na �gura2.8) é denominado ponto homo
líni
o. Como as 
urvas H+ e H− são invariantesdo sistema, o ponto homo
líni
o deve mapear apenas outros pontos homo
líni
osperten
entes a estas duas 
urvas e, 
onsequentemente, se existe um ponto homo
lí-ni
o devem existir in�nitos outros pontos homo
líni
os e, da mesma forma, in�nitos
ruzamentos entre as 
urvas. A 
ada 
ruzamento a distân
ia entre os pontos homo-
líni
os adja
entes diminui quanto mais próximos estes estão do ponto hiperbóli
o.Assim, 
omo a área entre dois 
ruzamentos 
onse
utivos deve ser igual pois o mapado sistema quasi-integrável 
ontinua obede
endo a preservação das áreas, então aárea de�nida pelas 
urvas que se 
ruzam em pontos homo
líni
os 
onse
utivos deveser igual e, 
onsequentemente, a 
urva H− deve sofrer um alongamento na direçãotransversal à 
urva H+ enquanto sofre uma 
ontração na direção longitudinal à 
urva
H+. Isto gera uma amplitude maior de os
ilação da separatriz H− ao se aproximardo ponto hiperbóli
o. O mesmo o
orre 
om a separatriz H+ do ponto hiperbóli
o daesquerda. A 
urva de H+ inter
eptará a 
urva H− do ponto hiperbóli
o da direitain�nitas vezes e os
ilará 
om maior amplitude quanto mais se aproximar do pontohiperbóli
o da direita.

Figura 2.9: Estrutura padrão do espaço de fase do sistema quando uma pequenaperturbação é inserida na hamiltoniana integrável. Observa-se a quebra de 
urvas
om α ra
ional para s = 3 e s = 4 gerando pontos �xos elípti
os ( representados porpontos internos ao 
ír
ulos) e hiperbóli
os (representados por segmentos de reta quese 
ruzam) próximos onde anteriormente en
ontravam-se as 
urvas. Estes pontos�xos estão limitados por 
urvas KAM.Estes 
ruzamentos das variedades é 
hamado de emaranhamento (ou tango)
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líni
o. Devido a este 
omportamento, um pequeno paralelograma de 
ondi-ções ini
iais próximo a um dos pontos homo
líni
os sofrerá um estiramento e depoisdobramento similarmente ao que o
orre 
om o paralelepípedo de 
ondições ini
iaisdo mapa da ferradura. Seguindo a trajetória de duas 
ondições ini
iais muito pró-ximas e que estejam ini
ialmente nas redondezas da separatriz, veremos que elas seafastarão 
om apenas algumas iterações, 
ara
terizando a imprevisibilidade e a sen-sibilidade do sistema às 
ondições ini
iais. Estas 
ara
terísti
as sinalizam a presençade 
aos ao redor da separatriz. Esta região de 
aos preen
herá toda a região entreduas 
urvas KAM, formando uma região de 
aos lo
al.Fazendo uma ampliação da vizinhança em torno de um dos novos pontoselípti
os (formado pela quebra de um toro ra
ional) observa-se um padrão similarao do espaço fase total: 
urvas KAM em torno do ponto elípti
o 
entral, entre es-sas 
urvas pontos elípti
os e hiperbóli
os de órbitas periódi
a de ordem superiorde ressonân
ia que também se quebraram 
om a perturbação. Os pontos hiperbó-li
os formados pela perturbação destas ressonân
ias também serão 
one
tados poruma separatriz na qual as variedades estáveis e instáveis se 
ruzarão in�nitas vezes,produzindo o tango homo
líni
o. Estas variedades também poderão 
ruzar 
om asvariedades dos pontos hiperbóli
os das ressonân
ias de primeira ordem, produzindoin�nitos 
ruzamentos em pontos 
hamados pontos hetero
líni
os.Con
luímos então que o espaço de fase de um sistema quasi-integrável dedois graus de liberdade no qual a perturbação ao sistema integrável é su�
ientementepequena será formado por 
urvas KAM provenientes de 
urvas 
om α irra
ional quenão foram destruídas 
om a perturbação, pontos elípti
os e hiperbóli
os provenientesde 
urvas 
om α ra
ional, novas 
urvas KAM em torno dos novos pontos elípti
ose regiões de 
aos lo
al que preen
hem algumas regiões limitadas por duas 
urvasKAM. Esta mesma estrutura pode ser vista em 
ada ampliação do espaço de fasetotal, sendo uma estrutura fra
tal.Ao aumentar o termo de perturbação mais toros irra
ionais serão quebra-dos, gerando uma 
onexão entre áreas de 
aos lo
al. Existi uma valor do parâmetrode perturbação no qual a última superfí
ie KAM será quebrada, o que gera umatransição da presença de 
aos lo
al para a presença de 
aos global. A estruturado espaço de fase será modi�
ada: trajetórias regulares (
hamadas de ilhas) o
u-parão pequenas regiões do espaço e são envoltas por trajetórias 
aóti
as da regiãoesto
ásti
a (
onhe
ido 
omo mar 
aóti
o) que preen
herá todo o resto do espaço defase. Em torno das ilhas apare
erão "
antoris": toros densos, invariantes e instáveis
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elerador 20provenientes de toros KAM destruídos pela perturbação. Para K > Kc qualquertrajetória 
om número rota
ional irra
ional possuirá um 
antori. Podemos imaginarum 
antori 
omo sendo um toro 
om furos e, assim, uma trajetória leva um tempomuito grande para en
ontrar um destes furos e assim poder atravessá-lo. O 
antoriproduz um tipo de barreira dinâmi
a para a difusão de partí
ulas. Quanto maior fora diferença (K − Kc) e a distân
ia do 
antori da borda de uma ilha, maior será adifusão em p. Por ser uma barreira na difusão de partí
ulas, o 
antori é um geradorde transporte an�malo em sistemas dinâmi
os [7℄, [8℄.2.7 Modo a
eleradorConsiderando o mapa padrão
pn+1 = pn +Ksen(xn),

xn+1 = xn + pn+1.no domínio fundamental (0 ≤ p < 2π) e (0 ≤ x < 2π), podemos obter soluções
orrespondentes ao movimento balísti
o tanto na direção de x quanto na direção de
p, 
omo por exemplo para as 
ondições ini
iais:

p
(a)
0 = 2πm, Ksen(x

(a)
0 ) = 2πl (2.36)sendo m inteiro e l inteiro, l > 0. Substituindo estes valores no mapa obtemos:

p(a)
n = (2πl)n + 2πmque des
reve um movimento de a
eleração em direção de p, isto é: p 
res
erá linear-mente a 
ada iteração do mapa, e x 
res
erá em função de t2 ( em função do tempo,isto é, a 
ada iterada).Este modo a
elerador será estável para um 
erto intervalo de valores doparâmetro K. Para 
al
ular este intervalo utilizaremos os autovalores da Ja
obianado sistema. Sabendo-se que a Ja
obiana de um sistema de dois graus de liberdade édada por:

J =

(

∂pn+1

∂pn

∂pn+1

∂xn

∂xn+1

∂pn

∂xn+1

∂xn

)

. (2.37)Assim, para o sistema:
J =

(

1 K cos(x)

1 1 +K cos(x)

)

. (2.38)
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o 21Se o módulo dos autovalores da Ja
obiana forem menor que 1 o sistema seráestável. Assim, os autovalores serão dados através da igualdade:
λ2 − λ(2 +K cosx) + 1 = 0 (2.39)Que resulta em:

λ = 1 +
1

2
K cosx±

√

(1 +
1

2
K cosx)2 − 1 (2.40)Como, para que o sistema seja estável, |λ| < 1 obtemos que:

0 > K cos x > −4 (2.41)Substituindo a 
ondição de 2.36 em 2.41 obtemos que:
2πl < K < [4 + (2πl)2]

1

2 (2.42)Para estes intervalos de K as ilhas no espaço de fase do apresentarão modosa
elerados e, desta forma, trajetórias ini
iadas dentro das ilhas possuirão dinâmi
ade a
eleração 
onstante. Como estas 
ondições são para um ponto �xo de período1, para pontos �xos de período maior (ilhas de maior ressonân
ia) existirão outrosmodos a
eleradores estáveis [7℄, [11℄.2.8 Modo balísti
oComo visto na seção anterior, quando uma ilha apresenta modo a
eleradora trajetória de 
ondições ini
iais dentro das ilhas apresentarão a
eleração 
onstanteem função do tempo.Alguns sistemas dinâmi
os (
omo por exemplo o mapa da separatriz) apre-sentam outro tipo de dinâmi
a pe
uliar: trajetórias ini
iadas na região de ilhasapresentam velo
idade 
onstante em função do tempo. Este tipo de fen�meno édenominado modo balísti
o ou trajetórias balísti
as [11℄, [8℄.2.9 Espaços não homogêneos e ergodi
idadeUm sistema é dito ergódi
o se a média de uma função observável do espaçode fase ( f(x)) em função do tempo for igual a média desta observável em função do
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as 22espaço. Assim, um sistema ergódi
o não deve depender de x e o espaço de fase nãodeve apresentar regiões ina
essíveis à nenhuma trajetória, sendo que uma trajetóriadeve retornar várias vezes a uma região muito próxima a qualquer ponto do espaço defase. Matemati
amente podemos es
rever que, para um mapa (T ), a média temporalé dada por:
< f(x) >= lim

N→∞

1

N

N−1
∑

n=0

f(T nx). (2.43)A média espa
ial de f(x) é de�nida 
omo:
f(x) =

∫

M

f(x)dµ, (2.44)na qual M representa o espaço de fase do sistema (integrando em todo o espaço)e µ é uma medida invariante. Estas duas médias estatísti
as devem ser iguais paraquase todo x. Esta propriedade pode não ser válida para um sistema global, porémpara pequenas regiões de domínio do sistema esta pode ser válida.Assim, sistemas hamiltonianos que apresentam espaço de fase não homogênio
om a presença de trajetórias 
aóti
as e regulares não apresentam ergodi
idade, poisnenhuma trajetória ini
iada no mar 
aóti
o pode entrar em uma região das ilhas noespaço de fase. Desta forma, esta propriedade de ergodi
idade só pode ser apli
adaa uma sub-região do espaço de fase: o mar 
aóti
o.2.10 Armadilhas Dinâmi
asConsiderando um domínio A no espaço de fase, NA um número grande detrajetórias ini
iadas neste domínio, e ∆NA o número de trajetórias que es
apa dodomínio A em um intervalo de tempo entre t e t+ dt, a densidade de probabilidadede es
ape do domínio A será dada por:
ψ(t;A) = lim

∆Γ→0
lim

NA→∞

1

∆Γ

∆NA(t, A)

NA

, (2.45)sendo ∆Γ = Γ(A) (região do espaço de fase do domínio A).Existem regiões no espaço de fase em que 
ertas trajetórias ini
iadas no mar
aóti
o são atraídas permane
endo um período longo de tempo antes de es
aparem.
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as 23Estas regiões en
ontram-se nas vizinhanças de ilhas (trajetórias regulares) do es-paço de fase. Em torno das ilhas no espaço de fase podem existir toros invariantese furados (
antoris) remanes
entes de um toro KAM quebrado devido ao aumentoda perturbação. Estes 
antoris produzem uma barreira dinâmi
a no sistema e, 
omisso, uma trajetória que é atraída para a região em torno de uma ilha não 
onse-gue es
apar deste domínio enquanto não en
ontra um �furo� deste toro para poderatravessá-lo. As trajetórias que são 
apturadas por estas regiões de grude sofremin�uên
ia do movimento das ilhas. Assim, se uma ilha possui modo a
elerador, atrajetória em torno da ilha apresentará a
eleração 
onforme o número rota
ional dailha; se uma ilha possui modo balísti
o, uma trajetória que é atraída para o grudeem torno da ilha possuirá velo
idade e posição 
onstantes da mesma forma que ailha. Existem outros motivos e tipos de aprisionamento de trajetórias, entre elessão 
ara
terizados o aprisionamento devido a ilhas hierárqui
as, armadilhas de redeesto
ásti
a e armadilhas da 
amada esto
ásti
a. A presença de transporte an�maloem alguns sistemas está rela
ionado 
om as armadilhas dinâmi
as e ao tempo deaprisionamento de trajetórias no domínio de grude.2.10.1 Armadilha de ilhas hierárqui
asEste tipo de armadilha foi introduzida e des
rita por Zaslavsky em 1995.Neste tipo de armadilha uma trajetória é aprisionada por um longo período de tempoem torno de um domínio hierárqui
o de ilhas. Assim, uma trajetória sofre grude emtorno da sequên
ia de ilhas em torno de ilhas de menor ressonân
ia. A 
ada ampliaçãode uma ilha que está ao redor de uma ilha de maior amplitude, pode-se observar quea trajetória também está aprisionada a estas pequenas ilhas de menor amplitude.Quanto maior o subdomínio mais tempo uma trajetória permane
erá neste. Estetipo de armadilha pode ser observada na �gura retirada da página 475 de [11℄ (�gura2.10).2.10.2 Armadilhas de rede esto
ásti
aAs armadilhas de rede esto
ásti
a podem apare
er para os mesmos sistemasque apresentam armadilhas de ilhas hierárqui
as. Neste tipo de armadilha uma ilhaque está sofrendo bifur
ação apresentam um sub-domínio muito forte, formando umagrade, em que uma trajetória será aprisionada por um tempo muito longo (muitasvezes maior do que o tempo que a trajetória permane
e fora deste domínio), 
omo
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Figura 2.10: Figura retirada da referên
ia [11℄ a qual apresenta uma armadilhadinâmi
a de rede esto
ásti
a para o mapa padrão (K = 6, 908745). Pode-se observarque uma trajetória provinda do mar 
aóti
o é atraída para região em torno dasilhas, sofrendo aprisionamento em torno da sequên
ia de ilhas 2-3-8-8-8... . Em (a)observa-se o espaço de fase do sistema, sendo este 
omposto por duas ilhas; em (b)observa-se ampliação de uma das ilhas de (a), a qual apresenta 3 ilhas; em (
) aampliação de uma das três ilhas de (b), no qual pode-se observar 8 ilhas ao redordesta ilha.pode ser observado na �gura 2.11 (região mais es
ura da �gura).2.10.3 Armadilhas de 
amada esto
ásti
aPara que o
orra uma armadilha de 
amada esto
ásti
a uma ilha deve sofreruma bifur
ação. Uma ilha lo
alizada no mar 
aóti
o e que possui um ponto elípti
o
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Figura 2.11: Figura retirada da referên
ia [11℄ a qual apresenta uma armadilhadinâmi
a de rede esto
ásti
a para o mapa padrão (K = 6, 9009) em um parâmetromuito próximo de uma bifur
ação.bifur
a 
om o aumento do parâmetro de 
ontrole 
riando um ponto elípti
o e umponto hiperbóli
o adi
ionais ao sistema. A separatriz do sistema é destruída 
oma perturbação e em seu lugar surge uma estreita 
amada esto
ásti
a. Quanto maisaumenta-se o parâmetro de 
ontrole, maior torna-se a 
amada esto
ásti
a, até queesta se 
one
ta ao mar 
aóti
o. Na região de 
onexão 
om o mar 
aóti
o forma-se aregião da armadilha de 
amada esto
ásti
a, na qual uma trajetória pode permane
erum longo tempo sem 
onseguir ultrapassar esta 
amada, um esquema do surgimentodesta armadilha está representada na �gura 2.12 (retirada da referên
ia [11℄.2.11 Expoente de Lyapunov a tempo �nitoA estabilidade de pontos �xos e 
i
los limites pode ser melhor obtida atravésda análise dos autovalores da matriz Ja
obiana. Para trajetórias mais 
ompli
adas,utiliza-se a análise através do expoente de Lyapunov. O expoente de Lyapunovpode ser 
onsiderado uma generalização da análise de auto-valores para equaçõesdiferen
iais ou equações adiferença (mapas), sendo a quantidade de expoentes deLyapunov de um sistema a mesma quantidade de dimensões deste. Pode-se entendero expoente de Lyapunov geometri
amente da seguinte forma: 
onsiderando uma�hiper-esfera�(
om a mesma dimensão do sistema) de raio in�nitesimal δr ini
ial,
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Figura 2.12: Figura retirada da referên
ia [11℄ que apresenta um esquema do surgi-mento de uma armadilha de 
amada esto
ásti
a. Em (a) observa-se a ilha ini
ial quesofrerá bifur
ação; em (b)o ponto elípti
o bifur
ou gerando mais um ponto elípti
oe um ponto �xo hiperbóli
o, e na região do ponto hiperbóli
o uma região de 
aosque não está 
one
tada 
om a região de 
aos externa a ilha; em (
) o
orre a 
onexãoentre a região de 
aos interna à ilha e a região de 
aos externa à ilha, formando uma
amada esto
ásti
a.evoluindo esta �hiper-esfera� por um longo tempo, a imagem desta �hiper-esfera� emrelação às equações de movimento será um �hiper-elipsóide� 
om 
oordenadas daordem de δr ·exp (λi), i = 1, 2, m, no qual m é a dimensão do sistema e λi o expoentede Lyapunov. Assim, quando todos os expoentes de Lyapunov foram negativos,
ondições ini
iais muito próximas 
onvergem para uma mesma trajetória (e os errosde um sistema diminuem em importân
ia 
om o tempo). Já se houver pelo menos umexpoente de Lyapunov positivo, trajetórias que ini
iaremmuito próximas se afastarãoexponen
ialmente 
om o tempo [13℄. O expoente de Lyapunov pode ser 
al
ulado
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ara
teriza a estabilidade de uma variedade lo
almente, ou atempo in�nito, o qual 
ara
teriza a estabilidade global desta variedade, e é a médiados expoentes de Lyapunov lo
ais.Como o expoente de Lyapunov a tempo �nito quanti�
a as divergên
iase 
ontrações lo
ais no espaço de fase [14℄, este pode ser utilizado para analisar ain�uên
ia das regiões de grude sobre a dinâmi
a total de um sistema. Assim, quandouma trajetória é aprisionada por um determinado tempo em uma região de grude,o expoente de Lyapunov a tempo �nito desta trajetória torna-se muito próximo dezero e, quando o sistema sai do aprisionamento e retorna a região do mar 
aóti
o seuexpoente aumenta tornando-se mais positivo.



Capítulo 3Mapa Padrão
3.1 IntroduçãoO mapa padrão, também 
onhe
ido 
omo mapa de Chirikov-Taylor, apre-senta dinâmi
a genéri
a pois vários modelos podem ser reduzidos a este. Assim,este modelo possui apli
ação em diversas áreas, sendo apli
ado em vários proble-mas de físi
a de plasma, matéria 
ondensada, a
eleradores de partí
ulas, e tambémna dinâmi
a de 
ometas no sistema solar, entre outros. Este sistema foi utilizadopor Chirikov para analisar a quebra do último toro KAM proveniente do sistemaintegrável, representando uma transição do sistema: regiões de 
aos lo
al que eramlimitadas por 
urvas KAM passam a se 
one
tar 
om a quebra do último toro KAMremanes
ente, formando uma extensa região 
aóti
a (mar 
aóti
o) . Sua dinâmi
a édada pelas seguintes equações:

pn+1 = pn −Ksen(xn), (3.1)
xn+1 = xn + pn+1. (3.2)O mapa des
reve a dinâmi
a de um rotor pulsado: a 
ada intervalo de tempo
onstante o rotor sofre um �
hute� 
om duração de tempo in�nitesimal. O termo

Ksen(xn) representa a força e a direção do 
hute, sendo que a direção é de�nidaatravés do sinal deste termo (− ou +), o sinal translada a estrutura do espaço defase podendo até modi�
a-la. Assim, este sistema é des
rito e obtido através daseguinte hamiltoniana:
H =

p2

2I
−K cos(x)

∞
∑

n=−∞

δ(τ − nT ). (3.3)28



3.1 Introdução 29Sendo que a variável xn 
orresponde ao ângulo (posição) do rotor e pn 
or-responde ao momento angular, sendo estas as variáveis 
an�ni
as do sistema. Estemapa é de�nido tanto no toro ( −π < p < π e 0 < x < 2π), quanto no 
ilindro(−∞ < p <∞ e 0 < x < 2π) ou no espaço in�nito (−∞ < p <∞ e −∞ < x <∞).Porém, 
omo x é a variável ângulo no sistema, limitaremos este em 0 < x < 2π [11℄.Se �zermos a mudança de variável pn → pn +2π em 3.1 observaremos que não haverámudança em 3.2, assim, este mapa é periódi
o em pn 
om período 2π, podendo entãoser reduzido ao sistema no toro [10℄.Para K = 0 este sistema torna-se integrável, pn+1 = pn = pc e a 
ada iteradado mapa é adi
ionado o valor de pc à variável ângulo (xn). O espaço de fase dosistema é formado por in�nitas 
urvas invariantes 
om p 
onstante, 
omo pode serobservado na �gura 3.1(a), na qual as 
urvas (retas fe
hadas) são toros 
om númerorota
ional irra
ional e regiões de p 
onstante na qual as 
urvas apresentam apenasalguns pontos (número �nito de pontos) representam 
urvas 
om número rota
ionalra
ional, sendo o número de pontos o período da trajetória.Para K 6= 0 o sistema torna-se quase-integrável e quanto maior o valor de K,maior a perturbação ao sistema integrável. Com o aumento do valor da perturbação,as 
urvas KAM remanes
entes do sistema integrável a
abam se quebrando, gerandouma 
onexão entre regiões de 
aos lo
al anteriormente limitadas por estas 
urvas.Para o mapa padrão, o valor de Kc em que o
orre a quebra do último toro é de
K ≈ 0, 9716. Para K < Kc as regiões de trajetórias 
aóti
as estão limitadas nadireção de p e tanto o momento quanto a energia do sistema estão 
on�nados a umintervalo restrito de valores para qualquer tempo. Para K > Kc, o movimento dastrajetórias 
aóti
as não é limitado na direção p pois estas 
urvas invariantes foramquebradas. Podemos retirar a limitação do movimento de p no espaço de fase e,assim, tanto a velo
idade quanto a energia do sistema poderão apresentar valoresarbitrariamente altos. Essas trajetórias formam o mar 
aóti
o (ou esto
ásti
o) noespaço de fase. A transição sofrida pelo espaço de fase em função do parâmetro Kpode ser observada na �gura 3.1, em (a) K = 0, (b) K = 0, 5, (
) K = 0, 9 e (d)
K = 1, 1.Este mapa é 
onservativo e preserva áreas no espaço de fase x− p (o deter-minante da Ja
obiana é igual a 1). Se de�nirmos uma região no espaço de fase, o
onjunto de 
ondições ini
iais dentro desta região o
upará, após n iteradas do mapa,uma outra região do espaço de fase que possuirá mesma área da região ini
ial.
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(a) (b)

(
) (d)Figura 3.1: Espaço de fase do mapa padrão para diferentes valores do parâmetro deesto
a
idade K, sendo (a) K = 0, (b) K = 0, 5, (
) K = 0, 9 e (d) K = 1, 1.3.2 Armadilhas dinâmi
asUma trajetória ini
iada no mar 
aóti
o pode sofrer aprisionamento em algumdomínio do espaço de fase podendo permane
er um longo período de tempo até
onseguir es
apar deste domínio. Podemos observar nas �guras 3.2 e 3.3 exemplosdeste aprisionamento para o mapa padrão 
om movimento limitado ao toro. Na�gura 3.2(a) podemos observar uma região mais es
ura no espaço de fase, esta regiãoé mais visitada do que as outras partes do espaço de fase, é a região de grude emtorno da ilha prin
ipal no espaço de fase. É interessante notar que o grude o
orreem torno de apenas uma das ilhas primárias do mapa, esta ilha não possui vin
ulo
om a outra ilha do espaço de fase. Através da �gura 3.2(b) podemos observar oque o
orreu 
om a trajetória. Para um tempo n < 104 a trajetória se desenvolvia naregião esto
ásti
a do mar 
aóti
o e seu expoente de Lyapunov a tempo �nito estavaem torno de 1, 5, o que 
ara
teriza uma trajetória 
aóti
a. Logo depois a trajetória
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(a) (b)Figura 3.2: (a) Trajetória no espaço de fase de apenas uma 
ondição ini
ial para omapa padrão 
omK = 6, 900796 e (b)o expoente de Lyapunov a tempo �nito (tempo100) para esta trajetória.sofreu um aprisionamento em torno de uma das ilhas prin
ipais, permane
endo umperíodo longo em torno da ilha, no grude. Esta trajetória 
onsegue es
apar do grudee volta a ter um movimento 
aóti
o na região de esto
a
idade. Estas diferentes fasesda trajetória também estão 
ara
terizadas na �gura 3.3.3.3 V�os no espaço de fase limitado ao 
ilindroSe retirarmos a limitação do movimento em p (o domínio no espaço de faseserá 0 < x < 2π e −∞ < p < ∞) podemos observar que uma trajetória pode nãosofrer aprisionamento em torno de uma ilha, e sim apresenta v�os no espaço de fase,esses v�os 
ara
terizam os modos a
eleradores das ilhas.Para o 
aso do movimento limitado ao toro, uma trajetória que é aprisionadaem torno de uma ilha de modo a
elerador sofre a
eleração mas, 
omo p é limitadoentre −π e π, a trajetória a
aba sendo transladada para a região ao redor da ilha(pois o mapa é periódi
o em p a 
ada a
rés
imo de 2π) e assim permane
e em tornodesta por um longo período de tempo antes de es
apar.Porém, se o espaço de fase é ilimitado, a trajetória não será transladada parao espaço de fase de −π < p < π e, assim, o modo a
elerador provo
ará um aumentoaproximadamente linear no momento (p) da trajetória, o que 
ara
teriza estes v�osno espaço de fase do sistema quando p não possui limitação. Podemos observar na
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(a) (b)

(
) (d)Figura 3.3: (a) Expoente de Lyapunov a tempo �nito (tempo 100) para a trajetóriado espaço de fase de (b), (
) e (d). Em (b) a trajetória até n = 11200 (antes de seraprisionada); em (
) n = 13000, observa-se o aprisionamento da trajetória entorno deuma das ilhas prin
ipais; (d) trajetória no espaço de fase de n = 13000 até n = 15000.�gura 3.4 que estes v�os podem ser 
ara
terizados via expoente de Lyapunov a tempo�nito da mesma forma que as regiões de grude para o 
aso do movimento limitadoao toro.
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(a) (b)Figura 3.4: (a) Espaço de fase no 
ilindro (p não limitado) para apenas uma 
ondiçãoini
ial ini
iada no mar 
aóti
o (do espaço de fase limitado - no toro) para K =

6, 574798 e (b) expoente de Lyapunov a tempo �nito (tempo 100) desta trajetória.3.4 Ergodi
idadePara o movimento no 
ilindro (movimento não limitado na direção de p) astrajetórias podem sofrer v�os no espaço de fase e logo depois sofrer uma difusão naregião de esto
a
idade, sofrendo pequenos v�os devido a in�uên
ia de pequenas ilhas(mi
roilhas) que não são visíveis no espaço de fase. As trajetórias podem al
ançarvalores altos de momento, 
omo podemos observar na �gura 3.5(a). Entretanto,se es
olhermos muitas 
ondições ini
iais aleatórias podemos observar que a médiado momento destas partí
ulas em função do tempo tende a zero. Como o sistemaé 
onservativo, não deve violar a segunda lei da termodinâmi
a, 
omo pode serobservado na �gura 3.5(b) (não devem apare
er 
orrentes no sistema). Quanto mais
ondições ini
iais, mais próximo de zero tende esta média. Assim, podemos 
on
luirtambém que o sistema não é ergódi
o, pois a média do momento para apenas umatrajetória em função do tempo (�gura 3.5(a)) não possui o mesmo valor do que amédia de muitas 
ondições ini
iais iteradas em um tempo pequeno (�gura 3.5(b)).
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(a) (b)Figura 3.5: (a) Momento de uma partí
ula (ini
iada no mar 
aóti
o) em função dotempo; (b) média do momento de 5 · 106 (preto) e 107 (vermelho) partí
ulas emfunção do tempo para K = 6, 574798.3.5 Mapa padrão 
om dissipaçãoQuando inserimos um termo de dissipação (γ) no mapa padrão na forma:
pn+1 = γpn −Ksen(xn), (3.4)
xn+1 = xn + pn+1, (3.5)sendo 0 < γ < 1, obtemos o determinante da Ja
obiana do mapa igual ao valorde γ. Como γ < 1, o determinante da Ja
obiana será menor do que 1 e assim adinâmi
a do sistema deve 
onvergir para uma região atrativa do espaço de fase 
omárea nula. Assim, uma trajetória levará um tempo transiente antes de ser atraídapara um ponto �xo ou uma linha, ou até mesmo um atrator 
aóti
o. Para K = 0as trajetórias são atraídas para uma linha em p = 0. Para outros valores de K,o sistema pode ser atraído para pontos �xos de diferentes períodos 
omo mostra a�gura 3.6. ParaK = 8, 8, o sistema apresenta um atrator 
aóti
o, 
omo pode serobservado na �gura 3.7, sendo que em 3.7(b) podemos observar a fra
talidade desteatrator. Uma trajetória no espaço de fase 
om p não limitado também passa por umperíodo de transiente antes de ser atraido para algum tipo de atrator. Este períodode transiente dependerá do quão forte é a dissipação. Para o 
aso da �gura 3.9, emque K = 6, 90833 e γ = 0, 999, podemos observar que no transiente a trajetória sofrev�os, isto é, é in�uen
iada por modos a
eleradores do sistema. Podemos observar
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(a) (b)

(
) (d)

(e)Figura 3.6: (a) Espaço de fase para −π < p < π para o sistema dissipativo 
om
γ = 0, 999 e K = 6, 90833, para apenas uma 
ondição ini
ial. As �guras (b) e (d)são zoom das �guras (a) e (
) respe
tivamente; (e) trajetória indo para um ponto�xo de período 1.
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(a) (b)Figura 3.7: (a) Trajetória no espaço de fase de apenas uma 
ondição ini
ial para omapa padrão 
om dissipação, K = 8, 8 e γ = 0, 1, mostrando o apare
imento de umatrator 
aóti
o e (b) o zoom de uma parte do atrator mostrando sua fra
talidade.que esta a
eleração é tanto na direção positiva quanto negativa e isto faz 
om quea trajetória não apresente uma direção preferen
ial de movimento, 
omo pode serobservado pelo histograma dos momentos da trajetória enquanto esta en
ontra-se notransiente (�gura 3.9(e)).

Figura 3.8: Espaço de fase para −∞ < p < ∞ para o sistema dissipativo 
om
γ = 0, 999 e K = 6, 90833, para apenas uma 
ondição ini
ial. A �gura apresenta oespaço de fase para 105 iteradas do mapa (esta trajetória é atraída pelo ponto �xo -de período 2 - após n = 107).
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om dissipação 37Na referên
ia [12℄ utiliza-se o mapa padrão dissipativo da forma:
pn+1 = e−Γpn +Ksen(xn), (3.6)
xn+1 = xn + pn+1. (3.7)Com este sistema o artigo apresenta numeri
amente a existên
ia de intervalosde parâmetro (K) no qual o sistema apresenta trajetórias atrativas não-
aóti
asrela
ionadas a um modo balísti
o, no qual a 
oordenada x aumenta 
om o número deiteradas quando o sistema é não limitado em x, apresentando um transporte balísti
oe, dependendo do parâmetro, até mesmo super difusivo. Neste sistema a
redita-seque o transporte an�malo é devido a 
ertas estruturas do espaço de fase que fazem
om que uma trajetória apresente duas es
alas de tempo diferentes, sendo uma destas
omparável as armadilhas dinâmi
as presentes nos sistemas Hamiltonianos.
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(a) (b)

(
) (d)

(e)Figura 3.9: (a) Apresenta p em função do tempo para a trajetória da �gura 3.5;(b) ampliação de (a) para 9000 < n < 18000; (
) apresenta o espaço de fase datrajetória para 16050 < n < 16170 e (d) para o intervalo de tempo 9320 < n < 9400mostrando v�os no espaço de fase que o
orrem na direção direções opostas; (e)apresenta a distribuição dos momentos da trajetória para n = 107 iteradas.



Capítulo 4Mapa Padrão Dissipativo eAssimétri
o
4.1 Apresentando o modeloComo visto na introdução, para que um sistema apresente transporte em umadireção preferen
ial é ne
essária a quebra de simetria espa
ial e temporal. Assim,para analisarmos este fen�meno, será introduzido um termo de assimetria espa
ialno poten
ial do mapa padrão:

V (x, τ) = −K
[

cos(x) +
a

2
cos(2x+ φ)

]

∞
∑

n=−∞

δ(τ − nT ). (4.1)sendo K o parâmetro de esto
a
idade, a o parâmetro de assimetria espa
ial (quando
a 6= 0 a simetria espa
ial do sistema é quebrada), φ 6= mπ sendo m um númerointeiro. Este novo poten
ial de�nirá o movimento de uma partí
ula em uma dimensão([x ∈ (−∞,∞)]) devido a um poten
ial assimétri
o pulsado.Utilizaremos o poten
ial negativo (ao 
ontrário do poten
ial apresentado nareferên
ia [3℄) para melhor observação do espaço de fase do mapa. Para gerar o mapautilizaremos a hamiltoniana:

H =
p2

2I
−K

[

cos(x) +
a

2
cos(2x+ φ)

]

∞
∑

n=−∞

δ(τ − nT ). (4.2)
39



4.1 Apresentando o modelo 40As equações de movimento para as variáveis 
an�ni
as p e x serão dadas por:
dx

dτ
=

∂H

∂p
, (4.3)

dp

dτ
= −∂H

∂x
. (4.4)Obtendo-se:

dx

dτ
=

p

I
, (4.5)

dp

dτ
= −K

[sen(x) +
a

2
sen(2x+ φ)

]

∞
∑

n=−∞

δ(τ − nT ). (4.6)Considerando:
pn = lim

ǫ→0
p(τ = nT − ǫ)

p∗n = lim
ǫ→0

p(τ = nT + ǫ)

pn+1 = lim
ǫ→0

p(τ = (n+ 1)T − ǫ)Integrando as equações (4.5) e (4.6) no intervalo de nT+ǫ < τ < (n+1)T−ǫobtemos que:
x[(n + 1)T − ǫ] − x[nT + ǫ] =

p[nT + ǫ]

I
(T − 2ǫ),

p[(n+ 1)T − ǫ] − p[nT + ǫ] = 0.Apli
ando o limite para ǫ→ 0:
xn+1 = x∗n +

p∗n
I

(T − 2ǫ), (4.7)
pn+1 = p∗n (4.8)Integrando as equações (4.5) e (4.6) no intervalo de nT − ǫ < τ < nT + ǫobtemos que:

x[nT + ǫ] − x[nT − ǫ] =
p[nT − ǫ]

I
(2ǫ),

p[nT + ǫ] − p[nT − ǫ] = −K [sen(x[nT − ǫ]) + asen(2x[nT − ǫ] + φ)] .Fazendo o limite quando ǫ→ 0:
x∗n = xn, (4.9)
p∗n = pn −K [sen(xn) + a sen(2xn + φ)] . (4.10)



4.1 Apresentando o modelo 41Substituindo (4.9) e (4.10) em (4.7) e (4.8) temos que:
xn+1 = xn +

pn+1

I
T, (4.11)

pn+1 = pn −K [sen(xn) + a sen(2xn + φ)] . (4.12)Multipli
ando 4.12 por T
I
e fazendo a mudança de variável pT

I
→ p e K T

I
→

K e novamente p→ p e K → K obtemos :
pn+1 = pn −K [sen(xn) + a sen(2xn + φ)] ,

xn+1 = xn + pn+1.Adi
ionando um termo de dissipação em pn (o qual fará o papel de assimetriatemporal), obtemos o mapa do nosso sistema:
pn+1 = γpn −K [sen(xn) + a sen(2xn + φ)] , (4.13)
xn+1 = xn + pn+1. (4.14)Sendo p a variável momento e x sua variável 
onjugada. O termo de dissi-pação γ perten
e ao domínio [0,1℄, quando γ = 1 o sistema é 
onservativo e quando

γ = 0 o sistema é superamorte
ido. O termo de fase do sistema φ é �xado 
om o valor
π/2 no sistema e termo a sen(2xn + φ) produz a assimetria do sistema, 
omo podeser observado no seguinte exemplo: 
onsiderando 
omo 
ondição ini
ial do sistema
p0 = p′ e x0 = x′, obtém-se que:

p′1 = γp′ −K [sen(x′) + a cos(2x′)] ,

x′1 = x′ + p′1.Se utilizarmos 
omo 
ondição ini
ial p0 = −p′ e x0 = −x′, obtemos que:
p′′1 = γ(−p′) −K [sen(−x′) + a cos(−2x′)] ,

x′′1 = −x′ + p′′1.Que resulta em:
p′′1 = −γp′ −K [−sen(x′) + a cos(2x′)] ,

x′′1 = −x′ + p′′1.Quando a = 0 o sistema é simétri
o: p′1 = −p′′1 e x′1 = −x′′1 porém, quando
a 6= 0: p′1 6= −p′′1 e x′1 6= −x(1)′′, quebrando a simetria do sistema.



4.1 Apresentando o modelo 42A análise abaixo e as de�nições do sistema são feitas da mesma maneira quena referên
ia [3℄.A ja
obiana do sistema será dada por:
J =

(

γ −K[cos(x) + 2a cos(2x+ φ)]

γ 1 −K[cos(x) + 2a cos(2x+ φ)]

)

. (4.15)O determinante desta matriz é igual a γ e, assim, quando γ = 1 podemosdizer que este mapa preserva a área no espaço de fase e é 
onservativo (
omo propõeo teorema de Liouville). Quando J < 1 (γ < 1) a dinâmi
a do sistema não preservamais a área no espaço de fase e sua dinâmi
a do sistema 
onvergirá para uma regiãoatrativa do espaço de fase 
om área nula (pontos �xos, 
i
los limite ou até mesmoatratores estranhos).Para a análise de estabilidade linear do sistema faremos apenas a análise depontos �xos de período um. Assim, para pn+1 = pn = p∗ e xn+1 = xn = x∗ temosque:
x∗ = x∗ + p∗,

p∗ = p∗ −K [sen(x∗) + a sen(2x∗ + φ)] .Que resulta em:
p∗ = 2lπ, l inteiro,

2lπ(γ − 1) = K [sen(x∗) + a sen(2x∗ + φ)]Estes pontos são en
ontrados gra�
amente nos pontos em que a 
urva f(l, γ) =

2lπ(γ − 1) inter
epta a 
urva f(K, a, φ, x∗) = K [sen(x∗) + a sen(2x∗ + φ)] (ver �-gura 4.2). Para analisar a estabilidade dos pontos �xos utilizaremos os autovaloresda Ja
obiana do sistema (equação 4.15):
∣

∣

∣

∣

∣

γ − λ −K[cos(x∗) + 2a cos(2x∗ + φ)]

γ 1 −K[cos(x∗) + 2a cos(2x∗ + φ)] − λ

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (4.16)De�nindo φ = π/2 obtemos que:
λ1 =

1

2
{γ + 1 −K[cos(x∗) − 2a sen(2x∗)] +

√

{γ + 1 −K[cos(x∗) − 2a sen(2x∗)]}2 − 4γ}

λ2 =
1

2
{γ + 1 −K[cos(x∗) − 2a sen(2x∗)] −

√

{γ + 1 −K[cos(x∗) − 2a sen(2x∗)]}2 − 4γ}



4.1 Apresentando o modelo 43Fazendo o grá�
o de |λ| obtemos as 
urvas da �gura 4.1. Como a estabilidadede pontos �xos de um mapa é dada por:
• |λ| < 1: estável,
• |λ| > 1: instável.Para γ < 1 existem regiões onde os pontos �xos serão estáveis. Plotando estesintervalos em que o ponto �xo é estável juntamente 
om as 
urvas f(l, γ) = 2lπ(γ−1)e f(K, a, φ, x∗) = K [sen(x∗) + a sen(2x∗ + φ)] obtemos a �gura 4.2.

Figura 4.1: Módulo do autovalor da Ja
obiana do sistema para os parâmetros K =

6, 5, a = 0, 5 e φ = π
2
. Para γ = 1 (preto),γ = 0, 9999 (vermelho), 0, 9 (verde) e

γ = 0, 7 (azul). Quando |λ| > 1 o ponto �xo é estável.Este sistema será analisado no domínio de −∞ < p < ∞ e 0 < x < 2π,espaço de fase em um 
ilindro. Assim, pode-se atribuir qualquer valor a p 
omo
ondição ini
ial, entretanto, quando o sistema é iterado apresenta um valor máximoe mínimo de p, limitando sua energia e, assim, o espaço de fase do sistema é limitadona direção de p devido ao próprio sistema. Se 
onsiderarmos o valor de máximo dafunção −K[sen(xn) + asen(2xn + φ)], 
onsiderando φ = π/2, podemos obter que:
|pn+1| ≤ γ|pn| +K[1 + a].Fazendo a mudança de variável γ → (1 − ν):

|pn+1| ≤ (1 − ν)|pn| +K[1 + a]. (4.17)Se
|pn| >

K[1 + a]

ν
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Figura 4.2: Nesta �gura a região sombreada apresenta os intervalos de estabili-dade dos pontos �xos para os parâmetros K = 6, 5, a = 0, 5 e φ = π
2
. Curva

f(K, a, φ, x∗) = K [sen(x∗) + asen(2x∗ + φ)] (preta) e as 
urvas f(l, γ) = 2lπ(γ − 1):
l = 0 para γ qualquer (em verde); l = −1 e γ = 0, 483 (em vermelho); e l = −1e γ = 0, 224 apresentam os pontos �xos do sistema, pontos em que estas 
urvas se
ruzam.então, substituindo em 4.17 obtemos que

|pn+1| ≤
K[1 + a]

νe
|pn+1| < |pn|,gerando um valor máximo e mínimo para p no espaço de fase, isto é, o movimentono espaço de fase não será mais em um 
ilindro, e sim em um 
erto domínio de p e

x, fazendo 
om que a energia do sistema não 
hegue a valores muito elevados.4.2 Espaço de fase do sistema 
onservativoPara γ = 1 o sistema torna-se 
onservativo, podendo ser analisado no espaçode fase em um domínio x ∈ [0, 2π] e p ∈ [−π, π]. O espaço de fase deste sistemaapresenta as mesmas propriedades do mapa padrão, porém suas ilhas são muitomenores (o
upam menos de 0, 5% do espaço de fase). Quando K = 0 o sistematorna-se integrável e igual ao sistema do mapa padrão para K = 0. Para K 6= 0 osistema é quase integrável e seu espaço de fase será modi�
ado segundo o teoremade Poin
aré-Birkho� e o teorema KAM.



4.2 Espaço de fase do sistema 
onservativo 45Com o aumento da perturbação (parâmetro K em nosso sistema) os torosirra
ionais sofrerão deformações e, dependendo do quão forte seja a perturbação,tenderão a quebrar. O último toro KAM a ser quebrado será aquele que possui nú-mero rota
ional mais irra
ional. Os toros ra
ionais também sofrerão quebra, gerandopontos �xos (l ·s pontos elípti
os e l ·s pontos hiperbóli
os, sendo l um número inteiropositivo e s o número de iterações do mapa para que este retorne ao ponto ini
ial).Existirão toros menores em torno dos pontos �xos elípti
os e regiões de 
aos lo
alentre 
urvas KAM que sofrerão apenas deformações. Com a destruição de todas ostoros KAM originais do sistema integrável as regiões de 
aos lo
al se 
one
tarão,gerando uma região de 
aos global (mar 
aóti
o).

(a) (b)Figura 4.3: Espaço de fase do sistema para diferentes valores de K, sendo a = 0, 6 e
φ = π/2. Para (a) K = 0, 1 e (b) K = 0, 3.Estas transformações do espaço de fase para o nosso sistema estão ilustradasnas �guras 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 
onsiderando a = 0, 6 e φ = π/2. Na �gura 4.3(a)(K = 0, 1) observa-se a deformação sofrida por toros KAM e a formação de pontos�xos elípti
os (
entro das 
urvas fe
hadas). Na �gura 4.3(b) (K = 0, 3) observa-sea presença de regiões de 
aos lo
al limitadas por 
urvas KAM, que se lo
alizam naregião da separatriz.Para K = 0, 35, podemos observar na �gura 4.3 a trajetória de apenas uma
ondição ini
ial. Esta trajetória foi iterada 1012 vezes e �
ou limitada a uma 
ertaregião do espaço de fase. Como este tempo é 
onsiderado um tempo longo de iteração,há evidên
ias de que exista uma 
urva KAM que separa as duas regiões de 
aos no
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(a) (b)Figura 4.4: Em (a) o espaço de fase do sistema para K = 0, 35, a = 0, 6 e φ = π/2 eem (b) trajetória de apenas uma 
ondição ini
ial iterada 1012 vezes.espaço de fase. Entretanto, este toro pode ter quebrado (
antori), mas seus "furos"podem ser tão pequenos ou pou
os, que uma trajetória demore um tempo mais longopara atravessá-los.

(a) (b)Figura 4.5: Em (a) o espaço de fase do sistema para K = 0, 4, a = 0, 6 e φ = π/2 eem (b) trajetória de apenas uma 
ondição ini
ial iterada 106 vezes.Quando K = 0, 4 o último toro KAM já está quebrado, em seu lugar existeum 
antori que di�
ulta, porém não impede a passagem de um trajetória para qual-
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aos. Na região de intervalos de parâmetros próxima a
K = 0, 35 e K = 0, 40 o
orre a quebra do último toros KAM 
om número rota
i-onal irra
ional (proveniente do sistema integrável), gerando a transição do sistemade esto
a
idade lo
al para esto
a
idade global. Podemos observar que a quebra doúltimo toro KAM para o sistema o
orre muito antes do que a quebra do último toropara o mapa padrão (que o
orre em Kc ≈ 0, 9716). A quebra do último toro KAMdo sistema dependerá também do valor de a.

Figura 4.6: Espaço de fase do sistema para K = 0, 8, a = 0, 6 e φ = π/2.Quanto maior for a diferença entre K e Kc, menor é a barreira dinâmi
apara a difusão de partí
ulas. Podemos observar na �gura 4.6 que o espaço de faseapresenta ilhas en
rustadas no mar 
aóti
o.Com o aumento do parâmetro de esto
a
idade o tamanho das ilhas tende adiminuir, aumentando a região de esto
a
idade no sistema. Para K = 6, 5 e a = 0, 6(�gura 4.7) podemos observar 3 ilhas prin
ipais (período 3) que o
upam menos de
1% do espaço de fase. Podemos observar que as ilhas prin
ipais são rodeadas poroutras ilhas (se
undárias), e que em torno destas ilhas existe região de grude (�gura4.7(b)). Como as ilhas se tornam muito pequenas, não é possível observar a formaçãoda sequên
ia de ilhas em torno de ilhas, porém é provável que este fen�meno devaexistir, e assim devem existir ilhas em torno das ilhas se
undárias, e assim por diante.Também podemos observar 
omo o parâmetro a interfere no sistema: 
om-parando o espaço de fase do sistema para K = 6, 5. Para a = 0, 6 (�gura 4.7) osistema apresenta 3 ilhas prin
ipais, enquanto que, para a = 0, 5 (�gura 4.8) obser-
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(a) (b)Figura 4.7: (a) espaço de fase do mapa padrão 
om termo de assimetria espa
ial
(a = 0, 6), K = 6, 5 e φ = π/2; (b) zoom da região de uma das ilhas prin
ipais deperíodo 3.vamos 4 ilhas prin
ipais. Assim, as bifur
ações que o
orrem no sistema dependerãotambém do parâmetro a. Quanto maior for a, menor será o valor de K em que o
orrea quebra do último toro KAM. Também podemos observar na �gura 4.8 variedadesnas quais a trajetória 
onsegue es
apar da região de grude.Outra 
ara
terísti
a que podemos observar no espaço de fase é o aprisiona-mento de trajetórias em torno das ilhas prin
ipais (grude), 
omo pode ser observadonas �guras 4.7, 4.8 e 4.9. Na �gura 4.9 podemos observar um tipo espe
ial de apri-sionamento dinâmi
o: aprisionamento da 
amada esto
ásti
a, na qual uma ilha 
omum ponto elípti
o 
entral bifur
a 
riando dois pontos �xos, elípti
o e hiperbóli
o,gerando duas novas 
urvas invariantes e 
aos lo
al ao redor destas (no lugar da se-paratriz). Com o aumento do parâmetro de esto
a
idade a região de 
aos lo
al se
one
ta 
om a região do mar 
aóti
o. Nas bordas das ilhas prin
ipais (�gura 4.9)também pode-se observar a presença de aprisionamento de trajetórias.Este sistema também apresenta ilhas 
om modos a
eleradores (por exemplopara K = 3, 6 e K = 6, 5 para a = 0, 6) e ilhas 
om modo balísti
o (por exemplopara K = 6, 0971 e a = 0, 6), o
orrendo aprisionamento de trajetórias em ambos os
asos. Este tipo de armadilha dinâmi
a pode ser observada para diferentes valoresde K, sendo uma propriedade fra
tal do sistema. Dois valores de K muito próximospodem apresentar ou não aprisionamento de trajetórias. Esta propriedade pode ser
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(a) (b)

(
)Figura 4.8: Espaço de fase do sistema para os parâmetros a = 0, 5, K = 6, 5 e
φ = π/2; (a) e (b) apresentam o ampliação de uma das ilhas prin
ipais de período4, 
ara
terizando o aprisionamento de uma trajetória ao redor da ilha.quanti�
ada através do expoente de Lyapunov a tempo �nito [14℄. Se uma trajetóriaestá aprisionada na região de grude o expoente de Lyapunov se aproxima de zero(trajetória se aproxima de uma variedade estável), aumentando sua estabilidade.Quando a trajetória se afasta da região de grude o expoente de Lyapunov a tempo�nito torna-se mais positivo (próximo ao valor de 1, 5). Assim, se �zermos a fração deexpoentes de Lyapunov a tempo �nito próximos a zero em relação a todos os valoresde expoente de Lyapunov a tempo �nito 
al
ulados de uma trajetória poderemosquanti�
ar a fração de tempo que esta trajetória sofreu a in�uên
ia do grude. Na�gura 4.10 foi 
al
ulada a fração de expoentes de Lyapunov a tempo �nito (médiaa 
ada 100 tempos) menor do que 0, 20 de uma trajetória ini
iada em x0 = 0, 7 e
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(a) (b)

(
) (d)Figura 4.9: Ampliação do espaço de fase do sistema para uma ilha de período 3,parâmetros a = 0, 6, e φ = π/2, mostrando a bifur
ação que o
orre para a sequên
iade parâmetros (a) K = 6, 052; (b) K = 6, 053; (
) K = 6, 058 (d)K = 6, 06.
p0 = 0, 5 e iterada em 108 tempos, mostrando vários domínios em que existe aprisi-onamento de trajetórias. Esta 
urva apresenta fra
talidade e, assim, dois valores deparâmetro muito próximos, tão próximos quanto se queira, podem apresentar maiorou menor aprisionamento de trajetórias ou até mesmo um destes apresentar grude eo outro não.Como visto, o aprisionamento de trajetórias afeta o transporte e a difusão daspartí
ulas no sistema, entretanto, quando inserimos várias partí
ulas obtemos que amédia do momento (e velo
idade das partí
ulas) no sistema tende a ser nulo. Comoeste sistema é 
onservativo (possui |J | = 1), nem mesmo os termos de assimetriaafetarão a média das velo
idades do sistema, 
omo pode ser observado na �gura 4.11
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Figura 4.10: Fração de expoentes de Lyapunov a tempo �nito (tempo 100) maioresque 0,20 em função do parâmetro de esto
a
idade (K) para uma trajetória ini
iadaem p0 = 0, 5 e x0 = 0, 7 e iterada 108 vezes, sendo p limitado (−π < p < π),utilizando-se os parâmetros a = 0, 6 e φ = π/2.para 106 
ondições ini
iais iteradas a 100 tempos, variando-se a e mantendo os outrosparâmetros �xos (a) e variando φ e mantendo os outros parâmetros �xos (b).4.3 Inserindo a dissipaçãoDevido a segunda lei da termodinâmi
a, direções preferen
iais de 
orrente outransporte são proibidas para sistemas em equilíbrio. Entretanto, em sistemas forado equilíbrio, se forem quebradas as simetrias espa
iais e temporais, o sistema podeapresentar 
orrentes em direções preferen
iais. Adi
ionando a dissipação em nossosistema, este torna-se fora do equilíbrio. Como o sistema é gerado por um poten
ial
om assimetria espa
ial, as simetrias do sistema são quebradas. Como resultado,as 
orrentes 
om direção preferen
ial apare
em em nosso sistema, 
omo podemosobservar na �gura 4.12. Este resultado foi observado por Lei Wang et. al em [3℄,porém este não foi analisado e nem rela
ionado ao espaço de fase do sistema.Para γ < 0, 6 podemos observar na �gura 4.12 que a 
urva de <p> em função
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(a) (b)Figura 4.11: (a)Média de 100 tempos de 106 
ondições ini
iais para 
ada para K =

6, 574798 variando-se (a) a, 
om φ = π/2, e (b) φ, mantendo a = 0, 5.

(a) (b)Figura 4.12: Corrente média (< p >) para 106 
ondições ini
iais iteradas a dife-rentes tempos (100 - preto , 1000 - vermelho e 106 - azul), sendo a média feita notempo e entre todas as 
ondições ini
iais para diferentes valores de γ. Os parâmetrosutilizadas foram: a = 0, 5, φ = π/2 e K = 6, 574798; (b) ampliação de (a) para
(1 − γ) < 0, 4.de (1− γ) satura rapidamente. Para γ > 0, 6 podemos observar que quanto maior otempo de iteração maior será a 
orrente 
om direção preferen
ial. Esta 
urva deverásaturar para um tempo de iteração grande, dependendo do quão rápido as trajetórias
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ada valor de γ.Fazendo uma ampliação das regiões em que o sistema é pou
o dissipativo(γ > 0.9), podemos observar que, mesmo próximo ao 
aso 
onservativo, o sistemaapresenta estas 
orrentes preferen
iais (�gura 4.13(b)). Estas 
orrentes só o
orremquando existe assimetria, 
omo pode ser observado na �gura 4.13. Quando a = 0 eo sistema toma a forma do mapa padrão, inserindo a dissipação no mapa podemosobservar que estas direções preferen
iais de 
orrente não apare
em no sistema. Paraentendermos que, mesmo próximo de um sistema 
onservativo, existem estas 
orren-tes, vamos analisar o que a
onte
e 
om uma trajetória do sistema no espaço de fase.

(a) (b)Figura 4.13: Média de p para 100 iteradas de 106 
ondições ini
iais em função de
(1 − γ) para o sistema K = 6, 574798, φ = π/2 e (a) a = 0 e para (b) a = 0, 5.No transiente de uma trajetória podemos observar que esta apresenta omesmo movimento de uma trajetória ini
iada no mar 
aóti
o: apresenta difusãointer
alada 
om v�os de modos a
eleradores de maior e menor in�uên
ia. A in-terferên
ia de ilhas de modos a
eleradores (do sistema 
onservativo) faz 
om que atrajetória a
elere no sentido negativo (devido a assimetria do sistema as a
eleraçõesno sentido positivo são muito pequenas) e difunde normalmente tanto na direção po-sitiva quanto na direção negativa, prin
ipalmente na direção positiva logo após umv�o de sentido negativo. Um exemplo deste tipo de trajetória pode ser observada na�gura 4.14.Estes v�os podem ser observados no espaço de fase no 
ilindro, 
omo mostraa �gura 4.15, a trajetória irá de
res
endo em p em torno de dois intervalos de x.
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(a) (b)Figura 4.14: Momento de uma partí
ula em função do tempo (número de iteradas)para K = 5, 8, a = 0, 5, φ = π/2 e γ = 0, 9999 e (b) ampliação de uma região de (a)que apresenta um v�o.

Figura 4.15: Espaço de fase no 
ilindro para a trajetória da �gura 4.14 para 5, 333 ·
105 ≤ n ≤ 5, 339 · 105.Como, 
om a dissipação o mapa perde a simetria de p a 
ada intervalo de p de 2π,pode-se observar que estes v�os sofrem uma 
erta in
linação em x no espaço de fase,
omo se a trajetória estivesse mapeando ilhas (ou a "memória " de regiões de ilhas)que estão um pou
o transladadas em x a 
ada intervalo de p de aproximadamente 2π.Estes v�os também podem ser 
ara
terizados via expoente de Lyapunov atempo �nito, 
omo mostra a �gura 4.16(a). Quando a trajetória sofre a in�uên
ia de"pseudo modos a
eleradores"a trajetória tende a aumentar a estabilidade ( expoente
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(a) (b)Figura 4.16: (a) Expoente de Lyapunov a tempo �nito (tempo 30) em função de npara a ampliação da trajetória da �gura 4.14 e (b) |pn+1 − pn| em função de n.de Lyapunov a tempo �nito próximo de zero) e logo que es
apa destes retorna aapresentar maior instabilidade (expoente de Lyapunov a tempo �nito próximo de
1, 5). Estes v�os aumentam o valor de p a 
ada iterada de um valor entre 3, 88 e
4, 3, 
omo é ilustrado em 4.16(b). Assim, a 
ada 3 iteradas p sofre um a
rés
imo deum valor em torno de 4π. É interessante ressaltar que o sistema 
onservativo paraos parâmetros K = 5, 8 e a = 0, 5 apresenta modo a
elerador que aumenta de 4π ovalor de p a 
ada 3 iteradas.O termo de dissipação no mapa faz 
om que seja perdida a simetria do espaçode fase do mapa a 
ada 2π na direção de p. Entretanto, 
omo estamos utilizandoum termo de dissipação muito próximo ao 
aso 
onservativo, podemos aproximar oespaço de fase 
omo sendo simétri
o a 
ada 2π em p. Assim, trabalhando 
om atrajetória limitada ao toro podemos observar o que o
orre no espaço de fase quandoé inserida a dissipação (�gura 4.17).Os pontos elípti
os internos às ilhas do sistema 
onservativo (�gura 4.7)tornam-se atratores para o sistema dissipativo, entretanto, pode o
orrer de essespontos elípti
os sofrerem bifur
ação, tro
ando de estabilidade e tornando-se pontoshiperbóli
os. Não apenas os pontos elípti
os das ilhas prin
ipais tornam-se pontos�xos, também os pontos �xos de ilhas de ressonân
ia de outras ordens (ilhas emtorno das ilhas prin
ipais) tornam-se pontos �xos. Na �gura 4.17 podemos observarregiões de grude remanes
entes do sistema 
onservativo. Na �gura 4.17(b) podemosobservar que a trajetória sofre o grude em torno da ilha prin
ipal e em torno das ilhas
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(a) (b)

(
) (d)Figura 4.17: Ampliação do espaço de fase do sistema limitando p em [−π, π] para
K = 6, 5, a = 0, 6, φ = π/2 e γ = 0, 9999 para 4 diferentes 
ondições ini
iais, sendoque, em (a) a trajetória é atraída para um atrator de período 15 proveniente dospontos elípti
os 
entrais das ilhas ao redor da ilha prin
ipal de período 3 do sistema
onservativo; em (b) a trajetória é atraída para pontos �xos provenientes de pontoselípti
os internos as ilhas de maior ressonan
ia do sistema 
onservativo; em (
) atrajetória sofre aprisionamento porém não é atraída para os pontos �xos do sistema;em (d) a trajetória é atraída para o ponto �xo de período 3 provindo do ponto elípti
o
entral das ilhas do sistema 
onservativo.se
undárias antes de serem atraídas para o atrator originado de ilhas de ressonân
iade ordem superior. Na �gura 4.17(
) a trajetória sofre um aprisionamento em tornoda ilha prin
ipal e logo retorna ao mar 
aóti
o. Já na �gura 4.17(d) a trajetória éatraída para um atrator de período 3 (atrator provindo dos pontos elípti
os 
entraisda ilha de período 3), apresentando movimento de aproximação em torno dos pontos



4.3 Inserindo a dissipação 57�xos por um longo período de tempo antes de en
ontrar seu estado �nal (ponto �xo).

Figura 4.18: Momento de 5 trajetórias em função do tempo, em preto uma trajetóriaini
iada no mar 
aóti
o e as outras 
urvas foram ini
iadas 
om as mesmas 
ondiçõesini
iais da �gura 4.17.Utilizando as mesmas 
ondições ini
iais da �gura 4.17 
omo 
ondições ini
iaispara as 
urvas da �gura 4.18 podemos observar que, para uma 
ondição ini
ial no mar
aóti
o a trajetória ini
iará 
om movimento de difusão e sofrerá v�os inter
alados
om o movimento de difusão na região esto
ásti
a. Para as outras 
ondições ini
iaisa trajetória ini
iará 
om um movimento de a
eleração até um tempo aproximadode n = 100. Até mesmo a trajetória que ini
iava seu movimento na região degrude também sofreu a
eleração. Assim, toda trajetória ini
iada na região de umailha de modo a
elerador (ou em torno da região de grude desta) sofrerá a
eleração.Entretanto, para outros parâmetros do sistema 
onservativo existem ilhas que nãoapresentam modos a
eleradores.Para o 
aso de K = 6, 0971 e a = 0, 6, o sistema apresenta ilhas 
om modobalísti
o e assim, uma trajetória ini
iada na região destas ilhas ini
ialmente manterávelo
idade aproximadamente 
onstante a 
ada l iterações, sendo l o período de umailha, por um 
urto período de tempo e depois difundirá no espaço de fase, podendoaté mesmo apresentar v�os devido a modos balísti
os de outras ilhas do espaço defase. Para o parâmetro K = 2, 35 e a = 0, 6, 
ondições ini
iadas nas regiões dasilhas aproximam-se do atrator e permane
em na região do espaço de fase limitadoem −π < p < π. Já as trajetórias ini
iadas no mar 
aóti
o apresentam difusão ealgumas regiões em que p é aproximadamente 
onstante.
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(a) (b)Figura 4.19: (a) Ampliação de duas trajetórias no espaço de fase do sistema limitando
p em [−π, π] para K = 6, 5, a = 0, 6, φ = π/2 e γ = 0, 995 e (b) p em função de npara p ilimitado, sendo as mesmas 
ondições ini
iais de (a).Quando aumentamos o valor da dissipação podemos observar que a estruturado espaço de fase 
onservativo a
aba sendo perdida. Se uma trajetória for ini
iada emuma região da ilha sofrerá a
eleração, porém, quanto maior a dissipação do sistema,menor será o tempo de a
eleração que a trajetória sofrerá ini
ialmente. Além disto,os v�os sofridos pela trajetória durante o transiente 
aóti
o serão menores. Podemosobservar este fen�meno 
omparando as �guras 4.17 e 4.18 nas quais γ = 0, 9999 
oma �gura 4.19 em que γ = 0, 995 para os mesmos parâmetros de K, a e φ.Na �gura 4.18, K = 6, 5 e a = 0, 6, podemos observar que, para o sistemadissipativo as trajetórias ini
iadas em regiões onde eram lo
alizadas as ilhas no sis-tema 
onservativo sofrem a
eleração no iní
io de suas trajetórias. Na �gura 4.20(a)é mostrado o módulo da média do momento em função do tempo para 106 
ondiçõesini
iais perten
entes a região em que existia uma ilha no espaço de fase 
onservativo(
urva de 
or preta) e para 106 
ondições ini
iais es
olhidas aleatoriamente no espaçode fase limitado ao toro (
urva de 
or azul). Podemos observar que as trajetórias ini-
iadas na região de ilha do sistema 
onservativo apresentam movimento de a
eleraçãoaté um tempo aproximado de n = 100, depois as trajetórias sofrem uma diminuiçãogradual no momento (em módulo), até saturarem no mesmo valor em que a média domomento para as 106 
ondições aleatórias ini
iadas no toro. Entretanto, para os pa-râmetros K = 6, 0971 e a = 0, 6 podemos observar na �gura 4.20(b) que as 
ondiçõesini
iadas na região de uma ilha no sistema 
onservativo apresentam 
omportamento
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(a) (b)Figura 4.20: Módulo de < p > em função do tempo para 106 
ondições ini
iaises
olhidas aleatoriamente no espaço de fase do toro (azul) e na região de ilha (preto)para (a) K = 6, 5 e a = 0, 6 e (b) K = 6, 0971 e a = 0, 6.diferente ao 
aso dos parâmetros anteriores. Isto se deve ao fato de, para K = 6, 0971e a = 0, 6, as 
ondições ini
iadas nas regiões de ilhas do sistema 
onservativo nãoapresentarem uma a
eleração ini
ial, mas sim manterem aproximadamente a mesmavelo
idade a 
ada 3 iterações do mapa (ilhas de período 3) por um pequeno períodode tempo e depois apresentam diferentes v�os (de diferentes durações e sentidos)além de novos intervalos em que a trajetória mantém o momento aproximadamente
onstante a 
ada 3 iteradas do mapa, 
omo é mostrado na �gura 4.22.Para o 
aso de K = 6, 5 e a = 0, 6 podemos observar através do histogramados momentos de 106 
ondições ini
iais após 100 tempos de iteração que as 
ondiçõesini
iadas dentro das ilhas produzem um segundo pi
o no histograma em um valordeterminado de velo
idade, em torno de −420, 
omo é mostrado na �gura 4.21(a).Este valor 
orresponde aproximadamente ao mesmo valor de uma trajetória que di-minui o momento em −4π a 
ada três iteradas. Este pi
o in�uen
ia a média dosmomentos tornando-a mais negativa. Além disto, mesmo quando as 
ondições ini
i-ais utilizadas não se en
ontram na região de ilhas, a 
urva apresenta uma assimetria,sendo mais larga no sentido negativo. O histograma do momento de 106 
ondiçõesini
iadas no toro para os parâmetros K = 6, 0971 e a = 0, 6 não apresenta um se-gundo pi
o, mas podemos observar que a 
urva do histograma também é assimétri
a.Assim, podemos 
on
luir que os parâmetros que apresentam v�os mais longos apre-sentam maior 
orrente para pequenos tempos. Em [2℄ é observado que a assimetria
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(a) (b)Figura 4.21: (a) Histograma do momento a tempo t = 100 de 5·106 
ondições ini
iaisaleatórias (a) no toro e (b) no mar 
aóti
o (retirando as 
ondições dentro das ilhas)do toro para os parâmetros K = 6, 5 e a = 0, 6.

Figura 4.22: Evolução temporal do momento para uma trajetória ini
iada na regiãopróxima a um ponto elípti
o. Região de trajetórias de movimento regular, ilhas, dosistema 
onservativo para o mesmo valor de parâmetro: K = 6, 0971. Os parâmetrosutilizados nesta trajetória são: a = 0, 6 e γ = 0, 9999.do histograma está rela
ionada a assimetria dos v�os de pequena duração, v�os estesde
orrentes de ilhas muito pequenas no espaço de fase. Podemos rela
ionar o pi
oobservado em 4.21 
om a assimetria de v�os de ilhas de menor ressonân
ia (e maioramplitude) no espaço de fase (ilha de período 3 que apresenta modo balísti
o), pois,quando retiramos as trajetórias ini
iadas na região de ilhas estes pi
os não apare
emno histograma.
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Figura 4.23: Histograma do momento a tempo t = 100 de 5 · 106 
ondições ini
iaisaleatórias no toro para K = 6, 0971 e a = 0, 6.Na �gura 4.24 é 
ara
terizada a dependên
ia do momento médio 
om avariação do parâmetro K (para a e φ �xos). Para γ = 0, 9999 (uma dissipaçãoextremamente pequena), �gura 4.24(a) o sistema apresenta uma 
erta fra
talidade,e esta fra
talidade é perdida quando aumenta-se o valor da dissipação (observar avariação através da �gura 4.24). Entretanto, os valores do módulo do momentomédio aumentam 
om um pequeno aumento da dissipação. Como visto na �gura4.13(b) este aumento no módulo do momento médio pode diminuir 
om o aumentoda dissipação.
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(a) (b)

(
) (d)Figura 4.24: Média do momento em função de K para 100 iteradas de 106 
ondiçõesini
iais para os parâmetros a = 0, 6, φ = π/2 e (a)γ = 0, 9999, (b) γ = 0, 9995, (
)
γ = 0, 999 e (d) γ = 0, 995.



Capítulo 5Con
lusãoAs 
orrentes de transporte direto estão rela
ionadas aos v�os que uma tra-jetória sofre no espaço de fase devido a modos a
eleradores. Para o sistema 
onser-vativo estas 
orrentes são nulas, porém quando é inserido um termo de dissipaçãono sistema assimétri
o, este apresenta estas 
orrentes de sentido preferen
ial. Estesmodos a
eleradores são provenientes de regiões de ilhas ressonantes no espaço de faseque, 
om a dissipação, tornaram-se regiões atrativas (fo
os).Devido a assimetria do sistema os v�os tornam-se assimétri
os, o
orrendomais fortemente em uma direção de p (positiva ou negativa). Para 
ertos valoresdo parâmetro de esto
a
idade K, os que apresentarem ilhas de modos a
eleradores,as 
orrentes de direção preferen
ial são mais apre
iáveis. Entretanto, estas 
orrentessempre existirão para o 
aso dissipativo, isto porque existem inúmeras mi
ro-ilhas noespaço de fase 
onservativo que, no 
aso dissipativo, in�uen
iarão trajetória gerandopequenos v�os e, 
omo estes v�os possuem direções preferen
iais devido a assimetriado sistema, geram a 
orrente não nula. Assim, é de fundamental importân
ia aassimetria do sistema para que este apresente este tipo de 
orrente.Como estes v�os estão diretamente ligados a trajetórias que no espaço 
on-servativo e limitado ao toro sofrem aprisionamentos por longos tempos (grude) emtorno de ilhas, e 
omo existem parâmetros do sistema que no espaço de fase apre-sentam regiões de maior intensidade de grude do que outros valores do parâmetro deesto
a
idade (quantitativamente observados através da fração de Lyapunov a tempo�nito), a
reditamos que esta 
orrente preferen
ial é maior quanto maior for o aprisi-onamento de trajetórias em torno de ilhas no espaço de fase 
onservativo.O 
ál
ulo da fração de expoente de Lyapunov a tempo �nito, que 
ara
terizaa intensidade do grude no espaço de fase, deve ser feito por uma trajetória ini
iada63



64no mar 
aóti
o do espaço de fase do sistema 
onservativo limitado ao toro, paraque se possa utilizar um tempo grande (sem que a trajetória tenda ao atrator, oque o
orreria se utilizássemos o sistema dissipativo) e para que a trajetória per
orratoda a região do espaço de fase (por este motivo utilizasse o espaço de fase limitadoao toro). Entretanto, quando é inserido o termo de dissipação o espaço de fase dosistema sofre uma 
erta modi�
ação: suas bifur
ações o
orrem para valores do parâ-metro K diferentes dos valores do sistema 
onservativo, porém as regiões de ilhas dosistema dissipativo apresentam-se muito próximas das ilhas do sistema 
onservativo,apenas um pou
o transladadas. Devido a estas mudanças no espaço de fase quandoa dissipação é inserida não foi possível fazer uma 
orrelação entre os parâmetros queapresentam maior grude no sistema 
onservativo 
om os parâmetros que apresentammaior 
orrente de direção preferen
ial.Como os parâmetros que apresentam regiões de grude intensas são aquelesque a
abaram de passar por uma bifur
ação e apresentam 
anais de grude entreas ilhas que bifur
aram [16℄, [15℄ e, 
omo este sistema que estamos trabalhandoapresenta este tipo de 
anais de grude provindos de bifur
ações de ilhas, bifur
açõesessas que são função do parâmetro de esto
a
idade, a
reditamos que exista umarelação entre a 
orrente de sentido preferen
ial 
om os parâmetros em que o
orre abifur
ação, sendo esta análise um importante trabalho futuro.A perda de fra
talidade do sistema 
om aumento da dissipação tambémpode ser observado. A fra
talidade é uma 
ara
terísti
a das armadilhas dinâmi
as,a existên
ia ou não destas armadilhas em função do parâmetro de esto
a
idade éfra
tal. Assim, a
reditamos que esta é uma evidên
ia do papel destas armadilhaspara que existam 
orrentes de direção preferen
ial para o 
aso do sistema pou
odissipativo (muito próximo ao 
aso 
onservativo).Outro trabalho a ser realizado é a análise de pontos �xos do sistema dissipa-tivo, a análise de suas ba
ias de atração, bem 
omo o 
omportamento destas ba
ias
om o aumento da dissipação do sistema. A análise da dimensão fra
tal do sistemaem função da dissipação também é outro ponto a ser analisado futuramente.
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