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Resumo

Neste trabalho, estudamos a desigualdade homogénea 6tima de Gagliardo-

Nirenberg

1 A 1-0
([ orae) <aamn ([ sevwde) ([ i)
RN RN RN
onde f : RY — R ¢ uma funcdo p-homogénea, convexa, par e positiva.
Obtemos como caso limite desta desigualdade a desigualdade homogénea

logaritmica 6tima de Sobolev

/ lul? log |ulPdx < Elog (A(p, N, f)/ f(Vu)dz) .
RN p RN

Como um caso particular da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, temos a

desigualdade 6tima de Sobolev

1 1
(/ ]u|2*dx) § < A(2,N) (/ \Vu\zdx) 2 :
RN RN
onde 2* = % Usando uma fungao extremal para esta desigualdade prova-
mos a existéncia de solugao para o problema
—Au = v '+ du, em Q,

u > 0, em Q,

v = 0, sobre 012,
que é conhecido como problema de Brezis-Nirenberg.
Palavras-chave: desigualdades homogéneas, constante 6tima de Sobolev,

concentracao de compacidade e problema de Brezis-Nirenberg.
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Abstract

In this work we study the homogeneous inequality optimal Gagliardo-Nirenberg

(/ rurdx)kA(p,q,N,f)( f(VU)dw)p(/ |u|Qdas)q,
RN RN RN

where f : RV — R is a p-homogeneous, convex, even and positive func-
tion. We obtain as limit case of this inequality, the homogeneous optimal

logarithmic Sobolev inequality

/]RN lulP log |ulPdx < %log (A(p, N, f) . f(Vu)dx) .

As a special case of Gagliardo-Nirenberg inequality, we have the optimal

Sobolev inequality

(/ lu 2*dx) 2 < A(2,N) (/ \Vu\zdx) 2 :
RN RN

where 2" = % Using an extremal function for this inequality, we prove the

existence of solution to the problem

—Au = u¥ '+ u, em Q,
u > 0, em Q,
u = 0, sobre 012,
known as a problem of Brezis-Nirenberg.
Keywords: homogeneous inequalities, optimal Sobolev constant, concen-

tration compactness, and problem of Brezis-Nirenberg.
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Introducao

Em 2003, Del Pino e Dolbeault [8] estabeleceram para 1 < p < N, a desi-
gualdade 6tima de Gagliardo-Nirenberg

lull: < Ap, g, N) [ Vullplull;™, (1)

para toda u € DP4(RYN) (completamento de C°(RY) na norma |[Vul|, +

[ullg), onde

p(N —1) plg—1)

N-p' p—1 (Np— (N =p)g)(¢—1)

ﬂ
|
S
Il

Além disso, as fungdes extremais para (1) (fungdes nio nulas de DP4(RY)

que fazem com que (1) vire igualdade) sdo dadas por
u(r) = aw(B(z — x0))

coma,fER, B#0exycRY, onde

1

w(z) = (1+ |x|17%1)_§%1’
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Para o caso que ¢ = (%:113” , obtemos da desigualdade (1) a desigualdade
6tima de Sobolev
[[ullp+ < Alp, N)|[Vull,, (4)

para toda u € D'"P(RY) (completamento de C°(RY) na norma ||Vul|, +

[ullp-), onde p* = FE e
_p-1( N-p (N +1) v
A(p,N)_N_p(N(p—1)> <F(%)F(N+1—%)w]v_1> : (5)

Além disso, a desigualdade (4) satisfaz a igualdade quando
u(z) = aw(B(z — xo))

para o, 3 € R, 8 # 0 e 2o € RV, onde

=z

w(z) = (1+|a|71)”

A desigualdade 6tima de Sobolev foi estudada de modo independente por
Aubin [2] e Talenti [17] em 1976.
No Capitulo 2 desta dissertacao, provaremos a validade da desigualdade ho-

mogénea Otima de Gagliardo-Nirenberg

(/RN Iulrd:v)i < Alp,g, N, f) (/RN f(Vu)dx)ﬁ (/RN |u|qu) - . (6)

com 1 < p < N, onde ¢,7,0 sao conforme (2) e f : RY — R ¢ uma fungao
p-homogénea, convexa, par e positiva. O caminho seguido por Del Pino e
Dolbeault [8] consiste em utilizar técnicas do método variacional, resultado
de simetria para um problema envolvendo o p-Laplaceano e unicidade de
solugoes radiais de equacoes de Euler-Lagrange de problemas variacionais re-
lacionados. Para nosso proposito, nao podemos usar o método usado em [§],

pois nossa fungao f, em geral, nao é radial. Para superar esta dificuldade,
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usaremos elementos da teoria do transporte de massa, um resultado devido
a Brenier [3] e posteriormente refinado por McCann [14]. A técnica do trans-
porte de massa foi empregada pela primeira vez no estudo da desigualdade
otima de Gagliardo-Nirenberg por Cordero-Erausquin, Nazaret e Villani [7]
em 2004, generalizando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg provada em
[8]. Além disso, vamos obter como um caso limite de (6) a desigualdade

homogénea logaritmica 6tima de Sobolev

/ |ul? log |u|Pdx < %log (A(p, N, f) f(Vu)dx) ,
RN RN

no mesmo sentido de Gentil [11], Del Pino e Dolbeault [§], cuja constante

A(p. N :ﬂ = @)q v
(0N, f) = 3 € r)o

Um caso particular da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg é a desigualdade

6tima é dada por

Otima de Sobolev

1 1
(/ |u|2*dx) < A@2,N) (/ \vu\2dx) | (7)
RN RN
Sejam © um dominio limitado em RY, com N > 3 e A € R. Considere agora

o seguinte problema

—Au = v '+, em Q,
u > 0, em Q, (8)
u = 0, sobre  0f2.
Usando fungoes extremais para a desigualdade (7) provaremos a existéncia
de solucao para o problema (8). Este problema foi estudado pioneiramente
em [5] e ficou conhecido como problema de Brezis-Nirenberg. Solugoes de (8)

correspondem a pontos criticos nao triviais do funcional

O(u) = / |Vu|? dov — )\/ u? da
Q 0
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sobre a esfera ||u||o« = 1. Porém, existe uma séria dificuldade para encontrar
pontos criticos para o funcional ® utilizando o método variacional padrao,
uma vez que a imersao de H} () em L? () ndo é compacta. Para contornar
essa situacao, utilizaremos no Capitulo 3 desta dissertacao, uma versao do
lema de concentragao de compacidade provado por Lions em [13].

Quando N > 4, o problema (8) possui uma solugao para todo A € (0, A1),
onde \; denota o primeiro autovalor do Laplaceano, e o problema nao possui
solugao se A ¢ (0, A1) e Q ¢é estrelado.

Quando N = 3 o problema (8) é mais sutil e temos uma solu¢do completa

somente quando €2 é uma bola.



Capitulo 1

Nocoes Preliminares

Este capitulo contém uma breve apresentacao de alguns conceitos e resulta-
dos que serao necessarios para a compreensao do restante do trabalho. Esta-
mos interessados em introduzir resultados importantes da Teoria da Medida,
Analise Funcional e Espagos de Sobolev, instrumentos de grande importancia
no estudo das equagdes diferenciais parciais (EDP’s). O principal objetivo
deste capitulo serd reunir resultados classicos a fim de facilitar a leitura dos
capitulos seguintes. Desta forma omitiremos a maioria das demonstragoes.
Vejamos alguns resultados classicos dos espacos LP. Usaremos ao longo

do texto o simbolo  para denotar um conjunto aberto e conexo de RY.

Teorema 1.1. Sejam (u,,) C LP(2) uma sequéncia e u € LP(Q) uma fungao

tais que ||uy, — ull, — 0. Entdo existe uma subsequéncia (uy, ) tal que:

(@) upm, () — u(x) ¢.t.p. em §;

(b) |tm, (x)| < h(z) para todo k € N e q.t.p. em Q, com h € LP(Q).
Demonstragao. Consulte [4]. O

Teorema 1.2. (Brezis-Lieb) Seja Q C RY nao-vazio, 1 < p < 0o e ()

uma seqiiéncia em LP(Q) tal que
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L Num ||l r) < M para algum M € R;
2. Uy — uw q.t.p. em .

Entao,
Tim (el 0y = llm = uln(0) ) = 0l o)

o0

Definicao 1.1. Sejam 0 < v <1l eu:Q — R.

(1) Dizemos que u é Holder continua com expoente v se existir uma constante

¢ >0 tal que

u(z) —u(y)| < cle—yl", Ve,yeQ.
(ii) Se u € limitada e continua, entao definimos:
lulle@) = sup{lu(@)[}.
z€Q

(iii) A semi-norma de Holder de ordem ~ da funcao u é definida por:

{IU(m) —u(y)| }

[uleoo = sup { = —

T#y

Observe que | - o) nd0 é uma norma pois tomando u constante teremos

[u] o = 0.
Definigao 1.2. (Notagao de multi-indice)

(a) Um vetor da forma o = (avq,...,ay) com a; € N, Vi =1,2,... N €

chamado um multi-indice de ordem |a| = oy +ag + -+ + ay.

(b) Considere uma funcio ¢ € C*(Q) e um multi-indice o, com |a| < k e

k € N. Entao definimos

N d1*lp(z) o N
Do) = gemioeg ooy ~ oaw By P
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Com isso, estamos aptos a proxima definicao.

Definicao 1.3. Sejam k € N e 0 < v < 1. Chamamos de Espacgo de Holder
0 sequinte espago:
CcH(Q) = {u e C*@Q) ; HUH(JM(@) < oo},
onde:
lullors = Y 1D ulleg + Y [D"ulcon )
la|<k la|<k

Observagao 1.1. O Espaco de Hélder C*7(Q) definido acima é um espago
de Banach.

Defini¢ao 1.4. (Derivada fraca) Sejam u,v € L}, .(Q). Dizemos que v € a

loc

a-ésima derivada parcial fraca de u se,

/uD“gpd:c = (—1)“|/vgod:c :
Q Q
para toda @ € C°(Q).

Neste caso usaremos a notacao D%u = v.

Observacao 1.2. .
(i) A deriwada fraca, caso exista, € inica no sentido q.t.p. . De fato, sejam

v,0 € L}, (Q) tais que, para toda ¢ € C°(Q) vale

(—1)'“'/vad.9::/QuD°‘wda:: (—1)'“/917@[1(13:.

Dat, para toda ¢ € C°(2) temos

Q/(v — §)pdz = 0

donde v =0 q.t.p. .
(ii) Se u e 0N sao suficientemente regqulares, entao as derivadas fracas de u
coincidem com as suas derivadas no sentido usual. Para verificar isto, basta

usar o teorema da divergéncia, como no exemplo a sequir.
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Exemplo 1.1. Considere Q = B(0,1) e u : Q — R de classe C'. Entao,
para toda ¢ € CX(Q) temos

div(u,0,...,0) = Uy, @ + ud,, .
Assim, usando o teorema da divergéncia, temos que

0 = / u<b'1/dS:/div(uqﬁ,O,...,O)dac:
o9 Q

= /umgbdx—l—/uqﬁmdx,
Q Q

/Qu% dz = —/Quwiqb dz, Vo e C>(Q).

Entao u,, € a derwada fraca de u conforme a defini¢ao (1.4).

ou seja,

O proximo exemplo mostra que uma funcao pode ter derivada q.t.p. ,

porém nao ter derivada fraca.
Exemplo 1.2. Sejam N =1, Q = (0,2) e

r se O<z<l
u(z) =
2 se l<ax<?2

Suponha que exista v € L} (Q) satisfazendo

loc

2 2
/ ug dv = —/ vo dz,
0 0

para toda ¢ € CX(QQ). Entdo teremos

2 2 1 2
—/ vo dr = / ug de = / xd de+2 | ¢ dx
0 0 0 1

= — [ ¢dr—¢(1), (1.1)

0

para toda ¢ € C(Q). Escolha uma sequéncia (¢,,) C C2(Q) tal que

0<6m <l du()=1 e oule)—0, VoL
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Trocando ¢ por ¢, em (1.1) e tomando o limite com m — oo obtemos
2 1
1= lim ¢,,(1) = lim (/ VOm dx—/ Om dx) =0,
0 que € uma contradi¢cao. Portanto nao existe a derivada fraca de u.

Observacao 1.3. A definicao a sequir, bem como alguns resultados poste-
riores continuam vdlidos para p = oo. Porém consideraremos apenas o caso

1 < p < oo, amenos que seja expresso o contrdario.

Definicao 1.5. Sejam 1 < p < 00 e k € N fizos. Chamamos de Espaco de

Sobolev o sequinte espaco:
WHP(Q) = {u € LP(Q) ; D*u e LP(Q), Ya com |a] < k}

Observagao 1.4. Caso p = 2, denotamos W*%(Q)) = H*(Q). Note ainda
que H°(Q) = L*(Q).

Defini¢ao 1.6. Para u € W*P(Q) definimos:

B =

lullwes == { D 1Dl

|| <k

Usando a desigualdade de Minkowski pode-se mostrar que || - |[yyx» ¢ uma

norma em W*P(Q).
Definigao 1.7. Definimos WEP(Q) := C2(Q) na norma de W*P(1).
Teorema 1.3. O Espaco de Sobolev W*P(Q) € um espago de Banach.

Demonstragdo. Mostraremos que toda sequéncia de Cauchy contida em WH?(£2)

converge para um elemento de W*?(Q). De fato, seja (u,,) C W*P(Q) uma
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sequéncia de Cauchy. Entao, para todo € > 0 existe ng € N tal que m,n > ny,
temos
[t = by < € = D D%y — Dup [ < €
o<k
= || D%y, — Dauan < €,
para todo « tal que |a| < k.
Logo (D%u,,) C LP(2) é uma sequéncia de Cauchy. Como LP(£2) é um espago

de Banach, segue que existe u, € LP(2) tal que:
D%y, — uq  em  LP(Q2), Vo ; |a| < k. (1.2)

Em particular u,, — u em LP(€2), logo resta-nos mostrar que u € WH?(Q).
Para isso, mostremos que D®u = u, para todo o com |a| < k. Seja ¢ €

C>(Q). Da desigualdade de Holder obtemos

/uDa@Z)dm—/umDo‘wdm
Q Q

< /Q |(u — ) D) |dx

</Q lu — um]pdx) % </Q |Da1p|pld:c> ’

= Cllu—upl, —0,, (1.3)

N

pois u,, — u em LP(£2), onde % + }% = 1. Dai, por (1.2) e (1.3), segue que

/uDo‘@Ddx = lim Uy D*Ydx
Q

m—00 Q

m—00

= lim (—1) / D*uppda
Q

= (=D lim [ Dudz

m—0o0 0
= (—1)'“/uawdx,
Q

para todo a com |a| < k e para toda ¢ € C(Q2). Portanto D*u = u, e
u € WkP(Q). O
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Vejamos agora um resultado sobre densidade.

Teorema 1.4. Sejam Q C RY limitado, com 99 de classe C*, u € WkP(Q)

el <p<oo. Entao existe (u,,) C C®(Q) tal que:

Uy, — u em WHEP(Q).

Demonstragao. Consulte [9]. O

O proximo resultado fornece um método que permite estender as fungoes
de WHP(Q) para WP(RY). Devemos observar que dada u € WHP(Q), em

geral

u sex €

0 sexecqb

I~g}
I

nao pertence a WHr(RY).

Teorema 1.5. (Extensio) Sejam 1 < p < oo e Q C RY limitado, com
00 de classe C' e escolha V. C RV tal que Q CC V. Entdo, existe uma

trasformacao linear limitada
E W (Q) — WP (RY)
tal que, para cada v € WHP(Q):
(i) Fu=u q.tp. em§;
(ii) Eu tem suporte contido em V';
(iii) [[EBullwir@yy < Cllullwir@);

onde a constante C' > 0 depende somente dep, U eV .
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Demonstragao. Consulte [9]. O

A funcio Eu definida acima é chamada de uma extensao de u ao RY.

Muitos problemas importantes de equacoes diferenciais parciais trazem

condigoes de fronteira. Quando u € C(€), entdo u possui valores sobre 0f)
no sentido usual. Porém, uma tipica funcio de WHP(Q), em geral nao é
continua e, na maioria das vezes, é definida apenas no sentido q.t.p. em (2.

Veremos agora uma maneira de dar sentido a expressao "u restrita a 0€Q".

Teorema 1.6. (Traco) Sejam 1 < p < oo, Q C RY limitado e com 09 de

classe C1. Entdo existe uma transformacao linear limitada
T : W (Q) — LP(0R)
tal que:
(i) Tu= u‘m, seu € WH(Q) N C(Q);
(ii) |Tullro0) < Cllullwre), Yu e WhHP(Q).
Demonstragao. Consulte [9]. O

A imagem T'u é chamada de o traco da fun¢@o u na 9€). Com essa nogao

de trago de uma func¢ao, obtemos uma caracterizacao do espaco I/Vo1 P(Q).

Teorema 1.7. (Trago-zero) Sejam 1 < p < oo, Q C RY limitado e com 09

de classe C'. Entdo:

ueWyP(Q) <= Tu=0na 09,

Demonstragao. Consulte [9]. O
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Este teorema nos permite transferir condigoes de contorno dos problemas
para o espaco de fungoes nos quais buscamos solucoes. Por exemplo, se

buscamos solugoes que se anulam na 0f), basta restringirmos nossa procura

ao espago W, (€).

Definigao 1.8. Seja 1 < p < N. O conjugado de Sobolev de p (ou expoente
critico de Sobolev) € o nimero

. _Np
Py .
Passaremos a estabelecer alguns resultados de imersoes. Eles serao tteis

para regularizar solugoes fracas, conceito que sera formalizado mais a frente.

Teorema 1.8. (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev)
Seja 1 < p < N, entdo existe uma constante C' > 0, dependendo somente de
p e N tal que

||u||LP*(RN) < CHVUHLP(RN)a
para toda fungio u € CHRY).

Demonstracao. Vamos dividir esta demonstragao em duas partes.
i) p=1
Sejau € CH(RY). Pelo Teorema Fundamental do Célculo podemos reescrever

% como
T
u(z) = / Uy, (X1, Tis1, Vi, Tig1, -+, TN )AY;
— 0o

Dai, temos que:

o
lu(z)| i/ [Ug, (1, -+, T, Vi Tigr, -+, ) |dy;

[e.e]

< / (’ux1<x17'”7yi7"'7$N)|2+"'

[e.e]

[NIES

Tt |UzN<l'1,"' y Yiy o axN)|2) dyl

< / |VU(.T1, yYiy oot 7‘W'CJ\7)|dyZ

[e.9]
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para todo ¢ = 1,2,..., N. Multiplicando estas desigualdades e elevando a

desigualdade resultante a ﬁ, obtemos

1
N

\u(m)\% < H </ |Vu(x1,...,yi,...,xN)|dyi> .
i=1 e

Integrando a desigualdade acima com respeito a z; e usando a desigualdade

generalizada de Hoélder, temos

0 N o N 00 %1
/ lu|¥=Tdx; < / H(/ |Vu|dyi) dxy

=1

= ([T rvudan) " IL( [ velan) ™
—o0 —00 9 —o0
9] vt N 0o foo N-1
S (/ |WIdy1) ( / / |Vu|dx1dyi>
—o0 j—9 J —00 J —0c0

N-1
Agora, integrando a desigualdade acima com respeito & x5 e usando a desi-

gualdade generalizada de Holder, obtemos

1
00 o0 %) o0 N=1
/ / ‘U’%dl'ld.fg < / (/ \Vu\dyl)
N 00 0 N-1
(H/ / |Vu|dx1dyi> dxs
=g J —00 J—o0
oo oo ﬁ
< (/ / |Vu|dm1dy2>
A =
) N ) 00 00 oo ﬁ
H(/ / / |Vu|d:c1dx2dyi> )

=3

Integrando com respeito a 3, xy,...,xy, sempre utilizando a desigualdade
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generalizada de Holder, chegaremos

/ |u|%dm < (/ / |Vul|dz; .. de) i
RN
= (/ |Vu|dx>
RN

N-1

~
(/ ]u|NN1dx) S/ |Vu|dx
RN RN

e dessa forma, segue o resultado para p = 1.

(i) 1<p<N.

Portanto,

Defina v = |u|?, onde
_p(N—-1)
N-—p

Entao, aplicando o resultado obtido no caso anterior a funcao v obtemos que:

> 1.

N —

~
(/ ]v|NN1dx> g/ |Vol|dz.
RN RN

Como |Vu| = |V|u|"| = v|u]""!|Vul, segue da desigualdade anterior que

N —

0l N1
(/ ]u\NNlda;) < ’y/ lu| " Vulda. (1.4)
RN RN

Porém, pela desigualdade de Holder, temos que

/ lu|" | Vu|de < (/ |u|(wp)p) ’ (/ |Vu|de>p
RN RN RN

Substituindo em (1.4) segue que

AN % G=Dp pT %
/ |u| ¥=Tdx <y / lu| 71 dx / |Vul|Pdx
RN RN RN

Porém

Portanto
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Teorema 1.9. Seja Q C RY limitado e suponha que O) é de classe C*.
Assuma que 1 <p < N eu € WYP(Q). Entio u € L (Q) e além disto

[l o () < Cllullwir)
onde C' so depende de p e N.

Demonstragao. Como 09 é de classe C1, seja u := Fu € WH(RY) a ex-
tensdo de u € W'P(Q). Assim temos que @ = u em €, supp (z) C RY ¢

compacto e
]l @yy < Cllullwiv@)- (1.5)
Logo, pelo Teorema (1.4), existe (u,,) C C=®(RY) tal que:
Uy, — U em WP (RY). (1.6)
Além disso, pelo Teorema (1.8) temos que:

||Um_uk”LP*(RN) < C”V(Um_uk)HLp(RN)

= CHV'me - vuk”LP(RN)a

para todo m,k € N. Assim (u,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em LP" (RY),
que é um espago de Banach. Desta forma existe g € LP" (RY) tal que u,, — ¢
em LP"(RY). Mostraremos que ¢ =u q.t.p. em RY. Pelo fato de u,, — u
em LP(RY), o Teorema (1.1), implica que existe uma subsequéncia (u, ) de
(u,) tal que u, /(z) — u(xr) q.t.p. em RY. Novamente pelo Teorema (1.1),
como u,; — g em L (RM), temos que existe uma subsequéncia (u, ) de

(u, ) tal que u, »(z) — g(x) q.t.p. em RY. Logo

a(z) —g(0)| = [ul@) = wn () + upr (2) = g(2)]

< u(z) —u, (2)| + |g(x) =, (z)| — 0,
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ou seja, U = g q.t.p. . Abusando da notagao, denotemos apenas por (u,,) a

subsequeéncia (u,, ). Como u,, — u em L (RY) segue que

[l L vy = N[l Lo vy -

Juntando esta convergéncia com (1.5) e (1.6) obtemos

HEHLP*(Q) < HEHLP*(RN) = lim HumHLP*(RN)
m—00
< lim O Vun|weyy = CIVU|| @y
m—00
S CHﬂHWW(RN) < C||m|wl»p(n)-
Portanto, como @ = u em {2, segue o resultado. O

Teorema 1.10. (Desigualdade de Poincaré) Assuma que 2 C RN ¢ limitado.

Suponha que u € Wol’p(Q) el <p< N. Entao,
[ull o) < ClIVullLr@),
onde C = C(p,q,n,Q) el < q<p”

Demonstracdo. Sejau € W,P(Q). Entao existe um sequéncia (u,,) C C°(Q)
tal que u,, — u em WH'(Q). Consideremos entdo (@,) C C*(RY) as
extensoes de u,, para todo m € N, sendo 4,,(x) =0, se x € Of. Assim, pelo

Teorema (1.8), sabemos que
Ham”LP*(RN) < CHvamHLP(RN), Vm € N,

e portanto

[ull e @) < ClIVullLr(0)-

Uma vez que Q é limitado, temos que Vq € [1, p*] vale
[ull o) < Cllull Lo (),

Juntando esta desigualdade com a anterior obtemos o resultado. O]
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Observagao 1.5. O Teorema (1.10) nos diz que, sobre o espago Wol’p(ﬂ), a
norma ||Vul||r) e a norma ||ullwir) sio equivalentes, caso ) seja limi-

tado.

Definicao 1.9. Sejam X e Y espagos de Banach, com X C Y. Dizemos que
X estd imerso compactamente em Y se, e somente se:

1) Existe uma constante C tal que
||xHy < C’HxHx, Vo € X;

(ii) Se (x,,) € uma sequéncia limitada em X, entao existe uma subsequéncia
(Tm;) convergente em Y.
Escreveremos X CC'Y para significar que X estd imerso compactamente em

Y.

Teorema 1.11. (Imersao compacta Rellich-Kondrachov) Assuma que 2 C

RN ¢ limitado e com 09 de classe C'. Suponha que 1 < p < N. Entao:
W(Q) cc LY(Q),  Vge[l,p).

Demonstragao. Uma vez que € é limitado e com 9 de classe C, segue pelo

Teorema (1.9) que, para todo ¢ € [1,p*)
whr(Q) C L),

e também
ullza) < Cllullwrrq).-

Resta-nos mostrar que se (u,,) for uma sequéncia limitada em W!'(Q), entao
existe uma subsequéncia (u,,,) que é convergente em L?((2). Pelo Teorema
(1.5), podemos supor que 2 = RY e que as fungoes (u,,) tem suporte com-

pacto contido em algum conjunto limitado e aberto V' C R¥, para todo
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m € N. Como a sequéncia (u,,) é limitada em WP(Q), segue que

sup {||tm||[w1er) } < o0.
meN

Seja € > 0 e defina

para todo m € N, onde

com 7 € C(RY) e

na) = ~u(2)
/n(:z:) dr =1

19

(1.7)

Sem perda de generalidades, podemos supor que supp (u;,) C V, Vm € N.

Observemos que, se u,, ¢ C'°, entao

Up (7)

_ / e () ( — y)dy
B(0,¢)

- /B Loz — )y

(0, €€

= / N(Y)um(x — ey)dy.
B(0,1)

Além disso, observemos também que

U (2)

Assim segue que

€

U () = U (2) =

/B 10 e =) — )]y

/B o n(y) /0 %[um(x — ety)|didy

1
e[ aty) [ Fune—ety) -y ddy.
B(0,1) 0
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Dessa maneira:

/Vufn(x)—um(x)‘dx < 6/

B(0,1)

1
n(y)/ /‘Vum(x—ety)‘dxdtdy
0o Jv

< e/ ’Vum(z)’dz,
1%
o que implica que, Vu,, € WHP(V):
|y, — Um|lLrvy < €|Vl Ly < €0l Dup || Lo vy (1.8)

Além disso, como 1 < g < p*, usando a desigualdade de interpolacao para

norma LP, segue que

it = oy < i = 30y [ = 57

com 2 =0+ ¢0<f<1. Usando (1.7), (1.8) e o Teorema (1.9) temos
q p

[ty — Ul Loy < Cllug, — umHGLl(V)?
e assim, segue que u, — u,, em L?(V) quando ¢ — 0 uniformemente em m.

Usando (1.7) e a desigualdade de Holder temos, para cada € > 0 e Vm € N,

que

up ()] =

/ Ne(x — y)um(y)dy
B(z,€)

< / L))y

S mellzoe @y lwmllagy < = < oo

Analogamente temos que ‘Vuin(x)‘ < =5+ < o0, para cada € > 0 e Vm € N.

€

¢ ) & uma sequéncia uniformemente limitada e

Dessa maneira, temos que (u
equicontinua. Assim, fixado § > 0, o Teorema de Ascoli-Arzela garante que

existe (uy, ), subsequéncia de (uy,), que converge uniformemente em V. Logo
(ufnj) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Entao para § > 0 fixado
. J
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para j,l € N suficientemente grandes. Além disso, u, — u,, quando € — 0

em L(V), o que implica

)
[, — tmy ey < 3

para todo j € N e € > 0 suficientemente pequeno. Logo, podemos concluir

que:

[tm; = wmyl[Lay <ty — wpy, [Laevry + g, — ug,, [[Lav)
+ Hufnl - umzHL‘I(V)

5 5
+3t5 =6

< =
3

Wl >

Dessa forma, (u,,;) ¢ uma sequéncia de Cauchy em L?(V') e portanto conver-

gente, uma vez que L?(V') é um espago de Banach. ]
Considere f : {2 — R e o seguinte problema

—Au = f em Q

) (1.9)
v = 0 na 0N

Definigao 1.10. Dizemos que u € H}(Q2) € uma solugdo fraca do problema

(1.9) se
/VUVU dr = / fu dzx,
Q Q

Observagao 1.6. Seja Q) de classe C*. Usando [16] e [12] podemos ver que

para toda v € HL ().

qualquer solucao fraca do problema

—Au = au+bu* Y, em §

u = 0 na 0

Y

com a e b constantes, caso exista, € de classe C*(2).
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Teorema 1.12. (Principio do mdzimo)
Considere o operador Laplaceano. Assuma que u € C*(Q)NC(Q) e suponha

que Q C RY seja limitado e conexo.

(i) Se —Au <0 em Q e u atinge seu mdximo em S, entio u € constante.

(ii) Analogamente, se —Au > 0 em § e u atinge seu minimo em 2, entao

u € constante.
Demonstragao. Consulte [9]. O

Teorema 1.13. Sejam Q = B(0,1) e u € C%(Q) solugdo do problema

—Au f em €

u > 0 em €
u = 0 na 09,

onde f é Lipschitz continua. Entao u € uma func¢ao radial, isto €

onde r =|z| ev:[0,1] — [0,00) € uma funcao estritamente decrescente.
Demonstragao. Consulte [9]. O

O proximo teorema serd usado no capitulo 3 para provarmos a existéncia

de solucao para determinadas EDP’s.

Teorema 1.14. (Multiplicador de Lagrange) Sejam F e G funcionais de
classe C* sobre um espaco de Banach X. Suponha, para xy € X, que tenha-
mos G(xg) = C e que zq € um ponto de extremo local para F' quando restrito

ao conjunto de nivel
C={reX; Gx)=C}.

Entao:
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(i) G'(x¢)v =0, para todo v € X, ou

(ii) Eziste p € R tal que F'(xo)v = pG'(xo)v, para todo v € X.

Demonstragao. Consulte [15]. O

Seja  C RN e C(Q) o conjunto das fungoes continuas definidas em €.

Considere o espago

£©) = {u € C(Q) : Jlull = sup fu(a)] < oo}

e

das fungoes continuas e limitadas em 2 e o subespaco
K(Q) ={ue L(Q); supp (u) C Q é compacto} .

Defina Cy(€2) como sendo WH'HM, o fecho de K(2) em L£(€) na norma
uniforme || - ||oo-
Dada uma medida finita p em €2, defina o funcional linear continuo sobre
Co(£2) dado por
U= (L, u) = /Qu(x)du.

A norma da medida p é definida como

j, u
Il = sup Lol (1.10)
u€Co () ||u||<>o

Seja M()) o espago vetorial das medidas finitas sobre €.

Definicao 1.11. (Convergéncia fraca de medidas) A seqiiéncia (pu,) de me-

didas em M(Q) converge fracamente para a medida p € M(S2) quando

(tn, u) — (p,u)

para toda u € Cy(§2). Denotamos ji, — fi.



CAPITULO 1. NOCOES PRELIMINARES 24

Teorema 1.15. .

(a) Toda seqiiéncia limitada em M(S) possui subseqiiéncia fracamente con-
vergente em M(£2).

(b) Se p, — pem M(Q), entao (u,) € limitada e

]l < Y [|

Demonstragao. Consulte [18]. O

Observagao 1.7. Sabemos que dada uma fung¢ao positivau : 0 — R Lebesgue-

mensurdvel, podemos definir uma medida positiva em ) fazendo

oy (E) = / u(z)dr,
E
onde E € um subconjunto Lebesque-mensurdvel de €.

Considere uma seqiiéncia (u,) limitada em W, (Q) e defina

n(B) = v = [ P
E

ou seja, v, = |u,|P dr. Entao

Up, U

Il = w{“ W
ueCo(Q) HUHoo

< /!un
Q

para alguma constante M;. Analogamente, definindo p,, = |Vu, |Pdx teremos

*

dx,

Py = Hu””ip*(m < My,

[l < [Vl o) < Mo,

para alguma constante Ms. Logo, (v,) e (u,) sdo sequéncias limitadas de
medidas em M(£2) e, pelo Teorema (1.15), admitem subsequéncia fracamente

convergente.
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Teorema 1.16. (Concentragio de compacidade)
Seja (u,) C H(Q) tal que u, — u € H}(Q). Suponhamos, para as sequén-
cias de medidas v, = |u,|* dz e p, = |Vu,|*dz, que ocorram as sequintes

convergéncias fracas de medida
Up —7 UV € MUn —7 W,

onde 1 e v sao medidas nao-negativas limitadas em ). Entao, existe um
conjunto no mdzimo enumerdvel J, uma familia de pontos {x; ; j € J} C Q

e familias de nimeros positivos {v; ; j € J} e {pn;; j € J} tais que

(ii) p > [Vuldz + Zjej 1150z,
(if)) A(2,n)%; > (1)*,
onde A(2,n) ¢ a constante dtima de Sobolev dada em (7) e 0., ¢ a medida

de Dirac definida por

0, sex; ¢&FE,;
0s, (E) = i ¢
1, sex; € E,
para todo B2 C ) mensurdvel. Também chamaremos a medida 0., de medida

atomica e 0s pontos x; de dtomos.

Demonstragdo. Provemos a afirmagao (i2z). Como u,, — u em Hj(), esta
sequéncia é limitada na norma de H} (). Uma vez que 2* > 2 e 2 ¢ limitado,
temos pelo Teorema (1.11), que u,, — u em L*(€)). Desta convergéncia e do
Teorema (1.1) temos que u, — u q.t.p. em €2, a menos de subsequéncia.

Definindo a sequéncia de medidas

Wn = Vp — ¥ dz = |u,|* do — |u|* d,
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podemos escrever

wp = |up|* do — Ju* dz = |u, — u|* dz + f,dz,

z 2 —|u|*". Entao

/ fude — 0,
E

para qualquer conjunto mensuravel £ C 2, pois do teorema (1.2) temos

onde f, = |u,|* — |u, —u

2%

L (B) — [

L (B) [u

[ %Z*(E)’

para qualquer E C  mensuravel. Seja v, = u, —u € H}(Q) e considere

também a sequéncia de medidas
A = |V, |2 dr.

Como v, ¢ limitada em HJ(Q), pelo Teorema (1.15) podemos admitir que
An — A, no sentido de medida, para alguma medida A. Além disso, v,
também é limitada em L% () pelo Teorema (1.8) e entdao admitiremos que
w, — w, no sentido de medida, para alguma medida w. Além disso, A\,w > 0.
Afirmamos que a medida w pode ter no maximo um niimero enumeravel de
atomos. De fato, sendo ) v, o valor da medida w sobre o conjunto dos
atomos, deve ocorrer » v, < 00, porque w ¢é finita, pelo Teorema (1.15).

Entao, dado k € N, o conjunto

1
Mk:{ua; I/a>%}

é finito, pois a soma » v, é finita. Como o conjunto dos dtomos é dado por
Up, My, segue que o conjunto de atomos ¢ enumeravel. Denotaremos por J
o conjunto dos indices para os quais v, > 0. Sejam {z;;j € J} os atomos da
medida w, entao podemos decompor w como

w:wo—l—zyjdrj, (111)

jeJ
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onde wy nao possui atomos. Vamos fazer uma comparacao entre as medidas
w e A. Dada qualquer p € C°(Q), vale v, € H}(Q). Da desigualdade (7)
e da desigualdade de Holder, obtemos

2 1 1
(/ \gpvn\2*dx> < Cl/ |vn|2dq:—|—02 (/ ]Un]2d:c) </ ]an|2dx>
Q Q Q Q
+ A(2,n)2/ |||V, 2dz.
Q

Como v, = u, —u — 0 em L*(f)), tomando o limite em n na desigualdade

. *
acima e usando que |v,|* dz — w e |Vv,|[*dz — A, obtemos que

([

qualquer que seja ¢ € C°(€2). Sendo x; um dtomo da medida w, tome € > 0

2
Z*dw> gA(2,n)2/|go|2d)\, (1.12)
Q

suficientemente pequeno e . € C°(2) com 0 < ¢, < 1 tal que p.(z;) =1e

¢. =0 em B(z;,¢)%. Entio,

([1e.

Fazendo € — 0, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos da

2
2*dw) gA(Z,n)Q/\gOE\Qd)\.
Q

A2 )’ A{z}) > (1) (1.13)
Por outro lado, para toda 0 < ¢ € C2°(2), temos

/go\ande < /90|Vun|2d:r+0/4,0|Vu|2d:v.
0 Q 0

Fixe um atomo z;, considere 0 < ¢. < 1 em CX(Q) tal que ¢.(z;) =1 e
¢. = 0 em B(z;,¢)%. Como |Vou,|?dz — X e |Vu,|?dz — p no sentido de
medida, tomando o limite em n na desigualdade acima e usando ¢. no lugar

de ¢, obtemos
/¢ed)\</¢5du+0/¢glvw2dx.
Q Q Q
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Ao fazer ¢ — 0, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos da

agora
A{z;}) < p{z;}) = py,
o0 que, junto com a desigualdade (1.13), conclui a prova de (iii).

Provaremos agora a afirmagao (ii). Comegamos afirmando que
p = |Vul*da. (1.14)

De fato, considere 0 < ¢ € C®(Q). Como |Vu,|?dr — p no sentido de

medida e u,, — v em H} (), temos que

/czﬁd,u = lim |Vun]2¢dx:liminf/ IVu,|?pdx
Q Q e Ja

> [ 1vuPo s (1.15)
Q

para toda ¢ € C°(Q2). Seja £ C Q um mensuravel qualquer. Como €2 tem
medida finita, vale xyg € L*(f), onde g é a funcao caracteristica de E.
Como g é uma funcao nao-negativa limitada, podemos supor a existéncia
de uma sequéncia uniformemente limitada 0 < ¢, < M em C°(Q2) tal que

on — XE q.t.p. Q. Entao, como para todo n,

/%w>/WW%m
Q Q

o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue aplicado aos dois lados da

desigualdade acima nos conduz a

N(E)Z/xEdu>/xE|Vu|2da;:/ |Vu|?d,
Q Q E

o que prova a afirmacao (1.14). Note que as medidas |[Vul*dz e §,, sao
relativamente singulares e, dessa forma, também sao [Vul*dz e 37, ; 110,
Entao,

H > |Vu|2dx + Z,ujdrja

jedJ
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o que conclui a prova de (ii).

Vamos agora provar (i). Iremos mostrar que wy é absolutamente continua
com respeito a A (wg < A), ou seja, que dado E C Q\ {z;;7 € J} tal
que A(F) = 0, tem-se necessariamente wo(E) = 0. Dado um mensuravel
E c Q\{x;;j € J} tal que [, d\ < A(2,n)?, considere novamente uma
sequéncia uniformemente limitada ¢, € C°(§2) convergindo q.t.p. em €

para xg, por (1.12) temos

2
=

( / |¢n\2"dw)2 <A@ [ fofar
(9] 0

para todo n € N. Tomando o limite em n obtemos

([ ) T A [

Como tomamos E tal que [, d\ < A(2,n)7?, segue que

1>A(2,n)2/d)\> (/ dw)2 >/dw. (1.16)
E E E

Seja E C Q\ {z;;j € J} tal que A(E) = [, d\ = 0. A desigualdade (1.16)
vale também neste conjunto, donde wo(E) = [, dw = 0, ou seja, wy < A,
como querfamos. Agora iremos provar que wy = 0. Isso ja ocorre no conjunto
{z;;j € J}. Como mostramos que wy < A, podemos aplicar o teorema de
Radon-Nikodym para encontrar uma funcao f nao-negativa e A-integravel

tal que
wO(E):/Efd)\ (1.17)

para todo £ C Q\ {z;;j € J} mensuravel. Tomando y € Q\ {z;;j € J},

obtemos

0= wol{y}) = /{ @A = )
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Como A tem, eventualmente, mais atomos que w, pode ocorrer A({y}) # 0 e

neste caso vale f(y) = 0. Se ocorrer A\({y}) = 0, como

usando (1.12) encontramos

A@2.n)*f(y)* = lim

A(2,n)72 (f dwo) . 2
Blwe) < lim { / dA] —0.

B B(y.p)
(fB(y,p) dA)

p—0
Isso mostra que f(y) = 0 para quase todo y € Q\ {z;;7 € J}, com respeito
a medida A. Usando (1.17), temos wy = 0. Entao, w contém apenas atomos.
Haviamos admitido que w,, — w. Da defini¢ao de w,, vem que w = v—|u|* dx.

De (1.11) temos que
v = |ul? dz + Z Vibz;s

jeJ

o que conclui a demonstracao. O]
Definicao 1.12. .

(i) Uma medida de Borel i sobre RN ¢ regular se, para todo conjunto de

Borel B tivermos
w(B) = inf{u(A); A é aberto e B C A}.
(i) Uma medida de Radon sobre RY ¢é uma medida de Borel, reqular que é
finita sobre subconjuntos compactos do RY.

Teorema 1.17. Seja o : RY — R conveza. Entao existem medidas de Radon

w9 = 17t nao-negativas tais que

0% S
2 dr = ¢du]’ Vl,j:1,2,---,n
RN axzal'] RN

para toda ¢ € C2(RY).
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Demonstragao. Consulte [10]. O
Pelo Teorema da Decomposicao de Lebesgue, para cada¢,7 =1,2,--- ,n,
temos que

o i i
M - ILLaC + MS ?
onde p%. ¢ absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue e p%

é singular com respeito a medida de Lebesgue. Além disso, pelo Teorema de

Radon-Nikodim, temos que

iy 02¢
ij
ac 8ZL‘18ZE] dZL’,
e portanto
- 62(p .
1] 1]
Fazendo
[D*] = (7],
02 f
2 _
P41, = 50s, )
(D], = 1]
temos

[D*¢] = [D*¢],,+ [D*],,

onde [D?y],. ¢ a parte absolutamente continua e [D?p]_ ¢ a parte singular

da matriz Hessiana distribucional.

Teorema 1.18. (Aleksandrov) Seja ¢ : RY — R conveza. Entdo ¢ possui

sequnda derwada q.t.p. .

Demonstrag¢ao. Consulte [10]. O



Capitulo 2

Desigualdades Homogéneas

Nosso objetivo neste capitulo sera:

1. Provar a desigualdade homogénea 6tima de Gagliardo-Nirenberg

([ wria) < aa s ([ swmar) ([ ) "

2. Provar a desigualdade homogénea logaritmica 6tima de Sobolev

/ |u|Plog|u|de<%log (A<p,zv,f> f(VU)dx),
RN RN

onde

N -1 -1 N(q —

N—p’ p—1 (Np— (N —p)g)(qg—1)

L(2.1)

e f:RY — R é uma funcio p-homogénea, convexa, par e positiva.
A constante A (p, ¢, N, f) é 6tima, no sentido que se a trocarmos por uma

constante C' menor do que A (p,q, N, f), entao existe ug tal que
; 1-0
[uollr > CI[f (Vuo) |7 [uollg ™"

Analogamente para A(p, N, f).

32
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2.1 Desigualdade 6tima de Gagliardo-Nirenberg

Definicao 2.1. Sejam p e v duas medidas de Borel nao-negativas em RN
com mesma massa total. Entdo uma aplicacao T : RN — RN transporta i

em v se para toda funcdo mensurdvel b: RV — R

/R bly)dv = /R (T ())dp. (2.2)

O principal resultado para provarmos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

¢ o seguinte teorema abaixo, provado em [14].

Teorema 2.1. Sejam p e v duas medidas de probabilidade em RN e ab-
solutamente continua com respeito a medida de Lebesgue. Entao existe uma
funcdo conveza o : RN — R tal que YV transporta u em v. Além disso, Vo

€ unicamente determinada q.t.p. com respeito a .

O transporte V¢ é conhecido como aplicagao de Brenier. Para nosso
proposito, usaremos as seguintes medidas: du = F(x)dzx e dv = G(z)dz,
sendo F,G : RY — R funcoes tais que

G(x)dr = / F(z)dx = 1.
RN RN
Usando estas medidas em (2.2) temos
[ Gy = [ wpta) P (23

Através da identidade acima, pode-se mostrar que ¢ resolve a equagao de

Monge-Amperé
F(z) = G(Ve(x))det[D*p(z)], (2.4)

onde [D?p],. & a parte absolutamente continua da matriz Hessiana distribu-

cional da ¢.
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Teorema 2.2. Sejam u,v € CX(RY), com u,v > 0, |lull, = ||v]l, =1 e p,
q, 7 satisfazendo a condi¢do (2.1). Considere a aplica¢io de Brenier Vi que
transporta a medida u"dx na medida v"dx. Entao:

plg—1)
q—p

plg—1

/]RN vide < —q /]RN u ' VuVdr +

T

Demonstracao. Sejam F' = u" ¢ G = v". Da equagao de Monge-Amperé

(1.4) temos que:
G(Vip(2))te D = F(z)se D (det(D*p(x))) a0, (2.5)

onde esta igualdade deve ser entendida no sentido q.t.p. . Observemos pri-

meiramente que, no conjunto das matrizes simétricas n X n nao negativas, a
. ~ __p=q¢_ . _ .

aplicacdo M + (det M)~ #»@=D ¢é concava, pois 0 < z% < % Dessa maneira

temos que,

-1
p—q g
1 detM) 7D <
< pq — 1)) ( )

<(52) [ ()

Como ¢ é convexa temos que D?p é uma matriz n X n simétrica nao-negativa.

+ trM.

Logo, substituindo esta desigualde na igualdade (2.5) teremos, para quase

todo ponto, que

-1
<__p - q—) GVt < U D =N D) oty | popets n
plg—1) 1p

Integrando em relacao a medida F(z)dx e usando o transporte de massa (2.3)

r—q
com b = G'*a=D | temos que

p(q—l)/ GHihdr < p(q_l)—N(q_p)/ FHdo
q—p Je~ a—p RN
a(p—1

p—1)
n / Fie Apdz.
RN
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Seja 0 < h, C C*RY). Como p¥ = a;?i;j:j dr + p e p% > 0 para todo

i,7=1,2,..., N temos, pelo Teorema (1.18) que

Oh, dp 0
_/RN 8371 8:@ du = /RN hnﬁ_xf d.

a(p=1)
Tomando h,, C C?>(RY) com h,, — Fre1 em O (RY) obtemos

a(p—1) a(p—1)
/ Fr@D Apdr < — V(F?aD)Vdz,
RN RN

Portanto, substituindo as fungoes F' e G por suas defini¢oes e lembrando que

_ plg=1)
r= pqu, segue que

-1 —1)— N(q—

M/ vidr < —q/ ul ' VuVpdr + pla=1) l4=p) / uldx

q—p JrN RN q—7p RN

Definicao 2.2. Seja f : RY — R uma funcdo satisfazendo as sequintes

propriedades:

(P.1) FOx) = X f(x) (p-homogeneidade)
para todo A > 0;

(P.2)  flpz+ (1 —py) < pflz)+ 01— p)fy) (convezidade)
para todo x,y € RN p € [0,1];

(P.3) f(x) = f(=2) (simetria)
para todo x € RV,

(P.4) fz)>0 (positividade)

para todo x # 0.
Definimos a transformada de Legendre da func¢ao f, denotada por f*, a se-

gquinte funcao:

fi(w) = sup{x-y— f(y)}

yeRN
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Lema 2.1. A transformada de Legendre, definida acima, satisfaz as propri-

edades (P.2), (P.3) e (P.4) e, além disso, € p’'-homogénea, onde % + z% =1.

Demonstragao. (i) f* é p’-homogénea.

O caso A = 0 é trivial. Considere entdao x € RY e A > 0. Assim

f*Ox) = sup{rz-y— f(y)}

yeRN
(2 Aoy F)
= sup {S Dz -y — fy
yeRN AP
= M sup {z- N )y— A7 f(y)}
yERN

— N sup{z- (A 1)y — (A Ty)} = A (2),

yERN
(ii) f* ¢ simétrica.

Dado z € RY, entao

ff(=z) = suwp{(-2) -y—fy)}

yERN

= sup{z-(—y) — f(-y)} = f*(2),

yeRN
pois f(y) = f(—y), uma vez que f é simétrica.
(iii) f* ¢é positiva.

Seja x € RY com z # 0, entao

ff@)=swp{r-y—fly)} = v-y— f(y)

yERN

para todo y € RY. Logo, para todo A > 0 temos que,
[x) 2 o (Az) — f(Az)
= Azl = A f (=)
= Allll® = A f (@)
Como p > 1 segue que NP7 f(z) < ||z||? para A > 0 suficientemente pequeno.

Portanto f*(x) > 0.

(iv) f* é convexa.



CAPITULO 2. DESIGUALDADES HOMOGENEAS 37

De fato, sejam z,y € RY e p € [0, 1], entdo:

frpr+ (1 —py) = seig]{(ufwr(l—u)y)-z—f(@}
= seigv{uwz—uf(Z)Jr(l—u)y'z—(1—u)f(2)}
< useigv{x-z—f(z)}ﬂl—u) Seggv{y-z—f(Z)}

= puf*(x)+ (1 —p)f(y).
0

Lema 2.2. Seja f : RY — R wma funcdo continua satisfazendo (P.2) e

(P.4). Entio f* = f.

Demonstracao. Por simplicidade iremos usar "-" para denotar o produto in-

terno Euclidiano tanto em R quanto em RY*!. Temos, pela definicao que

f*(x) = sup{z -y — f(y)}-
yeRN
Assim,
f{@)zz-y—fly), Vo,yeR",
o que implica

vy — f*(2) < fly), Yo,y eRY.

Logo, tomando o supremo em x € RY, segue que

[ y) = sup{z-y— f(2)} < fly), VyeRY,

zeRN
donde f** < f. Considere o seguinte conjunto, chamado de epigrdfico da f

X ={(z,\) eRY xR | f(z) <A} c RV

Temos que X é convexo, uma vez que f é convexa. Além disso, pela con-

tinuidade da f, temos que X é fechado. Suponha, por absurdo, que exista
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zo € RY tal que f*(zq) < f(xg), entdo (zg, f**(z¢)) ¢ X. Como X ¢é con-
vexo e fechado, existe um hiperplano H C R¥*! de equacao (x —y,v) = 0,
que separa X de (g, f**(x)), sendo y € H fixado, v 1 H e x € RV*L. Sem

perda de generalidade, podemos supor que
(x—y) - v>0, Ve eX e [(zo, f**(z0)) —y] - v < 0.
Dai, fazendo y - v = ¢, segue que
x-v>c, Ve e X, onde == (z,A), e f(z) <X\

e também
(2o, f™(x0)) v < c

Como v € RN temos que v = (1, 11), onde vy € RY e vy € R. Podemos

assumir que v; > 0. Assim, temos que

2 v+ f(2)n > ¢

xo v+ [ (zo)r1 < c (2.6)
Logo, para todo € > 0 e para todo z € RY temos
z-vg+ f(2) (1 +¢€) = ¢

e assim

—1l) C
= <V1—|—e) — /)< T nte

Tomando o supremo em z € RY, temos que

% —L1) C
< — .
f (T/l—l—ﬁ) = V1 +€




CAPITULO 2. DESIGUALDADES HOMOGENEAS 39

Por outro lado,

ok * — « ([ Yo
zg) = sup {zg -y — > 70 - _ .
™ (20) yeRI?\’{ oy —fW} = <V1+€> f (V1+E)
Dessa forma
—Xo * Vo c

)
v+ € v te¢

[ (o) =

o que implica

(v1 4 €) f™(xo) + xo - Vo = ¢, Ve > 0.
Assim, fazendo € — 0 temos que
zo - vo + [ (zo)1 = ¢
contrariando a desigualdade (2.6). Portanto f** = f. O

Lema 2.3. Sejam 1 <p < oo e f: RY — R uma funcdo satisfazendo (P.1),
(P.2) e (P4). Entao

(p = DF(VF(2) = f*(2),
no sentido q.t.p. .

Demonstracao. Pelo Lema (2.2) temos que f** = f, entao.

flz) = sup{z-y— f(y)}.

yeRN

Por outro lado, a convexidade da func¢ao f* implica que V f*(z) existe q.t.p.

e além disto
)= fx) = V() (y— ),

ou seja,

Vi(x) o — f(x) > Vf(z)y— f(y)
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para todo y € RY e q.t.p. em x. Tomando o supremo em 7, temos
F(V () S V() o~ [ ().

Além disso, pela defini¢ao da fungao f*, temos que
fr(@) 2 Vf@)a - f(Vf(2)

Portanto,
F(Vfi(2) = V() o — f(a),

no sentido q.t.p. . Por outro lado, da p’-homogeneidade da f* temos

f*(x) = N (),

para todo A > 0. Derivando em relacao a A e tomando A = 1 obtemos

Vf*(z) -z =p f*(z), donde podemos concluir que,

F(V (@) =0 - Df (@)
Como p/ — 1= p%l, segue o resultado. H

Definigao 2.3. Sejam 1 < p < N e f satisfazendo (P.1),(P.2),(P.3) e (P.4).

Definimos a funcio w : RY — R por

_p-1
q—p
w(z) = <0+ e pf"(l‘)) : (2.7)
p—1
onde o > 0 € tal que ||w||, =1, er = z)(qT?-
P

Lema 2.4. Sejam 1 < p < N, [ satisfazendo (P.1),(P.2),(P.3),(P4) e w

como acima. Entao

(i) / F(Vw)dz = ]% / Furde:
RN RN
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. . pg -
(ii) R[ widr = No—1) 1>R[f w'dz.

Demonstracao. Observemos que

Vuw(r) =V (a + uf*(:c)> __] _ (a + uf*(x)>_g_’l’ v (x).

p—1

Assim

F(Vu() = f (— (a " uf*(:v)>_g_; w*m)

onde a ultima igualdade se justifica por meio do Lema (2.3) e levando em

(- () () -

Integrando em R”, temos

conta que

f(Vw)dx = L frfw'dx,

RN p—1 /gy
o que conclui a demonstracao de (i).

Consideremos agora, € C°(RY) tal que:

1, se z€ B(0,1)
n(z) = c
0, se z¢€ B(0,2)
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Defina n(z) := n(%) e observemos que:

—q(p—1)
/ div [m (a+;j—’jf*<x>) ] do

RN
7!1(3;1)
= /7]6 (a + q—?f*(:z:)) div(z) dz
p—

RN a1 (2.8)
+ /VT]E (0—1—% *(:Jc)) -~z dx

RN

—p(g—1)
qd—D 4 P *

_ /neq<a+2:f (m)) Vi (x) xdx

RN

Vejamos agora, o que acontece com cada uma das integrais acima.
(a) Como 7. tem suporte compacto contido em B(0,2) o teorema da

divergéncia nos diz que

—a(p—1)
/div [ne (a + Hf*(x)) x] dx

RN
fq(ffl)
= / div [Tk <0+ uf*(m)) x] dx
p—1

B(0,2)

—q(p—1)
d—D . “or
= [ o+ 22w v v(x) do =0,
p —
9B(0,2)
onde v(z) é vetor unitario normal em x.
(b) Observemos agora que, fazendo € — 0o, teremos

—a(p—1) —a(p—1)

N (U + H f* (:13)) " div(e) — <o + %f* (:c)) o div(a).
Note também que
Ne (0’ + %f*(x)) div(z)| < <0 + Hf*(x)) div(z),
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e além disso, levando em conta que f* é p’ homogénea e usando a formula de
coordenadas polares, pode-se mostrar que
—q(p—1)

<<7 + H f*(a:)) " div(z) € LI(RY).

Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue fazendo e — o0,

segue que
—aq(p—1)

/776 (0 + Hf*(x)) o div(z) dx
RN

converge para
—a(p—1)

[ (U+Hf*<x>) " div(e) do.

(c) De modo anélogo ao item (b), novamente pelo Teorema da conver-
géncia dominada de Lebesgue, temos que
—p(g—1)
q—D . r *
Ne q 0+T1f (x) Vi(x) zdx
RN P
converge para
—p(q—1)
q — p % q9—p "
/q(a+—f (:U)) Vi (z)-z d,
RN P

e também
—q(p—1)

/VnE (0+ Z;pf*(x)) oedr —o.
RN

Assim, por (2.8) e pelos itens (a), (b), e (¢) podemos concluir que

—q(p—1)

/ (a+ 1=p f*(x)) " div(e) dr =

—p(g—1)

:/q<a+%f*(x)) V@) o de.
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Como V f*(z) -z =p'f*(z) = -5 f*(z), da igualdade acima obtemos

—a(p—1)

/wqda: = %/(04—%]"*(%)) o div(z) dx
RN

RN

o que conclui a demonstracao de (ii). O

Observacao 2.1. Do lema anterior obtemos que

plg—1)

—7) /RN wildr — . fH(z)w"dx > 0, (2.9)

onde p,q e r satisfazem (2.1).

De fato, do Lema (2.4) temos

M/ w?! dr — Fur dr =
q(¢ —p) Jrv RN

(s ) oo

Assim, para obtermos (2.9) basta que

(N(f 2—(39;(; . D 1) -0

Mas
2 2
p’(g—1) ) p’(g—1)

-1)>0 & n< : 2.10
(N(q—p)(p—l) qgp—q—p*+p (2.10)

Além disto, como # < 1 obtemos que

-1

n ezl (2.11)

q—0p
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Também temos

2(g—1 —1
qgp—q—p°+p q—7p

Juntando (2.11) e (2.12) obtemos (2.10) e portanto vale (2.9).
Seja DP4(RY) o completamento de C2°(RY) na norma ||Vul|,+ |lull,. Es-

tabeleceremos agora a desigualdade homogénea 6tima de Gagliardo-Nirenberg.

Teorema 2.3. Sejam 1 < p < N e [ satisfazendo as propriedades (P.1),
(P.2), (P.3) e (P.4). Entdo, para toda fungdo u € DPI(RY) | temos:

[ull: < A(p, g, N, f)Hf(VU)ng\IUHé’Q (2.13)

onde p, q, r e 0 satisfazem a condi¢ao (2.1). Além disso a fun¢do w dada

por (2.7), é uma fun¢ao extremal para (2.13).

Demonstragao. Sem perda de generalidade, basta provar (2.13) para toda

u € DPI(RY) satisfazendo

(a) u € C(RY), por densidade;

(b) u é nao-negativa, pois V|u| = +Vu q.t.p. ;
(c) |jull; = 1, por homogeneidade.

Defina F = u" e G = w” em RY, onde w ¢ dada por (2.7) e considere V¢ a
aplicagao de Brenier que transporta F'(x)dx a G(z)dx. Utilizando o Teorema
(2.2) e também a desigualdade de Fenchel z-y < f(z)+ f*(y), com z = —Vu
ey =ul"'Vyp, temos que

plg—1) 1y W e .
m/RNwd < [ f(Vayd +/ F(Veo)da +
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Utilizando f* no lugar de b em (2.3) temos que
/ u" f*(Ve)dx = ffw'd. (2.15)
RN RN

N(p—1)
Substituindo esta igualdade em (2.14) e trocando u por uy(z) = A7l u(Az),

obtemos

Np—a)+p(g—1)

k<A et AVl +

—1)— N(g — N(p—g
(¢—1)—N(q p)Ap&fJHuH; (216)
q(q —p)

onde
B = Pl
q(q —p)

e |Jux|l, = 1, para todo A > 0. Minimizando (2.16) em \, obtemos que

/ wildxr — ffw"dx >0
RN RN

ks < C(p, g ) || f (V) |10l gV o) +pla=bie, (2.17)

para toda u € DP4(RY) satisfazendo (a), (b) e (c), onde

key = k§p—1)N(p—q)+p2(q—l)'

Assim, tomando u € DP4(RY) qualquer, substituindo u por m em (2.17) e
usando a defini¢ao de # segue a desigualdade desejada. Resta-nos mostrar que
w é uma fungao extremal para (2.13). Note que, para isso, basta verificarmos
a igualdade em (2.14), pois igualdade em (2.14) implica igualdade em (2.13).
Como ||wl||, = 1, usando os resultados dos itens (i) e (ii) do Lema (2.4) e

(2.15) em (2.14) segue que

p(g—1) agy — w)d W N
q(q_p)/RNwd RO +/RN F(Vo)da +
p(g—1)—N(g—p) 14y
+ =P léNwd. (2.18)

e portanto w é uma funcdo extremal para (2.13). H
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p(N-1)
N-p

*

,temos # = 1er = p*.

Note que, no teorema anterior, tomando ¢ =

Assim obtemos a desigualdade homogénea 6tima de Sobolev.

Teorema 2.4. Sejam 1 < p < N e [ satisfazendo as propriedades (P.1),
(P.2), (P.3) e (P.4). Entdo, para toda fung¢do u € DYP(RY) | temos:

o < Al N, HIF (V)7 (2.19)

[u

Além disso w é uma fungdao extremal para (2.19), onde w € dada por (2.7),

p(N-1)

usando q = N

Como uma aplicagao dos resultados anteriores, iremos calcular as cons-
tantes 6timas das desigualdades de Gagliardo-Nirenberg e Sobolev para uma

familia de normas.
Defini¢ao 2.4. Sejam 1 <p < N e f, : RY — R tal que,
L
fulz) = ]—?I%’\w
onde

1
(Zfilmil")”, se 1< p<oo

max{|z;[;i=1,2,...,n}, se u=oc.

|$’u =

Chamaremos f, de norma .

Para calcular as constantes 6timas, necessitaremos da transformada de

Legendre da fungao f,.

Lema 2.5. Seja f, como na Defini¢io (2.4) acima. Entdo a transformada

de Legendre de f,, € dada por
. 1, .,
fal@) = I;le’i,

onde
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Demonstra¢ao. Suponha 1 < p < oco. Pela definicao da transformada de

Legendre, fr & p’-homegénea e além disso satisfaz as condigoes (P2), (P3) e

(P4). Pelo Lemas (2.2) e (2.3), temos que
(0" =DV fu(2) = fu(2).
Note que
Vfu() = |t (|| 72, oo ey, o Jon e

Substituindo V f,(x) em (2.20), temos que

p—1
p

— |I|ﬁl(p_“)f;(|x1|”_2x1, o |IEN|“_295N),

ol 1
p01513+27—1.

Usando o fato que i + % = 1, segue da igualdade (2.21) que

B b 1 I
i (nlE ool ) = Sl

L3 B .
Portanto, fazendo a mudanga de variavel y; = |z;|v 'a;, Vi

segue que a transformada de Legendre de f, é dada por
. 1,
fily) = E\y!’y’-

Como caso limite temos

. 1, . 1,
fi(z) = Hlxlﬁo e fulz)= ];!flrl’f :

Definigao 2.5. A fun¢io Gama (de Euler) é definida por

[(z):= / e dt.
0

2l = [V @) = f(j2 B (o] e, o)

(2.21)

1,2, ...

(2.20)
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Observacgao 2.2. Usaremos algumas propriedades da fun¢ao Gama, que po-

derao ser encontradas em [1].

O proximo lema é um resultado meramente técnico que nos auxiliara no

calculo das contantes ¢timas.
Lema 2.6. Sejam p e v tais que i —I—% =1, entao vale a sequinte igualdade
2nl(2)N

N
2—v
|7 dS =
/Sng‘y | I/F(%—Fl)

onde SN~! denota a esfera unitdiria em RY e T € a funcdo gama

Demonstragao. Seja DN~! o disco unitario em RY-1

Considere a carta 1) : DV=t — SN=1 definida por

1
YY1, Yn-1) = (yla---ayN—la<1 — (3 +---+912V—1))2)-

Assim, usando o teorema de mudanca de variaveis e a férmula de coordenadas

polares, temos que

N
H il

N v 2 2
—v : 7 1_ _ v
=i — 9 / [Tiey il X(Q (vi +2 +yn-1)) dy

(I—=(yi+.. +yxy_1))

[N

SN-—1 i=1 DN-1
1-v
= [ TIl <=
DN-1 =1
- / / H il 25 2 5y
gN—2 =1
N-1
_ 2/ (1= )52, 200 g, / TT 1wl ds
0 gN—p i=1

Usando inducao sobre n obtemos
T (2.22)

/H|y, vdS—QNH/ (1—r3) " r v

Slel
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Fazendo a mudanca de variavel, t = r2, segue que

1 1
—i 1 —i
/ (1—r2)e =1 gy = 5/ (1—t)s ™ .
0 0

Como
/0 L1 — ) ldt = —i((?i(;/))

para x,y > 0, segue que

1/t 1 —i 1 T(E=r(d
—/ (1—t)v*1tNT*1dt:——( yvf). f”).
2 Jo 2 (A=

14

Substituindo esta igualdade em (2.22) e usando a propriedade da funcao

gama, ['(z + 1) = zI'(x), concluimos a demonstragao. O
Estamos aptos agora a enunciar e demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.5. Sejam 1 < pu < oo, f, como na Definicio (2.4) e v tal
que % —I—% = 1. Entao as constantes otimas da desigualdade de Gagliargo-

Nirenberg sao dadas, por

0
A<paq7N7f1) = pr

0
Alp,q, N, fu) = p» (
onde A(p,q,n) € conforme (3).

Demonstra¢ao. Suponha 1 < pu < co e considere uma fun¢ao minimizadora
do Teorema (2.3) com relacao a fungao f,, que é dada por

p—1

wp(x) = (14 (@) "5 = (1 T ng’)”,
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onde a ultima igualdade se deve ao Lema (2.5). Assim para encontrarmos a

constante 6tima A(p,q, N, f,), basta calcular as integrais da seguinte igual-

dade:

Wy ||r
1Fu(Vw)IT [lwullg=

(i) Vamos calcular || f,(Vw,)|:. Como

1

p—]_( 1 />M 'y u—1
Vw,), =— 1+ —|z® x|b
(V) = — i ||

e sendo v = (v — 1), segue que

Lp—1\" (1, N\
fu(ku)zg P 1+}7|$’u |2l} -

Fazendo a mudanca de variavel

1L 2-v
Ly =Pp°P |y2‘ v Yi,

temos que

[ fuvu,ys -

N 2>N(p—1>”/( 2 2!
= —pp/ — _— 1—|— u) i v d
’ (V pa— |yl |y\ | | il 7 dy
RN
7 dS.

PN (2>N(p—1>p/°° p ey / l_N[| =
= —pr (=) | / i
P v p—q 0 (1—}—’[“25 )p(qq pl) i Pl

N-1

/

. 2’
Fazendo outra mudanca de variavel, t = r 7+, temos que

/mwmw:

P 2)N<p—1)f/ ./
= — Pl —_ —_— dt (]
" (V p=a) Jo (1107 H‘y

_q =1

|7 dS.
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Aplicando a propriedade da funcao gama

/OO ( tx_l dt = F(J,’)F(y) (2.24)

T+ 07" " Taty)

juntamente com o Lema (2.6) na igualdade acima, obtemos

/f“(un)dx:
]RN
1 o\ N 1\? P(ﬁ + 1)F(P(q*1) _ N _ 1) TN
_rr <_> (p - > v ap ¥ ()
_ p(g—1 N
p o \v p—q (At I +1)
Como
plg—1) N _p—1pg—ng+np
q—p P p q—p
(§]
r (p(q— 1)) _dlp=1) (Q(p— 1)) ’
q—7p q—p q—p
segue que
/fu(un)dx:
RN

N N(p— — —ng+n
(0 s ) e
pg \v) p—1\p—g¢ p (4L (& +1)

onde também usamos o fato que zlo + 1% = 1.

(ii) Vamos agora, calcular |lw,[|Z. Usando a mudanga de variavel

1L 2—v
zi =Pyl v

temos
a(p—1)
1 / p—a
/ widr = /(1+—/|xlﬁ> dx
RN p
RN
N (2 N 2p’ q(zf—_ql) N 2-v
pr (V) /( + ly| ) H\yzl dy
RN i=1
2n—v
/N
= ppl

(Q)N/m L /ﬂ\ 7 ds
— — r Yi| v .
v 2p’ q(qpfpl)

o (1)

N =1
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/

., 2p
Com uma outra mudanga de variavel, t = r~, encontramos

. o 9 N v L) ﬂ/
whde =pv | = o
RN v P Jo  (1+41t)

Usando a propriedade (2.24), da fungao gama e o Lema (2.6) chegamos a

q(p 1) —o @ / H |yl

le_

vdS

s 2\ NTET(ES! = 5) T
wpdr =pv | =) — =1 N
RN v) p r(=2) LS +1)
Como
gp-1) N _plg=1) N _p-lpg—ng+np
¢g—p P qg-p P p qg—p
usando a propriedade
N p N
I'—)==I'(—+1
(p/) N (p/ + )7
segue que
N(p—1) —1 pg—ng+n
[ () R 1
R v L) D+ 1)

(iii) Finalmente, vamos calcular |lw,||.

Novamente usando a mudanca de variével

/L] 2—v
z=p7 |yl i,

segue que
p(g—1)
r 1 p/ P—q
/wud:v = /(1+E\x|y> dx
RN RN
x 2\ 2\ 5 2
AN 2p - —v
p— / _— 1 174 . v
pr (V) /( + [yl ) H\yzl dy
RN =1
2 N o 2n—v
N rov
pry p,p/ _ / / ( 1) dfr- / H|y7’ v ds
v 0 (1+ T = =1
—1
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. . 2p’
Ainda, fazendo a mudancga de variavel ¢ = r+ , obtemos

1

, N (2 Ny g
w,dr =pr o) oy ——g g ar H‘yz
P Jo (1—|—t) a—p

RN N =1

|7 dS.

Da propriedade da fungao gama (2.24) e do Lema (2.6), temos

= N,<z)N NTGITCE? —5) TR

/ plg=1) N ’
RN v b F( q—p ) F(V +1)
Como
-1 N -1 N — 1pg —
plq )__/ZQ(P )__/+1:p pa—ngtnp
q—p p q—p p p q—p

e usando as propriedades I" (g) = p—]\l,F <§ + 1) e

F(p(q—l) _E) _Pp—1pg—ng+np, (p—lpq—nq+np)

q—p 7 p q—p p q—p
segue que
N(p— ng+n
/w dr = p'v 2 " pg —ng +npL'( (I; 1)+1>F(pquqq;p) L)Y
v P r(e=D) I+ 1)
RN q-p
Como
o — N(g—p) S ),
(Np—= (N =p)g)(g —1) p—1"
segue, por alguns calculos simples, que
0 . 1-¢ 1 ¢
P q r N’

Juntando este fato com os resultados obtidos em (i), (ii) e (iii) e substituindo

m (2.23) obtemos

7 (%)N pa—ng+np
A(pﬂanan): < e >
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onde
F(q(pfl))
A — q—p
F(N(pfl) + 1)F(p;1qunq+np)'

p p q—p

Usando as igualdades

O N G M O R

e a definigdo de A(p, ¢, n) obtemos

A(p,q. N, f,) = pr A(p.q,n) (?Ei i 1>> (?E; 1 ?) '

Fazendo p — 1, encontramos

[

0
o 7
A(p7Q7N7f1):ppA(p7Q7n) N N1 )
1)~
o que conclui a demonstragao. O

Observagao 2.3. As constantes dtimas da desigualdade de Sobolev sao casos
particulares das constantes otimas das desigualdades de Gagliardo-Nirenberg.

De fato, fazendo q = p(]y__—;) teremos 0 = 1 e, substituindo estes fatos nas

(TG +1)N (D(E+1) v
A(p, N, f.) = p» (F<%+1)) (F(%Jrl)) A(p,n)

1 v
A(p,N, fi) =pr ——1
2I(5

onde A(p,n) é dada em (5).

tgualdades acima, encontraremos

2.2 Desigualdade homogénea logaritmica

Agora iremos estabelecer a desigualdade homogénea logaritmica 6tima de
Sobolev. Esta desigualdade é obtida como um caso limite da desigualdade

6tima de Gagliardo-Nirenberg.
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Teorema 2.6. Sejam f : RN — R satisfazendo as propriedades (P.1), (P.2), (P.3)
e (P4) el <p < n. Entdo, para toda fungio u € WHP(RY), com ||ull, =1,

temos
[ tuptoglapae < Siox (A ) [ r7ue)
N P RN

onde a constante otima € dada por

ap N =L ([ erou) "
p, N, Ao RNe x .

Demonstragao. Seja u € WHP(RY), com u # 0. Como u € DP4(RY) para

todo ¢ € [p, p(]{[\f—_—;)} segue do Teorema (2.3) que

p(1-0)
0

7 < Alpoa, NP F(Vu)allulle T

[[ul
. Como a funcao logaritmica ¢é crescente, obtemos

||f<w>||1)?

< log | A
) Og( [l

p(g—1)

onde r =
p—1

! log <”u||r> — log (A(p,%N, f)

7 \lull,

g _ N(g—p)
Por definicao 6 = T D Np—naipD)

Sy

e assim, podemos reescrever

N
QZ(mJFU(Q))(Q—p),
onde
(q) = N B N
T Q= )(Np—ng+p) -1p
ou ainda
11 < p’(p—1) )
0 q—-p\N+o(@@@p-1)/

Como o(q) — 0 quando ¢ — p™, obtemos apos tomar o limite na desigual-

dade acima

2
Plp—1) . (||U||r> . ( 1
—— lim lo — lim log ( A(p, q, N, 9)
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< log (M> | (225)

[ully

Agora iremos calcular os limites restantes. Observe que

ull, 1 |
o (114 ) = 3 1osClull) = £ og(

[ullq

q—r 1 ,
= ——log([lully) + —(log([[ull}) — log([|/9))-
Do fato que ¢ — r = —Z%Il’ e do teorema do valor médio, segue que

1 r
lim —— log (M)
g—pt ¢ —p (foafP

= ol + i |2 (Ai ([ tar = tunaz) )|},

onde )\, estd entre |[ul|] e |luf|Z. Observando que r — p quando ¢ — p™,

novamente pelo teorema do valor médio, obtemos

1
lim —— log (_HUHr)
q—pt q— D HUHq
1/ -1 11 i
=—(—1og<||u||p>+ lim / ] qlog<|u|><r—q>dx),
p\p—1 RN

[ullp a=r+ ¢ —p

onde o, € (¢,7). Pela definicao de r, temos r — g = &=L e portanto

-1
1 r

lim —— log (HUH )

g—pt q—p [[wllg

-1 1

! Plog(|ul)dx
= p(p—l) log(HUHp)‘i‘mm /RN |U‘ lg(‘ |)d

hS]

1 / jul” ( |ul )
= log dx. (2.26)
p(p—=1) Jev [lullp [ell
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Por outro lado, novamente pelo Teorema (2.3), temos

wl|,
Ap,q,N, f) = ” ! ,
£ (VW) [IF [wl[5*

¢ uma funcao minimizadora. Como

lim w(z) = e @ = wy(z)
q—p*

temos que

S

lim log (A(p,q. N, f)

q—p

> _ qgg <%10g(14(p, q,N, f)))

e [Tl | ) e ().

lim
l[woll, N Jwllq

=t ¢ =P
Por céalculos analogos aos feitos para obter (2.26), encontramos

1 ) 1 P
lim log (HwH ) = / ol 5 log ( [wol ) dzx.
g—pt ¢ — P Jwllg p(p—1) Jrw |lwollp |

‘wOHP

Assim

lim log (A(p,q, N, f)%>

q—pT

; )
g (TN o f o (ol

[|woll N J lwollp [|wol|
RN

Substituindo esta igualdade juntamente com (2.26) na desigualdade (2.25),

obtemos
|ul? ( |ulP )
log dx < (2.27)
/]RN [[wllp [[wllp

p p
< N log <M) N log <M) + [wol log < [0l ) dz.
p [l p [|wollp .

[[wol[ [wollp
N
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Escolhendo A(p, N, f) tal que

~log(A(p. V. ) =
:?;gk%<lﬂiﬂgh>4_ deibg(hmﬁ>dx (2.28)
R

[[wollp lwolls [[wollp
N

e substituindo em (2.27) concluimos que vale

/ \u|plog\u|pd:c<§1og (A<p,zv,f> f(W)d:c),
RN RN

para toda u € W'P(RY) com ||lu|l, = 1. Agora iremos calcular a constante

otima A(p, N, f). Usando o Lema (2.3), obtemos

1 —pf*(x) £*
£(Vun)li = [ f(Funo)ds = o [ e Op ()
RN P — 1 RN
Por integracao por partes obtemos
* N *
/ @ pr (e = L [ el @y,
RN pp

sendo ]% + 119 = 1. Dessa forma

N .
£ (Vwo)ll1 = —2/ e P W dy
pb” Jrw

Note ainda que

RN RN

log (_Hf(Vw(;)Hl) = log(N) — log(p°).

[[wollp

Além disso, temos também que

|w0|p ( |w0|p> N
dr = —— —log(||wol|?)
/ ||w0||p |wo || P’ P

Entao
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(- — sl

p’ : K
Alp,N.f) = Nor 1 (/RN et (w)dx)

P2 ( 1 : -x
_ —f*(¥ =z
= N (/RN e dx) .

1
Fazendo a mudanca de variaveis y = xp*" obtemos

Portanto, de (2.28), segue que

log(A(p, N, f)) = —log(N) + log(p®) +

=|=

o que implica

2

p —f*(z _% 5
AN ) = o ([ e an) b

£+2
Como pr’ ™~ = pP*! segue que

AN, ) = 2 F@dr)
(0N, ) = o . )




Capitulo 3

O Problema de Brezis-Nirenberg

Sejam € um dominio limitado em RY, com N > 3 e A € R. Neste capitulo

iremos investigar a existéncia de uma solu¢ao do seguinte problema

—Au = v 4 u, em 0
u > 0 em Q (3.1)
u = 0 sobre 02

Sem perda de generalidade iremos supor que 0 € €2, pois o Laplaceano
é invariante por translagao. Veremos que os casos N = 3 e N > 4 levam
a diferentes restrigoes sobre A. Quando N > 4 este problema possui uma
solugdo para todo A € (0, A1), onde A; denota o primeiro autovalor do Lapla-
ceano. Porém, o problema nao possui solugao se A ¢ (0, A1) e Q é estrelado.
Quando N = 3, o problema acima é um pouco mais delicado e foi mostrado
em [5] a existéncia de uma solu¢do quando 2 é uma bola se, e somente se
A€ <zl1)‘1> A1). Iniciaremos provando a existéncia do primeiro autovalor do

Laplaceano.

Lema 3.1. Considere A o operador Laplaceano e 2 de classe C*°. Entao

61
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existe uy € HY(Q) tal que
M= inf {[[Vull3} = [[Vualfs.

ueHL ()

Além disto uy € C*(Q) e satisfaz
—Aul = /\1U1.
Demonstracao. Seja
S={ue€ Hy(Q); [lul> =1}

e os funcionais J,G : Hj(2) — R, dados por

J(u) ::/Q|Vu|2dx e G(u) ::/QUde.

Seja
j = inf {7 ()},

ueS

62

Pela definigdo de infimo existe uma sequéncia (u,) C S tal que J(u,) — p.

Como

T (n) = Vuallz = l[unllzs,

segue que existe ¢; > 0 tal que J(u,) < ¢1, ou seja, HunHHé(Q) < ¢;2. Como
H} () € um espago reflexivo, existe u; € Hy(Q) tal que u,, — u; (a menos

de subsequéncia). Iremos mostrar que p = J(u;1). Devemos notar primeiro

que H}(€) esta imerso compactamente em L%(f), entdo existe uy € L?*(f2)

tal que u, — uy (a menos de subsequéncia). Tomando ¢ € L*(Q)* e usando

a desigualdade de Poincaré, temos
lpo(w)] < cllullz < eflullmy,
o que implica que p € HJ(Q2)*. Portanto

u, —u; em Hy(Q) = p(u,) — o(u)
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e também

U, — uy em L*(Q) = o(un) — o(uy).
Segue destas observagoes que
plur) = p(ug), Vo e LX(Q)"
Como

lur —usll2 = sup {|p(ur —ua)[} =0
PEL?(Q)"

podemos concluir que u; = us q.t.p. em 2. Ainda usando a convergéncia

em L%(9), temos
up—urem LXHQ) = [Jualla = [l

Mas ||u,|l2 = 1 para todo n € N, pois (u,) C S, entao ||ui|]2 = 1, ou seja

u; € §. Finalmente explorando a convergéncia fraca, obtemos
up = ur = gy < lmlug (|-
Assim concluimos que
2 . 2 . 1) 2
1< T () = gy < (tm flun ) = (tim T (a)?)” = g,

e portanto J(u;) = p. Esta igualdade nos permite usar o Teorema (1.14) e

deste modo existe k € R tal que
T (ur)v = kG'(u1)v, Yo € Hy(Q),

ou seja,

/Vvada: = k:/ wvdr, Vv € Hy(Q),
Q Q

o que implica

Auy = ku;  em H Q).
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Uma vez que [jui]ls = 1, temos u; # 0. Fazendo A\; = k temos que wu;
¢ autofuncdo associada ao autovalor ;. Além disso, da Observagao (1.6)

temos que u; € C%(Q). Fazendo uso do teorema da divergéncia encontramos

/div(Vul v)dx:/div(Vul)vda:—i-/Vu1Vvd:U,
0 v Q

para toda v € C°(2), o que implica

—/Aulvd:c:/VuIVvd:c:)\l/ulvdx,
Q Q Q

ou seja

/Q(—Aul — Nuy)vdr =0, Yv € HY ()

o que implica

Au1 = )\1’&1 em Hil(Q)

e portanto

—Au; = \uq, em €.

Segue do teorema (1.12) que u; > 0 em . Note ainda que u; € Hj (),
donde u; = 0 sobre 0f). O

Lema 3.2. (Identidade de Pohozaev) Suponha que u € C?(Q)NCH(Q) ¢ uma
solugao do problema (3.1) e Q € de classe C™. Entdo u satisfaz a seguinte
tgualdade

1

-~ \Vul*z.v(x)ds = )\/ u?dz,
2 Jo Q

onde v(x) € o vetor normal & 0S) em x.

Demonstra¢ao. Multiplicando a equacdo em (3.1) por Vu - x e integrando

temos

—/AuVu-xd:z::/uz*_IVu-xdx—i—)\/uVu-xdx.
Q Q Q



CAPITULO 3. O PROBLEMA DE BREZIS-NIRENBERG 65

Como

div(Vu-2zVu) = V(Vu-z)Vu+ Vu-z divVu
= V(Vu-z)Vu+ Vu-z Au,

integrando esta igualdades e usando o teorema da divergéncia, encontramos

/Vu cxVu-v(z)ds — /V(Vu -x)Vu dx = /AuVu -z dx
o0 Q Q

Juntando a igualdade acima com esta, obtemos

/V(Vu-x)Vu dz — /Vu-xVu-y(x)ds

Q o0

:/u2*1Vu-xda:+)\/u Vu-zde. (3.2)
Q Q

Por outro lado, como u ¢é solugao de (3.1), entdo u = 0 sobre Jf2. Considere

v : [=1,1] — 99 de classe C', com v(0) = x. Entao u(y(t)) =0 e

0= (u(y(1)))" = Vu(y(t))Y'(t), vt € (-1,1)
o que implica
Vu(z)-+'(0) = 0.
Pelo Lema de Hopf Vu(x) # 0 para todo z € 952 e assim temos que Vu(x)

é paralelo a v(x), logo
Vu(z) = £|Vu(x)|v(z).
Portanto

/Vu-mVu-V(x)ds =/|vu|2x-y(a;)ds. (3.3)
o0

o0

Por outro lado
N

2
V(Vu-2)Vu = ij (‘VQM ) + |Vul?.

Jj=1 j
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Integrando a igualdade acima obtemos

\VW
V(Vu-x)Vuder = |Vul*dz + Z dx

/|Vu\2d:v + §/V(\Vu2|) -z dx (3.4)
0 0

Porém
div(|Vu|*z) = V(|Vul?) - x + |Vu|>N.

Assim, integrando a igualdade acima e substituindo em (3.4) obtemos

/V (Vu - z)Vu dz /]Vu|2das— —/|Vu| dx

+ 3 / |Vul*z.v(r)dz.
o0
Substituindo esta igualdade e (3.3) em (3.2), encontraremos

N 1
(1 - ?) /|Vu|2dx ~3 / |Vul*z - v(z)ds =
Q

o0N

—/u2*1Vu-xdx+)\/uVu-xdx.
Q Q
Note ainda que

/uQ*_lw-Vudx—l—)\/uw-Vudx:

1 *
:§/V(u2 )-a:dx—i—%/V(uz)-a: dr.
0 0

div(u? z) = V(u*") -z + u* N,

Porém

e assim

0 = /u2*x-y(:ﬁ)dm = /div(u2*x)dx:

o0N Q

= /V(u2*) T da:—i—N/qux,
0

Q
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o que implica

/V(ug*) cxdr = —N/uQ*dx
Q Q

/V(uQ) cxdr = —N/UQd:L‘.
Q Q
Obtemos entao

N 1
(1 - 5) /|Vu|2d$ ~3 / |Vul?z - v(x)ds =
Q o9
N N

=—— [ u¥dx — E)\/ifdx.

Analogamente temos

Agora, como u é solu¢do do problema (3.1), segue que

/|Vu|2dx:/u2*dx—l—)\/u2dx.

Q Q Q

De fato, basta multiplicar a equacao em (3.1) por u e usar o fato que

0= /div(Vu u)dr = /Au u dx+/|Vu|2dx.

Q Q Q

Substituindo (3.6) em (3.5) obtemos

N N N 1
(1 - 5) [ (1 - 5) s [ utde =5 [ 19 v@)as
Q Q

o

N . N
= (1——) /u2 da:——)\/ugdx,
2 2

Q Q

1
§/|Vu|2:n ~v(x)ds = A/qu:v.
o0 0

e portanto

Recordemos a seguinte definicao de conjunto estrelado

67

(3.6)
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Definigao 3.1. Um conjunto aberto €2 é chamado de estrelado com respeito

a 0 quando, para cada x € Q, o segmento
{az;0 < a <1}
estd contido em €.

Estamos agora aptos a enunciar e demonstrar o primeiro resultado acerca

do problema (3.1).

Teorema 3.1. Seja Q um dominio limitado, C* e estrelado com respeito
a origem em RY. Entdo para A < 0 ou A > )\, o problema (3.1) nao tem

solucao, onde \i € o primeiro autovalor do Laplaceano.

Demonstragio. Suponha que u € C2(€) seja uma solugio do problema (3.1).
(i) Considere A < 0.
Pelo Lema (3.2) temos que

1
/\/u2dx = §/|Vu|2m -v(x)ds.

Q o0

Como {2 é estrelado, temos que
x-v(zr) =20, Vel (3.7)

Como 0 € int 2 segue que x - v(x) > 0 para todo x € ¥, sendo ' C 0N e
Y de medida positiva. Segue do Lema de Hopf que Vu(z) # 0 para todo
x € 0f). Portanto

1
/\/u2 dx:—/ |Vul*z - v(z) ds > 0.
Q 2 Joa

Como u > 0 em 2, temos uma contradicao com a hipotese que A < 0.
(ii) Suponha A > 0.
Sendo u uma solugao de (3.1) temos

/Vqu dr = /uz*lv dx + )\/uv dr, Vv e Hy(9Q). (3.8)

Q Q Q
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Do Lema (3.1), temos também que

/VUIVU dr =\ /ulv dr, Yve Hy(Q), (3.9)
Q 0

Assim, usando v = u; em (3.8) e v = u em (3.9) obtemos

/VuVm dr = /uQ*_lul dr + )\/uul dx,
Q

Q Q

e também

/VmVu dr =\ /ulu dzx.
Q

Q
Logo, teremos que

Al/uuldx—)\/uuldx>0,
Q Q

pois uy,u > 0 em 2. Dessa forma

(M1 —)\)/uul dx >0,
Q

donde A; > A. Tomando A = A\; obtemos uma contradicao na desigualdade

acima, o que finaliza a demonstracao. O

Agora passaremos a investigar a existéncia de solugao para o problema

(3.1). Considere 0 < A\ < A; e a seguinte constante

Sy = inf Vull2 = Mul|? «=1p.
A uelHH&(Q){H ully = Alfullz [l = 1}

Do Lema (3.1) temos
/|u|2dx< /\1_1/ |Vul*dz.
Q Q

IVu2 = Mul2 = (A — ) / 2z > 0,
Q

Dai
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pois 0 < A < Ay e portanto Sy > 0. Também é facil ver que

A= ik (Il s flull =1}

onde A(2,n) é a constante 6tima de Sobolev dada por (7).

Teorema 3.2. Seja A < \;. Se Sy < A(2,n)72, entdo o problema (3.1) tem

solucao.

Demonstracao. Esta demonstracao, em linha gerais, segue as idéias da de-

monstragao do Lema (3.1). Defina

j(u):/Q|Vu|2dx—)\/Qu2dx : C;(u):/9|u

Y dx

H = {u € H&(Q) ; u

2k = 1} .
Entao

Sy= mf{J(u)}.
Considere (u,) C H tal que

Do Lema (3.1) segue que

T (uy) = (1 — )\)\11)/ |Vu,|*dz, Vn € N,
Q

o que implica
/ |Vu,|?dr < C,
Q

para todo n € N e alguma constante C' > 0. Assim (u,) ¢ limitada em

H}(Q), donde u,, — ug € H} () (a menos de subsequéncia). Dessa forma

Vu,Pde —p e |un|* dr — v,
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no sentido de medidas, onde p e v sao medidas limitadas nao-negativas.
Agora, pelo Teorema (1.16), existe um conjunto J, no maximo enumerével,

tal que
(i) v; >0, j € J tal que

v = |uo|* dx + Z 2T

jeJ
(ii) p; >0, 5 € J tal que

= Vuolde+ ) 10,
JjeJ
=

(i) A@.n)%; > 1%

Dai, por (ii) acima e pelo Teorema (1.15) item (b) temos

T (ug) < h_m/ |V, |*dr — )\/ |uo|*dx — Z,uj.
Q Q

jeJ

Como HJ(Q2) cC L*(Q), temos u, — up em L*(Q2) (a menos de subsequen-

/]unIQda:—>/|u0]2d:z:.
Q 0

J(ug) < li_m/|Vun|2dx—/\lim/|un|2dx—2uj
Q Q

cia), donde

Assim

jeJ
< li_m/qun|2d$—)\m/|un|2dx—2p,j
0 Q e
< li_m(/|Vun|2dx—)\/|un|2dac) —Z,uj
Q Q

jeJ

= lmJ(un) = > nye

jeJ
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Usando (iii) e como J (u,) — Sy, obtemos

- 2

T (ug) < Sy — A(2,n)2 Z 2 (3.10)

jeJ
Por outro lado
1 :/\uoy”dwrzuj. (3.11)
@ jeJ

Queremos mostrar que J = (). Suponha, por contradigao, que J # 0. Por

hipotese Sy < A(2,n)7? e assim

J (ug) < Sy (1 -y uf) . (3.12)

jeJ

De (3.11) temos que

1

\%

ZVj}Vj, VJEJ

jeJ

2
Como 2% < 1, segue que v > v;, para todo j € J. Substituindo a desigual-

dade acima em (3.12) e usando (3.11) obtemos
j(UQ) < S) (1 —ZVj> = S)\/ ‘UQ Q*diﬂ < Sy (/ ]uo
0 Q

jedJ
0< J(uo) < S,\H'LLO

2
=

2z d:c) ,

e dessa forma

2
2k -

Assim, se ||ug||2« = 0 temos uma contradigao. Se ||ug||2+ # 0, entdo

7 (i) <5 = T}

1o ]|2-

=1, ou seja — ¢ H.

o que também é uma contradi¢ao, pois , m
2*

ug
lluo 2

Logo, devemos ter J = ().

Novamente por (3.11), temos que uy € H e além disso, por (3.10), temos

j(uo) < inf {j(u)}

ueH
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Portanto, existe ug € H tal que J(ug) = infuen{J(u)} e pelo Teorema
(1.14), existe m > 0 tal que

T (ug)v = mG' (ug)v, Vv € Hy(S2).

Como V|ug| = £Vuy, podemos supor que ug > 0, pois T (ug) = j(!u0|) e

assim, para toda v € H}(Q) temos

2/ VugVu dx — 2)\/ upv dr = Q*m/ uo? v dz.
Q Q Q

Escolhendo k > 0, tal que % =1, defina u; = kuy e assim obtemos

/ Vu, Vo dx — )\/ uv dr = / > v dr, Yo € Hy(9).
Q Q Q

Da Observacao (1.6) sabemos que u; € C2?(2) e analogamente ao que foi

feito no Lema (3.1) obtemos
—Aup =7+ .
Além disso, pelo Teorema (1.12), temos que u; > 0 em . ]

No teorema anterior, vimos que o problema (3.1) tem solugdo quando
A < A e Sy < A(2,n)"% porém, nao sabemos se esta desigualdade ocorre. O

proximo teorema responde esta questao parcialmente.

Teorema 3.3. Sejam N >4 e¢0 < A. Entao
Sy < A(Q,n)_Q.

Demonstracao. Defina

_ IVallz = Allullz
[

Qx(u) : (3.13)

2
2*

Sejam § > 0 e p € C°(N) tal que



CAPITULO 3. O PROBLEMA DE BREZIS-NIRENBERG 74

e defina
Ua(17) = 90(1') N_2-*
c+ o)

Dessa forma, fazendo Bs := B(0, ), teremos

2 _ o2 p*(2)]z|? "
/Q|Vua| de = (N —2) /Q—( dx +

e+ [z[?)N

L o22-N) /ch(s ) V(@) V() o do +
T / V(o) 2(e + [af2)> V.

Agora iremos estimar as integrais do lado direito desta igualdade. Primeiro

note que

2 2 2
2 [ ¥ (@)|z] 9 2N |z
(N—Q)/dexg(]v—Q%fz TCRPCIVALLE

A segunda integral é limitada pois

— 1
[ vl < [ o
BSnQ BSnQ

e, analogamente

dr < o0,

/ (e + |z|*)*N)2|dr < oo
BinQ

Dai, podemos concluir que, para alguma constante C; > 0, que nao depende

de ¢

2
[?dr < N—222_2N/ R . 14
[ Ivudtds < v =27 [ ime e

Da definicao de u. temos

[

: 1 ()
u|? de = / —d:}c+/ — - —dx
/Q' | e ET PN fyona G+ 1P
N 1 1
> g 2 — dx — —  dx|.
: U 1+ a)¥ ™ /B (1 + [«)¥ }

WV
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Porém,

1 [e'e) ,,,,Nfl
—  dx = ——dSd
/ 1+ )N / / 1+ )8

o] TN_l N
< / dS/ —dr = Ce?,
SN—-1 687% ren

onde SV—1 denota a esfera unitaria em RY e C' > 0 é uma constante.

Logo, utilizando o teorema do valor médio, chegamos a

2 2
2

o 2F _N+42 1 2
5 |U€| dx 2 £ 2 - mdl’ — 025 > 0, (315)

para alguma constante Cy > 0.

N

Finalmente, vejamos que

1 ©*(x)
E2d = / —d +/ — L~ dx
/Q'“' S AR e e P P R
N 1 1
> —zt2 — d —/ — dx]|.
: [/ﬂmmxmmx pe (1 [e)V 2"

Para n > 4 obtemos

2 -S+2 1
/Q|'U/g| dx 2 £ 2+ /RN W(ll’ — Cg > 07 (316)

para alguma constante C'.

Por outro lado, para N = 4 obtemos que

1
s [ o
/Q'“' S e

55_% 1 5
= C/O —(1 n r2)2r dr
2 04 — 05 1H(6), (317)

onde Cy e (5 sao constantes positivas.
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Da igualdade (3.13), utilizando (3.14) e (3.15), obtemos

2
(N —2)% 2" / (lx—|Ndx +Cy — )\/ |u.|?dx
RN

1+ [2P)
N
QA(UE)< = 2
2*
—N+2 dZL'
e ([ de N\
° / (1 + [«[)¥ 2
N

—L — ¢ uma funcdo extremal para
(1+]z[2) "2

(7), donde obtemos a seguinte igualdade

(/RN |U(x)|2*dx)22* = A(2,n)? /RN VU (z)[2dz,

Observe agora que a fungao U(z) =

ou seja,

A2,n)7% = X = (3.18)

| wrpet

N

Dessa forma, para € > 0 suficientemente pequeno temos que

2
N _gpeye [ lF - / P2
( )%e /(1+|$’2)Nd:£+01 A ulfde
Y & —A(2,n)2 < 0.

—N+2

dx
£ 2 /—(1—1—\:1:]2)1\7 — Cye

N

1

De fato, para n > 4, utilizando (3.16) e (3.18), com d = /Wd%
RN
obtemos
era+C — e 2 d+ 05 a
e75 b — Coe b
e ab+ Cib— AbeTT d+ ACsb— 7 ab — Chea
Bl e b2 — bCye
5 [ Cibe™T — \bd + NbCye’ 7 — Che'5oa
- e ( b? — bC’ng > <0



CAPITULO 3. O PROBLEMA DE BREZIS-NIRENBERG 77

para € > 0 suficientemente pequeno. Por outro lado, para N = 4, utilizando

(3.17) e (3.18) obtemos

eta+Cy —ACy+ MCsIn(e)  a

e b — Cye b
B e tab+ C1b — NCyb + ACsbIn(e) — e tab + Coea
n b (8_11) — CQ&T)
(01 — )\C4)b + )\C’5bln(5) + CQCLE
= <0,
6—1(b2 — CQb52)
para € > 0 suficientemente pequeno.
Portanto Qx(u.) < A(2,n)72, donde Sy < A(2,n)~2 O

Considere agora N =3 e Q = B(0,1) := B;. Vimos pelo Lema (3.1), que

o problema de autovalores

—Au = du, em B
u > 0, em B (3.19)
0, sobre 0B

u

tem solucao. Assim, existem \; o primeiro autovalor e u; € C? (E) autofun-
¢ao associada a A; resolvendo o problema (3.19). Vimos pelo Teorema (1.13)
que solucoes desse tipo de problema sao radiais e assim podemos considerar

u1(z) = v(r), onde r = |z|. Entao o problema (3.19) pode ser reescrito como

—v’ — %v’ = \v

(3.20)

2 sen (7r)

Neste caso A; = 7 é o primeiro autovalor e v(r) = uma autofuncao

correspondente.

Teorema 3.4. Sejam N =3 e 2L < X e considere Q = B; = B(0,1). Entdo

Sy < A(2,3)7%
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Demonstragao. Tome (1) = cos(5r). Para r = |z| e € > 0 defina

() — P
(o) (5—|—T2)%'

Dessa forma

5 ]Vu5|2dx:/B S0’2(7”)7}&—2/& IGLAGLP, +/Bl ot TP AU

ek (e + |=[?)? e+ [xf?)?

Utilizando a féormula de coordenadas polares, com S? = {z € R? ; |z| = 1},

obtemos

1 / 3
/ Vu.[2de = / / RO s ar / / P oy
B S2 €+702 0 52 (5"‘7”2)2
SO sar.
/0 /g2 (6+T2)3 "

Fazendo w = / dS, temos

S2

2, PRt el ()
|\Vue|"de = w dr —2 dr
B o e+r? 0

Note que
2/01 %dr - /01 ) {(5 ir;)z G f;)ﬁ»] ar,

1 200\,.2 120,02
/ |Vu|?dr = w/ P2 dr + 35w/ Mdr
B, 0o E+1? o (e+12)2

Porém, note ainda que
L 120,02 1
/ Ld (T)Z dr / ©?(r)dr
o ¢ +7r 0

donde

VAN

e além disso
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Logo

1 00 2
IVU5|2d$ <w @IQ(T)d’I" + 3we™ 2 / uy—dy
0

S—

By

Por outro lado, temos que

Yde = / —ng(T) dx
B B, (€+ [z[?)?

1 6 2
= w/ LA (r)r dr
0 (5 + T2)3

Mas, para alguma constante C' > 0

61
‘QD | <C.
-
pois, por L’Hopital
. ¢ —=1  —6cos’(Fr)sen(5r)  —6m
lim = lim 3 =
r—0 72 r—0 2=%r 4

Logo obtemos

1 6 —1 2 1 4
w/ W—Vdrgg/ LN
0 (5 + T2)3 0 (5 + T2)3
Dessa maneira

1
|u5|2*dx>w/ C’/ T,
By 0 (8+T €+T

e utilizando o teorema do valor médio, obtemos

o % 1 o0 y2 3
(B e d‘”) Zwie (/0 mdy) ~ Ge

para alguma constante C. Finalmente, vejamos que

52d = /
Jo e = < |

1 2 2
-1
ey drﬂ,/ e =1,
0

N[
W=

= W

0 € + 72

1
:w/gp dr+w5%
0

Y

79

(3.21)

(3.22)
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o que implica, para alguma constante Cy > 0
1 1
lug|*dx > w/ 2(r)dr + Cye2. (3.23)
Bi 0
Substituindo os valores encontrados em (3.21), (3.22) e (3.23) na igualdade
(3.13) obtemos

1 roo 2
wez | s dy + wk + Cae
Qa(us) < fo ek 1 ) (3.24)

,l 3 1
2< fO (1+y2) 3dy> +Ol€2

onde
1 1
K= / @2 (r)dr — )\w/ o(r)?dr.
0 0
Uma vez que a fungao U(z) = . ‘1| 51 ¢ uma funcao extremal para (7), segue
+|x
que
3w [ y—Qdy
A(2,3)72 = b i —— (3.25)
3 b
< fO 1+y )
Assim, de (3.24) e (3.25) chegamos a
et (wKb + 23C1b — c3aCy)
Qa(us) < A(2,3)72 + (3.26)

b(b + Cse) ’

1 1
/ sen’t dt = / cos?t dt
0 0

e tomamos ¢(r) = cos(§r), segue que

1 _2 1
K = /OWZseHQ(gr)dr—/\/o COSQ(grdr)

_ (%2—)\)/01008(2 F)dr <0,

Uma vez que

pois
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Logo, de (3.26) temos que
Qx(ue) < A(2,3)72,
para € > 0 suficientemente pequeno e portanto segue o resultado. O

Teorema 3.5. Sejam N =3 ¢ A < % e considere QQ = By = B(0,1). Entao
o problema (3.1) nao tem solugado.
Demonstra¢ao. O caso A < 0 ja foi considerado no Teorema (3.1). Conside-

remos entao o caso 0 < A < %. Suponha, por absurdo, que u seja solugao

do problema (3.1), entdo u é uma fungao radial e podemos considerar
u(z) :==ov(r), comr= x|
Logo o problema (3.1) pode ser reescrito como

- =20 =0+, re(0,1)
v(1) =2'(0) =0 '
Seja 1 € C*((0,1)), tal que ¥(0) = 0. Note que

(3.27)

1 1 1
= 2/ T@/J(U,)er+/ TQ@/)’(U’)er—I—Q/ r2u’u" dr.
0 0 0
Multiplicando (3.27) por —2r2iv’ e substituindo na igualdade acima, obte-

P(1) (V'(1) = 2/01 r¢(v')2dr+/01r2¢'(v')2dr—4/01r¢(v')2dr

1 1
— 2/ r2wv’v5dr—2>\/ r2puv’dr (3.28)
0 0

Além disso
1t 2 ! 1
0:_—/ (7’2¢U6),dr = ——/ T¢U6dr——/ 2 v8dr
3 0 3 0 3 0
1
- 2/ r2pvSu'dr,
0



CAPITULO 3. O PROBLEMA DE BREZIS-NIRENBERG 82

donde

1 2 1 I
—2/ r2puPu’dr = —/ r’dr + —/ r'dr (3.29)
0 3 0 3 0

Observe também que
1 , 1 1
0= —)\/ (rPyo?) dr = —2/\/ r¢deT—A/ r2v3dr
0 0 0
1
— 2)\/ r2puv/dr,
0
ou seja,
1 1 1
—2)\/ r2ov’dr = 2)\/ 7“77/)2}2d7“+/\/ r2 v dr (3.30)
0 0 0
Substituindo (3.29) e (3.30) em (3.28) chegamos a

[ (=) = e -

1 1
- ‘é/o v(2ry + ¥y )dr — %A /0 v (2ry + ¥ )dr. (3.31)

Por outro lado

1 1 / 1 1 1
0 — / —r2 —rp | ol | dr = —/ r2" o' dr — / Yov'dr
0 2 2 Jo 0

112/_ > N2 1(12/_ ) "
+ /0 (2r¢ r (v)dr—i—/o 27"1/1 r | vo"dr. (3.32)

Note que
1 1 ) )
0= / (T2v2¢/’>’dr — 2/ TUQ,[p//dT + 2/ TQU'U/?/JHCZ’I” + / 7’2U2¢///d7’,
0 0 0 ;
ou seja,

1 1 1 1
/ TZUU/Q/J/,CZT - _ / TUQw//dT o 5 / T2U2¢1/ldr' (333)
0 0 0
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Além disso

1 1 /1 1 1
0= ——/ (rv*) dr = ——/ v dr — 2/ rov'ydr — —/ rv*"dr,
2 Jo 2 Jo 0 2 Jo

e assim,
1 1 1
/ ro*dr = —/ v*)'dr —4/ rov'ydr. (3.34)
0 0 0
Observe ainda que
1 1 1
0= / (v*9p)'dr = 2 / vv'pdr + / viy'dr,
0 0 0
isto é,
1 1
/ vdr = —2/ vu'thdr. (3.35)
0 0
Juntando as igualdades (3.33), (3.34) e (3.35) chegamos a
1 1 1 1 1 1
/ v’ pdr = —/ T%U’@b”dr—i——/ r2v?" dr — —/ rov'y'dr (3.36)
0 2 Jo 4 Jo 2 Jo

Multiplicando (3.27) por (%73@[1’ — 7"1/1) v, substituindo na igualdade (3.32) e

considerando ainda (3.36) chegamos a

1 1
N2 1 2.1 1 2.2 4.1 _
[ (e =re)ar— [ orrtumar =
1 1
— /0 VO (%rQw’ - rw) dr + )\/O v* <%r2¢’ - rzb) dr. (3.37)

Combinando (3.31) e (3.37) obtemos

! 2 ! l _ ! 1 " / 2 9
(W (1))(1) + 2 / S — r2)dr = / (Zw +w>mdr.

Uma vez que 0 < A < %2 e considerando 1(r) = sen((4\)2r), temos

YO0 e WM =0
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e assim
1
/ VO (ryp — r*)dr < 0.
0

Porém

r— 2 = 1 sen((4M)2r) — 1 cos((4X)2r)(4N)2
= r[sen(f) — fcos(d)] > 0,

para r > 0, sendo 0 = (4)\)%7“. Logo
1
/ v (rp — 2 )dr > 0,
0

o que é um absurdo e portanto, segue o resultado. O
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