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“So hd felicidade se ndo exigirmos nada
do amanhd e aceitarmos do hoje, com gratiddao,
0 que nos trouxer. A hora mdgica chega sempre.”

Hermann Hesse

“Uma das tragicas coisas que eu percebo

na natureza humana é que todos nos tendemos

a adiar o viver. Estamos todos sonhando

com um mdgico jardim de rosas no horizonte,

ao invés de desfrutar das rosas que estdo
florescendo do lado de fora de nossas janelas hoje.”

Dale Carnegie



Resumo

Esse trabalho é dedicado ao estudo de complexidade do ponto de vista de Nesterov [Nes04]
para métodos de primeira ordem, ou seja, que usam apenas informacao de valor de funcao
ou de seu gradiente. Em relacao a complexidade, ha diversas maneiras de obte-la, seja con-
tando o tempo computacional gasto para resolver o problema, o nimero de operacgdes a-
ritméticas usado pelo método, entre outros. No nosso caso, serd contando o nimero de
iteracOes gasto pelo método para resolver o problema.

Nos nossos problemas, as fun¢des objetivos pertencem a classe das funcoes convexas,
continuamente diferencidveis e com constante de Lipschitz L para o gradiente. Estudamos a
complexidade 6tima desses métodos e provamos a complexidade 6tima de um método apre-
sentado em [GKO08] para essa classe de func¢des. Fizemos também alguns testes nlimericos

com alguns métodos 6timos propostos na literatura.

Palavras-chave: Problemas convexos irrestrito, Complexidade, Método Otimo.
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Abstract

This work is dedicated to the study of complexity in terms of Nesterov proposed in [Nes04]
for methods of first order, ie, using only information of value function or its gradient. For
complexity, there are several ways to obtain it, by counting the computational time to solve
the problem, the number of arithmetic operations used by the method, between others. In
our case, will be counting the number of iterations spent by the method to solve the problem.

In our problems, the objective functions belong to the class of convex functions, conti-
nuously differentiable and with constant Lipschitz L for the gradient. We study the optimal
complexity of these methods and prove the optimal complexity of a method presented in
[GKO8] for this class of functions. We also present some numerical tests with some optimal

methods proposed in the literature.

Keywords: Unconstrained convex problems, Complexity, Optimal method.
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Capitulo 1

Complexidade algoritmica para a classe de

funcoes convexas

A andlise de complexidade cldssica da Ciéncia da Computacdo esta relacionada geral-
mente com a dimensdo do espaco do problema. Nesse trabalho, discutimos o conceito
de complexidade, segundo Nesterov [Nes04], que estd relacionado com a precisdao com que
queremos resolver uma classe de problemas.

O objetivo desse capitulo é estabelecer o conceito de complexidade algoritmica de um
problema de otimizac¢ao, bem como, discutir a complexidade algoritmica dos problemas de
minimiza¢dao de uma fung¢ao convexa ou fortemente convexa usando métodos que utilizam

informacgdes pontuais de até primeira ordem de funcao.

1.1 Complexidade

Considere o problema de minimizar em um conjunto S € R” uma func¢édo f : R* — R
pertencente a uma classe de fungdes % e considere f* seu valor minimo em S. Resolver o
problema significa encontrar uma solu¢do aproximada x € S, isto é, dada uma tolerancia
€ >0, encontrar x tal que f(x)— f*<e.

Para resolver o problema podemos usar um método! baseado no conceito de caixa preta
[Weg05], ou seja, supomos que ndo conhecemos necessariamente uma forma fechada da
funcdo objetivo f, somente podemos contar com informacdes de valores pontuais forneci-
dos por uma caixa preta, ou seja, esses valores sdo fornecidos de alguma maneira que nao
estamos interessados em saber como sao obtidos.

Quando usamos um determinado método para resolver o problema nao podemos contar

com uma expressao da funcao f e sim com valores pontuais solicitados pelo método através

lalgoritmo
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de chamadas de um ordculo cujas respostas sao fornecidas por uma caixa preta. Se o ordculo
é de ordem zero podemos contar apenas com valores pontuais de f. Oraculos de primeira
ordem retornam valores pontuais de f e de seu gradiente. Analogamente, um orédculo de
segunda ordem pode fornecer informacdes pontuais de f, de seu gradiente e de sua matriz
Hessiana.

O desempenho de um método para resolver um problema pode ser medido pelo nimero
de chamadas do oraculo (complexidade analitica) ou ainda pelo ntimero de operacoes arit-
méticas (complexidade aritmética) exigido pelo método para resolver o problema com pre-
cisao ¢.

Dependendo do algoritmo, é possivel estimar o nimero de chamadas do oraculo por
iteracdo. Nesse caso, a complexidade do algoritmo pode ser analisada a partir do niimero de
iteracoes.

Ao longo desse trabalho usaremos a seguinte notacao.

Notacao: Dadas duas fungoes g1, g, : X € R” — R, dizemos que g;(x) = 0(g2(x)) (ou
equivalentemente g,(x)=Q(g:1(x))) emI" C X se existe M > 0 tal que paratodo x €T, g;(x) <
M go(x).

Analisamos a seguir a cota de complexidade inferior e superior.

Cota de complexidade inferior

A cota de complexidade inferior estd associada a uma classe de fungdes. Considere uma
funcdo g : Ry — R;. Dizemos que a cota de complexidade inferior de uma classe ¢ de
funcoes é Q(g(¢)) quando para todo método M de uma classe .# de métodos usados para
minimizar, com precisio ¢, toda funcdo de %, existe uma funcéo f € 6 para qual o método
gastard ()(g(¢)) iteracoes.

Vemos assim que a complexidade inferior relaciona-se com o pior caso, ou seja, com
uma funcao dificil de ser minimizada que pode diferir de método para método. Note que a

complexidade depende da precisdo € com que queremos resolver os problemas.

Cota de complexidade superior

Ja a cota superior, por outro lado, estd relacionada a um método M usado para minimizar
uma classe de funcgoes.

Considere uma funcao h : R, — R,. Fixado um determinado método M, dizemos que a
cota de complexidade superior é &(h(e)) quando ele minimiza, com precisao ¢, toda funcao

da classe 6 em O(h(e)) iteragoes.

Método 6timo
Um método M é 6timo para uma classe ¢ de funcoes quando a sua cota de complexi-
dade superior é proporcional a cota de complexidade inferior da classe %6, em outras palavras,

quando as fungoes g e h: R, — R, consideradas acima, sdo proporcionais.
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1.2 Funcoes convexas

Nesse trabalho concentraremos nossa atencao nos problemas de minimizacao de funcoes
f :R" — R pertencentes a classe das funcoes diferencidveis convexas ou fortemente con-
vexas. Nessa secdo trabalharemos com func¢des convexas. As principais referéncias dessa
secdo sao [Nes04, HUL93a, HUL93b, Roc70].

Definicdo 1.1. Uma funcdo continuamente diferencidvel f : R" — R é chamada convexa se

para todo x,y € R" temos

f)z2 fx)+(Vfx),y —x). (1.1)

Se —f é convexa, dizemos que f é cOncava.
Assumimos diferenciabilidade na definicao acima de convexidade, pois esse é o caso de
interesse em nosso trabalho. E possivel definir funcdo convexa sem essa hipétese e obter

(1.1) como consequéncia [HUL93a, Teorema 4.1.1].

1.2.1 Propriedades

Essa secao é dedicada ao estudo de algumas propriedades de func¢des convexas que serdao

utilizadas ao longo do texto.

Lema 1.2. Considere f : R" — R convexa. SeV f(x*) =0 entdo x* é minimizador global de f

emR",
Demonstragdo. Considere x € R” arbitrario. Pela definicao de convexidade, temos
f(x)> f(x)+(Vf(x"), x —x*).

Usando a hip6tese, concluimos que

fx) = f(x7).

Como x foi tomado arbitrario, completamos a demonstracao. O

O lema a seguir garante que uma combinacdo linear de funcdes convexas nos fornece

uma funcdo convexa.

Lemal.3. Se f1, f> sdo fungoes convexasea, B > 0, entdo [ = a i1+ f> é uma fungdo convexa.
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Demonstragdo. Considere x,y € R" arbitrarios. Pela definicao de convexidade

H(y) 2 L)+ {VAx),y —x),

L2(y) 2 fo(x) +(Vfa(x), y — x).

Multiplicando a primeira desigualdade por a e a segunda por 8 obtemos:

FW=afily)+Bf(y) 2 afilx)+ B fa(x)+{aV filx)+ BV fo(x),y —x) =

=fxX)+(Vf(x),y —x),
que é o resultado desejado. O

Uma maneira alternativa para a caracterizacao da convexidade de uma funcao é dada

pelo lema abaixo.

Lema 1.4. Uma fungdo continuamente diferencidvel f é convexa se e somente se para todo

X,y € R" temos
(Vix)=Vfly)x—y)=0. (1.2)

Demonstragdo. Seja f uma funcao convexa. Considere x e y € R” arbitrarios. Pela convexi-
dade de f temos:

fX)= )+ V) x—y),

f)z2 )+ (Vfx),y —x).

Somando as duas desigualdades obtemos (1.2).

Reciprocamente, considere x e y € R” arbitrarios e denote x, = x + 7(y — x).
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Entao,
1
fy) = f(x)+J<Vf(x+f(y—x)),y—x>df
0
1
= f(x)+<Vf(x),y—x>—(Vf(x),y—x>+f<Vf(xT),y—x>dT
) 0
= f)+(Vfx)y —x)+ (Wf(xf)—vf(xw—x)df
J
0
= f)+(Vfx)y —x)+ &Vf(xf)—vf(x),g(y—x)+x—x>df
J
01
= f)+(Vfx)y —x)+ (%Wf(xf)—vf(x),xf—x)cif
J
0
> f)+(Vflx)y—x)
0 que mostra quefé convexa. L]

Considere matrizes simétricas A e B € R"*". Anota¢gdo A > B indica que a matriz A — B
é semi definida positiva. Indicamos a matriz identidade n x n por I. Uma outra maneira de
verificar se uma funcao f duas vezes diferenciavel é convexa é verificando se sua hessiana é

semi definida positiva, como mostra o lema abaixo.

Lema 1.5. Uma fungdo f duas vezes diferencidvel é uma fungdo convexa se e somente se para
todo x € R" temos

VA f(x)=>0. (1.3)

Demonstragdo. Considere x e y arbitrarios. Usando a aproximacdo de Taylor de segunda

ordem temos que existe z = ax +(1 —a)y, com a €(0, 1), tal que
F)=fX)+{Vflx),y —x)+ %(sz(Z)(y —X),y —x).
Se vale V2 f(x) > 0 para todo x € R”, temos que %(sz(z)(y —Xx),y —x)>0. Logo
F)z fx)+(Vfx),y —x).
Reciprocamente, suponha por absurdo que existem x € R"” e d € R" tais que

(V2 f(x)d,d) <0. (1.4)
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Considere a funcdo g : R — R definida por g(1) = f(x + Ad). Pela regra da cadeia,
g’ M= (V2f(x+Ad)d,d).

Usando isto e (1.4), temos que g”(0) < 0. Pela conservacao de sinal, existe § > 0 tal que

” . _ ) . _ _
g (t) <0 paratodo r € (—6,6). Considere y = x + 5d. Por Taylor, existe z =x +a(y —x) =
x+agd, com a €(0,1) tal que

f) = R,y —x)+5(V2f2)y —x),y —x)
= f)+(Vfx)y—x)+ (V2 f(x+ald)d,d).

Mas % €(~§,5). Logo g"(“2) <0, 0 que implica

F)<fx)+(Vf(x),y —x),

o que contradiz o fato de f ser convexa, completando a demonstracg3o. O

Estaremos particularmente interessados nas fung¢oes diferencidveis convexas com gradi-

ente Lipschitz, isto é, existe L > 0 tal que para todo x,y € R", vale

IVF(x) =Vl < Lllx -yl (1.5)

Lema 1.6. Considere f : R" — R uma fungdo diferencidvel com constante de Lipschitz L > 0

para o gradiente. Entdo para todo x,y € R" temos

L
If(y)—f(X)—(Vf(x),y—X)ISElly—XIlz- (1.6)

Demonstragdo. Paratodo x,y € R” temos

1

f(y)=f(x)+f(vf(X+T(y—X)),y—X)dT- 1.7

0
Somando e subtraindo (Vf(x),y —x) em (1.7) obtemos

1

f)=fx)=(Vf(x),y —x) =f<Vf(x+T(y —x))=Vf(x)y—x)dr.

0
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Com isso

1

J(Vf(x+f(y —x)=Vfx)y-x)dr

0

f) = f(x)={Vf(x),y —x)|

1
;
< | KVflx+1(y—x)-Vf(x),y—x)ldT
5
(1.
< | IVfx+7(y —x)=VIX)llly —xlldT
5
1
;
< | Lix+7(y—x)—x|llly —xlldT
3
1
r 2 L 2
= | 7Ly — x|l dT=§||y—x|| .

0

O]

Usaremos a letra .7 para denotar a classe das fun¢des diferencidveis convexas que satis-

fazem (1.5).

Teorema 1.7. Considere x,y € R" arbitrdrios. As afirmagoes abaixo sdo equivalentesa f € F :

0= )~ f) = (V) y —x) £ 5= 1P, 1.8
FO)+ (V) y = x)+ S IVF0) = VAP < 1), 1.9)
CIV ) = VI < (V)= V)5 - ), (1.10)
0<(Vf(x)=Vfly)x—y) < Lix -yl (1.11)

Demonstragdo. A desigualdade (1.8) decorre da definicdo e do Lema 1.6.
Para provar (1.9) considere x, € R” arbitrario e a funcao ¢(y)= f(y)—(Vf(x),y). Vemos
que ¢ € 7 pois
IVo(x) =Vl =IIVF(x) =Vl < Lilx =yl

e seu ponto 6timo é y* = x,.

Temos entdo ¢(y*) < ¢(z) para todo z € R", em particular para z =y — %qu(y). Logo
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usando (1.8) temos
2

1 -1 Ll
o (v-7700) -0~ (vou Tv00) <5 700

Com isso temos que

1

T (y—%w(y)) <60~ VoW + 5 [Vow|f =005 Vo]

Donde )
J(x0) = (V f(x0), x0) < f(¥) = (Vf(x0),y) — ﬂllvf(y) — V f(xo)ll>.

Como x, € arbitrario, temos

JE)+(Vf(x),y —x)+ illvf(y) —VI@IF<f),

demonstrando (1.9). Usando (1.9), temos:

J@E)+(Vf(x),y —x)+ iIIVf(X)—Vf(J/)II2 <f)

PO+ (V) x =)+ 5V F0) = VI < £00)

Somando essas duas desigualdades obtemos (1.10).

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwartz em (1.10) temos

%IIVf(X) —VIWIF V)= VW), x =) IV =V F)llllx = yll.

Simplificando, obtemos ||V f(x) — Vf(y)|| < L||x — y||, demonstrando que f € 7.
Demonstramos acima que

feZ=>(18)=(19)=1.10)= feZ.

Pela desigualdade (1.8), temos:

FO) = F@) — (V) —x) < §||x -
L 2
fX)=f)—(Vfy)hx—y) =< Ellx =yl

Somando essas duas desigualdades obtemos (1.11).
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Reciprocamente, temos para todo x,y € R”,

1

fO)—fX)=(Vflx)y—x) = f(Vf(erT(y—x))—Vf(x),y—x)dT

0
1

= J %(Vf(x—i-r(y —x))—-Vf(x),t(y —x)dr. (1.12)

0

Usando (1.12) com (1.11) obtemos
1
F@)—fx)—(Vflx)y—x) < f —Liltly —x)|I*dt
0

2 1 L 2

= Ly —xI") rdr=7Zlly —xI[,
0
completando a demonstracao.

O]

Teorema 1.8. Uma funcgdo continua duas vezes diferencidvel f pertence a classe 7 se e so-
mente se para todo x € R" temos
0<V?f(x)<LI, (1.13)

onde I é a matriz identidade n x n.

Demonstragdo. A primeira desigualdade segue do Lema 1.5 e a segunda segue de (1.11). [

1.2.2 Cota de complexidade inferior

Nesterov mostra em [Nes04] que a cota inferior de complexidade relativa aos problemas
com funcdes objetivo convexas é da ordem de %E para todo método de primeira ordem.
Mostraremos nesta se¢do como ele faz isso.

Aqui denotaremos as coordenadas do vetor x por z1, 2s,...,2,,iSto é, x =(z1,22,...,2,) €
R” para nao confundir com a notacao de sequéncia x, x,, ... usada nesse trabalho.

Fixando L > 0, considere a seguinte familia de funcdes quadraticas fi : R” — R dada por:

A=5 (22-2),

L
fx)=7 (i =212+ 25— 21),
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e assim por diante,

N

fi(x)=

para k =3,4,...,n.

Calculando a derivada dessas

(

N =

funcoes temos:

L
Vfl(X):Z(ZZI—I,O,...,O),

L
va(x): Z(Z'zl —Z2— 1)2Z2 _zlyO)---)O))

ou seja,

onde

Vfilx)= %[Akx —ei],

k-1
(Zf +Z(Zi —zin) +Zi) - Zl) )
i=1

\

2 -1 0 A
-1 2 -1 0
o 0 -1 2
linhas -+ 05—k, k
-1 2 -1
0

| 0 -1 2

0n—k .k On—t,n—k )

Note também que V? fy(x) = fAk parak=1,...,n.

Vemos que a hessiana é semi-

(V2 fr(x)x, x)

definida positiva pois:
<1
L %2
= 5 [zl Z9 ... zn] Ay
Zn

k—1

= % Z%+Z(Zi—zi+1)2+Zi >0.

i=1

(1.14)

(1.15)
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Por outro lado, usando a desigualdade (a — b)?> < 2(a?+ b?), temos:

(V2fi(x)x,x) < &

4

i=1 i=1 i=1
n

= LZZ?.

i=1

k-1
z? +22(z? +2z7 )+ 2,
)

IA

Ou seja, 0 < V2 fi(x) < LI,. Portanto pelo Teorema 1.8, fi(x)e Z, 1<k <n.
Podemos calcular o minimo das funcoes fk.

Comecando com k =1, temos:
Vfi(x)=0=(2z; —1,0,...,0)=0,

resolvendo obtemos z, = % ez;=0,i=2,...,n.

Para k =2, temos:
sz(X)z():}(ZZl — 27— 1,2Z2—Z1,0,...,0)=0,

resolvendo obtemos z; = %, Zy= % ez;=0,i=3,...,n.

E assim por diante, obtemos:

L
ka(x):Z[Akx—el]ZO. (1.16)
donde
-t i=1,...,k
X, = kel (1.17)
0, k+1<i<n

Logo o valor 6timo de f} é dado por

L1 il
fo=fe(x) = 1 (5 (Zf‘i‘Z(Zi —Z_i+1)2+2i) —z'l) ) (1.18)
i—1

Escrevendo (1.18) em formato de produto interno, obtemos

1

L
fZZZ (E(Akfkyxw—(ebfk))- (1.19)
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Resolvendo (1.19) obtemos
L 1

fZ=§(—l+—). (1.20)

Também podemos estimar a norma de X:

n k . 2

= 12 = 32 !

Xl = X, ) = 1- . 1.21
=D (5 Z( =y 1.21)
Desenvolvendo o produto notavel em (1.21) e simplificando obtemos:

2 k(k+1) 1 (k+1¢® 1

P < k— S
I%kll” <k i1 2 GT1E 3 3(k+1). (1.22)

Denotando R¥" = {x € R" |z; = 0,k +1 < i < n} C R", temos que para todo x €
Rk, f,(x)= fr(x) onde p=k,...,n.

Lema 1.9. Seja x, =0. Entdo para toda sequéncia satisfazendo a condi¢do
X €L =Lin{Vf,(x0),...,Vfp(xr-1)}, (1.23)

temos L. C Rk,

Demonstragdo. A prova € por inducdo. Para k =1 temos que x; € £, = Lin{V f,(x)}. Mas
Vfp(x0) = —fel. Donde V f,(xo) € R". Concluimos entdo que £, = R!".

Supomos entdao que .£; C RF” para algum k < p. Uma vez que A, é tridiagonal, para
todo x e Rk, temos V f,,(x) e RF+17, Logo L4y CREFLA, O

Corolério 1.10. Para toda sequéncia {x;},_, tal que x, =0 e x. € £, temos que

folx) > fr. (1.24)

Demonstragdo. Tome xi € £, CRF". Entao f,(xi) = fi(xx) > fr. d

O préoximo teorema proporciona a cota de complexidade inferior de problemas de mini-
mizac¢do de funcoes da classe # usando métodos de primeira ordem que satisfazem para
k>1

Xx € X0+ Lin{V f(xo),..., Vf(xr-1)}, (1.25)

com x, € R” arbitrario.
A afirmacao (1.25) diz que a direcao utilizada em cada iteracao pelo método é uma com-
binacdo linear de gradientes de f em iterados anteriores, como por exemplo, o método do

gradiente.
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Teorema 1.11. Para todo k,1 < k < %(n —1), e todo x, € R" existe uma fungdo f € F tal que

para todo método M de primeira ordem satisfazendo (1.25) ,temos

3Llxo — x*||?
_pry oMo X 1.26
fle)~f2 5w (1.26)
*|12 1 *[12
[l — x| 2§||x0—x 1% (1.27)

onde x* é o minimizador de f e f* = f(x*).

Demonstragdo. Asequénciagerada pelo método parafuncao f comecando em x,, € amesma
gerada pelo método para f(x)= f(x+x,) iniciando na origem. Portanto, sem perda de gene-
ralidade, podemos assumir x, = 0.

Fixado k, aplique o método M para minimizar f(x)= f>r+1(x) definida em (1.14). Entao
X* = Xok+1, [*= f5;4,- Pelo Coroldrio 1.10, temos f(xi) = fort1(xx) = fi(xx) = f7-

Como fi(xg)> é (—1 + k%l) e [y = é (—1 + ﬁ), temos

(-1+55) - (1+55)
(L—;) (1.28)

k+1 2k+2

(z252)-

flx)—f* =

|t~ o [t~ ot~

Por outro por (1.21) temos,
n
o =X = [P =l%atsal = D _(Feorsn,
i=1

2k+1 2k+1 1 2
= i )P = 1—
;(X(zkﬂ),) lzzl ( 2k+2)
2 (2k+1)2k+2) 1
< 2k+1- —(2k+2)3
- + 2k +2 2 +3( +2)

= :(2k+2).

(2k +2)

Donde concluimos ) )
>

> . (1.29)
llxo —x** ~ 5 (2k +2)

Portanto combinando (1.28) com (1.29) obtemos

L 1
foe)—f*_ 82k+2 _ 3L

—_y¥|I2 — 1 - 3’

llxo — x*| Lek+2) 32(k+1)

demonstrando (1.26).
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Para demonstrar (1.27) temos as seguintes relacoes:

2k+1

Z l1=k+1, (1.30)
i=k+1
2k+1 1
Z i2=—((k+1)(2k+1)(7k+6)), (1.31)
i=k+1 6
2k+1
k+1)3k+2
Z j = (KT DBk+2) (1.32)
. 2
i=k+1
Usando que x* = X4 € as relacoes (1.30), (1.31) e (1.32) obtemos
n 2k+1
e —x*P = D (Cre —x),)? > D (e -x))
i=1 i=k+1
= (X2k+1)) = (1 - )
i=k+1 i=k+1 2k + 2
2k?+7k+6 2k?+7k+61
= = = —————(2k+2)
24(k+1) 16(k+1)* 3
- 2k2+7k+6|| el 2k2+7k+6|| "
— lxn—x = —Xp— X
= 1e(k 1) O A 16(k+1)2 "°
> ¥ 2'
> 8||x0 x|
O

Com este teorema podemos obter uma estimativa da cota de complexidade inferior para

aclasse .
3L[lxo— x*||? 3L|xo— x*||?

Igualando 2k T 12 a ¢ eisolando k obtemos ¢ = 322

queE:Q(%).

Isso significa dizer que para todo método M de primeira ordem satisfazendo (1.25), existe

—1, o que significa

uma funcio f € Z que o método gastara (%) iteracoes para minimiza-la com precisao ¢.
Pela definicdao na Secao 1.1, a cota de complexidade inferior de .7 é {2 (%) O Teorema 1.11

explicita a funcéo f € Z independente do método, nesse caso.

1.3 Funcoes fortemente convexas

Essa secao é andloga a secdo anterior para funcoes fortemente convexas conforme definicao

abaixo.
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Definicao 1.12. Uma fungdo continuamente diferencidvel f é fortemente convexa em R" se

existe uma constante y > 0 tal que para todo x,y € R" temos

1
f) 2 [+ {V (), y —x)+ Sully = I (1.33)
A constante u > 0 é chamada pardmetro de convexidade de f .

Note que se f é fortemente convexa, entao f é convexa e portanto as propriedades vistas
na secao anterior valem.

Denotaremos por %, a classe das fungoes diferencidveis fortemente convexas com parametro
de convexidade u e com constante de Lipschitz L para o gradiente. O valor Qy = ﬁ é chamado
de numero de condigdo da fungao f.

Por (1.8) temos para todo x,y € R"

FOIS FE)+ (V)Y =2+ 5l =y P

Combinando com (1.33), obtemos L > u.

1.3.1 Propriedades

Lemal.13. Se f €7, eV f(x*)=0 entdo

1
FO) = fa)+ Sulle =271, (1.34)
para todo x € R".

Demonstragdo. Segue de (1.33) com y =x e x = x*. O

Lemal.l4. Se fi € Z,,,f>€ Z,, ea, >0, entdo

f=afi+Bf€Fopu+pu- (1.35)

Demonstragdo. Paratodo x,y € R” temos

1
[ Z [+ VA Y =2+ Sl = x|1%, (1.36)

)2 HEHT L),y =x)+ Smlly ~ . (1.37)

Multiplicando (1.36) e (1.37) por « e 8 respectivamente e somando as, obtemos (1.35). O
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Lema 1.15. Uma fungdo continuamente diferencidvel f pertence a classe 7, se e somente se
para todo x,y € R" temos

(Vi) =VI)x—y)=pllx =yl (1.38)

Demonstragao. Se f € 7, temos,
1 2
Oz )+ V), y —x) + Sully — I

1
)=+ V), x—y)+ gully —x|P.

Somando essas duas equac¢des obtemos (1.38).

Reciprocamente, denote x. = x + 7(y — x).Entao,

1

fy) = f(X)+f(Vf(X+T(y—x)),y—ﬂdf

0
1

= f(X)+<Vf(X),y—x>—(Vf(X),y—x>+f<Vf(xT),y—X>dT

0
1

= [+ (Vfx)y—x)+ ((Vf(xf)—vf(X),y—me
J
0
1

= )+ (Vfx),y —x)+ ((Vf(xf)—Vf(x), %(y —x)+x—x)dT
J
0

= f)+(Vfx)y —x)+ ( %(Vf(xf)—vf(x),xf —x)dt
J

0
1

v

1
JE)+(VIx)y —x) + ( —Hllx: —x|Pd

J
0

= f(x)+<Vf(x),y—x>+§||x—y||2.

Lema 1.16. Se f € Z,, entdo para todo x,y € R" temos

TS )+ (Vfx),y —x) + %IIVfDC) =VIOIP, (1.39)

1
(Vf(X)—Vf(y),x—wSEIIVf(X)—Vf(y)IIZ- (1.40)



Capitulo 1. Complexidade algoritmica para a classe de fungdes convexas 17

Demonstragdo. Fixe x € R" e considere a funcao ¢ (y)= f(y)—(Vf(x),y). Note que V¢ (x) =

Vf(x)—Vf(x)=0.Logo ¢ assume o valor minimo em x. Temos também que

o) F)=(Vf(x)y)
> f(xX)+(VIx),y —x)+3ully —xI2 = (Vf(x),y) +(Vf(x),x) = (Vf(x),x)
P(x)+(Vfx)=Vf(x),y —x)+sully — x|

= P+ {(VP(x)y —x)+ Lully — x|

Isso mostra que ¢ € .7,. Usando a definicao de fortemente convexa temos

Px)=min $(v) = min [P()+ (VH(),v~y) + ullv ~ yIF. (1.41)

Diferenciando (1.41) em relacdo a v temos V¢ (y)+u(v —y)=0,donde v =y — iV{,Z)(y).

Substituindo 7 na desigualdade (1.41) obtemos

1 1 2 1
()2 () - <V¢(y),;w>(y)> +ou =903 [vVow"

1
il v
‘u o)

Recuperando a forma original temos

1
f@E)=(Vfx),x) = f(y)—(Vfx),y) - allvf(Y) = Vi,

que é (1.39).
Trocando x por y e somando as obtemos (1.40). O

Note que u é sempre menor ou igual a L.

Lemal.17. Se f € 7, entdo para todo x,y € R" temos

uL
u+L

(V) =V x—y)> IIx—yllz+ﬁllvf(x)—vf(y)llz- (1.42)

Demonstragdo. Considere ¢(x)= f(x)— %,ullx”z. Entdo V¢ (x) =V f(x) — ux. Donde

(Vo(x)=Vo(y)x—y) = (VfX)-Vfly)—ux—-y)x—y)
(VX)) =V y),x—y)—ulx—yl?
Lilx =yl —pllx —yIP =(L—wllx - ylI>.

IA

Isso mostra que ¢ é convexa com a constante de Lipschtiz do gradiente igual a L — u. Se
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u =L temos de (1.10) e (1.38) que

(V)= V()2 =y 2 LIV =V FOIP,
(VFx) =V y)x—y)=ulx -yl
Somando essas duas desigualdades obtemos
2VIxX)=Vfy)x-y)= %IIVf(X) —VWIP+Lix -yl

que é a desigualdade (1.42). Se u < L, por (1.10) temos

1
EIIqu(x)—Vcb(y)llz <(Vo(x)=Voy),x—y).
Recuperando a forma original,

IV )=V =2pdV f()=V f(y), x=y)+plllx—y I <V f(x)=V (), x=y)~(L-wullx—y .

Juntando os termos semelhantes , obtemos (1.42). O

1.3.2 Cotade complexidade inferior

Nesterov [Nes04] cria uma funcdao em um espac¢o de dimensao infinita dificil de ser mi-

nimizada por todo método de primeira ordem e mostra que a cota de complexidade relativa
1

a classe das fungoes fortemente convexas com gradiente Lipschitz é da ordem de In—. Se-
€
gundo ele, construir essa funcdo em um espaco de dimensao finita é mais complicado.

o0
Considere R® = {x =(z:)%, | llx]?= sz <00 ¢ . Esse espaco também é denotado por

i=1
l,.

Escolhendo pardametros y >0 e Qy > 1 definimos a fungéo f, o, : R* — R por

pQr—1) N u
Juo,(x)= fT (Zf"‘;(zi ~Zip) —221) + §||x||2. (1.43)

Derivando f, o, temos:

u(Qr—1)
4

V fue,(x)= (221 —1—22,22 — 21— 23,...) + u(z1,22,...).
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Denotando
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A= ,
0o -1 2
0 0
emos Q-1 Q-1
V fuo,(x)= (M+A+,u]) x— ufTel. (1.44)
E calculando a hessiana, temos
pu(Qp—1)
V2 £ 0,(0) = +A+ ul. (1.45)
De 0 <A <4, pois 4] — A dada por
21 0
1 2 1
4] - A=
01 2
00
é semi definida positiva, temos
uQr-1)
0 < —I—=A < wQp=1I
pl < MDA ur < pQp-DI+pul
pul < Vifue(x) < wQrlL

Isso significa pelo Teorema 1.8, que f, o, € #,(R*) com constante de Lipschitz para o gradi-

ente igual a uQy.

Note que o numero de condigao de f, o, €

uQy
Qf,u.Qf oy T :Qf.

A condicao de otimalidade de primeira ordem

—1
V o, (X) = (MA+/H)

4 4

resulta em

(H(Qi— 1)A+ul) e u(Qg— 1)e1

e ,u(Qf—l)e1 B
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que pode ser reescrito como
Ax+ Xx=e. (1.46)
Qr—1
Separando as coordenadas temos
4 —
22, —zg—i-mzl =1
4 —
-z +2Z2—Z3+ﬁZ2 =0
4 —
—z2+223—z4+ﬁz3 =0
e assim por diante. Esse sistema pode ser escrito como
(2%) Z1—Rr= 1
f (1.47)

Qs+1
zk+1—2$2k+zk_1=0, k=2,...

Vo1
Ver+1

Note que g de fato é uma raiz da equacdo. A conta abaixo mostra isso.

(Var-1) _(e+1) (vor-1)

—2 +1=

(Ver+1)"  (@-1) (Var+1)
(Q=1) (Vor=1) —2(Qr+1) (Vo -1) (V@ +1)
(Var+1) (1)
_Wer-y 2o+
(VQr+1)°
(VQr+1)°

=" +1=0.

(Var+1)

Seja g a menor raiz da equagao g2 — 2%6/ +1=0,istoé,g=

+1

Entdo z, = g%, k =1,2,... satisfaz o sistema (1.47), ou seja, x* cuja k-ésima coordenada

* _ ok . = 2 Y
zy = q"* anula o gradiente da func@o f}, o, e € portanto seu minimizador.

Teorema 1.18. Para todo x, € R* e todas constantes yu > 0,Qr > 1, existe uma fungdo f €

Zu,(R®) tal que para todo método M de primeira ordem satisfazendo (1.25) temos

— 2k
||k — x> > (W llxx0 — x*II7,
f

(1.48)
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(1.49)

2k
VQf_l *112
”xO_x ” ’

_ps M
F(xx) sz(\/Q_f_H

onde x* é o minimizador de f e f* = f(x*).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, assumimos que x, = 0. Escolhemos f(x) =

fuuo,(x). Entéo

00

© 2
o =P = D 0P =3 % =
i=1 i=1

L ()
4

Uma vez que V?f, ,o,(x) € um operador tri-diagonal, e V f, ,0,(0) = e1, nos conclui-
mos que x; € Rb®,

Entao
2(k+1)

*[12 S *) 12 . 2i_q — 42k *[12
e —x* 2> D ()2 D q =T =~ k=X

i=k+1 i=k+1
Isso demonstra (1.48).

Pelo Lema 1.13, temos
% 1 *112 1 2k *12
fxe)—=f ZEH”xk—x | ZEHCI [lco — x™[|°.

Isso prova (1.49). O

O lema a seguir nos auxiliard a obter uma estimativa da cota de complexidade inferior

para a classe Z,,.

Lema 1.19. Considere a > 1. Entdo para todo k > 0 temos

2k
(ﬁ_i) Zeﬁfl.
a—+

Demonstragdo. Pelo teorema do valor médio existe ¢ € (v/a —1,+va + 1) tal que

va+l 1 2 2
1 =1 1)1 —1)=- 1- )==< :
n(ﬁ_l n(Va+l)-In(Va-D=-(Va+1-va+1)=- =1
Como a funcdo exponencial é crescente, temos que
va+1 <e~/52-1,
va-—1

donde segue que
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O
Pelo Teorema 1.18 e o Lema 1.19 temos
2k
Q -1 —4k_1
fad -8 ) -2 = B e VO — x| (1.50)
2 /Qr+1 2

—4k

Igualando ge Ve |lxo—x*||* a € eisolando k obtemos ¢ = @ (ln . +ln§ +21In||x —x*ll).

€

A menos de constante isso significa que { =2 (ln %)

Isso significa dizer que para todo método M de primeira ordem satisfazendo (1.25), existe
uma fungio f € .Z, que o método gastara Q (ln %) iteracoes para minimizd-la com precisao
¢. Pela defini¢do na Secdo 1.1, a cota de complexidade inferior de .7, é §2 (ln %)

1.4 Meétodo do Gradiente

O método mais conhecido para minimizar uma funcao em R” é o método de maxima
descida, devido a Cauchy, no século XIX, que toma a cada iteracao a dire¢do oposta ao gra-
diente. O objetivo dessa secdo é mostrar que o método do gradiente ndo é 6timo no sentido
discutido na Secdo 1.1. Apresentaremos abaixo o algoritmo bésico com algumas op¢oes para

o cédlculo do comprimento do passo ao longo de cada direcao considerada.

Algoritmo 1.20. Método do Gradiente

Dado x, € R"
k=0
Repita
dr ==V f(xi).

Calcule o comprimento do passo A > 0.
Xk+1 = Xk +Adk.
k=k+1.
Fim
O comprimento do passo A pode ser calculado de diferentes [IS07, NW99] maneiras. Sa-

tisfazendo, por exemplo, uma das condi¢6es abaixo:

e Passo pré definido: 0 <A < £.

e Busca exata: A =argmin f(x, —tV f(xi)).

t>0
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¢ Goldstein-Armijo. Dados @, 8 com 0 < a < 3 <1, determine A tal que
AV f(xi), Xk — Xiee1) < fxn) = f(Xkt1), (1.51)

BAV f(xx), X — Xi41) = f(xx) = f(Xrg1), (1.52)
onde X1 =X — AV f(x).

e Armijo. Dado a €(0,1). Determine A que satisfaca a condigao:
flek =2V fxi)) < flxr) — aAlIV fx)I”. (1.53)

Nosso objetivo é discutir como o método do gradiente se comporta quando aplicado

para a minimizacao de uma fungdo f € 7.

Teorema 1.21. Seja f €. 7 e0< A< % Entdo o método do gradiente gera uma sequéncia {x}

dque converge conio segue:

2(f (xo) = f)llxo — x*1?
= x*|P+ kA2 = LA)(f(x0) — f*)

flxg)=f< 2l (1.54)
0

Demonstragdo. Denote 1 = ||xx — x*|>. Entao,

= lxg1 — x*> = |lxx — AV fxx) — x*[?

12 —20{V f(xx), X — X%) + A2||V f (i) |I2
r2— 222V f)ll2 4+ A2V £ (x|

r2— A=V IR,

2
T

IA

onde na passagem para desigualdade usamos (1.10) e Vf(x*) = 0. Disto concluimos que
Iy < 1p.

Por (1.8) temos,

fen) < fo) H (V) X — Xi) + 51k — Xl 2
FO)H(VF(x0), =2V fxi)) + 511 = AV fxi)I1P
= flx) = AV I+ 222V fx)lI2.

Donde
Fxs) < floxr) = wlIV )P, (1.55)

onde w=A(1— é?t).
Denote A = f(xx) — f*. Entdo

A S(Vf(xi), x = x7) S IV Fxi)llre < rol IV f(xe)ll- (1.56)
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Da desigualdade (1.55), temos
Fer) = < fle) = = w|Vf(x)ll?
Agi < A= w|IVxIP
E usando (1.56), obtemos
w
Ay S A — AL (1.57)
rO
Multiplicando (1.57) por ——— = Ak — temos
1 >1+w Ak>1 w (1.58)
A1~ Ap 1Ak~ Ap 1 '
Portanto usando (1.58) k vezes,
1>1+> +2Y > >1+(k+1)
App1 — Ag T02 AV 7’5 VAN
Obtemos, ) .
> —+—(k+1) (1.59)
AR VAV
De (1.59), obtemos
Ap< Bory (1.60)
k_r02+Aow(k+1)' '
Substituindo w em (1.60) obtemos
2A0r2
2r2 +kA(2—LA)A,
O
Se escolhermos A* = -, temos a seguinte estimativa para o método do gradiente:
. 2L(f(x0) = f)llxo — x*||?
fao - fre—22f = Zf N —. (1.61)
2L||xo — x*{|* + k(f(x0) — f)
Coroldrio 1.22. SeA=1 e f €.F, entdo
. 2L||xo— x*|?
fle) - frs=—=—"——. (1.62)

k+4

Demonstragdo. Pela desigualdade (1.8) temos,

PG S 1V FG) 3= )+ 5l — I
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Donde, obtemos

Nt~

flxo)—f <=7, (1.63)

Substituindo (1.63) em (1.61) temos

2L(f (xo) = )15
2LrZ +k(f(x0)— f*)
2Lgr3ry  2Lr
L - .
2Lri+k5rE  k+4

flxp)—f <

O]

Com esses resultados acima, notamos que a cota de complexidade superior do Método
do Gradiente relativo a classe de func¢des # é da ordem de é, mostrando que o método do
gradiente ndo € 6timo para essa classe. Uma conta analoga pode ser feita para a classe .7,,.

O capitulo a seguir é dedicado a apresentacdao de um método 6timo para a classe de
funcoes 7 e 7.



Capitulo 2

Um Método Otimo

No capitulo anterior foi mostrado que a cota de complexidade inferior das classes de
funcoes convexas e fortemente convexas sao da ordem de 1/% eln % respectivamente. Mostra-
mos também que o método do gradiente ndo é 6timo. Agora exibiremos um algoritmo cuja
cota de complexidade superior é da ordem da complexidade inferior dessa classe de fungdes,
portanto otimo.

Nesterov em [Nes04] exibe um algoritmo 6timo para a minimizacdo irrestrita de fungdes
fortementes convexas. Gonzaga e Karas em [GK08] rediscutem esse algoritmo procurando
enfatizar uma interpretacao geométrica dos seus fundamentos e apresentam uma classe de
algoritmos 6timos. Neste capitulo nos focamos num destes métodos que é um ajuste fino
do método proposto em [Nes04]. Procuramos enfatizar suas propriedades geométricas e
provamos sua complexidade 6tima. Em seguida, apresentamos uma modificacao do algo-
ritmo sugerido em [GK08] para a minimizacdo de fun¢des fortementes convexas quando o
parametro de convexidade ndo é conhecido.

Lembramos que L denota a constante de Lipschitz para o gradiente e u o parametro de

convexidade da funcao f.

2.1 Algoritmo

Nosso objetivo é exibir um algoritmo 6timo para o problema de minimizacdo de uma

funcao da classe 7,,.

Algoritmo 1. Gonzaga-Karas
Dado xo € R, vy = X, Yo > U-
k=0
Repita

dk: Vi — Xk.

26
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Se f(vi) < f(xk) entdo yy = v, sendo
Escolha 0 €[0,1) ey, = xi + 0dy sujeitoa f(yr) < f(xr) e(Vf(yk), di) > 0.

Calcule x4+1 = yr — AV f(yi), satisfazendo

fen) < f) = IVl
G = Sllyx — vel P+ Vi), v — yi),
A=—2IVFIP+(re —w)(f(xi) — fF(i) — 174G,
B=(yr—w)(f(xrs1) = Fx)) +1e(f (i) — f(xx)) + 741G,
C=7r(f(xr) = f(xr11)).
Compute a; €(0,1) solugdo de Aa?+ Ba+ C =0.
Y1 = (1 —ap)ye + Qi
Vi1 = rt((l — a7k vk + ar(uyr — V(i)
k=k+1.

Fim

Note que a sequéncia { f(x,)} € mondtona decrescente.

2.1.1 Boadefinicao

Nesta secao mostraremos que o algoritmo estd bem definido, ou seja, que todos os passos

do algoritmo sdo possiveis.

Lema 2.1. Considere xy, vy €R" ed = vy — xi. Se f(vi) > f(xi), existe 8 €[0,1) tal que

)< fxx) e (Vf(yr)di) =0, 2.1

ondeyy =x,+0dy.

Demonstragdo. Defina h:[0,00) — R por h(0)= f(xx + 0dy). Note que h(0)= f(xi) e h(1)=
f(v) e por hip6tese h(0) < h(1). Observe que h'(0)=(Vf(xi+0dy),dy). Se h'(0)> 0, entdo
0 =0 satisfaz (2.1). Neste caso y; = xi. Veja Figura 2.1.

Caso contrario, 4'(0) < 0 e portanto existe 6 € (0,1) tal que h(8) < h(0). Pelo Teorema do

valor intermediério existe 0 € (0, 1) tal que
h(0)= h(0). 2.2)
Além disso, pela convexidade de h,

h(0) > h(6)+ 1 (6)(-0),
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0 que comparando com (2.2) garante que h' (@) > 0, o que prova a existéncia de 0 satis-
fazendo (2.1). Veja Figura 2.2.
Vamos mostrar que neste caso 6 nao é tunico. Como h'(0) <0 e H(0)>0, pelo teorema

do valor intermediario existe 8* €(0, 8] tal que
h(0*)=0.

Como h é convexa, 8* é um minimizador de & e h(6*) < h(0). Portanto pela convexidade de
h todo 0 € [0*, 0] satisfaz (2.2). O

v

Figura2.1: 6 =0 Figura 2.2: 6 €[6*,0]

Lema 2.2. A equacgdo

Aa*+ Ba+C=0, (2.3)

onde
G =S llye = vl + (VA v = i), 2.4
A==V S0 + e =00~ F0R) =746, 2.5
B=(yr —w)(f(xi) — fle+1) +re(f ) — fxe)) + 711G, (2.6)
C=7e(f(xi) = fxk+1)), 2.7)

tem uma solugdo em (0, 1].
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Demonstragdo. Considere g : [0,00) — R definida por g(a) = Aa?+ Ba+ C. Temos que

80)=r(flxi) = f(Xk41)) >0

pois yx >0e f(xx)> f(xt4+1). Temos também que
1
§()=A+B+C=—2IVfll* +ulf () = fOoxs1)). 2.8)
Por (1.33) temos

FOm) = Flaxpan) < —guxkﬂ — il = (V (), X1 — V).

Comparando com (2.8) temos que

1
g) = =5 (IVFORIP+plre = il + 20V F(ye), Xiers = i)
1
= =5 (IVf0e)+pCeien = yelF) <0.
Portanto pelo teorema do valor intermedario existe a € (0, 1] tal que g(a)=0. O

No algoritmo exige-se que xi+1 = yr — AV f(yx), satisfaga uma condicao de decréscimo:

FOea) < F) = IV FQIP 2.9

E necessdario saber se isso sempre é possivel. De fato, é possivel como mostra o lema abaixo.

Lema 2.3. Seja xi+1=Yr — AV f(y«). Entdo o passo A = % satisfaz

FOea) < F) = IV FQIP

Demonstragdo. Pela desigualdade (1.8) com x = yi € y = X4+ temos

FGx)= F00= (V=7 VI0) < STVl

forn =1 < (577 ) IV

Multiplicando por —1 essa desigualdade temos

[0 =[Gk 2SIV PRI 2 19 FOI
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2.1.2 Interpretacao geométrica

O algoritmo gera sequéncias {xi},{yc} e {vi} em R”, {ri}, {ar} em R. O objetivo dessa
secdo € discutir algumas propriedades dessas sequéncias, inclusive uma interpretacao ge-
ométrica referente a constru¢do das mesmas.

A chave da interpretacdo geométrica reside na constru¢do de uma sequéncia de funcgoes

¢ definida da seguinte maneira. Dado xo € R", 7y < L e vy = X, defina
_ Yo 2
Po= flxo)+llx — voll (2.10)

e ¢+1 como uma combinacdo convexa de ¢, com uma aproximacao quadrética de f em
torno de yi, ou seja,
Pr1(x) =1 — o) Pr(x) + arli(x), (2.11)

com
lk(x)zf(yk)+<Vf(yk),x—yk>+gux—yknz. (2.12)

Tendo em vista (1.33), temos que para todo k, [, é uma aproximacao inferior de f.

Lema 2.4. A sequéncia de fungoes ¢ satisfaz

$u(x) = fr)+ Lelle— el 2.13)
comyy > L evy=x, dados,
Vi1 = —ap)ye+aru, (2.14)
1
Vk+1 = ; (Q—ar)yrive + ar(pye = V), (2.15)
+1

e ay dado como raiz da equacao (2.3). Além disso, a; €(0,1] é solugdo de (2.3) é equivalente a
Pr1(Ves1) = f(xks1) e

ai
2Y k41

Pr=Prer1(Vir1) = (T—ar)f(xi)+arf(ye) - IV fill

1 —
A (B — P4 (V00— @19
Yik+1

+
2

Demonstragdo. Note que Vo(x)=71o(x —vg) € VZpo(x)=70l.
Inicialmente, vamos mostrar por inducao que V2¢ =y I para todo k > 0. Suponha que

isso é vdlido para algum k > 0. Por (2.11) temos que

P (0) = (1 — ) Pr(x) + i (f(yk)+<Vf(yk),x—yk>+gnx—yan). 2.17)
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Derivando duas vezes em relagcdo a x temos
V2Prn(x)=(1—ap)V@r(x)+apul.
Usando a hip6tese de inducao e a defini¢cdo de 1, temos que
Ve (x)=((1—ar)yr+ o) [ =il

Isso justifica a forma de ¢, dada em (2.13).
Suponha agora que v, é o minimizador de ¢, com valor minimo f(x;). Note por (2.10)

que isso vale para k = 0. Suponha que vale para algum k > 0, ou seja, que
_ Tk 2
Pi(x)= fxe)+ - llx = vil
Substituindo isso em (2.17) temos
D)= (1= @) ( £+ Dol = vl )+ e ( £+ (V£ =)+ Slle =),
Derivando e igualando a zero obtemos
(1 —ar)re(x — vi)+ V(i) + arepa(x — ye) = 0.

Isolando x obtemos a expressdo para o minimizador de ¢y :

1

Viy1 = (1 —a)yrve + ax(uyr — V) .

k+1

Resta mostrar que ¢, := @r41(Vi+1) = f(Xx11). Temos que

Pr1 (V1) =1 — ar)Pr(Visr) + ax (f(J’k)‘i' (Vi) v —ye) + g”vkﬂ _J’kllz) . (2.18)

Subtraindo y; do minimizador vy, obtemos

Vkr1 — Yk = (A= a)ri(ve —yi) =V (yi)) (2.19)

k+1

Subtraindo agora v, do minimizador vy, obtemos

: +
((1 — i)YV + ar(Uyr — Vf(yk))) _ UkTkn
Yk+1 —
1
) (O = adri=ren) vt axluye =V ). (2.20)

Y k+1
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Usando que 7441 = (1 — ax)+ aru e substituindo em (2.20), obtemos

1
Vel — Uk = (—aruvi +ar(uyr — V(i)
Y k+1

= 1 (ak,u(J/k —Vr)— akvf(.)/k))

Yk+1

— (ar (U —ve) =V ). (2.21)
Yk+1

De (2.21) obtemos

2

||V _ 2 __ A 2 _ 2 . 2
e — Vel = =5 (W211ve = yil P+ 2040k =y, VF) + IV £l (2.22)

k+1

Usando (2.19) temos

lVerr —yell®> = |l (1= a)ye(ve — ye) — V() IP
Y k+1
1 2.2 2 1 2 2
= (0 —a)rllve —yell”—2 : (A= a)yr(vk —yi), ax V(i) + a IV (il
k+1 +1
1
= S (A= aPrilive —yel® =201 — a)ary eV £ (i), vi — i)
k1
1
+ 5 (GIVIIP). (2.23)
k1

De (2.18) obtemos

O = (1= a0 (fl)+ Do = vl ) +ar 00+ (V10 v =)+ Sl =yl
= (- a)fle)+af)+0—ative - vl

+ (V) Vi _yk)‘l‘akg”l}kﬂ —yill®. (2.24)

Substituindo (2.19),(2.22),(2.23) em (2.24) obtemos

(1= ) foee) + ar fre) + (1 — a) =

¢Z+1 2

a2
( - Ilu(vk—kaVf(yk)llz)

k+1
1

Yk+1

+  ar(Vf(ye)

1
+ akﬁ >
27

(Q—ar)ye(ve —ye) — ax V(1))

(1 — )y e(ve —ye) — ax V)l
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Desenvolvendo os produtos internos, obtemos

* (l—ak)airk 2 2 2 ai 2
Pin = (=) f@xe)+aef )+ ———— (lve =yl P+ IV FGl?) = IV £l
2 k+1 Yk-i—]
ar(l—a 1—a ad
L), ¢ (<Vf(yk), v -y + LR —ykuz) + I FIR. 2.25)
Yk+1 2Y k+1 27’k+1
Simplificando (2.25) temos
Q-ar)iye ap  aiu
¢, = (Q—a)f(xe)+ ( — + IV f(ell?
ki 27’i+1 Yk+1 27’%+1
ar(l—ayg)
e~ Tk (ﬁllvk — P+ (V (), v —yk>) . (2.26)
Y k+1 2
Simplificando (2.26) obtemos
a;
Gry = —a)f(xe)+aef(re) - 5 IV foll?
Y k+1
ar(l—a
po el are (Ellvk — Vel (V£ ), v _J/k>)- (2.27)
Y k+1 2

Denotando
G= g””k — Vel AV f (i), ve = i),

e multiplicando (2.27) por 7+ temos

a2
Tit1Qpy = Yir(L— o) f(xi) +yenae f(ye) — 7"||Vf(yk)||2 +ar(1—ap)riG. (2.28)

Usando a definicdo de 74, e reduzindo os termos semelhantes obtemos

Ad + Bai+C=0,
onde )
A= —5||Vf(yk)||2 + (e —(f () = fFe)) = 71 G,
B=(yr—w)(f(xi)— o5, ) +7(f(ye) — fxe)) +7«G,
C=7i(f(xi)— P},
Note que A=A. Se ¢, = f(xr+1), entdo B= B, C = C e a; € solucdo de (2.3).

Reciprocamente, se a; €(0, 1) é solucdo da equacdo (2.3), temos que

(B—B)ax—(C—-C)=0.
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Substituindo B, B, C, C na igualdade acima e simplificando obtemos

(f(xk+1) — @ N (re —Wax —rr)=0.

Tk
k—H
f(xXk+1) = ¢}, completando a demonstragao. O

Se (yx —u)ax — 7k =0, temos que a; = - > 1, o que contradiz o fato de a; € (0,1]. Logo

Como consequéncia do lema anterior vemos que o parametro «; da combinac¢do con-

vexa das fungoes ¢y e I € calculado de modo que ¢}, = f(Xx41). Assim

Pr1(X) = @y = fxe) = f(X5). (2.29)

A figura abaixo ilustra o que ocorre. Note que ¢ e I é dada, sendo ¢, uma aproximacao
quadratica superior de f e [; uma aproximac¢do quadrética inferior de f. Note também que
@i+ € dada como combinacdo convexa de ¢ e [, de maneira que o valor minimo de ¢,

sejaigual a f(xj41)-

(pk (pk+ 1 f

yk Xk+1 Uer

e

Figura 2.3: ¢;+; € uma combinacao con-
vexa de ¢ e [ de modo que ¢; =

f(Xks1)

Lema 2.5. Considere as sequéncias geradas pelo algoritmo. Entdo, para todo k > 0,

Y k+1
>
Ay = 2L (2.30)
Demonstragdo. Somando e subtraindo (1 — a) f(yx) em (2.16) temos
az a
P =F )= 5 ||Vf(yk)||2+(1—ak)((f(xk)—f(yk))+ o~ G), 2:31)
Y k+1 Yk+1

onde G = &|lve — yel >+ (V (i), v — i)
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Mas pelo algoritmo temos f(xx)— f(yx)=>0e

(Vi) vk —ye) =A =0V f(yr), di) =0,

mostrando que G > 0. Logo

¢;;+1 = f(J’k)—

o 2
\Y . (2.32)
L

Usando a condicao de decréscimo suficiente (2.9)

FOea) < F) = IV FOIP,

temos que
2

07 > flaa)+ | — — 2 vl 2.33)
k+1 = k+1 4L 27em Yill™- .

Por outro lado ¢;,, = f(x¢+1), portanto

2
1 ay

- S 0)
4L 27kn
ou seja,
> Y k+1 ,
2L
completando a prova. O

2.1.3 Provade complexidade 6tima

Nessa secao mostraremos que o Algoritmo 1 é 6timo. Iniciaremos com dois lemas técni-

cos, o segundo provado em [Nes04, GKO08].
Lema 2.6. Considere a e b dois niimeros reais com a > b > 0. Entdo av'b > b+/a.

Demonstragdo. Multiplicando a desigualdade a > b por (ab), temos a?b > b?a. Extraindo a

raiz quadrada , temos o resultado. O

Lema 2.7. Considere a sequéncia positiva {A;}. Assuma que existe M > 0 tal que Ary1 <
(1 M /lkH) Ar. Entdo

Ak < e (2.34)
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1

o

ey Vi e
\V Ak A Ak + Ak \/A—k

Usando o lema anterior com x = A, € b = A1, temos

Demonstragdo. Denote ay = . Como {A;} é uma sequéncia decrescente temos que

Ak — Ak

27K/ kk+1.

Apy1— g 2

Aplicando a hipotese

Ak_(l_M 1k+1)1k M
Ak+1— Ak 2 =?-

2264/ Ak

Logo
> + > ao+ k> £

ay > ax1+—->ady+—2=——.

kZ k1t 2ot - 2

4 1

Portanto Ay < 7717, completando a demonstragao. O

Lema 2.8. Considere vy, > u. Seja x* o minimizador de f. Entdo, em todas as iteragoes do

Algoritmo 1,
Yo+ L |lx* — xol[?

DL = ) S T

(rk—u). (2.35)

Demonstragdo. A prova serd feita por inducdo. Considere k = 0. Entao temos

Po(x)— f(x*) = ¢;+%nx*—vo||2—f(x*)

Flxo)— flx")+ %nx* — xoll?.

Por (1.6) temos L
flxo) = f(x") < EHX* — Xol[*.

Usando na desigualdade acima obtemos

L+7/0

2
. I~

Po(x) = f(x") < llx™ — xo

Agora suponha que vale para k, vamos mostrar que vale para k + 1. Entdo,

D)= ()= (=) e F0) + (T x =y + Sl =l = £, (2.36)
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Pela convexidade de f a parte direita de (2.36) é menor ou igual a

(1—a)Pr(x)+ar f(x*) = f(x").
Donde
P (x) = f(x) < (1 —ax) (Pr(x) = f(x9).

Usando a hip6tese temos que

Pin(x)—f(x) < (1—ar) (Pe(x) = f(x"))

Yo+ L [lx* — Xo?
1-— — .
( ak)(ro—,u 5 e H)

IA

Simplificando (2.38) obtemos

Yo+ L [lx* — Xol?
Yo—u 2

P (x) = f(x) < (Tk+1 —,U),

completando a demonstracao.

Lema 2.9. Considerey, > u. Entdo para todo k > 0 temos

k
1
rk—uSmin{(l— ZM—L) (ro—u),SLF}

Demonstragdo. Pelo Lema 2.5, ay > 4/ % Em particular temos

akz\/YkHz\/YkH_.U’
2L 2L

akZ @Z ﬂ.
V 2L V 2L

Vi —U=01—ap)(re —u).

Pela definicdo de 7+ temos que

Usando (2.41) temos

Teri— U < (1—\/%) (Yk—u)

‘LL 2 [,l k+1
< (1—\/2) (rk_l—u)s--s(l— ﬂ) (Yo— ).

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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Isso mostra a primeira desigualdade. Agora usando (2.40) temos

Yier—u = (Q—a)(re—u

(1 —y/ %) (i — 1)
1
= (1 - EV Y k+1 —.U) (Yk — ).

Tomando Ay =y —ueM= ﬁ, pelo Lema 2.7 temos que

IA

41 gt
Temi= (L)Zﬁ_ k2’
V2L
completando a demonstracgao. O

Teorema 2.10. Considere yo, > u > 0. Entdo o Algoritmo 1 gera uma sequéncia {x;} tal que

para todo k >0,

k
f(xk)—f(x*)smn{(l— i) (L+70)

*—xoll> AL||x* — xolPP(yo+ L) 1
llx xo”’ llx* — xol[*(yo + )_}, (2.42)
2 Yo— U k*

Demonstragdo. Por construcdo, f(x;) < ¢(x) para todo x € R", em particular para x*. U-

sando o Lema 2.8 e 2.9 temos

flx) = fF(x7) Pr(x")— f(x7)

<

128 Yo+ Llx* —xol

< D )
Yo—u 2

k
rzs Yo+ LI[lx*—xol* . U 1
< YZ—M 5 ~min{ [1- oL (To—ﬂ),SLﬁ

k 2
*— AL||x* = xol[2(yo+ L) 1
_ mm{(l_ “)(Lm)”x 5ol ALl = xolPro+ L) }

2L 2 Yo— U k?
completando a demonstracao. O

Esse teorema mostrou que o Algoritmo 1 é 6timo para as classes # e .Z,, pois a menos de
constantes, a cota de complexidade superior das classes 7 e 7, € da ordem de %E e ln% res-
pectivamente , sendo proporcional as cotas de complexidade inferior de & e %, mostradas

no capitulo 1.
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Para ver isso, note que se queremos que ocorra f(x;)— f* < € devemos ter

k 2
- 4L|Jx* — xol[? L)1
min 1— ﬁ (L+7/0)||x x()” , ”x XO” ('}’()+ )_ <e
2L 2 Yo— U k?

Isolando k e desconsiderando as constantes, obtemos k = & (%) seu=0ek=0 (ln i) se
u#o0.

2.2 Algoritmo 6timo com parametro de convexidade desco-

nhecido

Nem sempre o parametro de convexidade é conhecido, entdo é necessario adaptar o Al-
goritmo 1 para que ele seja utilizado em caso isso ocorra. O algoritmo € essencialmente o
mesmo com uma pequena modificacdo proposta por Gonzaga e Karas em [GKO08].

Denotando por g (possivelmente desconhecido) o parametro de convexidade de f, o
algoritmo constr6i uma sequéncia u; convergente para i de modo que em cada iteracdo
tenhamos u; < i com

IVfll®
2(f (i) = fxk+1))’

= (2.43)

como sugerido em [GKO08] e ui < 7k-.

Esta ultima condicdo vem do fato de que, por (2.12) [} é uma aproximag¢do quadratica
inferior de f com parametro de convexidade u = u; e pelo Lema 2.4 temos que ¢ € uma
aproximacao quadrdtica superior de f com parametro de convexidade y. Assim, devemos
ter sempre Uy < ¥k

O algoritmo parte de uo > 0 dado e gera uma sequéncia u; de forma que u, — . Para
tanto, se na iteracao k, o valor corrente u verifica ux >y ou ux > 1 € sinal que estd grande

e devemos diminui-lo. Em suma temos o algoritmo.

Algoritmo 2. Gonzaga-Karas
Dado xo € R", vy = X0, Yo > W, B> 1,0 =u, o € [, Y0)-
k=0
Repita
di = v, — Xg.
Se f(vi) < f(xr) entdo yx = vy, sendo
Escolha 0 €[0,1) ey = x + 0dy sujeitoa f(yr) < f(xi) e(Vf(yr), di) > 0.
Calcule X1 =y — AV f(yx), satisfazendo
fG) < F) = IV F il
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Fim

Se(yr — @) < B(ux — @), entdo escolha yy. € [ﬁ, %] .
IVfll?
20f 0~ Flaer)

Se uy > i, entdo U = max ,a,iu—o .

G= %Ilyk — vlP (VY fe), vk — Vi),

A== IVFIP+(re — we)(f(xi) = fF(ri) = 714G,
B=(rr—wi)(f(xe+1) = FOe)) +re(f(ve) — fF(xi)) + 714G,
C=7r(f(xe) = f(xe+1))-

Compute ay €(0,1) solugdo de Aa?> + Ba+ C =0.

Yit1 = (1 — ap)re + ar k-

Virr = (1= a)yevi + ax(peye = Vi)

k=k+1.

Calcule i =

O algoritmo estd bem definido, pois € o mesmo da secdo anterior, com modificacao do

célculo de uj que é sempre possivel de ser feita. A figura 2.4 ilustra o que ocorre. Na cor

azul, a curva dada pela equacao (2.12) com i no lugar de u. A curva verde é a equacao (2.12)

com uy > fi, o que foge da estrutura do algoritmo. Ja a curva em amarelo, é a equacao (2.12)

com Uy aceitdvel. Lembrando que (2.12) é a aproximacao quadrdtica em torno de yx. No

algoritmo deseja-se que ela seja uma aproximacao inferior de f, o que ocorre com a curva

em amarelo. Quando conhe¢cemos u, o algoritmo torna-se o mesmo que o anterior, se nao

conhecermos yu, basta colocar i =0.

yk Xk+ 1

Figura 2.4: Situacao em que u é desconhecido
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A prova de complexidade € essencialmente a mesma da se¢do anterior. No Lema 2.8, u

torna- se 1. O Lema 2.9 tem uma pequena modificacdo. Entdo enunciaremos novamente.
Lema2.11. Paratodok >0, (yx — @) = B(ur — ).
Demonstragdo. Se no comeco da iteracdo k, temos (v — @) > B(ur — @), escolhemos uy €

[g, %"] com f > 1. Entdo

Blux—p)<p (%k—ﬂ) =rr—BA=<yr—[.

Lema 2.12. Considerey, > 1. Entdo, para todo k > 0,

. -1 B\ . 8pL 1

Demonstragdo. Note que agora temos ¥y = (1- ak))fk + arur. Somando e subtraindo oy i

temos

Yern — @ =01—ap)(ye — @)+ ar(ur — @) (2.45)
Logo usando o lema anterior na igualdade (2.45) temos

Yen—fi < (1—ak)(rk—m+%(rk—m

= (1 P [3_, 1ak) (re — i2). (2.46)

Novamente, usando o Lema 2.5 e o fato que 741 > i, temos

@z % (2.47)

Yk+1 — U
2L

Entdo usando (2.46) com (2.47) junto com recorréncia temos

— — k+1
Yirn— @< (1—%\/%) (Ye—@) < (1—% %) (Yo— @),

demonstrando a primeira desigualdade.

ay = (2.48)
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ﬁ \% 2 1 4 ! . .

Usando o Lema 2.7 em (2.49) com Ay =y —fie M = ﬁﬁ‘% temos

4 1 _ 8B 1
N TEIR SN
2L

completando a demonstracao. O
E por fim, temos o seguinte teorema.

Teorema 2.13. Considere vy > 1 > 0. Entdo o Algoritmo 2 gera uma sequéncia {x;} tal que

para todo k >0,

k
e B-1 [\ . oLtre 4BLIx —xolP(L+70) 1
fx) = fx*) < min (1—— ) I =0l = S

(2.50)

A prova desse teorema, essencialmente é a mesma do Teorema 2.10, portanto omitida

aqui. Os resultados obtidos também sdo anélogos da Sec¢ao 2.1.

2.3 Convergéncia global

Os algoritmos estudados produzem sequéncias {x;} e {y;} tais que f(xx+1) < f(ye) <
f(xx), e cada x4, € obtido como um passo de Cauchy a partir de y,. Entdo, se consider-
armos a sequéncia x;, y1, X2, 2, ..., temos um algoritmo de descida, com passos em direcoes
de méxima descida. E conhecido na literatura que algoritmos com essa propriedade sdo glo-
balmente convergentes, no sentido de que todo ponto de acumulagdo da sequéncia gerada
pelo algoritmo € estaciondrio, ou seja, satisfaz a condicdo necesséria de otimalidade. Nesta

secdo mostraremos a convergéncia global dos algoritmos como feito em [GKO08].

Teorema 2.14. Sejam {x;} e{yi} sequéncias geradas pelos algoritmos, e assuma que para todo
keN,

1) f(ye) < flxe),

i) flxre)) < fFre) = IV Fll?.
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Entdao todo ponto de acumulagdo y de {y.} é estaciondrio.

Demonstragdo. Considere uma subsequéncia {y,} da sequéncia {y;} tal que yx, — y. Por

construcao f(yir+1) < f(yx) paratodo k, f(yi,)— f(77) e f(xk,)— f(¥). Entdo por (i),
IV Fe)lP < 4L(f (i) = (k1))

Passando o limite e usando a continuidade do gradiente temos ||V f(7)|| =0, completando a

demonstracao. O

Note que o resultado de convergéncia global acima foi obtido para funcdes ndao neces-

sariamente convexas, mas com constante de Lipschitz para o gradiente.



Capitulo 3

Testes Computacionais

Esse capitulo é dedicado a testes computacionais de alguns métodos conhecidos na li-
teratura para problemas de minimizacao de funcdes convexas e fortemente convexas. Com-
paramos o desempenho dos modelos 6timos do capitulo anterior com o modelo de Nesterov
proposto em [Nes04] e em [Nes07] para fungdes convexas e fortemente convexas. Em espe-
cial, para funcdes quadréticas, como citado em [Ber99] e mostrado em [Pol87, pag 170] o
método de gradiente conjugado é 6timo, entdo faremos uma comparacdo também com esse

meétodo.

3.1 Algoritmos testados

Nessa secdo apresentamos alguns métodos 6timos conhecidos na literatura que serdao
comparados com os métodos discutidos no capitulo anterior.

O Algoritmo 1, discutido no capitulo anterior, € uma das variantes apresentadas em
[GKO08] que por sua vez faz um ajuste fino no método 6timo proposto por Nesterov em

[Nes04] e apresentado abaixo.

Algoritmo 3 ([Nes04]). Nesterov
Dado xy € R", vy = Xy, 79 > 0.
k=0
Repita
di. =V — Xk.
Calcule ay €(0,1) solugao positiva de
Lo? =(1—-a)yr+au.
Calcule 0 = y—kak.
Ykt ol
Vi =X+ 0dy.
Calcule x4+1 = yr — AV f(yi), satisfazendo

44
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fO) < fF) — 5 IV Fll2.
Ter =1 —ap)re + aru.
Vi1 = rk—lﬂ((l — )YV + or(uye — V().
k=k+1.
Fim

Ao compararmos os Algoritmos 1 e 3, notamos que no Algoritmo 1 o parametro a; é
calculado como uma solu¢do de uma equagdo do segundo grau que envolve informacdes do

novo iterado x;. Isso é feito para garantir que

Grr = [(Xkt1) (3.1)

onde por (2.11), ¢4 € dada pela combinac¢do convexa com parametro a; das fungoes ¢y e
l.. Por outro lado, no Algoritmo 3 o parametro oy é calculado no inicio da iteracao enfraque-
cendo a condicao (3.1) para

¢Z+1 = f(xk+1))

mas que garante de qualquer forma a condicado

P (x) 2 f(x7)

expressa em (2.29) para todo x € R" e de fundamental importancia na discuss¢cdao da com-
plexidade 6tima desses algoritmos.

A mudanga discutida acima no célculo do parametro a; implica uma mudanca no cél-
culo do parametro 6 que fornece o comprimento do passo a partir de x; na direcdo d; =
Vr — Xr. Enquanto no Algoritmo 3, o pardmetro 0 é dado por uma férmula fechada com in-
formacao explicita de ay, no Algoritmo 1 o parametro 6 é dado por uma busca linear da
direcdo d o que encarece o algoritmo.

No entanto, o preco dessa busca é compensado pela nao necessidade do conhecimento
da constante de Lipschitz L do gradiente de f. Note que o cédlculo de a, no Algoritmo 3,
depende explicitamente da constante L e u, bem como o desempenho do algoritmo como
veremos nas proximas secoes.

Nesterov em [Nes07] propde um algoritmo 6timo para minimizacao de fun¢des convexas

que independe do conhecimento da constante L. O algoritmo € descrito abaixo.

Algoritmo 4 ([Nes07]). Nesterov
Dado xy €R", vy =X, No>0,A0=0,7,>1,74 > 1.
k=0
Repita
N = Ng.
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Repita
Calcule a solucdo de

Na?—-2a—2A;=0.
_Akxk+avk

Ax+a

Se(VF(T),Vf(y) <IIVF(D)?, entdo N = Ny,.
Sendo
Fim do repita.
Ve=Y, Xk =T.
A1 =a, A1 = A+ Qg1

_N
N = "
Vi1 = Vi + a1V f(Xpp1).
k=k+1.

Fim

Note que o algoritmo acima tem dois enlaces. O enlace interno fornece uma estimativa
N para a constante de Lipschitz L do gradiente.

Os algoritmos de gradiente conjugado sao cldssicos para minimizacao irrestrita e sao
amplamente discutidos na literatura. Veja, por exemplo, [NW99]. Segundo [Ber99, Pol87]
os métodos de gradiente conjugado sdo 6timos para minimizacdo de funcdes quadraticas
e portanto,fardo parte dos nossos testes computacionais. Abaixo apresentamos a versdao do
algoritmo de gradiente conjugado implementado, discutida em [NW99, pag 120] e proposta
por Polak-Ribiere em [PR69].

Algoritmo 5 ([NW99)). Polak-Ribiere
Dado xy € R", py=—V f(xo).
k=0
Repita
A obtida por busca linear a partir de x;. na dire¢do py.

Xit1 = Xg + Ak Pk
_ (Vf(xk1), V(X)) = Vf(xx))
o IV FCl? '
Pi+1 ==V f(Xks1) + Prs1 P

k=k+1.

Fim

Nos testes computacionais, para fun¢des quadraticas, calculamos A, como o resultado

de uma busca linear exata a partir de x; na direcao py, ou seja,

_(x V(pe)

Ar = .
e V(o)
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Enquanto que para funcdes ndo quadraticas, implementamos A; como resultado de uma
buscar linear inexata de Armijo ( ver (1.53)).

Os testes computacionais foram feitos em Matlab, com ponto inicial tomado aleatoria-
mente, mas sempre o mesmo para todos os algoritmos. O critério de parada utilizado em
cada algoritmo esta associado a condicao de otimalidade de primeira ordem, ou seja, dado
€ > 0, o algoritmo para quando obtém x; tal que ||V f(x¢)|| < €. Isso ocorre, pois na prética
nem sempre o valor 6timo é conhecido. Caso conhecemos o valor 6timo, podemos usar o

critério de parada citado na pagina 3. Em nossos testes tomamos £ = 107°.

3.2 Testes numericos com funcoes quadraticas

A funcao quadratica f : R"” — R é dada por

flx)= %(Qx,x% (3.2)

onde Q é uma matriz definida positiva gerada aleatoriamente, a partir da dimensao dada.
Aqui conhecemos u e L que sdo o menor e o maior autovalor de Q respectivamente. Como
u e L sdo conhecidos, é possivel rodar os algoritmos com os dados originais e depois si-
mulando u e L desconhecidos para comparar o desempenho de ambos. Nessa secao, com-
paramos os 5 algoritmos discutidos nessa dissertacdo. E conhecido e provado na literatura
[IS07, NW99] que o método do gradiente conjugado para fun¢do quadratica com a matriz
hessiana definida positiva tem um comportamento muito bom, converge em no maximo n
iteracoes, onde n é a dimensdo do espago em questdo. Esse algoritmo é 6timo para fungoes

quadraticas como mostrado em [Ber99, Pol87].

Exemplo 1. Simulamos agora um problema quadratico para a dimensdo 5. A principio,
fornecemos aos algoritmos os dados originais do problema, ou seja, u como sendo o menor
autovalor de Q e L sendo o maior autovalor de Q. Depois, simulamos o caso de u e L ser
desconhecido para os algoritmos. Comparamos os algoritmos, com a mesma matriz Q e o
mesmo ponto inicial para ambos os casos.

Caso u e L conhecidos

Aqui fornecemos aos algoritmos, os dados originais do problema. As Figuras 3.1 e 3.2
ilustram o comportamento dos algoritmos. A figura da esquerda exibe a variacdo do valor da
funcdo ao longo das iteracoes, enquanto a figura da direita mostra em escala logaritmica, a
variacao da norma do gradiente ao longo das iteracoes de cada um dos algoritmos.

Como u e L sdo conhecidos, os Algoritmos 1 e 2 se coincidem, portanto € mostrado sé um

deles nas figuras. Como era de se esperar, o Algoritmo 5 resolve em 5 iteragoes, o Algoritmo 2
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Algoritmo 2 4 loQ(lD fl) Algoritmo 2
Algoritmo 3 Algoritmo 3
Algoritmo 4 Algoritmo 4
Algoritmo 5 Algoritmo 5
4£(xK) 103
250
200 10 OW
150
100 1073
50
+ + + + » 1078 + + + + »
10 20 30 40 k 25 50 75 100 k
Figura 3.1: Casoem que n =5 Figura 3.2: Casoem que n =5

em 19, o Algoritmo 3 tem um bom desempenho com 37 itera¢des, pois faz o uso da constante
de Lipschitz L conhecida, e o Algoritmo 4 gasta 83 iteracoes.

Caso u e L desconhecidos

Fornecemos aos algoritmos yu =0 e L =10000. Os resultados sao mostrados nas Figuras
3.3e3.4.

A
Algoritmo 1 lOQ(l . fl) Algoritmo 1

Algoritmo 2 Algoritmo 2
Algoritmo 3 Algoritmo 3

Algoritmo 4 Algoritmo 4
4 f(Xk) Algoritmo 5 Algoritmo 5

200 \

100

10 20 30 40 % 30 60 90 120

o

Figura 3.3: Casoem que n =5 Figura 3.4: Casoem que n =5

Como esperado, o Algoritmo 5 resolve o problema em 5 iteracoes. Por outro lado, o Al-
goritmo 2 gasta 23 iteracoes, o Algoritmo 1 gasta 28 iteracoes e o Algoritmo 4 gasta 110 ite-
racoes. Em relacdo ao caso anterior, ndao hd um acréscimo muito significativo de iteracoes.
Porém o Algoritmo 3 gasta 11857 iteracdes cerca de 320 vezes a mais iteracdoes do que no caso
de conhecer L. Vemos que o conhecimento de L é uma grande vantagem para o Algoritmo
3.

Exemplo 2. Simulamos agora um problema quadratico para a dimensao 1000. Nesse caso o
célculo da matriz Q exige mais memoria. Comparamos os algoritmos, com a mesma matriz

Q e 0o mesmo ponto inicial para ambos os casos.
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Caso u e L conhecidos
Aqui fornecemos aos algoritmos, os dados originais do problema. A Figura 3.5 e 3.6 ilus-

tram o que ocorrem.

4 log(|Cf]) Agoimo?
Algoritmo 3
Algoritmo 4
Algoritmo 5
AF(AK) 10
250
Algoritmo 2
200 Aaofimo 4 10
Algoritmo 5
150
100 1073
50
- y v - » 107 >
10 20 30 40 k 25 50 75 100 k
Figura 3.5: Caso em que n =1000 Figura 3.6: Caso em que n =1000

O Algoritmo 5 resolve o problema em 69 iteracdes. O Algoritmo 2 gasta 94 iteracdes e o
Algoritmo 3 gasta 123 iteracdes. O Algoritmo 4 tem o desempenho ruim, gasta 1528 iteracoes.

Caso u e L desconhecidos

Fornecemos aos algoritmos yu =0 e L =10000. Os resultados sdo mostrados nas Figuras
3.7e3.8.

4 log(|T )

Algoritmo 1 Algoritmo 1
Algoritmo 2 Algoritmo 2
Algoritmo 3 Algoritmo 3
Algoritmo 4 Algoritmo 4
Algoritmo 5

Algoritmo 5

90 120 k

Figura 3.7: Caso em que n = 1000 Figura 3.8: Caso em que n = 1000

Nesse caso, o Algoritmo 5 mantém seu desempenho, continua resolvendo o problema
em 69 iteracoes. Isso ocorre, pois ele ndo usa as informacoes de y e L. O Algoritmo 2, que
faz uma estimativa para o parametro de convexidade, tem um desempenho bom. Resolve
em 121 iteracdes. O Algoritmo 1 gasta 320 iteracdes, enquanto que o Algoritmo 4 gasta 720

iteracoes. Ja o Algoritmo 3 tem o pior desempenho, resolve o problema em 12709 iteracoes.
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Perfil de desempenho

Nessa secao apresentamos um perfil de desempenho dos algoritmos em fun¢do do nimero
de iteracdes, segundo Dolan e Moré [DMO02]. Para tanto, resolvemos problemas quadraticos
em diferentes dimensoes escolhidas aleatoriamente. Rodamos os algoritmos para o caso
de u e L conhecido e depois desconhecidos. Rodamos 5000 problemas para as funcoes
quadraticas com a dimensao aleatoria variando entre 1 e 2095 para o caso de u e L co-
nhecidos. Isso é mostrado na Figura 3.9. Para o caso de u e L desconhecidos, rodamos
5046 problemas com dimensao aleatéria variando entre 1 e 1178. A Figura 3.10 mostra o re-
sultado. Note que as dimensdes usadas nao sado tdao grandes, isso ocorre pelo fato do célculo

da matriz Q exigir muita memoria.

1 1
0.9 0.9r
0.8 0.8+
0.7f 0.7
0.6 0.61
0.5y 0.5r
0.4p 0.4r
0.3 0.3r —— Algoritmo 1
i oo
0.1 Algoritmo 4 0.1 Algoritmo 4
— Algoritmo 5 — Algoritmo 5
0 é 1‘0 1‘5 Zb Zg 3‘0 (;5 4‘0 4‘5 5‘0 0 5 ]:0 1‘5 2‘0 2‘5 36 3‘5 4‘0 4‘5 50
Figura 3.9: u e L conhecidos Figura 3.10: u e L desconhecidos

A Figura 3.9 exibe o perfil de desempenho dos algoritmos em fun¢do do ntmero de itera-
¢Oes no caso em que u e L sdo conhecidos. Note que ndo aparece informacao do Algoritmo
1 pois, nesse caso, é andlogo ao Algoritmo 2 e ambos possuem o mesmo desempenho. Pela
figura vemos que o Algoritmo 5 gasta menos iteracoes que os demais em 100% dos proble-
mas. Por outro lado, o Algoritmo 2 resolve 100% dos problemas gastando ndo mais que 6,6
vezes iteracoes que o melhor algoritmo. O Algoritmo 3 pode gastar até 23 vezes iteracoes
que o melhor algoritmo. O Algoritmo 4 perde em 100% dos problemas. Para resolver 50%
dos problemas, o Algoritmo 4 gasta até 11 vezes o nimero de iteracoes usado pelo melhor
algoritmo.

Ja a Figura 3.10 exibe o perfil de desempenho dos algoritmos no caso em que u e L sdo
desconhecidos. Vemos também que o Algoritmo 5 ganha em 100% dos problemas. Por outro
lado, o Algoritmo 2 resolve 100% dos problemas gastando nao mais que 9 vezes o namero de
iteracoes que o Algoritmo 5. O Algoritmo 1 pode gastar até 12 vezes. Em 70% dos problemas
o Algoritmo 4, que teve um desempenho inferior no caso de u e L conhecidos, gasta até
14 vezes o numero de iteracdes usado pelo melhor algoritmo. No entanto, o Algoritmo 3

que teve um desempenho razoavel no caso de u e L conhecido, agora perde em 100% dos
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problemas.

3.3 Testes numericos com funcoes convexas diversas

Essa secdo é dedicada a testes numéricos com os quatro algoritmos 6timos para funcoes
convexas discutidos nessa dissertacao: Algoritmo 1, Algoritmo 2, Algoritmo 3, Algoritmo 4
e o método de gradientes conjugados denotado por Algoritmo 5. Apresentamos algumas
fungdes convexas e para cada uma delas discutimos o comportamento desses algoritmos
para minimizda-las em diferentes dimensdes. Ao final da secdo apresentamos a andlise de

desempenho segundo Dolan e Moré [DMO02].

Exemplo 3. A primeira funcao a ser testada é a funcao proposta por Nesterov em [Nes04,
pdag 67] para dimensao infinita, aqui adaptada para dimensao finita. Dados u > 0e L > yu,

sejaQ = ﬁ Considere a fun¢do f: R"” — R dada por

f(x) ‘U(Q8 (x +Z(xl xl+l)2) +§”x”2- (3.3)

Nos testes, tomamos u =1 e L =10. Simularemos o caso de u e L conhecidos e depois des-
conhecidos. Para ambos os casos, simulamos um problema de dimensao pequena e outro
de dimensao maior.

Caso u e L conhecidos

Simularemos primeiramente um problema com dimensao 5 e posteriormente um com
dimensdo 500. Nesse caso, fornecemos aos algoritmos o valor y =1 e L = 10 que sdo o
parametro de convexidade e a constante de Lipschitz para o gradiente.

Como pu e L sao conhecidos, o Algoritmo 1 e o Algoritmo 2 sdao os mesmos. Entdo nesse
caso, s6 comparamos quatro algoritmos: Algoritmo 2, Algoritmo 3, Algoritmo 4 e Algoritmo
5.

Para resolver o problema na dimensao 5, o Algoritmo 2 gastou 25 iteracoes, o Algoritmo
3 gastou 36 iteracoes, o Algoritmo 4 gastou 99 iteragoes e o Algoritmo 5 gastou 22 iteracoes.
As Figuras 3.11 e 3.12 mostram as 75 primeiras iteragoes.

Ja se aumentarmos a dimensao, os Algoritmos 2 e 3 tem quase o0 mesmo desempenho
em relacdo a dimensdo 5. O Algoritmo 2 gastou 31 iteragdes enquanto que o Algoritmo 3
gastou 50 iteracoes para resolver o problema como mostrado nas Figuras 3.13 e 3.14. Mas o
Algoritmo 4 gastou 1312 iteracdes para resolver o problema. O Algoritmo 5 resolveu em 30
iteracoes.

Em ambas as dimensoes 5 e 500, o comportamento do Algoritmo 4 teve um desempenho

inferior aos demais justificado provavelmente em funcao de que o algoritmo nao faz uso do
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4 1og(0 1))
Algoritmo 3
Algoritmo 4
Algoritmo 5
4 f(xk) 10°
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Figura 3.11: Casoem que n =5 Figura 3.12: Casoem que n =5
$log(Imr D
Algoritmo 3
Algoritmo 4
Algoritmo 5
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Algoritmo 2
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50
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25 50 k 25 50 k
Figura 3.13: Caso em que n =500 Figura 3.14: Caso em que n =500

conhecimento do parametro de convexidade u.

Caso u e L desconhecidos

Simularemos primeiramente um problema com dimensao 5 e posteriormente um com
dimensdo 1000. Como na funcdo, u = 1 e L = 10, fornecemos aos algoritmos u = 0 e
L = 100000. E importante fornercer valores grandes para L, pela prépria construcio dos
algoritmos, pois yo > L e 741 = (1 — ap)yr + aru.

Quando u e L sao desconhecidos, o Algoritmo 1 e 2 tem desempenho diferentes. Para
resolver o problema com dimensdo 5, o Algoritmo 1 gastou 29 iteracoes, o Algoritmo 2 foi
um pouco melhor com 25 iteracdes, o Algoritmo 4 gastou 116 iteracdes e o Algoritmo 3 gas-
tou 58597 iteracoes para resolver o problema. Como era de se esperar, pois f é quadrética,
o Algoritmo 5 resolveu o problema em 20 iteracdes. As Figuras 3.15 e 3.16 mostram as 75
primeiras iteracoes. Note que o desempenho do Algoritmo 3 foi muito inferior aos demais,
isso ocorre pelo fato dele depender da constante de Lipschitz L do gradiente para o célculo
de aj jd no inicio do algoritmo.

Ja para a dimensao 1000, o desempenho dos Algoritmos 1,2, 4 e 5 sdo semelhantes ao
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Algoritmo 1 1 loQ(l D fl) Algoritmo 1
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Figura 3.15: Caso em que n =5 Figura 3.16: Casoem que n =5
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Figura 3.17: Caso em que n = 1000 Figura 3.18: Caso em que n = 1000

caso de dimensdo 5 com 55, 35, 179 e 32 iteracoes respectivamente. Mas o Algoritmo 3 gasta
75926 iteracoes para resolver o problema. Quanto mais se aumenta a dimensao do proble-
ma, pior o desempenho do Algoritmo 3 . As Figuras 3.17 e 3.18 mostram as 75 primeiras

iteracoes.

Exemplo 4. Considere agora a funcao objetivo f: R” — R dada por

n

f(x):Zex". (3.4)
i=1
Para esta funcao, por ndo conhecer u e L, fornecemos aos algoritmos os valores u = 0 e
L =100000. Simulamos um problema com dimensdo 2 e posteriormente com dimensao
10000.
Todos os algoritmos resolvem o problema em menos de 100 iteracdes como mostram
as Figuras 3.19 e 3.20. Neste caso, o Algoritmo 1 foi melhor que o Algoritmo 2, gastou 11

iteracoes, enquanto que o Algoritmo 2 gastou 13 iteracoes. O Algoritmo 3 gastou 73 iteracoes
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Algoritmo 1 1 loQ(l D fl) Algoritmo 1
Algoritmo 2 Algoritmo 2
Algoritmo 3 Algoritmo 3
Algoritmo 4 Algoritmo 4
Algoritmo 5 Algoritmo 5
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Figura 3.19: Casoem que n =2 Figura 3.20: Caso em que n =2
, 0 Algoritmo 4, 33 iteracoes e o Algoritmo 5 gastou 39 iteracoes.
Algoritmo 1 4 loQ(l U fl) Algoritmo 1
Algoritmo 2 Algoritmo 2
Algoritmo 3 Algoritmo 3
Algoritmo 4 \ Algoritmo 4
Algoritmo 5 Algoritmo 5
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50 L\
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Figura 3.21: Caso em que n =10000 Figura 3.22: Caso em que n =10000

Se aumentarmos a dimensao, os desempenhos ndo mudam muito. O Algoritmo 1 con-
tinua ganhando com 15 iteracdes, o Algoritmo 2 resolve em 18 iteracoes, o Algoritmo 3 em
96 iteracoes , o Algoritmo 4 em 39 iteracoes e o Algoritmo 5 em 58 iteracdes. Novamente o
Algoritmo 3 tem um desempenho inferior por ndo conhecer a constante de Lipschitz L. As
Figuras 3.21 e 3.22 mostram as 75 primeiras iteragcoes para o caso de dimensao 10000. Note

que nesses problemas, o Algoritmo 5 nao foi o melhor.

Exemplo 5. Considere agora a funcao objetivo f : R” — R dada por
fl)= S+ e -1, 3.5
2 i=1
Para essa fun¢do, ndao conhecemos o valor de u e L. Nesse caso, os dados fornecidos aos algo-

ritmos sao u =0 e L =100000. Comparamos inicialmente o comportamento dos algoritmos

para a dimensao 5 e posteriormente para a dimensao 500.
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Figura 3.23: Caso em que n =5 Figura 3.24: Caso em que n =5

As Figuras 3.23 e 3.24 mostram as 75 primeiras iteracdes. Para esse problema, os Algo-
ritmos 1 e 2 tem praticamente o mesmo desempenho. O Algoritmo 1 gasta 10 iteragdes e o
Algoritmo 2, 9 iteracOes para minimizar (3.5). O Algoritmo 4 gasta um pouco mais, 36 ite-
racoes e o Algoritmo 5 gasta 19 iteragdes, o que ndo € muito. Mas o Algoritmo 1 gasta 8394

iteracoes para resolver o problema, ou seja, 932 vezes mais iteragdes que o melhor algoritmo.
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Figura 3.25: Caso em que n =500 Figura 3.26: Caso em que n =500

Se aumentarmos a dimensdo para 500, o desempenho dos Algoritmos 1, 2, 4 e 5 nao
mudam muito em relacdo a dimensao 5, com 11, 10, 41 e 22 iteracOes respectivamente. O
Algoritmo 3 gasta 26853 itera¢cdes para minimizar (3.5). As Figuras 3.25 e 3.26 mostram as 75

primeiras iteracoes.

Exemplo 6. Dado b € R”, considere a funcao objetivo f : R” — R sugerida em [Nes04, pag
56] e dada por:

flx)=>) e, (3.6)
i=1
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Em nossos testes numéricos, consideramos n =10 e n = 60 e o vetor b foi gerado aleatoria-
mente com componentes entre 0 e 1. Pelo fato de ndo conhecermos u e L, fornecemos aos
algoritmos, u =0 e L=100000.
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Figura 3.27: Caso em que n =10 Figura 3.28: Caso em que n =10

As Figuras 3.27 e 3.28 mostram o desempenho dos algorimos para a dimensdo 10. Nesse
caso ha um empate técnico entre o Algoritmo 1 e o Algoritmo 2. O primeiro resolve em 10
iteracoes e o segundo em 12. O Algoritmo 4 fica em terceiro com 31 iteracdes, o Algoritmo
3 gasta 68 iteracOes para resolver o problema, enquanto que o Algoritmo 5 resolve em 37

iteracoes.
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Figura 3.29: Caso em que n =60 Figura 3.30: Caso em que n =60
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Ja para a dimensao 60, o desempenho dos Algoritmos 1 e 2 foi semelhante que no caso de
dimensao 10, gastando 11 e 13 iteracoes respectivamente. Mas os Algoritmos 3 e 4 apresen-
tam um desempenho melhor que no caso de dimensao 10. O Algoritmo 3 gasta 14 iteracoes,
enquanto que o Algoritmo 4 gasta 21 iteragdes. O Algoritmo 5 gasta 45 iteragdes para resolver
o problema.
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Aqui ocorreu um detalhe interessante, o computador criou um problema na dimensao 60
em que o Algoritmo 3 ganhou dos demais. Ele resolveu em 10 iteracoes, o Algoritmo 1 gastou
11, o Algoritmo 2 gastou 15 e o Algoritmo 4 gastou 27 iteragcdes para resolver o problema. O
Algoritmo 5 teve o pior desempenho com 45 iteragdes. Isso é mostrado nas Figuras 3.31 e
3.32.
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Figura 3.31: Caso em que n =60 Figura 3.32: Caso em que n =60

Para dimensdes maiores que 60, jd ndo é possivel simular problemas com a funcao ob-
jetivo do tipo (3.6), pois os valores da funcao cresce muito, o que torna a sua solu¢do muito

dificil do ponto de vista computacional.

Exemplo 7. Considere agora a funcao objetivo f: R” — R dada por

flx)= %(Qx,x) —I—; e’ —1, (3.7)

onde Q ¢ definida positiva gerada aleatoriamente, a partir da dimensao dada.

Como ndo conhecemos o valor de u e L, fornecemos aos algoritmos y =0 e L =100000.
Comparamos os algoritmos para um problema de dimensao 10 e posteriormente um de di-
mensao 100.

As Figuras 3.33 e 3.34 mostram o comportamento dos algoritmos para o caso de dimen-
sdo 10. Os Algoritmos 5, 1 e 2 tem um comportamento similar com 49, 62 e 50 iteracoes
respectivamente. O Algoritmo 3 resolve o problema em 380 iteracdes enquanto que o Algo-
ritmo 4 resolve em 508 iteracdes. Apesar de u e L ser desconhecido, o Algoritmo 3 teve um
desempenho melhor que o Algoritmo 4.

Para o problema de dimensao 100, o Algoritmo 5 continua sendo o melhor, resolve em 81
iteracoes. O Algoritmo 2 gasta 129 iteracoes e o Algoritmo 1 gasta 200 iteracOes para resolver
o problema. O desempenho dos Algoritmos 3 e 4 sdo inferiores com 572 e 802 iteragdes

respectivamente. As Figuras 3.35 e 3.36 mostram as 75 primeiras iteracoes.



Capitulo 3. Testes Computacionais 58

Algoritmo 1 1 loQ(l D fl) Algoritmo 1
Algoritmo 2 Algoritmo 2
Algoritmo 3 Algoritmo 3
Algoritmo 4 Algoritmo 4
Algoritmo 5 Algoritmo 5
4 f(xK 10°
250
200 10 °
150
100 1072
50 K
—= -6
: ; » 10 »
25 50 k 25 50 k
Figura 3.33: Caso em que n =10 Figura 3.34: Caso em que n =10
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Figura 3.35: Caso em que n =100 Figura 3.36: Caso em que n =100
Perfil de desempenho

Comparamos diversos problemas de diversas dimensdes arbitrdrias. Rodamos os algo-
ritmos para o caso de u e L conhecido e depois desconhecidos. Rodamos 2000 problemas
para as funcdes convexas com a dimensao aleatéria variando entre 1 e 96619 para o caso
de u e L conhecidos, isso é mostrado na Figura 3.37. Para o caso de u e L desconhecidos,
rodamos 4000 problemas com dimensdo aleatdria variando entre 1 e 95654. A Figura 3.38
mostra o resultado.

Quando u e L sdo conhecidos, o Algoritmo 1 e 2 sdo 0os mesmos e portanto € exibido so-
mente um deles na Figura 3.37. Olhando a Figura 3.37, notamos que o Algoritmo 2 perde em
poucos problemas para o Algoritmo 5. O Algoritmo 3 resolve 100% dos problemas gastando
ndo mais que 2 vezes o numero de iteracdes do melhor algoritmo. Note que no Algoritmo
1 e 2, ha duas buscas lineares por iteracdo enquanto que o Algoritmo 3 tem somente uma.
Isso significa que o Algoritmo 3 tem um desempenho muito bom na pratica se u e L sdo co-
nhecidos. Isso varia muito de problema para problema. Para resolver 10% dos problemas, o

Algoritmo 4 pode gastar até 5,5 vezes o numero de iteracdes do melhor algoritmo.
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Figura 3.37: u e L conhecidos Figura 3.38: u e L desconhecidos

Ja para o caso de u e L desconhecido, o Algoritmo 2 ganha em 100% dos problemas como
mostra a Figura 3.38. O Algoritmo 1 perde em poucos problemas para o Algoritmo 2. Para
resolver 100% dos problemas o Algoritmo 5 pode gastar ndo mais que 4 vezes o numero de
iteracoes do melhor algoritmo. O Algoritmo 4 que teve um desempenho bastante fraco caso
u e L eram conhecidos, passou a resolver 90% dos problemas usando ndo mais que 7 vezes
o numero de iteracoes gasto pelo melhor algoritmo. Por outro lado, o Algoritmo 3 pode
gastar até 7 vezes o namero de iteracoes do melhor algoritmo para resolver apenas 22% dos
problemas. Para resolver 100% dos problemas, ele pode gastar até 700 vezes o nimero de
iteracoes do melhor algoritmo. Isso ocorre pelo fato do Algoritmo 3 ser dependente das

constante y e L.



Conclusao

Essa dissertacao foi dedicada ao estudo de complexidade de métodos de primeira ordem
para minimizacao de fungdes convexas com constante de Lipschitz L para o gradiente e
parametro de convexidade u > 0.

O objetivo principal foi apresentar um algoritmo (Algoritmo 1) e provar sua complexi-
dade 6tima. Como as constantes u e L nem sempre sdao disponiveis, apresentamos o Al-
goritmo 2 que é uma modificacdo do anterior para ndao depender do conhecimento dessas
constantes. Os algoritmos apresentados sdo variantes dos algoritmos discutidos em [GK08]
que por sua vez fazem um ajuste fino no método 6timo proposto por Nesterov [Nes04] (Algo-
ritmo 3). Como esse algoritmo depende do conhecimento da constante L, Nesterov propos
em [Nes07] um algoritmo (Algoritmo 4) que faz uma estimativa dessa constante.

Comparamos o desempenho desses métodos em termos de nimero de iteracdes para
minimizagdo de algumas fun¢Ges convexas.

No caso em que as constantes u e L sdo conhecidas, os Algoritmos 1 e 2 perdem em
poucos problemas para o Algoritmo 5. O Algoritmo 4 teve o pior desempenho, pois ele ndo
faz uso do conhecimento do parametro de convexidade u.

Testamos também fun¢des em que de fato ndao conhecemos os parametros u e L, tais
como, funcdes exponenciais. Nesses casos o Algoritmo 2 teve o melhor desempenho, seguido
de perto pelo Algoritmo 1. O Algoritmo 5, que embora nao faca uso dessas constantes, ficou
em terceiro lugar. No entanto, é o Algoritmo 3 que tem o pior desempenho pois ele é alta-
mente dependente dessas constantes.

Nos testes de minimizacao de funcoes quadréticas, o Algoritmo 5 de gradiente conjuga-
dos ganha em 100% dos problemas. Como provado em [Ber99, Pol87] esse algoritmo tam-
bém é 6timo para minimizac¢ao de funcoes quadraticas e seu desempenho € excelente como
vemos nos testes nimericos.

Finalizamos dizendo que o conceito de método 6timo esta relacionado ao estudo de pior
caso. Um algoritmo ser 6timo ndo significa que na prética ele tenha sempre um desempenho
melhor que algoritmos que ndo sejam 6timos. Significa que a sua complexidade é propor-

cional a complexidade da classe de problemas que estamos resolvendo.
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