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Errores quam minimi in rebus
mathematicis non sunt contemnendi

“‘Na matematica, por minimos que
sejam, os erros nao devem ser
desprezados” (Newton, 1693, De
quadratura curvarum, In: MW-1, p.
141).

“Este método [das fluxdes] deriva
imediatamente  de  sua  propria
natureza, néo de indivisiveis,
diferencas leibnizianas ou quantidades
infinitamente pequenas. Pois néo
existem quantidades primeiras
nascentes ou quantidades Ultimas
evanescentes, existem somente
razbes primeiras de quantidades
nascentes e razbes Ultimas de
quantidades ultimas evanescentes”
(Newton, 1714, Philosophical
transctions, In: MP-3, p. 17-18).

“‘De fato, mesmo que se tenha
empregado muitos artificios para
escapar ou evitar a admissdo de
quantidades infinitamente pequenas,
de nada adiantou” [Comentario de
Berkeley sobre o método newtoniano
das fluxdes] (Berkeley, O Analista,
1979 [1734], §11, p.71).
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Resumo

Newton manifesta em sua careira matematica uma posi¢ao critica quanto aos
métodos matematicos inspirados no estilo analitico. O curioso é que o seu proprio
trabalho ndo escapa da sua propria avaliagdo. O método das fluxoes, que uma das suas
principais contribui¢cdes no campo da matematica, sofre modificagdes com a finalidade
de se tornar mais bem fundamentado. Isso significa sim um direto abandono dos
procedimentos analiticos (que marca a fase inicial de sua carreira) para assumir uma
técnica que estaria muito mais proxima dos procedimentos sintéticos dos gedmetras
antigos. Por sua vez, Berkeley, em O Analista (1734) realiza uma profunda avaliacdo
desses novos procedimentos matematicos, entre eles esta essa principal contribuigdo de
Newton. Visto que se constroi a critica berkeleyana a partir do trabalho de Newton ja
reavaliado e fundamentado no estilo sintético, o que se pretende nesse trabalho ¢
localizar o porqué do proprio Berkeley ndo considerar os esforcos de Newton para bem
fundamentar o método das fluxdes. Para isso, trabalha-se com duas hipoteses: seria
Newton, na perspectiva de Berkeley, alguém incompetente em aplicar as suas proprias
exigéncias? Ou ainda, estaria Berkeley exigindo um padrdo de rigor muito mais rigido,
para fundamentar a matematica, em comparacdo com aquele que Newton aceitou para
seu método? Veremos que ambas as hipoteses se aplicam, porém, cabe identificar as

peculiaridades com que isso se manifesta no texto de O Analista.

Palavras-chave:
1. Rigor — 2. Fluxdes — 3. Inteligibilidade — 4. Analise — 5. Sintese — 6.

Infinitamente pequeno.



Abstract

Newton expresses in his mathematical career a critical stance to mathematical
methods based on the analytic style. The most interesting is that his work does not
escape from his own evaluation. The method of fluxions, which is one of his major
contributions in the field of mathematics, undergoes changes with the aim of becoming
more well-founded. It does convey a direct abandonment of the analytical procedures
(which is the hallmark of the initial phase of his career) to take one technique that
would be much closer to the synthetic procedures of the old geometricians. In turn,
Berkeley in The Analyst (1734) conducts a thorough evaluation of these new
mathematical procedures, and among them is the main contribution of Newton. Since
the critical of Berkeley is built from the work of Newton already reevaluated and based
on the synthetic style, this work aims at finding the reason why Berkeley himself did
not consider the efforts of Newton to support the method of the fluxions. Thereby, one
works with two hypotheses: Newton was, according to Berkeley, someone incompetent
to apply his own requirements? Or else, would Berkeley be demanding a standard of
rigour much more rigid, to base the mathematics, compared with what Newton accepted
for to its method? We will see that both the hypotheses apply; however, it is necessary
to identify the peculiarities that it manifests in the text of The Analyst.

Keywords:
1. Rigour — 2. Fluxions — 3. Intelligibility — 4. Analysis — 5. Synthesis — 6.

Infinitely small.
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Introducao

E possivel localizar no trabalho matematico de Newton duas fases distintas. A
primeira foi influenciada por aquilo que ficou conhecido como “nova analise”, sendo
Descartes seu principal representante. Nessa fase encontram-se principalmente os
primeiros trabalhos matematicos de Newton. De outro lado, a outra fase foi marcada por
uma espécie de distanciamento dos trabalhos fundamentados na analise dos modernos,
aproximando-se do método sintético dos antigos gedmetras gregos. Nesse sentido, a
principal descoberta matematica de Newton, denominada por méfodo das Fluxdes, pode
ser interpretada de duas maneiras: em um sentido analitico ¢ em um sintético. E
possivel indicar como um dos principais motivos dessa mudanga as desconfiangas de
Newton sobre o estatuto geométrico de quantidades infinitamente pequenas largamente
admitidas na sua fase analitica (e em métodos analiticos de outros autores de sua época).
Por “geométrico”, nesse contexto, entenda-se algo cuja natureza possui conotacdes
espaciais e que, por conseguinte, ndo ¢ um mero expediente de um calculo formal
abstrato. Essas desconfiancas em torno dos infinitesimais teriam-no motivado a elaborar
seu método das primeiras e ultimas razoes, permitindo estender as propriedades
geométricas as entidades matematicas invocadas em seu método das fluxdes.

Desse modo, € possivel perceber uma certa hierarquia entre essas duas fases: a
fase sintética, fundamentada nas primeiras e ultimas razdes, ¢ superior quanto ao rigor
em relacdo a sua fase analitica. Isso significa que as mudangas introduzidas por Newton,
que consistiram basicamente em enfatizar o carater geométrico da sua matematica,
tinham como objetivo ampliar a exatidao e o rigor do método das fluxdes.

Contudo, apesar dos esfor¢cos de Newton, Berkeley submete o método das
fluxdes a uma critica severa em virtude de suas deficiéncias em termos do proprio rigor
ou exatiddo. N’O Analista (1734), para chegar a essa conclusdo, Berkeley percorre dois
caminhos. O primeiro ¢ identificar os momentos (conceito central para o método
newtoniano) como objetos matematicos ininteligiveis. O outro caminho ¢ apontar as
inconsisténcias demonstrativas presentes no método das fluxdes. No entanto, o curioso
dessa empreitada critica de Berkeley € que ela ndo se resume a uma simples tarefa
“negativa”: a de acusar a caréncia de rigor do método fluxional newtoniano. Ao final
d’O Analista, a partir de uma tese de “compensacdo de erros”, Berkeley sugere um

caminho para que o método das fluxdes possa ser reabilitado, ainda que tal proposta seja
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somente a ilustragdo de um primeiro “ajuste” para tornar o método newtoniano mais
rigoroso.

Desse modo, a questdo dessa dissertagdo podera ser formulada como se segue:
visto que os dois autores manifestam uma atitude critica quanto aos fundamentos
matematicos do método das fluxdes, por que entdo Berkeley ndo considera o grande
esforco de Newton de se afastar dos métodos analiticos e de seus expedientes formais?
Duas possiveis hipoteses poderiam ser levantadas a esse respeito. Primeiro, Berkeley
identificaria uma falha de Newton em aplicar seus proprios critérios de fundamentacao
matematica. Isso significa que Berkeley ndo consideraria tais esforcos porque Newton
seria incapaz de cumprir as suas proprias exigéncias. Segundo, Berkeley possuiria
padroes mais rigidos e exigentes do que os de Newton para fundamentagdo da
matematica.

Para se saber qual dessas hipoteses deve prevalecer, ou ainda, se algum outra
deveria lhes sobrevir, o seguinte trabalho sera dividido como se segue. No primeiro
capitulo se investiga o que ¢ o método das fluxdes e como Newton o fundamentou.
Analisando alguns dos seus principais textos, elege-se o problema do infinitamente
pequeno como o fio condutor para apontar as duas fases distintas do estilo matematico
newtoniano: a fase analitica e a sintética. E na fase sintética que se apresenta o método
das primeiras e ultimas razoes, em uma tentativa de se aproximar do rigor geométrico
dos gedmetras antigos. Sera observado que Newton considera o carater geométrico das
primeiras e ultimas razdes como o fundamento real do método das fluxdes. Isso no
sentido de que elas fornecem ao método das fluxdes a garantia de uma verdadeira
exatidao matematica. No segundo capitulo, pretende-se abordar o texto O Analista pela
primeira vez. Isso com o objetivo de expor os dois caminhos percorridos para se criticar
o rigor do método das fluxdes. E nesse capitulo que se investiga se os critérios da critica
de Berkeley sdo realmente seus ou ndo. Tal problematica exigird um confronto com
outro central texto de Berkeley: Tratado Sobre os principios do conhecimento humano
(1710). Isso acontece justamente para saber se a critica n'O Analista possui alguma
relacdo com a filosofia do esse est percipi (ser € ser percebido). Sera, também nesse
capitulo que se procura esclarecer as razdes de Berkeley para anular os esforgos
realizados por Newton para se afastar dos métodos analiticos infinitesimais. No ultimo
capitulo, pretende-se aprofundar a tese berkeleyana de “compensagdo de erros”. O que
motiva esse estudo ¢ saber se Berkeley possui somente uma perspectiva “negativa”

quanto ao método das fluxdes, ou seja, o que se pretende saber € se tal “compensagdo de
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erros” exclui definitivamente o método das fluxdes do ambito do conhecimento
matematico, ou se haveria ainda alguma pretensdo de apresentar uma via pela qual se

poderia salvar tal método dos problemas antes apontados.
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1. FACE MATEMATICA DE NEWTON: O PERCURSO DO
INFINITAMENTE PEQUENO

Outrora Whiteside, considerado um dos mais prestigiados comentadores da
matematica newtoniana, fez a seguinte afirmagdo sobre as sutilezas técnicas da

matematica de Newton:

“Os avancos matematicos multifacetados de Newton s6 podem ser adequadamente
saboreados, em sua profundidade, através de longas horas de estudo solitario, com
muitas mordidas no lapis e muito franzir do cenho. Para sua avaliagdo plena e justa,
ndo conhego nenhum atalho real” (Whiteside, 1982, p. 496).

Esse descontraido relato parece, antes de tudo, ter a finalidade de caracterizar o quao
dificil é a compreensdo da obra matematica de Newton. No entanto, cabem aqui duas
questdes: (i) as dificuldades em compreender a matematica newtoniana ocorrem pelo
fato dela ser um grande conjunto de métodos destinados a solucdo de distintos
problemas? (ii) Ou, ao invés disso, tais dificuldades se originam das varias formulacoes
que um mesmo método sofreu, tendo em vista sempre a solu¢do do mesmo problema?
A primeira questdo levanta a possibilidade das dificuldades surgirem ao se interpretar a
matematica newtoniana como uma pluralidade de métodos e seus respectivos
problemas tratados, sendo um método incomunicavel com o outro. Ora, se isso
realmente acontece na matematica de Newton ndo ¢ o que se pretende tratar aqui. A
principal questdo deste capitulo ¢ a seguinte: o que ¢ o método das fluxdes? Em outras
palavras, o que se pretende aqui ¢ apresentar alguns exemplos de aplicagdes de um
método matematico de Newton, denominado método das fluxdes, e que se tornou um
dos alvos principais da critica realizada por Berkeley, no optisculo O Analista.

Nesse sentido, cabe aqui, como desafio, superar as dificuldades que a questdo
(i1) levanta. Isso porque, ainda que se pensasse resolver sempre 0s mesmos problemas,
existem indicios de que tal método também sempre fora o mesmo. Newton teria
apresentado distintas formulacdes para o mesmo método das fluxdes. Mais
especificamente, tudo indica que as motivacdes para as reiteradas reformulagdes do
método das fluxdes repousam em questdes relativas ao conceito de infinitamente
pequeno. Os diferenciados tratamentos dados ao infinitamente pequeno resultaram em
versoes diferenciadas do método das fluxdes. Em linhas gerais, em uma fase inicial,
Newton concebera o infinitamente pequeno de uma tal maneira que fora, numa fase

seguinte, abandonada. Desse modo, o método das fluxdes néo teria se transformado em
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outro método propriamente dito. Porém ele teria sofrido modificagdes com a finalidade
de supri-lo com outros fundamentos.

Portanto, se Newton realmente fez um esforgo para reformular o seu método das
fluxdes, qual a melhor maneira de apresentar tal método? Os riscos de anacronismo ou,
até mesmo, superficialidade na relagdo entre seus principais conceitos do método das
fluxdes parecem reais quando ndo se levam em conta essas reformulagdes. Desse modo,
para evitar a necessidade de percorrer a enorme pluralidade metodoldgica da
matematica newtoniana, escolher-se-4 o conceito de infinitamente pequeno como o
principal fio condutor na identifica¢do das diferencas na concepcao e na aplicacdo do

método das fluxdes.

1.1. O estilo analitico de Newton: as equagcdoes das curvas e o
infinitamente pequeno

1.1.1. A anéalise dos modernos

Uma das mais marcantes caracteristicas da formagdo matematica de Newton foi
seu profundo conhecimento adquirido, ja em sua juventude, da Geometria (1637) — obra
matematica de Descartes. Esse fato ndo pode ser considerado simplesmente um
“capricho intelectual” do matematico Isaac Newton. Pois, sua produgdo matematica —
em sua aurora — estd profundamente marcada pelo que ficou conhecido como: a nova
andlise dos modernos'. E Descartes que se encontra como uma das principais
influéncias dessa fase matematica inicial . Para que isso possa ser compreendido, uma
primeira aproximacdo a algumas das caracteristicas mais importantes dessa analise se
faz necessaria.

Existem muitas tentativas do proprio Newton explicar o que era a nova analise.
Dessa maneira, as suas proprias palavras podem funcionar como um guia para uma
primeira aproximagao. Considere-se a seguinte afirmagdo: “a analise dos modernos tem
sua origem na aritmética, e € nada além do que uma aritmética universal aplicada para
quantidades, seja ela geométrica ou alguma outra qualquer” (MP-8, p. 444). Ao afirmar
que a analise dos modernos ¢ uma “aritmética universal”, Newton nada mais faz do que
realcar o carater universal que os modernos pretendiam alcangar nas solu¢des dos

problemas matematicos. Trata-se da liberdade de aplicacdo de determinadas regras

! (cf. Panza 2005, p. 23-44).
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aritméticas a outros objetos matematicos além dos nimeros. Nesse caso, o conteudo do
que Newton afirma aponta diretamente para o trabalho de Descartes.

Na Regra IV, de seu texto Regras para direcdo do espirito (1628), Descartes
recomenda enfaticamente a necessaria utilizagdo de um método na busca da verdade.
Privar-se de tal método, no entanto, ndo significaria que verdades ndo pudessem ser
encontradas”. Nesse caso, tal método deveria promover dois pontos importantes: (a) ndo
permitir a colocag@o do falso no lugar do verdadeiro e (b) permitir que se possa alcancar
o conhecimento de tudo o que € possivel conhecer. O primeiro ponto, ou seja, (a), indica
que a investigacdo metodica incorpora um critério para diferenciar o falso do
verdadeiro, impedindo que se assuma um pelo outro. Agora com (b), Descartes
manifesta a necessidade do método promover um “crescimento” do conhecimento, ou
seja, existindo algo desconhecido (e passivel de ser conhecido) a aplicacdo do método o
fara conhecido. Ambos os pontos estdo presentes na seguinte apresentacdo de um

conceito de método:

“Quanto ao método, entendo por isso regras certas e faceis cuja exata observagdo fara
que qualquer um nunca tome nada de falso por verdadeiro, e que, sem despender
inutilmente nenhum esforgo de inteligéncia, alcance, com um crescimento gradual e
continuo de ciéncia, o verdadeiro conhecimento de tudo quanto for capaz de
conhecer” (Descartes, 1999, p. 20).

Portanto, 0 método ndo é um simples processo para demonstrar o que ja ¢ conhecido.
Ele deve permitir a descoberta de novas verdades.

E nesse sentido que Descartes menciona a “aritmética e geometria”. Para ele, ao
observar a historia da matematica, percebe-se que tal método esteve de alguma maneira
presente no trabalho dos gedmetras antigos e nos trabalhos algébricos de alguns
matematicos mais préximos (porém anteriores) a sua época. Descartes menciona esse

método como andlise:

“De fato, observamos suficientemente que os antigos gedmetras utilizaram uma
espécie de andlise que estendiam a solug¢do de todos os problemas, se bem que dela
tenham privado a posteridade. E agora floresce um género de Aritmética, a que
chamam de Algebra, que permite fazer com os niimeros o que os antigos faziam com
figuras” [italico meu] (Descartes, 1999, p. 21).

No entanto, Descartes considera que, principalmente quanto aos antigos, o que

permaneceram foram somente as suas descobertas, isto é, verdades que — a qualquer

2 Reflexdes sem método somente estariam sujeitas a fortuna, ao acaso, o inclui a

possibilidade de nunca se encontrar alguma verdade: “ora, ¢ muito melhor jamais pensar em procurar a
verdade de alguma coisa a fazé-lo sem método...” (Descartes, 1999, p. 19).
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momento — poderiam ser demonstradas logicamente sem resultar em um aumento do

conhecimento. Essas verdades, portanto, sdo reconhecidamente estéreis:

“Com efeito, como ¢é reconhecido que muitos artesdos o fizeram com suas invengoes,
eles [os gedmetras antigos] talvez temessem que, por causa de sua enorme facilidade e
de sua simplicidade, ela [a andlise] perdesse seu valor com a vulgarizacdo, e
preferiram, para fazer-se admirar, apresentar-nos em seu lugar verdades estéreis
demonstradas com um sutil rigor légico como efeito de sua arte...” (Descartes, 1999,
p- 25).
Desse modo, as matematicas que procuram demonstrar verdades ja conhecidas
(verdades estéreis), sem se preocupar com a descoberta de novas, sdo tratadas como
matematicas comuns. Portanto, ha a necessidade de encontrar um método geral que
permita o aumento do conhecimento. Descartes denomina tal método como Mathesis
universalis, cujos elementos se manifestaram parcialmente nessa analise dos antigos’.
De todas essas consideragdes retira-se varias conclusdes. Uma das principais é
que a analise dos antigos constitui-se uma espécie de “manifestagdo” da Mathesis
universalis e que tal andlise era sim considerada como um método para descoberta de
verdades na matematica (mesmo que em um sentido mais restrito que a propria
Mathesis). Porém, um dos problemas centrais dessa analise foi o fato dos antigos terem
negado, as geragdes futuras, a possibilidade de conhecé-la adequadamente. Por outro
lado, quanto a algebra, Descartes a concebe também como aplicacdo da Mathesis. Nesse

sentido, a algebra constitui-se igualmente uma espécie de método de descoberta — isso

mesmo mantendo suas ressalvas quanto a tal algebra:

“Houve, por fim, alguns homens muito engenhosos que se esforgaram em nosso
século para ressuscitar a mesma arte, por aquela que é designada pelo nome barbaro
de Algebra ndo parece ser outra coisa, contanto apenas que a desvencilhemos das
multiplas cifras e das inexplicaveis figuras que a sobrecarregam, de sorte que ja ndo
lhe falte o grau de nitidez e de facilidade extremas que supomos dever encontrar-se na
verdadeira Matematica” [meu italico] (Descartes, 1999, p. 27)".

Uma parte significativa do contetido do projeto cartesiano de uma Mathesis
universalis apresentado nas Regras aparece aplicada em outro texto cartesiano. Trata-se

da Geometria, que poderia ser assim considerada uma ilustracdo do método de analise

3 Diz Descartes: “Dai resulta [ao observar os problemas abordados pelas

matematicas comuns] que deve haver uma ciéncia geral que explique tudo quanto se pode procurar
referente & ordem e a medida, sem as aplicar a uma matéria especial: essa ciéncia se designa, ndo pelo
nome emprestado, mas pelo nome, ja antigo e consagrado pelo uso, matematica universal [Mathesis
universalis], porque ela encerra tudo o que fez dar a outras ciéncias a denominacdo de partes das
Matematicas”. [meu italico] (Descartes, 1999, p. 27).

4 Dentre os principais nomes desses matematicos que tratam da algebra esta o de
Viete (cf. Panza 1999, p. 23-44).
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de Descartes’. J4 em seu comego, estd evidente a intengdo de promover uma ampliagdo
da aritmética. E isso que o subtitulo de uma segdo inicial promete: “como o calculo da
aritmética se relaciona com as operagdes da geometria”. Visa-se, nesse caso, utilizar as
operacgdes que estruturam a aritmética para manipular linhas e solucionar problemas de

natureza geométrica:

“E como um todo, a aritmética € composta somente por quatro ou cinco operagoes,
que sdo a adigdo, a subtragdo, a multiplicagdo, a divisdo e a extragdo de raizes (que se
pode toma-las como uma espécie de divisdo). Da mesma maneira, com respeito as
linhas que se busca (para prepara-las a ser conhecidas), ndo ha outra coisa a se fazer
na geometria que adiciond-las ou subtrai-las a outras linhas...” (Descartes, 1954, p.
3).
Ao afirmar que operagdes aritméticas (como adi¢cdo e subtragdo) seriam suficientes para
“preparar” linhas para se tornarem conhecidas, Descartes apresenta uma das
caracteristicas importantes de seu método: que tais operacdes podem solucionar
problemas na geometria no sentido de “ampliar” o conhecimento dessa ciéncia. Isso se
encontra na mesma acep¢ao proposta (como visto acima) na Regra IV, onde verdades
desconhecidas devem tornar-se conhecidas. No entanto, é necessario reforgar que, nesse
caso, Descartes esta pensando em problemas geométricos. O titulo inicial do Livro I, da
geometria, sugere isso claramente: “Sobre os problemas que se pode construir sem
empregar mais que circulos e linhas retas”. E em seguida ele acrescenta:“Todos os
problemas da Geometria podem se reduzir facilmente a tais termos, que ndo ¢
necessario conhecer de antemao mais que o comprimento de algumas linhas retas para
construi-los” (Descartes, 1954, p. 3) Portanto, se as operacdes aritméticas ajudardo a
solucionar problemas da geometria, deve-se compreender que o as solugdes (as
verdades buscadas) de tais problemas serdo linhas, ou melhor, linhas desconhecidas que
se tornardo conhecidas.
Contudo, o desafio ¢ saber a justificativa para ampliar a utilizagdo das operacdes
aritméticas, pois isso ndo parecia algo tdo “corriqueiro” para o proprio Descartes®. Mas
afinal, o que permite o sucesso de tal industria cartesiana? A resposta ¢ a seguinte: um

novo conceito introduzido, isto ¢, a no¢ao de unidade. Entretanto, as justificativas para o

> (cf. Battisti, 2002, p. 129)

6 Antes de iniciar tal tarefa em sua obra, ¢ evidente a sua preocupagdo em deixar
explicito ao seu leitor (que provavelmente desconfie de tal proposta) que € possivel ganhar
inteligibilidade ao realizar tal empreita. Nas palavras de Descartes: “eu ndo hesitarei em introduzir estes
termos aritméticos na geometria, a fim de me tornar mais inteligivel” (Descartes, 1954, p. 4).
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uso de tal conceito ndo se encontram na Geometria. Assim, € util observar antes o que
se encontra sobre isso nas Regras.

Na Regra XIV, Descartes afirma que a unidade ¢ a “natureza comum”
pertencente as coisas que devem ser comparadas. Essa natureza é necessaria para
permitir as relagdes quanto a “ordem e a medida”. Pois é possivel reconhecer “... qual
ordem existe entre A ¢ B, sem outra consideragdo além daquela desses dois extremos;
mas ndo reconheco qual relacdo de grandeza ha entre dois e trés, sem ter considerado
um terceiro termo, que ¢ a unidade que serve de medida comum as duas outras”
(Descartes, 1999, p. 123). Assim, o problema da ordem nem sempre necessita de um
termo mediador para gerar uma seqiiéncia ordenada. Essa seqiiéncia pode ser construida
arbitrariamente. Todavia, para que se estabeleca uma relacdo de medida entre
grandezas, percebe-se que a unidade necessariamente deve atuar. Pois, entre “dois” e
“trés”, ndo seria possivel saber qual dos niimeros ¢ o maior ou o menor caso eles ndo
fossem igualmente redutiveis & unidade. Ou seja, perguntar-se sobre o tamanho entre
grandezas resume-se a determinar quantas vezes a “unidade comum” aparece nelas.
Dessa maneira, aqui a unidade resolve ndo somente o problema da medida como
também o problema da ordem. Entre “dois” e “trés”, ao se saber qual ¢ o maior e o
menor mediante a sua medida comum, é possivel estabelecer a0 mesmo tempo a ordem
existente entre eles.

Na mesma Regra XIV, aparece ainda uma outra consideragdo sobre o conceito
de unidade. Ao invés das grandezas discretas, a exemplo dos nimeros, trata-se nesse
caso das grandezas continuas, como linhas e planos. Segundo Descartes, “gracas a uma
unidade de empréstimo”, as grandezas continuas podem ser reduzidas completamente a
pluralidade’. Isso quer dizer que, dadas grandezas a serem relacionadas, é possivel
considerar uma dela como sendo a unidade, ou seja, a grandeza continua comum a todas
a outras. Assim, “medir” equivale a estabelecer o numero de vezes que essa unidade
aparece nas outras grandezas em questdo. Logo, ¢ a unidade que permite atribuir
pluralidade (que ¢ esse nuimero de vezes do aparecimento unidade) as figuras

geométricas.

7 (cf. Descartes 1999, p. 123). Todavia, essa solugdo de Descartes apresenta

limites. Ele proprio afirma que essa reducdo a uma pluralidade pode ser realizada “pelo menos em parte”.
Por exemplo, as quantidades incomensuraveis ndo possuem diretamente uma unidade em comum que
permitiria tal redug@o.
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Na Geometria, ¢ evidente a utilizacdo do conceito de unidade. E ele que também
justifica, nessa obra, que grandezas geométricas se relacionem aos nimeros e que libere

0 uso de operagdes da aritmética para solucionar problemas geométricos:

“...tendo uma [linha], que nomearei unidade para relaciona-la o melhor possivel aos
nimeros, ¢ que pode em geral ser tomada arbitrariamente, e tendo logo outras duas
para encontrar uma quarta que seja uma dessas duas, como a outra ¢ a unidade, que € o
mesmo que a multiplicacdo...” (Descartes, 1954, p. 4).

Essa afirmag@o de Descartes aponta o uso da unidade para o exemplo da multiplicagao.
Nesse caso, para multiplicar deve-se utilizar quatro grandezas (e ndo somente duas,
como a primeira vista pareceria). Duas que serdo as grandezas a serem multiplicadas;
uma que sera a solucdo da multiplicagdo e outra que sera a unidade. Descartes fornece
uma aplicacao disso da seguinte maneira.

Considerando-se duas linhas DB e BC, o primeiro passo a ser dado para
multiplica-las ¢ escolher a unidade comum entre elas. Sendo AB tal unidade, surge a
possibilidade de estabelecer suas relagdes de tamanho, ou seja, sabe-se com isso qual ¢
a linha maior ¢ a menor. Com esse raciocinio, apresentam-se os elementos para colocar
tais linhas em posicdo, construindo uma figura que permitird evocar principios
geométricos ¢ que resultara na localizacdo da linha de expressio do valor da
multiplicagdo. Descartes constroi a figura onde ‘B
aparecem os tridngulos BAC e BDE dados em
propor¢do (ver figura 1.1). Dessa maneira,

BE:BC::BD:BA (BE esta para BC assim como BD

estd para BA). Como BA ¢ a unidade comum a BD, 1T A b ;]
figura 1.1

BC e BE, isso significa que essas demais grandezas

possuem também uma natureza discreta (relacionada
, . . - . , 8 ,

aos numeros). Assim, pela teoria das proporcdes, relacionadas aos niameros, ¢ possivel

reduzir tal proporcionalidade a uma igualdade: BE.BA=BC.BD (que ¢ o produto dos

8 Segundo Panza, ndo existe nos Elementos de Euclides uma precisa defini¢do de

quantidades. O que existe ¢ mais um critério para identificar se algo ¢ uma quantidade matematica. Desse
modo, segundo ele, ndo se deve interpretar as duas teorias das proporgdes presentes nos Elementos como
sendo uma teoria geral das quantidades. A teoria das proporgdes apresentadas no Livro V apoia-se numa
concepgdo originalmente desenvolvida por Eudoxo para quantidades continuas. Nela ndo existiria a
possibilidade de se reduzir uma propor¢do entre grandezas continuas a uma igualdade. Essa teoria
distingue-se diretamente da teoria apresenta no Livro VII, que retoma a teoria das proporg¢des para
grandezas discretas elaborada por Teeteto, cuja idéia fundamental é a possibilidade de relacionar
quantidades discretas por meio da sua reducdo a uma igualdade. Por exemplo, na defini¢do 19, Euclides
sustenta a proporcionalidade entre quatro nimeros na medida em que o produto entre o primeiro e quarto
torna-se igual ao produto entre o segundo e o terceiro. Isto é, se a:b.:c:d, entdo a.d=b.d, onde a,b,c e d
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extremos igualado ao produto dos meios). Como BA ¢ igual a 1, portanto a igualdade
pode ser escrita da seguinte maneira: BE.1=BC.BD, ou melhor, BE=BC.BD. E por isso
que Descartes conclui: “BE ¢ o produto desta multiplicagdo” (Descartes, 1954, p. 4).

Desse exemplo pode-se retirar varias caracteristicas da nova analise cartesiana.
A primeira trata-se das proprias grandezas envolvidas ali. No caso das grandezas
continuas, existem vérias possibilidades de unidades. E por isso que Descartes
compreende ser um procedimento “arbitrario” a escolha de tal unidade. Dessa maneira,
¢ necessario interpretar as grandezas utilizadas como possuindo uma natureza especial.
Elas ndo podem ser niimeros nem linhas em um sentido proprio. Pois, caso fossem
numeros, os problemas geométricos ndo seriam contemplados pelas operacdes
aritméticas. Mas, caso fossem grandezas puramente geométricas, apareceriam
problemas quanto a homogeneidade das quantidades, pois na sua acepgdo classica a
multiplicagdo entre duas linhas gera uma area, e nao outra linha como propde Descartes
no exemplo acima’. Assim, as grandezas relacionadas por meio de tais operagdes devem
ser interpretadas como constituidas por uma natureza especial que lhes fornece o
carater de uma “grandeza-graduada”. Por conseguinte, uma linha graduada funciona
como um elemento neutro que permite a introdu¢do das operacdes aritméticas na
geometria'

Nesse mesmo exemplo da multiplicagdo, ha ainda um apelo evidente a figura
geométrica. Mas esse recurso torna-se desnecessario. Isso porque Descarte introduz

elementos algébricos, ou seja, as quantidades envolvidas nas operacdes passam a ser

sd0 numeros. Para linhas, ou qualquer outra quantidade continua, essa redugdo ndo seria possivel,
revelando a auséncia de uma defini¢ao geral de quantidade. (cf. Panza, 2005, p. 4-7).

Jullien denomina esse problema como o “problema da determinagio”. E
perfeitamente determinavel o resultado de uma soma entre grandezas continuas, pois o resultado ¢
homogéneo aos dados e construido por meio da justaposicdo desses dados. No entanto, isso ndo vale para
a multiplicacdo: “Para duas grandezas dadas, como linhas, seu produto ndo ¢ determinado e nio ¢é, em
todo caso, imediatamente construido” (Jullien, 1996, p. 70). Esse problema da determinagdo se mostra
ainda mais complicado em relacdo a multiplica¢do de quatro ou mais linhas, ou seja, que ndo sdo planos e
nem soélidos. Esse mesmo problema ¢ relatado por Mancosu: “De fato, na geometria antiga bem como em
Viéte, a multiplicacdo de duas linhas ¢ interpretada como uma area, e a multiplicagdo de trés linhas dadas
gera um cubo. Mas ndo existe interpretagdo correspondente [nos antigos e em Viéte] para o produto de
quatro ou mals linhas” (Mancosu 1992, p. 86).

E também Jullien quem utiliza a expressdo “grandeza-graduada” como sendo o
carater especial das grandezas utilizadas na Geometria. Segundo ele, caso isso ndo ocorra, Descartes teria
que fornecer outras justificativas para solucionar o problema da determinacéo e o proprio problema da
aplicac@o das operagdes aritméticas na geometria (cf: Jullien 1996, p. 72). Considerar essas grandezas
como gradudveis resolve tanto um problema como o outro. Pois, por exemplo, a multiplica¢cdo nada mais
¢ do que associar trés linhas (onde uma ¢ a unidade arbitrariamente escolhida) a uma quarta linha que
representa o produto das outras duas. Ao justificar o uso de letra na geometria, mais a diante, o proprio
Descartes manifesta esse raciocinio: “...para a’ ou b’ [isto é, a.a e b.b.b] ou outras semelhantes, ndo
concebo mais que linhas simples” (Descartes, 1954, p. 7).
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representadas por simbolos (letras do alfabeto latino)”. Como foi visto acima, Descarte,
na Regra IV, aceita a possibilidade de uma algebra (florescente em seu tempo) conter
elementos da Mathesis universalis. No entanto, existiriam varias reservas. Uma delas
seria o grande comprometimento com as proprias figuras geométricas. Algo que
dificulta a atuagdo do proprio pensamento'’. Agora em sua Geometria, Descartes
encontra a possibilidade de resolver os problemas geométricos via operagdes
aritméticas, sem a todo o momento recorrer as tais figuras: “mas ndo ha a necessidade
de tracar com freqiiéncia essas linhas sobre o papel, ¢ suficiente designa-las por certas
letras, uma so6 para cada linha” (Descartes, 1954, p.4). Com isso Descartes permite que
seu método se comprometa com outro elemento importante: as equagdes. Tais equagdes
ndo somente conteriam uma representacdo simbolica para as quantidades envolvidas.
Elas também seriam a propria representacdo simbolica dos problemas a serem

solucionados. A seguinte passagem resume como se chega a essas equagoes:

“Assim querendo resolver algum problema, deve-se considera-lo de antemio ja
resolvido, e dar nomes a todas linhas que parecem necessarias por serem construidas,
tanto as que sfo desconhecidas com as outras. Logo, sem considerar nenhuma
diferenca entre estas linhas conhecidas e desconhecidas, se deve examinar a
dificuldade segundo a ordem que se apresenta como a mais natural de todas, na forma
como aquelas linhas dependem mutuamente uma das outras, até que tenha encontrado
a maneira de expressar uma mesma quantidade de duas maneiras: o que se denomina
uma equacdo, pois os termos de uma dessas duas formas sdo iguais aos da outra”
(Descartes, 1954, p. 8)."

Para concluir, pode-se agora relacionar a consideragdo de Newton (inicialmente
apresentada) sobre a analise dos modernos com as proprias caracteristicas encontradas
na obra de Descartes. Em primeiro lugar, ao relacionar os termos “aritmética universal”

ao pensamento cartesiano, seu possivel significado diria respeito aos procedimentos

11 . ~ . ~ . .
Mas isso ndo significa que ndo se possa construir, sempre que desejar, o

referencial geométrico expresso por esses simbolos.

12 Descarte discute na Regra XVI a necessidade de estabelecer uma certa
“economia” do pensamento. Pois, a complexidade somente gera a possibilidade de erro. (cf. Descartes
1999, p. 127-132).

13 Segundo Battisti, ¢ possivel depreender quatro passos dessa passagem que
estrutura o procedimento analitico de Descartes: (I) considerar o problema dado como resolvido (esse
procedimento apresenta-se ja na analise dos antigos e, para Descartes, ele significa que o problema ja
fornecesse todos os dados necessarios para a solugdo do problema, ou seja, que tanto as quantidades
conhecidas como desconhecidas, sdo nomedveis e assim adquirem um certo estatuto de igualdade
operatoria); (II) nomear as quantidades por letras (isso vale tanto para as conhecidas com as
desconhecidas); (IIT) encontrar as relagdes mutuas entre as quantidades, com a finalidade de expressa-las
principalmente a partir das quantidades conhecidas;. (IV) por tltimo, apresentar a equagdo propriamente
dita (isso significa que se deve encontra uma unica expressao algébrica que reduza todas as relagdes
encontradas e expressas pelo passo anterior). (cf. Battisti, 2002, p. 131-138) O exemplo mais completo da
aplicac@o desses passos entra no tratamento dado por Descartes logo em seguida ao problema de Pappus
(cf. Descartes, 1954, p. 16-37).
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algébricos utilizados na solugdo de problemas geométricos. Nessa algebra cartesiana,
estd presente uma ampliacdo da propria aritmética. Logo, a universalidade esta assim
pautada nessa ampliacdo. Em segundo lugar, trata-se da natureza das “quantidades”
mencionadas por Newton. Aqui se deve fazer uma ressalva: na Geometria, em nenhum
momento as quantidades sdo grandezas geométricas ou nimeros no sentido proprio. O
sentido de “grandeza-graduada” extrapola essas duas possibilidades. Se “quantidades”
forem interpretadas em um sentido proprio'*, entdo o trabalho cartesiano ndo se
relaciona com tais palavras newtonianas. Somente sera possivel relacionar o trabalho de
Descartes a descrigdo de Newton caso se aceite o seguinte: Newton menciona uma
analise comprometida com um conceito de quantidade que admite o continuo e o
discreto como suas propriedades simultineas. Caso contrario, sera impossivel
aproximar Newton a Descartes por esse caminho aqui sugerido.

Nas seguintes sec¢des, apresentar-se-a o trabalho realizado por Newton sob a
influéncia dessas caracteristicas da analise dos modernos. A manipulagdo de simbolos e,
consecutivamente, de equa¢des ¢ uma das mais visiveis. A outra caracteristica ¢ a
propria universalidade desse procedimento. Newton compreende que ¢é possivel
estabelecer regras universais que possam ser aplicadas na solucdo de problemas
geométricos refratarios aos métodos sintéticos tradicionais, sobretudo aqueles que
envolvem curvas e areas curvilineas. Mesmo que nos Livros Il e III, da Geometria,
Descartes utilize equagdes para representar linhas curvas, Newton agora expde um
avangco na solucdo de problemas gerados com essas curvas e que ndo foram
contemplados pelo trabalho cartesiano. E nisso que um conceito de infinitamente

pequeno se mostrara util.

1.1.2. O infinitamente pequeno no De analysi

Em alguns dos primeiros escritos matematicos de Newton, ¢ nitido o uso
irrestrito de equagdes algébricas na solu¢do de problemas geométricos. Principalmente
os problemas oriundos de equagdes que representam areas curvilineas. Dentre os
problemas tratados por Newton estdo: a determinagdo da quadratura de uma curva e do
comprimento de uma curva. Quadrar uma curva significa encontrar a drea de uma figura
retilinea equivalente a area delimitada por essa curva; e, por outro lado, dada essa area,

o segundo problema resume-se a estabelecer o comprimento da /inha curva. No entanto,

1 Ou seja, grandezas geométricas sdo continuas (sem um aspecto de

multiplicidade) e grandezas numéricas sdo discretas (sem relagdo com o que € extenso).
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na solugdo desses problemas, a utilizagdo de um peculiar conceito de magnitude tornou-
se freqiiente: o infinitamente pequeno. Mas isso ndo ¢ uma novidade newtoniana.
Outros autores anteriores a ele, apelaram para alguma dada espécie de quantidade
infinitamente pequena ao enfrentarem esses problemas. Cavaliere, por exemplo, sugeriu
a presenga de indivisiveis (um tipo de quantidade infinitamente pequena) para a
solugdo, especificamente, das quadraturas de figuras curvilineas. De fato, esses textos
de Newton, principalmente os do inicio de suas investigacdes matematicas, possuem um
forte apelo ao uso do infinitamente pequeno, além de uma intensa familiaridade com os
métodos algoritmos tipicos da nova analise . Cabe aqui apresentar um exemplo.

Uma amostra do estilo analitico newtoniano encontra-se no texto De analysi per
aequationes infinitas (1669)". O problema central que Newton se propde a solucionar ¢
o de encontrar a area de curvas correspondentes a equagdes de “termos compostos”, isto
¢, constituidas por séries infinitas de termos. Para que isso fosse possivel, inicialmente,
Newton apresenta duas regras para problemas mais simples. Elas se referente a
quadratura de figuras curvilineas expressas por equacdes simples, isto ¢, constituidas
por um numero finito de termos.

Primeiramente, nomeiam-se as
quantidades em questdo. Seja AB a base
de alguma curva AD e a ordenada BD
tracada perpendicularmente a ela (ver

figura 1.2). Consideremos AB=x e BD=y,

e a, b, c sejam quantidades dadas e m, n,
numeros inteiros. Seguem-se, entdo, as Figura 1.2

regras:

m na (m+n)

“Regral:se ,yn —,,entdo | 77— |X serd a area ABD”'®
8 ax- =y- (m+n)

15 O De analysi reune algumas das descobertas de Newton, realizadas entre 1665-

1666, sobre a utilizagdo de infinitas séries na determinagdo da quadratura de curvas. Como aquelas
descobertas jamais haviam sido divulgadas por meio impresso, ao tomar conhecimento da publicagdo da
Logorithmotechnia (1668), de Nicolaus Mercator, Newton sentiu a necessidade de elaborar o De analysi,
reunindo os resultados por ele obtidos acerca das séries infinitas . O De analysi deve ser incluido entre os
trabalhos que Newton relutou em publicar oficialmente. Esse texto teve somente uma circulagdo restrita,
por meio de copias manuscritas. Newton teria se limitado a esse tipo de divulgacdo, pois passara, mais
tarde, a nutrir uma grande desconfianga pela linguagem da nova analitica, amplamente empregada no De
analysi. (cf. Guicciardini, 2004, p. 463-464).

e Nesse manuscrito, Newton enuncia a regra I sem apresentar o processo com o
qual ela foi descoberta. Ndo ¢ meu objetivo elucidar tal processo. No entanto, vale lembrar que Newton
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“Regra II: se o valor de y é composto de varios termos desta espécie, a area também
sera composta de areas que surgem separadamente de cada um destes termos” (MP-2,
p. 206-209).

Nessas duas regras, Newton admite a possibilidade de oferecer uma solucdo para o
problema de quadrar a curva pela simples manipulagdo simbolica. J& aqui, deve ser
observada a presenca alguns aspectos da analise dos modernos. Trata-se da utilizagdo
dos simbolos e suas respectivas regras de manipulacdo. Sdo nessas regras que o carater
de universalidade mais se manifesta. Trata-se de regras universais aplicaveis a qualquer
equagdo comprometida com o problema geométrico da quadratura.

Para deixar evidente como ocorre a aplicagdo dessas regras, Newton fornece
vérios exemplos. Um deles é para uma curva 4D cuja equagdo ele sugere ser x’=y. Ao

reescrever a equagdo de maneira mais desenvolvida (ou seja: Ix”’

=y), pode-se aplicar a
regra I, tomando a=I, m=2 ¢ n=I. Assim,
substituindo os valores da constante e dos

indices na expressao

(m+n)

na

n

—x
(m+n) ’
obtém-se

(2+1)
I1x1 L
2+

Ao realizar todos as operacdes, obtém-se como

Figura1.3

solugdo o valor da area da curva ABD, ou seja:
ABD= 1/3x’.

Um outro exemplo refere-se a segunda regra. Supde-se que y possa se dividir
sem, no entanto, perder a relacdo com x. Dessa maneira, BF+FD=y, onde os respectivos
valores de BF e FD seriam x° e x”? (ver figura 1.3). Entdo, Newton assume que a
equacdo para a area ABD serd x° +x7? =y. Esse ¢ um exemplo de equagdo como termos

compostos, porém com um numero finito de termos. A Regra Il assegura a

aplicabilidade da Regra I a essa espécie de equagdo. Isso quer dizer que basta aplicar a

estaria aqui simplesmente apresentando uma regra que Wallis descobriu nas investigacdes sobre a
quadratura das curvas. Newton, mais tarde e tratando-se na terceira pessoa, relatou isso no Commercium
epistolicum (1713): “Dr° Wallis publicou seu Arithmetica infinitorum no ano de 1655, e pela proposi¢ao
59 desse livro, se a abscissa de alguma figura curvilinea for chamada x, sendo m ¢ n numeros inteiros e
m/n

x™" a ordenada erguida em 4ngulo reto, a 4rea dessa figura sera “¥ =Y Isso é assumido por Sr.

Newton como a primeira regra pela qual ele determina a quadratura das curvas” (MP-8, p. 589). Ha um
consenso entre comentadores sobre a veracidade dessa afirmagdo. Newton, no De analysi, estaria
realmente repetindo a formula descoberta por Wallis (cf. Guicciardini, 1999, p. 18-19).
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Regra I a cada termo individual dessa equacdo composta para que a area seja
determinada por uma outra equagao.

3/2

Formalmente, o que acontece é o seguinte. A equagio x’+x”’=y pode ser

reescrita de maneira completa

2 3
Ix! +1x2=y-

Desse modo, sabe-se os valores de a,m e n. Aplicando-se a Regra I em cada termo

obtém-se a equagdo da quadratura da curva:

1x1 ”j‘){zxq )
X X =
2+1) 3+2 .

Portanto, a equacao inicial se transforma em

5
lxS+2x2 =ABD.
3 5

Quando se assume que a area ABD esta dividida, ¢ evidente que a equacao total
dela devera ser a somatoria das equacdes das partes, como apresentado nesse segundo

exemplo. Logo, de fato, a regra II deve se subordinar a regra I. No entanto, a primeira

m

regra ndo apresenta o significado da passagem da equacdo gy = y para o valor da area

(m+n)
na —
{—(m ) }C " . E isso que faz a Regra I ser “menos evidente” que a propria regra II.

Entdo, o que Newton compreende ser essa transformacdo sugerida pela regra 1?7 A
resposta parece ser a seguinte: a nova equagao ¢ a expressao que revelaria uma espécie
de somatoria de todos os valores que o eixo BD pode assumir no intervalo do eixo 4B,
utilizando a equacdo da curva. Enquanto a equagdo da curva revela o valor de BD,
considerando um ponto na curva, a nova equagdo (gerada pela aplicagdo da regra I)
seria a somatoria do diversos valores de BD em relagdo a todos os pontos da curva 4AD.
Essa interpretagdo da regra I estd presente quando Newton apresenta uma grande
novidade quanto aos dois problemas gerados pelas figuras curvilineas: ha uma
similaridade nas solu¢des do problema da quadratura e o de encontrar o comprimento
da curva. Em outras palavras, o significado dessa similaridade ¢ que a equagdo que
corresponde a linha curva pode ser obtida pela aplicacdo da propria regra I da
quadratura da curva. Isso pode ser observado em um outro exemplo, um pouco mais
complexo que os dois anteriores. Adicionalmente, sera nesse proximo exemplo que se

podera observar a utilizagdo do infinitamente pequeno.
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Em primeiro lugar, Newton assume que as figuras geométricas possam ser
geradas pelo movimento'’. Assim, a drea ABD seria descrita pelo movimento da linha
reta DB sobre a base AE (ver figura 1.4). Feito isso, o proximo passo ¢ encontrar a
equagdo que expresse o primeiro comprimento do arco do circulo AD descrito pelo
movimento. Nomeando como momento do circulo, esse primeiro acréscimo sera

expresso pela equacdo da quantidade DH. Newton soluciona isso da seguinte maneira:

“Seja AD o arco do circulo ADLE cujo comprimento deve ser descoberto. Tragando a
tangente DHT, e completando o retangulo infinitamente pequeno HGBK, faca
AE=1=24C. Assim, BK ou GH (o momento para a base AB) estard para DH (o

W= (1 S
momento do arco AD)::BT:DT::BD :DC 5 1 (BK): m (DH).
1 VX —Xxx

Entao ou sera o momento do arco AD” (MP-2. P: 232).
Vx—xx 2x —2xx

Figura1.4
Analisemos com mais detalhes cada passo desse enunciado. E possivel estabelecer
relagdes de proporcionalidade entre tais linhas envolvidas, pois surgem tridangulos
semelhantes:

(i) BT:DT::BD:DC
(i) BD:DC::BK:DH
A partir disso as equagdes sdo construidas. Colocando 4B=x, Newton encontra o valor

de DB =+/(x—x"), visto que o tridngulo BCD ¢ retangulo e o valor de BC =AC-AB".

17 Aqui Newton se limita em apresentar as quantidades somente como descritas

pelo movimento. Porém, mais a frente apresentarei uma discussdo mais detalhada sobre a importancia que
Newton atribui a0 movimento na matematica.

18 De fato, Newton busca a equacdo que expresse o valor de DH. Porém, nesse
momento, ele utiliza a propria equagdo da curva que revela a relagdo entre x e y. Nomeando DC como a
normal, foi Descartes quem forneceu os passos para a construgdo da equagdo da curva em sua Geometria
(cf. Descartes, 1954, p. 94). Baseando-se nos raciocinios de Descartes, ¢ possivel reconstruir a equagdo da
curva para esse exemplo de Newton. Pelo fato dos tridngulos serem retangulos, pode-se aplicar o teorema
de Pitagoras, ou seja,

DC’=BD’+BC”.

Logo, substituindo os valores, tem-se:

DC’=DB’+(AC-AB)’;
(12°=DB*+[(1/2)x]*
(1/4)-(1/4)+[2(1/2)x]-x’=DB’;
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Estabelecendo esses valores, ¢ agora que a utilizagdo de uma quantidade considerada
como infinitamente pequena se mostra como fundamental. Como o retdngulo HGBK ¢
formado pelo momento da linha 4B, isto €, o primeiro acréscimo infinitamente pequeno
BK, o problema que Newton enfrenta ¢ encontrar a razdo entre BK e DH. Para colocar
essas duas quantidades em propor¢ao, assume-se BK=1, pois ¢ a “unidade” com que 4B
aumenta. Dessa maneira, o problema se transforma em saber qual ¢ o valor de
crescimento DH enquanto BK=1 aumenta, pois ¢ somente DH que revela qual o
primeiro aumento da curva AD. Como visto na propor¢do (ii), tanto BK como DH estdo
em propor¢do com os valores conhecidos, que sdo BD e de CD. Assim, ao substituir os
respectivos valores conhecidos para a propor¢do (ii), DH torna-se também conhecido,

isto €, a partir de BD:DC::BK:DH, obtém-se

J(x=x%) :(1/2)::1:DH.

Isolando DH encontra-se a seguinte equagao:

1
2\ (x=x%) "

Ainda, o valor de DH pode ser reorganizado ao multiplicar o denominador e o

DH =

numerador dessa divisdo pela raiz

DB =./(x-x%),

obtendo-se assim:

DH = ij) .
2(x—x7)

Dada essa ultima equagdo de DH, dois aspectos do exemplo de Newton ainda
ndo estdo claros. O primeiro refere-se ao fato de DH representar (na figura) um
comprimento da tangente D7, isto ¢, DH é uma linha reta. Como ¢ possivel, portanto, a
mesma equacdo de DH expressar o momento do arco AD? Como se sabe, o arco AD ¢
formado por uma linha circular; entdo, devera haver algo no exemplo que permite a
utilizacdo da mesma equacdo de uma linha reta para uma linha circular. O principal

candidato a esse “cargo” é a nogdo de movimento associada as quantidades, pois

Newton raciocina com base na identidade entre o movimento que descreve a tangente e

e por fim,

ou seja,
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o0 que descreve o arco. Em outras palavras, ao analisar a figura, pode-se perceber que o
ponto da curva (por onde passa a reta HK) e o proprio ponto H atingem o ponto D em
fun¢do do mesmo movimento: o movimento de K até B. Desse modo, o momento da
tangente deve ser realmente igual ao momento da curva. Assim, ao encontrar a equagao
do primeiro movimento da tangente, em funcdo do movimento infinitamente pequeno
de 4B, também se encontra a equagdo do primeiro movimento do arco AD.

O outro aspecto refere-se ao objetivo inicial de encontrar o arco AD como um
todo, ou seja, com essa equacdo de DH, Newton encontrou somente o valor de um
momento do arco ADE: o valor do primeiro movimento do arco 4D. Para que se possa
encontrar o valor total do arco, Newton aplica a regra I a equacdo de DH. Contudo, o
que permite essa aplica¢io? E a similaridade, referida acima, entre os dois problemas
das figuras curvilineas. Em outras palavras, se o problema é encontrar a area da curva,
deve-se aplicar a regra I a equag@o da curva (que somente expressa um valor do eixo y
de cada vez em uma curva), transformando-a em uma equacdo mais geral (que
considera todos os valores de y). A partir disso, Newton assume que o mesmo devera
acontecer quanto ao problema do comprimento total da curva. Para ele a curva total
seria uma espécie de somatoria de todos os momentos da curva. Assim o problema
resume em transformar uma equacdo “simples” (que expressa somente um momento da
curva), em outra que revele a curva como um todo. Portanto, o procedimento para isso
encontra-se na propria regra I. Dessa maneira, essa regra deve ser aplicada na equacao
de DH, transformando-a em uma outra que sera a equacdo da curva completa ADL.

(x—x7)

2 Ty Newton necessita
X—x

No entanto, para aplicar a regra I a equagdo DH =

de uma outra regra. Essa é a regra III, que afirma a necessidade de transformar os
termos compostos de uma equagdo em termos simples'’. Aqui na equagio de DH, tanto
o denominador quanto o numerador seriam termos compostos. Da maneira como ali os
termos estdo apresentados, ndo existe a possibilidade de aplicagdo da regra I. E aqui que
aparece uma das inovagdes importantes do De analysi: Newton sugere uma técnica de
manipulacdo simbolica para transformar termos compostos em simples. Todavia, tal

transformagao se apoia na utilizagdo de séries infinitas, ou seja, a extragdo da raiz
2
V(x—x7)

Nas palavras de Newton: “Regra III: mas se o valor de y, ou algum de seus
termos for mais composta do que as precedentes [como visto nas regra I e II], deve-se reduzir em muitos
termos simples...” (MP-2, p. 211.)

19
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pode ser escrita como uma série infinita®’:

(g

Da mesma maneira a divisdo
1
2(x—x%)

se transforma em:

M)t et ar ]

Portanto, a equagdo de DH ¢ a multiplicacdo dessas duas séries infinitas e que resulta

cm:

IRNIACACE

Agora, utilizando-se da regra II, pode-se aplicar a regra I a essa tltima série infinita,

transformando-a em:

(V7 (3

Essa ¢ a equacgdo que revela o valor do arco ADH como um todo.

Agora, ap0s ter encontrado a equagdo para o arco ADH, cabem ainda algumas
consideracdes sobre o emprego do infinitamente pequeno nesse ultimo exemplo de
Newton. Como foi possivel observar, ali se considerou o retdngulo HGBK como

possuindo lados com magnitude infinitamente pequena. Sem isso, ndo se chegaria a

] 3 5
equagao final do arco, isto &, X/2 + (%)X/z + (%O)X/z --- Porém, qual ¢ a natureza dessa

quantidade infinitamente pequena utilizada por Newton? Nesse manuscrito, ndo existem
declaragdes explicitas sobre a natureza de tal quantidade. O que existem sdo indicios da
utilizacdo de uma quantidade infinitesimal que aproximaria Newton dos métodos de

outros matematicos de sua época. Isso pode se confirmar na seguinte declaragdo:

20 No De analysi, Newton interpreta a transformacdo de equagdes com termos

compostos em infinitas séries como uma espécie de alargamento do poder de analise: “se a analise
comum executa equacdes compostas por um nimero finito de termos (sempre que isso for possivel), este
método [apresenta no De analysi] pode sempre executar [resolver problemas] por equagdes de infinitos
termos: em conseqiiéncia, eu jamais hesitei em outorgar-lhe também o nome de analise” (MP-2, p. 235).
Mesmo que se acredite ter ampliado o poder da analise, o proprio Newton ndo fornece os fundamentos

1 3 5
para que a igualdade (x—x%)=x - (% )"A - (% )"A -+ seja verdadeira. Aqui, Newton somente

fornece a técnica para a extragdo de raiz e para a divisdo dessas equagdes de termos compostos. Visto que
0 objetivo é somente analisar o comprometimento de Newton com o infinitamente pequeno, ndo me
deterei nesses desenvolvimentos formais aqui.
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“Mas deve-se notar que essa unidade que é colocada por momento ¢ uma face quando
a questdo concerne aos solidos; uma linha quando se relaciona as faces e um ponto
quando (como neste exemplo) se trata de linha. Ndo tenho receio de falar de unidade
no ponto ou linha infinitamente pequena visto que gedmetras agora consideram
proporcdes com estes quando usam métodos indivisiveis” (MP-2, p. 235).

Aqui, € possivel observar que Newton ndo esta muito preocupado com a real natureza
do que ele denominou infinitamente pequeno. Sua preocupagdo central é especificar e
raciocinar com base na existéncia de momentos. Ou seja, ao supor que as magnitudes
geométricas sdo constituidas por movimentos, Newton assume que deve existir uma
primeira magnitude pela qual tanto linha, face ou solido sdo descritos. Como visto, essa
primeira magnitude descrita ¢ nomeada como momento. Seria contraditorio aceitar, por
exemplo, o0 movimento de um ponto sem que se assuma a existéncia de uma primeira e
menor quantidade possivel de linha descrita. No entanto, Newton percebe que ndo
existe a necessidade de justificar a propria natureza dessa quantidade infinitamente
pequena, porque, seja qual for a sua natureza, ela sempre sera a “primeira quantidade”
descrita. Logo, pode-se representa-la como unidade ao se estabelecer proporcdes a partir
dela. Assim, seja essa unidade um indivisivel ou uma linha infinitamente pequena, niao
importa®'. O que realmente ¢ importante ¢ assumir que existe o primeiro aumento de
uma magnitude geométrica descrita pelo movimento e que ela possa ser tratada como

unidade quando colocada em proporgdo com as demais quantidades finitas.

1.1.3. Momentos, fluxées e fluentes no De methodis: a nogao cinematica da
matematica

Um outro caso em que a da arte analitica de Newton incorpora irrestritamente a
suposi¢do de quantidades infinitamente pequenas (ou indefinidamente pequeno)? esta
presente no texto De methodis serierum et fluxionum (1670-1671). Ali Newton parece
utilizd-lo livremente, sem elaborar nenhuma justificativa para as suas duas
caracteristicas paradoxais: em primeiro lugar, o infinitamente pequeno seria alguma
quantidade (algo que se soma as quantidades finitas) e, em segundo lugar, elas nao
possuiriam a capacidade de alterar as quantidades finitas, pois, seriam ‘“nada” em

relacdo ao que ¢ finito. Essas caracteristicas fazem do infinitamente pequeno uma

2 Provavelmente Newton aqui se refere aos métodos de indivisiveis como o de

Cavalieri e Isaac Barrow.
2 Newton usa os termos latinos infinite parvum no texto original do De methodis
(cf. MP-3, p. 80-81). Whiteside os traduz por indefinitely small, na edi¢do dos Mathematical Works (cf.
MW-1, p. 52). Com relagao a esse texto de Newton, seguirei a mesma perspectiva de Guicciardini quanto
ao “infinitamente” ou “indefinidamente” pequeno, ou seja, serdo tratados como sindonimos (cf.
Guicciardini, 1999, p. 21-22).
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quantidade sui generis, pois de um lado, ele é alguma coisa, alguma quantidade (por
entrar no processo de comparagdo com quantidades finitas), e de outro, ¢ incapaz de
alterar a magnitude do que ¢ finito. Portanto, admiti-lo como tal seria atribuir
propriedades “aparentemente” opostas a0 mesmo sujeito.

No De methodis, pode-se observar essa admissdo tacita da dupla natureza do
infinitamente pequeno quando Newton manipula algumas de suas equagdes. Um
exemplo encontra-se na se¢io denominada “transigdo para o método das fluxdes”>.0
exemplo a ser analisado ¢ uma demonstracdo de Newton para uma solucdo fornecida a
um primeiro entre dois problemas gerais. Trata-se da transformacdo das equacdes

abaixo:
X —ax’+axy—y’ =0 (1.1)
3xx? = 2axx + axy —3yy° + apx =0 (1.2)
Da equagdo (1.1) Newton encontra a equacdo (1.2). No entanto, antes do estudo dessa

transformagdo, propriamente dita, sera proveitoso esclarecer alguns fundamentos e

defini¢des mobilizados por Newton nessa tarefa.

1.1.3.1. Conceitos preliminares importantes. movimento, velocidade e tempo

Para realizar essa transformagdo, Newton adota uma concep¢do de matematica
que fornece ao movimento um importante papel em relacdo as magnitudes geométricas:
atribui-se a0 movimento local, isto ¢, a0 movimento no espaco, a fun¢do de construir as
magnitudes geométricas. Além de aparecer em autores anteriores a Newton, essa
concepcdo cinematica da matematica apareceu em seus manuscritos anteriores ao De
methodis™. Um exemplo, como visto acima, é o proprio De analysi, cujas linhas sdo
descritas pelo movimento de pontos. Por sua vez, no De methodis, a concepcao
cinematica ¢ introduzida na seguinte passagem, onde Newton adverte sobre a reducao

L I . . 25
de varios problemas matematicos a somente dois problemas gerais

23 ~ . ’ . .
Essa secdo ¢é apresentada apds Newton fornecer esclarecimentos mais

detalhados em comparagdo como o texto De analysi, sobre equagdes e as séries infinitas.

Existem anotagdes de Newton, do periodo de 1665-1666, formuladas ja com
essa nocdo cinematica de magnitudes matematicas. Nao se pode dizer que essa concepgdo cinematica de
Newton ¢ uma “invengdo” sua. Autores como Cavalieri e Barrow ja utilizaram essa concepc¢do de
magmtudes geométricas descritas pelo movimento.

Esses dois problemas gerais sdo identificados por comentadores (entre eles
Athur e Guicciardini) como sendo um procedimento fundado no teorema fundamental do cadlculo, isto é,
que um problema ¢ inverso do outro. Por outro lado, eles sdo dois problemas gerais no sentido de que eles
sdo um procedimento algoritmico que pode ser aplicado para solucionar varios problemas. Isso significa
que os passos fornecidos para as solugdes desses problemas gerais si0 0s mesmos para muitos outros.
Entre os mais comuns, Newton o aplica na solu¢do de problemas tais como: determinar a quadratura da
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“Para uma ilustragdo da Arte Analitica, agora darei algumas espécies de problemas,
especialmente os proporcionados pela natureza das curvas. Agora, em funcdo disso,
observo que todas as dificuldades a esse respeito podem ser reduzidas somente a dois
problemas, considerando o espaco como descrito pelo movimento local (qualquer que
seja 0 movimento, acelerado ou retardado)” [italico meu] (MW-1, p. 48-49).

Em seguida, Newton complementa com os dois problemas:

1-O comprimento de espago descrito sendo continuamente dado (isto ¢, em todo
tempo), encontrar a velocidade do movimento em algum tempo proposto.

2-A velocidade do movimento sendo continuamente dado, encontrar o comprimento
do espago descrito em algum tempo proposto.

Ao afirmar que o “espaco é descrito pelo movimento local”, Newton pressupde que as
figuras geométricas em movimento recebem acréscimo ou decréscimo continuo quando
sd0 descritas. Ha em varios exemplos, no De methodis, a utilizagdo de um ponto em
movimento como descrevendo uma linha; e do mesmo modo, de linhas descrevendo
planos. Se o movimento ¢ “acelerado ou retardado”, isto €, se 0 movimento nasce ou
esvaece (dependendo do caso a ser considerado), as linhas ou os planos recebem
continuos acréscimos ou decréscimos de magnitudes.

Sendo assim, o acréscimo ou decréscimo das magnitudes deve incorporar dois
outros elementos importantes: o fempo e a velocidade. Na concep¢do cinematica
newtoniana, interpreta-se o aumento ou diminui¢do das magnitudes como ocorrendo no
tempo e possuindo alguma velocidade. Nesse ponto de vista, o movimento que descreve
as magnitudes geométricas ¢ entendido como um evento temporal, no sentido de que os
eventos que sdo ditos cinematicos possuem o tempo como uma espécie de substrato. O
tempo ¢ algo que flui ininterrupta e uniformemente, e todo movimento ocorre
conjuntamente com o fluir desse tempo. Desse modo, Newton assume que o tempo ¢
uma afeccdo comum aos varios momentos que descrevem as magnitudes matematicas —
ainda que sejam eles distintos em suas velocidades.

E essa caracteristica do tempo que permite esclarecer o que Newton estd
assumindo como velocidade (que € o outro elemento ali envolvido). Pois, devido ao fato
do tempo ser esse elemento comum aos varios movimentos, existe a possibilidade de
compara-los entre si. Isso permite estabelecer a diferenca de intensidade com que as

quantidades aumentam ou diminuem. A velocidade, nesse sentido, ¢ apreendida por

curva, tangentes, raios da curva, subnormais, maximos e minimos, etc. (cf. Arthur, 1995, p. 336-338) ¢
(cf. Guicciardini, 1999, p. 20).
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essa comparagdo entre as intensidades com que aumentam ou diminuem os movimentos
descritos no tempo. Subentendido a esse tratamento da velocidade, estd o carater
indireto do procedimento para mensura-la: mediante a comparagdo entre as quantidades
constitutivas do movimento. Mas, de todo modo, a velocidade deve ser interpretada
como uma magnitude intensiva, distinguindo-se das extensivas que sdo mensuradas
diretamente. Na realidade, no De methodis, ndo existe uma defini¢cdo propriamente dita
do conceito de velocidade utilizada. Segundo De Gandt, Newton estaria entre os autores
que assumem um conceito de velocidade ja muito utilizado (cf. 1999, p. 43).

Uma dos disseminadores modernos do conceito de velocidade adotado por
Newton foi Galileu: como sendo uma qualidade presente nos corpos em movimento —
sendo ela suscetivel de aumentar ou diminuir’® — ¢ que, por sua vez, ndo seria algo
medido diretamente da mesma maneira que magnitudes extensivas, como linhas, planos
e solidos. Assim, a velocidade ¢ tratada, por Galileu, como uma magnitude intensiva, no
sentido de que ela somente pode ser mensurada indiretamente por outras magnitudes. E
por isso que Galileu cuidou da sua terminologia: o movimento ndo possuiria uma
determinada quantidade de velocidade mas sim um determinado grau finito de
velocidade. Quanto a Newton, em outro texto de sua juventude, De gravitatione et
aequipondio fluidorum (1664-1668), aparece ali de maneira explicita o seu
comprometimento com a velocidade como algo intensivo: “Definicdo XIV: a
velocidade ¢ a intensidade [intensio] do movimento, ¢ a lentiddo a sua diminui¢ao”
[italico meu] (Newton, 1962, p. 115). Nessa defini¢do, a “intensidade” é um termo que
ser refere a uma espécie de qualidade do moével. Ainda ¢é possivel perceber a diferenca
entre o que ¢ qualitativo e quantitativo em outras duas anteriores defini¢des: “Definicao
XI: A intensidade de qualquer forca (...) é o grau de sua qualidade [est ejus qualitatis
gradus]. Definigdo XII: A sua extensdo € a quantidade de espaco ou de tempo na qual se
opera” [italico meu] (Newton, 1962, p. 115). Aqui, mesmo Newton se referindo ao
conceito de forga’’, ¢ possivel observar que o termo “quantidade” é relacionado
somente ao que ¢ “extensivo”. Isso quer dizer que a grandeza intensiva ndo possui uma
medida direta através da soma de suas partes. O grau intensidade se revela de maneira
indireta, como ¢ o caso do movimento, cuja intensidade é apreendida pela relagdo entre

grandezas extensivas: “Desta maneira, o0 movimento ¢ mais intenso ou mais fraco

26 (cf. De Gandt, 1999, p. 43).
2 No De gravitatione, Newton define forca como causa do movimento, quanto as

ciéncias mecanicas. Para ele, nesse caso, seriam exemplos de forga: a gravidade, a inércia, pressdo etc (cf.
USPN, p. 114-115).
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conforme o espago percorrido, a0 mesmo tempo, for maior ou menor. Isso ¢ razio pela
qual se diz que um corpo se move com mais rapidez ou com maior lentiddo...” (Newton,
1962, p. 115).

A interpretacdo de que Newton, no De methodis, utiliza a velocidade como
magnitude intensiva, pode ser ainda refor¢ada ao se observar a concep¢do de Barrow
sobre a velocidade. E muito provavel que Newton teria se inspirado, quanto a esse
conceito de velocidade, na obra de Barrow Lectiones geometricae ( 1670)*%. Pois,
Newton, na mesma época que elabora o De methodis, teria auxiliado Barrow na
publicagio de suas Lectiones™. Em sua obra, Barrow apresenta a velocidade como algo
que s6 ¢ mensuravel indiretamente pela relagdo entre espago e tempo: “quantidade de
velocidade ndo pode ser encontrada a partir somente da quantidade de espago
percorrido, nem somente a partir do tempo apreendido, mas a partir da apresentagdo de
ambos juntamente reconhecidos” (Barrow, 1916 p. 38). Mesmo que Barrow nessa
afirmagdo se refira a velocidade com o termo “quantidade”, estd evidente que ai a
velocidade ¢ tratada como algo indiretamente mensuravel. A quantidade de velocidade ¢
algo obtido de maneira diferente da quantidade, por exemplo, do espago. Em outras
afirmagdes, Barrow substitui o termo “quantidade” de velocidade para “grau” de
velocidade, no sentido dado por Galileu. Um exemplo encontra-se em sua suposi¢do de
que existe um espago percorrido para cada grau de velocidade em um instante de tempo:
“para cada instante de tempo, afirmo que corresponde algum grau de velocidade, que se
considera possuir o movimento do corpo no instante” (Barrow, 1916 p. 38). Desse
modo, ¢ evidente o uso da velocidade, por Barrow, enquanto uma qualidade do que esta
em movimento e, nesse sentido, s sera apreendida na comparagdo entre quantidades
extensivas. Igualmente, pode-se afirmar que Newton realmente retoma esse conceito de
velocidade, no De methodis, porque (como sera observado mais a frente em relagdo ao
conceito de momento) em nenhum de seu tratamento a velocidade ¢ mensurada sem se
comparar (com o recurso de equagdes) no minimo duas magnitudes descritas pelo
movimento.

De volta a discussao sobre o conceito de tempo no De methodis, ¢ ainda possivel

tirar proveito da disting@o entre intensivo ¢ extensivo na interpretagdo do que Newton

2 Segundo Whiteside, posi¢do igualmente assumida por Arthur, Newton

possuiria um débito conceitual e esquematico a Barrow, na apresentagdo de sua matematica cinematica do
De methodis. Entre tais débitos estaria o conceito de velocidade como grandeza intensiva. Por outro lado,
Barrow estaria seguindo o conceito de Galileu, quanto a velocidade. (cf. MP-3, Nota 43, p. 48-49) e (cf.
Arthur, 1995, p. 336-338).

» (cf. Jesseph, 1993, p. 144).
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apresenta como nocdes cinematicas aplicadas aos objetos matematicos. Na seguinte
afirmagdo, ha a preocupagdo em assumir o tempo como algo que ndao ¢ medido
diretamente: “...ndo consideramos o tempo aqui algo além do que é exposto e medido
por um movimento local uniforme [equable]...” (MW-1, p. 49). Em sua Defini¢do XII,
do De gravitatione (acima citada), Newton aplica o termo “extensdo” tanto para as
quantidades referentes ao espago como para as referentes ao tempo. Ao comparar a
afirmagdo sobre o tempo no De methodis com essa Definicdo XII, evidenciam-se dois
tratamentos dados ao tempo. Enquanto no De gravitatione o tempo parece ser uma
quantidade extensiva, como possuindo uma mensuragao direta, no De methodis, Newton
esclarece que o tempo ndo ¢ algo que se possa medir diretamente. Assim, surge a
pergunta: por que, por um lado, o tempo ¢ assumido como uma magnitude extensiva,
analoga ao espaco, e, por outro, Newton indica a impossibilidade de acesso direto as
meditas do tempo? Para responder, cabe esclarecer que, no De methodis, Newton
fornece equagdes (de quantidades descritas pelo movimento) tomado o tempo de duas
maneiras. A primeira é o tempo verdadeiro ¢ a outra o tempo compreendido por
analogia. Essa distingdo se mostra necessaria, pois estd em jogo a preocupagdo de
estabelecer uma homogeneidade entre as quantidades presentes nas equagodes. Para
Newton, tempo (no sentido verdadeiro) e espaco descrito sdo de naturezas distintas e,
portanto, ndo poderiam ser comparadas em uma mesma equagdo. Desse modo, Newton
evita a afirmagdo de que o tempo esta apreendido de maneira verdadeira, ou de maneira
formal, isto ¢, apreendendo as medidas do proprio tempo. A solucdo de Newton ¢ medir
o tempo indiretamente, por analogia. Ai, o movimento local seria a base para

formulacdo dessa outra nogao de tempo:

“... ao passo que (...) somente coisas da mesma espécie podem ser comparadas, sendo
que vale o mesmo para suas velocidades de aumento e decréscimo. Por isso, no que
segue, ndo tratarei o tempo considerando-o formalmente. Mas suporei que alguma das
quantidades propostas, sendo da mesma espécie, ¢ incrementada por um fluxo
uniforme, pelo qual o restante poderia referir-se como se fosse ao tempo. Sendo por
isso, por meio da analogia, que isso pode propriamente receber o nome de tempo. Seja
onde for que a palavra tempo ocorrerd no que segue (que em consideracdo a
perspicuidade e distingdo que tenho algumas vezes usado), ndo terei compreendido
como se medisse o tempo em sua acepc¢do formal, mas somente compreendo esta outra
quantidade, por cujo aumento uniforme ou fluxdo, o tempo ¢ exposto e medido”
(MW-1, p. 49).

Newton esta pressupondo aqui que todo movimento local ocorre acompanhado do
tempo verdadeiro. Assim, aceitar a ocorréncia do movimento local ¢, também, aceitar

que o tempo verdadeiro se manifestou. Assumindo esse ponto de vista, pode-se tomar o
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proprio movimento local de uma das quantidades da equagdo, movendo-se
uniformemente, como uma quantidade de referéncia de tempo. Isso permite dizer que o
tempo presente nas equagdes pode ser compreendido, por analogia, como uma
quantidade extensiva. O exemplo (apresentado acima) do De analysi revela essa mesma
compreensdo. O que ali Newton chamou de unidade de movimento, ou momento da
linha AB (ver figura 1.4), é a referéncia de tempo para os demais movimentos. A
medida que esse momento ocorre, Newton procura analisar o que se passa com o
movimento das demais quantidades. Na Definicdo XII do De gravitatione, apesar de
ndo fornecer muitos esclarecimentos sobre a natureza quantitativa do tempo, ¢ muito
provavel que Newton esteja assumindo o tempo como quantidade extensiva a partir do
ponto de vista da analogia: o tempo que se pode medir diretamente, ou seja, o tempo

que se identifica pelo movimento local.

1.1.3.2. Fluentes, fluxdes e momentos

Temos agora o necessario para discutir os trés conceitos centrais que estruturam
a concepgdo cinematica presente no De methodis. Sdo eles: quantidade fluente, fluxdo e
momento. A quantidade fluente nada mais ¢ do que a propria quantidade espacial
descrita pelo movimento. Nesse caso, sdo linhas, planos e sélidos. Os simbolos
utilizados nas equagdes para tais quantidades sdo as letras finais do alfabeto: v, x, y e z.
Todavia, quantidades fluentes sdo descritas pelos movimentos com alguma velocidade.
Trata-se das fluxdes e que serdo representas por letras pontuadas: “a velocidade pela
qual todo fluente ¢ aumentado pelo seu movimento gerador (que eu chamarei de

Fluxdo, ou simplesmente velocidade ou celeridade) representarei pelas mesmas letras

[que as das quantidades fluentes] pontuadas assim: V, X, V e Z.” (MW-1, p. 49).

Assim, por exemplo, quaisquer quantidades fluentes representadas pelas letras v e x

possuem suas fluxdes representadas, respectivamente, pelas letras pontuadas V e X .

O terceiro conceito traz consigo uma referéncia explicita ao infinitamente
pequeno (ou indefinidamente pequeno): “os momentos de quantidades fluentes (isto é
suas partes indefinidamente pequenas, que por aceleracdo, sdo continuamente
aumentadas em uma por¢do indefinidamente pequena de tempo) sdo como as
velocidades de seus fluir” (MW-1, p. 52). Nesse caso, 0 momento € um caso especial da
quantidade fluente. Pois, visto que o movimento que descreve as quantidades
matematicas esta acompanhado pelo fluir do tempo “verdadeiro”, ¢ de supor que ao se

tomar a menor parte fluente desse tempo (que para Newton ¢ infinitamente pequena)
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podera se obter a menor parte da quantidade fluente. O interessante ¢ que Newton
também assume essa quantidade fluente como infinitamente pequena. Vale lembrar que
0 momento, no De methodis, possui uma representacdo simbolica nas equagdes diferente
da representacdo que aparece no De analysi. Essa ¢ uma das mais marcantes diferengas
entre tais textos. Enquanto neste ultimo texto Newton se refere ao simbolo de uma
quantidade em movimento como sendo o simbolo do momento, naquele primeiro texto,
o conceito de momento vem dotado de um suporte simbolico, cujo detalhamento abarca,
além da velocidade, inclusive a presenca do tempo. Melhor dito, se duas quantidades

fluentes sdo representadas por x € ), 0s seus momentos entrardo nas equagoes,

respectivamente, com os seguintes simbolos: X0 ¢ yo. Aqui existe uma multiplicagdo
entre o simbolo da fluxdo e © (a letra grega omicron). A fungdo dessa letra grega ¢
justamente marcar a presenca do tempo. Mas vale ressaltar que com ele ndo se apreende
o tempo no sentido formal, verdadeiramente. Essa letra funciona como um indicativo de
que linha infinitamente pequena ¢ apreendida em uma determinada parcela de tempo

(que nesse caso ¢ infinitamente pequena).

Por outro lado, ¢ curiosa a utilizagdo dos simbolos das fluxdes (isto &, *e V)
como um dos elementos para representar os momentos. Em primeiro lugar, isso denota
que Newton assume — além do tempo por analogia — a possibilidade de representar a
velocidade, a fluxdo de uma quantidade fluente, utilizando linhas descritas pelo
movimento: “portanto, eu considero, no que segue, coisas geradas por um continuo

aumento, da mesma maneira que o espago, COmMoO uma coisa ou ponto em movimento

descrito” (MW-1, p. 49). Dessa maneira, X¢ Y s3o também linhas descritas em uma
quantidade de tempo ©. Assim, dada uma equagdo que representa as quantidades
fluentes contendo x e y, considerando-se essa parcela de tempo infinitamente pequena,

pode-se somar os momentos as variaveis. A soma € construida por Newton da seguinte

maneira: (X +X0)e (y+70)  Essas somas significam que, apds o transcorrer dessa
quantidade infinitamente pequena de tempo, cada quantidade fluente aumentou
continuamente com a soma de seus respectivos momentos. Todavia, pode-se colocar a
seguinte pergunta: se uma equacgdo pretende representar somente quantidades fluentes,
como ¢ possivel, do ponto de vista da homogeneidade, somar uma quantidade fluente a
sua fluxdo, como é o caso de (X +X0)¢ (¥+70)92 Mesmo que Newton considere as
fluxdes “da mesma maneira que o espago”, ou seja, como linhas descritas pelo

movimento de pontos, ainda deve haver uma justificativa para Newton utilizar esses
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simbolos de fluxdes (que ndo sdo as mesmas linhas representadas por x e y) para
simbolizar momentos em equagdes de quantidades fluentes. Em outras palavras, o que
permite dois simbolos para coisas diferentes se somarem? Essa justificativa, cujo
desenvolvimento que esta oculto na apresentacdo de Newton, pode ser construida da
seguinte maneira.

Como ja foi observado acima, todo movimento possui uma velocidade. Ao se
considerar que existe um tempo verdadeiro que flui igualmente para todos os
movimentos, surge um elemento comum que permite comparagdes entre tais
movimentos. Assim, por exemplo, além assumir que quantidades fluentes como x e y
possuem velocidades, admite-se que seus movimentos podem ser comparados. Agora,

supondo-se que em um determinado instante as velocidades de x e y sejam

representadas por Xe V e que, ainda, essas quantidades fluentes continuem se
movimentando com a mesma velocidade em um intervalo de tempo €, pode-se, dessa
maneira construir uma relagdo de proporcionalidade entre quantidades fluentes e
fluxdes®. Um detalhe importante surge quando Newton trata o tempo como
aumentando por “um fluxo uniforme, pelo qual o restante poderia referir-se”: o
movimento nessa quantidade infinitamente pequena de tempo poderd também ser
tratado como uniforme, de tal modo que a velocidade do inicio do movimento devera
ser igual a velocidade final, apds decorrer a quantidade © de tempo. Esse movimento
uniforme ¢ algo essencial que permitira estabelecer as relagdes de proporcionalidade.

No inicio do movimento tal proporcionalidade pode ser a seguinte:

Xiyux:y (1)
Agora, considerando-se somente as fluxdes, pode-se construir uma relagdo de propor¢éo
entre as suas quantidades do inicio e do movimento total realizado no tempo €. Devido
0 movimento ser uniforme, o seu inicio e o seu fim possuem a mesma velocidade, ou
seja, XYe V. Porém, para representar a quantidade dos movimentos realizados com essas

velocidades, Newton utiliza o produto de © pelas respectivas fluxdes, que assim

30 A relag@o de proporcionalidade entre fluxdo e quantidade fluente é sugerida

por Arthur. Porém, ele se limita a informar essa proporcionalidade em linhas gerais, sem detalhar as
propor¢des como faremos nesses proximos paragrafos: “..se for suposto um intervalo de tempo O

indefinidamente pequeno e O for considerado um ‘momento’, entdo os ‘momentos’ indefinidamente

pequenos de x e y, a saber Xoe YO , estardo entre si na mesma razdo que suas velocidades” (Arthur,
1995, p. 334).
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constituem os distintos momentos. A proporgdo, portanto, entre as fluxdes iniciais com

0s momentos seria a seguinte:

X:yuxo:yo (2)

Na mesma perspectiva, deve-se pensar as quantidades fluentes. Isso quer dizer

que, se Newton assume que as quantidades fluentes aumentam continuamente, deve
haver uma quantidade fluente que se pode somar as quantidades fluentes iniciais. Ou
seja, se no inicio do movimento as quantidades fluentes sdo x e y, apds o intervalo de
tempo ©, existem quantidades fluentes proporcionais resultantes das respectivas

fluxdes. Com a finalidade de representar essas quantidades geradas, serd utilizado aqui
as letras e B . Para o aumento da quantidade x, sera utilizado a letra & . Do mesmo

modo, a letra £ representara o aumento de y. A proporcdo, portanto, sera:

x:yta:p (3)
Como o objetivo € justificar a atitude de Newton de realizar as somas (x+x0)¢
(y+70), ao invés de (x+a)e (y+,3), o desafio ¢ mostrar como seria possivel
substituir as quantidades & e B, da propor¢do (3), por X0¢ VO presentes na propor¢ao
(2). Pelas proporgdes (1) e (3) obtém-se uma outra propor¢do entre as quantidades ¢ e
B com as fluxdes *e V. Isto é:

a:fx:y 4)

Considerando-se, agora, as propor¢des (2) e (4), surge uma nova propor¢ao em que
estdo presentes as quantidades geradas no intervalo total de tempo €. Proporg¢do que
estdo presentes &, B xo¢ yo.

a:fixo:yo (5)
Portanto, ¢ com a garantia da propor¢ao (5) que fluxdo e a quantidade fluente

gerada pelo movimento, no intervalo @ de tempo proposto, que Newton pode formular

as somas (X +X0)e (y+yo0) . Pois, no sentido literal, sem essa relagdo de proporgdo,

Newton s6 poderia estabelecer a soma das quantidades fluentes x ¢ y com seus
respectivos aumentos de quantidades fluentes, ou seja, ¥ e B. Aqui se representaria da
seguinte forma: (X+@) ¢ (¥+ /). Mas, como existe essa relagdo de proporcionalidade,
estabelecida pela proporgdo (5), tanto ¢ como B podem ser substituidas nessa soma

pelas fluxdes *Oe VO, que ¢ onde se queria chegar para justificar a utilizagdo dos
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simbolos de fluxdes como elementos dos momentos com que as quantidades fluentes
aumentam pelo movimento.

Contudo, deve-se ressaltar novamente que os passos de (1) a (5) estdo ocultos na
apresentacdo de Newton. Ele se limita a afirmar a igualdade dos “momentos de
quantidades fluentes” com as “fluxdes de seu fluir”. Porém, é uma igualdade que nao
pode ser compreendida como sendo uma igualdade de géneros entre quantidade fluente
e fluxdo, pois essa interpretagdo geraria problemas com respeito & homogeneidade das
quantidades. Por exemplo, em um intervalo de tempo infinitamente pequeno, a
velocidade pode ser uma quantidade finita. Por outro lado, nesse mesmo tempo, Newton
interpreta que a quantidade fluente gerada ¢ infinitamente pequena. Assim, o que
justificaria a troca de um simbolo entre quantidade infinitamente pequena (que a
primeira quantidade fluente) por um simbolo de fluxdo (que pode ser finita)? A
equivaléncia entre essas quantidades merece uma justificativa. Logo, uma possivel
resposta ¢ trata-la a partir das relagdes de proporgdes.

1.1.3.3. O primeiro problema proposto e a demonstragdo de sua solu¢do a partir de
duas propriedades do infinitamente pequeno

Com as somas (¥+X0)e (¥+70) Newton encontra um procedimento para
solucionar o primeiro problema (apresentado acima), quanto a concepgdo cinematica:
encontrar a velocidade de um movimento a partir de um comprimento de espago
descrito continuamente em um intervalo de tempo proposto. Isso significa que Newton
admite que o momento possa ser expresso mediante os simbolos de velocidades das
quantidades fluentes. Com isso estaria justificada a introdu¢do de um simbolo fluxional
em uma equacdo de quantidades fluentes. Assim, para solucionar tal problema — o de
encontrar as relacdes entre velocidades — necessitar-se-ia somente de uma
transformacgdo dessa equagdo (de quantidade fluente) para uma equagdo que fornecesse
a relacdo das velocidades, ou fluxdes. Essa tarefa resume-se em uma “simples”
manipulacdo entre os simbolos da equagao.

Analisando o exemplo sugerido acima, a equagdo (1.1), ou seja,

3 2 3 ~ .
x"—ax” +axy—y =0 expressa a relagio entre as quantidades fluentes x e y. Por

determinadas manipulagdes algébricas, ela se transforma na equacdo (1.2), ou seja,
3xx? —2akx +axy -3y’ + ayx =0 que expressa as relagdes entre as fluxdes e V. No
entanto, no De methodis, Newton realiza a transformacdo dessa equagdo de duas

maneiras. A primeira ¢ a sua solugdo propriamente dita; a segunda ¢ uma demonstragdo
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dessa solucdo. Contudo, ¢ ao demonstrar essa solugdo que Newton necessita dos
simbolos de momentos, associando-os, mais abertamente, ao infinitamente pequeno (ou
indefinidamente pequeno). Assim, em primeiro lugar, no que segue sera analisada a
solugdo de Newton e, logo apos, a argumentacdo fornecida para justifica-la.

Podem-se dividir os passos realizados por Newton, para a solucdo do primeiro
problema, da seguinte maneira: (a) dispor a equacdo de acordo com as poténcias dos
simbolos das quantidades fluentes; (b) multiplicar cada termo por uma progressao
geomeétrica; (c) realizar o mesmo [tanto passo (a) como (b)] para todos os simbolos de
quantidade fluentes existentes na equacdo e, por ultimo, (d) somar todos os resultados
das multiplicacdes as equacdes. Esses passos s@o todos aplicados, como primeiro
exemplo, na equacao X —ax’ +axy—-y =0,

Quanto a quantidade fluente x, a equagdo ja possui uma ordem decrescente de
suas poténcias, respeitando o passo (a). A partir dessas poténcias, constroi-se uma série
aritmética que contém o valor da poténcia multiplicado pelo simbolo da fluxdo e
dividido por*.*' Para cumprir o passo (b) em relagdo & fluxdo ¥, Newton fornece a

seguinte série:

onde o valor 0 corresponde ao valor da poténcia de x multiplicado por y3, isto &, X'y’
O resultado da equagdo, multiplicando cada membro da equagdo pelo seu respectivo

valor na série, serd’”:

3xx” —2ax’ +axy |
O passo (c) exige que se faga 0 mesmo com respeito a quantidade fluente y. Assim, a
disposi¢do da equacdo resulta em:

—V +axy+x —ax’ =0,

A progressdo aritmética para multiplicagdo dos membros dessa equagao ¢é:

i Newton ndo fornece uma formula geral para construir essa progressdo. Porém

podemos sugerir que se na equagio aparece X", onde 1 é qualquer valor da poténcia, deve-se multiplicar

nx
cada membro da equagdo por — . Da mesma maneira vale para y. Caso apareca V", deve-se multiplica-
X

ny
lopor — .
y

. ~ .2,
32 Por exemplo, o primeiro valor dessa equagio 3xx°é resultado da

3x

multiplicag@o entre x e —.
X



42

3 .
_y , X , 0
y oy
Ao multiplica-los, o resultado sera:
-33° +ayx .

O 1ultimo passo (d) exige que se faga a soma entre as equagdes resultantes, ou seja, entre
(35ch —2ax* + axy)e (—3)’/y2 +ayx),
Portanto, o resultado sera uma equagdo que podera expressar a relagdo entre as fluxdes
Xe ¥, ouseja:
3xx” —2axx +axy —3yy° +apx =0,

O seguinte quadro fornecido por Newton, resume todos os passos acima

executados:
_ 2
.. 3 2 3 -y +ax
Multiplicar X* —ax™ +axy —y 4 Yo
3% 2% & A
Por r x x y oy
Tem-se: 35cx2—2ax2 +cv'cy %k _3)-/)}2 + aj/x %k

A soma desses resultados (expressos no final de cada coluna) seréd a equagdo de relacdo
entre as fluxdes (MW-1, p. 50).

Cabe, agora, ainda justificar essa solucdo. Isso Newton realizou demonstrando
(por outros caminhos algébricos), a partir da equagdo inicial, como ¢ possivel chegar a
equagdo final (a equagdo que expressa a relag@o entre fluxdes).

A demonstracdo de Newton inicia-se com a apresentacdo do conceito de
momento. Para recapitular, é possivel resumir esse conceito: como sendo a parte
infinitamente pequena aumentada de uma quantidade fluente, com algum grau de
velocidade, em um intervalo infinitamente pequeno de tempo. Como foi visto, acima,
Newton assume a possibilidade de igualar as fluxdes as quantidades fluentes descritas
nesse intervalo de tempo. Porém, ¢ uma igualdade construida a partir de uma relagdo de

proporcionalidade. O resultado disso estabelecer a possibilidade de realizar as seguintes

somas: (X +x0)e (y+y0) .
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Tendo isso em vista, Newton interpreta a equagdo (1.1) como expressando a
relacdo entre quantidades fluentes nascentes e finitas. Cinematicamente, isso significa
que as quantidades finitas estdo sendo aumentadas pelo acréscimo de seus momentos.
Dessa maneira, tanto x quanto y, na equacao

X —ax’ +axy—y’ =0
podem ser substituidos pelas somas (x+x0) ¢ (¥+70). Assim, aquela equacdo podera
ser transformada em:
(x+ )’c0)3 —a(x+x0) +alx+ )'co)(y +30)-(y+ yo)3 =0.
As devidas multiplicagdes, podem ser expressas como segue:

Assim, o resultado total das multiplicagdes sera:

Termos individualmente tratados Resultados das multiplicacoes
(x+x0) = (x+x0)x(x+x0)x(x+x0) X +3x0x” +3i’00x + X°0°
—a(x+x0) = (~1)xax|(x+x0)x(x+x0)] —ax® —2axox — ax’ 0o
a(x+xofy+yo) = ax[(x+x0)x(y+yo)] axy + axoy + ayox + axyoo
—(y+yo) = ()x(y+yo)x(y+yo)x(y+yo) | —=¥' =330y =350y —y’0’ =0

¥’ +3xox’ +3x°00x + X°0° —ax® — 2axox — ax’ 00 +
. . .. 3 . 2 .2 3 3 (1 3)
axy +axoy +ayox+axyoo—y  —3yoy =3y ooy—y o =0
A partir dessa fase Newton muda o percurso de sua demonstracdo. Ele, agora,
“por suposicdo” anula aqui os simbolos da equagdo inicial (1.1). Isso significa que, na

equagdo (1.3), Newton estabelece a soma dos valores atribuidos aos termos da equagdo

(1.1) como sendo igual a zero. Desse modo, se X' —ax’ +axy - y° =0, ¢ necessario
eliminar esses termos da equacdo resultante (1.3), fazendo com que a equacdo fique
igual a:
3xox® +3x°00x + X’0° —2axox — ax’00 +
: : .. 9 a2 3 3 (1.4).
axoy +ayox +axyoo—3yoy” —3y‘ooy—y o =0
Como cada termo dessa equagdo que restou possui um elemento comum, Newton

estabelece uma eliminagdo de tal termo comum. Em outras palavras, o simbolo ¢,

utilizado para representar a presenca do tempo, estd multiplicado em todos os termos da
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equacdo. Assim, basta dividi-los pelo proprio © para efetuar a eliminagdo desse
elemento comum. A equagdo que surge, portanto, sera:
3xx” +3x%ox + X°0% = 2axx — ax’o + axy + apx + axyo —3yy> =39°0y— y’0* =0 (1.5).
A ultima tarefa, a partir daqui, ¢ eliminar dessa equacdo os termos que ainda
permaneceram multiplicados por ©. A justificativa de Newton sera a de trata-los como
quantidades infinitamente pequenas, ou seja, por estarem multiplicados por ¢ (que
representa uma quantidade infinitamente pequena) deverdo ser também quantidades
infinitamente pequenas. Para Newton, uma magnitude finita ndo pode ser alterada ao
somar-se as quantidades infinitamente pequenas, pois elas seriam como nada em
relacdo ao que ¢ finito. Logo, ao eliminar, por esse motivo, o que esta multiplicado por

9, obter-se-a a equagdo encontrada na solugdo do problema. Nas palavras de Newton:

“mas considerando que © ¢ suposto ser indefinidamente pequeno e que se refere ao
momento de quantidade, conseqiientemente os termos que estao multiplicados por ele
serdo nada em relagdo ao resto: por isso eu os rejeito, e ai permanece

3ix” = 2axx +aiy =3y’ +apx =0 como no exemplo 1 [que é a equagdo-solugdo do
exemplo acima]” (MW-1, p. 52).

Cabe, no entanto, refletir sobre essas atitudes de Newton quanto ao infinitamente
pequeno.

No percurso da demonstragdo acima, revelam-se duas diferentes maneiras de
Newton considerar o que ele concebe como infinitamente pequeno. Uma delas

encontra-se no inicio, quanto se estabelece a soma dos simbolos das quantidades

fluentes com os seus respectivos momentos: (¥ +X0) ¢ (¥+30) . A outra se localiza
nos ultimos passos quando se chega na equagdo desejada para expressar a relagdo entre

fluxdes. Trata-se da elimina¢do dos simbolos multiplicados por ©

, pois seriam
quantidades consideradas como “nada” quando comparados com outras espécies de
quantidades. Essas duas atitudes opostas sugerem duas caracteristicas do infinitamente
pequeno: primeiro, ele seria uma quantidade genuina, mas, por outro, a sua magnitude
seria desprezivel (restando como um “nada”) quando comparada as magnitudes finitas.
Pode-se formular assim um principio que, aparentemente, Newton utiliza nesse ultimo

caso: ao somar-se alguma quantidade finita 4 a uma quantidade infinitamente pequena

@ | entdo a soma serd A+a=A43, Porém, o curioso desse tratamento é que ambas

33 .. .. . . o .
Guicciardini sugere que esse principio foi utilizado por muitos outros autores

no século XVII. Ao apresentar essa demonstra¢do para a solucdo do primeiro problema, ele sugere que
Newton teria aplicado de fato tal principio ao introduzir e eliminar o infinitamente pequeno no percurso
dessa demonstragdo (cf. Guicciardini, 1999, p. 21-22).
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caracteristicas se mostram incompativeis, na medida em que a primeira faz do
infinitamente pequeno ser alguma coisa; a segunda o considera como “nada”. Agora, o
desafio ¢ saber se seria possivel compreender o significado desse tratamento desigual
sem que ai surja alguma espécie de contradigdo.

A resposta a isso se encontra na observacdo de Newton presente no final da
demonstragdo. Ali, esclarece-se o porqué da eliminagdo de alguns termos presentes na
equagdo (1.3):

“aqui se deve observar que os termos que ndo sdo multiplicados por ¢ sempre
esvanecem, como todos aqueles termos que sdo multiplicados por mais do que uma
dimensdo de ©; e que os restantes dos termos sendo divididos por ¢ sempre

adquirirdo a forma que eles devem ter pela regra precedente [isto €, os passos
realizados na solu¢do do problema 1]. Q. E. D.” [meu italico] (MW-1, p. 52).

Estd evidente aqui que Newton se refere a elimina¢do dos termos da equagdo como
quantidade que “esvaeccem”. Nesse caso, sdo os termos da equacdo (1.1) e das
quantidades multiplicadas por mais de uma dimensao da quantidade de tempo © (isto é,
termos multiplicados por ©* ou com indice acima de 2). Conceber as quantidades como
esvaecendo ¢ o aspecto central da compreensdo do significado dos dois tratamentos
opostos dados ao infinitamente pequeno. Em outras palavras, apos chegar a equacdo
(1.3), Newton ndo mais concebe o movimento como sendo nascente. Supde-se O
contrario: as quantidades como se esvaecendo por um movimento retardado. O que
permite essa mudanca quanto ao movimento € a propria “arte analitica” assumida por
Newton: os simbolos das equagdes podem representar varias espécies de quantidades.
Nesse caso, as equacdes sdo as mesmas para representar as quantidades cinematicas,
tanto para 0 movimento retardado como para o acelerado.

Disso resulta que os passos realizados da equacdo (1.1) até (1.3) fornecem a
equacdo para o intervalo das quantidades fluentes x e y mais os seus acréscimos
nascentes. Apos encontrar a equagdo desse intervalo, Newton compreende que ao se
conceber esse mesmo intervalo, agora, como esvaecendo, a equacdo para ela devera ser
a mesma, ou seja, a equagdo (1.3). Desse modo, os termos da equagdo (1.1) devem ser

“sempre” rejeitados na equacdo (1.3) quando o movimento atinge seu fim. Porque,

. 3 2 3 ;. .,
necessariamente a soma X —ax taxy—)" ficara igual a zero — ja que essas
. ﬂ ~ . . o~ . . 1 d o
quantldades uente ndo mais existirdo. Da mesma maneira, o intervalo de tempo ¢,
também, atingira o seu fim. Os termos que sdo multiplicados por esse simbolo devem,

também, ser rejeitados, pois serdo ‘“nada” no sentido de que suas magnitudes
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esvaeceram junto com o intervalo de tempo proposto. Por outro lado, as quantidades
que possuem somente uma dimensdo de ¢ podem ser tratadas como quantidades
independentes da propria fluxdo dos tempo, pois elas podem ser isoladas de © ao se
perceber que trata-se de somente um fator comum aos termos. E desse modo que
Newton sugere a eliminagdo de ¢ dividindo-se cada termo da equagdo pelo proprio ©.
Concluindo, Newton concebe o infinitamente pequeno, no conceito de momento,
como possuindo duas propriedades distintas. No inicio da demonstracdo, considera-o
como uma quantidade que se pode somar as outras quantidades. Logo apds, uma outra
propriedade do infinitamente pequeno surge, aquela que estabelece a grandeza do
infinitamente pequeno como desprezivel, como sendo “nada”. Vé-se que Newton se
esforca para compatibilizar esse duplo tratamento, introduzindo uma interpretacdo
cinematica dos termos empregados na sua “arte analitica”: que uma mesma equacao
possa representar quantidades descritas como nascentes ou como esvanescentes. No
inicio da demonstragdo, o que Newton chama de infinitamente pequeno sdo genuinas
quantidades que, quando acrescidas a outras quantidades finitas, proporcionam-lhes
acréscimos. Apods isso, quando o movimento se esvaece, o infinitamente pequeno deve
também se esvaecer, porque ele esta vinculado ao intervalo de tempo que também esta

se esvaecendo.

1.1.3.4. A solucdo do segundo problema proposto e o infinitamente pequeno

E importante relembrar que, no De methodis, o objetivo de Newton ¢é apresentar
o método das fluxdes como uma ferramenta matematica para solucionar dois problemas
gerais. Como foi analisado acima, o primeiro problema consiste em encontrar a equacao
que expresse a relacdo entre as fluxodes, partindo da equagdo de relacdo entre as suas
quantidades fluentes. O infinitamente pequeno aparece ali como um elemento
necessario para sustentar a demonstracdo da solugcdo a esse problema. Quanto ao
segundo problema, sua solucdo ¢ compreendida por Newton como sendo o processo
inverso do primeiro. Desse modo, busca-se a equacdo de relagdo entre fluentes partindo
da equacdo que expressa a relacdo entre as suas fluxdes. Nos paragrafos a seguir,
procura-se analisar os procedimentos algébricos de Newton para a solugdo do segundo
problema, cujo interesse se deve ao fato de que esse procedimento ainda se apdia no
mesmo conceito de infinitamente pequeno utilizado na demonstracdo da solucdo do

primeiro problema.
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Ja no inicio da apresentagdo da solu¢do do segundo problema, Newton fornece
sua interpretagdo que reune ambos os problemas: eles sdo problemas inversos. Assim, o
que se deve fazer ¢ manipular as equacdes envolvendo fluxdes para obter as equagdes
entre as quantidades fluentes correspondentes. Tal orientagdo ¢, conforme se nota, o
caminho inverso realizado na solu¢do do primeiro problema. Isso se diz na passagem

abaixo, onde também estdo esbogados os passos para a solugdo do segundo problema:

“Como este problema ¢é o inverso do precedente, ele deve ser solucionado por um
procedimento contrario, isto é, os termos multiplicados por X, sendo dispostos de

acordo com as dimensdes de ¥, devem ser divididos por PEL entdo pelo numero de

suas dimensdes, ou por alguma outra progressdo geométrica. Assim, o0 mesmo trabalho

deve ser repetido com os termos multiplicados por V,¥ e Z. A soma resultante deve
ser igualada a nada, rejeitando os termos que sdo resultantes” (Newton, MW, v:1, p:
53).

O que ¢ inverso, nesse caso, ¢ também a operagdo realizada com os termos da equacao:
¢ uma operacdo de divisdo. No De methodis, tomando divisdo e multiplicacdo como
operacdes inversas entre si, e considerando a solu¢do do primeiro problema, Newton
multiplica somente uma vez cada termo da equagdo inicial pelo seu termo
correspondente (presente em uma progressdo aritmética). Tal progressdo é construida
multiplicando o simbolo da fluxdo com o valor do indice do seu simbolo de quantidade

fluente e dividindo-se o que resulta pelo proprio simbolo dessa quantidade fluente em

questdo, ou seja, formula-se essa progressdo de acordo com o padrdo —, onde n € o

valor do indice de cada x na equacao inicial.
Um exemplo da solugcdo desse segundo problema ira esclarecer melhor o que

\

Newton assume como ‘“caminho inverso”. Trata-se de remontar a equagdo
X —ax’ +axy—y' =0 (1.1), tendo como ponto de partida
3xx® — 2aix + axy —3yy° +ayx =0 (1.2). A tabela abaixo, fornecida por Newton,

resume oS passos necessarios para esse retorno. Por sua vez, ela ndo possui a progressao

aritmética que permite a solu¢do do problema dividindo os termos somente uma vez:

Dividir 3%x’—2aix+axy | Dividir = —3yv> * +ajx
B 5 , P -

por —= 3Xx" —2ax” +axy por’, = -3y + axy

Div.por 3 - 2 . 1 Div.por 3-2.1

Escreve-se: X Poax 4 axy Escreve-se: — y3 *  + axy
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O que se realiza aqui, no entanto, ndo sdo os passos inversos da solugdo do primeiro
problema. Pois, a partir da primeira linha — sendo organizada de acordo com os indices
Xy

de x ¢ y - realiza-se duas divisdes. A primeira por = € 3

; ¢ a segunda pelos indices de
x e y (presentes na terceira linha). Ao somar os resultados finais das duas colunas,
expressa na ultima linha, deve-se ainda eliminar um dos termos repetidos. Assim, a

- , .2 . . .2 .
equagdo final sera 3xx” —2axx+axy =3y +ayx =0,
Por outro lado, essa solugdo poderia ser efetuada por somente uma divisdo da
equacdo inicial. Como ja foi afirmado, Newton considera que é possivel elaborar uma

progressdo aritmética que permita alcangar a equagdo final por meio de somente uma

divisdo. Nesse caso, a equagao sera, para os termos multiplicados por x,

3x 2x X

~ x x ©»paraostermos multiplicados por y a progressdo,
3 .20 )y
yo oy oy

Desse modo, pode-se formular uma tabela, seguindo a atitude de Newton, para resumir

os passos da solugdo do segundo problema para a equacgao (1.2):

Dividir  3Xx” —2aix+axy | Dividir —33° +03y+ax

3x 2x X P 3y 2y y
Por r x x or y oy oy
3 2 3
Tem-se: X —ax” +axy | Tem-se: — Y + 0+ axy

Portanto, ao se desconsiderar os termos que se repetem, o resultado final sera a soma
dos termos presentes na ultima linha das duas colunas.

Ao contrario do que ocorreu em relacdo a solugdo do primeiro problema,
Newton ndo fornece para a solucdo do segundo problema uma demonstracido
propriamente dita. Para assegurar a certeza da solucdo desse segundo problema, ele

ainda se apodia na demonstracao fornecida para o primeiro problema:

“Existem algumas outras circunstancias para se observar, o que eu confiarei a
sagacidade do artista [que ¢ o matematico analista]. Por isso seria desnecessario

34 . ~ : .
Sugerimos que essas progressdes podem ser encontradas a partir das formulas

(n+1)x Lo (n+1)y Lo . i
., para os termos multiplicados por x, € ~, , para os multiplicados por y. Aqui n serd o valor

P
do indice, respectivamente, de x e y presentes na equagdo inicial que expressa a relagdo entre quantidade

fluentes.
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demorar-se longamente neste assunto, ja que o problema [isto &, o segundo problema]
ndo pode ser sempre solucionado por esse artificio. No entanto, adiciono que apos se
obter a relacdo entre os fluentes por esse método e se podemos retornar pelo problema
I para a equagdo proposta que envolve fluxdes, entdo o trabalho esta correto; caso
contrario, ndo” (MW-1, p. 53).

Aqui, devem-se destacar dois pontos importantes. Um refere-se ao fato de Newton
considera essa solugdo sugerida para o segundo problema como sendo limitada. De fato,
admite-se, no De methodis, a necessidade de fornecer outros tipos de solugdes conforme
a caracteristica das quantidades fluentes e fluxdes envolvidas nas equagdes. E por isso
que Newton denomina tal solugio “solugdo particular™>. O outro ponto diz respeito ao
termo “circunstancias”. Com ele, Newton esta referindo-se a necessidade de fornecer
uma demonstragdo aos passos dessa solugdo do segundo problema. No entanto, tal
tarefa ¢ repassada para outros matematicos realizarem (isto €, “artistas” capazes de
elaborar tais passos).

Contudo, para ampliar a certeza dos resultados obtidos ao aplicar o algoritmo
encontrado para a solucdo do segundo problema, Newton assume um procedimento
indireto. Bastaria aplicar a equacao final encontrada nessa solugdo (a equacao de relacdo
entre fluentes) os passos da solucdo do primeiro problema. Assim, ilustrando com as
proprias equacdes, a busca por uma certeza da solugdo do segundo problema resume-se

da seguinte maneira:

e Primeiro, aplica-se os passos sugeridos para a solugdo do segundo problema a
equagao 3xx® — 2aix + axy —3yy° + ayx =0 (1.2). Com isso ela se transforma na
equagdo que representa a relacdo entre fluente X —ax’ +axy—y' =0 (1.1).

e Segundo, para saber se essa transformacdo estd correta, deve-se aplicar a
equagdo (1.1) os passos que solucionam o primeiro problema. Nesse caso, deve-

se encontrar a mesma equacao (1.2); caso contrario, a solucdo inicial proposta ao

segundo problema esta incorreta.

1.2. O estilo sintético de Newton: o método das primeiras e ultimas
razdes

Como ja foi possivel observar, apareceram dois tratamentos distintos fornecidos

ao infinitamente pequeno. Apo6s a conclusdo do De methodis, por volta de 1670,

35 Newton realmente, no De methodis, propde outras solugdes para equacdes que

possuem termos “afetados” ou que necessitam extragdo de raiz por infinitas séries. Para mais detalhes, ver
(MW-1, p. 53-65).
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Newton comega a manifestar uma atitude critica com relagdo aos métodos com os quais
lidara até entdo com grande desenvoltura. A face mais evidente dessa mudanga ¢ o fato
de que fluxdes e momentos serem muito pouco utilizados nos Principia. Em especial, o
que esta totalmente ausente ¢ o apelo as quantidades infinitamente pequenas. O que
Newton colocou no lugar deles? O método das primeiras e ultimas razdes. No que
segue, entdo, ecle sera analisado, avaliando-se suas possiveis diferengas e
incompatibilidades com os antigos métodos algoritmos e algébricos dessa fase anterior a
década de 70.

Ja no inicio do Livro I, Secdo I, da obra Principios matematicos da filosofia
natural (1687) [Principia], encontra-se em 11 Lemas uma das apresentagdes de Newton
do conceito de primeiras e ultimas razdes. Uma caracteristica importante a ser
ressaltada, de tais lemas, ¢ que eles sdo formulados de maneira puramente geométrica.
Porém, para Newton, o conjunto desses lemas ndo ¢ somente a apresentacdo do conceito
de razdes, isto é, ali se estrutura um método: o Método das primeiras e ultimas razoes,
algo a ser utilizado nas proposi¢des seguintes dos Principia. Assim, no Escolio final a

esses lemas, Newton faz a seguinte afirmagao:

“Portanto, se, de agora em diante, eu vier a considerar as quantidades como formadas
por particulas, ou vier a tomar pequenas linhas curvas como retas, isso ndo significara
quantidades indivisiveis, mas quantidades divisiveis evanescentes; nem as somas e
razdes de partes determinadas, mas sempre o limites das somas e das razdes, a forca
de tais provas [das demonstragdes que se seguem] depende sempre do método exposto
nos lemas precedentes” (PN, 1999, p. 441).

Nessa citagdo, pode-se destacar dois conceitos que sdo centrais para a compreensao do
funcionamento do método das primeiras e ultimas razdes. A primeira ¢ quantidade
evanescente ¢ a segunda ¢ limite de somas e razdes. E necessario observar com mais
detalhes do que trata cada termo.

Para Newton, quantidades evanescentes e, também, suas opostas quantidades
nascentes, sdo magnitudes geométricas que ndo podem ser desassociadas de dois
elementos: o papel fundamental do tempo e a concepgdo cinematica da matematica. Ja
no primeiro lema, Newton insere um elemento temporal como constituinte de quaisquer
entidades geométricas de uma maneira tal que a interpretacdo de todos os demais lemas
s6 se mostra possivel desde que se leve em consideracdo o papel exercido pelo tempo.
Em um plano mais geral da filosofia newtoniana, existem boas pistas para esclarecer um

pouco mais do porqué do tempo possuir grande importancia. Vejamos a seguinte

afirmagd@o: “Tempo e Lugar em si mesmos sdo afeccdes de todas as coisas, sem o que
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nada do tudo [de todas as coisas] pode existir. Todas as coisas estdo no tempo com
respeito a duracio de existéncia e no espaco com respeito a amplitude de presenca™®.
Aqui Newton revela a impossibilidade de estabelecer a existéncia das coisas sem uma
relacdo espago-temporal. Estar no tempo e no espaco é uma condi¢do necessaria para a
existir. Porém, o que é o tempo nesse caso? Mesmo que se relacione espaco e tempo a
natureza das coisas, para Newton, o tempo ndo surge em fungdo do espaco, isto €, como
sendo o resultado do movimento dos corpos no espaco. Esse ¢ somente o tempo
aparente. Nessa espécie de tempo existe imprecisdo, ndo se consegue estabelecer um
padrdo de medita que seja sempre a mesma, o que leva a inimeras correcdes desse
tempo aparente. No entanto, Newton assume a existéncia de um tempo, que para ser
preciso em seu fluir, é independente do movimento. E nesse sentido que ele ndo pode
ser perceptivel. Esse € o tempo absoluto. Em outros termos, esse € o tempo verdadeiro
ao qual Newton se refere no De methodis.

Por ser exato em seu fluir, Newton agora declara que o tempo absoluto é
matemdtico — em contraposi¢ao ao tempo relativo, que ¢ apenas aparente. E o conceito
de tempo absoluto que esta utilizado implicitamente nos lemas do método das primeiras
e ultimas razdes. Todavia, ao contrario do que ocorre com o espago, nada no tempo
exige que a sua presenga seja indispensavel na constituicdo dos objetos geométricos. De
onde vem a sua indispensabilidade? A resposta encontra-se na concepg¢do cinematica da
matematica que Newton, como ja visto, desenvolvera desde os seus primeiros anos de
estudos.

Em outros textos posteriores ao De Analise e De Methodis, como ¢ o caso dos
Principia, Newton amplia a importdncia que deve ser atribuida ao movimento,
encarando as magnitudes geométricas sempre como entidades submetidas a processos
continuos de “geracdes” ou “producdes”. Nesse esquema, ainda linhas sdo geradas por
pontos em movimento, planos por linhas e s6lidos por planos. Porém, agora esta mais
visivel que ndo se pode fornecer a essa concep¢do de movimento gerador somente uma
simples funcdo: a de construgdo de figuras geométricas. Quando Newton assume que
figuras sdo geradas, ele se compromete com a presenca sempre atual do movimento em
todo o processo de analise demonstrativa das magnitudes produzidas. Além do mais, o
termo “gerar” estd em um sentido mais radical em relagdo as concepgdes cinematicas

dos textos De analysi e De methodis. “Gerar” no método das primeiras e ultimas razdes

36 Texto de Newton, manuscrito entre 1692 ¢ 1693. Citado por: (Arthur 1995. p.

327).
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significa produzir uma quantidade matematica de maneira real, ou seja, o movimento da
um estatuto real a essa magnitude. E nesse sentido que devem ser interpretados os
termos quantidades evanescentes ou nascentes, ou seja, sdo quantidades resultantes de
um movimento gerador ou aniquilador.

Mas ao lado disso, com exce¢dao ao manuscrito Geometria curvilinea (1680),
Newton ird introduzir uma noc¢ao de que jamais ocorrera em seus manuscritos anteriores
aos Principia. Trata-se da nogdo de limite, cuja natureza temporal talvez confira a
metafisica newtoniana do tempo e dos objetos matematicos uma unidade mais explicita.
Em principio, o limite ¢ o ponto de partida ou de chegada para o movimento. O
surpreendente ¢ que ao identificar tal intervalo de movimento, ocorrera também uma
divisdo no tempo, ou seja, que o movimento estard ocorrendo em um intervalo de
tempo. Portanto, o tempo assume aqui duas caracteristicas. Por um lado ele flui
continuamente independentemente de qualquer movimento. Por outro lado, os
intervalos de tempos somente sdo identificados por uma atitude do matematico ao
determinar intervalos de movimentos das magnitudes que surgem em fungdo desse
tempo. Passemos a um exemplo de como Newton opera como essa nogdo de limite nos
lemas iniciais do Principia.

Comumente, toma-se o proprio Lema I como sedo a passagem onde a nogdo de

limites ocorre de maneira exemplar:

Lema I: Quantidades, e também razées de quantidades, que em qualquer tempo finito
tendem constantemente [constanter tendut] para igualdade, e que antes do fim desse
tempo aproxima-se tanto um do outro que sua diferenca é menor do que qualquer
quantidade dada, tornam-se ultimamente iguais.

Ap6s o enunciado desse lema, Newton apresenta a seguinte demonstragdo por meio de

uma reducdo ao absurdo:

“Se vocé nega isso, suponha-se como finalmente desiguais, e deixe sua ultima
diferenca ser D. Entdo, elas ndo podem se aproximar mais para a igualdade do que por
sua diferenga dada D, contrariando a hipotese” (PN, 1999, p. 433).

O objetivo principal desse lema ¢ assegurar que certas quantidades possam assumir uma
relacdo de igualdade mesmo que em um momento inicial sejam desiguais. As duas
espécies de relagdo entre quantidades, em jogo aqui, sdo tanto a comparagdo pelo
processo de subtragdo (4-B—() quanto pelo processo de razdo (4:8+0:0). Mas, que

garantiria esse estado de igualdade?
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Para Newton, chegar a igualdade, tanto no processo de diferenca quanto no de
razdo, ¢ chegar ao limite. O que garantird tal limite, com ja foi afirmado, ¢ o fato de se
determinar um intervalo de tempo ao qual o movimento se desenvolverd. E nesse
sentido que nesse lema o tempo é assumido como finito. Por outro lado, a aproximagéo
a esse limite ocorre também em funcdo do tempo. A firmacdo de Newton de que as
quantidades podem se “aproximar uma da outra mais do que qualquer dada diferenga”
parece evitar tal aproximagdo ao limite. Mas como as quantidades sdo geradas tendo
como referéncia o tempo que flui, assim as quantidades adquirem o carater de continuo.
Desse modo, a afirmacdo de Newton significa que quantidades continuas se aproximam
indefinidamente do limite até atingi-lo necessariamente.

Dessa maneira, a igualdade das quantidades ¢ garantida, pois ao negé-la acaba-
se negando a propria afirmacdo da possibilidade de “aproximar [as quantidade e razdes
de quantidade] uma da outra mais do que qualquer dada diferenga”. Assim, surge uma
contradi¢do ao afirmar que as quantidades quando chegam ao limite sdo desiguais.
Estabelecer essa desigualdade no limite ¢ afirmar que o movimento ndo percorreu
infinitas possibilidades de diferengas e isso ¢ uma manifesta contradicdo com a
suposicdo inicial da possibilidade de diminui¢do indefinidamente da diferenca entre
quantidades. Na demonstracdo do Lema I, a quantidade D representaria uma ultima
diferenca. Ao determina-la exclui-se a diminui¢do ao infinito. Portanto, ¢ por isso que
as quantidades tornam-se iguais ou adquirem razdo de igualdade quando atingem o
limite. E nesse sentido que quantidades, como linha curva e reta, podem ser substituidas
uma pela outra, pois seus movimentos nascentes ou evanescentes no limite estardo em
razdo de igualdade.

Como uma outra exemplificacdo da utilizagdo do conceito de limite para
determinar as razoes de igualdade, sera interessante analisar o Lema 7. O que Newton
pretende determinar nesse lema ¢ a razdo de igualdade entre arco, corda e tangente de
uma curva. Primeiramente, observando o lema e a sua respectiva demonstragdo, tem-se

o0 seguinte:

Lema 7: supondo-se as mesmas coisas [as do Lema 6], afirmo que a razdo ultima
entre arco, a corda e a tangente, entre qualquer um e qualquer outro, serd a razao de
igualdade.

Newton prossegue com a seguinte demonstragao:
“Pois, enquanto o ponto B aproxima-se do ponto A, consideremos sempre que AB ¢

AD sdo produzidos para os pontos afastados b e d; e, em paralelo a secante BD,
tracemos bd; e que o arco Ach seja sempre semelhante ao arco ACB. Entdo, supondo
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que os pontos 4 ¢ B coincidam, o angulo dAb desaparecera, conforme o Lema 6; e
portanto, as retas Ab e Ad (que sdo sempre finitas) e o arco intermedidrio Acb
coincidirdo e se tornardo iguais entre si. Donde as retas 4B ¢ AD e o arco
intermediario ACB (que sdo proporcionais aos primeiros) desaparecerdo, e acabardo
adquirindo a razdo de igualdade. Q.E.D” (PN, p. 436).

O que se deve observar, primeiramente, ¢ Newton utilizar uma relacdo entre
quantidades sempre considerando o movimento de um deles como uma espécie de
referencial. Nesse caso, 0 movimento evanescente do ponto B em dire¢do ao ponto 4
sera tal movimento de referéncia (Ver figura 1.5). O que fica em questdo, assim, ¢ saber
0 que acontece com as demais quantidades quando B encontra 4 e faz o arco 4B se
anular. Pelo esquema da demonstragdo de Newton, € possivel observar que as
quantidades relacionadas devem também se anular. Em outras palavras, tudo o que for
admitido para o arco AB, também serd admitido para a corda AB e a tangente AD e
tenderd a se anular simultaneamente com a aproximagao final de B em A4. Inclusive a
secante BD deve se anular, pois ¢ necessaria a sua anulacdo para garantir que o arco AB
seja uma curva continua e 4D sua tangente. E isso que o Lema 6, que Newton se refere,

assegura”.

Figura1.5

Como a noc¢do de limite esta sendo aplicada e como € que as razdes de igualdade
estdo sendo determinadas aqui? Para fornecer uma resposta a isso, ¢ agora que se deve
considerar o papel desempenhado pelas outras quantidades, ou seja, a corda Ab, o arco
Ab e a tangente Ad. Aqui Newton nada mais faz do que criar uma situacdo onde existem

somente quantidades geométricas finitas que podem ser colocadas em proporcao.

37 O enunciado do lema 6 ¢ o seguinte: “Se um arco ACB [ver Figura 1.5], dado

numa posicdo, for subtendido por sua corda 4B, e num ponto 4 qualquer, no meio da curvatura continua,
for tocado por uma reta 4D, produzida em ambos os sentidos, entdo, se os pontos 4 e B se aproximarem e
se encontrarem, afirmo que o angulo BAD, contido entre a corda e a tangente, diminuird in infinitum e
acabara desaparecendo” (PN. 435).
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Porém, ele formula outra situagcdo que anule somente um dos lados dessa proporgdo,
enquanto o outro permanece finito. Melhor dito, antes do ponto A4 coincidir com o ponto
B, todas as quantidades relacionadas ao arco AB (a corda 4B, a tangente AD e a secante
BD) podem ser colocados em relagdo de proporcionalidade como as quantidades do
arco Ab (a corda Ab, a tangente Ad e a secante Bd). Newton garante que, se as
quantidades relacionadas ao arco Ab permanecerem finitos (ou seja, eles ndo se anulam
conjuntamente com as outras quantidades), eles deverdo assumir razdes de igualdade.
Nesse sentido, pode-se dizer de maneira mais geral, se duas quantidades geométricas
finitas X e Y estdo em propor¢do como outras duas quantidades geométricas finitas x e y,
entdo, para Newton, o cancelamento de X e ¥, ndo impede que ainda exista uma relacdo
de proporcionalidade caso x ¢ y permanecam finitos. O que Newton assegura ¢ que no
estado final, do movimento do ponto B em dire¢do ao ponto A, ainda existira uma
proporg¢ao similar a:
0:0::y:x.

Portanto, os limites para as quantidades finitas sdo as quantidades que se
esvanescem. E quando essas se esvanescem, no estado limite, ndo existira diferenga
entre elas (de acordo com o lema 1). Porém, quando consideradas na relagdo de
proporcionalidade com as quantidades finitas, para Newton, essa auséncia de diferenca
fara com que na proporcao existam somente razdes de igualdade. Newton acredita que
com isso uma das caracteristicas principais da geometria classica esta preservada: a
possibilidade de colocar quantidades em relagdo de proporgdo sem afetar a
homogeneidade, isto é, que somente quantidades da mesma natureza fossem
comparadas. Nesse sentido, trata-se de uma propriedade finita, determinada ainda
quando as quantidades sdo finitas, e que se preserva quando uma das razdes da
proporcao chega ao seu limite.

Para concluir, as quantidades podem assumir uma relacdo de igualdade no
estado limite. Com isso Newton viu-se descomprometido de quantidade infinitamente
pequenas ¢ muito menos de tratamentos algébrico-analiticos. Isso porque ao se
determinar a razdo de igualdade ndo significaria que se estivesse determinando a
magnitude da quantidade nascente ou evanescente mas sim somente a relacdo de razdes
de quantidade primeiras e ultimas, significando que, para Newton, uma relagdo
geométrica pode se manter sim mesmo que as quantidades diminuam indefinidamente
até¢ atingirem o limite. Newton acredita que essa atitude estava de acordo com os

procedimentos dos antigos gedmetras. Estes forneciam provas geométricas, indicando
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as condi¢des pelas quais as relagdes geométricas se preservam nas conclusdes

encontradas.

1.3. Conclusao

As primeiras publicacdes oficiais de Leibniz de algumas das regras matematicas,
do que ele chamou de cdlculo diferencial, surgiram entre 1684 ¢ 1685, no periddico
cientifico Acta eruditorum (periddico que ele proprio ajudou a fundar em 1682)*. Até
esses anos, Newton ndo havia publicado nenhum de seus trabalhos de matematica.
Porém, grande parte deles ja estava elaborada e os assuntos contidos neles tratavam dos
mesmos problemas ou de alguns muito parecidos com os que Leibniz desenvolvera
nessas publicagdes da Acta eruditorum. Apesar de seus manuscritos ndo serem
publicados de maneira prensada até esse periodo da publicacdo dos textos de Leibniz,
ndo significa que Newton esteve isolado das discussdes matematicas, guardando para si
suas descobertas. Os modos de publicagdo de uma obra, no século XVII, ndo se
resumiam somente as publica¢des prensadas. Existiram outros meios pelos quais se
divulgava a produgdo escrita. Quanto a Newton, isso também se aplica. Além de
descrever suas descobertas em correspondéncias, Newton permitiu que alguns de seus
manuscritos fossem copiados por seus contemporaneos; com isso ele atingiria um
publico mais especifico, algo que ndo seria possivel com a publicacdo impressa.

Com essas observacdes, tém-se alguns dos elementos centrais que permitiram o
surgimento de uma controvérsia matematica entre Newton e Leibniz. O assunto
principal dessa disputa era a prioridade da descoberta do que ficou conhecido como
calculo infinitesimal®®. Um dos elementos ¢ o fato de existirem indicios de que Newton
realmente teria elaborado antes de 1684 textos de matematica; mas que, principalmente,

ndo ficaram sem alguma circulagdo. Outro diz respeito ao fato de que os assuntos

38 Uma das publicagdes foi do tratado sobre maximos e minimos: Nova methodus

pro maximis et minimis, itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrationales quantitates moratur es
singulare pro illis calculi genus (Novo método para maximos e minimos...), em 1684 (cf. Leibniz, 1995,
p.96-117).

39 Esse ¢ o termo como alguns comentadores, como Cohen e Westefall, usam
para se referir ao método matematico em questdo nessa disputa. No entanto, os nomes com 0s quais
Newton e Leibniz freqiientemente trataram seus métodos sdo respectivamente: Método das fluxdes e
Cdlculo diferencial. Por outro lado, quanto a disputa, segundo Cohen e Westefall, atingiu-se seu climax
quando Newton, secretamente, articulou para que a Royal Society se posicionasse em relagao ao trabalho
matematico de Leibniz. O resultado disso foi a publicagdo do texto Commercium epistolicum (1713),
divulgado em nome da Royal Society, onde se acusa Leibniz oficialmente de plagiar o método fluxional
de Newton. Apesar de ndo aparecer o seu nome, o proprio Newton teria redigido tal texto (cf. Cohen &
Westefall. 2002. p. 203).
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tratados por Leibniz seriam muito parecidos com os que Newton trata em seus textos.
Um dos exemplos de que Newton teria identificado algumas similaridades entre seu
método e de Leibniz encontra-se no texto Commercium epistolicum D. Johannis
Collinij et aliarum De analysi promota (1714).40

O interessante dessa disputa ¢ que Newton tentou, em muitos momentos,
esclarecer detalhes sobre sua pratica matematica. No Commercium epistolicum (1714),
Newton faz a seguinte consideragcdo sobre seu método matematico, comparando-o com
o de Leibniz: “O método do Sr. Newton ¢ também da maior utilidade e certeza, sendo
adaptado ou para a descoberta rapida [the ready finding out] de uma proposicéo (...) ou
para a demonstra¢do exata dela: o do Sr. Leibniz [método matematico] ¢ somente para
encontra-la” [o italico é meu] (MP-8, p. 598). O método ao qual Newton esta se
referindo nessa afirmacdo ¢, de fato, o método das fluxdes e, por outro lado, o de
Leibniz é o calculo diferencial. Porém, Newton rebaixa o calculo leibniziano, tratando-o
como incompleto ¢ inexato por cumprir somente uma das duas tarefas que o método da
fluxdes permite realizar. Ambas tarefas sdo evidentes: descobrir e demonstrar
proposicdes. Todavia, ha a necessidade de esclarecer a que Newton esta se referindo
quando atribui ao seu método essa dupla tarefa. Talvez, alguns de seus manuscritos
matematicos (que ndo foram publicado em nenhum meio — tanto impresso quanto por
circulagdo copiada) possam fornecer algumas pistas importantes.

A partir da publicacdo da segunda edi¢do dos Principia, em 1713, Newton
planejou algumas reformulagdes para uma nova tiragem dessa segunda edigdo®'. Em
uma das versoes de um possivel prefacio para essa nova tiragem, Newton afirmou o

seguinte sobre os gedmetras gregos:

40 Newton, tratando-se na terceira pessoa, publica esse texto anonimamente como

refor¢o e comentario ao texto de acusacdo a Leibniz Commercium epistolicum (1713). Nas palavras de
Newton: “Em novembro de 1684 Sr. Leibniz publicou os elementos de seu método diferencial na Acta
eruditorum e o ilustrou com exemplos de tragar tangentes e determinar maximos € minimos; e entao
adicionou: ainda todos esses resultados sdo somente as premissas de uma geometria bem mais sublime,
estendendo-se sem excegdo, aos problemas mais darduos e os mais belos das matematicas mistas, sem a
ajuda de meu calculo diferencial ou de outro similar [avt simili], ndo se saberia trata-los com muita
facilidade. As palavras outro similar [avt simili] simplesmente relatam o método do Sr. Newton. E a
sentenga toda contém nada mais do que Sr. Newton afirmou em seu método geral nas suas cartas de 1672
e 1676” (MP-8, p. 589). A citagdo apresentada aqui por Newton é do texto de Leibniz Nova methodus e o
conteudo das cartas ¢ o que Newton apresentou no texto De analysi per aequationes numero terminorum
infinitas (1669).
# Newton pretendia reforgar algumas das suposi¢des matematicas dos Principia.
Dai que se planejou, para uma nova tiragem da segunda edi¢do dos Principia, junta-los a um outro texto
De quandratura curvarum, escrito em 1673, que até entio também ja havia sido publicado com a Ofica
(1704). Newton, para tanto, elaborou um possivel prefacio para essa nova publicagdo conjunta que, afinal,
ndo se concretizou (cf. Whiteside, MP-8, nota 1, p. 647).
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“Os gedmetras antigos investigavam coisas buscando através da analise,
demonstrando-as quando encontravam através da sintese, publicando-as quando
demonstradas como elas poderiam ser recebidas na geometria. Eles ndo receberam
imediatamente na geometria uma vez resolvida [resoluta]**: existiu a necessidade de
sua solucdo pela composicio de suas demonstragdes. Pois a for¢a da geometria e seu
grande mérito assentam-se na total certeza de seus assuntos, e certamente em suas
demonstragdes especificamente compostas. Nessa ciéncia considerou-se necessario ser
compensado ndo somente pela concisdo da escrita, mas também pela certeza das
coisas” (MP-8, p. 452-453).

Para Newton, os antigos praticaram na investigacdo matematica dois métodos
denominados: andlise e sintese. A primeira apresenta-se como a solu¢do de problemas,
ou seja, a partir de um problema dado, introduzir-se-ia informagdes na investigacdo até
que a solu¢do do problema fosse alcancada — algo que ¢ refor¢cado em outra versdo
desse prefacio: “A analise dos antigos parece ter consistido na deducdo de conseqii€ncia
de dados até que as coisas buscadas resultassem” (MP-8, p. 444-445).

Por outro lado, a solugdo do problema em causa poderia ser demonstrado
segundo um caminho inverso. A partir do que se mostrou como solugcdo na analise,
haveria a possibilidade de se compor uma demonstragdo, que seria a verdadeira e
segura prova do que foi encontrado pela analise. Esse seria o caminho da sintese.
Newton ndo manifesta o fato dos antigos gedmetras terem evitado que a posteridade
conhecesse os procedimentos analiticos por eles utilizados para descobrir verdades na
matematica. No entanto, o que ¢ importante observar, ¢ o fato de Newton valorizar o
método sintético dos gedmetras antigos. Isso ajuda a explicar a virada conceitual que
aparece ap6s 1670. Ou seja, o que aparece nos Principia ndo ¢ mais uma algebra
fluxional mas sim uma geometria fluxional, onde duas das mais importantes
caracteristicas dos geOmetras antigos estdo presentes: o estilo sintético (como no
exemplo do Lema I), por um lado, e a constante aplicagdo da teoria das propor¢des entre
magnitude geométricas. Nesse sentido, as teorias das primeiras e ultimas razdes seriam
uma garantida do carater geométrico e por sua vez do rigor do método das fluxdes. E
nesse sentido que Newton critica os métodos algébricos da nova analise dos modernos

que se apoia em algum conceito de quantidades infinitamente pequenas:

“Este método [das fluxdes] deriva imediatamente de sua propria natureza, ndo de
indivisiveis, diferencas leibnizianas ou quantidades infinitamente pequenas. Pois ndo
existem quantidades primeiras nascentes ou quantidades ultimas evanescentes,

42 Segundo Whiteside, inicialmente Newton teria colocado ‘“problematum

resolutiones” [a resolug@o de problemas]. Tanto esses termos quanto “resoluta” se referem ao método de
analise, em outras palavras, como método para solucionar problemas (cf. MP-8, Nota 37. p. 453).
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existem somente razdes primeiras de quantidades nascentes e razoes ultimas de
quantidades ultimas evanescentes” (MP-3, p. 17-18).
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2. AAVALIAGAO DO METODO DAS FLUXOES N’O ANALISTA

Em 1734, n’O Analista, Berkeley descreve uma “certa” aceitabilidade que o

método das fluxdes newtoniano conquistou entre os matematicos de sua época:

“O método das fluxdes ¢ a chave geral com cuja ajuda os matematicos modernos
destrancam e revelam os segredos da geometria e, por conseguinte, da natureza. Como
foi ele que lhes facultou ultrapassar notavelmente os antigos na descoberta de
teoremas e na solucdo de problemas, seu exercicio e aplicagdo tornaram-se a principal
tarefa, se ndo a Unica, de todos aqueles que, em nossa era, se fazem passar por
geometras profundos” [italico meu] (Berkeley, 1979, §3, p. 66).

Com as suas justificativas para o método das primeiras e ultimas razdes, como foi visto,
Newton ndo somente acreditava ter se aproximado do estilo matematico dos gedmetras
antigos, como também pensava ter fornecido a fundamentacdo necessdria as suas
aplicagdes mecénicas. No Escoélio final aos onze lemas iniciais dos Principia, Newton
compara o carater geométrico das primeiras e ultimas razdes com indivisiveis de alguns

dos métodos analiticos:

“Mas, como a hipotese dos indivisiveis parece um tanto problemdtica [durior] e, por
isso, esse método [dos indivisiveis] € tido como menos geométrico, optei por reduzir
as demonstragdes das seguintes proposi¢des as primeiras e ultimas somas e razdes de
quantidades nascentes e evanescentes, isto €, aos limites dessas somas e razdes...”
[italico meu] (PN, 1999, p. 441).

O termo “geométrico” aqui esta realmente em oposi¢do ao termo “problematico”, isto ¢&,
0 que nao ¢ considerado geométrico apresentaria algum carater de duvidoso.

Da mesma maneira, em 1710, no Commercium epistolicum, Newton (referindo-
se a si mesmo na terceira pessoa) se compromete mais abertamente com a inexisténcia

dos infinitamente pequenos:

“Nés ndo temos idéias de quantidades infinitamente pequenas. Por isso, Sr. Newton
introduz fluxdes em seu método que procederiam ao maximo possivel com
quantidades finitas. Esse método ¢ mais natural e geométrico porque se fundamenta
nas razOes primeiras de quantidades nascentes [primae quantitatum nascentium
rationes | que tém uma existéncia na geometria...” (MP-8, p. 597).

O que ¢ real na matematica seria somente aquilo que possui uma correspondéncia
geométrica: ser apresentado sinteticamente, o que em geral significava ser o resultado
da manipulacdo de magnitudes finitas por intermédio da teoria das propor¢des. Pode-se
ler, portanto, a desconfianga de Newton da existéncia dos infinitesimais como uma

preocupagdo, em ultima instancia, com o rigor do método das fluxdes como um “todo”.
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Nesse sentido, ndo se justificaria a utilizagdo de uma hipdtese nas demonstragdes, ainda
que por seu intermédio se obtivessem resultados corretos. Newton esta preocupado em
fornecer uma adequada fundamentacdo, que resulta em exatiddo, para todos os
procedimentos de seu método, desde a apresentacdo dos objetos matematicos em jogo
até os principios e demonstragdes resultantes.

Contudo, n’O Analista, Berkeley elabora uma argumentagdo para “ofuscar” a
crenca de que o método das fluxdes ¢ matematicamente bem-fundamentado. Haveria
problemas no método newtoniano que prejudicariam diretamente o seu carater rigoroso.
Desse modo, € necessario apresentar agora quais s@o os argumentos de Berkeley para a
sua desafiadora empreitada: mostrar que Newton ndo teria alcancado a exatiddo que
tanto almejava para seu método fluxional. Além disso, € necessario confrontar os
argumentos de Berkeley com os principais pronunciamentos de Newton sobre esse
assunto, visto que tais argumentos sdo pretendidos como refutacdes as intengdes

originais de Newton.

2.1. Os dois percursos da critica de Berkeley ao método das fluxdes

Ja no inicio d’O Analista, Berkeley revela que adotara a postura de um “livre
pensador” para avaliar os “objetos, principios ¢ métodos de demonstragdo” da
matematica entdo adotada em sua época43. Essa informagdo possui uma interessante
caracteristica. Trata-se de uma estratégia argumentativa. Para compreendé-la, antes ¢
necessario observar que os objetivos que levaram a elaboracdo d’O Analista ndo sdo
somente de carater matematico. Ha ali também um objetivo teoldgico. Isso esta evidente
no proprio titulo do texto: “O Analista: um discurso dirigido a um matematico infiel, em
que se examina se o objeto, os principios e as inferéncias da analise moderna se
concebem de maneira mais distinta ou se deduzem de maneira mais evidente que os

. . en L ey 44 -~ . . ,
mistérios da religido e as propostas da fé” ™. O que se propde investigar ¢ se um

e Cf: Berkeley (1979, §2, p. 65). Berkeley utiliza os termos “livre pensador” em

outros de seus textos, como por exemplo Alciphron (1732), para se referir a pensadores céticos e ateus
(cf. Robles, 2006, p. 19-20).

4 Segundo Robles, existem bidgrafos de Berkeley que apontam com sendo o
fisico e matematico Edmund Halley (o do tdo famoso cometa Halley) esse infiel matematico em questio.
O Analista teria sido escrito em resposta a uma atitude de Halley: ter convencido Samuel Garth (um
amigo em comum com Berkeley) a ndo receber seus ltimos servigos espirituais no leito de morte. Pois,
para Halley, a religido estaria repleta de mistérios e sofismas a ponto de ndo valer a pena confiar nela.
Robles ndo assegura a veracidade de tal fato. Porém coloca O Analista como parte de um projeto
berkeleyano para atacar o ateismo e ceticismo, tentando assegurar a possibilidade do ensino da religido
cristd. O Analista, nesse sentido, seria um texto dirigido de maneira mais geral a matematicos modernos
descrentes e difamadores da religido (cf. Robles, 2006, p. 19-20).
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matematico teria a permissdo para tratar a matematica como mais importante que a
religido. Isso porque os objetos com as caracteristicas dos mistérios (presentes na
religido, isto &, os objetos da fé) nunca seriam admitidos nas rigorosas demonstragdes
matematicas. Para Berkeley esse é “o caminho mais curto para se produzir infié¢is”
(Berkeley, 1979, §1, p. 65). A estratégia argumentativa, portanto, ¢  assumir
transitoriamente a posi¢do de um matematico moderno ( que considerasse ao mesmo
tempo a religido como duvidosa) para avaliar a entdo matematica praticada pelos
modernos, como, por exemplo, o método das fluxdes. Portanto, a posicdo de um “livre
pensador” pode ser caracterizada, n’O Analista, como sendo a de um matematico
moderno que aceitaria do método das fluxdes, devido ao seu tratamento rigoroso, € que,
ao mesmo tempo, desconsideraria a religido por seu rigor demonstrativo ser prejudicado
pela aceitagdo dos “mistérios” (objetos impossiveis de serem apreendidos pela razdo
humana).

Desse modo, se alguém julga a religido como inexata, deve existir um ponto de
referéncia para realizar tal avaliacdo. Isso se encontraria na propria matematica até
entio aceita. E nesse sentido que Berkeley localiza, de maneira geral, o que seria um
elementar critério para avaliar o rigor da matematica (que os proprios matematicos

teriam utilizado), em especial a geometria:

“Tem sido uma observag@o antiga que a geometria ¢ uma excelente logica. Deve-se
reconhecer quando as defini¢des sdo claras, quando os postulados ndo podem ser
recusados nem os axiomas negados; e quando a partir da nitida contemplacdo e
comparagdo de figuras suas propriedades sdo derivadas pela cadeira continua e bem
conectada de conseqiiéncias, permanecendo os objetos ainda presentes a mente e a
atencdo sempre voltada a eles. Adquire-se com isso um habito de raciocinio,
minucioso, exato e metddico: habito esse que fortalece e ilumina a mente e torna-se de
uso geral na investigagdo da verdade, ao se transferir para outros assuntos” (Berkeley,
1979, §2, p. 65).

Ha, portanto, trés ambitos que estariam em questdo quando se avalia o rigor de uma
investigacdo. Berkeley ressalta o fato da geometria ser uma /dgica, no sentido, de as
verdades geométricas resultarem de (a) defini¢cdes claras dos objetos geométricos; (b)
principios auto-evidentes; e (c) propriedades derivadas por uma série interligada de
s ro- 45 r .. . .. e .
raciocinios ~. Desse modo, um método matematico seria rejeitado por utilizar objetos

ininteligiveis ou por utilizar principios e ilegitimas inferéncias demonstrativas. O que ¢

45 ~ , . qe . . .
Segundo Jesseph, ndo ha nada de idiossincratico nesses critérios apresentados

por Berkeley. Tratar-se-ia do mais elementar padrdo de rigor matematico aceito até entdo. Em especial,
esses critérios evocariam principios 16gicos apresentados por Aristoteles nos Analiticos Posteriores. (cf:
Jesseph, 1993, p. 183-185) e (cf: Jesseph, 2005, p.299).
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importante frisar ¢ a real semelhanga entre o que Newton aceita como critério para
apontar o valor do método das fluxdes e o que Berkeley evoca aqui. As primeiras e
ultimas razdes s3o geométricas e, desse modo, tém todas as possibilidades de
corresponder aos ideais acima. Portanto, serd a partir desse trés pontos retirados da

propria pratica matematica dos modernos que Berkeley ira avaliar o método das fluxdes.

2.1.1. A critica aos objetos do método das fluxées

Berkeley destaca os momentos newtonianos como sendo os objetos prioritaria e
inevitavelmente admitidos pelo método das fluxdes. Seu julgamento se apdia em dois
textos de Newton o Lema II, Livro II, dos Principia, e a versdo publicada como
apéndice da edigdo latina da Opticks do De quadratura curvarum. Segundo Berkeley,
“velocidades sdo chamadas fluxdes [fluxions]; enquanto que as quantidades
[matematicas] geradas sdo chamadas quantidades fluentes [flowing quantities]”
(Berkeley, 1979, §3, p. 66). Fluxdes e quantidades fluentes surgiriam em partes
infinitamente pequenas de tempo. E aqui que se chega ao conceito de momento: as
quantidades fluentes geradas nessa quantidade infinitamente pequena de tempo. Como
visto no primeiro capitulo, no texto do De methodis, Newton apresenta uma igualdade
entre a fluxdo e os acréscimos (ou decréscimos) das quantidades fluentes gerados nesse
tempo infinitamente pequeno. No Lema II (Principia, Livro II), considerando essa
igualdade, Newton nomeia ambos de momentos. Berkeley reproduz essa diferente

atitude de Newton n’O Analista:

“Afirma-se que essas fluxdes, quase como os incrementos das quantidades fluentes,
sdo geradas nas menores particulas de tempo iguais, ¢ que sdo exatamente iguais na
primeira propor¢do dos incrementos nascentes ou na ultima dos incrementos
evanescentes. Por vezes, no lugar das velocidades, sdo considerados os aumentos ou
decréscimos momentaneos de quantidades fluentes indeterminadas, sob a
denominagio de momentos” (Berkeley, 1979, §3, p. 66)*.

Ha ainda dois aspectos importantes da nocdo de momento que se deve
esclarecer. O primeiro ¢ a interpretacdo que coloca os momentos como as quantidades
com as quais os movimentos se iniciam ou finalizam. Porém, ndo se deve concebé-los
como quantidades finitas, isto €, desconsideram-se as magnitudes dos momentos, pois

sdo quantidades que se localizam entre o nada e uma quantidade finita e, assim, s@o

4 Ou ainda nas palavras de Newton: “[os] incrementos ou diminuigdo

momentaneos [das quantidades matematicas] sdo o que eu chamo de momentos (...). O mesmo ocorre se
em lugar de momentos se tratar das velocidades dos incrementos (que também podem chamar-se
movimentos, mutagdes, fluxdes de quantidades) ou bem de qualquer quantidade finita proporcional as
ditas velocidades” (PN, 1999, p. 647).
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compreendidos como “principios que geram quantidades finitas”. O outro aspecto
refere-se a possibilidade de se determinar momentos de ordens superiores. Isso significa
que se pode obter uma nova fluxdo instantdnea a partir de uma primeira. O que
possibilita isso € o tempo matematico, pois ele ¢ comum a todos os movimentos a ponto
de ser reutilizado na obtenc¢do da velocidade instantanea com que um primeiro momento
¢ produzido. Tal velocidade instantdnea constitui-se um momento de um primeiro

3

momento. E esse processo pode prosseguir indefinidamente: “...das citadas fluxdes
existem outras fluxdes, sendo estas fluxdes das fluxdes chamadas de segundas fluxdes.
E as fluxdes dessas segundas fluxdes sdo chamadas de terceiras fluxdes, e assim
sucessivamente, quarta, quinta, sexta etc., ad infinitum” (Berkeley, 1979, §4, p. 67). Ou

ainda nas palavras de Newton, no De quadratura, sobre as fluxdes de outras ordens:

“Existem fluxdes de fluxdes (...), mutagdes mais ou menos rapidas que podem ser

Z’yﬁxﬁv

chamadas segundas fluxées de que podem ser marcadas como Z>)V>X,V | As

Z)yﬂxﬁv

primeiras fluxdes dessas, ou as ferceiras de , sdo portanto Z,Y, X,V e as

quartas sdo Z, Y, X,V ..” (MW-2, p. 143).
Com isso, tem-se o suficiente para apresentar a critica. Segundo Berkeley, esses
objetos tornam-se suspeitos, com respeito a inteligibilidade, em virtude da maneira
como as faculdades mentais se estruturariam e tém acesso aos seus contetidos. As

faculdades em questdo s@o os sentidos e a imaginagao:

“..assim como nossos sentidos ficam exauridos e intrigados com a percepcdo de
objetos extremamente diminutos, também a imaginacdo, faculdade que deriva dos
sentidos, fica sumamente exaurida e intrigada para conceber idéias claras das
particulas mais diminutas do tempo, ou dos infimos incrementos ai gerados; ¢ muito
mais ainda para compreender os momentos ou incrementos das quantidades fluentes
em statu nascenti, em sua origem ou primeirissimo comeco da sua existéncia, antes de
se tornarem particulas finitas” [italico meu] (Berkeley, 1979, §4, p. 67).

Nessa instancia da critica, hda um duplo comprometimento. Um deles ¢ considerar os
sentidos como padrio para as demais atividades cognitivas. A imaginagdo, em
particular, seria restrita aos mesmos limites da sensibilidade. Assim, tudo o que ndo
fosse possivelmente perceptivel e, por conseguinte, imaginavel, tampouco seria
inteligivel. Em segundo lugar, trata-se do vinculo entre tais faculdades. Entende-se que
a imaginacdo “deriva-se” dos sentidos, supostamente, porque quem fornece o contetido
para imaginacdo € a propria faculdade dos sentidos. Sem esse vinculo, a imaginagdo nao
atuaria ou, até mesmo, ndo existiria. Assim, o vinculo ndo s6 possibilita a atuacdo da

propria imaginagdo, como, também a limita a produzir objetos que nunca ultrapassarao
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as caracteristicas dos objetos fornecidos pelos sentidos. Imaginar ¢ trabalhar com o que
¢ primeiramente sensivel. Berkeley atribui a essas duas faculdades o papel de
determinar se algo € compreensivel ou ndo. Portanto, o critério de inteligibilidade
berkeleyano exige que o objeto geométrico seja acessivel por alguma dessas duas
faculdades.

E nesse sentido que os momentos sio interditados como conceitos de objetos
ininteligiveis. Como os momentos sdo compreendidos como quantidades sem
magnitudes, geradas em um fluxo temporal infinitamente pequeno, encontram-se além
da nossa capacidade de imaginac¢do. Os sentidos ndo percebem o que estd além do que ¢
finito. O contetdo que ¢ imaginado incide no mesmo campo do conteudo dos sentidos:
o do finito. Com tal critério, tudo o que diz respeito quanto ao conceito de momento fica
inteiramente rejeitado. Por exemplo, recusa-se o processo de se obter fluxdes
instantanea de outra, ou momento de outro momento ad infinitum. Pois, a “...celeridade
incipiente de uma celeridade incipiente, o0 aumento nascente de um aumento nascente,
isto é, de uma coisa que ndo tem magnitude, (...), a menos que eu me engane, Sse

revelard impossivel...” (Berkeley, 1979, §4, p. 67).

2.1.2. A critica aos principios e as demonstragées do método das fluxées

Existem n’O Analista dois exemplos de demonstracdo newtoniana que se
baseiam em momentos. Serd suficiente, para se compreender a critica de Berkeley,
analisar somente uma dessas demonstracdes de Newton. Em especial, aquela onde
Newton demonstra (Lema II, Livro II, dos Principia) como encontrar o momento gerado
pelo movimento nascente de duas quantidades fluentes multiplicadas. Para tanto, pode-
se agora dizer que os enunciados apresentados acima (quanto aos objetos dos método
das fluxdes) entram como principios que determinariam os passos demonstrativos.
Dessa maneira, a apresentacdo dos problemas demonstrativos deve ser considerada
também como uma critica tanto para os principios utilizados nessas demonstracdes

como também para os resultados obtidos.

Assim, para um retangulo de lados 4 e B, encontra-se como momento 4B +0b04

Nas palavras de Newton:

“Caso 1: Um retangulo qualquer, como AB, aumentando por um continuo movimento,
quando ainda faltava dos lados 4 e B a metade de seus momentos (% )” e (% )’ , era

4- (%}’ multiplicado por & - (%)) , ou 4B - (%)13 - (%)5‘4 * (%}’b ;

todavia, assim que aos lados 4 e B sdo acrescidos as outras metades dos momentos, o
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retingulo  transforma-se em 4+ (% % multiplicado por B+ (%)5 , ou
4B + (% )”B + (% )5‘4 + (% }’b . Subtraia-se desse retdngulo o retingulo anterior e

restard o excesso @B +bA  Portanto, com a totalidade dos incrementos a e b dos lados

a- (15 (5 )k
4 L Ugh
B
< 5-(5)
-
- ~ /
A
Figura 2.1

gera-se o incremento 4B +bA do retangulo. Q.E.D.” (PN, 1999, p. 648).

Mesmo que Newton ndo tenha apresentado as figuras propriamente ditas, sera
interessante construi-las aqui como um auxilio explicativo do que esta exposto nessa
demonstrag@o. Primeiro, Newton considera que a multiplicacdo de duas linhas, 4 e B,
geram o retangulo AB (ver figura 2.1). O que ¢ importante frisar o objetivo dessa
demonstrag@o: encontrar o momento de um movimento nascente (isto €, momento pelo
qual o retangulo AB ira aumentar). A partir disso, pode-se distinguir dois passos: (I) é
possivel determinar a quantidade desse retangulo quando ainda faltava meio momento

para se chegar em AB. Isto €, o retangulo (antes de ser 4B) poderia ser expresso pela

AR RIAS

Efetuando a multiplicagdo, obtém-se como resultado:

AB_(%)aB—(%)bAJr %)ab

O outro passo (II), pode ser identificado como sendo o fato de Newton encontrar a

multiplicagdo dos lados:

quantidade do retdngulo AB apds transcorrer meio momento desse mesmo retangulo. Ou

seja, que a multiplicacdo dos lados fosse:
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A+ (%)ﬂ e B+ (%)5 (ver figura 2.2);

gerando como resultado:
AB + (%)GB + (%)bA + (%)ab ‘

Portanto, o momento inteiro do retdngulo serd a soma do valor final do retangulo

(apresentado no segundo passo) menos o inicial (obtido no primeiro passo):

S R 2 R VA T S R A R VA TR VAT
Cas = a5 ) (05 s + (b L [ b+ (g a ] [0 e~ (3D |

e que resultard em: aB+DA,

}B+@4%

g
A (1)

Figura 2.2

Sdo dois os problemas que Berkeley encontra na obtengdo desse resultado. O
primeiro surge do confronto entre duas hipoteses:
(H.1) O movimento ¢ nascente, ou seja, o retangulo AB esta
aumentando por um continuo movimento;

(H.2) Considerar o retangulo como incompleto, isto ¢, como

faltando (% )” e (% )’7 .

Essa duas hipoteses sdo mutuamente excludentes, porque, ao se afirmar (H.1), Newton
se compromete com o movimento nascendo a partir de um limite determinado. O

momento determinara o primeiro movimento a partir desse limite estabelecido. Nesse
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caso, os limites seriam os lados do retangulo, a saber: a linha 4 ¢ a linha B. No entanto,
Newton assume como um passo demonstrativo o que esta expresso em (H.2). Isso faz
com que o movimento evanesga em direcdo aos limites. Em (H.1) o movimento sai dos
limites, enquanto que em (H.2) o movimento vai em direcdo a eles. Ora, se o
movimento ¢ nascente, como descreve (H.1), o que autoriza ja em seguida assumir a
hipotese (H.2) que trata o movimento como evanescente? Para Berkeley ndo hd nada
que permita essa mudanga, ou seja, a hipotese (H.1) ndo implica diretamente (H.2). E
por isso que mais adiante ele conclui: “...ndo ¢ facil conceber por que devemos tomar
quantidades inferiores a A e B para obter o incremento de 4B, procedimento do qual

devemos admitir que a causa ou motivo ultimo ¢ obvio...” (Berkeley, 1979, §11, p. 71).

Aqui, a “causa” ou “motivo” wltimo nada mais ¢ do que o resultado @B+bA. Newton,
na visdo de Berkeley, acreditava na veracidade desse resultado, mas tivera dificuldade
para mostrar como alcancga-lo. Para Berkeley, ¢ evidente que Newton, e os seus
seguidores, teriam se contentado muito facilmente com as demonstra¢cdes do método
das fluxdes. A crenga na veracidade do resultado teria os impedido de diferenciar entre
a certeza e a utilidade de um procedimento demonstrativo, permitindo que erros fossem
introduzidos em tais demonstragdes sem serem percebidas. E esse o significado da

seguinte acusacao:

“Quando um homem, por métodos ndo geométricos nem demonstrativos, convence-se
da utilidade de certas regras e, em seguida, as propde a seus discipulos como verdades
indubitaveis e se empenha em demonstra-las de maneira sutil, com ajuda de idéias
requintadas e complexas, ndo € dificil conceber que seus discipulos, para se pouparem
do problema de pensar, inclinem-se a confundir a utilidade de uma regra com a certeza
de uma verdade e a aceitar uma pela outra, especialmente se forem homens mais
acostumados a fazer célculos do que a pensar, ¢ mais ansiosos por avangar com
rapidez do que dispostos a seguir cautelosamente e enxergar o caminho com clareza”
(Berkeley, 1979, §10, p. 70).

Passando a outra problematica encontrada por Berkeley, ela diz respeito também
a outras duas hipoteses assumidas.
(H.3) Os momentos ndo sdo quantidades finitas, mas “principios
geradores” dessas quantidades;
(H.4) Os momentos podem ser divididos, ou seja, considerado
em suas metades;
Novamente, essa duas afirmac¢des sdo contraditorias entre si. Como visto na se¢io
anterior, (H.3) descreve uma das caracteristicas dos objetos denominados como

momentos. Na demonstra¢do de Newton, ela entra sim como uma “premissa” ou espécie
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de principio que regularia a cadeia de raciocinio da demonstragdo. Isso porque ¢ a
finalidade central da demonstragdo determinar esse tal objeto denominado como
momento. Contudo, na sua pratica demonstrativa, Newton parece ndo levar em
consideracdo o que esta descrito em (H.3). Visto que os momentos nao sdo quantidades
finitas, eles ndo podem assumir caracteristicas dessas quantidades. Assim, ao praticar
(H.4), ou seja, dividir os momentos pela metade, Newton esta atribuindo uma
propriedade das quantidades finitas aos momentos: possuir magnitude que pode ser
distinguida em partes. Essa propriedade esta justamente sendo negada em (H.3).
Berkeley deixa evidente esse problema da seguinte maneira: “Afirma-se que a
magnitude dos momentos ndo ¢ levada em conta, mas supde-se que esses mesmos
momentos se dividam em partes.” (Berkeley, 1979, §11, p. 71).

Cabem ainda algumas reflexdes sobre essa critica de Berkeley a essa
demonstragdo newtoniana. Em qual sentido, inicialmente, se pode dizer que existe um
descontentamento por parte de Berkeley em relagdo a demonstracdo de Newton? Na
verdade, essa pergunta exige um maior esclarecimento (além do que foi feito) da
acusacdo de non sequitur de Berkeley ao raciocinio de Newton para encontrar o
momento do retingulo 4B. Com o objetivo de levantar varios problemas para os
analistas modernos refletirem, problemas esses apresentados no corpo d'O Analista,
Berkeley elabora uma grande lista de perguntas no final do proprio texto. Em uma dela,
a Questdo 28, existe algo que pode ser utilizado para precisar tal acusacdo a Newton:
“Ndo seria a mudanca de hipdteses ou (como poderiamos chamar) a fallacia
suppositionis um sofisma que contagia larga e amplamente os raciocinios modernos,
ambos na filosofia mecanica como na abstrusa e refinada geometria?” (Berkeley, 1979,
Questdo 28, p. 98). Esta evidente que Berkeley acusa os modernos de se apoiarem em
falacias, tanto na geometria como também na fisica (ou melhor, mecénica). O
importante ¢ que ele denomina a falacia em jogo: fallacia suppositionis. O significado
disso ¢ que alguns dos raciocinios utilizados pelos modernos supdem hipoteses que sdo
alteradas sem uma justificativa adequada. No caso da demonstracio de Newton,
apresentada acima, quando de (H.1) vai-se para (H.2), ou de (H.3) vai-se para (H.4), na
perspectiva de Berkeley, esta se mudando de hipotese sem, na verdade, justificar tal
alteracdo. Ha, nesse sentido, auséncia de elementos que justifiquem tal mudanga de
hipéteses. Isso é uma falacia, ou melhor, uma fallacia suppositionis.

Ainda para deixar mais evidente o erro de Newton na demonstracdo, Berkeley

corrige a demonstragdo e apresentada o que resultaria caso ndo se altere as hipoteses
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assumidas inicialmente. Isto ¢, se for tratado o movimento realmente como nascente,
sem considerar que alguma quantidade esteja faltando, muito menos dividida pela

metade mas sim como sendo acrescentada, obteremos como momento o seguinte

resultado aB+bA+ab: “Mas esta claro que o método direto e verdadeiro para obter o
momento ou incremento do retangulo AB ¢ considerar os lados aumentados por seu
incrementos inteiros” (Berkeley, 1979, §9, p. 70). Aqui ndo ha erro demonstrativo, pois
“...1sso ¢ universalmente valido para as quantidades a e b, sejam elas o que forem,
grandes ou pequenas, finitas ou infinitesimais, incrementos, momentos ou velocidades”
(Berkeley, 1979, §9, p. 70).

Para Berkeley, portanto, esse seria o raciocinio correto para se apresentar a
demonstrag@o. Porém, ¢ evidente que Newton nao aceitaria como sendo a resposta final
do problema, pois haveria a necessidade de encontrar um meio de eliminar a quantidade

ab. E por isso que Berkeley mais a diante firma:

“A situacdo ¢ realmente dificil. Nada se pode fazer enquanto ndo se descarta a
quantidade ab. Para tanto, a idéia de fluxdes ¢ deslocada, ¢ colocada sob diversos
prismas; aspectos que deveriam ser claros como principios fundamentais sdo
confundidos e termos que deveriam ser usados de maneira constante sdo ambiguos”
(Berkeley, 1979, §10, p. 70).

2.2. A caracteristica infinitesimal dos momentos newtonianos

Berkeley ndo se limita ao ataque a crenca do rigor do método newtoniano n’O
Analista. Ha outro alvo ao qual se direciona a mesma espécie de critica feita a Newton.
Esse outro alvo é o Calculus differentialis, na versio de L’Hépital”’. Por um lado, no
método de Newton, o conceito principal criticado é o conceito dos momentos. Por outro
lado, Berkeley elege as diferengas infinitamente pequenas, ou infinitesimais, como as
responsaveis pela imprecisdo das demonstracdes no calculo diferencial. Segundo
Berkeley, o calculo diferencial “atende a todos os mesmos fins e efeitos que o das
fluxdes” (Berkeley, 1979, §6, p. 68). Porém, o primeiro utiliza conceitos infinitesimais
ao invés de momentos.

Apods a critica aos momentos, a primeira vez que aparece n’O Analista
consideragdes acerca do calculo diferencial ¢ no paragrafo 5. Berkeley o faz em

comparagao com o método newtoniano:

4 Apesar de Berkeley ndo mencionar, a sua critica estd realmente dirigida a

versdo de L’Hospital, apresentada na Analyse des infiniment petits (1696). A apresentacdo d’O Analista é
uma espécie de parafrase do texto de L’Hopital (cf. L’Hopital, 1768, prefacio, p. 17-18).
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“Supoe-se, até entre nos proprios, que os matematicos estrangeiros procedem de uma
maneira menos precisa e, talvez, menos geométrica, no entanto mais inteligivel. Ao
invés de quantidades fluentes e suas fluxdes, eles consideram as quantidades variaveis
finitas como aumentando ou diminuindo pela continua adi¢do ou subtragdo de
quantidades infinitamente pequenas. Ao invés das velocidades com as quais os
acréscimos sdo gerados, eles consideram os proprios aumentos ou diminuigdes, que
chamam diferengas e que supoem como infinitamente pequenas. A diferenga de uma
linha é uma linha infinitamente pequena; de um plano, um plano infinitamente
pequeno. Eles supdem que as quantidades finitas consistem [consist] de partes
infinitamente pequenas e que as curvas sdo poligonos cujos lados sdo infinitamente
pequenos e determinam a sua curvatura pelos angulos que os lados formam uns com
os outros”. [italico meu] (Berkeley, 1979, §5, p. 67).

Berkeley expoe o calculo aproximando os conceitos centrais dos dois métodos, ou seja,
momentos e diferengas. A concepcdo cinematica da matematica newtoniana permite
admitir que magnitudes geométricas possuem velocidades em seu primeiro estado de
geracdo ou alteracdo. No entanto, no céalculo diferencial ndo ha a concepgao cinematica
de matematica e a primeira variagdo de uma magnitude surge com o acréscimo continuo
de uma grandeza infinitamente pequena ou infinitesimal. Esse acréscimo ¢ a diferenca
de uma magnitude®®. O papel comum de ambas, tanto do momento quanto da diferenca,
¢ representar a primeira variagdo possivel das magnitudes. Assim, por exemplo, no caso
do célculo, a primeira possivel variagdo de uma linha surge como o acréscimo de sua
diferencga, isto é, de uma linha com grandeza infinitamente pequena.

Mesmo indicando a semelhanca nos papeis desempenhados pelas diferencas e
momentos em seus respectivos métodos, Berkeley leva em consideracdo suas
desigualdades quanto a justificagdo. Como visto, Newton tentou conferir um carater
geométrico aos momentos ao fundamenté-los na teoria das primeiras e ultimas razdes* .
Agora, no calculo diferencial, Berkeley parece estar ciente da auséncia de qualquer
tentativa de explicitar o carater real e geométrico das diferencas, e por isso seria justo
considerar o calculo diferencial como sendo “menos preciso € menos geométrico”.

Todavia, a primeira vista, a inteligibilidade do calculo ndo estaria por isso

48 Nas palavras de L’Hopital: “Definigdo II: As porgdes pelas quais quantidades

varidveis continuamente aumentam ou diminuem sdo chamadas diferengas...” (L’Hopital, 1768, p. 1)

9 A base fundamental da teoria das primeiras e ultimas razdes ¢ a concepgao de
limite. Nos movimentos nascentes e evanescentes existe um limite de onde o movimento parte ou para
onde ele tende, mas nunca ultrapassa. E nesse limite que essas quantidades assumem razio de igualdade.
No entanto, para Newton, os limites podem ser determinados geometricamente: “Ai [nas quantidades
evanescentes] existe um limite que sua velocidade pode atingir no fim do movimento, mas nido pode
exceder. Essa € sua ultima velocidade. H4 um limite semelhante para todas as quantidades que comegam
ou terminam sua existéncia. E ja que esse limite ¢ certo e definido, a determinagdo dele € propriamente
um problema geométrico. Mas tudo o que ¢ geométrico ¢ legitimamente usado na determinagdo e
demonstragdo de tudo o que pode ser geométrico” (PN, 1999, p. 441). Portanto, os limites, ao serem
determinados geometricamente, conferem um carater geométrico aos momentos.
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comprometida, pois sempre restaria a possibilidade de supor a presenga das diferengas
nas magnitudes finitas . Por exemplo, no inicio de sua obra, L’Hopital realiza um
pedido, ou melhor uma “Demanda ou Suposi¢do”: “Necessita-se que uma linha curva
possa ser considerada como uma reunido infinita de linhas retas, cada uma infinitamente
pequena; ou (que ¢ a mesma coisa) um poligono de um nimero infinito de lados, cada
um infinitamente pequeno...” (L’Hopital, 1768, p. 3). Para L’Hdopital,essa afirmagdo nao
revelaria problemas, pois 0 que a fundamentaria ¢ justamente seu carater de uma mera
suposi¢do. E a suposi¢io ¢ aceitiavel quando ndo gera erro. E por isso que L’Hopital
afirma no prefacio de sua obra: “Uma analise desse tipo nos conduz somente a
verdadeiros principios sobre as curvas” (L’Hopital, 1768, prefacio, p. 18). Em outras
palavras, se uma analise resultasse em falsidades, seria sinal de que a suposi¢do de
quantidades infinitamente pequenas seria falsa da mesma maneira. Portanto, esse seria o
unico nivel de comprometimento assumido com as quantidades infinitamente pequenas:
a suposi¢do de sua existéncia onde a sua veracidade pudesse ser garantida pelos
resultados verdadeiros obtidos.

Todavia, as exigéncias de Berkeley quanto a compreensibilidade ou
inteligibilidade poderiam ser retroagidas a propria suposi¢do do infinitamente pequeno.
Na visdo de Berkeley, mesmo ndo se afirmando no céalculo diferencial o carater real e
geométrico dos infinitésimos, o matematico ali estd pelo menos admitindo a
possibilidade de concebé-los de alguma maneira. Nas palavras de Berkeley, concebé-las
pela imaginagdo. Assim, tal possibilidade de supor algo esta relacionada a possibilidade
dele ser imaginado. E Berkeley ¢ contundente ao rejeitar a inteligibilidade dos
infinitamente pequenos mesmo como suposi¢des: “Ora, conceber uma quantidade
infinitamente pequena, isto ¢, infinitamente menor do que alguma quantidade sensivel
ou imaginavel, ou do que a menor magnitude finita, esta, eu confesso, acima de minha
capacidade”. (Berkeley, 1979, §5, p. 67). Portanto, as diferencas tampouco sdao objetos
claros a mente.

A critica ao calculo diferencial deve ser considerada como um ponto estratégico
para fortalecer a propria critica ao método das fluxdes. Em outras palavras, mesmo que
Newton tenha relutado para se afastar de qualquer espécie de infinitamente pequeno,
Berkeley ainda o acusa de ndo ter alcangado tal objetivo. E no paragrafo 11, d’O
Analista, que se aponta o carater infinitesimal das quantidades utilizadas na
demonstragdo de Newton, no Lema II, Livro II, dos Principia. O argumento

berkeleyano focaliza o proprio conceito de limite matematico: uma das pecas
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fundamentais da teoria das primeiras e Ultimas razdes. Berkeley raciocina da seguinte
maneira. Primeiro, para Newton, os limites matematicos ndo podem ser compreendidos
como limites ao estilo da geometria euclidiana, ou seja, que sdo meros pontos ou linhas
sem magnitudes. A propria terminologia newtoniana (“‘quantidade nascente” ou
“acréscimo momentaneo”) exige essa diferenciacdo. Porém, em segundo lugar, mesmo
que tais acréscimos fossem algo superior ao nada, eles n3o seriam, no entanto,
quantidades finitas. No entanto, aqui pode-se questionar: essa ndo ¢ uma das principais
caracteristica das quantidades infinitesimais, a saber, ser um acréscimo e possuir uma
magnitude que se pode desconsiderar? A resposta de Berkeley € enfatica: momentos,
fundados nessas razdes primeiras e ultimas, ainda sdo infinitésimos. Nas palavras de
Berkeley: “pelo que entendo, ndo se pode admitir uma quantidade como meio-termo
entre uma quantidade finita e o nada sem admitir infinitésimos” (Berkeley, 1979, §11, p.
71).

Mas Newton ndo enfatizara que se deveria levar em conta somente as razodes
geométricas e, assim, a relacdes de proporcionalidade dessas quantidades? Para
Berkeley, isso ndo ¢ uma justificativa que evitaria tais infinitésimos, ao estilo do célculo
diferencial. Pois na demonstracdo acima mencionada, Newton trata os momentos
enquanto quantidades. Ao dividi-los em partes deixou-se de considerar a propor¢do dos
momentos para trata-los como magnitudes bem determinadas. Portanto, para Berkeley,
ndo € obvio e facil de explicar como o método das fluxdes € geométrico, porém,
desprovido do comprometimento com quantidades infinitamente pequenas. Desse
modo, Berkeley ¢ contundente:“De fato, embora se tenha empregado muitos artificios
para escapar ou evitar a admissdo de quantidades infinitamente pequenas, parece que

ainda foi ineficaz.” (Berkeley, 1979, §11, p.71).

2.3. Os objeto das demonstragées matematicas nos Principios

Foi possivel, até agora, observar como se estrutura a critica de Berkeley ao
método das fluxdes. Resumindo os principais pontos, vimos que, primeiro, trata-se de
um questionamento sobre a inteligibilidade dos objetos matematicos, ou seja, para
Berkeley, de nenhuma maneira as faculdades cognitivas (como elas estdo vinculadas,
isto é, a imaginagdo subordinada aos sentidos) ndo conseguem estabelecer idéias
inteligiveis de tais momentos. Ao lado disso, as inferéncias (da demonstragdo

newtoniana) utilizam duas propriedades opostas dos momentos: o fato de ndo serem
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quantidades finitas, mas ao mesmo tempo poderem ser divididas (que ¢é uma
propriedade de quantidades finitas). Com base nisso, Berkeley conclui que os momentos
newtonianos em nada se distinguem das indesejadas diferencas infinitesimais (no estilo
leibniziano).

Como foi apresentada acima, a afirmacdo de Berkeley sobre a postura de um
“livre pensador”, no paragrafo 2, d’O Analista, deveria ser interpretada como uma
estratégia na construcao da critica ao método newtoniano. Mais precisamente, Berkeley
afirma que assumiria a posi¢do de um “livre pensador” para avaliar a matematica dos
“analiticos modernos”. Isso indica que os critérios para a propria critica estariam
subjacentes as consideragdes dos proprios analistas. Em especial, no caso de Newton,
Berkeley teria retirado da propria fundamentagdo newtoniana da matematica os critérios
para a critica ao rigor do método das fluxdes. Nesse sentido, Berkeley estaria aplicando
o proprio critério de rigor (para objetos ¢ demonstragdes matematicos) utilizado por
Newton. Se for assim, entdo, cabe uma pergunta a ser feita que diz respeito ainda sobre
o esclarecimento dessa critica de Berkeley a Newton: como deve ser compreendida a
afirmagdo de Berkeley sobre o vinculo da imaginagdo aos sentidos? A critica se formula
pela limitacdo existente na atividade imaginativa: ndo se ultrapassa as caracteristicas
sensiveis com o que ¢ produzido pela imaginacdo. Os momentos sdo inimaginaveis em
seu estado nascente.

Quando Newton atribui as primeiras e ultimas razdes um carater geométrico isso
ndo significa, pelo menos de maneira imediata, que a imaginacdo estaria subordinada ao
sensivel. Caso Newton assumisse isso, a sua seguinte afirma¢do sobre as quantidades

incomensuraveis poderia ser refutada:

“Poderia se objetar que se as ultimas razdes de quantidades evanescentes sdo dadas,
suas Ultimas magnitudes serdo dadas também; e assim, todas as quantidades
consistirdo de indivisiveis, contrariando o que Euclides provou com respeito aos
indivisiveis no Livro X de seus Elementos. Mas essa objecdo se baseia sobre uma
hipotese falsa. Pois as razdes ultimas com que as quantidades desaparecem nao sdo, na
verdade, as razdes das quantidades ultimas, e sim os limites para os quais sempre
convergem as razdes de quantidades decrescentes sem limite, e dos quais elas se
aproximam mais do que por qualquer diferenca dada, mas nunca vao além deles nem
realmente os atingem, até as quantidades serem diminuidas indefinidamente”. (PN,
1999, p. 442).

Ora, se Newton ndo quer que sua teoria das primeiras e ultimas razdes se confronte com
a teoria dos incomensuraveis, ¢ evidente que as quantidades em jogo ndo poderdo ser

constituidas de quantidades ultimas. Tais indivisiveis seriam essas quantidades tltimas.
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Euclides na definicdo 1, Livro X, dos FElementos, apresenta como magnitudes
incomensuraveis, ao contrario das comensuraveis, aquelas que ndo tém uma “medida
comum™. Isso significa que é possivel encontrar duas magnitudes desiguais ¢ que
nunca forneceriam uma magnitude ultima que as mensure. Uma prova dessa
interpretacdo encontra-se na aplicacdo da Proposicdo 2: “se, quando a menor de duas
magnitudes desiguais € continuamente subtraida alternadamente da maior, o que resulta
nunca medird a anterior, as magnitudes serdo incomensuraveis” (Heath, 1956, v-3, p.
17). Segundo essa afirmacdo, se duas magnitudes sdo incomensuraveis, ¢ possivel
repetir sem fim um processo de subtragdo, sempre a menor da maior’'. Subentende-se
nisso que as magnitudes ndo sdo formadas por uma quantidade ultima. Caso isso ndo
ocorra, poderia ser interpretado que na matematica somente existiriam magnitudes
comensuraveis, ou seja, magnitudes que sempre podem ser reduzidas a uma quantidade
ultima. Voltando a Newton, caso ele se comprometa com a relagdo descrita entre
imaginacdo e sentidos (para garantir a inteligibilidades dos objetos geométricos),
inevitavelmente existiria uma quantidade Gltima e sensivel, constituinte das magnitudes
geométricas. Portanto, se for levada em consideragdo essa atitude de aceitagdo dos
incomensuraveis, por parte de Newton, seria uma atitude muito precipitada atribuir a
critica de Berkeley, apresentada no paragrafo 3, d’O Analista, uma simples retomada de

um critério newtoniano.

2.3.1. O caso contra a infinita divisibilidade da extensao finita

O que deve ser investigado, no entanto, ¢ a possivel origem dessa relacdo
existente entre sentidos e imaginacdo, n'O Analista. Para isso, caso seja considerada
uma afirmacdo presente no ultimo paragrafo desse texto, surgira um excelente
indicativo para resolver essa questdo. Trata-se da afirmac¢do de Berkeley com respeito as
suas reflexdes (sobre a matematica dos analistas modernos) apresentados em outro texto

seu:

“Desde um longo tempo havia suspeitado que esta analitica moderna nao era cientifica
e disso havia publicado algumas pistas ha vinte e cinco anos. Desde entdo, dediquei-

%0 (cf. Heath, 1956, v-3, p. 10).

31 Nesse caso, sedo AB e CD duas magnitudes, onde CD>AB. Ao se realiza a
subtracdo CD-AB sugira uma magnitude que pode ser denominada FD, ou seja, CD-AB=FD (Sendo
CD>AB>FD). Mas ao continuarmos a subtragdo agora com AB e FD surgira uma outra magnitude GB,
ou seja, AB-FD=GB (sendo AB>FD>GB). Segundo essa proposi¢do 2 de Euclides, esse processo de
subtracdo pode seguir sem fim, caso as quantidades em questio sejam incomensuraveis. Isso quer dizer
que nunca se chegara a uma quantidade final que seja uma medida comum entre AB ¢ CD.
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me a outras ocupagdes e imaginava que me podia dedicar a algo melhor que a deduzir
€ reunir meus pensamentos sobre um tema tao refinado” (Berkeley, 1979, §50, p.95).

O texto ao qual Berkeley esta se referindo aqui é seu Tratado sobre os principios do
conhecimento humano, publicado em 17102, Desse modo serd interessante
compreender o papel dos sentidos e imaginacao, nesse texto de 1710, quanto ao que se
refere a geometria, para novamente analisar a critica apresentada no paragrafo 4, d’O
Analista.

Nos Principios, o modo como Berkeley considera a matematica — desde a
inauguracdo na antiga Grécia até os matematicos modernos (do periodo da publicacio
dos Principios) — é muito mais uma atitude de aprovagio do que qualquer outra coisa>.
A matematica possuiria principios e demonstragdes incontestaveis. Porém, a atitude de
Berkeley, nos Principios, quanto a essa ciéncia, ¢ mais a de denunciar principios
usados, ou pelo menos subentendidos nas demonstragdes, que impediria a propria

matematica de ser considerada uma ciéncia totalmente coerente:

“Vamos agora fazer um inquirimento concernente a outro ramo do conhecimento
especulativo: a matematica. Celebrada ao maximo pela sua clareza e certeza
demonstrativa, (...), no entanto nfo pode supor-se livre de erros (...). Embora os
matematicos deduzam os seus teoremas de um alto nivel de evidéncia, os seus
primeiros principios sfo limitados a consideragdo da quantidade; e como ndo
ascendem a investigacdo concernente as maximas transcendentais que influenciam
todas as ciéncias, cada uma de suas partes desde o inicio, inclusive a matematica, de
fato estdo sujeitos aos erros envolvidos nelas. Ndo se pode negar a veracidade desses
principios, nem a clareza e incontestabilidade da dedugdo efetuada; mas pode haver
maximas erroneas de extensdo superior ao objeto da matematica, tacitamente
admitidas no progresso desta ciéncia...” [italico meu] (PRI, §118, p.146).

Aqui ¢ possivel encontrar sim uma consideragdo favoravel ao trabalho matematico. Isso
esta explicito quanto Berkeley afirma a impossibilidade de “negar” a veracidade e
clareza dos principios e demonstragdes realizados no trabalho matematico. O
interessante que a afirmagdo como um todo, além de ressaltar esse lado “positivo” da
matematica, apresenta uma intengdo: apontar os seus compreensiveis desvios das
“maximas transcendentais que influenciam todas as ciéncias”, para entdo torna-la

corretamente fundamentada. Nos seguintes paragrafos dos Principios, Berkeley analisa

52 Mais precisamente, segundo Jesseph, Berkeley estaria se referindo aos §§130-

132, dos Principios (cf. Berkeley, 1992, nota 35, p 209).

3 Jesseph ¢ cuidadoso em seu texto para alertar que, antes dos Principios,
Berkeley manifestara uma intengao de reformular quase a totalidade da ciéncia matematica, em especial a
geometria: “Em seus primeiros cadernos de anotacdes, ou Comentarios Filosoficos[1707-1708],
Berkeley sublinhou um radical programa para a geometria que requereria a rejei¢do de quase tudo da
geometria classica” (Jesseph, 2005, p. 278). Essa atitude ndo esta presente, no entanto, nos Principios,
como sera possivel observar mais a frente.
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dois ramos da matematica: a geometria ¢ a aritmética. Aqui, portanto, o que interessa
nesse momento ¢ compreender a critica aos objetos da geometria.

Um dos problemas que Berkeley encontra na geometria diz respeito as maximas
sobre a extensdo. Trata-se da divisibilidade infinita da extensdo finita (divisibilidade
que vai potencialmente ao infinito) e da concepcdo da extensdo finita detentora de
infinitas partes (divisibilidade infinita atualmente percebida); essas sdo duas concepgdes
que tornariam o estudo da matematica tdo dificil e fastidioso. Contra a extensdo finita
como possuidora de infinitas partes, Berkeley argumenta inicialmente que: “Cada
extensdo finita particular pensavel ¢ uma idéia existente apenas no espirito, e, portanto,
cada parte dela deve ser percebida” (PRI, §124, p.149). Vé-se claramente, aqui, a
identificacdo da extensdo finita como sendo idéia. E parece ser fundamental a
compreensdo dessa identificagdo entre idéia e extensdo finita para o conhecimento
geométrico, pois Berkeley conclui ja em seguida a impossibilidade dessa espécie de
infinito atualmente percebido: “logo, se ndo posso perceber inimeras partes em uma
extensdo finita considerada, ¢ certo ndo estarem ai contidas” (PRI, §124, p.150).
Berkeley também relaciona idéia e extensdo finita para argumenta contra a extensao

potencialmente dividida infinitamente:

“...e ndo menos clara a impossibilidade de dividir cada uma das minhas idéias em um
numero infinito de outras idéias, isto €, ndo sdo infinitamente divisiveis. Se por
extensdo finita se entende algo diverso de uma idéia finita, ndo sei o que seja...” (PRI,
§124, p.149).

Dessa maneira, surgem as seguintes questdes: o que significa ser idéia e qual a sua
relacdo com a extensdo percebida (a ponto de eliminar qualquer no¢do de infinito)?
Como dessa nogdo da percepcdo (mesmo que seja da propria extensdo) deriva a
imaginacdo? Para responder isso, faremos uma breve digressdo sobre o significado
desse conceito de idéia — que parece ser um dos pontos importantes dessa
argumentacao.

Para Berkeley, ha trés possiveis origens para nossas id€ias, isto ¢, tudo o que ¢
idéia diz respeito, somente, ao conteudo fornecido por estas trés maneiras (PRI, §1,
p.103). A primeira ¢ recebé-las impressas de forma atual nos sentidos (como: cor,
cheiro, sabor, forma e varios sons). A segunda, trata-se das idéias que sentimos a partir
das paixdes e operagdes do espirito (sdo excitagdes como amor, alegria, repugnancia e
tristeza, que se sentem quando as sensagdes da primeira maneira atingem o espirito). E,

a terceira e ultima maneira, sdo as idéias que surgem com o auxilio da memoria e da
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imaginagdo ao compor, dividir ou representar as idéias surgidas pelas outras maneiras.
Sdo somente esses trés tipos de origem das idéias que Berkeley aceita, havendo,
todavia, entre elas uma ordem para que as idéias atinjam o espirito, cujo ponto inicial
sdo os sentidos.

Algo importante acerca da origem das idéias diz respeito a possibilidade do
conhecimento ou como algo pode vir a ser um genuino objeto conhecimento.
Argumenta-se, nos Principios, contra a possibilidade de haver um mundo independente
do que seja percebido por algum dos trés modos enunciados acima: “E que percebemos
nos além das nossas proprias idéias ou sensagoes? E ndo repugna admitir que alguma
ou um conjunto delas possa existir impercebido?” (PRI, §4, p. 104). Ao apontar essa
impossibilidade, Berkeley, necessariamente, identifica a idéia como o objeto do
conhecimento. Todo o conteudo que pode ser conhecido (ou contetido cognitivo) ndo
vai além das percepcdes ou das idéias adquiridas pelos trés modos acima citados; isso
resulta, obrigatoriamente, também, na negacao de idéias ou conhecimentos inatos. Nada
surge na mente sem que tenha uma relagdo com a percepcdo obtida por algum dos
orgdos dos sentidos.

Assim, falar de algo, inclusive sobre a existéncia, que ndo possua o respaldo no
fato de ser percebido ¢, para Berkeley, falar coisas sem sentido algum: “O que se tem
dito da existéncia absoluta de coisas impensaveis sem alguma relacdo com o seu ser-
percebidas parece perfeitamente ininteligivel” (PRI, §3, p. 104). Fica evidente que
pensar ¢ possuir idéias e possuir idéias €, antes de tudo, possuir percepgdes. A
compreensdo de algo esta intrinsecamente ligada a condicao de ser idéia percebida. O
objeto do conhecimento ndo pode possuir outra forma que ndo seja idéia.
Adicionalmente, essa orientacdo estd presente na doutrina contida na expressdo latina
do esse est percipi (ser ¢ ser percebido) (PRI, §3, p. 104), ou seja, ndo podemos nos
comprometer com a compreensdo ou inteligibilidade das coisas que se encontram fora
do ambito das coisas percebidas. O esse est percipi como apresentado aqui, agora
manifesta no minimo duas perspectivas: ele ¢ um principio que define o objeto do
conhecimento e, além disso, define um critério para a existéncia deles™*. Nessa segunda
parte, ele assevera que o que existe ¢ somente o que ¢ percebido. Desse modo, a

geometria, por encerrar pretensos objetos do conhecimento humano, deve possuir suas

> Isto é, podemos dizer que existem no minimo duas perspectivas para o “ser ¢

ser percebido” de Berkeley: uma epistemologica e uma ontoldgica.
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raizes (ou suas “maximas transcendentais”) nesse dois aspectos do “ser & ser
percebido”.

Pode-se agora retornar a discussdo sobre o fundamento do argumento de
Berkeley contra qualquer pretensdo sobre a infinitude da extensdo, extensdo essa
compreendida como o objeto de estudo da geometria. A possivel divisibilidade infinita e
a divisibilidade infinita atualmente percebida, a tal ponto aceitas entre os matematicos
que “ndo se admite duvida ou discussdo a tal respeito” (PRI, §123, p. 1149), s6
provocou paradoxos geométricos e por isso devem ser corrigidas. E, para corrigi-las,
Berkeley compreende que o objeto da geometria deve submeter aos padrdes comuns a
todas as percepcdes. Entdo, em se tratando de extensdo, a unica coisa que ¢ perceptivel,
que chegam ao espirito enquanto percepgdo, sdo quantidades finitas da extensdo. Os
sentidos nao conseguem perceber nada mais do que partes finitas e isso é percorrer uma
quantidade numeravel de partes. Todavia, qualquer interpretacdo de infinito considera a
extensdo como detentora de quantidades inumeravel de partes, o que ¢ uma manifesta
contradi¢do (PRI, §124, p. 149). O que ¢ numeravel € perceptivel pelo espirito, sendo o
contrario impossivel ou incompreensivel. Contudo, ndo seria a imaginagdo a
responsavel em conferir inteligibilidade a nocdo de infinito? Ou melhor, a imaginacao
ndo seria capaz de criar essas espécies de divisibilidade infinita?

Como ja citado, Berkeley aceita somente trés maneiras para que as idéias
cheguem ao espirito. A imaginac¢ao ¢ uma dessas trés, vista como uma faculdade ativa,
produtora de idéias. Contudo, existe um limite para ela: ter que se referir sempre aos
materiais oriundo dos sentidos; ha um vinculo entre os sentidos e a imaginagdo.
Berkeley consegue sustentar a existéncia desse vinculo ao observar que todas as idéias
que a imaginagdo produz podem, de alguma maneira, ser reduzidas a uma idéia vinda

pelos sentidos:

“..por mim tenho realmente a faculdade de imaginar ou representar-me idéias de
coisas particulares e de variamente as compor e dividir. Posso imaginar um homem
bicipite ou a parte superior de um homem ligada a um corpo de cavalo; posso
considerar a mao, os olhos, o nariz separados do resto do corpo. Mas olho ¢ mao
imaginados terdo forma e cor particulares. Igualmente a idéia de homem imaginado
tem de ser de homem branco ou preto ou moreno, direito, curvado, alto, baixo ou
mediano” (PRI. Int, §10, p.92)

Berkeley sustenta a sua tese ao indicar que os exemplos produzidos, tanto pela
composicdo como pela separacdo, sempre possuem algo que ¢ particularmente

percebido. Mesmo a composi¢do de idéias, como no exemplo da ligacdo da parte de um
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corpo humano ao de um cavalo, ndo retira a caracteristica de que cada parte ligada pode
realmente ser percebida pelos sentidos. A imaginacdo necessariamente atua sobre o
sensivel. Dessa maneira, nenhuma nog¢ao de infinito (potencial ou atual) conforma-se a
faculdade da imaginac¢do, pois ela ndo tem a capacidade de ir além do que ¢ finito, do
que ¢ particular. Compor e dividir € criar no¢des finitas a partir de percepgdes que sio,
elas mesmas, finitas ¢ anteriormente fornecidas pelos sentidos.

De forma mais pontual, agora, pode-se compreender o que Berkeley esta
reclamando, no paragrafo 4, para o método das fluxdes, no texto d’O Analista: o modelo
de inteligibilidade que nasce a partir do que € percebido. Isso significa que nem mesmo
a imaginac¢do consegue fornecer aos momentos ou infinitésimos o estatuto de objeto de
conhecimento, porque ultrapassam a possibilidade de serem percebidas pelos sentidos.

Como visto acima, a inteligibilidade ¢ retirada do proprio “material” com que a
imaginacdo trabalha; e mesmo que Berkeley compreenda ser uma faculdade ativa,
produtiva, a da imaginacdo, para ele, imaginar ndo significa produzir quantidades
infinitamente pequenas (sejam denominados momentos ou diferencas) a partir de
elementos finitos e muito menos retirar inteligibilidade de quantidade finitas, como s@o
os materiais sensiveis, para aplicar na possivel criacdo de nog¢des infinitas. “Se os
termos ‘extensdo’, ‘partes’ etc, estdo em sentido concebivel, isto €, sdo idéias, entdo,
dizer que extensdo ou quantidade finita consiste em uma infinidade de partes ¢
contradi¢@o tdo manifesta, que todos a véem imediatamente” (PRI, §124, p. 150).

Pode-se desse modo afirmar que Berkeley esta, sim, retomando n'O Analista
(para criticar Newton) um de seus elementos presentes nos Principios: o vinculo
existente entre sentidos e imaginagdo. E tal vinculo possui como base sustentadora as
caracteristicas dos objetos do conhecimento fundamentado na filosofia do esse est
percipi. A unica diferenca entre tais textos ¢ que, n'O Analista, Berkeley permanece no
plano da inteligibilidade dos momentos. Nos Principios, ¢ muito mais explicita a
conclusdo da ndo existéncia das infinitas partes em uma linha finita atualmente
percebida, ou seja, nesse texto Berkeley aplica seu “ser é ser percebido” tanto a
inteligibilidade como também a existéncia dessas noc¢des de infinitos. Por outro lado,
n'O Analista, Berkeley ndo necessita afirmar que os momentos ndo existem. Para acusar
o carater impreciso do método das fluxdes bastou apontar a inteligibilidade dos

momentos newtonianos.
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2.4. Conclusao

No capitulo anterior, vimos que Newton expressou severas restrigdes a
admissibilidade dos infinitesimais, utilizados em sua fase analitica e por métodos
analiticos de outros matematicos. O resultado dessas restricdes foi a elabora¢do do
método das primeiras e ultimas razdes. A principal vantagem vista em tal método foi a
sua evidente caracteristica geométrica. Para Newton, ser geométrico ¢é, antes de tudo, ser
real, ou seja, ndo se poderia duvidar da realidade dessas razdes presentes nos estado
nascente ou evanescente dos movimentos das magnitudes geométricas. Em especial,
pode-se dizer que a realidade dessas primeiras e Ultimas razdes seria garantida por
serem uma extensdo de propriedades de magnitudes finitas que ainda permaneceriam
em seus estados limites, isto €, antes do seu completo aniquilamento ou no exato
momento em que surgem. Desse modo, as relagdes de proporcionalidade presentes no
estado finito, antes do fim do movimento pelo qual sio supostamente geradas, sdo
preservadas.

No entanto, pode-se ler que Newton, ao utilizar as primeira e ultimas razdes no
método da fluxdes, estaria preocupado com o rigor com que as fluxdes fossem
determinadas. Apontar a realidade dessas razdes ¢ uma tentativa de fornecer um rigor
completo ao método das fluxdes. Isso distancia Newton da tentativa de justificar o
método das fluxdes somente pela veracidade dos resultados encontrados. Assim, ele ndo
aceita a hipdtese dos infinitesimais somente por serem uteis no sentido de produzirem
resultados verdadeiros.

Por sua vez, Berkeley langa duvidas sobre o carater rigoroso do método das
fluxdes. Por se apoiar em objetos ininteligiveis e demonstragdes falaciosas (por realizar
uma mudanca nao justificada de hipoteses), o método das fluxdes ndo seria digno de
confianga, enquanto método bem fundamentado. Nesse sentido, pode-se concluir, com o
que foi apresentado nesse capitulo, que o grande empenho de Newton para afastar dos
métodos analiticos se mostrou indcuo aos olhos de Berkeley. Isso esta realmente
evidente quando Berkeley argumenta que os momentos, como utilizados na
demonstracdo do Lema II, Livro II, dos Principia, iguala-se as caracteristicas dos tdo
suspeitos infinitesimais. Mais precisamente, para Berkeley, eles sdo idénticos aos
infinitesimais do método diferencial, denominados diferencas.

Sobre a critica de Berkeley a Newton, como foi visto, surgiu uma interessante

questdo. Até que ponto Berkeley estaria se apoiando em sua doutrina epistemologica e
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ontologica dos Principios para criticar a inteligibilidade dos momentos newtonianos?
Apesar de Berkeley afirmar que ira se comportar como um matematico “livre
pensador”, a conclusdo é que o problema do vinculo entre sentidos e imaginacdo tem
uma relagdo estreita com a filosofia do esse est percipi. O que necessita ser esclarecido
agora ¢ que Berkeley ndo estaria modificando sua estratégia argumentativa. Em outras
palavras, quando evoca o papel dos sentidos, ele estd pensando ndo particularmente em
Newton, mas nos matematicos “livre pensadores”. Pois, Berkeley reconhece que para
esses matematicos os sentidos seriam um dos principais elementos para determinar a
inteligibilidade dos objetos das demonstragdes. Assim, os “livres pensadores”
duvidariam da religido porque os “mistérios” da fé ndo sdo passiveis de se apresentarem
aos sentidos. Na seguinte afirmacdo Berkeley deixa evidente a contradigdo de aceitar os
momentos (e também, as diferenciais) como objetos claros e distintos, mas a0 mesmo

tempo negar os objetos da fé por ndo serem empiricos:

“Afirmo que todos esses pontos [a respeito tanto dos momentos como dos diferenciais|
sdo objetos de suposi¢do e de crenca de alguns homens que, de modo rigoroso, exigem

\

exatiddao nas evidéncias relativas a religido. Homens que tém a pretensdo de ndo
acreditar sendo naquilo que podem ver” (Berkeley, 1979, §7, p. 68).

Assim, pode-se afirmar que a énfase dada ao vinculo entre sentidos e imaginagdo, no
paragrafo 4, evoca o critério de Berkeley para determinar os genuinos objetos do
conhecimento presente em sua filosofia do esse est percipi. No entanto, no que diz
respeito aos sentidos, somente, seria sim um critério compartilhado com os matematicos
“livre pensadores”. Portanto, a afirmagdo de que “a imaginacdo deriva dos sentidos” ¢
mais uma alusdo reveladora das razdes mais profundas para a posi¢cdo de Berkeley do
que o indicio de uma mudanga propriamente dita de estratégia argumentativa. Essa
conclusdo, aparentemente, contraria a interpretacdo de Jesseph sobre a critica de

Berkeley, n'O Analista. Segundo ele, o ataque ao método das fluxdes:

“...ndo depende de peculiaridades da epistemologia e metafisica de Berkeley: o padrdo
de rigor que ele sustenta foi um lugar comum entre matematicos do século dezoito, ele
ndo indicia as fluxdes ou os incrementos evanescente como impossiveis porque eles
contrariam a tese do esse € percipi ou pleiteiam as rejeitadas idéias abstratas”
(Jesseph, 2005, p. 304-305)°.

55 Essa ¢ uma afirmacéo enfatica de Jesseph. No entanto, em seu texto, de 1992,

Berkeley's philosophy of mathematics, ele afirma pontualmente, em nota de rodapé, que Berkeley estaria
evocando o vinculo entre sentidos e imaginagdo como apresentado nos Principios, algo que o
compromete com a doutrina do esse est percipi (cf: Jesseph, 1992, nota 8, p. 186).
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De fato, com respeito a passagem do §7, citada acima, Berkeley esta pensando sim no
critério aceito pelo “livre pensador”. Porém, quando ele afirma que a imaginag@o deriva
dos sentidos, emerge a marca pessoal do Berkeley. Algo que ndo significa propriamente
uma mudancga de rumo, pois o critério de ser sensivel é que estaria em questdo e isso é
que os matematicos infiéis estariam aceitando como elemento caracteristico da
inteligibilidade dos objetos das demonstragdes.

A partir disso, agora pode ser questionado se a critica de Berkeley aos métodos
newtonianos abalam igualmente a defesa do realismo matematico que inspirou Newton
na sua ruptura com os métodos analiticos dos modernos. No proximo capitulo, veremos
que Berkeley ndo somente amplia a sua argumentagao contra a matematica dos analistas
modernos como também fornece uma sugestdo ou um modelo para que essa matematica
continue atuando de maneira que contribua para resolver os problemas da vida pratica.
E nesse sentido que iremos nos deter sobre a interpretagio da “compensagio de erros”

proposta por Berkeley.
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3. BERKELEY E A TESE DA “COMPENSAGAO DE ERROS”

Para introduzir o tema deste capitulo, serd instrutivo retornar primeiramente aos
propositos a que Berkeley se atribui no inicio d'O Analista. Mais precisamente, ¢ a sua
atitude de isen¢do preliminar em relacdo ao método das fluxdes (aceito sem nenhuma
suspeita pelos matematicos modernos). Ou ainda em sua palavras: “Mas se este método
¢ claro ou obscuro, coerente ou repugnante, demonstrativo ou precario, como pretendo
indagar com extrema imparcialidade, submeto minha indagacdo a vosso julgamento e
ao de todos os leitores sinceros” [italico meu] (Berkeley, 1979, §3, p. 66). Como foi
longamente discutido no capitulo anterior, Berkeley fornece apenas argumentos que
permitiriam atribuir ao tal método newtoniano todos esses adjetivos desfavoraveis,
apresentados na citagdo acima. Dessa maneira, o método das fluxdes seria: “obscuro”,
“repugnante” e “precario”.

Foi visto também que, nos Principios, Berkeley se propde a avaliar alguns dos
principios utilizados pelos matematicos. Apesar de se referir primeiramente a geometria
como um todo, ndo especificamente a matematica dos modernos (como o método das
fluxdes e o célculo diferencial), Berkeley apresenta uma atitude mais de aprovagdo a
esse ramo da matematica do que o contrario. Sua tarefa ndo € obstar a ciéncia
geométrica, mas somente denunciar alguns dos principios aceitos entre os geometras
(como o principio da indivisibilidade infinita da extensdo atualmente percebida) que
somente comprometem a exatiddo de tal ciéncia. Isso significa, portanto, que recusar as
nogdes de infinito ndo implica em recusar a totalidade da ciéncia geométrica, em
especial a geometria classica, entre elas a dos Elementos de Euclides.

O tema, portanto, deste ultimo capitulo diz respeito a um segundo, mas nao
menos importante, aspecto das criticas de Berkeley aos padrdes conceituais e
inferenciais da matematica da sua época. Trata-se da contraparte positiva ou construtiva
da critica anterior. O simples fato de que haja uma contraparte positiva ou construtiva
na critica de Berkeley reforga a idéia de que, n'O Analista, ao denunciar os problemas
dos objetos e das demonstragdes do método das fluxdes, o seu propdsito ndo poderia ser
reprovar o método da fluxdes, no sentido de elimina-lo da pratica matematica com um
todo. Ao invés disso, dever-se-ia interpretar a critica de Berkeley ao método newtoniano
como uma postura que o aproxima da atitude dos Principios, isto €, a de corrigir uma

pratica matematica para torna-la mais estruturada como conhecimento. E nesse sentido
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que Berkeley propoe a sua fese da compensagdo de erros — como ela sera denominada
aqui*®. Em principio, ela é um mero desdobramento de um truismo logico, qual seja, é
possivel de premissas falsas inferir conclusdes verdadeiras. Mas estaria Berkeley
disposta a admitir como exato ou rigoroso um sistema matematico cuja verdade pudesse
ser atribuida apenas as suas conclusdes? O primeiro desafio, portanto, sera analisar
como Berkeley concebeu a relagdo de transmissdo da verdade entre premissas e
conclusdes em tais circunstancias particulares. Logo apos, serd, desse modo, analisado a
tese da compensacdo de erros, propriamente dita, com o propodsito de compreender as
possiveis motivagdes especulativas que conduziram Berkeley a propor uma tal solucao

para o método das fluxdes, assim como para o calculo diferencial.

3.1.A verdade da conclusiao como fundamento para a verdade das
premissas?

Os paragrafos 19 e 20, d'O Analista, poderiam ser interpretados como
demarcando uma divisdo entre duas fases. A primeira ¢ a finaliza¢gdo do processo de
critica as demonstragdes do método das fluxdes e, também, do calculo diferencial. A
segunda fase diz respeito aos preparativos para demonstrar as tese da compensagdo de
erros. No entanto, ¢ no paragrafo 19 que aparece uma afirmagdo que motiva a uma
investigacdo que ainda se encontra nessa primeira fase. Berkeley afirma o seguinte: “Eu
digo que em qualquer outra ciéncia os homens provam suas conclusdes por seus
principios e ndo seus principios por suas conclusdes” (Berkeley, 1979, §19, p. 76). Isso
ele afirma em resposta a uma possivel tentativa de justificacdo das demonstragdes do
calculo diferencial, baseada no fato de que as conclusdes do célculo, apesar de todos as
suas deficiéncias inferéncias, sdo verdadeiras. E tal justificativa que leva Berkeley a
elaborar a segunda fase, ou seja, apresentar a tese da compensacao de erros.

N'O Analista, ndo existe uma analise das demonstragdes do calculo. Berkeley
apresenta as demonstragdes do método das fluxdes como elas realmente se encontram
nos textos newtonianos. Para o caso do calculo diferencial (inspirado no de Leibniz) ele
faz somente uma mengdo ao procedimento apresentado por L'Hopital no texto Analyse

des infiniment petits (1696).

56 . ~ 7 . . . .
Esse titulo ndo ¢ propriamente sugerido por Berkeley. Mais precisamente esse

¢ um titulo que alguns comentadores utilizam para se referirem ao problema que Berkeley pretende
resolver: de mostrar como ¢ possivel obter resultados verdadeiros mesmo que ele utilize premissas falsas
(cf. Jesseph, 1993, p. 199).
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“Pode ndo ser equivocado observar que o método para encontrar a fluxdo de um
retangulo de duas quantidades fluentes, como se coloca publicamente no tratado das
quadraturas, difere-se do mencionado acima, retirado do segundo livro dos Principia,
e que ¢, com efeito, igual ao usado no calculus differentialis” (Berkeley, 1979, §17, p.
74).
Aqui Berkeley diferencia duas demonstragcdes de Newton para determinar a fluxdo da
multiplicagdo de duas quantidades fluentes. Uma dela ¢ aquela do Lema II, Livro 11, dos
Principia (algo apresentado no Capitulo anterior). A outra Newton teria fornecido no
outro texto seu De quadratura curvarum. Berkeley iguala o procedimento de L'Hopital
a essa segunda demonstracdo de Newton. No entanto, o que iguala ambos os
procedimentos demonstrativos sdo exclusivamente seus defeitos e deficiéncias.
Portanto, a critica ao calculo se faz indiretamente: Berkeley aponta os defeitos da
demonstragdo de Newton e a acusa de reincidir nos mesmos defeitos do calculo
diferencial, sem, entretanto, prolongar-se no assunto. Serda importante, dessa maneira,
compreende o que existe de problematico na demonstragdo de Newton ¢ que estaria,
também, presente em tal proposta de L'Hopital.

No De quadratura, Newton apresenta o seguinte procedimento geral para

encontrar as fluxdes com poténcias:

“Faga a quantidade * fluir uniformemente e deixe a fluxdo de x" ser descoberta. Da
mesma maneira que a quantidade , X pelo fluir, torna-se ¥ + O, a quantidade x"

o, , , . . y o
torna-se, (x + 0) isto é pelo método das infinitas séries:

(nm —n)

X" +nox" + oox"* + Etc.,

€ 0S aumentos

1

o mm=n _
0 ¢ nox" +%oox” * + Ete.

_1 —n 2
estdo um para o outro como 1 estd para 7X" + %Oxn + Etc.

Agora faga esses aumentos evanescerem, e suas ultimas razdes estardo na razao de 1
-1 £ . ~ . , ~
para. nx"~ E por isso que a fluxdo da quantidade X estara para a fluxdo da
. . , -1
quantidade x" assim como 1 estard para nx" ”. (MW-1, p. 142).
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E evidente nessa demonstragio Newton utilizar um processo simbolico que lembra
muito a fase analitica de sua matematica. Nas demonstragdes dos lemas iniciais, dos
Principia, realmente tal “simbolismo” ndo aparece. Contudo, o texto De quadratura foi
elaborado por Newton entre 1691 ¢ 1692°7. Desse modo, ¢ um texto da fase sintética de
Newton, ou seja, da fase em que ele ja manifestava um distanciamento da andlise dos
modernos para se aproximar do estilo geométrico dos antigos. O que evita a
interpretacdo absoluta da demonstracdo acima, do De quadratura, ser uma retomada da
analise dos modernos ¢ o fato de Newton frisar o carater geométrico dela. Isso quer
dizer que os simbolos sempre estariam se referindo obrigatoriamente as quantidades
geométricas, sejam elas quantidades finitas ou primeiras e tltimas razdes. Por isso,
apesar de usar simbolos, essa demonstracdo ainda estaria proximo do estilo dos

gedmetras antigos. E por isso que Newton continua:

“A composi¢do de um célculo com quantidades finitas estd ajustada a geometria dos
antigos (assim como a investigacdo das primeiras e ultimas razdes de quantidades
finitas evanescentes). Eu me dispus a mostrar que no método das fluxdes néo existe a
necessidade de introduzir na geometria quantidades infinitamente pequenas” (MW-1,
p. 143).

Elucidada essa utilizacdo de simbolos por parte Newton, cabe agora saber o que
esta em jogo na sua demonstrag@o. A idéia central do que ali esta posto ¢ a identificacdo

da relacdo de proporcionalidade entre os movimentos das quantidades fluentes. Para
Newton o primeiro movimento deX esta para o primeiro movimento da quantidade x"
. + , 77 .
assim como X * O esta para (x + 0) , Ou seja:
(1) Xox":x+0:(x+o0).

Como visto no primeiro capitulo, Newton encontrou varias solucdes para
transformar equagdes de termos composto em infinitas séries. A origem desse trabalho
se deu a partir da influéncia do trabalho de Wallis®. Desse modo, Newton encontrou

. n , e . .
uma maneira de transformar (x + 0) na série infinita:

(nm —n)
2

X" +nox" + oox"* + Etc.

Isso faz com que a propor¢do (i) possa ser reescrita da seguinte maneira:

37 Guicciardini afirma que o De quadratura foi elaborado por Newton no

contexto com da disputa sobre a prioridade do calculo com Leibniz (cf: Guicciardini, 2004, p. 465).
Newton estaria por sua vez preocupado em reforcar com esse tratado duas caracteristicas: (a) suas
descobertas utilizando as infinitas séries na quadratura de curvas e (b) a superioridade geométrica de tal
procedimento por ndo se apoiar na suspeitas quantidades infinitamente pequenas.

58 (cf. Guicciardini, 1999, p. 18).
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(nm —n)

(ii) X.x"x+0.x"+nox"" + oox"* + Etc.

’

E aqui que aparece uma sutil estratégia. Como o que se pretende ¢ determinar somente

os aumentos de *e de x", eles podem ser descartados do terceiro e quarto membros da
proporcao (ii). O que permanecera assim sera:

1

_ nm-—n _
(111) x:x”;;O;nox" +%00x" 2+EtC.

Ainda resta um passo a ser explicado: ¢ o fato de Newton substituir o simbolo? pelo
numero 1. O que isso significa? Trata-se da interpretacdo cinematica de sua matematica.
Em outras palavras, © é o momento de *. Portanto, é o primeiro movimento com que
X aumenta. Esse simbolo seria considerado geométrico porque ele representa as razoes
nascentes de X. Assim, por ser o primeiro movimento, © torna-se a referéncia para

todos os outro movimentos™ . Isso gera uma outra propor¢io:

o \nm—n _ 4 \mm—-n)
(iv) 0:nox" 1+%00x” >+ Etc...1-nx"! +Q0x” * + Etc.
O que Newton realiza na quarta proporcional de (iv), isto ¢&,
n-1 (nm - I’l) n-2 Et ., .. . N . o
nxs o+ T, ox" ~ + Llc.  nada mais ¢ do que eliminar somente uma instancia de

em cada termo. Isso significa que cada termos ¢ regulado somente por um @, fazendo

com que ainda restem termos contendo outros ©. Com isso, portanto, surge o ultimo

(nm—n)
2

. , e . .. n—1 n-2
passo. Visto que permanecem na série infinita 7%+ ox" " + Efc. termos com

o elemento temporal representado por ©, pode-se fazer com que essas quantidades
esvanecam. Apds a isso, somente 0 que ndo possui relagdo com um elemento temporal
restard, que serd a quantidade nx""'. Portanto, ¢ somente apds esse movimento
esvanecente que a proporcao (iii) tornar-se-4 a propor¢do descrita no final da citagdo
acima:

(v) Xox"olonx"

> Como visto no primeiro capitulo, Newton afirma no De methodis que nio

poderia apreender o tempo verdadeiro (ou seja, absoluto) de maneira formal. O que ele faria, nesse caso, ¢
supor que o movimento matematico ocorreria tendo o tempo verdadeiro como “pano de fundo”. Isso
significa que as quantidades seriam geradas no tempo verdadeiro. Porém, Newton escolheria um dos
movimentos com sendo o tempo por analogia. Aqui, no De quadratura, como O representa o primeiro
movimento, ele, nesse caso, seria 0 tempo por analogia. Em outras palavras, ele o movimento pelo qual
todos os outros movimentos seriam regulados.
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E muito claro o porqué de Berkeley ndo aceitar essa demonstracdo com sendo

rigorosa: ela ofende diretamente um lema aceito na ldgica. Em suas palavras:

“'Se em vista para demonstrar alguma proposi¢ao, um certo ponto € considerado e que,
em virtude deste, outros pontos sdo alcangados. Tal ponto considerado sendo
posteriormente destruido ou rejeitado por uma suposi¢do contraria, nesse caso, todos
os outros pontos sdo atingido com isso e conseqiientemente a isso, devem ser
destruidos ou rejeitados também. Desse modo, portanto, no que segue ndo serdo mais
supostos ou aplicados na demonstragdo'. Isso € tdo claro que ndo necessita de prova”
(Berkeley, 1979, §12, p. 71-72).

Berkeley esta afirmado com esse lema a seguinte relagdo entre premissas e conclusdo:
se a partir de uma premissa P se conclui C e, assumindo-se logo em seguida —P (isto

é, a negacdo da premissa P ), entdo ndo sera possivel reter a conclusdo C . Esse lema
ndo elimina a possibilidade de que, em uma demonstracdo, alguma hipotese inicial seja
alterada. O que ele afirma é que ao se alterar uma hipoétese inicial, tudo o que surgiu
dessa hipotese deve também ser afetado. Newton estaria agindo contra o lema de

Berkeley. Isso porque primeiro ele assume que o movimento ¢ nascente, 0 que gera

(am=n)
2

. 2 L, e . . n—1 n-2 ,
como incremento de x°. a série infinita 70X+ oox"" + Efc. Porém ao final

da demonstracdo essa hipotese ¢ alterada, ou seja, passa-se a considerar 0 movimento
como evanescente. Assim, de acordo com o lema de Berkeley, tudo o que surgiu com a
hipotese inicial deve ser descartado ou rejeitado. Nao seria correto reter nada dessa
primeira hipdtese, pois, ela foi rejeitada. Para Berkeley, Newton ndo pode reter a

(n—1

expressao nx ), porque ela surgiu da hipotese inicial que considera o movimento

como nascente. E por isso que Berkeley afirma:

“Mas isso mostra que o raciocinio nao € claro ou conclusivo. Pois quando se faz com
que os incrementos se desvanegam, isto €, que os incremento sejam nada ou que ndo
tenha incremento, se destréi a primeira suposi¢cdo de que os incrementos eram algo ou
de que havia incrementos, e, no entanto, se retém uma conseqiiéncia dessa suposicao,
isto é, uma expressao que se obteve em virtude dela. Isso, conforme o lema anterior, ¢
uma forma falsa de raciocinio” (Berkeley, 1979, §12, p. 71).

Pode-se afirma, portanto, que a mudanga de hipotese, por parte de Newton, € 0 mesmo
problema que ocorre com a demonstragdo do Lema II, Livro II, dos Principia. Na visdo
Berkeley, Newton esta apresentando o mesmo tipo de falacia: Fallacia suppositionis ou
mudanga de hipotese.

Para Berkeley, o mesmo tipo de falacia que Newton apresenta para determinar a

fluxdo de x" ainda ocorre nas demonstragdes que apresentam as multiplicagdes das
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quantidades fluentes. Newton, n3o apresenta no De quadratura uma demonstragdo
especifica para o caso da multiplicacdo (algo como ¢ feito no Lema II, Livro II, dos
Principia). No entanto, quando ele necessita apresentar a fluxdo de uma multiplicagao,

sempre esta suposto o que foi visto na demonstragdo acima para de terminar a fluxdo de

x". Em outras palavras, primeiro, supde-se que as quantidades multiplicadas aumentem
pelos seus respectivos momentos e que, posteriormente, sejam compreendidas como
quantidades evanescentes. Para Berkeley, esse ¢ o mesmo procedimento que o realizado
por L'Hopital. Agora, portanto, pode-se retomar a discussdo sobre sua critica ao calculo
diferencial.

O que L'Hopital apresenta como procedimento para determinar a as diferencas
de uma multiplicacdo se apoiaria na mesma espécie de erro que se encontra nessa
demonstracdo de Newton. Primeiro se supde o aumento das quantidades e logo em
seguida esse aumentos sdo descartados. A pesar de Berkeley ndo a apresentar, a
Proposicao 2, de L'Hopital, afirma o seguinte:

“A diferenca de xy ¢ ydx+xdy. Porque y torna-se y+dy, quando x torna-se x+dx. Por
conseqiiéncia, portanto, xy torna-se xy+ydx+xdy+dxdy, que é o produto de x+dx por
y+dy. Sua diferenca [isto €, de xy] sera ydx+xdy+dxdy, isto é, (...) ydx+xdy, porque

dxdy € uma quantidade infinitamente pequena em relagdo aos outros termos ydx e xdy”
(L'Hopital, 1768, p. 5).

Segundo Berkeley, primeiro se supde que os simbolos dx e dy, representem um
acréscimo infinitamente pequeno. Nesse sentido, tais simbolos representam alguma
coisa, ou seja, algo que aumenta o tamanho de x ¢ y. Com essa hipdtese se obtém, a
partir de xy, a seguinte expressao: ydx+xdy+dxdy. Contudo, a hipotese inicial ¢ alterada,
isto ¢, dx e dy passam a representar uma quantidade que age como se fosse nada. Na
compreensdo de Berkeley, isso ¢ um erro de raciocinio. Isso porque, se dx e dy passam a
se comportar como se fossem nada a ponto de serem descartados da demonstragdo, tudo
o que foi encontrado com eles deveria também passar se comportar como se fossem
nada e serem descartados da demonstragao. Portanto, para Berkeley, surge aqui mais um
exemplo da Fallacia suppositionis ou mudanga de hipodtese.

Como a apresentagdo dos problemas dessa proposi¢do do calculo diferencial,
tem-se o necessario para formular as motivagdes de Berkeley que o leva a tese da
compensagdo de erros. Berkeley considera, n'O Analista, uma possivel justificativa para
se rejeitar as quantidades infinitamente pequenas representadas por dxdy, ou seja, o fato

das conclusdes do calculo serem verdadeiras. Isso necessita de uma melhor explicagao.
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Ao supor em seu texto que uma linha curva seja considerada como um poligono de
infinitos lados, sendo cada qual de dimensdes infinitesimais, L'Hopital ndo apresenta
qualquer demonstragdo em suporte de tal suposicdo. Essa suposi¢do resta como uma
hipotese ttil para os procedimentos demonstrativos do calculo. Apesar disso, L'Hopital
afirma que uma andlise que se utiliza dessa hipotese somente pode conduzir aos
“verdadeiros principios das linhas curvas™. A veracidade dos principios alcangados
com essa hipotese seria confirmada principalmente na aplicacdo dos resultados em
procedimentos empiricos, isto €, na aplicabilidade que o calculo possuiria na fisica, em
especial a mecanica®.

Berkeley observa nesse tipo de atitude uma tentativa invertida de justificar a
verdade da hipdtese dos infinitesimais. Dito de outra maneira, a verdade da conclusdo
mostraria que a hipotese utilizada como premissa ndo ¢ falsa. Isso pareceria uma
excelente justificativa ainda pelo fato que Berkeley considera algo importante do
processo demonstrativo: “No entanto, deve parecer que qualquer erro que se admita nas
premissas deve aparecer erros proporcionais na conclusdo, sejam finitos ou
infinitesimais. E que, portanto, a akpiPeia [rigor] da geometria requer que nada se
negligencie ou se rejeite” (Berkeley, 1979, §19, p. 76). Isso significa que, se existisse
erro na hipdétese dos infinitesimais e nos procedimentos adotados com ele (por exemplo,
os adotados na Proposi¢do 2 de L'Hdpital), os resultados ndo poderiam ser verdadeiros.
Porém, Berkeley ndo aceita isso, pois, segundo ele, o proprio rigor da logica da
demonstragdo exige que somente a verdade das premissas pode assegurar a verdade da
conclusdo — o contrario, isto é, se as premissas sdo sabidamente falsas, o valor de
verdade da conclusdo ¢ irremediavelmente indeterminado. Tampouco seria o caso de a
logica demonstrativa justificar as premissas pela conclusdo: “... esta forma invertida de
demonstrar vossos principios mediante vossas conclusdes, tal como sois peculiares a
vOs, cavalheiros, assim também sois contrarios as regras da logica” (Berkeley, 1979,
§19, p. 76). Portanto, para Berkeley, tanto existiriam procedimentos inconsistentes nas
demonstragoes do calculo diferencial e do método das fluxdes quanto seria logicamente

improvavel que a verdade da conclusdo garantisse o rigor de tais métodos.

60 (cf. L'Hopital, 1768, Introdugao, p. 18).

ol O que L'Hopital realmente faz quanto a fisica é somente mencionar a possivel
aplicabilidade do calculo a ela, pois problemas de saude o teriam impedido de elaborar o texto dessa tal
aplicac@o: “Eu tive o designo de juntar ainda uma se¢do para se fazer sentir o tdo maravilhoso uso do
calculo na fisica, até que ponto de precisdo ele portaria e o quanto as mecanicas podem dele retirar de util.
Mas uma doenga me impediu. O publico ndo perdera nada; e ele o tera algum dia com lucro” (L'Hopital,
1768, Introdugio, p. 28).
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3.2.Sobre a compensacao de erros

Com a discussdo anterior fica evidente que Berkeley ndo aceita um
procedimento invertido para sustentar a verdade das premissas com base na verdade da
conclusdo. Por outro lado, essa discussdo ndo dever ser interpretada como um
inquirimento da real veracidade (ou ndo) das conclusdes encontradas com os métodos
dos modernos. O que estaria em questdo seria o procedimento para se chegar a tais

conclusdes. Em suas palavras:

“Eu ndo tenho controvérsia acerca de vossas conclusdes, mas somente a respeito de
vossas logica e método. Como vos demonstrais? Em quais objetos vos sois versados, e
se os concebeis claramente? Sobre quais principios vos procedeis? Qudo bem
fundamentados eles podem ser e como vds os aplicais? Deve ser relembrado que eu
ndo estou preocupado com a verdade de vossos teoremas, mas somente com O
caminho de chegar a eles; se ele € legitimo ou ilegitimo, claro ou obscuro, cientifico
ou ao acaso” (Berkeley, 1979, §20, p. 76).

No entanto, mesmo que Berkeley ndo esteja se questionando sobre a verdade das
conclusdes, resta ainda um problema a ser explicado. Por que se obtém resultados
verdadeiros visto que, tanto o método das fluxdes como o calculo diferencial, sdo
fundamentados em argumentos sofisticos? Portanto, para que Berkeley elimine
definitivamente a possibilidade de justificar esses métodos matematicos por um
caminho invertido, ha a necessidade de elucidar o porqué de tais verdades surgirem de

3

procedimentos falaciosos: “...eu tentarei particularmente explicar por que isso [a
deducdo de proposi¢des verdadeiras a partir de principios falsos] pode acontecer; e
mostrarei como o erro pode produzir verdade, embora ndo possa produzir ciéncia”
(Berkeley, 1979, §20, p. 76). E dessa maneira que Berkeley justifica a necessidade de
fornecer a sua tese da compensagao de erros.

Pode-se afirma, de antemao, que a tese central da compensacao de erro ¢ mostrar
que um erro (de natureza geométrica) ¢ compensado, ou anulado, por outro erro (agora
de natureza algébrica). N’O Analista, existem quatro exemplos distintos para mostrar a
compensagdo de erros. Cada um pretende abarcar uma solugdo aos problemas
normalmente considerados pelo método das fluxdes e pelo calculo diferencial. A titulo
de ilustragdo dessa tarefa de Berkeley, sera necessario, aqui, somente compreender dois

desses exemplos. Um que ¢é inspirado nos procedimentos do calculo diferencial ¢ o

outro inspirado no trabalho fluxional de Newton.
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Um exemplo trata do problema de encontrar a subtangente de uma parabola em
fungio de sua ordenada e sua abscissa®. Nesse caso, tal subtangente sera PT (ver figura
3.1). A solugdo desse problema compreende dois momentos. O primeiro resume-se ao
fato de determinar PT a partir das relagcdes de proporcionalidade entre as linhas das
figuras. Nesse sentido, trata-se de encontrar a solucdo a partir de um viés geométrico.
Para que isso ocorra, supde-se que existam diferencas infinitesimais e que se possa
nomear as linhas da seguinte maneira:

AP =x (abscissa);
PB =y (ordenada);

PM =dx (diferenca da abcissa);
RN =dy (difereca da ordenada).

M RN

Figura 3.1

Dentro desse caminho geométrico, ainda existem outras duas suposigdes importantes.
Uma considera a linha curva a ABN como sendo um poligono com infinitos lados, sendo
cada lado infinitesimal. A outra suposi¢do afirma que BN serd a diferenga infinitesimal
da curva AB. Dados esses passos, agora Berkeley identifica as relagdes de
proporcionalidades existentes na figura. A primeira propor¢ao nasceria do fato de que
os triangulos BRN e TPB seriam semelhantes. Isso produziria:
(a.1) RN :RB :: PB: PT;

Essa propor¢do determina que as diferengas (da ordenada e da subtangente) sdo
respectivamente proporcionais a ordenada e a subtangente. Desse modo, a subtangente

torna-se a quarta proporcional. Mas como essa linhas possuem os simbolos

62 (cf. Berkeley, 1979, §§21-23, p. 77-79).
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apresentados acima, pode-se transformar a propor¢do (a.1) em: dy : dx :: y : PT. Ao se

isolar PT obtém-se a seguinte expressao:

ydx
PT =22 63
(a.2) dy

Vale lembra que Berkeley nesse primeiro momento esta determinado PT somente por
um caminho geométrico.

Porém, como ja foi dito, o que Berkeley pretende encontrar € o valor de PT em
funcdo de x e y. Desse modo deve existir um meio eliminar dx e dy da equagdo (a.2).

Para que isso ocorra Berkeley inicia o outro caminho, agora com um viés algébrico.

Berkeley apontando a equacao ¥* = pX como sendo a equacdo da parabola ABP, onde p
seria 0 parametro de tal equagdo®. Pela regra do calculo diferencial, casa termo dessa
equacdo devera ser acrescentado pela sua respectiva diferenca. Assim, a equacdo se

transformaria em:

(2.3), (y+dy) = plx+dx)
ou (pela transformacao algébrica)
(a.4) ¥’ +2ydy+dy’ = px+ pdx
Pela regra das diferencgas, a equagdo inicial da parabola deve ser retirada de (a.4) assim

como a multiplicagdo das diferengas de y, ou seja, dy* % Com isso, ao isolar 4¥

encontrar-se-a:
(a.5) dy=""—

Ao se substituir em (a.2) o valor de dy | encontra-se a solugdo final para o problema da

subtangente:

(a.6) pr=—2&_ 2
' pdx/2y  p

63 Contudo, essa ¢ somente uma solugdo parcial do problema. Como sera visto no

final da demonstraqao Berkeley fornecera o valor de PT somente em termos de x ¢ y.

Mais precisamente, Berkeley afirma que essa equagdo nasce da “natureza das
curvas” (Cf. Berkeley, 1979, §21 p. 77). O que ele quer com isso é apontar a possibilidade de construgdo
de tal equacdo a partir das relagdes geométricas entre as linhas de uma parabola. Em especial, pode-se
dizer que essa equacdo nasce a partir do que Apoldnio apresentou na Proposicdo 52 das Conicas.
Descartes, na Geometria, utiliza-se dessa equacgdo para determinar o pardmetro (ou, como ele denomina,
Latus rectum) de uma passagem da soluc@o do problema de Pappus. (cf. Descartes, 1954, p.68).

Como visto acima na Proposi¢do 2, de L’Hopital, as diferencas de segunda

ordem, como ¢ o caso de dy , sdo descartadas. Aqui Berkeley estaria assumindo essa necessidade de
descarté-la justamente para mostra como isso ¢ um erro.
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Segundo Berkeley, existiram dois erros aqui, onde um elimina o outro. No
caminho geométrico existe um erro porque ndo sdo BRN e TPB os verdadeiros
triangulos semelhantes. Os tridngulos que sdo realmente semelhantes (que possuiriam
todos os angulos iguais) sdo: BRL e PTB. Isso faz com que RL seja a soma de RN e NL.
Berkeley nomeia NL como o simbolo z e reorganiza a expressdo (a.2) que forneceria o
real valor de PT a partir desse caminho geométrico de raciocinio. Ou seja, se (RN+LN) :
RB :: PB : PT, entdo, a real equacdo de PT sera:

ydx

PT =
@.7) dy+z

Portanto, nesse caminho geométrico, na determinacdo da equagdo (a.2) cometeu-se um
“erro de insuficiéncia”, pois ndo se considerou a quantidade NL ou z.

O outro erro surge no caminho algébrico. Trata-se da regra para a diferenga das

~ . . . 2
equagdes. Para se determinar (a.5) necessitou-se descartar um excesso, ou seja, 4V que

¢ a multiplicacdo das diferencas de y. Ao se considerar somente a regra da diferenca,

~ . e . . . . 2 ,
ndo existiria uma justificativa para realmente descarta dy” . Esse ¢ o erro do excesso, ou
seja, o erro de descartar um excesso. Ha, assim, dois erros que se anulam para
determinar a equacdo (a.6). Todavia, Berkeley demonstra mais claramente como esses

erros se anulam.

Caso nao se desconsidere o valor da multiplicacdo das diferencas dy’ , a equacao

(a.4) se transformaria em:

(a.8) 2ydy +dy* = pdx ;
isolando-se dy e realizando as divisdes necessarias, (a.8) se transforma em:
pdx dy’
dy=*———"
(a.9) y 2y 2y

Ao se substituir dx da verdadeira equagdo dos tridngulos semelhantes, ou seja, (a.7),

com o valor de dy fornecido por (a.9), entdo, obtém-se:

PT— ydx
(a.10) pdx _dy ),
2y 2y

E agora que aparece uma importante estratégia de Berkeley. Caso seja possivel provar

2

que na equacdo (a.10) a fracdo E ¢ igual a z, entdo, podera ser eliminada a outra
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quantidade obtida com a equagdo (a.7), o que resultara na solu¢do buscada para o valor

da subtangente.
2

Berkeley prova Z = E da seguinte maneira. Como ¢ uma prova isolada do que
até agora foi apresentado. Berkeley nomeia na parabola as linhas BR ou dx como m, e
RN ou dy como n. Isso significa que em tal prova ndo se estaria considerando
especificamente tais linhas como sendo infinitesimais. Em seguida, Berkeley evoca a
Proposi¢do 33 de Apoldnio e que, segundo ele, pode-se determinar TP=24P=2x".
Sendo os tridngulos 7PB e BRL semelhantes, surgira a propor¢do a propor¢do 7P:PB::
BR:RL. Ao se substituir os simbolos encontra-se 2x:y:: m:(n+z). Isso fornece seguinte

equagao:

my
tz=—
(b.1) ntz==

Isso foi retirado pela nog¢do de tridngulos semelhantes. No entanto, pode-se aplicar a
equacdo da parabola (determinada pela natureza das curvas, com visto acima) para
encontrar o aumento da parabola.
2 2

(b.2) V- +2yn+n° = px+ pm
Ao se eliminar a equacao inicial, encontra-se:

(b.3) 2yn+n®=pm.
E isolando-se m:

2yn+n’
(b.4) - =m
p

Agora surge o passo mais sutil. Ao se considerar que da equacdo (b.2) foi isolada a

equagdo da parabola ¥’ =px , entdo, ao considera-la novamente (junto com a equagdo
(b.4)), surgem os valores de m e x para serem substituidos na equacdo (b.1). Mais

precisamente, a equacdo (b.1) se transforma em:

2yn+n’
p S oytwpynip
(b.5) n+z= —— ; -
P 2y'p
p

66 Nessa proposi¢do Apolonio afirma o seguinte: “se em alguma parabola algum

ponto ¢ dado e a partir dele ¢ tragado um didmetro. Abaixando-se uma reta de maneira ordenada sobre o
didmetro a partir do vértice, uma linha reta na mesma linha reta a partir de sua extremidade ¢ feita igual,
entdo a linha reta (ligada a partir do ponto e resultando para o ponto tomado) tocara a se¢do” (Apoldnio,
1952, p.640).
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Isolando e cancelando os termos necessarios, a equagado se transforma em:

2yn+n’
(b.6) n+z= —y2y ; 0 que fornecera o valor de z:
2 2
n- dy
Zz=—=—
(b.7) 2y 2y

2

Desse modo se prova que z ¢ igual a 2y

. Isso permite que se retome a equagdo

(a.10), agora, substituindo tal fracdo pelo proprio simbolo z e que gera uma nova
equacao.

PT - ydx

(b.8) (de _ZJ 475 € ao se eliminar o valor z, obtém-se a

2y
equagdo que se buscava para PT, no entanto, contemplando somente as relacdo entre a

abscissa e ordenada, ou seja:

2
PT— vdx _ 2y

(b.9) pdx ). _ P
2y

A conclusdo de Berkeley ¢ muito clara, a solugdo do problema do problema da
subtangente resulta em um correto resultado ndo porque existem principios claros e
evidentes sendo utilizados nas demonstragdes. O que acontece ¢ que se introduz um erro
nas premissas que ¢ eliminado por outro erro, ndo aparecendo nada de equivocado na
conclusdo. Isso, para Berkeley ¢ ainda um caminho ilegitimo de se realizar uma
demonstracdo: “Se vocé cometeu somente um erro, ndo se teria chegado a uma
verdadeira solu¢do do problema. Mas pela virtude de um erro duplo chegar-se-ia,
embora nio a ciéncia, ainda a verdade. Isso ndo pode ser chamado de ciéncia, quando se
procedeu vendado, e chegou a verdade ndo sabendo como ou por quais meios”

(Berkeley, 1979, §22, p. 76).
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A
B C
\
D F H
Figura 3.2

Um outro exemplo da compensagdo de erros ¢ apresentado por Berkeley,
utilizando-se, agora, o estilo do método das fluxdes”’. O problema a ser resolvido € o de
encontrar uma ordenada a partir de uma equacdo de area. Berkeley supde que X’
represente a area ABC™ (ver figura 3.2). Tomando-se AB=x, BC=y ¢ BD=©, Berkeley

procura mostrar como Y = 2X  Para que isso ocorra, supde-se que AC ¢ uma magnitude

fluente. A area abaixo dessa linha curva flui com o movimento da linha BC na abscissa

, . . , 2
AD. Apds o primeiro aumentos dessa area, x torna-se ¥+ 0, Do mesmo modo X~ torna-
9

se (x + 0)2 . Ao se desenvolver esse bindmio, a expressdo que surge €:

(c.]) x> +2x0+0°,
Até aqui o que Berkeley apresenta ¢ somente a manipulagdo de equacdes. Pode-se dizer
que, como no exemplo anterior, aqui se trata do caminho algébrico desse segundo
exemplo de Berkeley. O aspecto geométrico surge quando se relaciona a equagao (c.1)
com as proprias magnitudes geométricas. Isso permite escrever:

(c.2) x’ +2x0+0”> = ABC + CBDH .
Quando se elimina de (c.2) a equagdo inicial x¥ e o seu respectivo referencial
geométrico ABC, o que restara, portanto, sera somente o incremento da area:

(c.3) 2x0+ 0" =CBDH .
Agora, considerando o lado geométrico, ¢ possivel igualar o incremento a uma soma.

Desse modo CBDH = BCFD + CFH  Com isso obtém-se:

(c.4) 2x0+ 0> = BCFD + CFH .

o7 (cf. Berkeley, 1979, §§26-27, p. 81-83).

68 Essa equagdo ¢ utilizada por Newton em varios de seus textos para representar
uma area curvilinea. Um exemplo disso encontra se na aplicacdo da Regra I das quadraturas, no De
analyse. (cf. MP-2, p. 206-209).Portanto, Berkeley esta retomando aqui uma equacdo que ndo ¢ estranha
ao trabalho newtoniano.
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E a partir desse momento que Berkeley fornece um sutil procedimento. Ele sugere uma

representacdo simbolica para o lado geométrico.

No caso da figura retangular BCFD | Berkeley sugere como simbolo V¢ . Isso
nada mais ¢ do que a multiplicagdo da base do retdngulo pela sua altura, o que esta de
acordo com geometria dos antigos. Pois, para eles, duas linhas multiplicadas fornecem
uma area. Nesse caso, a area ¢ a multiplica¢do da linha BD (representado por 9) pela

outra linha DF (representada por y). O restante do incremento, que ¢ a figura curvilinea
CFH | recebe uma interessante interpretacio. Berkeley observa que, na figura curvilinea
ABC, a sua equacdo ¢ apresentada como sendo o quadrado da abscissa 4B, ou seja, X,

Assim, como CFH ¢ uma figura curvilinea semelhante a ABC, Berkeley assume com

sendo o quadrado da base de CFH a expressdo para a sua area, gerando ¢ o’ Aqui ¢
representa um numero qualquer, pois ainda Berkeley estaria pensando em um caso geral
dessa expressdo. A partir desses raciocinios pode-se fornecer a equagao:

(c.5) 2xo0+0° =yo+qo’,
Berkeley ainda reescreve essa equagdo retirando o elemento comum aos termos. Nesse
caso ¢ o proprio 9. Isso fornece:

(c.6) 2x+o=y+qo
Com essa equacdo Berkeley agora argumenta como € que acontece a compensagdo de
erros. Primeiro, poder-se-ia considerar que as quantidades podem esvanescer. No
esquema newtoniano, tudo o que possuiria um elemento temporal, dessa maneira,

desapareceria. Na equacdo (c.6), as quantidades que possuem o elemento temporal

seriam as quantidades com 9, o que resultaria em: V = 2x . Contudo, Berkeley relembra
que se uma hipoétese inicial é alterada ou rejeitada, tudo o que foi alcangado com ela
deve também dever ser alterada ou rejeitada: “...ja foi assinalado que ndo ¢ legitimo ou
16gico supor que © se esvanesce, digo, que ¢ nada, isto é, que ndo existe incremento, a
menos que, a0 mesmo tempo, rejeitemos com o incremento mesmo toda conseqiiéncia
sua, isto €, qualquer coisa que ndo pudesse se obter sendo supondo tal incremento”
(Berkeley, 1979, §19, p. 76). O que Berkeley esta relembrando aqui € a propria critica
ao método das fluxdes, onde se acusa Newton de agir falaciosamente (como foi
apresentado acima).

No entanto, Berkeley apresenta o que permitiria fornecer os resultados corretos

no método das fluxdes. Isso seria a propria compensacdo de erros. Explicando, como g,
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. , . 2
ao se considerar o caso especifico da figura ABC, assume o valor de 1 (isso porque 1x

, . 2 ~ = . . ~
¢ proporcional a 40°), entio ¢ =99 Isso significa que esses valores estdo em lados

opostos da equagdo, ou seja, estdo com sinais invertidos, o que permite escrever

0-q0=0_ Aqui existira a compensagio de erro, ao se assumir que as quantidades
contendo © esvanescem. Porém, sdo erros que se localizam em lado opostos da equagdo
isso faz com que eles ndo gerem erros na conclusdo: “portanto, se perguntara: como
sucede que por eliminar © ndo aparece nenhum erro na conclusdo? Respondo que a

verdadeira razio disso é claramente que ao ser ¢ unidade, 99 ¢é igual a ©, e portanto,

2x+0-qo=y=2x a5 quantidades iguais 9° ¢ © sendo eliminadas devido ao seus
sinais contrarios.” (Berkeley, 1979, §26, p. 76). Portanto, com isso Berkeley mostra
como o método das fluxdes procederia falaciosamente, mesmo que fornecendo
resultados que possam ser considerados verdadeiros. Nesse sentido, com esses
exemplos, € possivel observar em que sentido Berkeley ndo admite demonstracdes
invertidas: aquelas que assegurariam a veracidade dos principios tendo como base o

sucesso das conclusoes.

3.3.0 lado positivo da compensagao de erros

Seria possivel concluir, a partir do que foi apresentado até agora, que Berkeley
definitivamente ndo aceita nem o método das fluxdes e nem o calculo diferencial como
sendo métodos matematicos absolutamente rigorosos — isso, ¢ claro, na perspectiva
como Newton ¢ L’Hopital os teriam apresentado. Caso se encerrasse essa analise da
critica a esses métodos aqui nesse ponto, seria possivel, dizer que Berkeley, n’O
Analista, ndo possuiria a mesma atitude que ele apresenta, quanto a matematica, no
texto dos Principios. Como existe um intervalo de tempo entre a publicacdo desse dois
textos (de vinte cinco anos, como o proprio Berkeley relata no ultimo paragrafo d’O
Analista), um leitor ndo muito atento desses textos poderia realmente concluir essa
distinta postura de Berkeley entre os textos. No entanto, essa situacdo comega a se
alterar quando se considera uma afirmacdo presente n’O Analista acerca da tese da

compensagao de erros:

“Essa sugestdo pode ser talvez mais estendida e aplicada a bons propdsitos por aqueles
que possuem tempo disponivel [leisure] e curiosidade por tais assuntos. O uso que eu
faco disso é mostrar o que a analise ndo pode obter nos aumentos ou diferencas, mas
também o que ela pode obter em quantidades finitas, sejam elas tdo grandes quanto
forem, como foi anteriormente observado” (Berkeley, 1979, §29, p. 84).
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O que ndo estd evidente ainda € o que estariam em jogo ao se aceitar a tese de
compensagdo de erros no sentido “positivo”. Se for observada a citacdo acima, Berkeley
abre a possibilidade do método analitico (isto ¢, o calculo diferencial) obter as
diferengas sem considerar quantidades infinitesimais. O que ele quer como isso ¢é algo
que nao foi ressaltado ainda. Isso exige que se volte aos dois exemplos apresentados
acima sobre a tese da compensagdo de erros. Quanto ao primeiro exemplo Berkeley

afirma:

“Agora, observo, em primeiro lugar, que a conclusdo revela-se correta, ndo porque o
quadrado rejeitado de dy era infinitamente pequeno; mas porque esse erro foi
compensado por um outro erro igual e contrario. Observo, em segundo lugar, que seja
o que for rejeitado, sendo sempre muito pequeno, sendo real e conseqiientemente
fazendo um erro real nas premissas, produzird um erro real e proporcional na
conclusdo. Por isso vossos teoremas ndo podem ser precisamente verdadeiros, nem
vossos problemas precisamente resolvidos, em virtude das premissas que em si ndo
sdo precisas; existindo uma regra na logica que conclusio sequitur partem debiliorem.
Assim, em terceiro lugar, observo que quando a concluso ¢ evidente e as premissas
obscuras, ou a conclusdo precisa e as premissas imprecisas, nés podemos seguramente
pronunciar que tal conclusdo é nem evidente e nem precisa, em virtude dessas
premissas ou principios imprecisos ¢ obscuros; mas em virtude dos mesmos outros
principios que talvez o demonstrador nunca soube ou pensou. Em ultimo lugar,
observo que no caso das diferencas se supds quantidades finitas sempre muito
grandes, a conclusdo, todavia, produzira o mesmo: visto que as quantidades rejeitadas
sdo jogadas fora legitimamente, ndo pela sua pequenez, mas por outra razdo, a saber,
por causa dos erros contrarios, que, destruindo-se um ao outro agem sobre a inteira
causa que nada ¢ realmente jogado fora, embora seja aparentemente de certo modo.
Essa razdo concordada igualmente com respeito as quantidades finitas tanto quanto
com as infinitesimais, com o grande assim como o pequeno, com um pé ou uma longa
jarda assim como o incremento mais minusculo” (Berkeley, 1979, §23, p. 78).

Aqui Berkeley realiza vérios apontamentos. O que estd apresentado até o ultimo
apontamento pode ser assumido aqui como um resumo das principais queixas de
Berkeley (observadas até aqui) quanto ao calculo diferencial. Pode-se dizer também que
muitos desses topicos se aplicam ao método das fluxdes. Porém, ¢ o tltimo toépico que
merece ser explicado aqui para elucidar o que Berkeley assume como sendo o “bom
propoésito” da compensagdo de erros. O que esta dito ali é que Berkeley teria suposto
(como uma espécie de exercicio) que as diferencas dy e dx sO representassem
quantidades finitas, sejam elas grandes ou pequenas. O importante ¢ que elas sejam
reais, isto ¢, finitas. A conclusdo de Berkeley é que os procedimentos pela tese da

compensagdo de erros levam, nesse caso, inevitavelmente a solu¢do do problema

2
Y . . . x
proposto: PT = PR Quanto ao segundo exemplo, ao estilo newtoniano, a situagdo ¢ a

mesma. Quando Berkeley afirma que a diferenca © ~ 99 ¢ igual a nada, isso permite
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que as quantidades de qualquer magnitude entrem na compensagdo. Nesse caso,
qualquer quantidade finita que for representada por © e por 79 permitird que se

encontre ¥ =2X. Com isso clucida-se um dos significados do lado “positivo” da
compensagdo de erros: ndo ha a necessidade de supor quantidades infinitesimais com a
compensagdo de erros, sejam elas nomeadas diferencas ou momentos. Desse modo,
quando se compreende que, em tais demonstragdes, as quantidades sdo finitas, ndo se
podera falar mais em “erros” no mesmo sentido que foi atribuido quando se considerou
o lado “negativo” da compensacdo de erros. Melhor explicado, quando se inclui os
simbolos (isto &, ©, 99, dx e dy) representando quantidade finitas, o termo “erro” deve
ser interpretado indicando o fato de se atribuir sinais opostos a quantidade finitas. Desse
modo, “erro” ndo denota o fato de se atribuir uma propriedade ininteligivel a
quantidades também ininteligiveis. No sentido “positivo”, os erros sdo compreensiveis.
E por isso que Berkeley afirma no paragrafo 23 d'O Analista (ver citagio acima) que as
quantidades rejeitadas, no calculo, sdo jogadas fora “legitimamente”.

Desse modo, a tese da compensacdo de erros esboca um projeto para tornar a
matematica, praticada pelos modernos, mais rigorosa. Com essa perspectiva, pode-se
afirmar que Berkeley possui uma atitude similar ao dos Principios, ou seja, n’O
Analista, n3o somente critica-se, mas também se apontam alguns elementos
construtivos para a estruturagdo de uma pratica matematica ndo sujeita as mesmas

criticas.

3.4.conclusao

Uma questdo interessante surge a medida que se considera o lado “positivo” da
tese da compensagdo de erros: ao sugerir um caminho para que, tanto o método das
fluxdes como o calculo diferencial, percorram, a fim de se tornarem mais rigorosos,
Berkeley ndo estaria agora aplicando o seu proprio critério de rigor? Quando Berkeley
critica o método das fluxdes, ¢ possivel perceber em suas afirmagdes que ele realmente
assume um critério aceito pelos praticantes de tal método. Contudo, o que se pode
concluir a respeito de tal questdo € o seguinte: com a compensacdo de erros surge sim
um elemento berkeleyano no projeto de reformulagdo dessa matematica moderna.
Primeiramente, ¢ o fato de Berkeley restringir-se a utilizacdo de quantidades finitas.

Esse seria o objeto dessa matematica e considerd-lo seria compreender a propria
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finalidade com que a matematica em geral teria sido elaborada. Isso estd evidente nas

seguintes questdes, apresentadas no fim d’O Analista:

Questio 1. Nao seriam os objetos da geometria as proporgoes de extensdes finitas? E
existe alguma necessidade de considerar quantidades, sejam infinitamente grandes ou
infinitamente pequenas?

Questio 2. Nao ¢ a finalidade da geometria medir a extensdo finita assinalavel e ndo
foi esta finalidade pratica que primeiramente levou os homens ao estudo da
geometria? (Berkeley, 1979, Questdes, p. 96).

Pode-se interpretar essa tentativa de reforcar a idéia de que o finito é o objeto da
matematica como algo ja presente nos Principios. Neste texto, ao rejeitar que a extensao
finita ¢ divisivel infinitamente ou que contém um numero infinito de partes,
necessariamente segue-se que o objeto da geometria ¢ a extensdo finita atual ou
possivelmente percebida. Os objetos que Berkeley exige que método das fluxdes e o
calculo diferencial utilizem estdo, assim, de acordo com os principios tanto
epistemologicos como ontologicos, que decorrem da filosofia do esse est percipi.

Por outro lado, se os objetos do método das fluxdes ¢ do calculo fossem a
extensao finita, caberia justificar como que uma demonstracdo com esse tido de objetos
pode ter um carater geral. Ao limitar-se a objetos finitos, ndo poderia ocorrer que
rigorosamente nenhuma demonstracdo pudesse ser universalizada? O que Berkeley
havia criticado no método de Newton para determinar a fluxdo de uma poténcia, ndo
fora justamente a sua capacidade de ser generalizado. Desse modo, deve existir algo,
para Berkeley, que empecam as demonstragdes com as compensagdes de erros de serem
encaradas como meras colec¢des de resolucdes de casos particulares. Esse problema liga
a tese da compensagdo de erros com a filosofia da linguagem de Berkeley, aplicada a
geometria, presente nos Principios. Trata-se do conceito de simbolo geométrico.
Rapidamente, isso pode ser apresentado como se segue.

Berkeley aponta, nos Principios, que as demonstragdes necessitam de um
conceito de universal. No entanto, isso ndo significa que se possa realizar uma idéia
geral abstrata (ao estilo de Locke) para dar essa universalidade a demonstragdo. A tese
central da teoria da abstracdo que Berkeley rejeita ¢ aquela que assegura ao espirito a
possibilidade de abstrair, ou seja, separar, isolar e tornar independentes idéias que s
poderiam ser percebidas juntas. Sdo duas as espécies de abstragdo rejeitadas: (a) separar
qualidades sensiveis uma das outras que s6 s@o percebidas juntas; e (b) a formacdo de

uma idéia geral aos objetos, porém que ndo implica a determinagdo de um objeto
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particular a ser compreendido. Berkeley sustenta ser um equivoco admitir a
possibilidade dessas abstracdes, pois tudo o que é pensado de algum modo se resume
aos particulares. Nao se consegue pensar em algo sem que venha a mente um objeto que
realmente pode ser percebido pelos sentidos. Desse modo, pensar em algo que nao pode
ser percebido ¢ contrario ao critério de esse est percipi. Na linguagem, como nas
demonstragdes matematica, um abstracionista desse porte, asseguraria que as idéias
abstratas sdo o que garantiriam a universalidade necessaria. Uma demonstracdo
matematica assim seria universal em virtude das idéias abstratas dos objetos
matematicos que entrariam em tal demonstragdo. E aqui que Berkeley sugere uma idéia
de universalidade sem que se apele para a doutrina das idé€ias abstratas: “universalidade,
tanto quanto compreendo, ndo consiste na absoluta, positiva, natureza ou concepgao de
alguma coisa, mas na relagdo que significa entre particulares” (PRI, 1998, introdugdo,
§15, p. 96).

O que esta por tras da idéia de “relagdo” aqui € o fato de se considerar que um
particular qualquer pode possuir uma propriedade percebida e que pode ser identificada
em outros possiveis particulares. Nesse sentido um particular torna-se simbolo ou
representativo de outros particulares, exclusivamente por possuir um elemento
possivelmente percebido e comum aos demais. No caso da geometria, Berkeley afirma
que os objetos empregados nas demonstragdes devem ser admitidos como

representantes de uma classe de objetos similares:

“..linhas particulares e figuras incluidas no diagrama [da demonstragdo] representam
inimeras outras grandezas diferentes. Em outras palavras, o gedmetra abstrai da sua
grandeza — sem isso implicar que ele forme uma idéia abstrata, mas apenas que ele ndo
se preocupa com a grandeza particular, se é grande ou pequena, apenas considerando-a
nula para a demonstragdo” (PRI, 1998, §126, p. 150).

E esse carater representativo dos objetos invocados nas demonstragdes ¢, mais uma vez,

retomado n’O Analista:

Questio 18. Se de que as proposi¢cdes geométricas sejam gerais e, portanto, as linhas
dos diagramas sejam substitutos ou representantes gerais nao se segue que nao
podemos limitar ou considerar o nimero de partes em que sdo divisiveis tais linhas
particulares? (Berkeley, 1979, Questoes, p. 97).

Isso impoe que as quantidades que entram nas demonstragdes sejam finitas, pois elas
serdo gerais a medida que se tornam representantes de outras possiveis quantidades
finitas. Isso faz com que a tese da compensacdo de erros mantenha um vinculo estreito

com a filosofia do esse est percipi. E somente ap6s a apresentacdo do lado “positivo” da
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tese da compensagdo erros que esse vinculo pdde ser afirmado, via a invocagdo de

objetos finitos nas demonstragdes.
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Conclusao final

O realismo matematico newtoniano nasce do fato de se atribuir aos objetos
matematicos em questio uma natureza geométrica e, potencialmente, finita. Mais
precisamente, a abordagem cinematica das magnitudes geométricas preserva certas
propriedades das magnitudes finitas. O principal é que Newton observa que essa
abordagem ndo elimina tais propriedades em um estado muito especial: os estados
nascentes ou evanescentes de tais magnitudes. A principal propriedade que Newton diz
se preservar nesse estado ¢ a relacdo de proporcionalidade, ou seja, supondo-se que
existe um limite para os movimentos nascerem ou esvanescerem, afirma-se que ainda
existem razdes que podem ser determinadas. Nao se deve confundir essas razdes como
sendo as quantidades ultimas ou nascentes dos movimentos. Segundo, Newton sao
razdes de quantidades. Isso significa que se estd pensando na relagdo de proporgdo e ndo
na determinagdo de tais magnitudes. E isso que fundamenta o método das primeiras e
ultimas razoes. Portanto, com isso Newton acreditara ter superado a matematica
analitica ao estilo cartesiano (e infinitesimal), pois em todo o momento se trabalharia
como propriedades finitas. Isso daria mais seguranga a sua matematica, ou seja, seria
mais rigorosa, pois possuiria definitivamente um estatuto de realidade.

Em um primeiro momento, pode-se dizer que a critica de Berkeley realmente se
apdia em um critério de rigor (tanto para os objetos como para os principios e
demonstragdes) que seria aceito entre os matematicos. Em especial, esse rigor ndo
poderia ser atribuido a Newton, no ambito dos objetos, pois a relagdo que se exige entre
sentidos e imaginacdo ndo seria aplicada a ele. No entanto, quando apresenta a tese de
compensagdo de erros, inevitavelmente Berkeley fornece elementos para conectar a
critica d'O Analista aos padrdes epistemoldgicos e ontoldgicos proprios a filosofia do
ser é ser percebido.

Desse modo, pode-se solucionar a questdo proposta na introducdo da seguinte
maneira. Os motivos de Berkeley ndo valorizar os esforcos newtonianos podem ser
divididos em dois momentos. Até a apresentacdo da tese da compensacdo de erros
Berkeley nada mais faz do que localizar elementos inconsistentes nas proprias intengdes
de Newton. Principalmente no que diz respeito ao aspecto demonstrativo, Newton ndo
teria sido capaz de seguir os principios da logica que ele proprio aceitara: o padrdo

demonstrativo dos antigos. O fato de Berkeley em muitos momentos evocar termos e
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principios da geometria classica, revela que ela estaria avaliando Newton em seus
proprios critérios. Desse modo, a primeira hipotese se aplica.

No entanto, & possivel ler que essa hipotese vigora, no percurso d'O Analista, até
o momento que Berkeley sugere o lado “positivo” da tese de compensacio de erros. E
nesse momento que comecam a vigorar as proprias perspectivas de Berkeley, ou seja,
aparecem para esse critério de rigor elementos doutrinarios que estdo fundamentados no
ser é ser percebido. Isso vale tanto para os objetos como para os principios
demonstrativos. Quanto ao primeiro, somente as quantidades finitas poderiam vigorar
no método das fluxdes. Assim, uma razdo primeira entre quantidades (onde se
desconsidera as suas magnitudes) poderia muito bem se enquadrar na rejeitada teoria
das idéias abstratas. Esse critério ¢ muito mais exigente do que aquele que Newton
aplica. Por outro lado, os elementos demonstrativos, da mesma maneira, ndo estariam
desvinculados ainda de tal filosofia. O conceito de universalidade exige somente
propriedades observaveis, ou possivelmente observaveis. Isso mais uma vez exclui que
elementos abstratos sejam eliminados, o que evita novamente a possibilidade de tal
conceito de proporcionalidade ser demonstrado. Portanto, é evidente que o realismo
exigido pela propria filosofia de Berkeley ¢ muito mais intenso e diversificado do que
fora o de Newton. E essa uma outra face do “desprezo” de Berkeley pelos esforcos

newtonianos.
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