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Resumo

Neste trabalho sao abordados essencialmente dois problemas ligados a dina-
mica espago-temporal de redes de sistemas dinamicos discretos (mapas) acoplados
em uma rede unidimensional (redes de mapas acoplados). Em ambos os problemas,
a dinamica temporal dos mapas exibe caos deterministico, ou seja, ha um compor-
tamento aperidédico com dependéncia sensivel as condigoes iniciais. O elo que une
ambos os problemas ¢ a existéncia de alguma forma de sincronizacao. Além disso, as
redes de mapas acoplados que consideramos tém interagoes nao-locais, nas quais a
intensidade do acoplamento decai com a distancia entre os mapas na rede na forma
de uma lei de poténcia. Os casos-limite dessa forma de acoplamento recaem nos
casos bem-estudados na literatura de acoplamentos entre primeiros vizinhos (local)
e do tipo campo-médio (global). O expoente da lei de poténcia caracteriza o alcance
efetivo do acoplamento. No primeiro problema, estudamos a chamada intermiténcia
“liga-desliga”, que ocorre em sistemas acoplados que exibem sincronizacao completa
de caos. No espaco de fase de uma rede de mapas unidimensionais acoplados, o
estado sincronizado corresponde a um sub-espago invariante unidimensional. A in-
termiténcia liga-desliga ocorre quando uma trajetéria nao-sincronizada aproxima-se
do sub-espago sincronizado durante um certo intervalo de tempo (intervalo lami-
nar) e é posteriormente ejetada para longe deste sub-espago, para retornar a sua
vizinhancga apds um outro intervalo de tempo. Nos investigamos as caracteristicas
estatisticas dos intervalos de tempo laminares, obtendo uma dependéncia do tipo
lei de poténcia. Em alguns casos, obtivemos evidéncias de um expoente universal
para a intermiténcia “liga-desliga” (3/2). No segundo problema, abordamos um
modelo computacional para redes de neuronios, onde o acoplamento é do tipo lei de
poténcia, o que é sugerido pela alta conectividade de neuronios no cértex cerebral.
Para modelar a dinamica local dos neuronios nés empregamos um mapa bidimen-
sional devido a Rulkov, que leva em conta a existéncia de duas escalas de tempo
para a atividade neuronal: (i) uma escala répida, que descreve os disparos (picos) do
potencial de agao neuronal; (ii) uma escala lenta, que descreve as sequéncias de dis-
paros (estouros). Nés associamos uma fase geométrica para a evolugao do potencial
de acao, e estudamos numericamente a sincronizacao de fase e de frequéncia para
neuronios acoplados com uma ligeira diferenca em seus parametros. Finalmente,
investigamos a possibilidade de se controlar o estado sincronizado dos neuronios a
partir da aplicacao de um sinal harmonico externo, inspirados nas experiéncias de
estimulacao profunda do cérebro com sinais elétricos de baixa poténcia, usados para
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o controle de ritmos neurolégicos indesejados, como tremores e mal de Parkinson.

-Palavras chave: Intermiténcia on-off, sincronizacao completa, de fase e freqiiéncia,
mapas de Rulkov e acoplamento tipo lei de poténcia.
-Areas de conhecimento: Sistemas dinamicos.
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Abstract

In this work we deal with essentially two problems related to the spatio-
temporal dynamics of lattices of discrete dynamical systems (maps) coupled in a
one-dimensional lattice (coupled map lattices). In both problems, the temporal dy-
namics of the maps exhibits deterministic chaos, i.e. there is an aperiodic behaviour
with sensitive dependence to the initial conditions. The link connecting both prob-
lems is the existence of some form of synchronization. Moreover, the coupled map
lattices we deal with have nonlocal interactions, for which the coupling strength de-
creases with the distance between maps in a power-law fashion. The limiting cases of
this kind of coupling fall into the well-studied cases of nearest-neighbor (local) cou-
pling and mean-field (global) coupling. The exponent of the power law characterizes
the effective range of the coupling. In the first problem, we study the so-called
“on-off” intermittency, which occurs in coupled systems exhibiting complete syn-
chronization of chaos. In the phase-space of a lattice of coupled one-dimensional
maps, the synchronized state corresponds to an invariant one-dimensional subspace.
On-off intermittency occurs when a non-synchronized trajectory approaches the syn-
chronization subspace during a certain time interval (laminar time) and it is ejected
away from it, to eventually return to its vicinity after another time interval. We
investigate the statistics of the laminar times, obtaining a power-law dependence.
In some cases, we obtained evidence in favour of an universal (3/2) exponent for
“on-off” intermittency. In the second problem, we present a computational model
for neuronal networks, where the coupling is of the power-law type, as suggested by
the high connectivity of neurons in the cortex brain. In order to model the local
dynamics of the neurons we use a two-dimensional map due to Rulkov, which takes
into account the existence of two timescales for the neural activity: (i) a fast scale,
describing the spiking behavior of the membrane action potential; (ii) a slow scale, de-
scribing the bursts, or sequences of spikes. We introduce a geometrical phase for the
action potential time evolution, and we study numerically the phase and frequency
synchronization for coupled neurons with slightly different parameters. Finally, we
investigate the possibility to control the synchronized state of neurons from applying
an external time-periodic driving term, inspired in the deep-brain stimulation expe-
riences with low-power electric signals used to control abnormal neuronal rhythms
as tremors and Parkinson disease.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas dinamicos sao estudados, por serem de grande utilidade na mode-
lagem e compreensao de muitos sistemas de diferentes areas cientificas. Eles podem
ser definidos como um conjunto de objetos que possuem alguma interdependéncia e
que, com a variacao temporal, existam relacoes de causa e efeitos nos fenomenos que
ocorrem com os elementos desse conjunto [1]. Sao exemplos de sistemas dinamicos:
circuitos elétricos, sistemas nervosos, bolsa de valores, entre outros.

Estudar sistemas dinamicos significa determinar e compreender a evolucao
temporal de uma dada grandeza destes sistemas, e como essa evolugao temporal é
afetada pelas caracteristicas e parametros de controle do sistema, como por exemplo:
o numero de circuitos elétricos acoplados, o tamanho da rede, tipos de acoplamen-
tos entre neuronios, entre outros. Para certos valores dos parametros de controle,
um sistema dindmico pode apresentar comportamentos sincronizados e/ou compor-
tamentos caodticos.

O estudo de sistemas dinamicos comecam modelagem, sendo que os modelos
de sistemas dinamicos espago-temporais podem ser divididos em: equagoes diferen-
ciais parciais, cadeias de osciladores, redes de mapas e automatos celulares [2]. As
diferencas entre estes modelos encontram-se na forma, continuo ou discreto, que
sao tratados o espago, o tempo e a variavel de estado. Nesses modelos de sistemas
dinamicos, apesar de tratar as variaveis de maneira diferente, é possivel passar de
uma categoria para outra por meio de um processo sistematico de discretizacao
que leva em conta uma periodicidade natural do sistema modelado [2]. Dada uma
condicao inicial, estes modelos tentam prever o comportamento futuro do sistema a
partir do conhecimento das regras, que governam a mudangas do sistema [1].

Na escolha do modelo deve-se ter em mente que quanto mais geral for o
modelo, mais dificil é a solugao do mesmo. Nesta tese serd utilizado as redes de ma-
pas acoplados, sendo sua manipulacao computacional facil, se comparada as equagoes
diferenciais, e permitem resultados satisfatorios e observaveis na natureza. Nas redes
de mapas acoplados a dinamica local de cada sitio é dada por um mapa, equacao



algébrica, e a rede é um conjunto de mapas no qual a influéncia de um sitio nos out-
ros é dado por uma regra definida, o acoplamento. Os mapas utilizados nesta tese
serao: o mapa logistio, utilizado para compreender que tipo de sincronizagao ocorre
em uma rede de mapas idénticos, e o mapa de Rulkov, um modelo fenomenolégico
para a evolucao temporal do potencial elétrico da membrana do neuronio.

Tanto, o acoplamento entre os elementos do conjunto analisado, como a
fungao que descreve um elemento isolado (mapa) podem ser lineares ou nao lineares.
Os fenomenos nao lineares estao presentes em muitos sistemas dinamicos, por exem-
plo, péndulo entre outros [3].

A presenca de regras nao lineares em sistemas dinamicos pode levar ao com-
portamento caotico, ou seja, sensibilidade as condicoes iniciais, no qual, duas tra-
jetorias muito proximas separam-se exponencialmente com o tempo. Esta separacao
exponencial é determinada através dos expoentes de Lyapunov, que sao médulos dos
logaritmos naturais dos autovalores dos produtos das Jacobianas dos sistemas em
estudo [4].

O estudo de sistemas dinamicos complexos tem recebido muita aten¢ao nos
ultimos 20 anos, sendo que, as principais caracteristicas de sistemas dinamicos com-
plexos sao: sistemas compostos de muitas partes correlacionadas de maneiras nao
triviais, podendo exibir tanto comportamentos ordenados ou aleatérios e exibem hi-
erarquias de estruturas com diferentes escalas de comprimento [5].

Recentemente, surgiu na comunidade cientifica o interesse pelo estudo da
sincronizacao cadtica [6]. A sincronizacao cadtica é o ajuste de alguma varidvel do
sistema, como por exemplo, fase, freqiiéncia ou amplitude, devido ao acoplamento
do sistema ou ao forgamento a que esta sujeito [6]. Aqui ocorre uma competigdo no
sistema dinamico, enquanto o termo nao linear de cada sitio tenta retirar o sistema
da sincronizacao, o acoplamento tende a deixar todos os sitios da rede sincronizados.

Existe o interesse de que ocorra a sincronizacao ou nao do sistema, por
exemplo, existe o interesse da sincronizagao cadtica em um sistema de comunicacao,
sendo que uma comunicagao cadtica nao pode ser interceptada, pois o erro causado
pela interceptacao aumenta de forma exponencial [6]. J&4 em um sistema de neur6nios
a sincronizacao nao é interessante, pois estd associada a doencas. A ocorréncia ou
nao da sincronizagao faz surgir estruturas nas quais os comportamentos ordenados e
desordenados coexistem simultaneamente. Um dos interesses desta tese ¢é a transicao
entre comportamentos dessincronizados-sincronizados.

No estudo de uma rede de mapas logisticos acoplados serao observados trés
diferentes regimes, referentes a sincronizagao da rede. Para esta rede sera possivel ob-
servar que um dos mecanismos, para um certo valor dos parametros de acoplamento,
da transi¢cdo de um estado sincronizado é a intermiténcia on-off (liga-desliga). Na
intermiténcia liga-desliga a rede alterna entre estados laminares, off, no qual a rede
permanece por longos intervalos de tempo, e estado de estouros cadticos, on, que
surge abruptamente na dinamica dos sitios da rede e neste estado a rede permanece
até que volta novamente para o estado laminar. Na evolugao temporal a rede alterna
de forma intermitente entre estado laminar e de estouro cadtico.

Os exemplos de estados intermitentes sao abundantes na natureza, podendo



ser citados como exemplos: inversao irregular do campo magnético terrestre, fluxo
turbulento em fluidos e terremotos [7].

A sincronizacao também sera estudada na rede de mapas de Rulkov, ten-
tando compreender como ocorre a transicao de um estado dessincronizado para um
sincronizado, e como é possivel controlar a sincronizacao. Os mapas de Rulkov sao
exemplos da aplicacao de sistemas dinamicos em fisiologia, na tentativa de com-
preender a evolucao temporal da tensao elétrica nas membranas dos neurdnios. Os
neuronios bioldgicos sao pequenas unidades que formam grandes sistemas, como por
exemplo o cérebro humano, que possui mais de 100 regioes especializadas com difer-
entes fungoes. Cada regiao do cérebro forma uma rede complexa, pois é formado por
um grande nimero de neuronios, onde cada neuronio esta conectado aos demais dessa
regiao. As atividades elétricas observadas nos conjuntos de neuronios sao resultados
das propriedades individuais de cada neurdnio, e da forma com que estes neurénios
estao acoplados. Além do mapa de Rulkov existem outros modelos dinamicos para a
evolucao temporal da tensao elétrica da membrana: O modelos de Hodkgin e Huxley,
Hindmarsh-Rose, FitzHugh-Nagumo e Bonhoeffer-van der Pol.

Nas redes dos mapas de Rulkov a transicao de um estado dessincronizado
para um estado sincronizado ocorre via uma transicao de segunda ordem, semel-
hante as transi¢coes de fases em fenomenos magnéticos. A sincronizacao dos mapas
de Rulkov ocorre devido a influéncia efetiva que um sitio exerce no outro, e essa
influéncia efetiva possui uma regra bem definida, o acoplamento do sistema. O
acoplamento depende do sistema neural que esta sendo tratado, existindo diferentes
tipos de topologia para a influéncia de um sitio (neurénio) no outro: no cérebro
de primatas foi observado um acoplamento fractal [8], no cértex visual do gato no
qual o acoplamento sugerido é o tipo global [9], e no sistema nervoso da C. elegans
foi observado os acoplamentos de pequeno mundo [10]. O acoplamento fractal é
semelhante ao acoplamento tipo lei de poténcia, acoplamento utilizado nesta tese,
pois no acoplamento fractal a probabilidade de conexao diminui com o aumento da
distancia entre os sitios, e no acoplamento tipo lei de poténcia a influéncia entre os
sitios diminui com a distancia.

Em uma rede de neuronios as sincronizacoes estao associadas as doencas,
assim, nao existem interesses em estados sincronizados de uma rede neural. Para
retirar uma rede do estado sincronizado sera inserido um sinal externo periodico em
alguns sitios, e serd observado qual o valor da amplitude e da freqiiéncia necessarios
para retirar a rede de um estado sincronizado. Este procedimento tem sido realizado
experimentalmente, através da insercao de micro eletrodos nas regioes doentias do
cérebro humano.

Esta tese de doutoramento foi dividida em cinco capitulos:

No segundo capitulo é dada uma introdugao sobre as redes de mapas acopla-
dos, e os motivos de sua utilizacao em sistemas dinamicos. Nesse capitulo serd
comentado sobre mapas e seus comportamentos que serao observados nos outros
capitulos: pontos fixos, érbitas periddicas, entre outros. Também sera feita uma
breve introducao a sincronizacao de sistemas dinamicos.

No terceiro capitulo sera estudado a intermiténcia liga-desliga em uma rede



de mapas logisticos acoplados, com alcance variado. O interesse deste capitulo é ob-
servar se a rede de mapas logisticos perde a sincronizacao através de um mecanismo
de intermiténcia ligado-desligado.

No quarto capitulo serao introduzidos os mapas de Rulkov, um mapa bi-
dimensional que possui duas escalas de tempo: uma rapida e outra lenta. Os mapas
de Rulkov sao modelos fenomenolégicos da dinamica da tensao elétrica dos neuronios.
No capitulo sobre os mapas de Rulkov serao introduzidos outros modelos, para uma
breve comparacao entre os modelos. Também serao apresentadas algumas topolo-
gias das redes de neuronios, sendo que, as simulagoes e analise serao feitas para os
acoplamentos global e tipo lei de poténcia.

No quinto capitulo sera estudado a sincronizacao de fase e de freqiiéncia
para uma rede de mapas de Rulkov, com acoplamento de alcance variado. O foco
deste capitulo é observar a influéncia do alcance e da intensidade do acoplamento
na sincronizacao da rede de mapas, e possibilidade de retirar a rede de um estado
sincronizado através da inser¢ao de um sinal externo periddico. Para este estudo
sera necessario definir uma fase e freqiiéncia para os disparos de cada neuronio.

No sexto e ultimo capitulo desta tese estao as conclusao obtidas dos trabal-
hos realizados nestes quatro anos, juntamente com os trabalhos futuros propostos.
Nos anexos encontram-se os trabalhos publicados e aceitos para publicacao.

O trabalho apresentado aqui foram feitos todos em linguagem de pro-
gramacao C, utilizando-se de pacotes numéricos do Numerical Recipes. As simulagoes
foram feitas dentro do departamento de fisica da UFPR e também com a utilizacao
do CLUSTER CT-INFRA.



Capitulo 2

Conceltos Fundamentais

As redes de mapas acoplados foram introduzidas em sistemas dinamicos em
1983, na tese de doutoramento de Kunihiko Kaneko, como um modelo para o estudo
de caos espago-temporal [11]. Estudos com redes deste tipo vém crescendo nos cam-
pos de caos espaco-temporal e também em outras dreas como biologia, matematica,
engenharia e fisica [12] [13].

Em sistemas dinamicos espago-temporais, além das redes de mapas acopla-
dos, podem ser citados como modelos: equacoes diferenciais parciais, cadeias de
osciladores e os automatos celulares, sendo que a principal diferenca entre estes
modelos € o tratamento dado ao tempo, ao espaco e a variavel de estado. Na tabela
(2.1) encontram-se os quatro modelos de sistemas dinamicos e como o tempo, espago
e a variavel de estado sao tratados.

Tabela 2.1: Lista hierdrquica de sistemas espacialmente estendidos [2] .

Sistema | Espaco Tempo | Variavel de Estado
Equacoes Diferenciais Parciais | Continuo | Continuo | Continua
Cadeia de Osciladores | Discreto | Continuo | Continua
Redes de Mapas Acoplados | Discreto | Discreto | Continua
Automatos Celulares | Discreto | Discreto | Discreta

O primeiro modelo de sistemas dinamicos sao as equacoes diferenciais par-
ciais, apresentando um nimero infinitamente denso de graus de liberdade espaciais,
nas quais o tempo, o espago e a varidvel de estado sdo continuas [2]. Um pouco abaixo
na hierarquia dos sistemas dinamicos, encontram-se as cadeias de osciladores, que
possuem o espaco discreto, e a variavel de estado e o tempo continuos. As cadeias
de osciladores sao equacoes diferenciais ordinarias acopladas. As redes de mapas
acoplados sdo modelos dinamicos que apresentam um nimero enumeravel (e finito)
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de graus de liberdade. A cada grau de liberdade pode ser associado uma variavel de
estado, caracterizando uma propriedade fisica do sistema [2]|, como por exemplo, a
tensao elétrica na membrana do neuronio. Nas redes de mapas acoplados, o tempo
e o espaco sao tratados de forma discreta, ja a variavel de estado é continua.

Abaixo das redes de mapas, na tabela (2.1), encontram-se os automatos celu-
lares, nestes modelos o tempo, o espaco e a variavel de estado sao tratados de forma
discreta. Os modelos apresentados na tabela (2.1) possuem suas vantagens e desvan-
tagens, por exemplo pode-se utilizar as equacgoes diferenciais parciais para modelar
algum problema fisico devido a ”generalidade” que seu tratamento proporciona, mas
para isso € necessario a utilizacao de métodos numéricos para a solucao das equagoes,
juntamente com um longo tempo computacional necessario para a solucao dos proble-
mas. Ja as redes de mapas acoplados possuem o tempo e o espago discreto, perdendo
alguma ”generalidade”se comparado as equacoes diferenciais parciais, mas sao obti-
dos resultados de forma mais rapida e com menos esforcos computacionais, e devido
a sua variavel de estado ser continua proporcionam uma geracao de informagcao local.

Devido as suas caracteristicas de facil implementacao computacional, quando
comparadas ao outros sistemas hierdrquicos superiores, tabela (2.1), as rede de ma-
pas acopladas tém sido escolhidas com freqiiéncia como ”laboratorios tedricos” para
o estudo da dinamica espaco-temporal.

2.1 Redes de Mapas Acoplados

As redes de mapas acoplados podem ser relacionadas com as equacoes difer-
enciais parciais, através de uma discretizacao no espaco e no tempo de uma equacao
do tipo reagao difusao [2],

ox 0%z

— =D— +G(t)R(x), 2.1

5 = D5+ GIOR) (2.)
onde y é a variavel espacial, x a variavel de estado, D o coeficiente de difusao,
R(z) o termo nao linear de reagdo e G(t) uma fungao periédica no tempo do tipo
> ore g 0(t — k7), sendo 7 o periodo [14].

Integrando a equagao (2.1) no intervalo entre dois pulsos t € [n7T + €, (n +
)T — €] [14],

) (n+1)7+e or (n+1)7+e 821» (n+1)7+e >
lim,_o [/m_a Edt — /M_E a—det — /m_E R(z) ];)5(15 —k7)| =0,
(2.2)

como ¢ ¢ muito pequeno, a integral com a segunda derivada espacial anula-se.
Fazendo a integracao obtem-se

z(y,nt +¢) — z(y,nt — ) = R(x(y, n1). (2.3)



Durante o intervalo de tempo [n7 + ¢, (n + 1)7 — €] a funcao delta e a reacdo se
anulam.
Assim a derivada de z em relacao a t fica,

<8w> zly,t=(n+ 1)1 —¢] —zfy,t =nT +¢
y,t=nT)

ot ot ’ (2:4)

sendo 0t = 7 — 2¢. Fazendo € — 0 obtem-se

<<9x> - xnﬂ(y)T— zn(y) (2.5)

ot

Discretizando o espaco com um passo w, ou seja, y = iw, onde i =
1,2,..., N, as variaveis espaciais ficam

(836) _ z(y=(i+ Dw,t) —z(y = iw,t) _ r(y=w,t)—x(y= (i —1)w,t)
(y=iwt)

Y

Jy w w
(#7) ‘W ]
ay2 (y=iw,t) w ay (y=(+1)w,t) (y iw,t)
d” = (i + Dw,t] — 2zfy = w,t - Dw
83/ y=iw,t) w
Definindo a varidvel discreta na rede (t) = z(y = iw,t), e fazendo
t =n7 + €, com € — 0, obtém-se as derivadas temporal e espacial discretizadas
(4) i
(i) - T 27
(y,t=nt) T
92 (i+1) _9z() 4 ¢ (5 — 1
(1;) _ z! 2—1— T, (i ) (2.8)
ay y=iw,t) w
Utilizando-se dos resultados obtidos acima, a equacdo (2.1), fica
o —al=Ral?) = 2 {2 + R§H) - 200 — 2R(l0) + o) — R
(2.9)

Definindo uma constante de acoplamento ¢ = % e a funcdo ndo linear f(z(¥)) =

@ + R(2()), obtém-se a uma rede de mapas acoplados, com acoplamento laplaciano
futuro [2],
i) €

tih = f) + 5 [FED) = 2/ @) + @) (2.10)

em que i representa o sitio e n o tempo discreto [14].

As redes dos mapas acoplados também podem ser obtidas através das secoes
de Poincaré (estroboscépicas) de cadeias de osciladores acoplados. Assim, pode-se
obter uma rede de mapas através de uma discretizacao que leva em conta a periodici-
dade natural, tanto no espago como no tempo, sobretudo quando ha uma perturbacao
do tipo fungao delta de Dirac periddicas [2].
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2.2 Mapas

Os mapas também sao conhecidos como equacoes a diferencas e relacao de
recorrencia,

Tni1 = f(Tn), (2.11)

e tém sido utilizados em sistemas dinamicos tanto para o estudo da formagao de
padroes, como para o estudo de caos [15]. No estudo de caos a utilizacdo de mapas
nao-lineares fornece a vantagens da observacao de comportamento cadtico para sis-
temas unidimensionais, enquanto para equacoes diferencias, isto somente é possivel
para sistemas em trés dimensoes.

Quando os parametros de controle dos mapas sao variados surgem compor-
tamentos do tipo: pontos fixos estaveis e instaveis, érbitas periddicas, bifurcagoes,
entre outros .

e Ponto fixo: é um valor da variavel de estado do mapa que mapeia nele mesmo,
ouseja x* = f(z*). Os pontos fixos podem ser classificados em estaveis, quando
atraem as trajetorias, e instaveis quando repelem as trajetorias.

e Orbitas periddicas: As Orbitas periddicas sao dadas pelas seguinte relagao
r* = f®)(2*), onde k é o niimero de iteracdes necessérias para que o ponto x*
retorne a ele mesmo.

e Bifurcacoes: Sao mudancas qualitativas na dinamica, e o valor do parametro
no qual ocorre esta mudanga é chamado de ponto de bifurcagao [15].

2.3 Acoplamento

H& iniimeras formas de acoplamento entres os mapas. Para os acoplamentos
locais, a dinamica de um dado sitio ¢ é determinada apenas pelos sitios vizinhos mais
proximos: ¢+ 1 e ¢ — 1. Assim, o acoplamento entre primeiro vizinhos fica

i i € i i i
mity = g(a) + 5 [o(al™Y) = 29(a) + (7)) (2.12)

A funcio g(x()) define a dinamica local do acoplamento. H4 apenas dois
casos de interesse [2]:

1. Acoplamento linear: g(z()) = (),

2. Acoplamento futuro: g(z()) = f(2().



Outra forma de acoplamento entre mapas sao os acoplamentos nao locais,
que permitem o sitio ¢ seja influenciado por um nuimero arbitrariamente grande de
outros sitios mais distantes. Nesta tese vao ser utilizados dois tipos de acoplamentos
nao locais, o acoplamento tipo lei de poténcia e o acoplamento global.

2.3.1 Acoplamento Global

No acoplamento local o alcance é pequeno, ja no acoplamento global o
alcance ¢ ilimitado [16], sendo que o sitio ¢ interage com todos os outros sitios da
rede, essa interacao pode ser descrita pela seguinte relacao:

N
% i € j
i = Fal) + 5 X Gad), (2.13)
n=1
sendo n o tempo discreto e i(i = 1,...,N) o espago discretizado e N, o tamanho

da rede. Esse tipo de acoplamento é chamado na literatura de acoplamento campo
médio [17].

O acoplamento global pode simular sistemas que possuem forgas de longo
alcance que ocorrem em fisica e biologia [16]. Pode-se citar como exemplo o pro-
cessamento de informagao biolégica e as possiveis aplicagoes em engenharia [18], a
dinamica neural, em modelos de populagoes onde um aumento da conexao entre pop-
ulacoes isoladas conduz a sincronizacao em fase da populagao local, e desse modo
aumentando o perigo de uma extingao global [19].

2.3.2 Acoplamento Tipo Lei de Poténcia

O acoplamento tipo lei de poténcia leva em conta a distancia entre os sitios,
dado pela seguinte relacao

e X faltD) —2f(2®) + f(al=D)

(i) _ )
Tpaq = fla))) + , : 2.14
+1 ( ) n(a) = ]a ( )
seno N o numero impar de sitios e
N -1
N =—— (2.15)
2
N’ 1
na) =2y —. (2.16)
j=1J



Este tipo de acoplamento foi introduzido por Rogers e Wille [20] para uma
cadeia de osciladores, e estendida por Viana e Batista para uma rede de mapas
acoplados [21].

O acoplamento tipo lei de poténcia é aplicado no estudo da sincronizacao em
sistemas biolégicos, como por exemplo ritmos cardiacos, redes neurais e espécies de
vaga lumes e em sincronizagao de sistemas fisicos, por exemplo as Jungoes Josephson,
laseres, formagao dos padroes de meméria em redes de mapas acoplados [22] [23], em
sistemas de spin , onde a sincronizacao seria o comportamento ferromagnético, entre
outros sistemas fisicos [20].

2.4 Sincronizacao

A sincronizagao estd presente na fisica desde o século XVII, quando Huy-
gens observou a sincronizacao entre dois relégios de péndulos, com um acoplamento
fraco, que sincronizavam em fase [6].

Nos tltimos anos a sincronizacao tem sido inserida no estudo de sistemas
cadticos, no estudo da sincronizacao cadtica. A sincronizacao caotica refere-se ao
processo, no qual, dois ou varios sistemas cadticos, iguais ou nao entre si, apresen-
tam comportamentos comuns entre alguma das suas variaveis de movimento devido
ao acoplamento ou forgamento [6].

O acoplamento possui um papel importante na sincronizagao do sistema
cadtico, tanto quanto ao tipo de acoplamento como a direcao em que ocorre esse
acoplamento.

Nos tltimos dez anos, diferentes tipos de sincronizagoes vém sendo estu-
dadas: A sincronizagao completa [24], sincronizacao de fase [25] e sincronizacao lag
(atraso) [26], entre outras [6]. A seguir serd descrito, rapidamente, trés tipos de
sincronizacao:

e Sincronizagao completa: Foi a primeira forma de sincronizagao cadtica estu-
dada, sendo que as variaveis de estado dos sistemas cadticos acoplados evoluem
para o mesmo valor [27] [24]. Uma condi¢do necessaria para que ocorra a sin-
cronizacao completa é que os sistemas sejam idénticos.

e Sincronizagao de fase: A sincronizacao de fase de dois sistemas oscilatérios
é, geralmente, definida como o médulo da diferenga entre as fases menor que um
certo valor constante 4, isto é, |ng; — megs| < J, sendo m e n nimeros inteiros,
enquanto as amplitudes dos sinais podem ser bem diferentes. Os sistemas
nao idénticos podem apresentar sincronizacao de fase quando o acoplamento é
pequeno [6].

e Sincronizagao lag: A sincronizagao lag (atraso) é um tipo de sincronizagao
intermedidria entre a sincronizacao de fase e a sincronizacao completa. Na
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sincronizacao de fase o acoplamento nao é suficiente para que ocorra a sin-
cronizacao completa de amplitudes. Com o aumento do acoplamento dos sis-
temas espera-se que exista uma relagdo entre as amplitudes [6]. Tem sido
demonstrado que existe um regime de sincronizacao em atraso, para o qual as
amplitudes dos sistemas sao quase idénticas, sendo que uma amplitude possui
um atraso no tempo em relagao a outra [26].
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Capitulo 3

Intermiténcia Liga-desliga

Nos ultimos vinte anos o estudo do comportamento espaco-temporal em
sistemas complexos tem recebido grande atencao da comunidade cientifica [5]. Ex-
emplos de sistemas complexos sao os sistemas espacialmente estendidos formados
por mapas caoticos que apresentam diferentes tipos de comportamentos dinamicos,
por exemplo: estados cadticos e regulares, formando estruturas nas quais coexistem
comportamentos coerentes e incoerentes [28].

O comportamento de sistemas complexos que apresentam a coexisténcia de
comportamentos regulares e cadticos é o fenomeno de Intermiténcia. O comporta-
mento intermitente surgiu, provavelmente, no estudo da dinamica dos fluidos [27],
onde o termo foi introduzido para descrever o comportamento de fluidos que alternam
entre estados laminares e turbulentos [29]. As intermiténcias podem ser classificadas
em quatro tipos: Intermiténcia do tipo I, II, III [30] e on-off (liga-desliga) [29]. O
interesse desta tese é o estudo da Intermiténcia liga-desliga.

Em sistemas complexos ocorrem alternancias entre estados regulares e cadti-
cos, semelhantes ao comportamento de fluidos. Essa alternancia entre estados reg-
ulares e cadticos ocorre na série temporal do sistema, quando o sistema possui uma
evolugao regular e subitamente ocorre o surgimento de um burst (estouro), compor-
tamento cadtico. Ele permanece neste estado cadtico durante um certo intervalo de
tempo retornando novamente para o comportamento regular.

A Intermiténcia é observada em fendmenos naturais e experimentos fisicos,
como por exemplo: experimentos com convecgao [31] [32], oscilagdes em ferrofluidos
[33], entre outros. O comportamento intermitente também pode ser observado em
sistemas tedricos, como em redes de mapas acoplados [28] [34], equagdes de Ginzburg
Landau [35] e no estudo de automatos celulares [36].

No estudo da Intermiténcia do tipo liga-desliga serd utilizado uma rede de
mapas logisticos acoplados, com acoplamento do tipo lei de poténcia. O interesse
deste estudo é a compreensao da maneira pela qual uma rede de mapas logisticos
acoplados perde a sincronizacao, quando os parametros de acoplamento sao variados.
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3.1 Intermiténcia Liga-desliga

Este tipo de intermiténcia apresenta este nome pelo fato de se encontrar em
um comportamento silencioso-desligado (off) e abruptamente ocorre um comporta-
mento cadtico-ligado (on).

Para compreender esta idéia, supoe-se que o sistema composto por N
variaveis esteja no plano k-dimensional (k < N), em um atrator cadtico ou préximo
dele. A evolucao temporal do sistema leva a trajetéria para esse plano ou préximo
dele, caracterizando o estado desligado. Eventualmente, a trajetéria encontra uma
orbita instavel e deixa o plano, ou as 6rbitas vizinhas deste plano, vagando por regioes
cadticas do espago de fase, assim caracterizando o comportamento ligado [37].

Pode-se imaginar que o sistema deixa o plano k—dimensional quando ¢é per-
turbado pelos outros graus de liberdade do sistema, e se os outros graus de liberdade
sao cadticos o tempo em que o sistema fica fora ou dentro do plano nao pode ser
predito, a troca de comportamentos ocorre em um tempo aleatério [37].

A intermiténcia liga-desliga é encontrada em instabilidades de ondas de spin
[38], equagoes diferenciais [29], inversao do campo magnético terrestre [37], entre out-
ros [37].

3.1.1 Modelo de intermiténcia liga-desliga

Platt e colaboradores propuseram um modelo intermitente, composto por
cinco equagodes diferenciais[29],

dl‘l
= 3.1
dt T2, ( )
d(lfg 3
E = —T — 21’11’3 + X175 — Ho1L2, (32)
d.ﬁlﬁg
— 3.3
dt Ty, ( )
dI4 . 3 2
7 I + T35 — VgoXy € (3.4)
E = — Vo35 — Vpalq — V05(.’L'3 — ), (35)

em que o1, Yo1, Yo2, Vo3, Voa € Vos sao parametros de controle do sistema. Este
sistema possui N = 5 diregoes e k = 3 diregoes formando um plano invariante. As
direcoes 7 e xo sao as direcoes transversais a variedade e x3, x4 e x5 formam a
variedade invariante (semelhante ao atrator de Lorentz). As dinamicas das diregoes
transversais sdo dadas pelas equagoes diferenciais (3.1) e (3.2), e as dindmicas do
conjunto invariante sdo dadas pelas equagoes (3.3), (3.4) e (3.5).

Nas figuras (3.1) estdo as dinamicas temporais da dire¢ao transversal z,
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com condigoes iniciais aleatorias para todas as direcoes, e dois conjuntos de valores
para os parametros vy € V4.

4 4
€Y (b)

_2 — — _2 ||
-4 | -4 |
1,0x10* 1,1x10" 1,2x10%1,0x10" 1,1x10" 1,2x10"
t t

Figura 3.1: 1 X t, com Ho1 = 1,815, Vo2 = 1,815, Vo3 = 0,44, Vos = 2,86 e todas
as condigoes iniciais aleatdrias no intervalo [0, 1]. Em (a) vg; = 1 e vo4 = 2,86. (b)
Vo1 = Oe Voa = 0 [29]

Na evolugao temporal de xy, figuras (3.1), observa-se que em alguns in-
stantes de tempo z; = 0 e abruptamente x; # 0. Quando o valor de z; é igual a
zero, também o valor de x5 serd igual a zero, e o sistema esta em um estado desligado.
No momento em que x; # 0, o valor é x5 # 0 e o sistema estd em um estado ligado.

Quando o sistema encontra-se no comportamento desligado, a dinamica das
trés diregbes x3, x4 € x5 encontra-se no atrator (plano invariante), semelhante ao
atrator de Lorentz, e os valores z; e x5 sao nulos. Mas durante a evolucao temporal
do sistema as trajetérias encontram orbitas instaveis, nas quais, o valor de z; # 0 e
o9 # 0 e as direcoes x3, x4 € T5 deixam a variedade invariante e passeiam por outras
regioes do espago de fase, figuras (3.2).

Nas figuras (3.2) estao as projecoes das diregoes x3 e =5 da variedade invari-
ante. Com o valor inicial de x; e x5 iguais a zero as direcoes x3, x4 € x5 permanecem
na variedade invariante a "borboleta de Lorentz”. Para as condigoes iniciais x1 e xs
diferentes de zero, a dinamica das dire¢oes instaveis perturbam a variedade invari-
ante, fazendo com que x3, x4 e x5 saiam do atrator de Lorentz para alguns instantes
de tempo.

Neste modelo as direcoes transversais e a variedade invariante sao depen-
dentes dos parametros vy, e oy, com observa-se nas figuras (3.1). Com a diminuigao
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dos parametros 1y, e vy, 0s tempos de permanéncia no atrator das direcoes x3, x4 €
x5 diminuem, pois o numero de érbitas instaveis aumentam. Quando vy, e vy, estao
proximos a um valor critico, 1/(()? e V((]i), o numero de Orbitas instaveis e estaveis sao
aproximadamente iguais, e para vy, e 1y menores que o valor critico o nimero de
orbitas instaveis é maior do que das orbitas estaveis.

6 ‘ 6

Figura 3.2: x5 X x3, com pg; = 1,815, vpg1 = 1, vpo = 1,815, 13 = 0,44, 194 = 2,86 e
vos = 2,86. (a) Os valores das condigoes iniciais de z; = 0 e x2 = 0, e (b) os valores
de 1 # 0 e x9 # 0 [29].

3.2 Intemiténcia liga-desliga em redes com acopla-
mento do tipo lei de poténcia

Para tentar compreender como a passagem de um estado sincronizado para
um dessincronizado nas redes de mapas acoplados de acoplamento de alcance variado,
foi estudada a perda de estabilidade transversal das érbitas através do mecanismo
da intermiténcia liga-desliga, como uma rota da dessincroniza¢ao dos mapas da rede.

Um mapa ¢ um modelo de sistemas dinamicos que possui variavel de estado
continua e o tempo discreto. O mapa utilizado para o estudo da intermiténcia liga-
desliga foi o mapa logistico.
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3.2.1 Mapa logistico

O mapa logistico ¢ um mapa nao linear que apresenta comportamentos
dinamicos muito interessantes, pode ser derivado de uma equacao de diferencas
"logisticas”, como uma tentativa de exemplificar o crescimento de uma populagao,
no qual o termo nao linear impoe uma saturagao ao crescimento exponencial [39]. A
funcao do mapa logistico é dado por:

Tny1 = [(zn) = pa,(l — 2y). (3.6)

Este mapa tem sido utilizado nas ultimas décadas como um laboratorio para
o estudo de fendmenos nao lineares e complexos, tanto para um mapa isolado, como
para uma rede de mapas acoplados.

A varidvel de estado do mapa logistico esta compreendida no intervalo aberto
[0, 1], os seus valores nunca excedem x,, < 0 ou z,, > 1. Se este intervalo nao é re-
speitado, o valor de x,, diverge [40].

O parametro de controle do mapa logistico (3.6), u, possui valores no inter-
valo [0, 4], e para diferentes valores de u o mapa logistico pode apresentar: pontos
fixos, bifurcagoes de periodo, pontos periédicos, intermiténcia e regimes cadticos [39].

3.2.2 Redes de mapas logisticos acoplados

Nas redes de mapas acoplados a interagao entre os mapas se da através do
acoplamento, que pode ser: local, global, tipo lei de poténcia, entre outros.

No estudo da intermiténcia liga-desliga o acoplamento utilizado foi o tipo lei
de poténcia ou de alcance variado. No acoplamento de alcance variado a influéncia
entre os sitios decai com a distancia que os separam, obedecendo uma lei de poténcia,
J* [20],

e o fla) + faf)

muia = (= f @)+ 053 i

, (3.7)
no qual f(x() é a funcdo que descreve o mapa isolado, € é a intensidade do acopla-
mento e « esta relacionado com o alcance do acoplamento. Quanto maior o valor de
« menor sera o alcance do acoplamento.

O numero de sitios da rede serd N, que deve ser um ntumero impar, sendo
utilizadas condicoes de contorno periédicas. O parametro N’ é dado pela equacao
(2.15) e o fator de normalizacao n(a) pela equacao (2.16).

O acoplamento do tipo lei de poténcia possui dois limites, um quando a = 0
e o outro a — o0o0. Para a = 0 obtém-se o acoplamento global onde cada sitio ¢ acopla
com o campo médio da rede e n(a) = N — 1. Quando a@ — oo recai no acoplamento
local, assim o sitio ¢ interage apenas com os primeiros vizinhos e n(a) = 2.
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3.2.3 Variedade de Sincronizacao

A variedade (manifold) de sincronizagao é uma variedade invariante, ou
seja, uma dada orbita estavel que se encontra na variedade invariante continua nela
a nao ser que ela seja perturbada por uma orbita instavel. A varieadade invariante é
um conjunto que localmente tem estrutura do espago Euclidiano e é freqiientemente
encontrada como uma superficie m-dimensional imersa no espago real de ordem n,
com m < n [41] [42].

Neste capitulo a variedade de sincronizacao é o conjunto das érbitas estaveis,
no qual, as varidveis de estado dos sitios da rede possuem o mesmo valor, z{!) = z(2) =
... = zN) ou seja, na variedade de sincronizacio ocorre a sincronizacao completa dos
sitios da rede. A rede de mapas acoplados (3.7) serd composta por mapas logisticos
idénticos, com p = 4. Para este valor do parametro, o mapa logistico apresenta um
comportamento cadtico e dependendo do valor do alcance (a) e da intensidade de
acoplamento (¢) a rede de mapas acoplados pode apresentar diferentes regimes [43]:

e Orbitas caoticas completamente sincronizadas: Todas as condigoes iniciais
aleatorias convergem de forma exponencial para a variedade de sincronizagao,
para qual () = 2(2) = = 2N),

e Regime transiente: Todas as condigoes iniciais alternam entre estados sin-
cronizados e dessincronizados.

e Orbitas cadticas completamente nao sincronizadas: Neste regime, mesmo o
tempo tendendo ao infinito, os sitios da rede nao sincronizam.

No estudo da sincronizacao surge a necessidade de diagnosticar quando o
sistema esta, ou nao, no estado de sincronizacao cadtica. Na literatura sao descritas
trés formas de se diagnosticar a sincronizacao: através da distancia a variedade de
sincronizagao, do parametro de ordem de Kuramoto e do espectro dos expoentes de
Lyapunov [44].

3.2.4 Distancia a Variedade de Sincronizacgao

A distancia a variedade (manifold) de sincronizagao é um dos diagnosticos
da sincronizacao para uma rede de N mapas acoplados. A variedade de sincronizacao
¢ um plano no espaco, no qual todas as variaveis de estado possuem o mesmo valor.
A distancia a variedade de sincronizagao (que serd expressa D,,) é uma distancia or-
togonal ao plano N —dimensional de (), @) ... (") no qual as varidveis de estado
estao sincronizadas [45]. A expressdo para a distancia a variedade de sincronizagao
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em tempo fixo n é
N AN 2 N . ?
D,=Y_ (m?) — (Z xfﬁ) . (3.8)
Jj=1 J=1
Essa distancia pode ser expressa utilizando-se a variancia das variaveis de estado dos
sitios da rede. Assim, a equagao (3.8) pode ser expressa por D? = N2, em que

o2 = (2%) —(x)3. (3.9)

Na figura (3.3) estd a evolugao temporal da distancia a variedade de sin-
cronizacao para uma rede N = 21 mapas logisticos acoplados, com acoplamento

de alcance variado, condigoes de contorno periédicas e condicoes iniciais aleatorias,
a=0,e=0,465e pu=4.

0,024 . T

0,016 |- -

Figura 3.3: Evolucao temporal da distancia a variedade de sincronizacao, para uma
rede com N = 21 mapas logisticos acoplados, todos com parametro de controle u = 4,
a =0, e = 0,465, condicoes iniciais aleatorias e condigoes de contorno periédicas.

O comportamento de D,, é proporcional ao desvio padrao dos valores das
variaveis de estado dos sitios da rede, e quando o desvio padrao vai a zero a distancia
a variedade de sincronizacao é nula, ou seja, a rede estd completamente sincronizada
e as variaveis de estado possuem o mesmo valor. Quando as variaveis de estado
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possuem valores diferentes, o desvio padrao é diferente de zero e D,, > 0.

Para os valores de « e ¢ da figura (3.3) a rede alterna entre estados sin-
cronizados (D,, = 0) e estados dessincronizados (D,, # 0). A passagem de um estado
sincronizado para um dessincronizado ocorre de forma aleatoria, como é observado
na figura (3.3), e a volta para o estado sincronizado também ocorre aleatoriamente.

Tanto a equagao (3.8), como a equagao (3.9) sado calculadas em um tempo
n, caracterizando a sincronizacao em dado instante de tempo. Para avaliar como
os parametro do acoplamento afetam a sincronizacao é necessario definir um valor
médio para a distancia a variedade de sincronizagao, para um certo valor de « e
e. Assim, sera feito uma média temporal da distancia a variedade de sincronizacao,
definida como,

d=——73 D, (3.10)

sendo 1y o tempo transiente e 7 o tempo quando n — oo.

Através da equacdo (3.10) pode-se associar um certo valor de d para cada
par (a,¢). Nas figuras (3.4) encontra-se a variagdo do valor médio da distancia em
funcao da intensidade de acoplamento, para quatro diferentes valores de o, N = 21
mapas logisticos, u = 4, 19 = 50000, condicoes de contorno periddicas e condig¢oes
iniciais aleatorias.

O valor de d é dependente de a e € como nota-se nas figuras (3.4), e com a
diminuicao do alcance do acoplamento é necessario uma intensidade de acoplamento
maior para que ocorra a sincroniza¢ao. Com o alcance global (a = 0), figura (3.4a),
para valores € > 0,47 a rede apresenta a sincronizacao completa. Com a diminuicao
do alcance (a = 0,5) os valores de e para que ocorra a sincronizagao sao maiores ou
igual a 0,62, figura (3.4b).

Para o valor de a = 1, figura (3.4c), ocorre a influéncia mutua entre os
sitios, mas a medida que aumenta a distancia entre os sitios essa influéncia mutua
vai tornando-se pequena, sendo necessario € > 0,89 para ocorrer a sincronizacao.

Quando o valor de @ = 2, nao é mais possivel a sincronizacao completa,
como pode-se observar na figura (3.4d). Isso ocorre devido a influéncia dos sitios
(j +14) e (j —7) no sitio ¢ diminuirem com j~. Agora, os sitios mais préximos
influenciam mais intensamente no acoplamento, ocorrendo uma diminuicao rapida
com a distancia. Para este valor de « seria necesséario € maior do que um para ocorrer
a sincronizagao.

3.2.5 Parametro de Ordem de Kuramoto

O parametro de ordem é um valor complexo introduzido por Kuramoto para
o estudo da fase em varidveis ciclicas [46], e serd utilizado como um diagnéstico da
sincroniza¢ao de um sistema.
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Figura 3.4: Distancia média a variedade de sincronizacao em funcao da intensidade
de acoplamento, para uma rede com N = 21 mapas logisticos acoplados, todos como
parametro de controle u = 4, condigoes iniciais aleatdrias, condigoes de contorno
periédicas, 1o = 50000 e quatro diferentes valores de a. (a) a =0, (b) a = 0,5, (¢)
a=1le(d) a=2.

A definicao do parametro de ordem é dada por,

_ iPn __ i = 127"5’72])
Z, = R,e"" = N e , (3.11)

Jj=1

sendo R, a amplitude e ¢, o angulo do vetor unitario em um dado tempo n, com
condigoes de contorno periédicas [5].

A equagao (3.11) pode ser modificada para uma rede de N mapas acoplados
e condigoes de contorno periddicas,

(3.12)




trabalhando desta forma, apenas com valores reais.

O parametro de ordem possui dois casos limites, sendo que o primeiro
ocorre quando todas as varidveis de estado possuem o mesmo valor z{) = z(2) =

.= 2WM) = ¢ ou seja um estado completamente sincronizado. O médulo do so-

matorio sobre a exponencial complexa da equagao (3.12) pode ser expresso como
|cos(27E) + isen(2w€)| = N, assim o valor de R, serd igual a um. O outro limite
ocorre quando as variaveis de estado dos sitios da rede possuem todas valores difer-
entes, tornando o médulo da exponencial complexa, uma média sobre todos os senos
e cossenos da rede [47], como um valor menor que 1.

Na figura (3.5) estd plotado R, xn, para uma rede de N = 21 mapas acopla-
dos, com condigoes de contorno periddicas e condigoes iniciais aleatorias, a = 0 e
e = 0,465.

0,97
ha ]
0,931 |
1 | 1
0’90 l(')%)O 2000

Figura 3.5: Evolugao temporal do parametro de ordem, para uma rede N = 21 mapas
logisticos acoplados, todos com o parametro de controle p = 4, o = 0, € = 0,465,
condicoes iniciais aleatérias e condicoes de contorno periodicas.

Para os valores de a e € da figura (3.5) pode-se observar que a rede alterna
entre estados sincronizados (R, = 1) e dessincronizados (R, # 1). Mas para carac-
terizar o estado sincronizado-dessincronizado da rede para um dado valor de ac e € é
necessario a utilizagao da média temporal do parametro de ordem, definido como:

L S g, (3.13)

T —1T0 n—ro

R =
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sendo 7 o valor de n — oc.

O comportamento do parametro de ordem médio em funcao de ¢ para quatro
diferentes valores o, com N = 21 mapas acoplados, condi¢oes de contorno periddicas
e condigbes iniciais aleatérias, estdo nas figuras (3.6).

I
(@)

IO 0,51 —

|02 0,5

| |
0,5 1 0 0,5 1
€ €

Figura 3.6: Parametro de ordem médio em funcao da intensidade de acoplamento,
para uma rede N = 21 mapas logisticos acoplados, todos com parametro de controle
i = 4, condigoes iniciais aleatérias, condicoes de contorno periddicas, 7o = 50000 e
quatro diferentes valores de a. (a) a =0, (b) a =0,5, (c) a=1¢e (d) o= 2.

O valor de R, equagao (3.13), depende da intensidade e do alcance do acopla-
mento, como observa-se nas figuras (3.6). Para o valor de @ = 0 quando € é pequeno,
R ¢ préximo de zero, e para € > 0,3 R comeca aumentar o seu valor até que para
e > 0,47 a rede atinge o estado sincronizado, figura (3.6a). Nas figuras (3.6b) e
(3.6¢), nos quais os valores de « sao 0,5 e 1, respectivamente, as intensidades de
acoplamento necessarias para que ocorra a sincronizacao completa da rede sao 0,62 e
0,89, ou seja, com a diminuicao do alcance do acoplamento a intensidade necessaria
para a sincronizagao aumenta. Quando a rede possui um alcance do acoplamento
pequeno « = 2, figura (3.6d), ndo é possivel a rede alcangar a sincronizagao para os
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valores de ¢ utilizados nesta tese.

Ao analisar as figuras (3.4) e (3.6) observa-se que tanto o parametro de
ordem médio como a média da distancia a variedade de sincronizacao fornecem a
mesma informagao sobre o estado sincronizado da rede, podendo ser utilizado tanto
R como d para caracterizar a sincronizacao da rede.

Outra observagao que pode ser retirada das figuras (3.4) e (3.6) ¢ o resul-
tado obtido por Anteneodo e colaboradores [44], no qual os valores de R e d estao
relacionados,

(R)* +(d)* = 1, (3.14)

para valores de € e a proximos do estado sincronizado da rede.

3.2.6 Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov fornecem as taxas de dilatacao e contracao ex-
ponencial das trajetdérias no espago de fase [48]. Para uma melhor compreensao da
divergéncia exponencial, observa-se a figura (3.7), onde duas condigoes iniciais sepa-
radas por infinitésimo €, g e xg + €, possuem suas trajetérias separadas a uma taxa
exponencial A com o tempo.

n A (Xo)
| € | n | ge |

Xo XO + € f(n) (Xo) f(n) (XO + 8)

Figura 3.7: Separacao exponencial de duas condig¢oes iniciais proximas, onde n é o
nimero de iteragoes [49)].

Assumindo que x, seja um vetor m-dimensional, e a dinamica seja dada
pelo mapa,
Xni1 = f(Xn). (3.15)

Considerando-se que um deslocamento da orbita original x,, — x,+0x,. A dinamica
temporal da separacao entre as duas orbitas é dada por:

0Xni1 = Df(xn)0Xn, (3.16)

onde D f(xy,) é produto das n matrizes Jacobianas, das derivadas parciais de f(xy)
em relacao a cada componente do vetor 0x,. Definindo o vetor tangente y, =
0%y /|0x%0] [51], obtém-se

Ynt1 = Df(Xn)yn. (3.17)

A evolucao temporal do vetor tangente depende da érbita do vetor xy,
determinada pela condigao inicial xg e da orientacao de yo. Como o interesse esta
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na magnitude entre do aumento ou da diminuicao da separacao entre as orbitas
durante a evolugao temporal do mapa, fazendo |y — 0| definem-se os expoentes de
Lyapunov a tempo infinito [51], como

A(X07y0) - hmn—)oo)\(x())}f())n)? (318)

no qual,
1
A(X0,Yo0,1) = gln]yn], (3.19)

sao os expoentes de Lyapunov a tempo finito, utilizados para caracterizar a presenga
de instabilidade no espago de fase do sistema.

Espectro de Lyapunov

Para um vetor ou um mapa no espaco R™, cada orbita possui m expoentes
de Lyapunov, em que cada expoente de Lyapunov mede a razao de separacao (ou
contracao) das drbitas, em relacao as m dire¢oes ortogonais [39].

Em uma rede de N mapas unidimensionais acoplados, o sistema apresenta
contragoes ou expansoes em cada uma das N direcoes da rede, sendo associado a
cada direcao um expoente de Lyapunov. O conjunto do N expoentes de Lyapunov
ordenados A; > Ay > ... > Ay formam o chamado ”espectro de Lyapunov”da rede.
O expoente de Lyapunov a tempo finito de cada diregao (i) do mapa N-dimensional
¢ dada por

n

) 1 . 1 i i
AD = “lnly] = ~n|Df(xg)).y5 | (3.20)

Quando n — oo e |yo| — 0, obtém-se o expoente de Lyapunov a tempo infinito da
direcao ¢
; 1 Dy (G
AD = lim, oo —In| D f(x3) .y Y. (3.21)
n

3.3 Regimes da Rede de Mapas Logisticos Acopla-
dos

Um dos interesses desta tese foi compreender como ocorria a perda de sin-
cronizacao na rede de mapas logisticos acoplados, com a variagao dos valores de € e
a. A variacao de € e « faz surgir trés regioes com comportamentos diferentes, como
podem ser observados na figura (3.8).

A figura (3.8) apresenta um rede com N = 21 mapas logisticos acoplados,
com acoplamento de alcance variado, u = 4, condigoes de contorno periddicas e
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condigbes iniciais aleatérias, e duas curvas [5]: €.(a) X a dada pela relagao

1
c = s 22
T 1,75 -0, 754a (3.22)
e a curva €*(a) X a
1
= . 2
© T 214-0,99a (3:23)

Estas duas curvas delimitam trés regioes distintas quanto a sincronizacao
e ao tempo necessario para obtencao do estado de sincronizacao completa da rede,
para um dado valor de « e ¢ [43]:

1. Orbitas cadticas completamente sincronizadas;
2. Regime transiente e;

3. Orbitas cadticas completamente nao sincronizadas.

1 . .

Estado
Sincronizado

0,8 _
w -

0,6 _
Estado
Dessincronizado

1 I 1 I 1
O’40 0,4 0,8 1,2
(® {

Figura 3.8: £x«a, podendo observar os trés estados possiveis para os diferentes valores
de a e e: estado sincronizado, estado de transigao e estado dessincronizado [5].

A curva e.(a) X @ apresentada na figura (3.8) foi obtida através do parametro
de ordem [5], e delimita duas regides. A primeira regido encontra-se a esquerda da
curva ¢ a regiao de sincronizagao completa, em que as condigoes inicias convergem
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exponencialmente para a variedade de sincronizacao. As evolugoes temporais de R,
e D, desta regiao, encontram-se nas figuras (3.9), para uma rede de N = 21 mapas
logisticos acoplados, com ¢ = 0,55 e a = 0, condigoes de contorno periddicas e
condicoes iniciais aleatorias.

1,01 T T T 0,0l T
@ (b)
o= 1 o O
L | L _ |
0,995 50 100 2°%1o 50 100
N N

Figura 3.9: Rede de N = 21 mapas logisticos acoplados, ;1 = 4, condic¢oes de contorno
periédicas, « = 0 e € = 0,55. (a) Evolugdo temporal do parametro de ordem e (b)
evolucao temporal da distancia a variedade de sincronizacao.

O valor de R, — 1, figura (3.9a), e D,, — 0 ocorre de forma muito rapida,
sendo que em poucas iteragoes a rede alcanca o estado sincronizado. Para os valores
de € e a a rede de mapas atinge o estado sincronizado e nao sai mais deste estado. O
calculo do tempo minimo de sincronizacao para esta regiao pode ser obtido através
do maior expoente de Lyapunov da rede.

O tempo de sincronizacao da rede pode ser obtido através dos expoentes de
Lyapunov é positivo. Assumindo que os sitios da rede possuem um pequeno desvio
do valor médio [50],

1 .
AP = N2 — 7, (3.24)
N =
no qual 7, ¢ o valor médio das variaveis de estado em um dado instante de tempo
n. A evolucao temporal A®) ser4,

AP
A(:p) . 0 <6)\( In +

A@p
e + ...
" N—1

+eMm) (3.25)

em Aéx) ¢ desvio das varidveis de estado dos sitios em relagdo ao valor médio [50].
Como a rede esta na regiao de sincronizagao, apenas o maior expoente con-
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tribui na evolucdo temporal de Al®)| assim a expressdo (3.25), pode ser aproximada
por,
(=) AW
A@ Ay'e
" N -1
Isolando n da equagao (3.26) obtem-se o tempo minimo para a sincronizagao da rede

[50]7

(3.26)

1 . .
Minin = 155 (In(N = 1) + In(A{) — In(A§)) . (3.27)

A segunda regiao da figura (3.8), regiao entre as curvas e.(a) X a e £* () X av,
¢ denominada regiao transiente. Uma rede de mapas acoplados no estado transiente
apresenta a alternancia entre estados sincronizados e dessincronizados, sendo que a
medida que os valores de € e a aproximam-se da curva £*(a) X a 0s estouros inter-
mitentes ocorrem com mais freqiiéncial[5].

A evolucao temporal de R,, e D,, para uma rede com N = 21 mapas logisticos
acoplados, condigoes de contorno periddicas e condigoes iniciais aleatorias, com os
valores de o = 0,67 e ¢ = 0, 64, regiao de transicao, podem ser observados nas figuras
(3.10). Na figura (3.10a) o parametro de ordem da rede possui intervalos de tempo
com valor igual a um, indicando a sincronizacao completa, que sao interrompidos por
estouros intermitentes com R, # 1, estados dessincronizados. O mesmo comporta-
mento ¢é observado para a distancia a variedade de sincronizagao, figura (3.10b).

1,01 . . 0,01 . .
@ (b)

1 | 1 - 1 | 1
O 99O 1(?%)0 ZOOOO’ OlO 1(?_(])0 2000

Figura 3.10: Rede de N = 21 mapas logisticos acoplados, 4 = 4, condigbes de
contorno periédicas, « = 0,64 e € = 0,67. (a) Evolucao temporal do parametro de
ordem e (b) evolugao temporal da distancia a variedade de sincronizagcao.

A terceira regiao presente na figura (3.8) é a regidao a direita da curva
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£*(a) X a, sendo que, para os valores de € e a desta regiao, a rede nunca vai alcangar
o estado de sincronizacao completa.

A evolugao temporal do parametro de ordem e da distancia a variedade de
sincroniza¢do podem ser observados na figuras (3.11a) e (3.11b), respectivamente,
para uma rede N = 21 mapas acoplados, ¢ = 0,9 e « = 1,25. Para estes valores de
« e ¢ as orbitas cadticas se aproximam de um valor sincronizado e sao repelidos por
orbitas instaveis imersas na variedade de sincronizacao.

1,25 T T 0,2 T T
(@ (b)
1
o=
0,75
1 ] 1 - 1 ] 1
O, 50 1?%)0 2000 0, 10 1(?%)0 2000

Figura 3.11: Rede de N = 21 mapas logisticos acoplados, 1 = 4, condigoes de
contorno periddicas, a = 1,25 e € = 0,9. (a) Evolugao temporal do parametro de
ordem e (b) evolucao temporal da distancia a variedade de sincronizagao.

Como o interesse esta no estudo da perda de sincronizacao da rede, quando
ocorre a variacdo « e €, o estudo vai se concentrar na curva £*(«) X a. Até aqui foi
analisado apenas para um tamanho da rede, N = 21 mapas, mas o que ocorre com
a curva quando N é aumentado?

Para responder a esta pergunta deve-se olhar a figura (3.12a), na qual esta
plotado a curva £*(a) X a para cinco diferentes valores de N. As curvas da inten-
sidade de acoplamento versus o alcance do acoplamento foram obtidos através da
seguinte expressao [52]

. 1 — et
et = p———Ty (3.28)
L= Sy 2=
© A
o 1 + e?tv
e* = WETE e (3.29)
—_ £ N
L= 5@y 2om= 0
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A expressao (3.28) é a curva inferior da figura (3.12a) para um dado valor de
N, ja a expressao (3.29) é a curva superior. A sincronizacao do sistema ocorre para
os valores e* < € < ¢*. O valor de £* em funcio do nimero de sitios para os valores
de a =0, 0,5 e 0,6, encontra-se na figura (3.12b). Através da figura (3.12a) observa-
se que com o aumento do tamanho da rede para um mesmo alcance é necessario uma
intensidade maior do acoplamento, para que ocorra a sincronizagao. Por exemplo:
para um valor de a« = 1,5 e uma rede com N = 5 mapas a sincronizagao ocorre para
e~ 0,5.

O valor de € muda conforme o tamanho da rede, figura (3.12b). Para um
alcance global, o = 0, o valor de £* é aproximadamente 0,5, sendo a influéncia do
tamanho da rede muito pequena. Quando o valor de « € igual a 0,5 ou 0,6, o niimero
de sitios da rede comegam a influenciar, como pode ser observado na figura (3.12b).

15

T T I T
@ (b)
N\
TN — N=5
BORN <o N=13
- ‘~.\. —- N=21| 1

BN -—- N=51
I
1 S N 0,75

1 | 1 | 1 0, 25 1 | 1 | 1
OO 2 4 6 0 69 138 207

o N

Figura 3.12: Rede de mapas logisticos acoplados, u = 4 e condigoes de contorno
periddicas. (a) e*(a) x a e (b) e* x N paraa =0, a=0,5e a=0,6..

3.4 Intermiténcia liga-desliga para ¢ = 1.

O primeiro estudo sobre intermiténcia liga-desliga ocorreu préximo ao valor
de e = ¢* = 1. O valor de a* depende do tamanho da rede, como pode ser ob-
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servado na figura (3.12a). A intermiténcia liga-desliga ocorre quando a variedade
de sincronizacao perde a estabilidade, R, < 1 ou D,, > 0, retornando novamente
para a variedade de sincronizacao apds um certo intervalo de tempo. Utilizando a
alternancia de tempos, nos quais a rede permanece na variedade de sincronizacao e
fora dela, sera analisada a distribuicao dos tempos entre os estouros cadticos, para
caracterizar a perda da sincronizacao na rede.

Nas figuras (3.13) estd o histograma dos tempos dos tempos entre os estouros
caoticos , para uma rede de N = 21 mapas logisticos acoplados, a = a*+da = 1, 147,
e = ¢* =1, condigoes de contorno periddicas e condicoes iniciais aleatérias.

1)(100 T T TTTTT T T T T T T TTTT T T TTTTT 1x10-2f ¢ T T T ‘H“‘j
@ i ()
x10°F 1
~ L ..' ] =
=l 1 £, 3
T X0 {7 1X0°F
x10°F 1 >
|
’87 L L \\HH‘ L L \\HH‘ L L \\HH‘ L L \\HH: '4 ‘ L ‘ 1 ‘ L 1 \‘ 1 11 \‘\ 1 i \‘\
1x10 1x10
1x10" 1107 1x10° 1x10* 1X10° w00 200 a0t a0t a0t 9ao
T T

1)(10-3 T T L I B Y I L L B

1x10°

P(1)

o I R I S A VI
1x10
S TO R 1) M3 T T S 41 5 1
T

Figura 3.13: Histograma da distribuicao dos tempos entre os estouros cadticos, para
uma rede de mapas logisticos acoplados, p =4, N =2l,e=¢"=1lea =a*+da =
1,147. (a) Histograma como todos os intervalos de tempo, onde a rede de mapas esta
sincronizada, (b) Histograma para os pequenos intervalos de tempo e sincronizagao
e (c) histogramas para os longos intervalos de tempo de sincronzacao.
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A distribuigdo dos tempos (7) é a unido de duas curvas, figura (3.13a).
Quando os tempos de sincronizagao sao pequenos, a distribui¢ao obedece uma lei de
poténcia, e para tempos grandes obedece uma distribuicao exponencial.

Para 7 pequenos a distribuicao é dada por:

P(7) = Pyr®, (3.30)

que pode ser observado na figura (3.13b). Os valores da distribuicao tipo lei de
poténcia sao w = —1,47 £ 0,05 e Py = 0,2565. o valor do expoente w ~ —3/2
caracteriza a perda de sincronizacao, ocorre via um mecanismo de intermiténcia
liga-desliga, pois o expoente -3/2 é uma caracteristica universal deste tipo de inter-
miténcia [7].

A fracao dos 7 para permanéncia da rede no estado sincronizado por longos
periodos de tempo, para estes valores de o e £, sao pequenas como sao vistos na
figura (3.13c). A distribuigao exponencial dos tempos 7 é

P(7) = Ple*'™, (3.31)

sendo w’' = (74,54 0,6) x 10™° e P; = 9,5 x 1075.

Como a perda da sincronizagao ocorre via intermiténcia liga-desliga, a
transicao de dessincronizado-sincronizado ocorre mediante uma bifurcacao instével-
instavel na variedade de sincronizagao [5], ocorrendo mudangas na variedade de sin-
cronizacao quando a variedade torna-se transversalmente instavel [7]. A existéncia
das duas escalas na distribuicao dos tempos entre estouros cadticos sao indicativos da
presenca de ruido no cenario da intermiténcia liga-desliga, assim os estouros cadticos
em um local da rede aparecem devido aos kicks aleatérios das outras partes, trans-
mitidos pelo acoplamento [5].

Até agora foram analisados apenas os tempos entre os estouros caodticos
do sistema, mas o que ocorre com o espectro dos expoentes de Lyapunov para os
valores de o = 1,147 e ¢ = 17 Para estes valores dos parametros de acoplamento
a rede possui sempre um expoente de Lyapunov positivo, podendo ocorrer ou nao
um segundo expoente positivo, os demais expoentes sao todos negativos. Para ob-
servar o segundo expoente deve-se olhar a figura (3.14), onde estd a distribuigao do
segundo maior expoente de Lyapunov a tempo finito, para uma rede de N = 21
mapas, condicoes de contorno periddicas e condigoes iniciais aleatorias.

A distribuicao dos Lyapunov estd entre o intervalo -0,2 e 0,2 com um valor
médio positivo e proximo a zero, devido ao fato da rede estar ou nao na variedade
de sincronizacao.

Quando a rede esta na variedade de sincronizacgao, o espectro dos Lyapunov
possui apenas um expoente positivo e os outros N — 1 expoentes negativos, carac-
teristica da sincronizacao cadtica. Quando a rede deixa a variedade de sincronizacao
o segundo maior expoente torna-se positivo, ou seja, perda da estabilidade transver-
sal.
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Figura 3.14: Histograma da distribuicao do segundo expoente de Lyapunov, para
uma rede de mapas logisticos acoplados, u = 4, ¢ = 1, a = 1,147 e condicoes de
contorno periédicas.

3.5 Intermiténcia liga-desliga para ¢ # 1.

Para valores de e = ¢* =1 e a = a* = 1,147 a rede apresenta alternancia
entre estados sincronizados e dessincronizados, um comportamento de intermiténcia
liga-desliga, com uma distribuicao dos tempos entre os estouros cadticos obedecendo
uma lei de poténcia para 7 pequenos e uma cauda exponencial para 7 grandes. Outra
caracteristica é o valor médio do segundo expoente de Lyapunov aproximadamente
Zero.

Agora para outros valores de ¢ = ¢* a rede de mapas acoplados continua a
apresentar um comportamento, onde ocorre a alternancia entre intervalos de tempo
na variedade de sincronizacao e fora dela. As distribui¢oes dos tempos T para cinco
diferentes valores do conjunto (g, «), escolhidos préximo a curva €* x o da figura
(3.8), podem ser observados nas figuras (3.15). Nestas figuras N = 21, u = 4,
condigbes de contorno periddicas e condigdes iniciais aleatdrias. Nas figuras (3.15) a
distribuicao dos platos de sincronizacao obedecem uma lei de poténcia para pequenos
7, semelhante a equacao (3.30), e uma cauda exponencial para grandes valores de T,
equagao (3.31). Na tabela (3.1) encontra-se o ajuste da equac@o (3.30), os valores
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dos tempos médios de sincronizagao e o ajuste da equagao (3.31) para os valores de
a e ¢ das figuras (3.15).

Tabela 3.1: Parametros de ajuste tipo lei de poténcia e exponencial, equagoes (3.30)
e (3.31), respectivamente, para os valores de € e « da figura (3.15).

£ a P w <Tt>| Fj w' x 1074
0,467290 | 0,00128 | 0,1517 | —1,09 £ 0,01 24 0,0037 | —14,15£0,014
0,528751 | 0,25128 | 0,0627 | —1,00 £ 0,02 44 0,0006 | —41,88 £0,491
0,608828 | 0,50128 | 0,0939 | —1,07 &= 0,02 34 0,0004 | —50,64 £ 1,322
0,717489 | 0,75128 | 0,1328 | —1,12£ 0,03 24 0,0015 | —98,11 £ 1,606
0,872620 | 1,00128 | 0,1115 | —1,09 £ 0,03 27 0,0010 | —79,09 £+ 1,670

Uma observacao que pode ser feita das redes das figuras (3.15) é que néo
ocorre a intermiténcia liga-desliga, pois o valor de w # —3/2. Apesar de nao ocorrer
a intermiténcia liga-desliga a distribuicao dos tempos apresentam as duas escalas,
caracterizando uma transicao ruidosa do estado sincronizado para o estado dessin-
cronizado nas regides préximas a curva €*(a) X a.

Foi efetuada a andlise da distribuicao do segundo maior expoente de Lya-
punov a tempo finito para os cinco valores do conjunto € e o, que podem ser ob-
servados na figura (3.16), para redes com N = 21, u = 4, condi¢oes de contorno
periédicas e condigoes iniciais aleatérias.

Observa-se nas figuras (3.16) que o segundo maior expoente médio possui
um valor diferente de zero, justificando valores pequenos do tempo de sincronizacao,
pois quando Ay > 0 a rede esta dessincronizada.

Depois da andlise da distribuicao dos platos de sincronizacao e da dis-
tribuicao do segundo maior expoente de Lyapunov da rede, pode-se afirmar que a
intermiténcia liga-desliga ocorre somente para valores de ¢ = 1 e o = 1,147 nao
ocorrendo para os demais valores.
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Figura 3.15: Histogramas das distribuicoes dos tempos entre os estouros caoticos,
para uma rede de mapas logisticos acoplados, p =4 e N = 21. (a) e = 0,467290 e
a =0,00128, (b) e = 0,528751 e a = 0,25128, (c) € = 0,608828 e av = 0, 50128, (d)
e=0,717489 e « = 0, 75128 e (e) € = 0,872262 ¢ o = 1,00128.
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Figura 3.16: histogramas das distribuicoes do segundo expoente de Lyapunov, para
uma rede de mapas logisticos acoplados, p = 4 e N = 21. (a) ¢ = 0,467290 e
a =0,00128, (b) e = 0,528751 e « = 0,25128, (c¢) e = 0,608828 e v = 0,50128, (d)
e=0,717489 e a = 0,75128 e (e) € = 0,872262 e o = 1,00128.
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Capitulo 4

Rede dos Mapas de Rulkov

Nas ultimas décadas os resultados obtidos em sistemas dinamicos e sistemas
complexos, que ja eram utilizadas em fisica e engenharia, comecaram a ser aplica-
dos em fenomenos bioldgicos [53]. Um exemplo da tentativa de utilizar sistemas
dinamicos no estudo de fenomenos bioldgicos é o artigo de A. M. dos Santos e co-
laboradores, onde se fez o uso de osciladores de Van der Pol como modelos para
as batidas do coragao [54]. Outro exemplo da aplicagao de sistemas complexos em
biologia sao os estudos da dinamica dos neuronios. O cérebro é composto de muitos
tipos de células, incluindo neuronio, neuroglia e células de Schwann. Acredita-se que
os responsaveis pelo processamento do sinal sejam os neurénios [3], sendo propostos
alguns modelos para o estudo da dinamica dos potenciais elétricos nas membranas
dos neuronios.

O cérebro humano é composto por mais de 10'! neuronios, que sao unidades
simples, e cada neurdénio possui mais de 10* conexodes sindpticas com os outros
neuronios, formando assim um sistema com grande capacidade cognitiva e de cont-
role [3].

A comunicagao entre os neuronios do cérebro humano possui mais de um
mecanismo, onde os potenciais de acao nas membranas possuem um papel muito im-
portante nos mecanismos de comunicacao. As tensoes elétricas de acao sao geradas
e mantidas através de correntes de {ons, como por exemplo, os {ons calcio Ca™™,
sédio (Na™) e potédssio KT, entre outros [3]. O aumento do potencial elétrico da
membrana ocorre pelas ativagoes e correntes dos fons de Ca™ e/ou (Na'), no qual
o fluxo rapido destes fons gera um abrupto aumento no potencial elétrico da mem-
brana. O processo de reducao no potencial elétrico da membrana é feito pela ativacao
e corrente dos fons de K, sendo um mecanismo mais lento [3]. Assim, a dinamica
dos fons possuem duas escalas diferentes de tempo: um rapida, por exemplo os fons
Ca*™ e (Na™), e outra lenta, por exemplo os K.

Os mecanismos de comunicagao entre neuréonios podem ocorrer através da
utilizacao de outros fons, com escalas de tempo diferentes, responsaveis pelo aumento
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ou diminuicao do potencial de acao das membranas. A combinacao desses ions faz
surgir um comportamento nao linear na dinamica da tensao da membrana, sendo
modelados por varios modelos [3].

Uma caracteristica na dinamica da tensao da membrana dos neuronios é o
aumento da tensao que faz o neurdnio sair de um estado de siléncio para um estado
excitado, quase que abruptamente. Esse fenomeno, aumento no valor da tensao de
forma abrupta, é denominado de spike (pico), e com a alternancia continua entre es-
tados silenciosos e excitados tem-se os bursts (disparos), como é observado na figura
(4.1), onde esta a evolucao temporal da dinamica do potencial elétrico da membrana
de dez diferentes tipos de neurdnios: (1) neurénio Lobster pilérico, (2) neurénio do
cérebro da ratazana, (3) neurdnio do talamo-cortical do gato, (4) neurdnio olfativo in-
ferior do porquinho-da-india, (5) neurénio aplysia R15 , (6) neurénio talamo-reticular
do gato, (7) axdnio da lula gigante, (8) talamo da ratazana, (9) neur6nio neocortical
piramidal do rato e (10) célula liberadora de gonadotrofinas hipofisarias da ratazana
[55]. Na figura(4.1) nota-se que a dinamica do potencial elétrico possui aumentos
abruptos (estados excitados) e diminui¢ao (estados silenciosos), no qual permanece
por algums instantes.

Existem varias tentativas de descrever a dinamica da tensao na membrana
dos neurénios, podendo ser citados como exemplo os modelos: Hodgkin-Huxley [56],
FitzHugh-Nagumo [57], Hindmarsh-Rose [58] ¢ o mapa de Rulkov [59] [60], sendo
que as variaveis de estado destes modelos possuem comportamento semelhantes as
evolugoes temporais dos potenciais elétricos da figuras (4.1). O interesse desta tese é
o estudo da dinamica de uma rede de mapas de Rulkov acoplados, como um modelo
de um sistema de neuronios biolégicos.

4.1 Modelos para Atividade Neuronal

O comportamento da variacao do potencial elétrico das membranas dos
neuronios tem sido modelado através de equacoes diferencias, como por exemplo, os
modelos de Hodkin e Huxley, Bonhoeffer-van der Pol, Hindmarsh-Rose, ou através
da utilizacao de mapas, tais como, mapa de Rulkov.

Nesta secao é dada uma rapida introducao aos quatro modelos de neuronios
utilizando equagoes diferenciais. O primeiro modelo descrito sera de Hodkin e Hux-
ley, o mais complexo dos quatro modelos, formado pelo conjunto de quatro equagoes
diferenciais, seis funcoes e sete constantes. Os modelos de Bonhoeffer-van der Pol,
Hindmarsh-Rose e Fitzhugh-Nagumo sao aproximagoes e/ou simplifica¢oes do mod-
elo de Hodkin e Huxley. Outro modelo que sera utilizado possui o tempo como
variavel discreto, é o mapa de Rulkov.

Os cinco modelos que serao apresentados possuem em comum as duas es-
calas de tempo caracteristicas, uma rapida e outra lenta, apresentando os disparos e
os picos em sua dinamica.
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Figura 4.1: Evolucao temporal da dinamica do potencial elétrico da membrana de
diferentes tipos de neurdnios:(1) neurénio Lobster pildrico, (2) neurénio do cérebro
da ratazana, (3) neurdénio do tdlamo-corticaldo gato, (4) neurénio olfativo inferior
do porquinho-da-india, (5) neurénio aplysia R15 , (6) neurdnio tdlamo-reticular do
gato, (7) axonio da lula gigante, (8) talamo da ratazana, (9) neurénio neocortical
piramidal do rato e (10) célula liberadora de gonadotrofinas hipofisarias da ratazana
[55].

4.1.1 Modelo de Hodgkin e Huxley

Embora o estudo da propagacao e geracao de sinais tenham sido realizados
intensamente pelos fisiologistas nos ultimos 100 anos, o marco importante neste es-
tudo foi o trabalho de Alan Hodgkin e Andrew Huxley, que desenvolveram o primeiro
modelo quantitativo de propagagao do sinal elétrico em axonios [61].

Com uma série de cinco artigos publicados no Journal of Physiology em
1952, Alan Hodgkin e Andrew Huxley, com a colaboracao de Bernand Kartz estu-
daram as condutancias ionicas que sao responsaveis pela geracao das tensoes elétricas
nas membranas dos neuronios. Em 1963, Hodgkin e Huxley dividiram o prémio No-
bel de fisiologia e medicina com John C. Eccles, por seus trabalhos sobre as tensoes
elétricas e as conductancias das sinapses neuro motoras.

O modelo do neurénio de Hodgkin e Huxley aproxima o comportamento
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elétrico da membrana do neuronio por um circuito elétrico, semelhante ao circuito
da figura (4.2). A partir deste circuito foram derivadas equagoes diferenciais que
modelam o comportamento elétrico da membrana do neuroénio.

T II Il
c—=— E Rya /% R /% R
rENa ( EK ( EI

Figura 4.2: Circuito elétrico que descreve o comportamento elétrico da membrana,
sendo Ry, = 1/gna,Rx = 1/gK € Ry = 1/g; [62].

Na figura (4.2) observa-se que a membrana comporta-se como um capacitor
(Cyn) em paralelo com as correntes de fons. O potencial elétrico da membrana é
denotada por E e Ey,, Fx e Ej, sao os potenciais elétricos de equilibrio do sédio,
potassio e dos outros ions, respectivamente. Os parametros gn., gx € ¢; sS40 as con-
dutividades de ions, Na, K e outros, respectivamente. No modelo de Hodgkin e
Huxley gy, € gk sao fungoes da tensao da membrana, Ey,., Fx, E;, g e C,, sao
considerados contantes [62].

As dinamicas das correntes de fons dentro do circuito da figura (4.2) sao
controladas pelas diferencas de tensao na membrana e nas concentragoes dos fons de
sodio e potassio. Quando a concentracao de sédio possui um valor tal que Ey, < E
a corrente de fons de sédio vai para o interior do circuito, se Ey, > E a corrente
muda de sinal [62].

Neste modelo é associado a cada fon uma corrente, sendo que a corrente do
ion é proporcional a diferenca de tensao entre a membrana e a tensao de equilibrio,
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sendo a constante de proporcionalidade a condutividade do fon. Assim, a corrente
para cada ion fica

INa = gNa(E - ENa)7 (41)
I = g(E - B). (4.3)

Para deixar os potenciais na forma mais comumente encontrada efetua-se
a seguinte troca de variaveis: V = F — E,., VN, = Eno — E., Vk = Ex — E,. ¢
V, = E;, — E,, onde E, é o valor absoluto da tensao de repouso e V', Vi, Vk e V,
podem ser medidos em relagdo & tensdao de repouso [62]. Assim, as equagoes (4.1),
(4.2) e (4.3) podem ser modificadas

Ing = gNa(V - VNa)a (4-4)
Ix = g (V = Vk), (4.5)
I =g(V-W), (4.6)

A soma das equacgoes (4.4), (4.5) e (4.6) é denominada de corrente i6nica, I; =
Ing + Ik + 1.

As quatro equacoes diferenciais, nao lineares, que sao obtidas através do
modelo da figura (4.2) para tentar descrever o comportamento da membrana do
neurénio [62]:

av

Cn—r = Gt (V = Vi) + Gungm®h(V = Vo) + 5(V = V) — 1, (4.7)
d
dﬂ_a (1=m)—Bmn—m (4.9)
a " m — M,
dh
7 = (L= h) =By — . (4.10)
E as seis funcoes:
0,01(V + 10)
On =~ o1ve1 _ 1 (4.11)
B, = 0,125¢5, (4.12)
0,1(V + 25)
Om = 01vizs | (4.13)
B = o7, (4.14)
ap = O, 0762%), (415)
1
bn= v 1 (4.16)
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O valor da condutividade do potassio é determinado através da utilizacao de
uma variavel n, que possui sua evolucao temporal dada por uma equagao diferencial
de primeira ordem. A varidvel n é o numero de particulas, sendo que a condu-
tividade do potdssio depende do niimero de particulas, gx = Grn?, em que gy ¢é
uma constante. Neste modelo, os fons potdssio somente podem cruzar a membrana
quando estao juntas quatro particulas [62]. Na equacao (4.8) n representa o nimero
de particulas que ocupa uma certa regiao da membrana, por exemplo a entrada
da membrana, e o termo (1 — n) é a proporgao de particulas em outro lugar da
membrana, a saida da membrana por exemplo. O parametro «,, representa a taxa
de transferéncia de fora para dentro das particulas, enquanto (3, a taxa em sentido
contrario. Tanto «,, como 3, sao dependentes da tensao elétrica da membrana, como
pode ser observado nas equagoes (4.11) e (4.12) [62].

A condutancia do sédio supoe-se ser determinada através de duas variaveis,
cada uma obedecendo uma equacao diferencial de primeira ordem. Assim, gy, =
m3hgy,, sendo Gy, uma constante. Os valores de m e h sao solugoes das equagoes
(4.9) e (4.10). A variavel m representa a proporc¢ao de fons ativos no interior da
membrana e 1 — m a proporgao fora dela. A propor¢ao de fons inativos fora da
membrana é dada por h e dentro da membrana por 1 — h [62]. Os valores de o, e 3,
sao as taxas de transferéncia para fora da membrana, oy, e 3, para dentro. Pode-se
observar através das equagoes (4.13), (4.15), (4.14) e (4.16) que quy,, o, B € By s@o
funcoes da tensao elétrica na membrana.

Na figura (4.3) pode-se observar a evolugao temporal da tensao elétrica da
membrana utilizando o modelo de Hodgkin e Huxley, sendo o capacitor C,, = 1 ,ucfi %
e a corrente aplicada I = 10uA, com a tensao da membrana em mV e o tempo em
ms. Os valores dos parametros gy, = 1205, G = 3625 e g, = 0,325, As tensoes
de equilibrio dos fons sdo Vy, = 115mV, Vi = —12mV e V; = 10,6mV [62].

As escalas de tempo, rapidas e lentas, do potencial da membrana, semel-
hantes aos encontrados nas figuras (4.1), estao presentes na figura (4.3), no qual os
estouros (o inicio do picos consecutivos) sao as escalas de tempo lentas, e os picos
sao as escalas de tempo rapidas.

4.1.2 Modelo de FitzHugh-Nagumo

O modelo de FizHugh-Nagumo é uma simplificagao do modelo de Hodgkin
e Huxley, sendo que o ingrediente basico deste modelo é a observagao que o pulso do
neuronio descrito pelo modelo de Hodgkin e Huxley possui duas escalas de tempo.
Estas duas escalas podem ser formuladas de forma heuristica, através da teoria da
perturbagao.

A chave do modelo de Hodgkin e Huxley sao os fons Na™ e K* que refletem
a atividade e inatividade da bomba de potassio dos axonios. A bomba de sédio e
potassio é o bombeamento do sédio para fora da membrana, enquanto o potassio
é bombeado para dentro. Porém esse bombeamento nao é eqiitativo: para cada
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Figura 4.3: Evolucao temporal da tensao elétrica da membrana do neuronio uti-
lizando o modelo de Hodgkin e Huxley.

trées fons sédio bombeados para o liquido extracelular, apenas dois fons potéassio sao
bombeados para o liquido intracelular [63].

A escala de tempo do modelo de Hodgkin e Huxley, da atividade dos axonios,
é mais rapida do que a inatividade. Assim, FitzHugh e Nagumo inseriram a inativi-
dade do potencial elétrico da membrana como uma perturbacao na dinamica do
potencial elétrico de ativacao da membrana do neurénio.

No modelo de FitzHugh-Nagumo, v(t) é varidvel que vai descrever a ativi-
dade e w(t) a desatividade dos neurdnios. A equagao para a variavel v(t), sem a
perturbacao da desatividade, pode ser expressa por

du(t)
dt

=—v(v—a)(v—1). (4.17)

Na descrigao da dinamica da desatividade w(t), que é estimulada por v(t),
admite-se que sua evolugao temporal possui um valor maximo. Como w(t) possui
uma escala de tempo lenta em relagdo a v(t), sua variacao temporal é proporcional

a € << 1. Assim, a variacao temporal da escala lenta fica
dw(t
YO — (o~ ), (118)

sendo yw o limite maximo da variacao de w.
Com a presenca da equacao (4.18) no modelo de FitzHugh-Nagumo, a
dinamica da variavel rapida sofre a influéncia da dinamica lenta do modelo. Os
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estimulos externos do modelo sao inseridos na dinamica rapida e representado pela
variavel I. O modelo de FitzHugh-Nagumo é descrito pelas equagoes

dv(t)
i —v(v—a)(v—1)—w+1,
dw(t)
— = e(v — yw). (4.19)

4.1.3 Modelo de Bonhoeffer-van der Pol

O modelo de Bonhoeffer-van der Pol apresenta padroes de excitabilidade,
aplicado a varios fenomenos fisicos, por exemplo, propagacao de pulsos ao longo do
axonios nervosos, ondas na reagao de Belousov-Zhabotinsky, entre outros [64].

Em neurofisiologia, a passagem de informacao pelos axonios é um fenomeno
nao linear, no qual a sua modelagem muitas vezes exige a resolucao de equagoes
diferenciais nao lineares. Um bom modelo é o de Hodgkin e Huxley, modelo este que
possui um comportamento que pode ser aproximado pelas equacoes de Bonhoeffer-
van der Pol [65].

O modelo de Bonhoeffer-van der Pol é composto por duas equacoes difer-
enciais:

dx x3

B I 4.2

i i eit AR OF (4.20)
@—c(a:—a—b) (4.21)
7 = Y). .

Nas equagoes (4.20) e (4.21), quando aplicadas em neurofisiologia, a varidvel
x representa o potencial elétrico da membrana do axonio e y é a mudanga na direcao
da variacdo do potencial elétrico. O termo I(t) na equacgao (4.20) é a corrente
aplicada ao axonio. Na equagdo (4.21) a, b e ¢ s@o constantes representando o raio
da membrana, a resistividade especifica da membrana e o fator de temperatura,
respectivamente [65].

4.1.4 Modelo de Hindmarsh-Rose

O modelo de neuronios proposto por Hindmarsh e Rose em 1984, para o
estudo do surgimento dos disparos no sistema nervoso do caracol Lymnaea, quando
este em um estado silencioso, apds a aplicacao de um pulso elétrico era gerado um
disparo [66]. O modelo de Hindmarsh-Rose é derivado do modelo de Hodgkin e
Huxley [58].

Este modelo possui trés graus de liberdade, sendo sua variacao dada por
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trés equacoes diferenciais reproduzindo o potencial elétrico da membrana e os canais
ionicos. As trés equagoes diferenciais do modelo de Hindmarsh-Rose sao:

d
Y % e J (4.22)
dt

dy 2

—~ =1->5x"— 4.23
dz

Neste modelo as variaveis z, y e z representam o potencial elétrico da mem-
brana, a dinamica rapida e lenta dos canais de ions, respectivamente. Na equacao
(4.22) o parametro I ¢é a corrente externa, o parametro S e r da equacao (4.24)
estao associados ao fator de influéncia de x na dinamica de z e ao fator de escala,
respectivamente.

Na figura (4.4) encontra-se a evolugao temporal de = (potencial elétrico da
membrana) do modelo de Hindmarsh-Rose para os valores de parametros S = 4,
I = 3,281 e r = 0,0021. Nesta figura nota-se as duas escalas de tempo do modelo;
rapida-picos e lenta-disparos.

2 . T

-2 I | .
0 1000 200!

tempo

Figura 4.4: Dinamica temporal do potencial elétrico da membrana utilizando as
equagoes (4.22), (4.23) e (4.24).
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4.1.5 Modelo do Mapa de Rulkov

O mapa de Rulkov é um sistema fenomenoldgico que tem sido utilizado
como modelo para compreender a dindmica temporal de uma rede de neurénios [67].
Assim, como os outros modelos a tempo continuo, o mapa de Rulkov também apre-
senta duas escalas de tempo caracteristicas, semelhantes as encontradas na evolucao
temporal da tensao elétrica da membrana de alguns tipos de neuronios, figuras (4.1):
uma escala de tempo rapida-picos e outra lenta-disparos [67].

As escalas de tempo dos neurdnios estao relacionadas com o processo de
comunicagao entre os neuronios, quando os neuronios estao disparando eles estao se
comunicando e ao cessar o disparo eles param de se comunicar.

Para apenas um mapa de Rulkov isolado, os picos e os disparos da série
temporal do mapa sao controlados pelos valores de seus parametros. Dependendo
dos valores dos parametros o mapa pode apresentar, desde disparos periddicos, até
uma seqiiéncia caotica de picos.

Quando se tenta modelar um sistema de neuronios, no qual os elementos
deste conjunto interagem mutuamente, torna-se necessaria a utilizacao de varios ma-
pas acoplados com um dada topologia, as redes de mapas acoplados, para descrever
estes conjuntos de células.

4.2 Mapa de Rulkov

O mapa de Rulkov é um mapa bi-dimensional, em que a dinamica temporal
¢ dada pelas relagoes de recorréncia,

Tnt1 = + Yn

1+ 22

Yn+1 = Yn — 0Ty — ﬁv (425)
onde z,, é a variavel répida e y, é a variavel lenta. No mapa (4.25) estao presentes
trés parametros que controlam a dinamica do mapa: 6, o e 3.

A nao linearidade do mapa de Rulkov é controlada pelo parametro 6, e para
valores superiores a 4 estao presentes na dinamica do mapa duas escalas de tempo:
os picos (escala de tempo rdpida) e os disparos (escala de tempo lenta), figura (4.5).
A periodicidade dos disparos e a duragao dos picos na série temporal de x, podem
ser controladas através de alteragoes no valor de 6 [67], como pode ser observado nas
figuras (4.5).0s parametros o e [ controlam as influéncias externas sobre o mapa e
nesta tese os valores utilizados serao iguais a 0,001 [59].

Nas figuras (4.5) encontra-se a dinadmica da varidvel rdapida do mapa de
Rulkov e seus respectivos espectros de freqiiéncias (transformada de Fourier retan-
gular) de uma série temporal de 100000 iteragoes, para quatro diferentes valores de
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0, c =0,001, 3 = 0,001 e condicoes iniciais aleatorias.
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Figura 4.5: Mapa de Rulkov com condigoes iniciais aleatérias e o = 3 = 0, 001. (a)
Tp XN e (b) o espectro de freqiiéncias para 6 = 4,1, (C) Tp XN e (d) o espectro de
freqiiéncias para 6 = 4, 3, (e) Tp XM e (f) o espectro de freqiiéncias para 6 = 4,6,
(g) Tp XN € (h) o espectro de freqiiéncias para 6 = 4, 9.

Quando o mapa de Rulkov possui § = 4,1 ocorrem os disparos periédicos,
figura (4.5a), sendo que as altas freqiiéncias dos picos sdo moduladas pelas baixas
freqiiéncias dos disparos. O espectro de poténcia da série temporal da figura (4.5a)
apresenta trés picos, sendo o pico maior a frequiiéncia dos disparos que é aproximada-
mente 0,0028, e os outros dois picos com freqiiéncias iguais a 0,0056 e 0,0084 sao os
harmonicos desta freqiiéncia. As altas freqiiéncias, na regiao ruidosa do espectro sao
as frequiiéncias do picos.

Com o aumento de # o nimero de disparos aumenta, para um mesmo inter-
valo de tempo, como pode ser observado na figura (4.5¢). Para o valor de § = 4,3
o pico do espectro de freqiiéncia alarga-se com os valores maximos de freqiiéncia
préximos a 0,005 , valor superior ao encontrado para 6 = 4,1, ver figura (4.5d).

As freqiiéncias dos disparos aumentam com o valor de €, sendo que para
valores de # maiores as freqiiéncias dos picos possuem um participagao maior no
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espectro de frequéncias. Para 6 = 4,6 os disparos ocorrem de forma mais aleatoria,
nao apresentando um periodo bem definido entre os disparos, e a duragao é pequena
se comparado a valores de § menores, como nota-se na figura (4.5e¢). Quando o valor
de 0 = 4,9 ocorre apenas a presenca de uma seqiiéncia cadtica de picos, figura (4.5g).
Os espectros de freqiiéncias das séries temporais das figuras (4.5¢e) e (4.5g) apresen-
tam apenas um regiao ruidosa de freqiiéncias como ¢é observado nas figuras (4.5f) e
(4.5h).

Para compreender a formacao dos disparos e picos na série temporal ¢é
necessario olhar as duas dire¢oes do mapa. Nas figuras (4.6) encontram-se as evolugoes
temporais de z,, e y,, para condicoes iniciais aleatorias, # = 4,1 e 0 = 3 = 0,001.
Através das figuras (4.6) nota-se que a amplitude da variagao de x, é maior do que
Yn, € durante os picos continuos a variacao no valor de z, é muito rapida. Com-
parando a figura (4.6a) com (4.6b) nota-se que o come¢o (fim) de um disparo esté
relacionado com um valor méximo (minimo) local de y,.

E)) ]
1,5 a

(b)

_2’9 1 | 1

0 1000 2000
n

Figura 4.6: Evolucao temporal da variavel de estado rapida e lenta do mapa de
Rulkov com condigoes iniciais aleatorias, § = 4,1 e o = = 0,001.

A dinamica rapida do mapa x,, apresenta um comportamento regular antes
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do disparo e um comportamento irregular durante o disparo, figura (4.6a). Durante
o comportamento regular, o valor da contribuicao de z,, na dinamica lenta do mapa
é menor do que —f (z, > g), e o valor de g, aumenta de forma linear. Quando =z,
estd em seu comportamento irregular a contribuicao na evolucao temporal de y,, é
maior do que —/3, e y, diminui linearmente com o tempo.

Devido a variagao de z, ser mais rapida do que de y,, a varidvel lenta do
mapa pode ser aproximado por uma constante 7y, transformando o mapa de duas
dimensoes (4.25) em um mapa unidimensional,

0

o) =100

+ 1, (4.26)

visando uma melhor compreensao do surgimento de picos e disparos.

A constante v do mapa (4.26) é um novo parametro de controle, e agora
torna-se possivel obter os pontos fixos do mapa (4.26) em fungao de 6 e . O ponto
fixo, que serd denotado por z*, é um valor da varidavel de estado que mapeia nela
mesma, r* = f(z*), e substituindo na equagao (4.26) obtém-se uma equagao do
terceiro grau,

(%) — (@) + 25—y —-0=0. (4.27)

O mapa (4.26), que é uma simplificacado do mapa de Rulkov, possui trés
pontos fixos que s@o as solugoes da equagao (4.27), dados em fungao dos parametros

v e0:
B D D)
SRV PR LTI B
xng—jé(;—g) (4.30)
A constante A presente nas equagoes (4.28), (4.29) e (4.30) é expressa em funcao de

e,

A= T2y + 1080 + 8% +121/12 + 2492 + 1294 + 10876 + 8162 + 12073 (4.31)

As solugoes da equagao (4.26) podem estar no plano real ou complexo, como
pode ser observado na tabela (4.1), onde esté x}, 25 e z% em fungao dos parametros 0
e 7. Quando os valores de z7 e z3 sao nimeros complexos, x5 é o complexo conjugado
de z7, que nao tem sentido na dinamica do mapas (4.26). Assim para certos valores
de v e 6 0 mapa (4.26) possuird um ou trés pontos fixos.
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Tabela 4.1: Valores de z7, =3 e x3 para diferentes valores de 0 e 7.

v o0 il 5 3
-2,65 | 4,1 | —1,592+0,411i | —1,592 — 0,4114 | 0,536
2,85 | 4,1 —2,081 —1,250 0,481
2,90 | 4,4 —2,062 —1,369 0,481
-2,65 | 4,4 | —1,660 + 0,371i | —1,660 — 0,371 | 0,536

Quando os trés pontos fixos estao presentes na dinamica do mapa, os
pontos fixos z7, x5 e x5 possuem diferentes estabilidades. A estabilidade dos pontos
fixos é dada pelo auto valor do mapa (4.26), | f'(x*)|,

of(z)
ox,,

B —20x*
J— N (14 (z+)2)2

sendo z* um dos pontos fixos do mapa, zf, x5 ou z%. Se o valor de |f'(z*)] < 1 o
ponto fixo é estavel, e para |f'(z*)| > 1 o ponto fixo é instavel.

O ponto fixo =7 é um ponto fixo estavel e x3 instavel, o ponto fixo z§ é
um ponto fixo instdavel sempre presente na dinamica do mapa podendo estar imerso
ou ndo em um atrator cadtico, dependendo do valor de =, ver figuras (4.7). Para
exemplificar a estabilidade dos pontos fixos serao utilizados os valores de 6 e 7, nos
quais os trés pontos fixos estao presentes na dinamica do mapa:

)] = ‘ | (432)

o 0=41e~y=—2285 |f(z¥)] =06 |f(x})] = 1,561 e | f'(z3)| = 2,6013.

e 0 =4,4¢evy=-2,90: |f'(z})] =0,6579, |f'(x3)] = 1,4583 e |f'(x3)| = 2, 7916.

Nas figuras (4.7) estao os diagramas de bifurcacao x,, X v para 6 iguais a 4,1
e 4,4. As linhas tracejadas das figuras sao os pontos fixos instaveis e a linha cheia o
ponto fixo estavel. Os quadrados abertos sao os valores de v para os quais comega
a ocorrer a duplicagao de periodo do ponto fixo zj, e apds algumas duplicacoes de
periodo o ponto fixo x fica imerso em um atrator caético. Ja os pontos o e ® sao os
valores de v, nos quais ocorrem a crise do atrator cadtico e a bifurcagao sela-né.

A primeira duplicacao de periodo ocorre para o valor de y entre 0 e 1 , inde-
pendente do valor de 6, e com a diminuicao no valor de v ocorre outras duplicagoes
do ponto fixo instével até a formagao da regiao cadtica. Para valores de v, proximos
a -4, existe outro ponto no qual tem inicio a duplicacao de periodo e com o aumento
de v ocorre a sucessivas duplicacoes de periodo até a formacao da regiao cadtica.

As bifurcagoes sela-né das figuras (4.7) dadas pelo simbolos o sao os valores
de v em que ocorrem a colisao dos pontos fixos z7 e x5, ou z3 e 2% [60] , ocorrendo
o desaparecimento dos dois pontos fixos que se chocam. A colisao dos pontos fixos
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x] e x5 é responsavel pelo inicio de um disparo na dinamica do mapa, pois, apds a
bifurcagao existe apenas o ponto fixo instével z§ imerso no atrator caético, figuras

(4.8).

4 T I T T T T T 4
3 3
2 2
c

9 i
0 oF

-2 -2

y, =-2,843
35 35

Figura 4.7: Diagrama de bifurcagdo do mapa (4.26), em (a) § = 4,1 e (b) 0 = 4,4.
Os pontos o sao os valores de 7 para os quais ocorrem a bifurcacao sela-né, e os
valores de vy onde ocorre a crise externa do atrator cadtico e os quadrados abertos
sao os valores de y para a duplicacao de periodo do ponto fixo x} [60].

Os simbolos e sao os pontos nos quais ocorrem a crise externa do atrator
cadtico [60], a colisdo do atrator caético com o ponto fixo instavel z5. A colisao do
atrator cadtico com o ponto fixo instavel a3 é responsavel pelo desaparecimento do
atrator cadtico e conseqiientemente o final de um disparo.

Para melhor compreender a dinamica da equagao (4.26) pode-se observar
as figuras (4.8), onde estd o mapa de retorno da equagao (4.26), para trés diferentes
valores de v e duas condigoes iniciais diferentes utilizadas para observar a estabili-
dade dos pontos fixos. No gréfico das figuras (4.8) dependendo do valor de v existem
um ou trés pontos fixos, =7, 5 e xj.

Quando o valor de v = —2,65, figura (4.8a),apenas o ponto fixo instavel
x; esta presente na dinamica do mapa e as duas condigoes iniciais vao para o atra-
tor cadtico. Para o valor de v = —2,75, surgem ou desaparecem os pontos fixos
x (ponto fixo estavel) e z3 (ponto fixo instével), bifurcagao sela-né, como pode ser
observado na figura (4.8b). Aumentando o valor de v = —2,85 os trés pontos fixos
estao presentes, e as duas condigbes iniciais podem ir para o ponto fixo estavel (x7)
ou para o atrator cadtico.
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A compreensao da dinamica dos disparos e dos picos estd no diagrama de
bifurcagao das figuras (4.7), mas para isso é necessario lembrar que v = y,,. Supondo
que o um valor inicial de y,, = 7 na qual apenas o ponto fixo x; exista com a dinamica
de z, na regiao cadtica. A o valor de ¥, = 7 vai diminuindo até o momento no qual
ocorre a bifurcagao sela-né (y, = v = vsn), fazendo surgir o ponto fixo z} e z3.
Mesmo com a presenga do trés pontos fixos a dinamica de x, ainda se encontra
no atrator cadtico. Diminuindo ainda mais o valor até vy, = 7 = ¢ o ponto fixo
instavel x5 choca-se com o atrator cadtico, fazendo este desaparecer, e x,, que estava
no atrator cadtico é atraido para o ponto fixo estdvel z7, fim de um disparo. Agora
o valor de y,, = 7 comega a aumentar, até o momento em que zj choca-se com z3
(yn = v = 7sn) € ambos desaparecem, a dinamica de z,, vai para o atrator caético
dando inicio a um novo disparo.
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Figura 4.8: Mapa de primeiro retorno da equagao (4.26) com duas condigbes iniciais
das interagoes, para o valor de § = 4, 1, e trés diferentes valores de v: (a) v = —2, 65,

(b) v=-2,75¢ (c) v = —2,85.

Através das figuras (4.7) e (4.8) pode-se notar a existéncia de bacias de
atracao, para um certo intervalo de . Assim, a ocorréncia ou nao dos disparos é
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a existencia de uma regiao com duas bacias de atragao, um atrator estavel e um
cadtico, para o intervalo de v compreendido entre v¢ < v < sy [60]. Nas figuras
(4.7), quando v¢ < 7 < 7gn, todas as condigoes dentro do atrator cadtico ficam
retidas nele, ja outras condigoes fora dele vao para o ponto fixo estavel, como pode
ser observado na figura (4.8c). Outra observagdo que deve ser feita é que o ponto
fixo envolvido no surgimento e desaparecimento dos disparos é x3 [68].

Comparando as figuras (4.7a) e (4.7b) nota-se que os valores de 7, nos quais
ocorrem a bifurcacao sela-né e a crise externa do atrator cadtico, sao dependentes
do valor de 6. Aumentando o valor de 6, os valores de ¥y, = v da bifurcacao sela-né
e da crise externa se aproximam, diminuindo a variacao de vy, = 7 e o intervalo de
tempo entre os disparos.

Efetuando esta analise para outros valores de # é possivel montar o dia-
grama de bifurcacao # x v com as curvas L;, valores para os quais ocorre a crise
externa e a curva Ly valores da bifurcacao sela-né. As curvas estao tracadas na
figura (4.9), sendo g uma varidvel que informa a amplitude da variacao de v e pode
ser relacionado com o tempo entre os disparos.

Pela curva L, do diagrama de bifurcagao do mapa de Rulkov, a crise do
atrator caotico ocorre quando o ponto fixo instavel x3 choca-se com o atrator cadtico,
ou seja, o menor valor de x,, dentro do atrator caético. O maximo valor de x,, dentro
do atrator cadtico é dado pela rela¢ao [60]:

Tmiximo = f(o) =0 + s (433)

e a interagao do valor maximo no mapa (4.26) leva ao valor minimo, portanto o valor
minimo do atrator cadtico é

Etime = F(F(0)) f

- m + - (434)

A crise ocorre quando o valor do ponto fixo instavel, x5, do mapa(4.26) possui o
valor igual ao z ¢ . . do atrator cadtico, ou seja a equacao (4.34) é igual a (4.29).
Igualando as duas equagoes ¢ obtido a expressao analitica da curva Lj; do diagrama
de bifurcagao do mapa de Rulkov simplificado [59],

g — 3yE£ V72 -8
_—f.

(4.35)
Na bifuracao sela-né o auto valor do mapa de Rulkov simplificado, equacao
(4.32), é igual a 1 [39]. Uma observagao que deve ser feita é que para a bifurcagao
sela-né os pontos fixos x} e x3, dados pelas equagoes (4.28) e (4.29) sao iguais, ou
seja, a parte imaginaria dos pontos fixos sao nulas. Substituindo qualquer um dos
pontos fixos, x] ou x3, na equagdo (4.32) e igualando a 1, obtém-se a curva L5 da
bifurcagao sela-né [59],
0 =

~5 V(3 +9) = (3* = 3)%]. (4.36)
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Figura 4.9: 6 x ~, diagrama de bifuracacdo do mapa (4.26), com as curvas da bi-
furcacao sela-né L1y e da crise externa Ly,.

4.3 Arquitetura das Redes de Neuronios

Muitos neurocientistas acreditam que sistemas biologicos, entre eles o cérebro,
podem ser tratados através da utilizagao dos sistemas complexos [53]. Isto deve-se ao
fato que muitas regioes do cérebro sao formados por um grande niimero de neuronios
interligados, por exemplo: o cértex cerebral que possui ~ 10'! neurdénios com ~ 10*
conexoes [69].

A atividade do cérebro possui um comportamento espaco-temporal, que tem
sido monitorado por imagem obtidas por ressonancia magnética funcional (fMRI). Os
padroes espago-temporais, formados pelos sistemas de neuronios e regices do cérebro,
sao analisados através das redes complexas, considerando-os neuronios ou as regioes
do cérebro como um conjunto de nods, que recebem e transmitem potenciais elétricos
através de suas conexodes, as jungdes com propriedades topoldgicas nao triviais [69].

Um tipo de acoplamento de sistemas complexos observado por Chialvo em
neuroénios biolégicos foi o acoplamento tipo scale-free (livre de escala) [69]. Nas re-
des livre de escala o ntimero de conexoes k£ por neuronios nao é constante, mas sao
distribuidos de acordo com uma fun¢ao de probabilidade P(k), dada por uma lei de
poténcia P(k) ~ k™%, sendo que para um numero grande de conexdes, a probabili-
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dade de ocorréncia nas redes com acoplamento livre de escala é baixa e um nimero
pequeno de conexoes na rede possui uma grande probabilidade de ocorréncia [70].

Na rede de neurdnios estudada por Chialvo foi encontrado ¢ = 2,20, com
um numero médio de conexdes < k >= 4,12 por neuré6nio [69]. A topologia e as con-
stantes encontradas sugerem que a cada novo neuronio colocado neste sistema tera
uma maior probabilidade de se conectar com os neurdnios que possuem 0s maiores
nimeros de conexdes [71]. O acoplamento livre de escala ja tem sido utilizado no
estudo tedrico da sincronizacao de fase e de freqiiéncia das redes de mapas de Rulkov
por C. Batista e colaboradores [71].

As redes de neurdnios descritas pelos acoplamentos do tipo livre de escala
possuem seus neurdnios com um numero de conexoes heterogéneos, ou seja, o nimero
de conexoes de um neuronio da rede é diferente dos outros neurénios. Alguns estudos
experimentais tém sugerido conjuntos de neuronios com o nimero de conexoes seja
homogéneo, ou seja, iguais para todos os neuronios. Um exemplo é o estudo do cortex
visual do gato, onde foi observado que regioes locais respondem a estimulos em co-
mum, sincronizando suas fases, mesmo para regioes localizadas a grandes distancias
na rede. Estes comportamentos sugerem que as regioes do cértex visual do gato
possui um mecanismo de sincronizagao global [9], justificando o estudo de modelos
de neurdnios através do acoplamento global. A utilizacdo do acoplamento global
no estudo de sistemas de neurénios, ja foi realizado por N. F. Rulkov [59] e M. V.
Ivanchenko e colaboradores [67], sendo estudada a dinamica da rede dos mapas de
Rulkov acoplados, e as sincronizacoes de fase e freqiiéncia da rede.

As conexoes entre os neuronios ocorrem através dos dentritos, que pos-
suem uma estrutura fractal [72]. As estruturas fractais dos dentritos nao sao bem
descritas pelos acoplamentos globais e livres de escalas, sendo necessario um outro
tipo de acoplamento para a descricao das conexoes entre os dentritos e neuronios.
A presenga de conexoes fractais entre os neurénios sugere que um acoplamento com
caracteristicas fractais sejam mais eficientes na descricao do comportamento deste
sistema. O acoplamento fractal possui a probabilidades de conexoes entre os sitios
da rede dada por uma lei de poténcia em relacao as distancias entre os sitios,

1 .
pij = 1———, Jj==£1,%2, ..., (4.37)
|ri —

sendo 7; e r; os vetores de posigao de cada sitio na rede, e & um nimero real positivo.
Num acoplamento fractal a probabilidade de conexao é dependente da distancia entre
os sitios, tal que o nimero de conexoes em uma esfera D-dimensional de raio R e
satisfaz uma lei de escala da forma r?~*[72]. As conexoes fractais foram encontradas

recentemente em experimentos com o cértex visual V1 de furdes [73].

Dando continuidade ao estudo da rede dos mapas de Rulkov sera utilizado o
acoplamento tipo lei de poténcia, que ja foi descrito no capitulo sobre intermiténcia,
que apresenta caracteristicas do acoplamento fractal.

Outra forma de acoplamento que deve ser lembrando é o acoplamento tipo
small-world (mundo pequeno), que é encontrado no cérebro de primatas [8] e no
sistema nervoso de C. elegans [10]. As redes de pequeno mundo apresentam conexoes
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aleatorias e regulares, caracteristicas de dois extremos das redes de mapas acoplados:
redes com conexoes totalmente regulares e redes totalmente aleatdrias [74]. O estudo

tedrico dos neuronios, com redes de pequeno mundo, tem ocorrido com a utilizagao
dos modelos de Hodgkin-Huxley [56], FitzHugh-Nagumo [57] e Hindmarsh-Rose [58].

4.4 Acoplamento Global

Para o estudo de uma rede dos mapas de Rulkov acoplados, com um acopla-
mento global, serd considerado um conjunto de N mapas acoplados, em que a
dindmica do mapa local de cada sitio é dada pelo mapa (4.25). Muitos proble-
mas envolvendo redes neurais poderiam ser tratados do ponto de vista da teoria
de grafos, de forma que a distancia Euclidiana entre os neuronios nao tivesse papel
muito importante. Contudo, os neuronios bioldgicos estao imersos em uma rede tridi-
mensional no cérebro, conectados por axonios e dendritos, sendo mais conveniente a
utilizagao de redes de mapas acoplados imersos em um espago Euclidiano [71].

O termo de acoplamento global da rede dos mapas de Rulkov é inserido na
variavel rapida do mapa (4.25). O alcance deste acoplamento é ilimitado [16], pois a
dindmica do sitio (i) influencia no valor do campo médio, afetando, todas as varidveis
acopladas da rede. A rede dos mapas de Rulkov acoplados com um acoplamento tipo
campo médio é dada por,

(0 0 0 € g: )
T = — g U+ >,
T+ (ma(q))Q NiD
yl =) — ozl — 3, (4.38)

em que N é numero de sitios acoplados da rede e € a intensidade do acoplamento
[59].

Através da equacao (4.38) observa-se que o acoplamento da rede é na verdade
uma média espacial entre todos os sitios da rede em um dado tempo n, denominado
campo médio da rede,

1 X
<X >,==3 2l (4.39)
N &

A influéncia do campo médio nos sitios da rede é controlada pela intensi-
dade de acoplamento, e a intensidade do acoplamento vai influenciar na dinamica dos
disparos e picos das variaveis de estados dos sitios da rede, como pode ser observado
na figura (4.10).

Nas figuras (4.10) estd a dinamica de quatro sitios da rede, com 6% iguais
a 4,1, 4,3, 4,6 e 4,9, e seus respectivos espectros de freqiiéncia (transformada de
Fourier retangular), para uma rede N = 257 mapas de Rulkov acoplados, condigoes
de contorno periédicas e condicdes iniciais aleatérias, € = 0,1 e os valores de #%) uni-
formemente distribuidos no intervalo 4,1 e 4,9. Os valores de 6 das figuras (4.10)
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sao os mesmos das figuras (4.5), sendo que nas figuras (4.10) ocorre a presenga de
um sincronismo nos tempos dos disparos, o que nao ocorria nas figuras (4.5).
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Figura 4.10: Rede de mapas de Rulkov com acoplamento global, ¢ = 0,1, N = 257,
condicoes de contorno periédicas e condicdes iniciais aleatérias, e 8@ distribuidos
uniformemente no intervalo entre 4,1 e 4,9. (a) ¥ xne (b) espectro de freqiiéncia
para ) =4, 1. (C) @ xne (d) espectro de freqiiéncia para 0 = 4, 3. (e) @ xn
e f) espectro de freqiiéncia para %) = 4, 6. (g) @ xne (h) espectro de freqiiéncia
para %) =4, 9.

O sincronismo nos disparos ocorre com uma freqiiéncia bem definida, o
pico maior dos espectros de freqiiéncia é comum a todos os sitios da rede. Os de-
mais picos sao os harmonicos desta freqiiéncia principal dos disparos. Ja o valor da
variavel de estado durante a dinamica rapida do mapa nao sincronizam, sendo as suas
dinamicas totalmente irregulares, como é visto no espectro para as altas freqiiéncias,
figuras (4.10b), (4.10d), (4.10f) e (4.10g).

Para um acoplamento global com ¢ = 0,1 nao ocorre a sucessao de picos
cadticos para nenhum valor de #%) no intervalo entre 4,1 e 4,9, ver figuras (4.10a),
(4.10¢), (4.10e) e (4.10g). Aumentando ou diminuindo a intensidade do acoplamento,
a rede de mapas apresenta estados de disparos mais coerentes ou incoerentes, assim
torna-se necessario um diagnodstico desta sincronizacao e compreender a influéncia

o7



do campo médio nos disparos dos sitios da rede.

Uma forma de se medir a sincronizacao da rede é através do campo médio,
equacao (4.39), pois quando os sitios da rede estao sincronizados, o campo médio
possui a evolugao temporal muito semelhante aos sitios da rede que estao sincroniza-
dos. A andlise do estudo da sincronizacao através do campo médio, para uma rede
de N = 257 mapas de Rulkov acoplados, com 6 distribuidos de forma uniforme no
intervalo 4,1 e 4,9, condi¢oes de contorno periédicas e condicoes iniciais aleatorias
encontra-se nas figuras (4.11). Na figura (4.11a) a dindmica do campo médio para
trés valores de ¢, a comparacdo da evolucdo temporal de < X >, e z{¥) para o valor
de e = 0,1 estd na figura (4.11b) e os espectros de freqiiéncia dos campos médios da
figura (4.11a) encontram-se nas figuras (4.11c), (4.11d) e (4.11e).

o . ; . 2 . ; .

(b)

= - =0 | — <X>,
€ = 0,045 o
— £=0,1 X,
-3 L | n -4 L | "
(o) 1000 2000 o 1000 2000
n n
1x10° Fr— )
(© (d) C)
1x107° - - -+ -
=
=
110+ - 4

6
1x100 002 0,008 0,04 0,002 0008 0,04 020002 0,008 0,04 0.2
v v )

Figura 4.11: Redes de mapas de Rulkov com acoplamento global, N = 257, condig¢oes
de contorno periédicas e condicoes iniciais aleatérias, e #® distribuidos uniforme-
mente no intervalo entre 4,1 e 4,9. (a) (X), X n para trés valores de €. (b) Evolucao
temporal de (X), e x() para e = 0,1. (c) Espectro de freqiiéncia para e = 0. (d)
Espectro de freqiiéncia para ¢ = 0,04. (e) Espectro de freqiiéncia para ¢ = 0, 1.

Na rede dos mapas de Rulkov quanto maior o valor de €, maior serda o
variagao do valor de (X)) , como se observa na figura (4.11a). O aumento na variacao
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do valor de (X)) ocorre devido aos sitios da rede dispararem quase simultaneamente,
e (X), acompanha a dinamica dos sitios. Para um sistema completamente dessin-
cronizado, o campo médio oscila proximo de um valor constante, devido ao fato que
todos os sitios da rede nao guardarem nenhuma relacao entre si.

Quando o valor de e = 0, 1 a evolugdo de (X), acompanha os disparos, como
nota-se na figura (4.11b), que est@o sincronizados. Ja durante o intervalo de tempo
que esta ocorrendo os disparos, os picos dos sitios da rede nao sincronizam, assim, o
valor de (X), nao acompanha a dinamica dos picos, apresentando apenas uma pe-
quena oscilagao proximo de um valor constante. Como o campo médio acompanha a
dinamica dos disparos dos sitios da rede, o seu espectro de freqiiéncias é semelhante
aos espectros dos sitios, com a presenca de uma baixa freqiiéncia igual aos disparos,
o pico maior do espectro na figura (4.39¢) e seus harmonicos. As altas freqiiéncias
contribuem pouco para o espectro do campo médio, pois os picos dos sitios da rede
nao apresentarem qualquer co-relagao.

Para a rede com N = 257 mapas de Rulkov com acoplamento global, para o
valor de € = 0,045 o espectro de freqiiéncia, figura (4.11d), é semelhante ao da figura
(4.11e), apenas uma maior participagao das altas freqiiéncias no espectro. Quando
e = 0 os sitios da rede nao apresentam qualquer co-relacao e o espectro de freqiiéncia
¢ muito semelhante ao espectro de um sinal ruidoso, figura (4.11c).

Para compreender a influéncia do campo médio da rede no surgimento e de-
saparecimento dos disparo, é necessario olhar para a rede de mapas bi-dimensional,
equagao (4.38), como uma rede de mapas unidimensionais acoplados. Quando os
disparos da rede estao sincronizados, as dinamicas regulares das varidaveis rapidas
estdo localizadas junto ao ponto fixo z3, com os valores de () e y{¥ aumentando
lentamente. Neste caso a evolucdo de z{) dado pela equacio (4.38) pode ser aprox-
imado por uma rede de mapas unidimensionais [16], com o termo de acoplamento
aproximado por ¢ < X >, = 8;6,@,

() i

Tpt1 = S+ 7O 4 ex®, (4.40)

1+ (2

A partir da equacdo (4.40) é possivel fazer o diagrama de bifurcacao (%) x ()
para diferentes valores de e. Nas figuras (4.12) encontra-se o diagrama de bifurcagao
@ x v para e = 0,2 e 8 iguais a 4,1 e 4,4. Os sfmbolos o sdo 0s pontos nos
quais ocorrem a bifurcacao sela-no, e sao os pontos da crise do atrator cadtico e os
quadrados abertos sao o comeco da duplicacao de periodo.

A presenca do acoplamento na rede nao altera o valor dos pontos para os
quais ocorrem as crises do atrator caotico, apenas os pontos em que ocorrem as
bifurcagoes sela né sao alteradas. Obtendo os pontos fixos para o mapa (4.40) e a
sua equagao de autovalor, substituindo o ponto fixo ] ou 3 na equagao de autovalor
e igualando a 1, é obtido a equagao para a bifurcagao sela-né [59],

Nl

2 19 |(9)? +901 -] - [(79)? = 3(1 — )’]
27 (1—¢)?

o) = (4.41)
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Figura 4.12: Diagrama de bifurcacao, xﬁf) X fy(i), para € = 0,2, sendo o o pontos da
bifurcacao sela-nd, e a crise do atrator cadtico e os quadrados abertos o comeca da
duplicacdo de periodo . (a) 69 =4,1e (b) 6O = 4,4.

Na figura (4.13) est4 o diagrama de bifurcacio 6 x vV para trés diferentes
valores da intensidade do acoplamento. A primeira observacao seria o aumento do
comprimento da reta g, que esta relacionado com o aumento da duragao dos disparos.

O aumento das retas g ocorre devido ao distanciamento entre as curvas Lo
e Ly , como pode-se observar na figura (4.13). Quando o valor de ¢ ¢é diferente de
0 as curvas Lis e Ly nao se encontram, isso faz com que nao ocorra mais o caos
continuo nos sitios da rede. A medida que o valor de € vai aumentando, os valores
de v(i) da curva L5 vao se aproximando.

A dinamica réapida de cada mapa da rede é influenciada pelo campo médio e
pela variavel lenta do mapa, yﬁf) = 7@, A medida em que o sitio (1) se aproxima da
curva Lo, figura (4.13), ele torna-se mais sensivel ao acoplamento, sendo influenciado
pelos demais sitios da rede. Quando cada sitio cruza a curva Lip, () comeca a
disparar, aumentando o valor do campo médio e o valor de . Dessa forma, um grande
nimero de sitios sao envolvidos simultaneamente durante essa transicao, ocorrendo
uma sincronizagao no comego e no fim de cada disparo [59].
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Figura 4.13: 0 x =, diagrama de bifurcacdo do mapa (4.40) para trés valores da
intensidade do acoplamento ¢.

4.5 Acoplamento Tipo Lei de Poténcia

Um outro acoplamento interessante no laboratorio de mapas acoplados é o
acoplamento de alcance variado. Este acoplamento ja foi descrito no capitulo anterior
desta tese. Para uma rede de mapas de Rulkov acoplados, o acoplamento de alcance
variado pode ser expresso da seguinte forma,

i N’ i+j i—j
O S oy + ™
n+1 (7,) 9 yn ( ) - 9
L+ (zn’) Q) ;1 J
Un1(i) =y — o) — 3. (4.42)

sendo « o alcance do acoplamento linear nas variaveis rapidas dos mapas de Rulkov.
O interesse na utilizacao do acoplamento de alcance variado, no estudo da
dinamica dos mapas de Rulkov surge devido as conexoes fractais encontradas em
sistemas neurolégicos reais [73]. Assim, este modelo tenta estudar qual o comporta-
mento dos neurdnios a medida que o alcance do acoplamento entre eles muda.
A dinamica das varidveis 2{) para os sitios com os valores dos parametros
nao lineares dos mapas iguais a 4,1 , 4,3, 4,6 e 4,9 estao nas figuras (4.14a), (4.14c),
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(4.14¢) e (4.14g), respectivamente, para uma rede de N = 257 mapas de Rulkov
acoplados, ¢ = 0,1, a = 0,5 e 8% distribuidos uniformemente no intervalo entre 4,1

e 4,9. Os espectros de freqiiéncia (transformada de Fourier retangular) das variaveis
2 encontram-se nas figuras (4.14b), (4.14d), (4.14f) e (4.14h).
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Figura 4.14: Rede de mapas de Rulkov com N = 257 sitios, ¢ = 0,1, « = 0,5 e
6@ distribuido uniformemente no intervalo 4,1 e 4,9. (a) {9 x n e (b) o espectro de
freqiiéncias para o mapa com 6% =4,1. (c¢) ) x n e (d) o espectro de freqgiiéncias
para o mapa com 0@ = 4,3. (e) ) x n e (f) o espectro de freqiiéncias para o
mapa com 0% = 4,6. (g) %) x n e (h) o espectro de freqiiéncias para o mapa com
0% =4, 4.

Nota-se nas figuras (4.14a), (4.14c), (4.14e) e (4.14g), que as dindmicas das
variaveis de estado rdapidas apresentam um comportamento semelhante, com uma
freqiiéncia caracteristica nos disparos, como pode ser observado nos espectros de
freqiéncia nas figuras (4.14b), (4.14d), (4.14f) e (4.14h), no qual todas possuem o
mesmo pico de freqiiéncia. Apesar dos disparos possuirem comportamentos semel-
hantes, os picos nao possuem nenhuma correlagao.

Diminuindo o alcance do acoplamento, figuras (4.15) com « = 2, os parame-
tros nao lineares exercem uma maior influéncia na dinamica do sitio (i), como é

mostrado nas figuras (4.15a), (4.15¢), (4.15e) e (4.15g), para uma rede de N = 257
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mapas de Rulkov acoplados e e =0, 1.
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Figura 4.15: Rede de mapas de Rulkov com N = 257 sitios, ¢ = 0,1, o = 2 e 6@
distribuido uniformemente no intervalo 4,1 e 4,9. (a) ) x n e (b) o espectro de
freqiiéncias para o mapa com 6% =4 1. (c) () x n e (d) o espectro de freqiiéncias
para o mapa com 0% = 4,3. (e) z{Y) x n e (f) o espectro de freqiiéncias para o
mapa com 0% = 4,6. (g) %) x n e (h) o espectro de freqiiéncias para o mapa com
00 =4 4.

Nas figuras (4.15a), (4.15¢c), (4.15¢) e (4.15g), nota-se que para este valores
de € e o a rede apresenta disparos em tempos defasados, ficando mais nitido para
valores de #® bem diferentes. Os espectros de freqiiéncias, que encontram-se nas
figuras (4.15b), (4.15d), (4.15f) e (4.15h), observa-se que apesar de dispararem em
tempos diferentes os sitios apresentam a mesma freqiiéncia de disparos.

Para o valor de a = 4, ou seja, um acoplamento com curto alcance, a
dinadmica das varidveis rapidas de quatro sitios da rede (com 0% =41, 4,3, 46 e
4,9) e seus espectros de freqiiéncias, para uma rede de N = 257 sitios, e = 0,1 e 6@
uniformemente distribuidos, estao nas figuras (4.16).

Agora, os sitios da rede apresentam uma forte influéncia dos termos nao
lineares, e o acoplamento nao ¢ suficiente para contrabalancar a influéncia do termo
nao linear, assim, os sitios da rede nao apresentam mais a coeréncia nos disparos.
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Apesar dos sitios da rede nao apresentarem coeréncia nos disparos, eles apresentam
uma freqiiéncia comum, como pode ser observado nos espectros de freqiiéncia das
figuras (4.16), nos quais existe um pico de baixa freqiiéncia com um banda larga
comum aos quatro sitios analisados.
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Figura 4.16: Rede de mapas de Rulkov com N = 257 sitios, ¢ = 0,1, « = 4 e §®
distribuido uniformemente no intervalo 4,1 e 4,9. (a) ¥ x n e (b) o espectro de
freqiiéncias para o mapa com 6% =4,1. (c¢) () x n e (d) o espectro de freqgiiéncias
para o mapa com 0@ = 4,3. (e) ) x n e (f) o espectro de freqiiéncias para o
mapa com %) = 4,6. (g) (") x n e (h) o espectro de freqiiéncias para o mapa com
0@ =4, 4.

As evolugoes temporais do campos médios para uma rede de N = 257 sitios,
e = 0,09, condi¢oes de contorno periédicas e condicoes iniciais aleatorias e trés val-
ores de o, 0% distribuidos no intervalo 4,1 e 4,9, e os valores « iguais a 0,5, 2 e 4
encontram-se nas figuras (4.17).

Para o = 0,5 a dinamica do campo médio possui valores maximos e
minimos, maiores do que para os outros valores de a. O espectro de poténcia do
campo médio da rede para estes valores dos parametros de acoplamento apresentam
uma freqiiéncia caracteristica, um pico no espectro de poténcia em aproximada-
mente 0,003, sendo os demais picos harmonicos desta freqiiéncia fundamental, figura
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(4.17b). O comportamento coerente dos sitios faz o campo médio possuir um com-
portamento mais regular quanto a freqiiéncia nas suas oscilagoes, apesar dos picos
nao apresentarem um comportamento coerente.

Quando o = 2, os maximos e minimos do campo médio diminuem em relagao
a rede a = 0, 5, isto ocorre pois os sitios da rede comecam a se comportar de forma
mais incoerente, mas a baixa freqiiéncia caracteristica possui o valor 0,003, figura
(4.17¢), devido a diminui¢ao na amplitude de oscilagao do campo médio a dindmica
das altas freqiiéncia, devido aos picos, comecam a possuir um papel importante no
espectro de freqiiéncias.

Diminuindo mais o alcance do acoplamento, a = 4, os disparos dos sitios
estao totalmente incoerentes, como pode ser observado na dinamica do campo médio
figura (4.17a), possuindo uma grande participa¢ao do sinal ruidoso no espectro de
freqiiéncia.
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Figura 4.17: Rede de mapas de Rulkov com N = 257 sitios, ¢ = 0,09 e #® distribuido
uniformemente no intervalo 4,1 e 4,9. Em (a) < X >, Xn, para trés valores de «,
(b) o espectro de freqiiéncias para a = 0, 5. (C)o espectro de freqiiéncias para o = 2
e (d) o espectro de freqiiéncias para a = 4.

65



Capitulo 5

o A °

Sincronizacao de Fase e Frequénci
em Redes de Mapas de Rulkov
Acoplados

No capitulo anterior foi estudada a dinamica da variavel rapida do mapa
de Rulkov que possui duas escalas de tempo: a escala de tempo répida (disparos) e
a escala de tempo lenta (picos). As duas escalas de tempo eram influenciadas pelo
parametro nao linear, quando o mapa estava isolado, e pelos parametros de acopla-
mento quando os sitios estavam acoplados.

Neste capitulo serd analisado o comportamento dos disparos e picos, quando
os parametros do acoplamento sao variados, levando o sistema de um estado dess-
incronizado para um estado sincronizado, e que tipos de sincronizagoes podem ser
observadas na rede dos mapas de Rulkov em funcao do alcance e da intensidade do
acoplamento da rede.

No estudo das transicoes de estados dessincronizado-sincronizado foram uti-
lizados valores de & pequenos, sendo que o valor maximo igual a 0,1. A utilizacao de
valores pequenos para as intensidades do acoplamento entre os mapas é devida as ob-
servacoes dos potenciais elétricos pds-sinapticos dos neuronios serem menores do que
1mV, valores pequenos comparados com as ddp (diferenca de potencial) necessérias
para as descargas dos neurdnios (por volta de 20mV’) ou os potenciais de agao médios
(em torno de 100mV’) [75].

As redes dos mapas de Rulkov desta tese possuem seus parametros nao
lineares distribuidos uniformemente, ou seja, os constituintes das redes nao sao
idénticos, portanto nao ocorre a formacao de uma variedade de sincronizacao com-
pleta. Apesar de nao ocorrer a sincronizacao completa e do valor de € ser pequeno,
outros tipos de sincronizacao sao possiveis para os valores de e inferiores a 0,1 ,
como por exemplo, as sincronizacoes de fase e de freqiiéncia. Para o estudo da sin-
cronizacao de fase foi necessario a definicao de uma fase para os disparos em cada
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instante de tempo. Através desta fase serd possivel retirar uma freqiiéncia, assim,
serd estudada a sincronizacao de fase e de freqiiéncia em fungao dos parametros do
acoplamento. Quando os sitios da rede estao desacoplados ou com um fraco acopla-
mento, a fase sofre uma grande influéncia do parametro nao linear do mapa, por isso
serdao utilizados os valores de #®) no intervalo entre 4,1 e 4,4 para uma melhor ob-
servacao da fase do sitios. Para uma analise quantitativa da sincronizacgao de fase foi
necessario a utilizagao do parametro de ordem de Kuramoto, e através do parametro
de ordem se estudou a transicao de fase para o estado sincronizado, semelhante a
transicao de Kuramoto, sendo observado o comportamento dos valores criticos da
rede de diferentes tamanhos.

A partir da definicao da freqiiéncia estudou-se o comportamento das freqiién-
cias dos sitios da rede, quando a intensidade e o alcance do acoplamento foram
variados, e para quais valores da intensidade e do alcance do acoplamento ocorre a
sincronizagao de freqiiéncias. Outro estudo feito na rede dos mapas de Rulkov foi
o controle da sincronizacao de freqiiéncia através da insercao de um sinal peridédico
externo, de amplitude d e freqliéncia w, em alguns sitios da rede. Ja existem re-
feréncias bibliograficas deste tipo de estudo, como uma forma de controle dos ritmos
patoldgicos do cérebro, pois a sincronizacao de neurdnios estd presente em intimeras
doengas do sistema nervoso, como por exemplo: mal de Parkinson e epilepsia [76].

Para certos valores de d e w ocorre a sincronizacao de freqiiéncias entre os
sitios da rede e o sinal externo, e a regiao do conjunto de parametros (d, w) que
satisfazem a condicao de sincronizacao é denominada lingua de Arnold. Sera ob-
servado como varia a largura da lingua de Arnold e sua assimetria para diferentes
valores de d, e como o alcance do acoplamento influencia na largura, assimetria e
na forma da lingua de Arnold. A intervencao experimental de um estimulo externo
no cérebro pode ser realizada através da insercao de micro-eletrodos nas regioes
doentes do cérebro produzindo uma corrente elétrica nessa regiao. A sincronizacao
¢é responsavel pelo estado patolégico do cérebro, assim, deseja-se suprimir a sin-
cronizacao de freqiiéncia dos neuronios através do sinal externo. O interesse deste
estudo é compreender como ocorre a perda da sincronizacao e para que valores de
freqiiéncias e amplitude do sinal externo nao ocorra mais a sincronizacao.

Na literatura ja existem alguns estudos sobre a perturbacao externa em
um rede de neuronios, podendo ser citado o trabalho de Rosenblum e Pikosky, no
qual eles utilizaram o campo médio da rede atrasado como uma perturbacao ex-
terna na rede de osciladores [77]. Ivanchenko e colaboradores propuseram o estudo
da insercao de um sinal senoidal com amplitude d e freqiiéncia w em uma rede de
mapas de Rulkov acoplados com acoplamento tipo campo médio [67], e este mesmo
trabalho foi estendido para outros tipos de acoplamento da rede dos mapas de Rulkov
[71] [78] [79].
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5.1 Fase dos Disparos

Na dinamica rapida do mapa de Rulkov estao presentes os disparos e os
picos. Os disparos sao um sucessao de picos, sendo que a dinamica temporal da
variavel rapida do mapa deixa seu comportamento regular com o surgimento do
primeiro pico, caracterizado por um maximo no valor da variavel lenta do mapa, como
pode ser observado nas figuras (5.1). O inicio da fase é definida como o instante de
tempo, no qual ocorre o surgimento do disparo, figuras (5.1), e o final da fase ocorre
com o comego de um novo disparo.

A dinamica da varidvel rapida e da lenta para apenas um mapa de Rulkov
é observada nas figuras (5.1), sendo que o surgimento do disparo k na figura (5.1a)
é caracterizado por um méaximo na dinamica de y, na figura (5.1b). Assim torna-se
possivel definir os tempos nos quais surge cada disparo.
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Figura 5.1: Evolucao temporal das varidveis de estado do mapa de Rulkov, para
0=4,1e0=[=0,001. Em (a) evolucao da varidvel rapida e (b) varidvel lenta.

A definicao da fase dos disparos no tempo n é feito utilizando os tempos ny
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das figuras (5.1), sendo que a expressao para a fase do sitio (i) é dada pela relagao

n—ng

o) = 21k + 2 (5.1)

Nk4+1 — Nk

O tempo n; ¢é o instante de tempo em que ocorre o disparo k e ngy1 € o instante
onde surge o disparo k 4+ 1. A fase de cada sitio aumenta linearmente com o tempo
n e ao final de cada disparo a fase do sitio tera sofrido um acréscimo de 27 em seu
valor [67].

As fases dos sitios da rede sao dependentes da intensidade de acoplamento,
do alcance do acoplamento e do parametro nao linear de cada sitio, como pode ser
observado nas figuras (5.2). Nas figuras (5.2) sao mostradas a evolugdo temporal
das fases ¢} para trés sitios da rede com os valores de 6 iguais a 4,1 , 4,3 ¢ 4,4 ,
o =3 =0,001, para uma rede com 251 mapas de Rulkov, com acoplamento tipo lei
de poténcia e para nove diferentes valores do par (g, «).

— o¥=141
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Figura 5.2: Evolucdo temporal das fases ¢{!) de uma rede N = 251 mapas de Rulkov
acoplados, com condigoes iniciais aleatorias, o = = 0,001, com diferentes valores
do alcance e da intensidade de acoplamento, para os valores do parametro nao linear
00 =4,1,4,3e44. (a)e=0,015ea=0,5(b)e=0,015¢ea=2,(c)e=0,015
ca=4,(d)e=0,06ea=0,5 () c=0,0bea=2,(f)c=0,045¢c a =4, (g)
e=0,1lea=0,5(h)e=0,lea=2e(i)e=0,1ea=4.
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Quando a intensidade do acoplamento é pequena (e = 0,015), figuras (5.2a),
(5.2b) e (5.2¢), independente do valor do alcance do acoplamento, as fases dos sitios
da rede afastam-se umas da outras, ou seja, os sitios da rede encontram-se total-
mente defasados. Com o aumento da intensidade do acoplamento, as fases dos sitios
da rede tendem a aproximar os seus valores, isto fica mais evidente para um alcance
elevado (o = 0, 5), onde as fases dos sitios da rede sdo muito préximos. Para alcances
menores, as fases dos sitios da rede se aproximam, mas ainda continuam defasadas,
figuras (5.2d), (5.2¢) e (5.2f).

Quando o valor de € é maximo para este modelo, a rede de mapas apresenta
uma sincronizacao de fase para o = 0,5, figura (5.2g). Para um alcance menor do
acoplamento, a rede de mapas apresenta alguns sitios com fases iguais, mas a rede
toda nao apresenta um comportamento de sincronizagao de fases, como se observa
na figura (5.2h). Diminuindo ainda mais o alcance do acoplamento («a = 4), alguns
sitios da rede ainda apresentam um comportamento sincronizado, mas a rede toda
nao, figura (5.2i).

As figuras (5.2) mostram que o comportamento das fases da rede é depen-
dente do parametro nao linear, do alcance e da intensidade do acoplamento. Para
uma baixa intensidade de acoplamento a evolugao da fase deve-se principalmente ao
valor de 6 figuras (5.2a), (5.2b) e (5.2c). Aumentando a intensidade do acopla-
mento, agora o alcance comega a ter um papel importante, figuras (5.2¢), (5.2d) e
(5.2e). Para uma intensidade de acoplamento alta, apenas para alcances pequenos
o sistema ndo apresenta um comportamento coerente entre as fases, figuras (5.2f),
(5.2g) e (5.21).

Até agora, foi analisado o comportamento sincronizado-dessincronizado de
forma qualitativa, e para o estudo quantitativo sera utilizando o parametro de ordem
de Kuramoto, equagao (3.12), e o parametro de ordem de Kuramoto médio (3.13).

A dinamica temporal do parametro de ordem para uma rede de N = 251
mapas de Rulkov acoplados, com condigoes de contorno peridédicas e condigoes inici-
ais aleatérias, § = o = 0,001, @ distribuido de forma uniforme no intervalo 4,1 e
4.4, para dois valores de ¢ e trés valores de «, encontra-se nas figuras (5.3).

Quando a intensidade do acoplamento é baixa ¢ = 0,015 nao existe nen-
huma coeréncia entre as fases dos sitios da rede, ver figuras (5.3a), (5.3¢c) e (5.3e).
Para uma intensidade de acoplamento € = 0, 1 os sitios da rede podem apresentar a
sincronizagao de fase, ou um comportamento coerente, ou fases totalmente incoer-
entes. Quando o valor de a = 0,5 a rede encontra-se em um estado de sincronizacao
de fase, pois R, = 1, figura (5.3b). Com a diminuigao do valor de « a sincronizagao
de fase nao ocorre, mas a rede apresenta instantes de tempo, em que as fases da rede
possuem uma grande coeréncia entre si e instantes de tempo no qual esta coeréncia
diminui, como é observado na figura (5.3d). Para o valor de a@ = 4 a fases dos sitios
nao apresentam nenhuma coeréncia entre si, como é mostrado na figura (5.3f).

A conclusao que pode ser retirada através das figuras (5.3b), (5.3d) e (5.3f)
é que, para a intensidade de acoplamento € = 0,1, os disparos da rede ocorrem de
forma sincronizada, ou apresentando uma certa coeréncia entre a maioria dos dis-
paros ou uma total incoeréncia, dependendo apenas do valor da influéncia entre os
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sitios a medida que eles estao afastados na rede, ou seja, do valor de a.
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Figura 5.3: Evolucao temporal do parametro de ordem de Kuramoto para uma rede
de N = 251 mapas de Rulkov acoplados, f = o = 0,001, com 0% distribuidos
de forma uniforme no intervalo 4,1 e 4,4 para diferentes valores do alcance e da
intensidade acoplamento. Para ¢ = 0,015 : (a) @ = 0,5, (c) a =2 ¢ (e) a =4, e
e=0,1:(b)a=0,5,(d) a=2e(f) a=4.

5.1.1 Parametro de ordem

Nas figuras (5.3) estudou-se a evolugao temporal do parametro de ordem,
para diferentes valores de € e «, observou-se que a rede de mapas de Rulkov pode
apresentar um comportamento sincronizado, coerente ou incoerente entre as fases
dos sitios da rede. Agora sera feito uma andlise do parametro de ordem médio
para diferentes valores dos parametros de acoplamento, tentando compreender como
ocorre a transicao de um estado de fases incoerente, para um estado coerente até
alcangar a sincronizagao de fase dos sitios da rede. A definicao do parametro de
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ordem médio é o mesmo utilizado no estudo da intermiténcia liga-desliga, expresso
pela relagao (3.13),

E:

-
L S g,
T —1To n—ro

O acoplamento tipo lei de poténcia é controlado por dois parametros, por
isso, a analise do parametro de ordem médio ocorrerd em duas etapas: na primeira
ctapa a é fixado em trés valores, para compreender o comportamento de R em
funcao . Na segunda etapa, € é fixada em trés diferentes valores, analisando o
comportamento de R em funcao a.

O comportamento do parametro de ordem médio em fungao £ encontra-se
na figura (5.4), para os valores de « iguais a 0,5, 2 e 4, para uma rede de N = 251
mapas de Rulkov acoplados, com = ¢ = 0,001, com condigoes iniciais aleatérias e
condicoes de contorno periédicas, para valores de 8 distribuidos de forma uniforme
no intervalo 4,1 e 4,4. A primeira observacao que pode ser retirada da figura (5.4)
¢ para valores de € menores do que 0,02, independe do valor de «, o parametro de
ordem médio possui um valor muito pequeno, indicando que as fases estao totalmente
incoerentes. A medida que o valor de € vai aumentando, o alcance do acoplamento
comeca a influenciar também no valor de R.

1 SRR

I 0,5

\
0 0,05 01
€

Figura 5.4: Comportamento do parametro de ordem de Kuramoto médio em funcao
da intensidade do acoplamento, para um rede de 251 mapas de Rulkov acoplados
com acoplamento tipo lei de poténcia e trés diferentes alcances, 6 distribuidos
uniformemente no intervalo 4,1 e 4,4, o e (3 iguais a 0,001.
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Quando o valor de o« = 0,5 e 0,045 > ¢ > 0,02 o valor de R aumenta
de forma muito rapida, como pode ser observado na figura (5.4). Para valores de ¢
maiores do que 0,045 o valor de R continua aumentando, mas agora este aumento
ocorre mais suavemente até o valor de € = 0, 09, sendo que na rede um grande niimero
de sitios apresentam fases coerentes. Na regiao de 0,09 < ¢ < 0,1 a rede apresenta
um comportamento de R = 1, ou seja, um comportamento de sincronizacao de fase.
O aumento muito rapido do parametro de ordem médio, para o valor de « = 0,5 e &
no intervalo entre 0,02 e 0,045 sugere um comportamento tipo lei de poténcia nesta
regiao e este comportamento sera analisado nesta secao.

Para um alcance com a = 2 a rede de mapas de Rulkov nao apresenta
estado sincronizado, para o intervalo de ¢ da figura (5.4), sendo que o valor méximo
do parametro de ordem no qual a rede apresenta uma maior coeréncia entre as fases
ocorre para o valor de ¢ ~ 0,1. A rede de mapas com o valor de @ = 4 apresenta
comportamento incoerente das fases para este intervalo de €.

O aumento rapido de R em funcao de e, somente foi observado para valores
de a = 0,5, ou seja, este aumento s6 ocorre para uma rede com um acoplamento de
grande alcance. Para caracterizar esta rapida transicao de fase incoerente-coerente
serd utilizado a andlise da curva R x € para redes com diferentes ntimeros de sitios.

A curva R x ¢ para redes de N iguais a 51, 251 e 451, e o valor de a = 0, 5,
condicoes de contorno periddicas, e condigoes iniciais aleatorias, o = 6 = 0,001 e
6 retirados de uma distribuicao uniforme entre 4,1 e 4,4 podem ser observados na
figura (5.5).

Através da figura (5.5) nota-se, que independente do tamanho dos sitios da
rede, e para um valor de € = 0,02, o valor de R comeca a aumentar, ou seja, para
este valor de £ tem-se uma intensidade do acoplamento critico, representado por e..
Se a rede de mapas possui um valor de € menor do que &, as fases do sitios estao
defasadas e quando o valor de N — oo o valor de R vai a zero. Para valores de ¢
superiores a 0,035 o valor de R nao depende mais do tamanho da rede, possuindo o
mesmo valor para os trés tamanhos da rede, ver figura (5.5).

A caracterizacao da transicao de fase incoerente-coerente é feita através da
figura (5.6), onde estéd a curva R x |¢ —&.| para uma rede de N = 451 sitios acoplados,
com a = 0,5 e % distribuidos de forma uniforme entre 4,1 e 4,4, com condicoes
de contorno periédicas. Na regiao de transicao incoerente-coerente existe uma lei de
escala entre o parametro de ordem médio e a diferenga entre ¢ e €., préximo ao valor
¢, como se observa na figura (5.6), dado pela seguinte relagdo matematica:

R = Ryle — &, (5.2)

em que Ry ="7,0558 e ¢ = 0,497 £ 0, 005.

A lei de poténcia, equagao (5.2), é andloga ao comportamento observado
no modelo de Kuramoto, um modelo de osciladores com acoplamento do tipo campo
médio [80]. O valor de ¢, que ajusta a equagao (5.2), concorda com o expoente car-
acteristico da transi¢ao de fase magnética [81] .

O parametro de ordem de Kuramoto médio depende do alcance do acopla-
mento, como se nota na figura (5.7) para uma rede de N = 251 mapas de Rulkov
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Figura 5.5: Comportamento do parametro de ordem médio em func¢ao da intensidade
do acoplamento, para trés redes do mapas de Rulkov acoplados, com a = 0,5,
o = = 0,001, os parametros nao lineares escolhidos no [4,1; 4,4] e condicoes de
contorno periédicas.

acoplados, o = # = 0,001, 8% distribuido uniformemente no intervalo entre 4,1 e
4,4, com condigoes iniciais aleatorias e condigoes de contorno periédicas, para trés
diferentes valores da intensidade do acoplamento.

Quando o valor de € é igual a 0,015 o alcance nao influencia no valor de R,
mantendo-se constante para todos os valores de o com pode ser observado na figura
(5.7). Para € = 0,045, a rede de mapas pode apresentar uma transigdo coerente-
incoerente das fases, no qual essa transicao apresenta uma rapida diminuicao para
valores de @ > 1. Com o valor de € = 0, 1 a rede apresenta o estado de sincronizagao
de fase, para valores de a < 1.

No intervalo 1 < o < 3 a rede de mapas de Rulkov com o valor de ¢ igual
a 0,045 ou 0,1 apresenta uma transicao de estado coerente-incoerente caracterizada
por uma grande variacao no valor de R.

Para a observacao no qual o valor de o ocorre a transicao de estado incoerente-
coerente foi plotado na figura (5.8) R em fungdo de « para trés diferentes valores
de N, com ¢ = 0,1 e 8% distribuidos de forma uniforme entre 4,1 e 4,4. Através
da figura (5.8) é possivel obter o valor de o para o qual independente do tamanho
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Figura 5.6: Parametro de ordem médio préximo ao a intensidade critica do acopla-
mento, onde ocorre a transicao incoerente-coerente, para uma rede dos mapas de
Rulkov acoplados, com a« = 0,5, 0 = 3 = 0,001, os parametros nao lineares escolhi-
dos no [4,1; 4,4], N = 451 e condigdes de contorno periddicas.

da rede o valor de R comeca a aumentar, este valor é a, ~ 3. As redes com valores
de a menores ou iguais a 1 nao apresentam diferenca no comportamento de R neste
intervalo.

5.2 Frequéncia dos disparos

A velocidade média do aumento no valor das fases dos disparos é a freqiiéncia
[67]. A defini¢ao de freqiiéncia dos disparos, equagao (5.3), é dada pela diferenca
entre as fases no instante de tempo em que € iniciada as medidas das fases, ¢(()i), e as
fases medidas quando n — oo.

' (i) _ 4@
00 — hmnﬁwu. (5.3)
n
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Figura 5.7: Parametro de ordem médio em fung¢ao do alcance do acoplamento, para
uma rede de N = 251 mapas de Rulkov acoplados, trés diferentes valores da inten-
sidade de acoplamento, ¢ = # = 0,001, #® distribuidos uniformemente no intervalo
[4,1; 4,4], condigbes de contorno periédicas e condigoes iniciais aleatérias.

Assim, como para cada sitio da rede existe uma fase, também serd associado
uma freqiiéncia de disparos, que sera dependente do valor do parametro nao linear
do mapa, do alcance e da intensidade do acoplamento, como se observa nas figuras
(5.9), (5.10) e (5.11).

Nas figuras (5.9), (5.10) e (5.11) encontram-se as freqiiéncias Q) dos sitios
para os valores de ¢ iguais 0,015 , 0,035 , 0,045 e 0,07 em funcao das freqiiéncias dos
sitios isolados Qg), para N = 251 mapas de Rulkov, com os valores ) retirados de
uma distribuicao uniforme no intervalo 4,1 e 4,4, com os valores de « iguais: figuras
(5.9) « = 0,5, figuras (5.10) o = 2 e figuras (5.11) o = 4.

Para o valor de o = 0,5 e ¢ = 0, 015 as freqiiéncias dos disparos dos sitios da
rede nao sao muito diferentes das frequiéncias dos disparos dos sitios isolados, como
pode ser observado na figura (5.9a) onde os pontos (2, Qgi)) formam uma reta de
45° com a abscissa. A rede com valor de £ = 0,035 e um mesmo alcance, ja apresenta
uma sincronizacao de freqiiéncia para valores def” préximos, apenas os extremos da
distribuigdo nao apresentam um estado sincronizado, figura (5.9b). Quando a rede
possui o valor € = 0,045, a rede esta praticamente sincronizada em freqiiéncia, como
¢ apresentado na figura (5.9¢). Na figura (5.9d) a rede apresenta a sincronizagao de
freqiiéncia, no qual todas os sitios da rede possuem a mesma freqiiéncia, para o valor

e=20,07.
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Figura 5.8: Parametro de ordem médio em fung¢ao do alcance do acoplamento, para
uma rede com ¢ = 0,1, trés diferentes de N, ¢ = 3 = 0,001, 6% distribuidos
uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], condi¢oes de contorno periddicas e condigoes
iniciais aleatorias.

Quando o valor de & = 2 e a intensidade de acoplamento é igual 0,015,
as freqiiéncias Q) apresentam um diferenca em relacdo as freqiiéncias dos sitios
isolados, figura (5.10a). Com o valor de ¢ = 0,035 as freqiiéncias dos sitios da
rede comegam a apresentar a tendéncia de formarem um plato de sincronizacao das
freqiiéncias em fungao da freqiiéncia Q((f), como pode ser observado na figura (5.10b),
comportamento diferente do apresentado na figura (5.9b), onde a rede apresentava
um plato de sincronizacao com apenas alguns sitios fora dele. Na rede de mapas
com ¢ = 0,045, figura (5.10c), as freqiiéncias dos sitios da rede apresentam oscilagoes
préximas de uma fregiiéncia média Q = 0, 0229 com um desvio de o = 0,0013. Para
o valor de e = 0,07, figura (5.10d), a rede de mapas nao apresenta uma sincronizacao
de freqiiéncias, como foi observado na figura (5.9d), mas as freqiiéneias Q@ estio
préximas do valor médio Q = 0,0197 com um desvio de o = 0,00023. Para o valor
de ¢ das figuras (5.10) as freqiiéncia dos disparos da rede nao sincronizam, mas para
valores proximos a 0,1 ocorre a sincronizagao de freqiiéncias.

Na rede no qual o valor de @« = 4 e ¢ = 0,015, as freqiiéncias da rede
com ¢ # 0 sao diferentes das freqiiéncias dos sitios isolados, como mostra a figura
(5.11a). Aumentando ainda mais a a intensidade do acoplamento a rede diminui a
diferenca entre a menor e a maior freqiiéncia Q% em funcio da freqiiéncia dos sitios
isolados, como observa-se nas figuras (5.11b) e (5.11c) onde ¢ sao iguais a 0,035

77



0,035

—~
QD
R

0,03
<, 0025

G
0,02

Q)

00 N0 © GEDOS OO DO ® @& o

(©)

(d)

0,02

0,025 0,03

0,03t

Figura 5.9: Freqiiéncias dos sitios da redes quando estao acoplados em funcao da
freqiiéncia dos sitios isolados, para uma rede com N = 251 mapas acoplados e 6
distribuidos uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], & = 0,5 e quatro valores de ¢: (a)

e=0,015, (b) e = 0,035, (c) e = 0,045 e (d)e = 0,07, .

e 0,045, respectivamente. Quando a intensidade de acoplamento entre os sitios é
igual a 0,07 as freqiiéncias Q) dos sitios da rede apresentam um platoé em torno da
freqiiéncia média ©Q = 0, 0208 com um desvio padrao de oq = 0, 0006, figura (5.11d).
Na rede com a = 4, nao foi possivel a sincronizacao de freqiiéncia para os valores de
¢ utilizados nesta tese.

Através das figuras (5.9), (5.10) e (5.11) pode-se observar que a sincronizagao
de freqiiéncia é dependente do alcance e da intensidade do acoplamento, sendo que,
quanto maior o valor de € menores serao os valores das freqiiéncias dos sitios da rede,
pois, o tempo entre os disparos aumentam.
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Figura 5.10: Freqiiéncia dos sitios da rede quando estao acoplados, em funcao das
freqiiencias dos sitios desacopados, para uma rede com N = 251 mapas acoplados e
6@ distribuidos uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], & = 2 e quatro valores de e:

(a) e = 0,015, (b) e = 0,035, (c) e = 0,045 e (d) € = 0,07, .

5.3 Sincronizacao Com Um Forcamento Harmonico
Externo

A insercao de um sinal externo em uma rede de neuronios tem sido utilizado
como uma forma de controle de algumas doencas ou anomalias nessa rede, por ex-
emplo mal de Parkinson e epilepsia [76]. A perturbagao externa (pinning) é inserida
experimentalmente através de microeletrodos na rede de neurtnios [82]. Nesta tese
as redes de neuronios sao modeladas por uma rede de mapas de Rulkov acoplados,
equagoes (4.42), nas quais serao introduzidas um sinal senoidal. Assim as equagoes
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Figura 5.11: Freqiiéncia dos sitios da rede quando estao acoplados, em funcao das
freqiiencias dos sitios desacopados, para uma rede com N = 251 mapas acoplados e
6@ distribuidos uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], o = 4 e quatro valores de e:

(a) e = 0,015, (b) e = 0,035, (c) e = 0,045 e (d) € = 0,07, .

(4.42) ficam:

(i i @, & Uzt — gl
Int1 = Ty T T+ B —

: + dPsen(nw)
1+ (zn’) Q) ;57 7°

ol =y —oxl) — 5, (5.4)
sendo w a freqiiéncia do sinal externo e d é a amplitude do sinal aplicado a cada
sitio, sendo que o interesse encontra-se na obtencao da amplitude e do intervalo de
freqiiéncias do sinal externo pelo qual ocorre a sincronizacao de freqiiéncia entre o
sinal externo e os sitios da rede.

Na andlise da sincronizacgao de freqiiencia do sinal periédico com os freqiién-
cias dos sitios da rede sera utilizada uma intensidade de acoplamento € = 0, 1, valor
no qual a rede apresenta um estado de sincronizacao de freqiiéncia e de fase para
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certos valores de a.. Para caracterizar a sincronizacao das freqiiéncias dos sitios da
rede com o sinal externo serd plotada a diferenca entre as freqiiéncias dos sitios ()
e a freqiiéncia do sinal externo (w).

Nas figuras (5.12), (5.13) e (5.14) estdo (2@ — w) x w, a diferenca entre
as freqiiéncias dos sitios da rede e a freqiiéncia do sinal externo, para as redes dos
mapas de Rulkov com valores de « iguais a 0,5, 2 e 4, respectivamente. Quando
(Q0) — w) ~ 0 os sitios da rede estdo sincronizados em freqiiéncia com o sinal ex-
terno. Todas as redes que foram analisadas possuem N = 51 mapas de Rulkov
acoplados, com o = 3 = 0,001, condigoes de contorno periédicas e condicoes iniciais
aleatérias, 8 distribuidos no intervalo entre 4,1 e 4,4 e o sinal inserido em apenas
um sitio (1), escolhido de forma aleatdria entre todos os sitios da rede. A amplitude
da perturbagao externa possuird quatro diferentes valores: figuras (5.12a), (5.13a)
e (5.14a) o valor d) = 0 , figuras (5.12b), (5.13b) e (5.14b) d©) = 0,05 , figuras
(5.12¢), (5.13¢) e (5.14c) dD = 0,1 e figuras (5.12d), (5.13d) e (5.14d) dD = 0, 15.

Observa-se na figura (5.12a), na qual d) = 0, que a freqiiéncia de sin-
cronizacao dos sitios da rede sem a presenca do sinal externo é 0,0153. Com a
presenca do sinal externo, d!) # 0, o sistema comeca apresentar platos de sin-
cronizacao entre a freqiiéncia do sinal externo e a freqiiéncia dos sitios da rede.
Quando dY) = 0,05 o intervalo de freqiiéncia onde ocorre a sincronizacio é 0,01575
a 0,01565 , como nota-se na figura (5.12b). Aumentando ainda mais o valor da
amplitude do sinal externo, figuras (5.12¢) e (5.12d), o intervalo de freqiiéncia para
que ocorra a sincronizacio aumenta, apresentando para amplitude de d) = 0,1 e
d¥) = 0,15 um intervalo entre 0,0152 até 0,015725.

Na figura (5.13a) o valor de d¥) = 0 a rede de mapas apresenta uma
freqiiéneia de sincronizacao igual a 0,01692. Para o valor de dY) = 0,05 o inter-
valo de freqiiéncias onde ocorre a sincronizacao entre as freqiiéncias dos sitios da
rede e o sinal externo ¢ 0,01695 a 0,01745 , (figura 5.13b). Na figura (5.13c) o valor
de d) = 0,1 e o intervalo das freqiiéncias estd entre 0,017 e 0,0186, e na figura
(5.13d) o valor de é d¥) = 0,15 com a sincronizacio de freqiiéncias, entre o sinal
externo e os sitios da rede, ocorrendo no intervalo de 0,017 a 0,019.

Admitiu-se um estado de sincronizagao no qual (|Q) — w| < 107°), assim os
platos das figuras (5.13b), (5.13c) e (5.13d) apresentam os valores das freqiiéncias do
sinal, em que ocorre a sincronizacao de freqiiéncia. Outra observagao importante que
pode ser retirada das figuras (5.13c) e (5.13d) é que, apds o platd de sincronizagao,
os sitios que apresentavam sincronizacao de freqiiéncias tornam-se dessincronizados
devido a presenca da perturbacao externa.

Para o valor de @« = 4 a rede de mapas nao apresenta uma sincronizagao
de freqgiiéncia quando dY) = 0, como pode ser visto através da figura (5.14a). Nas
figuras (5.14b), (5.14c) e (5.14d) com o aumento do valor de dY) ndo ocorre a sin-
cronizagao entre a freqiiéncia do sinal externo e as freqiiéncias dos sitios da rede, mas
um aumento no desvio da freqiiéncia média. Quanto maior a dY) maior o desvio da
freqiiéncia média.

Este comportamento observado nas figuras (5.13) e (5.14) tem sido utilizado
no tratamento de algumas anomalias no sistema nervoso, como por exemplo, o mal
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Figura 5.12: Diferenca entre a freqiiéncias dos sitios da rede e a freqiiéncia do sinal
externo, para uma rede com N = 51 mapas acoplados, ¢ = 3 = 0,001, %) dis-
tribuidos uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], condigoes de contorno periddicas e
condicoes iniciais aleatérias, « = 0,5 , ¢ = 0, 1 e quatro diferentes valores de d0): (a)
dD =0, (b) a? = 0,05, (¢) dD =0,1e (d) dV = 0,15. Quando (27 —w) ~ 0

ocorre a sincronizagao de freqiiéncia do sitio (7) e o sinal externo.

de Parkinson e alguns tipos de epilepsia.

5.4 Lingua de Arnold

Quando, os valores dos parametros do acoplamento sao suficientes para que
ocorra a sincronizacao de freqiiéncia, existirao alguns valores da intensidade do sinal
periédico que satisfazem,

Zi]\il |Q(i) — w| <
N

Os pares (dD,w) que satisfazem a relacdo (5.5) formam a regido de sin-
cronizacao, conhecidas como lingua de Arnold. Nesta regiao, a rede possui uma
sincronizagao de freqiiéncia com a perturbacao externa.

As regioes de sincronizacao de freqiiéncia entre o sinal externo e a rede, sao
dependentes da intensidade do sinal peridédico, do alcance e da intensidade do acopla-
mento, podendo apresentar comportamentos diferentes antes e depois da lingua de

1075, (5.5)
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Figura 5.13: Diferenca entre a freqiiéncias dos sitios da rede e a freqiiéncia do sinal
externo, para uma rede com N = 51 mapas acoplados, ¢ = 3 = 0,001, %) dis-
tribuidos uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], condigoes de contorno periddicas e
condicoes iniciais aleatérias, a = 2 , ¢ = 0,1 e quatro diferentes valores de d'): (a)
d¥) =0, (b) d) = 0,05, (c) dP) = 0,1 e (d) d¥) = 0,15. Quando (¥ —w) ~ 0

ocorre a sincronizagao de freqiiéncia do sitio (7) e o sinal externo.

Arnold.

As linguas de Arnold apresentam uma assimetria, e afim de caracterizar
as assimetrias das linguas de Arnold serao definidas duas quantidades, que podem
ser observadas na figura (5.15): A primeira quantidade medida serd Aw = wy — wy,
que relaciona a largura da lingua de Arnold para um certo valor da amplitude do
sinal externo. A segunda quantidade medida é dw = wy — wp, mede a diferenga entre
a maior freqiiéncia de sincronizacao da rede com o sinal externo e a freqiiéncia de
sincronizagao dos sitios da rede, sem o sinal externo para um dado valor da intensi-
dade de acoplamento. Na definicao das duas quantidades medidas foram utilizadas
as seguintes variaveis:

1. wy maior freqiiéncia de sincronizacao do sinal externo com a rede;
2. wy menor freqiiéncia de sincronizacao do sinal externo com a rede;

3. wyp freqiiéncia de sincronizacao dos sitios da rede sem a presenca do sinal ex-
terno.
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Figura 5.14: Diferenca entre a freqiiéncias dos sitios da rede e a freqiiéncia do sinal
externo, para uma rede com N = 51 mapas acoplados, o = § = 0,001, % dis-
tribuidos uniformemente no intervalo [4,1; 4,4], condigbes de contorno periédicas e
condicoes iniciais aleatérias, a =4 , € = 0,1 e quatro diferentes valores de dV): (a)
d9 =0, (b) d) = 0,05, (c) dP = 0,1 e (d) dD = 0,15. Quando (2 —w) =~ 0

ocorre a sincronizacao de freqiiéncia do sitio (i) e o sinal externo.

Na secao anterior foi observado que a sincronizacao de freqiiéncia entre a
perturbagao externa e os sitios da rede ocorreriam apenas para valores de o menores
do que 2, assim, o estudo da lingua de Arnold vai se concentrar apenas nos valores de
a = 0,5 e a =2 na tentativa de compreender como o alcance influencia no formato
das linguas e nas regioes fora da lingua de Arnold.

5.4.1 Rede de Mapas de Rulkov com a = 0,5

A lingua de Arnold para uma rede de N = 51 mapas de Rulkov acoplados,
com e = 0,1, c = 3 = 0,001, condi¢oes de contorno periddicas e condi¢oes iniciais
aleatérias, 0 distribuido uniformemente no intervalo entre 4,1 e 4,2, e o valor de
a = 0,5 pode ser observado na figura (5.16). A perturbagao externa é inserida em
apenas um sitio da rede, em que a amplitude do sinal sera d.

Quando o valor de a = 0,5 para valores de d < 0,055, a regiao de sin-
cronizacao apresenta um aumento semelhante a uma lei de poténcia, como pode-se
observar na figura (5.16). A partir do valor de 0,055 o aumento da regiao de sin-
cronizacao é menor, e para o valor de d =~ 0,17, comeca a ocorrer uma saturacao na
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Figura 5.15: Definicao das quantidades Aw, dw, wy, w1 € wy, sendo que a linha
tracejada ¢ para a rede sem a presenca do sinal externo e a linha cheia com a presenca
da perturbacao externa.

largura da lingua. O valor de wy, no qual inicia a regiao de sincronizacao, diminui
de forma linear com o aumento da intensidade da amplitude do sinal externo, ja o
valor de wy aumenta de forma néao linear com d.

Para este valor do alcance, a lingua de Arnold apresenta uma grande assime-
tria, como mostra a figura (5.16). Para caracterizar a assimetria da figura (5.16),
encontra-se nas figuras (5.17) a largura da regiao de sincronizagao em func¢ao da am-
plitude do sinal externo (Aw X d) e a diferenca entre a freqiiéncia de sincronizagao
da rede sem a presenca do sinal externo e a maior freqiiéncia de sincronizacao com
o sinal externo (0w x d).

Na figura (5.17a) encontra-se a largura da lingua de Arnold, na qual o au-
mento em funcao de d obedece uma lei de poténcia, com a presenca de duas regioes:
na primeira regiao ocorre um crescimento rapido do tamanho da lingua e na segunda
regiao este aumento é mais lento.

Tanto o aumento rapido, como o lento do tamanho da regiao de sincronizacao
obedece a uma mesma lei de poténcia

Aw = 9d, (5.6)

sendo que os valores das constantes que ajustam esta equacao sao: para a primeira
regiao ¥ = 0,079 e w = 1,75 £ 0,04, e para a segunda regiao ¥ = —0,001 e
w = 0,317 £ 0,004.

O aumento de dw em funcao d apresenta duas regioes: uma de crescimento
rapido e outra de crescimento lento. Em ambas as regioes dw obedecem uma lei de
poténcia em relacao a amplitude do sinal periddico,

Aw = ', (5.7)
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Figura 5.16: Amplitudes e freqiiéncias do sinal externo, em que, ocorrem as sin-
cronizagoes de freqiiéncias entre o sinal externo e os sitios da rede, para uma rede de
N = 51 mapas de Rulkov acoplados, ¢ = 0,1, 0 = 3 = 0,001, condi¢oes de contorno
periodicas e condicoes iniciais aleatérias, a = 0,5 e 0 distribuidos no intervalo
entre 4,1 e 4,2.

sendo que para a regiao de aumento rapido ¢/ = 0,036 e ¢ = 1,48 + 0,04, e para a
regiao de aumento lento ' = 0,00065 e ¢ = 0,199 + 0, 004.

A largura da lingua aumenta com o valor de d, mas surge o questionamento:
como ocorre a variacao de Aw em funcao do nimero de sinais perturbando a rede
(pinning) e como ocorre a variagdo com o numero de sitios presente na rede? Para re-
sponder estas duas perguntas deve-se observar a figura (5.18), na qual estao tragadas
as curvas Aw X % para redes perturbadas em um, dois e trés sitios, pelo mesmo sinal
periddico de amplitude igual d = 0,15. As constantes de acoplamento da rede sao
a=0,5eec=0,1, com 6% distribuidos no intervalo entre 4,1 e 4,2, condicoes de
contorno periédicas e condigoes iniciais aleatoérias.

Observa-se na figura (5.18) que para redes com N pequenos, por exemplo 51
sitios acoplados o valor de Aw aumenta com o numero de sitios perturbados. Uma
rede com duas perturbacoes possui um Aw aproximadamente duas vezes maior do
que par uma rede com apenas uma perturbacao, e quando a rede é perturbada em
quatro sitios Aw é aproximadamente quatro vezes maior. A medida que o nimero
de sitios vai aumentando os valores de Aw vao diminuindo, e os valores de Aw para
diferentes valores de pertubacoes vao se aproximando.

O valor de Aw diminui de forma linear com o inverso do tamanho da rede,

Ky

Aw:Kl—i—N,

(5.8)
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Figura 5.17: (a) Largura da lingua de Arnold e (b) diferenca entre a maior freqiiéncia
de sincronizacao da rede com o sinal externo e a freqiiencia de sincronizacao dos sitios
da rede sem o sinal externo, em funcao da amplitude do sinal externo para a rede

da figura (5.16).

como pode ser observado na figura (5.18), sendo que os valores de K; e K, dependem
do numero de sitios a serem perturbados.Os valores dos parametros K; e Ky que
ajustam a equagao (5.8) para as trés redes com numeros diferentes de sitios que
sofrem uma perturbagao externa encontram-se na tabela (5.18).

5.4.2 Rede de Mapas de Rulkov com a = 2

Na figura (5.19) encontra-se d X w para um rede de N = 51 mapas de Rulkov
acoplados, com ¢ = =0,001 , a =2, ¢ = 0,1, condi¢oes de contorno periddicas e
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Figura 5.18: Largura da lingua de Arnold em relagao ao inverso do nimero de sitios
darede, pararedes coma = 0,5, =0,1,d = 0, 15, condi¢oes de contorno periddicas
e condigoes iniciais aleatorias.

Tabela 5.1: Valores dos parametros K; e Ky que ajustam as curvas da figura (5.18).

K, Ko
—1,081 x 1072 | 0,0179 & 0, 0005
—5,511 x 107 | 0,0655 & 0, 0008
—8,081 x 10° | 0,125 =+ 0, 0009

»lkl\:)»—t_dz

condicoes iniciais aleatérias, e #® distribuido de forma uniforme no intervalo entre
4,1e4,2.

Observa-se na figura (5.19) que o inicio da lingua de Arnold ocorre muito
préximo a wy e a lingua possui valores dos pares (d,w) entre w; e wy NOs quais nao
ocorre a sincronizacao de freqiiéncia entre a perturbacao externa e os sitios da rede.
Para uma rede com o valor de a = 2 a lingua de Arnold formada apresenta uma
assimetria, e para valores de d < 0,08 a regiao de sincronizagao aumenta de forma
nao linear.

Comparando as figuras (5.16) e (5.19) nota-se que o alcance do acoplamento
influencia no formato da lingua, pois, para a = 2 ocorre um grande aumento nos
valores de (d,w) entre wy e wsy, para os quais nao ocorre a sincronizagao, o valor de
wy fica muito préximo a wy e wy possui valores maiores do para a = 0, 5.

O aumento de wo faz os valores de Aw e dw aumentarem, e nas figuras
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Figura 5.19: Amplitudes e freqiiéncias do sinal externo, em que, ocorrem as sin-
cronizacoes de freqiiéncias entre o sinal externo e os sitios da rede,para uma rede de
N = 51 mapas de Rulkov acoplados, e = 0,1, 0 = 3 = 0,001, condicoes de contorno
periédicas e condicoes iniciais aleatérias, o = 2 e #®) distribuidos no intervalo entre
4,1 e 4,2.

(5.20) observa-se o comportamento tipo lei de poténcia para Aw e dw em funcao da
amplitude do sinal externo.

Para a rede de mapas de Rulkov com o = 2, tanto Aw como dw apresentam
dois comportamentos para o aumento em funcao de d, semelhante ao que foi para
a rede com a = 0,5. O comportamento das curvas da figura (5.20a) obedecem a
equagao (5.6), sendo que os parametros que ajustam a equagao sdo: para o aumento
rapido v = 0,00225 e w = 2,06 + 0,06, e para a regiao de aumento mais lento
¥ =0,00279 e w = 0,41 £0,02. O ajuste para dw que estd na figura (5.20b) é dado
pela equagao (5.7), como o valores de ¢ = 0,104 e ¢ = 1,78 £ 0,03 para a regiao de
aumento rapido e ¢/ = 0,0026 e ¢ = 0,370 + 0,014 para a regiao de aumento lento.

Assim, como a largura da lingua de Arnold depende da amplitude da per-
tubacao externa, ela também dependera do ntimero de sitios que estao sujeitos ao
sinal externo, como pode ser observado na figura (5.21), Aw x % para tres redes com
o numero sitios perturbados pelo mesmo sinal externo iguais a um, dois e quatro. A
intensidade de acoplamento da rede é igual a 0,1 , com o = 2, ) distribuido entre
4,1 e 4,2, com condigoes de contorno peridédicas e condigoes iniciais aleatorias.

A variagdo de Aw em fungao do 1/N é dado pela equagao (5.8), sendo que os
valores de K7 e K5 depende do ntimero de sitios da rede que estao sobre a influéncia
do sinal externo. Os valores de K e K, para as trés redes da figura (5.21) estao na
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Figura 5.20: (a) Largura da lingua de Arnold e (b) diferenga entre a maior freqiiéncia
de sincronizc¢ao da rede com o sinal externo e a freqiiéncia de sincronizacao dos sitios
da rede sem o sinal externo, em funcao da amplitude do sinal externo para a rede

da figura (5.19).

tabela (5.2).

Tabela 5.2: Valores dos parametros K; e Ky que ajustam as curvas da figura (5.21).

N, K, Ko
1 36,6 x 1077 | 0,057 + 0,003
2 62,6 x 10-° | 0,068 £ 0,007
4 56,5 x 10" | 0,129 £ 0,009

Dos valores de K; e K, da tabela observa-se que a diferenca no valor da
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Figura 5.21: Largura da lingua de Arnold em relagao ao inverso do niimero de sitios
da rede, para redes com a = 2, ¢ = 0,1, d = 0, 15, condigoes de contorno periddicas
e condigoes iniciais aleatorias.

poténcia para apenas um ou dois sitios perturbados nao ocorre uma variacao signi-
ficativa, ja para quatro sitios perturbados o valor da poténcia é o dobro do valor para
apenas dois sitios perturbados, isto dentro do erro. Isto ocorre pois para este alcance
do acoplamento ¢é necessario um nimero maior de perturbacoes para que ocorra um
aumento consideravel de Aw.
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Capitulo 6

Conclusao

A elaboracao desta tese foi feita através da utilizacao de redes de mapas
logisticos e de Rulkov acoplados, em que o principal objetivo foi a observacao e com-
preensao de como ocorrem os estados coerentes e/ou sincronizados, e 0 mecanismos
das transigoes de estados coerentes-incoerente e/ou sincronizados-dessincronizados.

No terceiro capitulo desta tese estudou-se a rede de mapas logisticos acopla-
dos, com um acoplamento do tipo lei de poténcias, que apresentava trés regioes
distintas, quando os parametros de acoplamento eram variados: regioes de regimes
completamente sincronizado, transicao e dessincronizado. Estes regimes foram ob-
servados em um grafico € X «, sendo que estes regimes eram delimitas por duas
curvas: £.(a) X a, delimitando os estados sincronizados dos estados transientes, e
£*(a) X a, estados transientes dos estados dessincronizados.

Na regiao de estados sincronizados, o tempo necessario para que ocorra a
sincronizagao ¢ muito rapido, no qual condicoes iniciais aleatorias totalmente dessin-
cronizadas encontram orbitas estaveis e evoluiam para a variedade de sincronizacao
(V) Na regido de transicdo, as condigoes iniciais aleatérias do
sistema encontravam orbitas estaveis evoluindo para a variedade de sincronizagao e
fica nela até o momento em que encontram uma érbita instavel saindo da variedade,
retornando novamente apds encontrarem uma orbita estavel fora da variedade. Na
regiao dessincronizada as orbitas dos sitios da rede nao encontram nenhum orbita
estavel, portanto nao vao para o atrator de sincronizacao.

Como esta tese objetiva o estudo da perda de sincronizacao na rede de
mapas, foi realizado o estudo na regiao da curva e*(«) X a, que separava o regime
de transicao e do regime dessincronizado, analisando as distribuigoes dos intervalos
de tempos entre os estouros cadticos da rede. A distribuigoes dos tempo entre os
estouros, para os valores de a e ¢ préximos a curva €*(a) X «, sdo compostas por
duas curvas: uma exponencial, para longos intervalos de tempos com R ~ 1, e outra
uma lei de poténcia, para pequenos tempos em R =~ 1.

Na andlise das distribuicoes tipo lei de poténcia, apenas para o valor de

o =@ = —y
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e = 1 o expoente era igual a 3/2, uma caracteristica universal da intermiténcia
liga-desliga, ou seja o mecanismo da perda de sincronizagao para a rede de mapas
logisticos acoplados para este valor de € ocorre pelo mecanismo da intermiténcia
liga-desliga. Para os demais valores de € estudados os valores das poténcias encon-
tras eram proximas a -1, assim nao ocorrendo a intermiténcia liga-desliga. Outra
observacao que pode ser feita é quanto maior o valor médio do segundo expoente de
Lyapunov menor o médulo do valor do expoente das distribuigao tipo lei de poténcia.

No quarto capitulo desta tese foi realizado o estudo do mapa de Rulkov,
juntamento com o estudo das evolugoes temporais das redes destes mapas. O mapa
de Rulkov apresentava duas variaveis de estado, uma rapida e outra lenta, em que, a
variavel de estado rapida apresentava duas escalas de tempo. Através do diagrama
de bifurcagao deste mapa observou-se sua dinamica com diferentes comportamentos
dinamicos como: bifurcagao sela-no, crises, atratores cadticos, pontos fixos instaveis
e estaveis, e biestabilidade de atratores.

O mapa de Rulkov apresentava sua dinamica temporal junto ao ponto fixo
estavel ou ao atrator caotico, apresentando um comportamento regular ou cadtico
respectivamente. Os dois comportamentos surgem devido a presenca de duas bacias
de atracgao, a bacia do ponto fixo estavel e do atrator cadtico, sendo que dependendo
da condicao inicial a dinamica vai para o atrator cadtico ou para o ponto fixo estavel.
Quando a dinamica estd no ponto fixo estavel ele permanece nela até o momento
em ocorre a bifurcacao sela-nd, com o desaparecimento do ponto fixo estavel e a
dinamica vai para o atrator caético. Uma vez no atrator cadtico a evolucao temporal
da variavel rdpida permanece nele, pois com a variacao de variavel lenta todas as
condicoes ficam nessa bacia de atragao até o momento em que ocorre a crise do atra-
tor cadtico resultando no desaparecimento da bacia do atrator caético. Os valores
da variavel lenta do mapa para que ocorra a bifurcagao sela-no e a crise depende do
valor do parametro nao linear do mapa (). Quanto menor for o valor de ), maior
sera a variagao da variavel lenta do mapa, permitindo estouros cadticos regulares,
com uma baixa freqiiéncia em seu espectro de freqiiéncias. Com o aumento do valor
de 0 a variacao do valor de variavel lenta diminui, assim os estouros perdem sua
regularidade, e para 6 proximos a 4,9 somente existem os picos cadticos, com um
espectro de freqiiéncia ruidoso.

Um mapa de Rulkov é um modelo fenomenolégico para apenas um neuronio,
quando deseja-se modela um sistema de neurdnio é necessario um acoplamento entre
os neuronos do sistema. Para modelar alguns aspectos da arquitetura complexas
de neurdnios bioldgicos, que possuem uma grande dimenssao de interconectividade
sao necessairos os acoplamentos nao locais, como por exemplo: acoplamento global,
livres de escalas, entre outros. Em algumas redes a probabilidade de acoplamentos
sinapticos elétricos e quimicos possuem uma dependéncia espacial, permitindo a uti-
lizacao do acoplamento tipo lei de poténcia no modelamento destes sistemas.

Agora, para uma rede de mapas de Rulkov a serie temporal dos sitios da
rede apresentam um comportamento que depende de «, € ¢ 8. Como foi observado
no capitulo quatro a presenca do acoplamento faz surgir estouros mais regulares nos
sitios da rede, pois, quanto maior o valor de £ mais susceptiveis ao acoplamento
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ficam as dinamicas dos sitios da rede préoximos a bifurcacao sela-né. A influéncia do
alcance do acoplamento nas dinamicas dos sitios fornece o fator com que os sitios
da rede mais distantes influénciam no acoplamento, assim, para « pequenos os sitios
mais distantes da rede influéncia quase igual aos sitios mais préoximos, permitendo
assim que ocorram disparos quase simultaneos.

As simulacoes das redes de mapas de Rulkov apresentam comportamentos
dinamicos observaveis em neurdnios biolégicos, tais como: sincronizacao de fase e
freqiiéncia. A analise da sincronizacao de fase e de freqiéncia foi feito no capitulo
cinco desta tese, com interesse no comportamento coerente da rede de mapas nao
idénticos, em funcao do alcance e da intensidade acoplamento entre os sitios da rede.

Nas redes com acoplamento do tipo lei de poténcia a sincronizacao de fase
e de frequiiéncia dos mapas de Rulkov é dependente da combinagao entre os valores
do alcance e da intensidade do acoplamento. Quanto menor o valor de o maior a
influéncia dos sitios mais distantes na dindmica do sitio (i), e com valores de ¢ al-
tos torna-se possivel a sincronizacao das fases dos sitios da rede, caracterizada por
R =~ 1). Para valores de ¢ pequenos independente do alcance do acoplamento as fases
dos sitios da rede possuem comportamentos incoerentes. Para alcances pequenos nao
ocorre o comportamento coerente dos sistios da rede, para os valores de ¢ utilizados
nesta tese.

Para o valor de @ = 0, 5, valor do alcance no qual é possivel obter um estado
de sincronizacao de fase, foi estudado como ocorria a transicao de um estado coerente
para um incoerente. Nesta analise observou-se que para ¢ = 0,02 as redes dos mapas
de Rulkov comecavam a aumentar o valor de R, ou seja, €. = 0,02. Para os valores
de e proximos de ¢, foi possivel que a passagem de um estado dessincronizado para
um estado sincronizado ocorre através de um mecanismo de transicao de fase. Nas
regioes praximas de . o valor de R obedece uma lei de poténcia em relacao a variacao
le — .. O valor do expoente obtido para esta transicao de fase foi, semelhantes ao
observado no modelos de Kuramoto e igual as transicoes de fase magnéticas.

Quando o valor de @ < 1 o alcance do acoplamento é muito semelhante
ao acoplamento global, e para o = 0 o alcance é global retornando aos resultados
estudados por Ivanckenko e colaboradores, com os valores R ~ 1 para ¢ se aproxima
de 0,1. Para valores de a > 1 o valor de R comeca a diminuir até o ~ 3 , a partir
deste valor de o 0 parametro de ordem médio tende a oscilar em um valor constante,
portanto sé foi possivel um estado quase-sincronizado para os valores de a < 1.

As redes de mapas de Rulkov apresentam estados de sincronizagao de
freqiiéncias, semelhante ao que ocorre em neurdnios bioldgicos, que depende do
acoplamento. Para valores de a@ < 1 e ¢ > 0,5 a rede apresenta a sincronizacao
de freqiiéncias, e a medida que o alcance do acoplamento diminui, a intensidade
necessaria para a sincronizagao de freqiiéncias aumenta, mas para o > 3 nao ocorre
mais a sincronizacao de freqiiéncias, para os intervalos de ¢ utilizados nesta tese.

A sincronizacao de freqiiéncia nao € interessante que ocorra em uma rede
de neuronios biolégicos, por tanto inseriu-se uma perturbagao externa na rede de
mapas de Rulkov com uma forma de controle para retirar a rede de um estado
de sincronizacao de freqiiéncias. A perturbacao externa era um sinal senoidal de

94



freqiiéncia w e amplitude d, inserido aleatériamente em um ou mais sitios. Para
valores de @ < 1 e ¢ = 0,1 os sitios da rede sincronizam em freqiiéncia entre si
e com o sinal externo, quando a freqiiéncia do sinal externo ¢é igual ou superior a
freqiiéncia dos sitios comum dos sitios da rede. Quando a freqiiéncia do sinal externo
é muito superior a freqiiéncia comum dos sitios da rede sem a perturbagao, nao a
sincronizacao da rede como o sinal externo. Quando o valor de « =2e e =0,1 a
rede sincronizam em freqiiéncia com o sinal externo, para freqiiéncias do sinal ex-
terno maiores ou igual a freqiiéncia comum dos sitios da rede. Os sitios da rede
apresentam um plato de sincronizagao das freqiiéncias com o sinal externo, até que
para altas freqiiéncias a rede perde a sincronizacao de freqiiéncia com o sinal externo
e entre os sitios da rede. Este tipo de comportamento é utilizado no tratamento de
algumas anomalias do sistema nervoso. Outra observagao seria que as freqiiéncias
dos sitios da rede comeca a diminuir com o aumento de €, pois com o aumento de &
os sitios tende a sincronizar e o intervalo entre os estouros comeca a aumentar.

Na rede de mapas acoplados com a presenca da perturbacao externa existe
uma disputa entre o acoplamento, que tende a sincronizar em freqiiéncia os sitios
da rede, e a pertubacao aplicada em alguns sitios, que tende a retira-los do estado
sincronizado. Para ¢ > d o acoplamento é maior que a perturbagao externa, e mesmo
para altas freqiiéncias amplitude os sitios da rede permanecem sincronizados. Agora
para ¢ < d a amplitude do sinal é suficiente para retirar os sitios da rede do estado
sincronizado.

Os platos de sincronizacao entre as freqiiéncias dos sitios da rede e a
freqiiéncia do sinal periddico sao dependentes da amplitude do sinal periddico, sendo
que, quanto maior a amplitude do sinal maior serd o intervalo das freqiiéncias de
sincronizagao entre sinal e a rede. Assim, a partir da obtengao das freqiiéncias do
sinal externo, para os quais a rede sincroniza em freqiiéncia com o sinal externo,
para uma dada amplitude da pertubacao foi possivel construir as linguas de Arnold
d x w. As linguas de Arnold apresentam uma certa assimetria, tanto para o = 0,5
com « = 2, devido ao fato que os platos de sincronizagao do sinal externo com a rede
iniciam-se para freqiiéncia aproximadamente iguais ou superiores a freqiiéncia dos
sitios, para rede nao perturbada, e terminam para freqiiéncias bem mais altas que a
freqiiéncia da rede sem a perturbacao. O tamanho da lingua de Arnold apresenta um
aumento nao linear, tipo lei de poténcia, com a amplitude do for¢camento externo,
apresentando duas regioes: um regiao de crescimento rapido e outra de crescimento
lento. Outra dependéncia do tamanho da lingua é o nimero de perturbacoes externa
que estd sujeita a rede, sendo mais evidente para as redes pequenas.

Os mapas de Rulkov sao bons modelos para os neurdnios biolégicos, po-
dendo ser comparados a outros modelos de tempo continuo, fornecendo informagoes
importantes sobre a perda da sincronizacao de fase e o controle da sincronizagao de
freqiiéncias, observados em fenomenos reais.

Como continuacao dos trabalhos pode-se utilizar o acoplamento de pequeno
mundo na rede dos mapas de Rulkov. Outro trabalho que pode ser citado é a uti-
lizacao de uma perturbacao, que ao invés de ser um sinal periédico, fosse o campo
médio da rede ou de um conjunto de sitios, mas com um tempo de atraso. Outra
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perturbagao sera a utilizacao de um sinal binario observando o que este sinal oca-
sionaria na sincronizacao.

Ainda no estudo dos modelos de neurdnios seria interessante utilizar o
acoplamento do tipo lei de poténcia, livre de escala, pequeno mundo e outros, mas
utilizando no lugar de mapas as equacoes diferenciais como por exemplo os mod-
elos de: FitzHugh-Nagumo, Bonhoeffer-van der Pol, Hindmarsh-Rose e Hodgkin e
Huxley.
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