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RESUMO

Dias, Rodrigo, Formulagdo do Meétodo dos Elementos de Conforno para
Problemas de Potencial Elétrico em Meios Estratificados, Curitiba:
Departamento de Engenharia Civil / Departamento de Matematica da

Universidade Federal do Parana, 2009. 107 p. Dissertagcdo de Mestrado.

O presente trabalho apresenta a formulagcdo bidimensional do Método dos
Elementos de Contorno para o estudo de problemas de potencial elétrico em
solos com resistividade variavel. Em especifico, o trabalho enfoca
caracteristicas de modelagem para a simulagao do ensaio de Wenner, que por
sua vez visa a obtencao do perfil de resistividades de um meio heterogéneo.
Nesse sentido, esse trabalho contribui para o melhor conhecimento da
distribuicdo de potenciais em meios com resistividade variavel. A formulagao
implementada compreende o0 uso de sub-regides para simular a
heterogeneidade dos meios, o método das imagens para evitar a discretizagao
da superficie livre e fontes pontuais para a simulagdo da injecédo e retirada de
correntes elétricas no dominio do problema. Diversos exemplos numéricos sao
resolvidos, considerando-se meios homogéneos e nao-homogéneos, para
demonstrar a validade do programa computacional desenvolvido. Mostra-se
que a formulagao bidimensional € limitada para a simulacdo do Método de

Wenner e obtencdo de conclusées sobre o perfil de resistividades do solo.

XX



Entretanto, permite aprimorar a compreensao sobre a distribuigdo do potencial

elétrico em solos com perfil de resistividades variando em camadas.

Palavras-chaves. Método dos Elementos de Contorno, Resistividade, Método

de Wenner.
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ABSTRACT

The present work shows a two-dimensional boundary element formulation for
the study o electric potential problems in soils with varying resistivity with depth.
The work focuses appropriate modeling characteristics for the simulation of the
Wenner Method, which is frequently used for defining the resistivity layering
profile of heterogeneous media. In this sense, this study contributes for the
better knowledge about the potential distribution in varying soil resistivity. The
implemented formulation comprehends the use of sub regions to simulate the
heterogeneous medium, the method of images to avoid the discretization of the
horizontal free surface of the medium, and point sources to simulate electrical
current injection and sinking in the interior of the domain. Many numerical
examples are solved to validate the developed computational program,
considering homogeneous and non-homogeneous media. It is shown that the
two-dimensional formulation is limited for the simulation of the Wenner method
and retrieving the resistivity profile of soils. However, it allows understanding

the potential distribution in layered media.

Keywords: Boundary Element Method, Resistivity, Wenner Method.
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1 Introducao

1.1 Estudo do potencial elétrico em solos

Muitas sdo as justificativas para estudar o problema da distribuicdo de
potencial em meios heterogéneos.

O adequado funcionamento de sistemas de aterramento, essencial para
a segurancga de pessoas e equipamentos, depende de uma avaliagao do meio
onde os sistemas estdo inseridos, muitas vezes heterogéneos. As pessoas
devem estar protegidas frente a uma tensdo anormal imposta aos circuitos
eletrbnicos, de comunicagao ou poténcia, ou ainda presentes em estruturas
metalicas que possam ser tocadas e que tenham algum contato com o solo.

Um sistema de aterramento seguro deve garantir a integridade do
equipamento e da continuidade dos servigos sob condi¢gdes adversas,
fornecendo meios, para o transporte de correntes elétricas se dissiparem no
solo e para a salvaguarda de pessoas que trabalham ou caminham nas
imediacbes dessas instalagdes, de modo que elas nado figuem expostas a
choques elétricos perigosos. Para alcangar estes objetivos, a resisténcia
elétrica equivalente do sistema deve ser suficientemente baixa, para garantir

que a corrente elétrica se dissipe, principalmente através das malhas sob a
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terra, enquanto o potencial maximo (tensdo de toque) e as diferengas de
potencial (tensdes de passo) entre os pontos sobre a superficie da terra devem
ser mantidos sob certas tolerancias (IEEE, 2000; SVERAK, 1999). Nas ultimas
quatro décadas, o funcionamento dos sistemas de aterramento tem sido
extensivamente analisado, e varios métodos de analise tém sido propostos.

CAPELLI (2000) faz alguns questionamentos de grande relevancia de
situagdes em que o quesito aterramento elétrico € importante e mostra alguns
itens nos quais aparecem as maiores duvidas na elaboragdo de um projeto de
aterramento elétrico e construgcdo do mesmo.

Outro fator de grande importéncia em se tratando do conhecimento da
distribuicdo de potencial em solos € o fato de que estruturas metalicas
enterradas, seja qual for a caracteristica do meio, devem ser protegidas contra
a corrosdo. A resistividade do meio também é uma caracteristica importante
nesse processo.

Os estudos relacionados a corrosao de metais ganharam forga a partir
de 1969, quando o governo do Reino Unido criou um grupo de trabalho com
fins especificos de fazer um levantamento estatistico para avaliar o custo da
corrosdo naquele pais. Este grupo foi coordenado pelo corrosionista da
Universidade de Cambridge, T. P. Hoar, houve um grande susto quando o
grupo estimou que o custo da corrosao para o Reino Unido naquele ano de
1969 fora de cerca de 1,365 bilhdes de Libras Esterlinas, valor esse que

corresponderia a 3,5% do PIB anual. Hoar foi ainda mais adiante e estimou que
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em 1974 o valor gasto com a corrosdo no Reino Unido seria de 2,5 bilhdes de
Libras.

Seguindo o mesmo caminho do Reino Unido, os Estados Unidos em
1975, através do National Bureau of Standards em conjunto com o Batelle
Columbus Laboratories (Columbus, Ohio), estimaram que a corrosao teria um
custo de 70 bilhdes de dodlares, cerca de 4,2% do PIB daquele pais. Esse
mesmo 6rgao, nos anos de 1999 a 2001, estimou a quantia de 279 bilhdes de
doélares a serem gastos no controle e substituicbes de metais que sofreram
com o processo de corrosao nos Estados Unidos, cerca de 3,1% do PIB. O
Brasil usa essa mesma estimativa de 3,1% do PIB, gasto todos os anos no
controle e combate a corrosdo. Se aplicada essa mesma estimativa a todos os
paises do mundo, chega-se a valores astronbmicos. Com isso, a partir da
década de 70, comegaram a se intensificar os estudos a respeito desse
fendmeno e diversas formas de analise surgiram no aprimoramento das
técnicas de protecio.

Com o avanco dos computadores nos ultimos anos, foi possivel o
emprego de métodos numéricos para simulacdes de situagdes praticas,
aprimorando as técnicas de combate a corrosao.

Outro importante campo da ciéncia onde se procura conhecer
caracteristicas elétricas do meio, entre elas a sua resistividade, é a Geofisica.
Esta area tem hoje, na industria petrolifera, uma grande importancia devido ao

enorme volume de riquezas naturais imerso no solo. Outra aplicacido de
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elevada importancia é o estudo de transporte de poluentes em solos € em
fluidos, que também pode ser abordado pela geofisica.

A resistividade elétrica do solo varia fundamentalmente com o conteudo
de agua no mesmo, bem como depende de sua composi¢do mineral, além de
outros fatores. Este fato torna o estudo desta propriedade importante para a
analise de sistemas hidrogeolodgicos e de outros sistemas que envolvem a
resistividade do meio.

A resistividade do solo, assim como sua estratificacdo, € de fundamental
importancia para o dimensionamento de sistemas de protecdo para
equipamentos elétricos, uma vez que a resisténcia de uma malha de
aterramento é diretamente proporcional a resistividade ( 0 ) do meio onde estao
colocados os eletrodos (VISACRO, 2002). Assim, quando se pretende buscar
um baixo valor da resisténcia de aterramento, deve-se ter um bom
conhecimento do perfil de resistividades das camadas do solo (ZENG ef al.,
2000).

Por se tratar de um fator preponderante para o bom desempenho de um
sistema elétrico, e para garantir os limiteis toleraveis dos niveis de seguranca
pessoal, o quesito aterramento elétrico deve receber uma atengao especial.
Entre os principais objetivos de um sistema de aterramento tem-se:

e Manter a resisténcia de aterramento a mais baixa possivel,
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e Manter os potenciais os mais baixos possiveis para a manutencao dos
limites de seguranga pessoal dentro dos padrdes toleraveis pelas
normas técnicas (NBR 5410, 1997);

e Garantir a segurancga de equipamentos elétricos instalados na rede;

e Desenvolver caminhos propicios para escoamentos de descargas
elétricas oriundas da atmosfera ou dos proprios equipamentos
instalados na rede.

Varios sao os fatores que influenciam o valor da resistividade dos solos
(KINDERMANN e CAMPAGNOLO, 1995), sendo indispensavel a realizagao de
medi¢coes nos locais onde serao instalados os sistemas de seguranca que se
desejam, seja na industria para protecdo e bom funcionamento dos
equipamentos instalados ou para a seguranga das pessoas que trabalham ou
transitam nas proximidades desses sistemas. O método de Wenner (WENNER,
1916; ASTM G57-95, 1995) é uma técnica comumente utilizada para a

determinacao do perfil de resistividades do solo.

1.2 Reviséo bibliografica

Parte dos problemas citados na segao anterior € governada pela

equaciao de Laplace. Esta equacdo tem inumeras aplicagdes na Fisica

Matematica, ndo s6 por descrever uma grande quantidade de fenémenos



28

estacionarios, mas também por servir de base para solugdo de outras
equacgdes mais complexas. O ramo da matematica que estuda solugdes da
equacao de Laplace € denominado de teoria do potencial. A teoria do potencial
foi uma das primeiras teorias a ter um grande numero de pesquisadores
trabalhando em sua solugéo e ganhou for¢a a medida que se encaixava para a
representacao de fendmenos observados na natureza. Entre os principais
pesquisadores estdo aqueles que conseguiram combinar leis Fisicas de
gradientes fenomenoldgicos com relagbes ou equacdes matematicas, sejam
elas empiricas, semi-empiricas ou nao, tais como a lei da transferéncia de calor
de Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830).

Pierre-Simon Laplace (1749-1827) desenvolveu uma das equagdes mais
famosas da teoria do potencial, equacdo na qual o conceito matematico de
potencial de velocidade ou elétrico, entre outros, ndo é associado a qualquer
quantidade fisica mensuravel. A expressao fungdo potencial, na verdade, é
devida ao cientista George Green (1793-1841) num estudo datado de 1828
(FERRERS, 1970) sobre eletrostatica e magnetismo, em que potenciais
elétricos e magnéticos eram usados como ferramentas bastante convenientes
para manipular a solugao de forgas elétricas e magnéticas.

Uma revisao historica abrangente sobre a evolugcdo dessa teoria até a
consolidagao das técnicas numéricas para solugdo dos problemas correlatos é

apresentada por CHENG ef a/. (2005).
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Solugdes para os problemas governados pela equagao de Laplace séo
obtidas através de métodos analiticos ou de métodos numéricos.

Métodos analiticos sdo sempre recomendados, mas ha uma grande
dificuldade em se obter solugbes para os variados problemas, seja pela
geometria, que normalmente ndo €& simples, seja pela complexidade de
condic¢odes iniciais ou de contorno relevantes para a sua solugao.

Os métodos numéricos oferecem a possibilidade de respostas pontuais
para solucionar problemas particulares mesmo em condigdes complexas,
permitindo encontrar solu¢gbes para as inumeras variantes do problema em
curto tempo de processamento, devendo contar com auxilio computacional na
realizacao de seus calculos.

Entre os métodos numéricos mais utilizados tem-se: o Método dos
Elementos Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método
dos Elementos de Contorno (MEC).

Este trabalho enfoca o uso do MEC (WROBEL e ALIABADI, 2002), para
a solugao de problemas de distribuicdo de potencial elétrico em solos. Dois
aspectos contribuiram para a selegdo dessa técnica numérica: a facilidade na
elaboragcado das malhas de elementos de contorno e a forma como as regioes
infinitas ou semi-infinitas podem ser abordadas.

Nos ultimos anos varios autores vém adotando o MEC para resolugéo de
problemas que envolvem protecao catddica de estruturas metalicas enterradas

no solo ou em meios agressivos aos metais, projeto e diagnostico de malhas
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de aterramento, entre outros que incluem a necessidade de se conhecer a
resistividade do meio.

O tratamento de problemas em que a resistividade do meio nao é
constante exige a adogao de técnicas especificas no MEC. Por exemplo, a
técnica de sub-regides foi utilizada por CHANG (1979) para simulagbes
envolvendo regidbes nao homogéneas anisotropicas, usando elemento
constante. Outra abordagem ¢€ apresentada por SAMPAIO (1997) em
simulagées numéricas para problemas de percolagcdo de agua em solos
homogéneos por partes, em regime permanente, adotando elementos
constantes e elementos lineares descontinuos.

CHENG (1984) analisou uma formulagdo do MEC para problemas de
fluxo de Darcy com permeabilidade variavel. Nesse trabalho foram realizadas
comparagoes do MEC de problemas avaliados com sub-regides e com fungdes
de Green’s propostas para problemas de percolagdo de &aguas com
permeabilidade variavel, obtendo-se bons resultados.

CHENG e PREDELEANU (1987) e CHENG e DETOURNAY (1998)
fizeram uma série de analises via MEC para problemas de permeabilidade dos
solos e problemas transientes de poroelasticidade, dentre outros.

Dentro do conjunto de estudos e formulagées do MEC desenvolvidas
para a solugédo de problemas de protecédo catddica, vale destacar os softwares
PROCAT e BEASY. MANSUR ef al. (1987) desenvolveram o PROCAT,

software criado pelo Programa de Engenharia Civii da COPPE/UFRJ em
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parceria com a PETROBRAS, para analisar projetos de protecdo catédica. O
software comercial BEASY (2000) talvez seja o de maior difusdo na linha de
protecao catodica, apresentando caracteristicas peculiares como:

e Otimizacgao da localizacdo do anodo;

e Predicao da vida util do dnodo de sacrificio;

e Simulacao de eletrodeposicao e outros processos similares;

¢ Simulacdo de mudancgas nas condigdes ambientais;

Os softwares de protecao catédica atualmente disponiveis, incorporam
técnicas que vém sendo pesquisadas e avaliadas nas ultimas trés décadas.

YAN ef al. (1992) pesquisaram uma formulagcdo do MEC com curvas de
polarizagdo nao-linear exponenciais.

BRICHAU (1994) apresenta, em sua tese de doutorado um
desenvolvimento tedrico a respeito da corrosdo e de suas propriedades
quimicas, além de uma abordagem numeérica com o MEC para a prevengao da
corrosdo em oleodutos enterrados, utilizando corrente impressa e modelos
unidimensionais para a modelagem dos dutos.

SANTIAGO e TELLES (1996) desenvolveram uma formulagido do MEC
para predizer a evolucdo de densidades de corrente e a distribuicdo de
potencial em relagdo ao tempo. O fenbmeno é governado pela equagao de
Laplace ou equagao de Poisson, sujeito a uma condigao de contorno nao-linear

variando com o tempo. Os autores utilizam curvas de polarizagéo dinamicas,
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dependente do tempo e a formacédo de potenciais baseados em dados de
potenciostatos obtidos em experimentos.

MILTIADOU e WROBEL (2002) desenvolveram uma formulag&o inversa
do MEC com base em algoritmos genéticos para identificar a localizacdo de
defeitos em gasodutos protegidos catodicamente. LACERDA e SILVA (2006)
seguiram a mesma idéia de analise inversa com algoritmos genéticos, porém
acoplada a uma formulagédo dual (ou mista) do MEC. Essa formulagdo dual
(LACERDA ef al. 2007) foi desenvolvida visando a analise de sistemas de
protecao catddica de estruturas esbeltas enterradas, com o objetivo de facilitar
a modelagem geométrica dos problemas.

Ja em outra aplicacdo, COLOMINAS et al (2007) desenvolveram
formulagcées do MEC que possibilitam a analise de estruturas de aterramento,
visando facilitar o desenvolvimento de projetos que envolvem estruturas de

aterramento.

1.3 Objetivos desse trabalho

Esse trabalho tem por objetivo a implementagcdo de uma formulacao
bidimensional do Método dos Elementos de Contorno para o estudo de
problemas de potencial elétrico em solos com resistividade variavel. Em
especifico, almeja-se conhecer a distribuicdo do potencial elétrico em solos,

resultante da execucdo de ensaios normatizados (ensaio de Wenner, etc.),
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comumente empregados para a determinagdo do perfil de resistividade de
solos. Portanto, o desenvolvimento numérico sera direcionado para a
realizacao de simulagdes desse tipo de ensaio.

Nesse sentido, esse trabalho contribui para o melhor conhecimento do
perfil de resistividade de solos, que por sua vez possibilita a realizagdo de um
projeto mais confiavel para sistemas de aterramento elétrico ou sistemas de
protecao catddica, entre outros.

Um fator importante que deve ser ressaltado € que as técnicas utilizadas
na pratica para a determinacgao da resistividade do solo empregam a inje¢ao de
correntes pontuais, exigindo modelos tridimensionais para a sua adequada
simulagao. Nesse trabalho apresenta-se uma formulagao bidimensional, o que
inviabiliza a verificacao do modelo implementado com dados experimentais.

Ainda, esse trabalho busca uma abordagem através de sub-regides para
simular a heterogeneidade (estratificagcdo) dos solos. Essa abordagem
possibilita a inclusdao de diferentes cenarios, tais como meios estratificados
paralelos ou ndo a superficie livre e elementos que faciltam a fuga de
correntes, entre outros.

A formulagdo implementada forma a base de um ambiente
computacional especifico para este tipo de analise visando a definicdo do perfil
de resistividades variaveis do solo. A implementagdo do método das imagens

traz beneficios no desenvolvimento da solucdo, uma vez que nao se faz
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necessaria a discretizagado da superficie livre, reduzindo o custo computacional
do problema.

Nos capitulos que seguem serdo apresentados as teorias e os conceitos
utilizados para o desenvolvimento desse trabalho.

No capitulo 2 serdo apresentadas as equagdes governantes e suas
propriedades, no capitulo 3 sdo apresentados os conceitos da teoria do
potencial elétrico em solos, bem como as técnicas comumente utilizadas para a
determinacéao do perfil de resistividades do solo. No capitulo 4 séao
apresentados os conceitos da teoria do MEC e sua formulagdo integral de
contorno. Nos capitulos 5 e 6 sdo apresentados os resultados numéricos para
meios homogéneos e heterogéneos, respectivamente, em grau crescente de
complexidade, até a simulac&do do ensaio de Wenner (ASTM, 1995).

Finalmente, no capitulo 7 sdo apresentadas as consideracdes finais e

sugestdes para trabalhos futuros.



2 Equacgdes governantes

2.1 Introducao

As equacgoes relevantes para o transporte de cargas e para o momento
de uma dada concentragcdo ou solucdo de um determinado eletrdlito sao
apresentadas a seguir, para uma solugao diluida em um solvente ionizado a

temperatura e pressao constantes (DECONINCK, 1992; BUTLER, 2000).

2.2 Conservagéo de carga

O movimento de uma particula em um meio fluido provoca convecgao. O
movimento de um fluido em cada ponto do sistema é determinado pelo vetor
velocidade v, em m/s, do solvente. Por outro lado, a conveccdo de uma
determinada espécie i é proporcional a sua concentragdo ¢ em moles/m’.

Assim, o fluxo convectivo, N,, dessa espécie i devido a convecgao é dado por:

Niconvecg:éo =cVv (21)
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Quando a concentragdo de espécies varia em toda a regido, tem-se a
difusdo. Espécies irdo se deslocar para locais com menor concentragédo. Esse
movimento pode ser descrito matematicamente pela primeira lei de Fick’s

(BOCKRIS ef al. 1970), dada por:

Nidifusﬁl) =-D ﬁc

(2.2)

onde D, é o coeficiente de difusdo da espécie i, em m’/s, normalmente da
ordem de 107° mz/s, e @ci € o gradiente de concentragdo de espécies i em
moles/ m*.

Quando uma particula, com carga z é submetida a um campo elétrico
E, uma forca elétrica atua sobre ela. A interacdo entre as particulas faz com
que elas se acelerem e as forcas de atrito devido a essas interagcoes

Io%olvente irdo limitar a velocidade para valores proporcionais as forgas. A

velocidade média de uma espécie na solugao submetida a agdo de uma forga
de IN/mole é chamada de mobilidade mecéanica, onde u, € dada em

mmoles/ N.s. O fluxo migratério, N™** da espécie i é dado por:

N"9°% = z Fu,c.E (2.3)

onde F é a constante de Faraday, F =96.500 Coulombs/mole, e E é o campo

elétrico em V/m. A Lei de Faraday relaciona o rotacional do campo elétrico
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com a densidade do fluxo magnético B (HALLIDAY e RESNICK, 1990) da

seguinte forma

<!
X
m
Il
D
2 | osl}

(2.4)

Para um sistema eletroquimico em equilibrio, a densidade do fluxo
magnético B é constante, levando a dB/ét=0. Isso permite que a equagado
(2.4) seja escrita na forma VxE =0, ou seja, ndo existe variagdo do campo
magnético com decorrer do tempo. Nao havendo variagdo com o tempo, o
campo elétrico pode assim ser expresso como o0 gradiente de um campo
escalar, conhecido como potencial elétrico ou eletroquimico ®, de uma

determinada solugao, e pode ser descrito matematicamente como:

E=-VO (2.5)

Combinando agora as equacgdes (2.3) e (2.5), o fluxo de um liquido devido a

migracgao é dado por:

N — 7 Fu,c VO (2.6)

O fluxo total de uma espécie i é representado matematicamente como
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Ni — Niconvecgéo + Nidifusﬁo + Nimigragéo (27)
Aplicando-se as equacdes (2.1), (2.2) e (2.6) na equagédo (2.7), N, é dado por.

N, =cv-D,Vc - zFuc Vo (2.8)

Uma vez obtida a expressao para o fluxo de cada particula carregada, a
densidade de corrente é facilmente obtida através da adicdo de cada fluxo
multiplicado pela respectiva carga por mole, assim:

|, =Fz, (civ— D,Vc -z Fuicﬁtb) (2.9)

Admitindo que ndo exista interacdo entre as n espécies, a densidade

total de corrente | para o sistema é a soma de todas as densidades de

correntes, dada por:

| = an: z (civ— D,Vc -z Fuicﬁ(D) (2.10)

i=1
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2.3 Conservagao de massa de uma espécie

Para cada espécie i em uma solucdo, a mudanca de concentragcao

devido a reacdes quimicas é igual & produgay

consumo Mais um afluxo liquido.

Na forma diferencial, isto é descrito pela seguinte equacdo matematica:

%:?o(civ—Dﬁci —ziFuiCﬁCD)JrA (2.11)

, produgéy . o .
onde A é ataxade ConsSUMo de uma espécie i, devido a maior parte

das reagdes na solugdo serem homogéneas.
24 A equagao de Poisson ou eletroneutralidade

A densidade de carga em cada ponto de uma dada solugao ou

concentragao é dada por:
Q:FZzici (2.12)

Para problemas eletrostaticos, a forma diferencial da lei da eletrostatica de
Gauss relacionando o campo elétrico E com a densidade de carga Q da

seguinte forma:
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VE="2Q (2.13)

onde ¢, € a constante dielétrica da solugdo. Relacionando as equacdes (2.5) e

(2.13), o resultado é a equacao de Poisson para o potencial @, escrita como:

VD =-—-Q (2.14)

Combinando as equacgdes (2.12) e (2.14), obtém-se:
Vo =-——"F) zc (2.15)

2.5 Lei da conservagcao do momento para um solvente

A equacgao Navier-Stokes € a expressdo da conservagado da dinamica
dos fluidos viscosos incompressiveis. Admitindo que o solvente nao seja
ionizado, as forgcas elétricas e magnéticas ndo serdo consideradas, assim,

obtém-se:

p(%+VO§VJZILJ§ZV—§p+pg (2.16)
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onde uV?v representa as forgas viscosas, Vp & o gradiente hidrostatico de

pressao e pg € a forga gravitacional que atua no fluido.

2.6 Conservagao de massa de um solvente

O balango global de massa para cada ponto de um solvente é

matematicamente representado pela equagao

Qﬁ:—ﬁ.gu) (2.17)

onde p é a densidade do solvente. Quando a densidade pode ser considerada

como constante, a equagao (2.17) reduz-se a

Vev=0 (2.18)

Essa equacdo implica que a densidade nao € afetada por diferentes

concentragoes.
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2.7 Simplificagbes para problemas de potencial elétrico em solos

As expressdes para transporte de cargas e para o momento de uma
espécie sao apresentadas em (2.19). Em seguida sdo feitas consideragoes
para que as equacgoes descritas sejam aplicadas para problemas de potenciais

elétricos tendo o solo como dominio. Assim,

| = an:zi (civ— D,V -z Fuicﬁdb)
i=1

%tj - —ﬁo(civ— D,Vc -z Fuicﬁ<1>)+ A

Vio=-FYy 20 (2.19)
e “
p(%+v~ ﬁv} = uV>V—Vp+ pg

op =
— = _v °
g (ov)

Para diversos problemas, incluindo os que estdao em consideragcao neste
estudo, o sistema de equacgdes acima pode ser simplificado, fazendo as
seguintes hipdteses.

1 A condutividade elétrica é tao grande que cargas livres ndo existem. Isso

€ equivalente a equacédo de eletroneutralidade, ZZiC. =0. Este pressuposto
i=1

nao € correto na camada dupla, porque nessa camada o campo elétrico é

muito forte e ha cargas livres, (MILTIADOU, 2002). Esta segunda camada,

entretanto, tem dimensdes de nanémetros e pode ser considerada como
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pertencente ao contorno; assim sendo, pode ser considerada como condi¢cao

de contorno para o sobre-potencial de ativagao.

= producéo -~ -
2 Nao havendo nenhuma taxa de CONSUMo de espécies devido a

reacoes locais no corpo da solugdo, todas as reagdes acontecem nos
eletrodos; assim, tem-se A =0.

3 O campo de velocidade da solugéo e a concentragcdo de cada espécie
permanecem constantes no tempo; dessa maneira, as derivadas em relagao ao
tempo s&o nulas: ov/ot=0 e oc /ot =0 Este pressuposto ndo conduz a erros
significativos quando a relagcédo de eletrélitos para ions de metais dissociados

for muito grande.

4 A densidade global da solugdo permanece constante no tempo, assim
oplot=0.
5 O gradiente de concentragao ?ci pode ser negligenciado em simulagdes

de larga escala. A razdo € que o gradiente de concentragcdo s6 tem uma
influéncia significativa sobre a camada de difusdo, proxima a estrutura, que é
muito fina em comparagédo com o dimensionamento caracteristico do sistema.
Assim, os efeitos da concentracdo sdo normalmente incorporados em curvas
de polarizagao e aplicados como condi¢cdes de contorno.

Levando em conta as hipoteses anteriores o sistema de equacdes (2.19)

pode ser reduzido para o seguinte sistema de equagoes:
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| = FiZl:zi (cv-zFucvo) (2.20)
VD =0 (2.21)
0= j@:(civ— z Fuicﬁcp)ji (2.22)
0=—Fe(p) (2.23)
p(Vv)= 1V v —Vp+ pg (2.24)

A equagao (2.21) significa que problemas de potencial no ambito dos
pressupostos anteriores sao descritos pela equacao Laplace. Multiplicando-se

a equagao (2.22) por zF, obtém-se:

Ozﬁ(FZzi (civ—ziFuiCﬁGD)j (2.25)

i=1

Tendo em conta a equacao de eletroneutralidade ZzicI =0 e introduzindo a
i=1

condutividade elétrica k, da forma

0 1
k:FZE 2u.c S 2.26
i:1z|ulc, (Q ) ( )
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a equacao (2.25) pode ser escrita como

0=V(kVD) (2.27)

Se a condutividade elétrica for constante, a equagéo (2.27) torna-se a equagéao

de Laplace para a representac¢ao do potencial @

VD =0 (2.28)

A equacao diferencial parcial acima exposta mostra que a derivacdo da
equacao (2.22) para a conservagao de massa € automaticamente satisfeita
quando o potencial ® € uma solugdo da equacao de Laplace.

O objeto de estudo desse trabalho € a resistividade elétrica do meio. A
equacao (2.26) faz mengao a condutividade elétrica, que € o inverso da

resistividade elétrica, dada na unidade Q.m.
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2.8 Condig¢des de contorno

2.8.1 Condicao de contorno em superficies isoladas

Em superficies isoladas, a densidade de corrente na diregcdo normal a
superficie é igual a zero. Assim, a condigao de contorno para uma superficie
isolada impde que o gradiente de potencial normal a superficie seja igual a

zero; essa condi¢ao é conhecida como condigao de contorno de Dirichlet:

| =-k<==0 em T, (2.29)

A mesma condi¢ao se aplica na interface eletrolito/ar ou solo/ar. Essa € uma

condicdo de contorno mencionada em diversos trabalhos como sendo de fluxo

prescrito.

Quando o potencial é prescrito em uma das faces do contorno, tem-se a

condi¢cao conhecida como condi¢cao de contorno de Neumann,

D=0 en T, (2.30)
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2.8.2 Condigao de contorno em superficies revestidas

A densidade de corrente entregue a uma porgdo coberta da estrutura

pode ser expressa como (ORAZEM ef al., 1997)

B :‘D‘_‘I;corr (2.31)
2,

com & . sendo o potencial de corrosdo do metal sob o revestimento, 6 a
espessura do revestimento e p a resistividade elétrica do revestimento. Para
este caso, o revestimento pode ser considerado como sendo composto por

resistores elétricos em série com a queda IR através do solo.

2.8.3 Condigao de contorno em eletrodos

As condi¢des de contorno sobre os eletrodos sdo dadas por uma curva

de polarizagao nao-linear ou por corrente impressa para os anodos. As curvas

de polarizagao sao dadas, em sua forma mais geral, pela equagao,

®=f(l,) (2.32)

Essa condicao de contorno pode ser linear ou nao linear. A nao

linearidade pode ser devida a reagdes anddicas ou catodicas.



3 Métodos de estratificagdo do solo

3.1 Caracteristicas elétricas do solo

A terra é um corpo tri-dimensional e, como consequéncia, a analise da
distribuicao da corrente que se espalha através de todo o seu meio torna-se
mais complexa do que, por exemplo, a analise da corrente através de um
condutor ordinario com forma geométrica bem definida.

A respeito das suas caracteristicas elétricas, pode-se afirmar que
apenas a permeabilidade magnética relativa y, pode ser considerada unitaria.
Ja a permissividade elétrica relativa, ¢,, varia de forma razoavel, entre 1 e 80,
dependendo da natureza do solo e do tipo de formacao das rochas e é um fator
importante em altas frequéncias. A resistividade da terra, p, entretanto, varia
entre grandes limites, de 1 a 10.000 Q.m, e é de importancia decisiva em todos
os problemas envolvendo a terra como condutor de retorno. Devido a esta
grande variagao, geralmente € necessario medir a resistividade do solo na
regiao de interesse.

A medicdo da resistividade do solo é usada para tracados de perfis

geologicos, em projetos de aterramento ou em outros tipos de problemas em
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que a resistividade desempenha um papel importante na tomada de decisao

em projetos que envolvem o solo como condutor de retorno.

3.2 Estrutura geoldgica

A condutividade elétrica dos materiais constituintes da superficie da terra
€ muito baixa comparada a alta condutividade dos metais. Dois dos principais
constituintes da terra, 6xido de silicio e 6xido de aluminio, sdo excelentes
isolantes e a condutividade da terra €, em grande parte, devida a presenga de
sais e de agua entre esses materiais isolantes (IEEE, 2000). Por outro lado,
mesmo o0s materiais semicondutores podem permitir uma alta quantidade de
corrente se sua sec¢ao transversal for grande o suficiente. Isto pode ser dito da
terra, que praticamente nao apresenta limitagdes de seccgao transversal.

Devido a alta resistividade do solo, todas as correntes que fluem através
da terra sofrem uma grande queda de potencial. Fortes campos elétricos
podem surgir resultando em elevados gradientes de potencial afetando grandes
regides da superficie da terra. Além disso, alteragdes nas condigdes climaticas,
tais como chuva e geadas, que causam variagdes na temperatura do solo,
produzem alteragcbes na sua resistividade. Na Tabela abaixo 3.2.1 é
apresentado o comportamento da resistividade do solo em fungdo dos seus

componentes quimicos ou fatores fisicos.
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Componente Resistividade
Agua Diminui
Salinidade Diminui
Temperatura Diminui
Areia seca Aumenta
Areia molhada com agua do mar Diminui
Porosidade (preenchida com agua) |Diminui
Argila Diminui
Minerais metalicos Diminui

Tabela 3.2.1. Comportamento da resistividade do solo.

A resistividade do solo tende a diminuir com a profundidade. Outra
correlagao pode ser feita em relacédo a idade geoldgica das estruturas do solo.
Geralmente, regides geologicamente mais antigas tendem a ter resistividades
maiores. O grafico da figura 3.2.1 mostra a variagao da resistividade elétrica de

alguns materiais.
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Figura 3.2.1. intervalos de variagao da resistividade de alguns materiais, (MIRANDA ef

al. 2008).
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Figura 3.2.2. Comportamento da resistividade de acordo com a umidade e na agua de

acordo com a temperatura (KINDERMANN ef a/. 2008).

A figura acima mostra o comportamento da resistividade em um meio de
acordo com a umidade do meio, e no outro grafico o comportamento da
resistividade na agua de acordo com a temperatura. Devido a peculiaridade da
agua na temperatura entre 0 e 4 °C, a resistividade também aparenta aquele

comportamento no grafico, como mostrado na figura acima.

3.3 Medicao da resistividade em meios homogéneos

Para medir a resistividade do solo, a forma mais natural & introduzir uma
intensidade de corrente elétrica entre dois eletrodos inseridos na terra e medir
a tensao entre dois eletrodos intermediarios chamados de eletrodos de

potencial. Na maioria dos casos, necessita-se da resistividade de um grande
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volume de solo envolvendo grandes distancias entre os eletrodos. Como a
dimensao dos eletrodos pode ser considerada pequena quando comparada
com a distancia entre eles, a distribuicdo da corrente é praticamente a mesma
de um eletrodo pontual.

As linhas de fluxo de corrente divergem no interior do solo e a
resistividade € obtida de uma simples relacdo envolvendo resisténcias e
distancias entre eletrodos.

Considere um eletrodo completamente imerso na terra proximo a
interface ar-solo, com uma densidade de corrente elétrica i sendo injetada no
solo através de um ponto do eletrodo. A corrente se distribui radialmente no

interior do semi-espaco terrestre, conforme mostra a Figura 3.3.1.

Solo

Figura 3.3.1. Injecao de corrente através de um eletrodo no semi-espaco.

A densidade de corrente J a uma distdncia r do centro do hemisfério é

dada por
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i
3.3.1
ot (3.3.1)

J(r) =

onde 2ar? é a area da casca da superficie semi-esférica com raio r abaixo da

superficie do solo. Usando-se a lei de Ohm (HALLIDAY e RESNICK, 1990):
E(r) = p.J(r) (3.3.2)
onde E(r) é o campo elétrico e p a resistividade. A substituicdo da equacéo

3.3.1 na equagao 3.3.2 da a distribuicdo do campo elétrico dentro do solo na

forma:

E(r) = 2';’;2 (3.3.3)

O potencial ®(r), a uma distancia r, pode entdo ser determinado a partir da
integragdo da fungcdo campo elétrico, dada pela equacdo (3.3.3), desde a
superficie da semi-esfera de raio r, até a superficie da semi-esfera de raio r,

ou seja:

2m | 2x r,or

Tq

cp(r):jé(r)dr :j%zdr :["—'i] —p—'i(ii} (3.3.4)
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Tomando-se o limite da equagao 3.3.4 quando r tende para o infinito, vem;

lima(r)=lim2| L L1 Al L 1) oL (3.3.5)
r— e 2\, r) 2zros(r, 1) 2A,

Assim:
O(r) = % (3.3.6)

q

Essa equagao permite calcular o potencial em um ponto qualquer de um meio
homogéneo 3D semi-infinito de resistividade constante. Essa equacédo é
semelhante a solugdo fundamental tradicionalmente empregada no Método dos
Elementos de Contorno (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989). Se o meio for de

dimenséo infinita, a equacgao (3.3.6) é dada por

D(r) = % (3.3.7)

q

34 O Método de Wenner

Entre os métodos mais tradicionais para a determinagao da resistividade
do solo esta o método de Wenner. Este método consiste em cravar no solo

quatro hastes cilindricas de mesmo comprimento e didmetros iguais,
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igualmente espagadas por uma distdncia a e dispostas em linha numa
determinada direcao, ver figura. 3.4.1. Deve-se cuidar para que o diametro das
hastes ndo exceda um décimo da distdncia entre as mesmas ou suas

profundidades.

I P |
D, —— 2D — D,
P P P (‘\
1 1] -] | Superficie
do solo
- = - 9T ——-—-—-—- rfH-—————"——- T T~ ————
il _ & =cite
T
4
h1 hg h3 h_4
a a a _ L
R e e— TS
WSS T e e - P
R e ———— P
N Tme . T
RN “---______ Linhas I P
- -~ TTTme== ——===77 . -
Y - -
- T de e -

Figura 3.4.1. Desenho esquematico de hastes cravadas no solo para inje¢ao e retirada

de corrente e medida de diferenga de potencial.

Pela haste h injeta-se uma corrente elétrica no solo a qual tem seu
retorno através da haste h,. Dessa forma a queda de tensdo causada por esta
corrente ao percorrer o solo é detectada entre os terminais das hastes h, e h,,
como mostra a figura 3.4.1. Estabelecendo-se a relacdo entre as tensodes
detectadas e as correntes impressas, obtém-se o valor da resisténcia do solo

R compreendido entre as hastes h, e h,.
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A equacao que permite determinar o potencial em um ponto g no interior

do solo, resultante de uma corrente pontual i, nada mais é do que uma

combinacgao, formada a partir da equacao 3.3.7, que leva em consideragao a

presenca do semi-plano infinito, ou seja:

__pl N yoll
A, A
lll
: "-._“"..R ra
I s
(Y E‘M - i
P \ . _.__.-’ ,J 7
LN Jeareapr oJi2ay’ +(2py .
! \ /
| A ey -~ £
W " \x:\{z’ ' ‘-.II'!2 —[;'_,'.r":l Id
P A 2 v '
N 1 ’_,_r" \‘x | i
o ra ~ : _,f'f
B g /e
1 hy Ty i TB\““-:" 4 d
[ 3a
! = g =

ip

(3.4.1)

siperficie
do zole

o= ite

Figura 3.4.2. Esquema grafico adotado para a determinacdo da expressao para o

potencial no método de Wenner

Portanto, o potencial no ponto 2 resultante da fonte i em 1 e sumidouro —i em

4 é dado por

1

_pid

@,

1 1
Tarla [@r@py 28 J@ay - @p)

(3.4.2)
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O potencial no ponto 3 é dado por

(3.4.3)

o, AL 1 21
4’[[2<’j‘+\/(2a)2+(2|o)2 a a’+(2p)

A diferenca de potencial entre os pontos 2 e 3 é facilmente obtida e dada por

_Al 2 - 2 3.4.4
% 4ﬂ[a+\/a2+(2p)2 \/(Za)2+(2p)2J ( :

Isolando-se a resistividade na equagao acima, chega-se a seguinte equagao

o= 4meR (3.4.5)

14 2a B 2a
Ja?+(2p)?  |(2a)® +(2py

onde R é a resisténcia (Ohms) do solo dada por R=®,/i, a € o
espagamento entre as hastes e p é a profundidade ou o comprimento das
hastes. Para um afastamento muito grande entre as hastes, a>20p adota-se a

equacao (p=0):

p = 278R (3.4.6)
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E interessante observar que ®,, decai na proporgao inversa do espagamento
(a™).

Em uma analise equivalente, para o problema 2D, a expresséo analoga
a equagao 3.4.1 é dada pela equagao 3.4.7, (ver dedugao da solugao

fundamental para o caso 2D no Apéndice A):

N E AL VES (3.4.7)
2w My 2 rs

onde d € o espacamento em uma série infinita de correntes pontuais i ou —i.

Assim, tem-se para o potencial no ponto 2

®, = —%(—In(2)+%(ln(a2 +2p)?)-In((2a)* + 2 p)z))j (3.4.8)
Analogamente, o potencial na haste 3 é dado por

D, = —p—%(ln(2)+%(ln((2a)2 +(2p)?)-In(a® + (2 p)z))j (3.4.9)

Em particular, quando os pontos de injecao de corrente se encontram muito
proximo das superficie, o termo (2p)> € muito proximo de zero, com isso pede

se desprezar a profundidade da injecdo de corrente, e considerar a injegao de
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intensidade de corrente elétrica através de um elemento de contorno. Ou seja

p=0. Os potenciais nos pontos 2 e 3 sao

i
®zzflam@) (3.4.10)
T
i
@sz—flamc) (3.4.11)
T

i
@m:2p/émc) (3.4.12)

Isolando-se a resistividade na equagao acima, chega-se a equagao:

R
~2In(2)

P (3.4.13)

Esse comportamento constante do potencial para a formulagado 2-D é curioso,
mas pode ser comprovado através de uma analise da superposicdo de uma

série infinita de fontes pontuais 3-D, conforme ilustra a figura 3.4.3.



60

Superficie
do 5ol

Figura 3.4.3 Representagado da série infinita de fontes (e sumidouros) distribuidas ao

longo de duas linhas sobre a superficie livre.

As distancias entre as fontes pontuais e o ponto 2, por exemplo, sdo definidas

pelas expressoes (ver figura 3.4.3)

- ,/a2+(0d 2 z, =+/(2a)” +(0d)?
=./a’ +(1d z, =+/(2a)* + (1d)?
=, /a’ z, =+/(23)? + (2d)?

(3.4.14)
= Ja? +(nd)? z, =4/(2a)° +(nd)’

Portanto, pode-se representar o potencial no ponto 2 através da série:

i n
@2:% i—i+2z(1—l] (3.4.15)



De modo analogo, o potencial no ponto 3 pode ser representado por

it

% 2\ 40

Calculando a diferenca @, -®,, tem
pl "

o, Pla(2 2 (11

2\, z, =\ oz

Tomando o limite lim®,, tem-se

Nn—oo

i |
D, =p2—A[4|n(2)]= pézm(z)
T

T

como esperado.

61

(3.4.16)

(3.4.17)

(3.4.18)

Entre outros métodos utilizados para a determinacédo do perfil de

resistividade do solo, além do de Wenner, tem-se o dispositivo de

Schlumberger e o dispositivo dipolo-dipolo.
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3.4.1 Dispositivo de Schlumberger

O dispositivo de Schlumberger € um dos dispositivos geoelétricos de
corrente continua disponivel para a determinagdo da resistividade do solo.
Esse método de medida da resistividade tem sua origem nos anos 1920 devido
ao trabalho dos irmaos Schlumberger. A partir dai continuou sendo um método
utilizado para interpretacdo quantitativa de pesquisas envolvendo a
resistividade do solo (KOEFOED, 1979). Neste dispositivo os eletrodos h,, h,,
h, e h,, sdo colineares e dispostos de forma simétrica em relagdo a um ponto
central (ver Figura 3.4.3). Uma sondagem implica a variagdo progressiva do
afastamento dos eletrodos de injecdo e retirada de corrente, h, e h,, mantendo
os eletrodos da diferenga de potencial h, e h, a uma distancia constante, de
modo a fazer variar a contribuigdo das formagbdes mais profundas para a

diferenga de potencial medida nos eletrodos de leitura.

3.4.2 Dispositivo dipolo-dipolo

Neste dispositivo a injecdo e a retirada de intensidade de corrente
elétrica se dao pelas hastes h e h, e as leituras dos potenciais elétricos se
dao através dos eletrodos h, e h,. Para cada inje¢ao de intensidade de
corrente elétrica realizam-se varias leituras ao longo do perfil. Mudando-se a

configuragdo dos eletrodos se faz novamente a injecdo de intensidade de
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corrente elétrica e realiza-se um novo conjunto de leituras. Dessa forma, séo
obtidas informacgdes sobre a variacdo da resistividade das formagdes rochosas,
quer lateralmente quer em profundidade (pseudo-secc¢ao). Se a distancia entre
o ponto central de h, e h, e o ponto central de h, e h, for grande
comparativamente a distédncia a, o campo elétrico gerado pela injegao e
retirada de corrente em h e h, aproxima-se do campo gerado por um dipolo
elétrico. Como este campo varia com o inverso de r*, ele € muito sensivel as
variagbes da resistividade do meio. Este fato torna este dispositivo
particularmente util para a deteccdo de falhas com circulagdo de fluido. Por
outro lado, torna-se dificil a realizagdo de medidas a grandes distancias do
dipolo h h,, o que exige equipamentos de campo mais potentes do que os

requeridos para o dispositivo de Schlumberger e pelo método de Wenner.

Wenner
hy h, by k,
X E X
[ el i
Schumberger
}31 2 ;33 '334
+* *——=» -
¥ s X
ol
Dipolo-Cipolo
%) fy i iy
& Y | & -
- - | - w
* W- - E
i feli') [

Figura 3.4.4. Representacao grafica dos dispositivos comumente utilizados para o

calculo da resistividade elétrica do solo.
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Todos os métodos acima citados diferem nos valores do fator

geomeétrico k, = % que sao apresentados abaixo:

e kg =27.a Wenner

2 2
o ky = 2'7;'61 [1— 4b ZJ Schlumberger
a

e ky =mn(n+1)(n+2)a Dipolo-Dipolo

Vale observar aqui que, para o caso 2D, o valor de k;, para o método de

Wenner é dado por

T
o k. =—1—
© 2In(2)
3.4.3 Dispositivo de variagdo de uma haste

Um teste realizado nesse trabalho constituiu em variar a posigdo de h,
(considerando o método de Wenner) para uma posi¢ao tal que distancia entre
h, e h, fosse menor que a. O resultado novamente fornece uma constante
para a diferenga de potencial entre h, e h;.

Seguindo o0 mesmo procedimento adotado na sec¢ao 3.4 para a obtencao
da expressao que permite calcular a resistividade no método de Wenner, com o
auxilio da figura 3.4.2 com as devidas alteragcdes na distancia para h, na figura

3.4.5, pode-se escrever a equagao abaixo:
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D, :p—%(ln(2)+ln(3n—1)) (3.4.19)

T

onde n € um numero real que define a distancia entre h, e h,, ver figura 3.4.5.
Para n=1, recai-se no método de Wenner. Essa expressao permite calcular o

potencial entre h, e h, para a configuragdo mostrada na figura 3.45.

Haste' ) -’?’31 kg

aleatiria

bl
w

Pl
Iy

L
x
]
A ]

3R

Figura 3.4.5. Representacdo grafica para haste h, deslocada de sua posigdo original
pelo método de Wenner.



4 O Método dos Elementos de Contorno

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) tem a particularidade de
resolver problemas a partir das informacdes conhecidas no contorno; esta
caracteristica do método pode levar a um custo computacional reduzido em
relacdo a outros métodos numéricos de dominio como o Método dos
Elementos Finitos (MEF) e o Método das Diferengas Finitas (MDF).

Nas bibliografias mais usuais que tratam dos conceitos do MEC, o ponto
de partida € um problema de potencial escalar em duas dimensdes. Os
potenciais sao descritos por variaveis escalares e os fluxos sao descritos pelas
derivadas desses potenciais.

O MEC pode ser facilmente aplicado a problemas com dominios
complexos. Na maioria das vezes, por aproximar os resultados a partir de
informagdes conhecidas no contorno, pode-se modelar, com mais facilidade,
problemas que apresentam acentuados gradientes de potencial.

De uma maneira geral, para a obtengao de uma solugdo aproximada de
um dado problema, recorre-se a uma técnica numérica para estabelecer um
modelo discreto que aproxime os campos continuos a serem determinados. No
MEC, esta solucdo € obtida através de um processo de discretizacdo da

equacao integral que governa o problema, neste caso, escrita unicamente em
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fungcdo dos potenciais, fluxos ou uma condigcdo mista no contorno. Este
processo de discretizacdo conduz a um sistema de equagdes algébrico, que
uma vez resolvido, fornece as incdgnitas do contorno, potenciais e fluxos.

Neste trabalho, a formulagao ficara restrita ao caso bi-dimensional.

4.1 Segunda identidade de Green

Na analise vetorial, uma das mais valiosas ferramentas é o teorema da

divergéncia ou de Gauss, que relaciona a integral de uma fungdo vetorial B

avaliada sobre uma superficie S com uma integral de volume V (contido em

S) do divergente dessa funcéo vetorial Ve B, ou seja:

4.1.1)

ne—e—
o
[ ]
Q.
w
Il

<
<!
[ ]
josk}
o
<

onde dS=fdS; a equacdo 4.1.1 sera sempre valida quando B e suas
primeiras derivadas forem continuas nas regides V e S consideradas.

A interpretacéo fisica do teorema de Gauss € que ele estabelece que o
numero de linhas de fluxo que saem da superficie fechada S (integral a
esquerda) € igual ao numero de linhas de fluxo criado no interior do volume
limitado por S (integral a direita).

Para se chegar a segunda identidade de Green, deve-se partir do

teorema de Gauss, considerando duas fun¢des v e G escalares por exemplo,
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que atendam todas as condigdes de continuidade e diferenciabilidade até a
segunda ordem na regido V do espago considerado, ou seja ,GeC”.
Definindo uma fungéo vetorial B da forma

B=¥VG (4.1.2)

e aplicando o teorema da divergéncia (ou de Gauss) na equacgao (4.1.2), vem o

seguinte resultado

f¥VGends=[Ve(¥VGv (4.1.3)

Da mesma forma pode se escrever

fGV¥ efids = [V« (GV¥ Jav (4.1.4)
S \%

Como
Vo (PVG)= WVG+ VP e VG (4.1.5)

subtraindo-se as equacgdes (4.1.3) e (4.1.4) chega-se a segunda identidade de

Green, escrita como:
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YVG-GVY e fidS = [ (¥V?G-GV2¥ VvV (4.1.6)
S

\%

4.2 Formulagéo integral por residuos ponderados

Os procedimentos para a obtencdo das equagdes integrais que
compdem o método dos elementos de contorno sao diversos. Um deles faz
extensivamente uso de integragdes por partes do produto escalar entre duas
fungbes ® e w quaisquer, desde que elas estejam definidas no dominio
considerado e atendam os teoremas de diferenciacdo e de continuidade até a
ordem requerido pelo problema. Assim, seja o produto interno, definido como

segue:

(®,0) = [® o wdQ (4.2.1)

Considerando-se uma equacao diferencial genérica, pode-se representa-la

com o auxilio de um operador linear da forma:
L(®)=b (4.2.2)

No dominio {2 em estudo o termo do lado direito da equagdo acima representa

o termo n&o homogéneo, que pode ser variavel ou constante.
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O operador em representado pela equacéo (4.2.2), associado a equagao de

Laplace 3D, € dado por:

0*(®), 0°(®) , 0°(®)

L(®) = 423
©) ox? oy’ 0z’ ( )
Considere o produto interno dado por:
[L(@)wd0 (4.2.4)
Q

onde @ € uma funcédo ponderadora definida e conhecida no dominio Q. Se
L(e) for um operador diferencial, apds sucessivas integragdes por partes na

equacao 4.2.4 obtém-se:

L(®)wdQ = [OL (0)dQ + [ S (0)G(®)d - [ G () S(®)dT (4.2.5)
[uonan o o [S epown|

onde I' é o contorno do dominio Q, S(®) e G(e) Sao operadores diferenciais
e o simbolo * representa um operador adjunto.

Fixados o operador L(e) e uma fungdo de ponderagao, a integragao por
partes da equacgao (4.2.4) produz seus termos que, comparados com a
equacao (4.2.5), permite determinar todos os operadores envolvidos. Se

L (e) =L(s), L(s) € chamado operador auto-adjunto e, mais ainda, pode-se
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mostrar que S(e) e G(e) também sdo auto-adjuntos. A equacéo (4.2.5) permite
também conhecer quais sao os tipos de condigdes de contornos existentes: por
exemplo, valores impostos de S(®) equivalem a condigbes de contorno
essenciais, ou de Dirichlet. Por outro lado, valores impostos para G(®),

equivalem a condigdes de contorno naturais, ou de Neumann.

421 Classificagao das solugdes

Os métodos numéricos podem ser classificados como:

1) Métodos de Dominio: Quando a solugdo aproximada satisfaz
identicamente a todas as condi¢cdes de contorno, porém deve ser ajustada a
equacao em estudo;

2) Métodos de contorno: A solugdo aproximada satisfaz
identicamente a equacao em estudo, mas deve ser ajustada as condigbes de
contorno. As incognitas permanecem exclusivamente no contorno. E a situagéo
complementar da situagao anterior

3) Métodos Hibridos: quando se faz uma composicdo das duas
técnicas anteriores.

Evidentemente, o Método dos Elementos de Contorno enquadra-se na
segunda classificagdo, com uma caracteristica importante a ser observada:
durante o procedimento de integragao por partes o grau da derivada da fungéo

a ser considerada é enfraquecido e, com isso, a transferéncia da derivada para
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a funcao de ponderacéo fica evidente; isso faz com que seja possivel associar
as equacodes integrais a outros métodos e também escolher uma fungao que

atende as condi¢bes de contorno tal qual se deseja.

4.3 Equacao integral de contorno

Admitindo-se uma fungéo de ponderacdo w=®", a sentenca basica de

residuos ponderados para a equagao de Poisson é escrita como:

(V2o +bjod =

Q

(q - a)CD*dF -
(@-@)dr+ (4.3.1)

bd " dQ

Qb ey I

A fungado de ponderagdo @" ¢ a solugéo fundamental do problema.
A equacdo (4.3.1) pode ser desenvolvida com o auxilio da segunda
identidade de Green, chegando-se a seguinte equagao para pontos internos ao

contorno I':

®(¢) = [ (& X)a(x)dr(x) -
[a & X)o(X)dr(x)+ (4.3.2)

[b(X)@" (&, X)d
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A equacao (4.3.2) € conhecida como terceira identidade de Green.
Derivando-se a equacgao (4.3.2) em relagdao a uma diregao qualquer, obtém-se
a expressao que permite calcular o fluxo nessa diregao (FALCAO, 2001).

A equacao (4.3.2) € normalmente aplicada em uma fase de poés-
processamento. Para a solugao do problema utiliza-se a equacéo integral de
contorno, obtida tomando-se o limite da equacgéao (4.3.2) quando o ponto fonte
& tende ao contorno T". Este desenvolvimento é apresentado no Apéndice B e

resulta na equacgao abaixo, que envolve somente variaveis de contorno:

&P = [a(X)@" (£ X)dr(X)-
j O(X)q (£, X)dr(X) + (4.3.3)

[oO)@" (£, X)dA(X)
Q
onde o coeficiente c(£) é determinado pela relagéo:
(04
c(&) = o (4.3.4)
T

onde a € o angulo interno mostrado na figura (4.3.1). Para contornos suaves,

a = e, consequentemente c(&) =%
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Figura 4.3.1. Calculo do coeficiente ¢(&) para um angulo o qualquer.

44 Método da colocacgao para a discretizagao da equacgéo integral de

contorno.

A discretizacdo da equacao integral de contorno pode ser obtida com a

aplicacdo de uma funcéo de ponderagdo »' em ambos os termos da equacio

(4.3.3). Integrando-se a equacéao obtida, pode-se escrever:

[c@@@)o'dr) = | {j @ (£, X)a(X dr (X )}widr(e:)—

—_—

{ [o(X)a (g, X)dr(x )}widr(§)+ (4.4.1)

| {ib (X)o" (¢ @)}w dr(e)

r (=t

r
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onde o ultimo termo representa a aplicacdo das N, fontes pontuais, j=1..N,.

Fazendo o' :5(5},5) (funcdo delta de Dirac) na equagéo (4.4.1), pode-se

escrever:

[e@@(©)sle' £)r() =

] Sy

o (e xomtxrix ol e

] C—y

{j @(X)q (& X )dr(X }5(5‘,§)d1"(§)+ (4.4.2)

1 {Z ()" (] ,5)} s(g' £hr(e)

=L

Finalmente, usando a propriedade j f (X)8(&, X )l = f(£) da fungdo delta de

e}

Dirac, pode-se escrever a equagao (4.4.2) da seguinte forma

c(&)D() = j ©” (&, X (X )dr(X) -

j d(X)q" (£, X)dr(X) + (4.4.3)

> b0 (e) )
j=1
4.5 Método das imagens

Problemas que envolvem as dimensdes do solo abrangem regides semi-
infinitas. A discretizacdo da superficie livre pode ser evitada, reduzindo,

consequentemente , o custo computacional de sua solugdo. Neste trabalho o



76

Método das Imagens € utilizado para a imposi¢cao das condi¢gdes de contorno
dessa superficie livre. BATISTA et al. (2005) apresentam uma aplicagao desse
tipo para problemas de hidraulica.

KELLER (1953) define o Método das Imagens como um método para a
construcado de fungdes de Green, para uma regido delimitada por planos, em

termos de fungbées de Green da forma G(r,r'): ZG*(r',r") validas em todo

espaco. KELLER determina regides, equacgdes diferenciais e condigdes de
contorno para as quais o0 método € aplicavel. A equacao descreve a fungao de
Green para dois pontos no espaco, r e sua imagem r'. A fungdo G’, por sua
vez, € definida para “imagens de imagens” r" e seus pontos originais. O autor
concluiu que as geometrias das regides admissiveis ao Método das Imagens
para duas e trés dimensdes sdo dadas por uma quantidade finita e
determinada de planos.

Sabendo que o Método das Imagens € um método baseado no principio
de sobreposicao de solugdes, as equagdes diferenciais para as quais o método
€ valido devem ser lineares.

De modo geral o Método das Imagens é aplicado para satisfazer as
condicbes impostas ao longo de linhas equipotenciais conhecidas
(denominadas também como linhas de primeiro tipo ou condicdo de contorno
de Dirichlet) e linhas impermeaveis (denominadas conhecidas também como
linhas de segundo tipo ou condicdo de contorno de Neumann). MAXWELL

(1873) e MUSKAT (1937) mostram que o Método das Imagens pode também
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ser aplicado em fronteiras entre regides homogéneas, porém de diferentes
condutividades, impondo-se simultaneamente condicoes do primeiro e do
segundo tipos.

Portanto, a equacao (4.4.3) pode ser escrita na forma (ver figura 4.5.1):

@)= [la"E X)0(X)- " x)q(x)Jdr +

(o & x)0(x)ar, - (4.5.1)
[lbc)@™ (€. x) e

onde I € o contorno representando a superficie do solo.

Com o objetivo de eliminar a integral de contorno em I, evitando-se
assim a discretizagcao da superficie livre, procura-se uma nova solucido para
q (& X) talque q'(£,X)=0, XeTl,.

Considere-se um dominio infinito de condutividade k ou resistividade p

dividido por uma linha horizontal T, .
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Figura 4.5.1. Reflexao do ponto de aplicagdo da corrente elétrica. Imagem do ponto &

num dominio infinito subdividido pelo contorno I .

Um ponto & imerso sob a superficie livre de um espago semi-infinito,
homogéneo, emanando uma intensidade de corrente elétrica |, produz um
perfil de distribuicdo do fluxo de corrente no interior do dominio como mostrado
na parte inferior da figura 4.5.1.

As linhas de correntes se comportam como se houvesse uma fonte
pontual simétrica em relacdo a superficie I, do solo (figura 4.5.1 parte
superior). O comportamento é idéntico a uma imagem simétrica da fonte de
corrente pontual. Portanto, para determinar o potencial de um ponto qualquer
em relacao ao infinito, basta efetuar a superposi¢cao do efeito de cada fonte da

corrente individualmente, considerando todo o solo homogéneo, inclusive a sua
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imagem. Assim, para calcular o potencial de um ponto qualquer, pode-se

escrever:
(& X) = /l( ) /|( ) (4.5.2)

e sua derivada é dada em relagdo a normal é dada por:

Pid or, _Pi,d or'y
271, on(X) 2ar', on(X)

q (& X)=- (4.5.3)

Portanto, para implementacdo do método das imagens basta considerar
adicionalmente a fonte unitaria no ponto de colocagdo uma fonte unitaria
posicionada acima da superficie do solo a uma distancia igual a distancia da

fonte no interior do semi-espago, como mostra a figura 4.5.1.

4.6 Fontes pontuais

Para problemas com fontes pontuais, como os desenvolvidos nesse
trabalho, ha contribuicbes no vetor independente, de cada uma dessas fontes.
Os termos que correspondem a fontes pontuais sdo apresentados na equagéao
(4.3.2) e resultam das integrais de dominio. Essas fontes representam a

injecéo e retirada de correntes elétricas no interior do dominio. A figura 4.6.1



80

mostra um dominio com a aplicagdo de duas fontes pontuais e as contribui¢des

de sua imagem no elemento considerado.

Figura 4.6.1. Representagdo do dominio estudado com aplicagéo de fontes pontuais

utilizando o método das imagens.

4.7 Implementagao numérica

Os elementos mais comuns utilizados para a discretizagdo do contorno
sao: constantes, lineares, e quadraticos.

Neste trabalho sao utilizados elementos constantes de geometria linear
para a discretizagdo do contorno e o procedimento para integragdo numérica &
o método de integragao de Gauss.

Em geral os métodos numéricos costumam fazer uso de uma
coordenada local adimensional em cada elemento, para o mapeamento da
geometria e fungdes de interpolagdo. Para a formulagcdo com elementos

constantes, as equagdes para um mapeamento local sao:
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Xr) = A= m)x + A ),

1 1 (4.7.1)
yon) =5 W=my, +- L+m)y
para a geometria, onde 7 € a coordenada local e:
D)=
©) ! (4.7.2)
Q(f) =0,

para as fungbes de interpolagdo, onde @, e @, sdo os valores constante
associados ao elemento considerado. Para detalhes sobre os outros tipos de
elemento ver (BREBBIA e DOMINGUEZ, 1989)

O primeiro passo no procedimento de discretizacdo € dividir, ou
aproximar, o contorno I' em Ne segmentos ou elementos. Dessa forma, na

auséncia de fontes pontuais, pode-se escrever:

()0 = Y [aX)0" (€ X)dr, -

n=1 T,

Y [0 (& X,

n=1 I,

(4.7.3)

Onde o contorno é dado pela soma dos Ne elementos da discretizagao, isto €,

Ne
I'= Zl“n . Retirando-se as constantes dos integrandos, tem-se:

n=1
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()P (&) = D0, (X) [ (€, X)dr, -
. . (4.7.4)
Yo, (X)[q (€ X)dr,,  i=1.N,

Observe-se que como os valores @, e g, sao definidos no meio do elemento,

o contorno é suave nos pontos de colocagéao; portanto, c(¢;) :%.

4.7.1 Formagao do sistema de equagdes
Fazendo o ponto fonte percorrer, sucessivamente, os pontos centrais
dos elementos de contorno, um sistema de equacdes como o representado
pela equacgao (4.7.5) é obtido. Aplicando as Ne condicbes de contorno, a
resolucao do sistema fornece os valores incognitos dos potenciais e fluxos:
H{o}=Gla} (4.7.5)
que, ao ser solucionado, resulta nos valores das incognitas do problema.

4.8 Formulagao do MEC com Sub-Regides

Esta técnica consiste em dividir o dominio em subdominios distintos,

utilizando interfaces como mostrado na figura 4.8.1, nota-se que (I,,I,) € Q,,
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(I,, ;) eQ,, (I;,Iy) eQ,, e, (I,,1},)€Q,). Nas linhas que dividem o dominio
deve-se tomar cuidado com a convengao de que o dominio deve estar sempre
a esquerda ao se percorrer o contorno; outro fator importante na montagem do
sistema de equacgdes € considerar as condi¢gdes de Snell para os potenciais e

fluxos nas linhas que compdem as interfaces das sub-regides adjacentes.

Figura 4.8.1. Dominio Q de contorno I' modelado com sub-regides.

Como mostrado na figura 4.8.1, Q=Q,uQ,UQ, UQ, e I'=T,U..Ul,.

A formacgao do sistema de equacgdes a partir de uma regido que é dividida em

subdominios, produz matrizes H e G em bloco, com blocos diagonais de
valores diferentes de zeros.

Os seguintes procedimentos devem ser adotados para a solugdo do

sistema.
e Fazer as trocas das colunas na matriz H de coeficientes de
potenciais, levando em conta a condicao de compatibilidade entre

os potencias de interfaces das regides adjacentes.
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e Fazer as trocas das colunas na matriz G de coeficientes de
densidades de correntes, levando em conta a condicao de
equilibrio entre os fluxos nas linhas de interfaces das regides
adjacentes.

e Fazer as trocas de colunas entre as matrizes de coeficientes de
potencial e fluxo devido as condi¢cdes e procedimentos adotados
nos itens anteriores. E, por fim:

e Fazer as trocas de colunas entre as matrizes de coeficientes de
potenciais densidades de corrente de acordo com as condigdes
de contorno prescritas. Vale lembrar que, tanto no item anterior
quanto nesse, quando se trocam duas colunas entre as matrizes
H e G, deve-se trocar o sinal dos coeficientes que as compdem.

Para a solugcdo do sistema obtido apos o item anterior pode ser usado um
método de reducdo direto, de Gauss-Jordan, por exemplo ou um método
iterativo, Gradientes Conjugados, por exemplo.

A seguir & apresentado um exemplo genérico para ilustrar as etapas
descritas anteriormente. O dominio possui 4 sub-regides com 4 elementos em
cada sub-regido, e com par de elementos em cada interface, como mostra a
figura (4.8.2). As figuras (4.8.3) a (4.8.5) ilustram os procedimentos com as

matrizes H e G para a formagao dos sistema de equacgdes a ser resolvido.
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[ |
i
o

Figura 4.8.2. Dominio €2 e contorno I'" discretizado em quatro sub-regides com quatro

elementos constantes cada sub-regiao
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Apos a montagem das matrizes H e G produz-se a matriz descrita na figura (4.8.3):

hy [h2 |his|hiu[ O] 0O 0[]0 O 0 0 0 0 0 0 0

919w |gulgul0]ololololo|lo]lolo]lo|lo]ol|%

-

921 922 | 92| g2 0|0 |00 0] 0] 00| o0o]o]|o]o]|%

N

hay [hs |has [hss [ 0O | O | O [ 0| O 0 0 0 0 0 0 0

w

O31 | U32 | O33 | O34 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 q3

has [ a2 | sz [has [ O | O | O [ O] O 0 0 0 0 0 0 0

9u1 ez | gua| gl 00|00 0] 0] o] o|o]o| o] o]|Y

S

00| 0|0 |gsloss|gss]gssl 0] 0| 0] o|lo]o]o]o]|%
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o
o
o
o
(@]
=)
o

O76 | O77 | O7s 0 0 0 0 0 0 0 0 q7

=
o
o
o
o
(o)
=
a

Ose [ Js7 | Qss | O 0 0 0 0 0 0 0 q8

©
|
o
o
o
o
@

o|o|e|e|o|e|lelele

Q99 | Goto [ Goua | o1z | O 0 0 0 qg

©
o
o
o
o
o
o
o
o

0] 0|0 [O0O| 0| 0] 0 |he|hso|[he|hez| O 0 0 0

0109 | 91010 | Q1011 | Gaos2 | O 0 0 0 qu

5
o
o
o
o
o
o
o
o

0 0 0 0 0 0 0 hmg h1010 h1011 h1012 0 0 0 0

Q119 | 91110 | 111z | Qa2 | O 0 0 0 qll

=
o
o
o
o
o
o
o
o

0 0 0 0 0 0 0 hllg h1110 h1111 h1112 0 0 0 0

00| 0]0]| 00| O |hio|hizo|hiz|hiza| O 0 0 0 0129 | 91210 | Q1211 | Gaza2 | O 0 0 0o | %o

0 0 0 0 | 91313 | U1314 | Q1315 | G316 Chs

5
o
o
o
o
o
o
o
o
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o
o
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o
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o

0O[0|[O0O|JO]J]O]J]O]O] O 0 0 0 | hi413 | Naa1a | Naass | hiase

elelalelele

=
(5]

0jojojoOfjO0]JO]O] O 0 0 0 | hisiz | hisig | hisis | hisie 0j0j0jOojOjJ0O]JO]0O] O 0 0 0 | 91513 | 91514 | Q1515 | Gis16 Ois

0jojojojojojojo 0 0 0 | higas | hae1a | haess | Hiee q)ls 0j0j0jO0ojOjJ0O]JO]0O] O 0 0 0 | 91613 | O1614 | Q1615 | G616 O

Figura 4.8.3. llustragdo da matriz formada pelos coeficientes de H e G para um dominio estratificado em quatro sub-regides.
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A aplicacdo dos procedimentos descritos nos dois primeiros itens fornece a matriz apresentada na figura 4.8.4.
Observa-se que os coeficientes dos potenciais (matriz H) dos elementos 8, 12 e 16 sao transferidos para os potenciais

idénticos dos elementos 2, 6 e 10. O mesmo é valido para os coeficientes dos fluxos desses elementos na matriz G, porém

com sinais trocados. Os termos assinalados por x indicam os valores redundantes.

hy | hp |Hislhw| 0] 0 ol ool o]lo]o|lo]o o | o] P gu | 0| g |gu |0 0 |gn| O o|lolo] o 0 o | G
hos [ o [Has|hos | 0| 0 O [ 0[O0 ] 0] O0]0o]|o0O]oO 0o |o| P O | 0| G | Gu | O 0 g;z 0 0o lolo] o 0 0o | X
hes | hs [Has|hea | 0| 0O O [ 0[O0 ] 0] 0]0o]|oO]|oO 0o | 0| Ps 9 | 0| gss | g | O 0 g;z 0 0o lojlo] o 0 o | %
hus | e |Haalhis| 0] 0 ol o]0 ] o |lo]o|lo]o o | o] P4 9 | 0| gaa | Q| O 0 g:m 0 o|lolo] o 0 0o | U
0 [hsel 0 | 0 |hss| hss [hsy| 0O | 0] 0] 0 ]o0o]o0] o0 0o | 0| Ps 0 |o] o | o0 |gs Os7 | gss| O 0 |-gs| 0| O 0 o | Y
0 [hes| 0 | 0 |hes| hes |hey| O | O | 0|0 ]O0] O] O o | o| Ps 0 [o0] 0 | 0 |ges Os7 | Ges | O 0 || 0 | O 0 0 | X
0 [h| 0 |0 |hs|hw|hy| O] 0] 0|0 ]O0]O]oO o | o | P 0 o] o | o0 |gs O | 9| O 0 |sgs| 0 | O 0 o | %
0 [has| 0 | 0 |hes| hes |hez| O | O] 0|0 ]O0]| O] O 0o | o X 0 |o| o | o |gs Osr | Gss | O 0 [g,| 0 | O 0 o | Y%
0/0]|0[0]|0|hes| 0| 0 |[he|hew |hws| O] 0| 0 o | o | Do o o] o|o]o 0 | 0| g Oou |Goz| O | O 0 | -gow | Y%
00| 0/[0]0 || 0] 0 [hoo|hsow|hon| 0| 0 | 0 o | o | Puw o o] o|o]o 0 | 0 | Ouwe Qo1 |O02| 0 | © 0 |G| X
00| 0/[0]0 [hus| 0] 0 [hyo|huw|hun| 0| 0 | 0 o | o] Py o o] o|o]o 0 | 0 | gue Ouu |Ou| 0 | © 0 |-guw| Y
00| 0/[0]0 [hap| 0] 0 [hio|hwo|heu| 0] 0] 0 0o | o X 0o o] o|o]o 0 | 0 | gue O |Gz 0 | © 0 | -guwo| Y2
0/o|lofo|o| o | 0| 0] 0 |has| 0] 0 |has|hisalhms | 0 5 o o] o|o]o 0o |lo]o 0 | 0 | Q|G | Guoss | guos | 3
ololololol oo ol o |hu!| 0| 0|hus|hulhws | 0 | Pu 0o o] o|o]o 0o lolo 0 | 0 |gus|guw |gus | guss | %ha
0/o|lof[o|o| 0o | 0| 0] 0 |hse| 0] 0 |hss|hisalhss | 0 D, o o] o|o]o 0o |lo]o 0 | 0 | Q| g | guss | guos | di5
0/olofo]o] o o] 0] 0 |Hesl 0| 0 |hs|hisalhies | 0 X o o] ofo]o o lolo 0 | 0 | Q| g | Guoss | gues | D6

Figura 4.8.4. Matriz formada apds procedimentos descritos no item um e dois




88

Os procedimentos descritos no item trés estdo melhores exemplificados na matriz abaixo.
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Figura 4.8.5. Matriz formada apds procedimentos descritos no item trés.
Para realizar o procedimento descrito no item quatro, precisa ter disponiveis os valores de potenciais e fluxos prescritos

impostos pelas condi¢coes de contorno.




49 Lei de Ohm

A forma da lei de Ohm

(4.9.1)

Q)
I
x |m

corresponde a uma generalizagdo da expressao (A® = Ri) simples que se
escreve para o caso dos circuitos elétricos, onde AD® representa a diferenca de
potencial aplicada entre dois terminais de um condutor, semi-condutor etc.. R
representa a resisténcia elétrica do condutor dada em Ohms e i a intensidade
de corrente elétrica que o percorre através da area da seccgio transversal

desse condutor.

4.9.1 Condigoes de interface e lei de Snell

Num dominio onde coexistem diversos tipos de regides menores,
necessariamente existem heterogeneidades. Entretanto, muitas vezes é
possivel considerar que cada regido em si € homogénea, podendo ser tratadas
COmo casos isotropicos.

Quando se aplica um campo elétrico, a corrente vai atravessar os

diferentes dominios homogéneos, mas de tal modo que para cada interface
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entre o meio designado por reg, e o meio designado por reg, duas condicoes
deverao se obedecidas.

A primeira condi¢ao diz respeito aos potenciais elétricos nas linhas de
interface das duas regides e traduz a condi¢do da conservagao da energia na

interface:

Dy =D (4.9.2)

A segunda condic¢do diz respeito a componente normal da densidade de

corrente na interface entre as regiées de contato

(&N
[ ]

=]
+
(S=T}
[ ]

=l
Il
o

(4.9.3)

onde i, representa a componente normal do vetor na interface de reg, e 0,
representa a componente normal do vetor na interface de reg,. A equacao
4.9.3 traduz o principio da conservagao da carga, ao estabelecer que nao se
verifica (em regime estacionario) a deposicédo de carga na fronteira.

A titulo de ilustracdo sera considerado o caso simples de uma interface
plana entre dois meios homogéneos de resistividades p e p,,
respectivamente. A direcdo da densidade de corrente vai sofrer uma reflexdo
na interface entre os dois meios de um modo semelhante ao que se conhece

da dptica, e também em casos onde se estudam ondas sismicas.
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A expressao da lei de Snell pode ser obtida combinando a lei de Ohm

4.9.1 com a segunda condi¢ao de contorno 4.9.3, dando origem a equacao:

ptagl, = p,tago, (4.9.4)

Figura 4.9.1. Representagao grafica da refragdo da densidade de corrente entre dois

meios de resistividades diferentes.



5 Resultados numéricos — meios homogéneos

5.1 Distribuicdo de potencial em um dominio retangular

Inicialmente, para avaliar as rotinas implementadas, analisa-se um
problema classico de um dominio retangular com condigdes de contorno que
simulam um problema unidimensional com solugao conhecida.

As figuras 5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3 apresentam o problema com suas
dimensodes e condi¢gdes de contorno, considerando-se uma, duas e trés sub-
regides, respectivamente. Em todas as sub-regides as condutividades dos
meios foram adotadas como constantes e unitarias, k =k, =k, =k, =1.

Por se tratar de um exemplo puramente numérico, as grandezas sao
apresentadas sob forma adimensional. Elementos de contorno constantes com

tamanho igual a 0,5 sdo empregados na discretizago.



F
@: oo
o

15.0
& = 300.0 N B -
- . - T =00
(10,0, 7.5) (150, 7,5 (200, 7.5)
k
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Figura 5.1.1. Representagao do dominio retangular e das condi¢des de contorno para

o problema de potencial com uma regiao unica.

¥
22 _ oo
S

15.0
@ = 300.0 N B -
- - T =0.0
(10,0; 7.5) (20,0; 7.5)
's:'_l ,3:72
0.0 0.5 2 _ oo 30.0
Sz

Figura 5.1.2. Representagao do dominio retangular e das condi¢des de contorno para

0 problema de potencial em duas sub-regides.
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Figura 5.1.3. Representacdo do dominio retangular e das condi¢des de contorno para

o problema de potencial em trés sub-regides.

No problema descrito os fluxos sdo nulos nos contornos superiores e
inferiores do dominio. Portanto, todo o fluxo deve se propagar na direcédo
horizontal da face de maior potencial para a de menor potencial. Assim, o
problema de potencial pode ser representado pela seguinte equacéo

diferencial, e condi¢cdes de contorno:

O*D(X)
ox?

0 ®0)=0, e D)=, (5.1.1)

Resolvendo-se o problema de valor de contorno acima, tem-se,

®(x) = -10.x+ 300 (5.1.1)
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A distribuicdo de potencial ao longo do contorno superior dos trés problemas
analisados esta representada na figura 5.1.4. Uma 6tima concordancia pode

ser observada.

D
Dist. Pot.em T
250,00
300,00 fipy,
F"\r'
-
250,00 "h“r
oy —s— Diominio dnico
200,00 Ll T
hrr‘"w —a— 3 sub-egides
150,00 g 3 sub-regides
hals fi
100,00 - i analtica
L
50,00 - o
1-?.1__“._1_
0,00 . : - - - =
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00 35, X

Figura 5.1.4. Distribuicdo de potencial ao longo do contorno para os trés casos
analisados.

A figura 5.1.5 mostra a distribuicdo do erro relativo ao longo do contorno
superior para a solugdo com o MEC, quando comparada com a solugcao
analitica, para os trés casos descritos. Em geral, o erro observado é pequeno,
mas cresce para cerca de 6% proximo da borda direita do contorno. Esse
comportamento € resultante do tipo de elemento empregado. Esse erro é

relativamente alto e devido ao tipo de elemento empregado.
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Dist. Do Erro relativoem T
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] #regidounica
4'[:] w2 subregides
30 1 3 sub-regifies

20
1.0
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00 ° -
00 50 100 150 200 250 300 350 X

Figura 5.1.5. Distribuicdo do erro relativo ao longo do contorno superior para os trés

casos analisados.

A tabela 5.1.1 mostra os valores dos potenciais calculados nos pontos

internos para a regidao mostrada na figura 5.1.1.

Potencial| MEC |Analitica
D, 200.01 | 200.0
D, 150.00 150.0
D, 99.99 100.0

Tabela 5.1.1. Comparacao entre a resposta analitica e a obtida pelo MEC para os trés

pontos internos.

A tabela 5.1.2 mostra os valores dos potenciais calculados nos pontos

internos para a regiao mostrada na figura 5.1.2

Potencial MEC Analitica
D, 199,985 |200.0
OF 100,018 |100.0

Tabela 5.1.2. Comparac¢do entre a resposta analitica e a obtida pelo MEC para os dois

pontos internos.
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A tabela 5.1.3 mostra os valores dos potenciais calculados nos pontos

internos para a regiao mostrada na figura 5.1.3.

Potencial MEC | Analitica

©5 | 149,9975 | 150.0
Tabela 5.1.3 Comparagéo entre a resposta analitica e a obtida pelo MEC para o ponto

interno

Do exposto, pode-se observar a boa concordancia entre as respostas
numéricas e analiticas. Embora de dificil percep¢do no exemplo acima, ha
também uma degradacgdo dos resultados a medida que se aumenta o numero

de sub-regides, devido a precisao numérica nas simulagoes.

5.2 Simulagdo do Método de Wenner

Para simulagdo do método de Wenner, considere o esquema da figura
5.2.1, que representa um meio como o solo com resistividade constante de
10hmm e dimensdes finitas, largura X e profundidade Z. Quatro eletrodos
sao introduzidos com espagamento a entre 0s mesmos, proximos a superficie
do meio, dois para injecdo e retirada de corrente elétrica e outros dois para

medidas de potencial.
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Z(p)
el, Sup. do
— Solo
s } +— ——
ZJP:L - * L] - x(m:]
Ezl N b A, “
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_/,L 1 L
—
el
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Figura 5.2.1. Representagao do dominio para simulagao do método de Wenner.

Diversas analises foram realizadas considerando-se espagcamentos de 1
m,2m,4 m, 8m, 16 m e 32 m entre eletrodos. Os eletrodos h, (fonte) e h,
(sumidouro) sado modelados como fontes pontuais de 1A e -1A,
respectivamente. Os eletrodos h, e h, sdo representados por pontos internos
onde se calculam os resultados de potencial. Os quatro pontos estao
localizados a Z, =0,25m de profundidade.

As modelagens foram realizadas com e sem o emprego do método das
imagens. No segundo caso, a discretizacdo da superficie livre foi feita com
elementos constantes de tamanho el =1m, com condi¢do de fluxo nulo.

A condi¢cao de contorno de potencial nulo foi adotada para as laterais e
base do dominio, muito embora um potencial constante e diferente de zero
seria o correto como condigdo em uma regidao suficientemente afastada.
Nessas linhas, a discretizacdo foi realizada com elementos constantes de
tamanho €, variavel dependendo das dimensdes empregadas para a largura e

profundidade do dominio.
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As dimensdes do problema foram variadas com o intuito de verificar sua
influéncia nos resultados. As situagdes analisadas sdo apresentadas na tabela

a segquir:

Caso | Profundidade Z(m) | Largura X(m) | Método das Imagens
1 50 500 Sim
2 125 500 Sim
3 250 500 Sim
4 500 1000 Sim
5 50 500 N&o
6 125 500 N&o
7 250 500 Nao

Tabela 5.2.1. Representagao das dimensdes dos dominios analisados.

A figura 5.2.2 ilustra a distribuicdo dos potenciais na superficie do solo
para o caso 4 da tabela 5.2.1 com os diversos espagamentos entre hastes. E
interessante observar que, apesar das diferentes distribuicdes de cada
espacamento, a diferenca de potencial se mantém constante entre dois pontos

intermediarios. Segundo a expressao 3.4.12 a diferenga de potencial deve ser

Pl

igual a ®,, =——2In(2). Esse fato pode ser constatado na figura 5.2.3 que
T

mostra a diferenga de potencial entre os eletrodos h, e h, para os diversos

espagamentos e casos analisados.
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DIV
2 Distribui¢&o de Potencial na superficie T,
— Patencial
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Figura 5.2.2. Distribuigdo de potencial na superficie do solo para as diversas

configuragdes de espagamento entre as hastes (caso 7).

AP (Volt L . .
{ ) Distribuigéo da Difrenga de potencial
entre as hastes &, e &,
0,9
0,8
0,7
0.6 —e—Caso
0,5 —m— Caso 2
0.4 4 ~ i * * Casn 3
03 - Casod
DIQ —w— Analitica
0,1 4
D T T T T T T

1 2rm A armn 16m 32m alm)

Figura 5.2.3. Diferenca de potencial entre as duas hastes centrais nas diversas

configuragdes de espagamento e dominios analisados.
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A figura 5.2.4 mostra os erros relativos, em escala logaritmica, para os
casos analisados entre as configuragcées de dominios e espagcamentos, com o

método das imagens.

E (%)
Distribuic&o Erro Relativo em hz & hs
100 .
m 2m am am 16m F2m aimj}
10 "
T —+—Caso 1
e _m Caso?
1 = Caso 3
\/ Caso 4
0.1
0,01

Figura 5.2.4. Comparacao da distribuicdo do Erro relativo em escala logaritmica, nas
aproximagoes do MEC para o problema em estudo com o método das imagens e sem

o método das imagens.

Percebe-se que a qualidade dos resultados melhora com o aumento da
regiao modelada. Para as analises seguintes sera adotada a regiao definida

como caso 3.

5.3 Simulacao com variacao de uma haste.

Para verificar se o valor constante para a diferenca de potencial é
resultante da simetria na configuragdo das hastes apresenta-se a analise a

sequir.
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Um modelo semelhante ao de Wenner ¢é utilizado, porém com a segunda

haste posicionada fora de simetria conforme ilustra a figura 5.3.1

z(m)
Superficie
Livre

x(ie)
i

Figura 5.3.1. Representacédo esquematica para simulagdo com a haste h, em posi¢éo

variavel.

Duas posicoes para a haste h, sdo avaliadas, além da configuragao
original de Wenner. A discretizacdo do contorno foi feita com elementos
constantes com tamanho igual a 5 m. A resistividade e as condicbes de
contorno s&o as mesmas empregadas no exemplo anterior. Os casos avaliados

sao descritos na tabela 5.3.1:

Caso | Profundidade Z(m) | Largura X(m) | Método das Imagens | b = a/n

3 250 500 sim n=1
8 250 500 sim n=2
9 250 500 nao n=3

Tabela 5.3.1. Representacao das dimensdes dos dominios analisados.
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A resposta analitica para a diferenga de potencial entre as hastes h, e
h,, onde h, se encontra em uma posi¢ao variavel dependente de n, conforme

a tabela 5.3.1, é dada pela expressao:

®,, e%%[ln(2)+ln(3n—1)] (5.3.1)

Essa expressao € valida sempre que p<< (%) e n>1. Para n=1 recai-

se no método de Wenner; para n=2, e n=3 a equacgao (5.3.1) fornece as

seguintes diferengas de potencial, respectivamente:

/ d[in(2)+ In(5)] ~ 0,732957215

p/ din(2) ~ 0,882568429

A figura 5.3.2 mostra a convergéncia dos resultados numéricos dos trés
casos analisados para as respectivas solugdes analiticas, com os diferentes

espacamentos entre hastes.
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AP (Wolt) Distribuic&o de Potencial nas Hastes
hz & hs para haste h: Variando

1
0.9 A :_____i_—f—”* » » * ——n=1MEC
0.8 4 —= =1 analttica
0,74 _
2 ] n=2 MEC
05 - =2 analiti
0'4 ] . I dnalitic a
EI.3 —— =3 MEC
02 —— =3 analitica
0.1+

D T T T T T T

1,0m 2,0m 4,0m 3,0m 16,0m 32,0m aim)

Figura 5.3.2. Diferencas de potenciais entre h2 e h3, para a haste h2 variando

segundo os casos 3, 8 e 9 da tabela 5.3.1.

Observa-se na figura 5.3.3 o erro relativo na diferenga de potencial entre
as hastes intermediarias para os trés casos analisados. Com exceg¢ao do caso

relativo ao método de Wenner, erros diminuiram com o aumento dos

espagcamentos.
Er'[%:' Dist. do Erro Relativo em h; 2 hg
100 r . T . : :
1,0m 2.0m 4.0 a,0m 16,0m 32,0m aim)

—— =1
—a—n=2
n=3

1:1 %\

0,01

/
\.\.

Figura 5.3.3. Erro relativo entre as solugdes numéricas e analiticas para os trés casos

analisados com variagcdo de uma haste para n=1 m, n=2 m e n=3 m, ambos para o

caso 3.
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5.4 Simulacao do Método de Wenner em semi-espaco

estratificado

Novamente, com o intuito de avaliar o funcionamento das rotinas
implementadas, o0 modelo do método de Wenner € estratificado com diferentes
numeros de camadas, além da aplicagdo do método das imagens e fontes
pontuais. Esse modelo € um teste preliminar ao emprego de camadas com
diferentes resistividades em cada sub-regiao.

Seguindo o exemplo numérico do Método de Wenner, inicia-se a
simulagao com a estratificacdo em duas camadas (ver figura 5.4.1), e utilizam-

se as mesmas propriedades e condi¢gdes de contorno ja apresentadas.

zim)
Superficie
' Livre
_; R L . 'hl"_'-'h; SR/ X(rm)
1 ely ST 7
oy am) ARG
"~ Interface 4 o
1

Zﬂ egm.

— e

q1 X A

Figura 5.4.1. Representagdo do dominio para simulagdo do método de Wenner com

duas sub-regides.
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Na figura 5.4.1 e, =10m e e, =10m representam os elementos de
contorno de cada sub-regido, N, e N, representam os vetores normais a cada
sub-regido, p, =10hmm e p, =10hmm representam as resistividades em cada
sub-regido, Z, =125m e Z, =125m a profundidade de cada sub-regido, e
X =500m a largura do dominio considerado. Esse modelo sera designado
como “Caso 3 - 2 sub-regides”, para comparagao dos resultados.

A figura 5.4.2 mostra a diferenga de potencial entre as hastes h, e h,
para o caso analisado e para o caso 3 analisado anteriormente com uma unica
sub-regido. A figura 5.4.3 apresenta uma comparag¢ao da distribuicado do erro

relativo.

A (Wolt) Distribuigéo do Potencial

entre as hastes hz e hs

a,07
0,06 4

0,05
00g —«— Caso 3 1sub-regiao

003 4 —m— Caso 3 2sub-reqides

0,02 1
0,01

m 2m Am 8m 16m 32m alm)

Figura 5.4.2. Diferenga de potencial nas hastes para as diversas configuragdes de
espagamento entre as hastes h, e h, com uma e duas sub-regides dimensdes do

caso trés com uma e duas sub-regides.
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E{%) o |
Distribuicdo do erro relativo
entre as hastes h; e hs
7
6 .
5 4
4 1 —— Caso 3 1sub-regido
2 —a— Caszo 3 2sub-regides
e
-] 4
n T T T —

1m 2m 4rm 2m 16m 32m a(m]

Figura 5.4.3. Comparagéao da distribuicao do erro relativo para as duas configuragdes

de dominios e espagcamentos de hastes, do caso analisado na figura 5.4.2.

De forma semelhante ao que ocorreu nas simulagdes com dominio sem
estratificacdo da superficie livre, a convergéncia dos resultados foi boa
validando a implementagao das sub-regides. Assim como no caso 3 com uma
unica regiao os erros foram maiores para hastes espagadas com 1 me 2 m.

A figura 5.4.4 ilustra a distribuicdo do potencial na superficie livre para o
caso 7 e na interface entre sub-regides para o caso 3 com duas sub-regioes,

para espagcamento entre hastes de 16 m.
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DV olt
(ol Distribuicdo de Potencial na

superficie e na Interface 1

20
15 1
1.0 7
03

0.0
ons 4 37 73109145181 217 45 J25 361 387 433 469 x(m}

—mInterface caso 3

—Caso ¥

-1.0 A
-1.5
-2.0

Figura 5.4.4. Comparacao da distribuicdo de potencial na superficie para o caso 7 € na

interface para o caso 3 para espagamento entre as hastes de 16 m

Observa-se que como a interface esta muito afastada das fontes
pontuais o potencial € muito pequeno, a diferentemente da superficie do solo
que tem o potencial mais elevado.

O mesmo problema € agora analisado com 3 sub-regides (caso 3 — 3
regides), com as mesmas propriedades, espessuras Z, =10m, Z,=10m e
Z,=230m para cada camada, e elementos de cada sub-regido com

dimensoes, €, =2,5m,d, =2,5m e &, =10m(ver detalhes na figura 5.4.5).
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zim)
Superficie
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, Interface ‘]’41
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Figura 5.4.5. Representagdao do dominio para simulacdo do método de Wenner com

trés sub-regides.

A figura 5.4.6 mostra a diferenga de potencial entre as hastes h2 e h3
para o caso analisado e para os casos analisados anteriormente com uma e

duas sub-regides.

AT (Volt) Difrenca de Potencial
entre as hastes h; e hy

0,445 4
0,44 - r A B B

0,435 4 fa -
043 —e—Cas0 3 1regidn

0425 v —s— Caso 3 2regides

042 - / Caso 3 3regides
0415 4 & Analitica
0414
0,405 4
04

1m 2m am &m 16m  32m afrm)

Figura 5.4.6. Diferenga de potencial nas hastes para os casos 3 com uma, duas e trés

sub-regides para as diversas configuragdes de espagamento entre as hastes h, e h,.
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Assim como nos casos analisados anteriormente, a convergéncia dos
resultados foi boa. Novamente, como esperado, os erros foram maiores para

hastes espacadas com 1 m e 2 m (ver figura 5.4.7).

E (4 o ,
rl e Distribuicio do erro relativo
entre as hastes hy e hg
-
g
51 .
4 —e—Caso 3 lregido
—m— Cas03 2regiao
3 i
i Caso 3 3regido
2 1 i
1 -
F1
0 Fi i r

1m 2m 4 g 16 32 aimy)

Figura 5.4.7. Comparagao do erro relativo para os casos analisados com e sem sub-

regides.

A figura 5.4.8 ilustra a distribuicdo do potencial nas duas interfaces entre
sub-regides para o caso 3 com 3 sub-regides, para espagamento entre hastes
de 16 m. E evidente a redugdo nos valores do potencial elétrico com a

profundidade.
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D(Wolt) Distribuic&o de potencial
nas interfaces 1 e 2

0,50

0,40+ : -
0,30 : « Caso 3 interface 1 Sregides
0,20 + m Zas0o 3 interface 2 Sregides
0,10

0,00
-0,104
-0,20+
-0,30+
-0,40+
-0,50

300,00 400,00 500,00 00 #(rm)

Figura 5.4.8. Distribuicdo do potencial nas duas interfaces do dominio estratificado em

trés sub-regides para hastes espagadas de 16 m.

O mesmo problema é agora analisado com 4 sub-regiées, caso 3 — com
4 sub-regibes, com as mesmas propriedades, espessuras Z, =1m, Z, =1m,
Z,=1lm Z, =247mpara cada camada, e elementos de cada sub-regido com

dimensodes, €, =1m,el, =1Im, €, =1m, €, =10m (ver detalhes na figura

5.4.9).
Zirmn )
Superficie
Livre
R B B N R

=z, eley, arm T =, & WA

——— S 1 1

Interfac e J’f‘@] " '
22
elay, =
_ — ,l\ Fiz S
7
Z3
afa,
L Hez! ’]\ o O
La
Z4
L, .
Pl s
4 = =

Figura 5.4.9. Representagdo do dominio para simulagdo do método de Wenner com

quatro sub-regides.
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A figura 5.4.10 ilustra a distribuicdo do potencial nas trés interfaces entre

sub-regide

s, para espacamento entre hastes de 16 m. E evidente a reducéo

nos valores do potencial elétrico nas interfaces mais profundas.

T iWolt)

Distribuicao de potenciais nas interfaces

1,00
0,50 1
0,60 1
040 -
020 1

0,00F

-0,20 ;
-0.40
-0,60 1
-0,50 1

—— INterface 1
—n— Interface 2
Interface 3

C T T e t T - .
C 7
00 100,00 200,08°° 300,00 40000 50000 600 (]

f

-1,00

Figura 5.4.

10. Distribuigdo do potencial nas trés interfaces das quatro sub-regides,

com espagcamento entre hastes de 16 m.



6 Resultados Numéricos — meios com resistividade variavel

modelados com sub-regides

Neste capitulo faz-se uma anadlise de problemas com meios
heterogéneos, simulados com a técnica de sub-regides e resistividades (ou

condutividades) diferentes para cada uma.

6.1 Distribuicdo de potencial em dominio retangular

A primeira analise € semelhante aquela realizada no capitulo 5, secao
5.1, figura 5.1.2, porém com condutividades diferentes nas duas sub-regides

(ver figura 6.1.1).

»
2P _ oo
St

15.0
= 3000 A & o
- - T =00
(10,0; 7.5) (20,0, 7.5)
=1 by =2
[UNN] 05 oD — 00 20.0 e
. _an 5

Figura 6.1.1. Modelo do problema de distribuicdo de potencial em um dominio

retangular com 2 sub-regides com condutividades diferentes.
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Os elementos constantes utilizados na discretizagdo possuem tamanho
0,5. Conforme mencionado anteriormente, por se tratar de um exemplo
numeérico simples, as grandezas do problema sao tratadas de forma
adimensional. As solugbes analiticas para o problema unidimensional

correspondente sao dadas por,

100
Py 1(X) == X+300 (6.1.1)

na primeira sub-regiao e

200
Py o (X) ==X+ 400 (6.1.2)

na segunda sub-regiao.
Conforme visto na sec¢ao 4.8.1, as condi¢gdes de continuidade e de Snell
na interface devem ser satisfeitas. De acordo com as equacgdes (6.1.1) e (6.1.2)

essas condicdes sao facilmente verificadas como,

(Dlnterf 1 (15) = (DInterf_z(lS) =200 (613)
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(6.1.4)

-2
k,

Na figura 6.1.2 é apresentada a distribuicdo de potencial ao longo do

contorno superior do dominio. Observa-se uma o6tima concordéncia entre as

solugdes analiticas e a resposta numérica com o MEC. Na tabela 6.1.1 tem-se

a comparacao para os pontos internos A e C definidos no modelo. Os

resultados foram coerentes e indicam a validade das rotinas implementadas.

Dist. Pot. Mo Contorno

Interface

200 —- -

100 —

O MEC
— Analitica
— Curva para

b=k

X(m)

Figura 6.1.2. Distribuicdo de potencial ao longo do contorno superior do dominio

retangular definido na figura 6.1.1.

Potencial| MEC |Analitica
D, 23002 | 23333
®. | 133175 | 1340

Tabela 6.1.1. Comparacdo entre a solucdo analitica e a obtida pelo MEC para os

pontos internos A e C.
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Com o mesmo intuito, analisa-se também o mesmo dominio, mas com

trés sub-regides com resistividades distintas, como mostra a figura 6.1.3
abaixo.

¥
@: 00
Sz
15.0
&= 3000 N B o
- T =00
(15.0: 7.5
Ay &y i
0.0 0.5 22 _ 5o 30.0 *
ez

Figura 6.1.3. Modelo do problema de distribuicdo de potencial em um dominio

retangular com 3 sub-regides com condutividades diferentes.

As funcbes analiticas que representam a distribuicdo do potencial na
direcédo horizontal nas trés sub-regides sédo dadas por

O (9= _%837.“300 (6.1.5)
85.71
D (X)) =- 10 X+342.84 (6.1.6)
e
o ()~ 242 ¢ 51426 (6.1.7)
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Na figura 6.1.4 € apresentada a distribuicdo de potencial ao longo do
contorno superior do dominio. Observa-se uma o6tima concordancia entre as
solugdes analiticas e a resposta numérica com o MEC. Na tabela 6.1.2 tem-se

a comparagao para o ponto interno B.
O valor do potencial em cada interface, pontos A e C, sé&o
o

=257.13 , ® =171.42, respectivamente. Novamente, observa-

Interface_1 Interface_ 2

se a boa concordancia entre os resultados.

eletay) Dist. Pot. Mo Contorno

200 —| E Interface 2 7y MEC
! . —— Analitica

D Gan - Curva para
5 k1=;’c3=k3

100 —

= ®(m)

o] 10 20 300

Figura 6.1.4. Distribuicdo de potencial ao longo do contorno superior do dominio

retangular definido na figura 6.1.3.

A tabela abaixo mostra o potencial no ponto interno tanto com a

formulacdo do MEC quanto com a resposta analitica.

Potencial| MEC | Analitica
D, 213,61 |214.275
Tabela 6.1.2. Comparacdo entre a resposta analitica e a obtida pelo MEC para trés

sub-regides.
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6.2 Simulacdo do método de Wenner em meios estratificados

com resistividade variavel

Problemas que permitem a estratificacdo de seu dominio permitem
trabalhar com propriedades diferentes para cada sub-regido. Assim é possivel
simular de maneira aproximada, uma nao homogeneidade de uma determinada
regido de estudo.

Apresentam-se agora duas analises do método de Wenner com o
emprego do modelo de quatro sub-regides definido na segéo 5.4, figura 5.4.11.
Na primeira andlise, caso 1, empregam-se as seguintes resistividades: p, =1;
p,=2, p,=4, p,=8. Na segunda analise, caso 2, os valores utilizados s3o:
=8, p,=4, p,=2, p,=1.

Nas duas situacdes avalia-se a distribuicdo de potencial nas linhas de
interface, considerando-se um espagamento entre hastes de 16 m.

A figura 6.2.1 mostra a distribuicdo de potencial nas interfaces para o
primeiro caso e a figura 6.2.2 mostra a distribuicdo para o segundo. E
interessante observar a semelhanga da forma geométrica dos resultados.
Contudo, é nitida a diferengca na magnitude dos potenciais na interface em
cada caso. A maior resistividade nas camadas superiores faz com que os

valores dos potenciais sejam maiores nas interfaces superiores.
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Observa-se também que a distribuicdo de potencial nas interfaces mais
proximas as fontes sdo maiores, e a medida que as interfaces estdo mais
distantes das fontes, o potencial tende a diminuir.

Nos dois casos foi também investigada a diferenga de potencial para o
método de Wenner, ndo havendo qualquer mudanga em relagéo aos resultados
ja obtidos para meios homogéneos. Interessante destacar que, apesar da
variacdo das resistividades, o valor da diferenga de potencial entre as hastes

intermediarias permaneceu constante.

@ (ol Distribuicéo de Potencial
nas Interfaces

1,50
Intetface 1

1,|:||:| } s + |flerrace
m [nteface 2

0a0 H Interface 3

L

000 f e ——— . —

050 00 100,00 znnTDL_/, 300,00 400,00 500,00 GBOQ «rm)

1,00 4 *

-1,50

Figura 6.2.1. Distribuicdo de potencial nas interfaces em meio estratificado em quatro

sub-regides (caso 1) - hastes espagadas de 16 m.
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D olt) o _
Distribuicéo de Fotencial
nas Interfaces
15,0
*
10.0 +Interface 1
m Interface 2
8,0 4 ' Interface 3
|:|,|:| == M T T - .l — - _-.‘
- oo 100,00 iﬁnﬂn/ 300,00 40000 S00,00 GO, #(rm)
-10,0 - ¥
-18,0

Figura 6.2.2. Distribuicdo de potencial nas interfaces em meio estratificado em quatro

sub-regides (caso 2) - hastes espagadas de 16 m.

6.3 Distribuicdo de potencial em dominio retangular com

resistividade nao linear

A Ultima analise realizada € a de um modelo proposto por CHENG
(1984) correspondente a um problema de fluxo de Darcy com permeabilidade
variavel.

Trata-se de um problema de fluxo vertical em um meio com

permeabilidade (condutividade) definida pela equagao

K'(y) = (cos(B.y) +n.sen(B.y))* (6.3.1)

onde S =2.0 e n=-1.2, cujo grafico é ilustrado na figura 6.3.1.
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Feaermeabilidade x Profundidade
0,00 . . . . .
I 05 1\5\ 2 25 ] -
-0,20 £y
-0,40
/ — Pemneahilidade

-0,60

-0.80

-1,00

-1.20

Figura 6.3.1. Permeabilidade em fungao da profundidade y.

A figura 6.3.2 apresenta o modelo analisado com as respectivas condigdes de
contorno e os valores discretos de k™ adotados em cada sub-regiéo, de acordo

com a curva mostrada na figura 6.3.1.

Y
T =010 10
001 . kr=0.14847E 401 y
-0z
.kl =0.22587E + 01
D -0.4 AT
— =00 - k3 = 0.24027E +01 = _0o0
b2 - 0,6 ez
- k] =0.18293E + 01
- 082
- k% = 0.88626E +00
-1.0
=10

Figura 6.3.2. Representacdo do dominio estratificado para fluxo de Darcy com

permeabilidade variavel.
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A solucdo analitica do problema unidimensional correspondente € dada pela

expressao:

_ _—cot(f) +n (6.3.2)
—cot(B.y)+n

A figura 6.3.3 mostra a distribuicdo de potencial em fungdo da

profundidade obtida com o MEC, bem como a resposta analitica do problema.

Faotencial x Frofundidade

0,00

0,40 0,60 0,30 1,0

&

-0,20

-0.40 e Analitica

-0,60 —=—MEC

-0,50

-1,00

Figura 6.3.3. Distribuicao do potencial em fungao da profundidade — numérico (MEC) e

analitico.

A tabela abaixo mostra os valores dos potenciais apresentados por

CHENG (1984) e os valores obtidos nesse trabalho.
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y | Analitica| MEC (CHENG) | E: (CHENG) | MEC (Dissert.) | E (Dissert.)
0,0 | 0,0 0,0 0 0,0 0,0
-0,25| 0,245 0,245 0,002487562 0,24621 0,004915
-0,50 | 0,403 0,402 0,0 0,418135 0,036196
-0,75| 0,584 0,584 0,0 0,61334 0,047836
40| 1,0 1,0 0,0 1,0 0,0

Tabela 6.2.1. Comparacao dos resultados analiticos e numéricos (potencial) ao longo

da profundidade.

Percebe-se que os resultados obtidos nessa simulacdo estdo muito
proximos dos valores analiticos, apesar do pequeno numero de sub-regides
empregado. CHENG (1984) utiliza em seu trabalho fungdes de Green
apropriadas para a permeabilidade do meio e obtém, por isso, uma melhor
aproximagao dos resultados. Nesse trabalho emprega-se a solugao

fundamental classica 2D e modelo de estratificagdo do solo com sub-regides.



7 Consideracgoes finais

Esse trabalho envolveu a apresentagcdao e implementagdao de uma
formulacdo bidimensional do Método dos Elementos de Contorno para
problemas escalares, com enfoque em problemas de distribuicdo de potenciais
elétricos em meios como o solo.

Varios tipos de problema podem ser abordados com essa formulagéo,
mas a atencao foi direcionada a simulacao do método de Wenner, que tem por
objetivo a identificacdo do perfil de resistividades do solo.

A formulagcdo desenvolvida compreendeu a implementagdo do método
das imagens, que possibilitou evitar a modelagem da superficie livre horizontal
do solo, de fontes pontuais, para simular os locais de inje¢cao e retirada de
corrente, e de sub-regides, para modelagem de meios ndo homogéneos.

Apresentou-se também, nesse estudo, os fundamentos do Método de
Wenner, visando a melhor compreensdo das simulagées com o Método dos
Elementos de Contorno.

Todas as analises e testes numéricos, efetuados com um programa
desenvolvido em Fortran, apresentaram resultados proximos das solugoes
analiticas, quando disponiveis, validando as implementacgdes efetuadas.

Constatou-se que a formulacdo bidimensional € limitada para a

simulagao do Método de Wenner e obtencao de conclusdes sobre o perfil de
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resistividades do solo; contudo, permite aprimorar a compreensao sobre a
distribuicdo do potencial elétrico em solos com perfil de resistividades variando
em camadas.

Um aspecto que ficou evidenciado nas simulagbes do Método de
Wenner foi a importancia em escolher um tamanho adequado para o dominio
do problema, especialmente se a implementagdo nao considerar dominios
infinitos ou semi-infinitos. Esse cuidado se deve a aproximacgido das fontes
pontuais aos contornos do problema, tanto aos contornos laterais como a base
do dominio. A escolha desse dominio se deve a experiéncias do técnico e se
deve também a distancia entre a haste de injecéo e retirada de corrente, se a
distancia entre a injegcdo e retirada de corrente tiver dimensdes préximas a
largura ou a profundidade, tem-se a influéncia do Dominio no modelo numérico
e consequentemente a resposta também sera influenciada.

Com relacdo a modelagem da resistividade elétrica com sub-regides
ficou claro sua influéncia na distribuicdo do potencial elétrico ao longo do

contorno e da superficie, trazendo uma aproximagao boa dos resultados.

71 Sugestdes para trabalhos futuros

As seguintes abordagens podem contribuir significativamente para a

continuidade desse trabalho:
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Implementar fungdes Green que considerem fungdes especificas
para a variabilidade da resistividade do meio - Isso podera
minimizar a quantidade de sub-regides reduzindo o tamanho das
malhas;

Implementar as adaptagcdes necessarias para contemplar espagos
semi-infinitos — Basicamente, incluir a equacdo de conservacgao
de densidade de corrente na regiao infinita ou semi-infinita;
Implementar a formulagdo tridimensional com as adaptacdes
citadas acima — Possibilitando a simulacdo do Método de Wenner
conforme acontece na pratica;

Implementar as formulagdes com elementos de ordem superiores,
(lineares, quadraticos, etc.).

Acoplar ao modelo numérico rotinas de otimizagdo visando a
identificacdo do perfil de resistividades do solo a partir de dados

experimentais.
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APENDICE A

Solucio fundamental 2D

A solucéo fundamental € comumente utilizada como sendo a fungao de
ponderagcdo nos processos de integracdes do MEC, para o enfraquecimento
das derivadas de uma fungado desconhecida e transferéncia dessas derivadas
para uma fung¢ao conhecida.

A equacao que descreve o problema de potencial escalar, valida para
todos os pontos X de um dominio Q homogéneo bidimensional isotropico com
condutividade k (ou resistividade p) constante, e um contorno I" que pode
possuir diferentes formas geométricas e condigbes de contorno, é a equagéao

de Poisson:

KV2d(X) +b(X) =0 (A1)

onde ®(X)é o potencial no ponto X =(X,y) de um dominio 2D; o fluxo € dado

pela derivada do potencial:

oD(X)

q(x) ==

(A.2)
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O termo b(X) é um vetor independente que, para o problema estudado,

representa fontes pontuais. Se b(X) for nulo recai-se na equagao de Laplace:

KV2d(x) =0 (A.3)

A solucao de um problema de potencial estara completa quando os valores dos

potenciais e dos fluxos normais ao contorno forem determinados em I':

Figura Al. Diviséo do contorno I' em duas partes, em I, com potencial prescrito e em
I', com fluxo prescrito.

As condi¢des de contorno para potenciais e fluxos prescritos no contorno I" de
um dominio Q como exemplifica a figura A.1 s&o descritas como:

Condi¢des de contorno essenciais ou de Dirichlet (potencial prescrito)

D(X)=Dd  Xel (A4)

Condigbes de contorno naturais ou de Neumann (fluxo prescrito)
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a9 =k 2~ q

X eT, (A.5)

O primeiro procedimento a fazer para obter a solugdo fundamental ®" a partir
da equagao de Poisson é escrever tal equagcdo na forma polar, com b(X)

sendo uma fonte unitaria pontual e concentrada Delta de Dirac:

2o .
vip a2 0P 100 (A.6)
or r or
esta equacao ¢é valida para qualquer ponto do dominio Q. Tomando:
2 .
oD 10 (A7)
or r or
Fazendo a mudanca de variavel
h=2% _ (A7)
or
vem
oh + 1 h=0 (A.8)
or r

Logo
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oh__h on__or (A.9)
or r h r

0 que leva a equacgéao

In(h)=—|n(r)—>h=—A% (A.10)

Levando a equacao A.10 a equagao A.7, vem:

a(;i:Al—)df:Aln(rHB (A.11)
r r

com A e B constantes.

Para o problema 2D o valor de A:—i e B=0; assim a solugao

27
fundamental é da forma
o = Lln(lj (A12)
2k r

onde r é a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo.
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APENDICE B

Transferéncia da equacéao integral para o contorno.

A equacio de Poisson 4.2.1 desenvolvida para o dominio do problema
pode ser escrita em fungédo das grandezas conhecidas no contorno. Esta € uma
das principais idéias para a formulagao do Método dos Elementos de Contorno.

Uma das técnicas comumente utilizadas para obtencdo das equacdes
integrais de contorno € a técnica dos Residuos Ponderados, que consiste em
trabalhar com uma fung¢ao de ponderacao o(X) do erro.

Multiplicando a equacao (4.2.1) pela fungao de ponderagao e integrando

ambos os lados vém.

K[[72@(X))e @(X) +b(X) e 0(X) 2 = 0 (B.1)

Q

onde w(X), é uma fungao de ponderagao do erro, e k € uma constante de
condutividade do meio. Se b(X) =0 recai-se na equagéao de Laplace.

Escrevendo a equagao anterior explicitamente vem;

jKa;@ +g;—?jow(X)}dQ+j[b(X)oa)(X)]dQ:O (B.2)
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Usando integragao por partes e desenvolvendo o integrando da equacgao

acima, vem:

I[(aﬁgﬂ’} a)(x)}dr—j{(cba_quq)a_wﬂdl“+_|.{(®y—?+® az‘z"ﬂdg =0(B.3)
OX oy OX oy OX oy

r r Q

ou, de forma mais compacta, pode-se escrever

[[(7 ¢ 2(X))o(X)Jdr - [[(V » (X)) (X)Jdr + [[VZer(X) Jo(X) 2 =0 (B.4)

r Q

assim

(720 = [[(v e 0(X))0 () - [[(V e d(X))o(X)dT  (B.5)

Q r r

Simplificando a equagéao b.5, tem-se

£ (V2w oo = l %—\g’@dr - l %Wdl‘ (B.6)

Subtraindo (B.6) de (B.1), vem:
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[[72o W - (vew oo = j‘;—vr\]/qmr —j%WdF (B.7)

Obtencao das equagdes integrais de contorno

O conceito principal do Método dos Elementos de Contorno estad na
funcado ponderadora w, que ira fazer a composi¢ao na equacgao B.7. A solugao
fundamental ®* & uma funcdo de ponderagdo, conhecida também como
funcdées de Green, que atende a equacao de Poisson e representa o campo
gerado por uma carga pontual concentrada em um ponto &, que é infinito no
préprio ponto e zero nos demais pontos do dominio, que € aproximado por uma
funcao Delta de Dirac.

A solucéo fundamental deve obedecer a seguinte equagao:
VIO +A =0 (B.8)

onde A & uma funcao Delta de Dirac.

Substituindo a equacao (B.8) na equacao (B.6) tem-se
H(VZCD*)@]dQ = f @q"dr —qufdr (B.9)
Q r r

A equacao acima pode ser escrita na forma
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I[(— A )‘D]dQ = !CDq*df—lq@*dF (B.10)

Q

e, usando a propriedade da funcdo Delta de Dirac que estabelece que a
integral de uma fungdo multiplicada pela fungao Delta de Dirac € a propria
fungao calculada no ponto de aplicagao da Delta, pode-se finalmente escrever
a equagao integral do potencial para os pontos internos a partir dos potenciais

e fluxos conhecidos no contorno:

®' = [q@’dr - [@qdr (B.11)
T T

A equacéo integral para pontos do contorno.

A equacao B.11 determina o potencial em um ponto qualquer do dominio
Q a partir das informagdes conhecidas no contorno I do problema, que sao
potenciais, fluxos ou uma condigdo mista.

Para a solugdo do problema no contorno, torna-se necessario encontrar
uma forma limite da equagao B.11 na qual o ponto QUISI pertenca ao contorno.

Uma forma de considerar isso para problemas bi-dimensionais é

adicionar um circulo de raio ¢ ao dominio Q em questao, ver figura B1.
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Contorne I'e

ponto 1 do
contorno

Figura B1. Contorno auxiliar para obtengdao das equagdes integrais para pontos do

contorno.

Tomando a equacéao B.11 considerando contorno auxiliar, vem que

>0
I'-Te I'-Te

o' = Iim{ fao'dr- [@qdr- [qo'dre + _[CDq*dFe} (B12)
Te Te
Operando matematicamente nos dois primeiros limites vem

' = j qd dl - j ®q'dr +Lim{— j qd dle + j Q)q*dl“g} (B.13)
r

r e Te

Agora operando nos dois ultimos termos da equagao (B.13) separadamente,

com a substituicdo de ®" = iIn(i), vem:
2r €
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) « ) 1 1
lim d dlCe; =Ilim —In(=)dlr'e; =
s—)O{lJ;q 8} a‘—)O{lJ;q 27[ (g) g}

(B.14)

1. 1o,
q—ﬁ!glgg{ln(—)]dl”g} = qgl‘i@{'”(g)*g%}

O ultimo termo do limite acima pode ser escrito como um quociente, para que
figue evidente a indeterminagdo; com isso, pode-se aplicar a regra de

L'HOPITAL:

i * q * _
m{iqcp dl“g} > m{m(g) 7[5}_

e I P (B.15)
g . e _Qy _
ELLO 1 2 IgLo 1 2 !:ILT(}((Q) 0
& &

Esse € um limite calculado no sentido de valor principal de Cauchy.

Ja o limite do ultimo termo da equagao (B.13) apds a substituicdo da

, o 1
derivada do potencial q = . € calculado como:
e

'L”S{ Fj @q"dl‘g}=ﬂﬂ§{f®( Zﬂsj }

~®lim ijdrg =—q>|im{i*7zg}
-0 272-6 2 £—0 272-8
lim j(bq*dl“g =-®lim 1 :_9
£—>0 2 e-0| 2 2

(B.16)
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passando ao limite temos:

Assim,, a equacao integral de contorno (B.13) reduz-se a seguinte equacao:
O = jqqfdr—jcbq*dr W2 (B.17)
r r 2
que pode ser escrito como:
o} . .
7=jqc1> dr—jcpq dr (B.18)
r r

Essa € a equacgao basica do método dos elementos de contorno.
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