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8.4 Regime de oscilação rápida e rarefação alta . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . 118

8.5 Regime de transição . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . 120

8.5.1 Resultados numéricos e discussão . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 122

8.5.2 Comparação dos resultados obtidos via equação cinética e equações de
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gases e via equações de Navier-Stokes com condição de contorno de salto de tem-

peratura nas paredes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 114

8.3 Amplitudes da velocidadeu(x) e do desvio de temperaturaτ(x) paraθ = 20:

comparação das soluções obtidas via teoria clássica de propagação do som em
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RESUMO

Atualmente o estudo e simulação da propagação de ondas em gases rarefeitos possui grande

interesse principalmente devido ao desenvolvimento dos revolucionários microsistemas eletrônicos

e mecânicos (MEMS, Micro-Electro-Mechanical Systems) com partes móveis que podem oscilar.

Nesses microsistemas, dependendo da rarefação do gás e da frequência de oscilação das partes

móveis, a hipótese de meio contı́nuo sob a qual está fundamentada as equações da Mecânica dos

Meios Contı́nuos não é válida e, consequentemente, uma descrição a nı́vel microscópico é ne-

cessária. Os métodos de Dinâmica de Gases Rarefeitos são capazes de descrever corretamente o

comportamento de um gás em regimes arbitrários de rarefac¸ão e oscilação pois são baseados nos

conceitos da teoria cinética dos gases, cujo objetivo é determinar quantidades macroscópicas em

função de grandezas microscópicas, e na equação de Boltzmann. O presente trabalho de tese de

doutorado tem por objetivo resolver numericamente alguns problemas envolvendo a propagação

de ondas em gases rarefeitos devido à influência de superf´ıcies oscilatórias. A oscilação é assu-

mida como totalmente estabelecida de modo que a dependência temporal é harmônica. Também é

assumido que a amplitude da velocidade da oscilação é muito pequena em comparação com a ve-

locidade molecular mais provável de modo que o problema pode ser linearizado nas proximidades

do estado de equilı́brio. Devido à grande dificuldade em resolver a equação de Boltzmann na forma

exata, a solução dos problemas é baseada em modelos cinéticos para a equação não-estacionária de

Boltzmann. Dois métodos numéricos diferentes são utilizados: método de velocidades discretas

e método dos momentos integrais. A influência da interaç˜ao gás-superfı́cie é analisada com base

no núcleo de espalhamento de Cercignani-Lampis. As caracterı́sticas macroscópicas do gás tais

como velocidade hidrodinâmica, desvios de densidade e temperatura, etc, são determinadas num

amplo intervalo de número de Knudsen e razão entre as frequências das colisões moleculares e da

oscilação. Alguns resultados são comparados com dados experimentais encontrados na literatura

e também com soluções analı́ticas obtidas em alguns regimes de rarefação do gás e frequência de

oscilação do sistema em estudo.

Palavras-chave:propagação de ondas, gases rarefeitos, sistemas oscilatórios.
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ABSTRACT

Nowadays, the study and numerical simulation of non-stationary processes in rarefied gases

is very important for the development and improvement of newtechnologies such as the revolu-

tionary MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems) with movable parts which can oscillate and

disturb the equilibrium state of the gas in its surroundings. In this kind of system, depending on

the gas rarefaction and oscillation frequency, the continuum assumption is not valid and, conse-

quently, the gas flow must be described by using a microscopicapproach rather than the equations

of continuum mechanics. The methods of Rarefied Gas Dynamicsare efficient in describing the

gas flow at arbitrary conditions of gas rarefaction and oscillation frequency since they are based on

concepts of kinetic theory of gases and the Boltzmann equation. The aim of the present doctoral

thesis work is to investigate some non-stationary problemsof current interest consisting on gas

flow caused by the influence of oscillatory surfaces. It is assumed a fully established oscillation

so that the temporal dependence is harmonic. Furthermore, it is assumed that the amplitude of

the oscillation speed is very small in comparison with the most probable molecular velocity so

that the problem can be linearized near the equilibrium state. Since the solution of the Boltzmann

equation is still a very difficult task, the proposed problems are solved via kinetic models to the

non-stationary Boltzmann equation. Two different numerical methods are employed: discrete ve-

locity method and integral moment method. The influence of the gas-surface interaction law on

the solution of the problems is analized by using the Cercignani-Lampis scaterring kernel on the

boundary conditions. The macrocharacteristics of the gas flow such as bulk velocity, temperature

and density deviations, etc, are determined in a wide range of gas rarefaction (characterized by the

Knudsen number) and ratio of intermolecular collision frequency to oscillation frequency. Some

results are compared with experimental data obtained from the literature and also with analytical

solutions obtained in some gas flow regimes.

Keywords: wave propagation, rarefied gases, oscillatory systems.
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Caṕıtulo 1

Introduç ão

A Dinâmica de Gases Rarefeitos, abreviada no presente trabalho por DGR, tem por obje-

tivo o estudo de fenômenos relacionados ao escoamento de gases em sistemas com comprimento

caracterı́stico da mesma ordem de grandeza do livre caminhomédio das moléculas de gás, e.g. es-

coamento ao redor de aeronaves em grande altitude e veı́culos espaciais na reentrada atmosférica,

microsistemas eletrônicos e mecânicos (do inglês MEMS -Micro-Electro-Mechanical Systems),

equipamentos de vácuo, etc. Em tais sistemas a natureza molecular do gás não pode ser des-

prezada e, consequentemente, uma abordagem a nı́vel microscópico é necessária para descrever

corretamente os fenômenos que ocorrem nesses sistemas. A DGR começou a ser desenvolvida no

século XIX mas sua importância foi reconhecida somente emmeados de 1957, com o inı́cio da

exploração espacial. A base da DGR é a teoria cinética dos gases [1–7] que tem por objetivo des-

crever as propriedades macroscópicas de um gás através de grandezas microscópicas utilizando a

equação proposta por Ludwig Boltzmann [8], a qual descreve a evolução da função de distribuição

das velocidades moleculares. Conhecendo a função de distribuição das velocidades moleculares,

qualquer grandeza macroscópica do gás (velocidade, temperatura, pressão, etc) é determinada uti-

lizando conceitos estatı́sticos.

Ao longo de todos esses anos grandes avanços foram realizados na área de DGR e atualmente

se nota um crescente interesse pela mesma devido ao fato de que muitas inovações tecnológicas,

tais como os revolucionários microsistemas eletrônicose mecânicos [9,10], exigem a compreensão

de fenômenos fı́sicos que não podem ser descritos com o usodas equações clássicas da Mecânica

dos Meios Contı́nuos. Os microsistemas eletrônicos e mecˆanicos possuem dimensões da mesma

ordem de grandeza do livre caminho médio molecular, e.g. acelerômetros utilizados em air bags de

automóveis [11], e devido a isso a hipótese de meio contı́nuo perde sua validade e uma abordagem

a nı́vel microscópico é necessária para descrever corretamente todos os fenômenos que ocorrem

nesses sistemas de escala micrométrica. Atualmente microsistemas estão sendo muito utilizados

e o processo de fabricação dos mesmos teve um grande avanço nas últimas décadas. Porém, para

melhorar a performance desses microsistemas eletrônicose mecânicos é fundamental compreender

o que ocorre fisicamente nos mesmos já que, em algumas situac¸ões, eles se comportam de forma

tão diferente de rotineiros sistemas macroscópicos. A DGR é capaz de descrever corretamente os

1



fenômenos fı́sicos que ocorrem em microsistemas gasosos pois, como mencionado anteriormente

e ao contrário da Mecânica dos Meios Contı́nuos, leva em consideração a natureza molecular do

gás.

Existem muitos outros exemplos atuais de aplicabilidade e importância da DGR tais como

indústria de vácuo [12], simulação de aerosóis em pesquisa relacionada ao meio ambiente, ex-

perimentos de ciência pura como, por exemplo, determinação da massa dos neutrinos no projeto

KATRIN (KArlsruhe TRItium Neutrino experiment) que está sendo realizado na Alemanha desde

2003 e no qual os métodos de DGR têm sido amplamente utilizados para simular e prever os

fenômenos que ocorrem nos gases utilizados no experimento[13,14], etc.

O principal parâmetro utilizado em DGR é o número de Knudsen, denotado porKn, o qual

caracteriza a rarefação do gás e é definido como a razão entre o livre caminho médio molecular

e um comprimento caracterı́stico do sistema em estudo. Com base nesse parâmetro o regime de

escoamento do gás é classificado em três tipos:

(i) Regime de moléculas livres (Kn → ∞), no qual o livre caminho médio molecular é muito

maior que o comprimento caracterı́stico do sistema de modo que o movimento das moléculas de

gás pode ser considerado como independente;

(ii) Regime hidrodinâmico (Kn → 0), no qual o livre caminho médio molecular é muito

menor que o comprimento caracterı́stico do sistema tal que omeio gasoso pode ser considerado

como um meio contı́nuo;

(iii) Regime de transição, no qual o livre caminho médio molecular e o comprimento carac-

terı́stico do sistema possuem a mesma ordem de grandeza.

Para processos não-estacionários ou transientes, alémdo número de Knudsen é necessário

introduzir um outro parâmetro, denotado porθ e denominado parâmetro de oscilação, definido

como a razão entre a frequência das colisões molecularese a frequência de oscilação caracterı́stica

do sistema em estudo. Com base nesse parâmetro os seguintesregimes são definidos:

(i) Regime de oscilação lenta (θ → ∞), no qual a frequência de oscilação caracterı́stica

do sistema é muito menor que a frequência das colisões moleculares, ou seja, muitas colisões

intermoleculares ocorrem durante um ciclo da oscilação;

(ii) Regime de oscilação rápida (θ → 0), no qual a frequência de oscilação caracterı́stica

do sistema é muito maior que a frequência das colisões moleculares, ou seja, durante um ciclo da

oscilação o número de colisões intermoleculares é muito pequeno;

(iii) Regime de transição em relação à oscilação do sistema, no qual a frequência de oscilação

caracterı́stica do sistema possui a mesma ordem de grandezaque a frequência das colisões mole-

culares.

A DGR é válida em todo o intervalo de número de KnudsenKn e parâmetro de oscilação

θ. Por outro lado, as equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos são válidas somente no regime

hidrodinâmico e, no caso de sistemas não-estacionários, a condição adicional de que a frequência

das colisões moleculares deve ser muito maior que a frequência de oscilação caracterı́stica do

sistema deve ser satisfeita. Portanto, com o objetivo de descrever o escoamento de gases para

número de Knudsen e parâmetro de oscilação arbitrários, os métodos de DGR devem ser utilizados
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já que estes abrangem todo o intervalo de rarefação do gás e oscilação do sistema.

Os métodos de DGR se baseiam na solução da equação de Boltzmann [1,4] ou no método de

simulação direta de Monte Carlo [15]. Apesar da grande infra-estrutura computacional disponı́vel

nos dias atuais, resolver a equação de Boltzmann na forma exata ainda é um grande desafio. Con-

sequentemente, os modelos cinéticos, desenvolvidos com ointuito de simplificar a equação de

Boltzmann mantendo as suas propriedades fundamentais (conservação de massa, momento e ener-

gia, teorema H de Boltzmann), ainda são muito utilizados. Oprimeiro modelo cinético foi de-

senvolvido em 1954 por Bhatnagar, Gross e Krook [16], o qual ´e comumente referenciado como

modelo BGK e ainda hoje é muito utilizado para descrever o comportamento de um gás único em

processos isotérmicos. O modelo proposto por Shakhov [17]também é muito utilizado e pode

ser considerado como uma versão melhorada do modelo BGK pois pode descrever corretamente o

comportamento do gás em processos não-isotérmicos. Para misturas de gases o modelo proposto

por McCormack [18] é considerado a melhor opção. Detalhes sobre esses modelos são apresenta-

dos posteriormetne.

O método de simulação direta de Monte Carlo [15] é um método estatı́stico aplicado em

escoamentos com número de Mach grande, como por exemplo, escoamento supersônico ao redor

de uma esfera [19], escoamentos relacionados à aerotermodinâmica de satélites [20, 21], escoa-

mento de gás através de um orifı́cio [22, 23], etc. Devido ao fato de ser um método estatı́stico, o

método de Monte Carlo não pode ser utilizado para número de Mach pequeno já que nesse caso

as flutuações estatı́sticas são grandes. Apesar de ser ummétodo muito conhecido e utilizado nos

campos de engenharia, é um método que requer um esforço computacional muito grande de modo

que em muitos casos seu uso é inviável do ponto de vista computacional.

A presente tese de doutorado tem por objetivo o estudo e modelagem numérica de alguns

problemas envolvendo propagação de ondas em gases rarefeitos com base na solução de modelos

cinéticos para a equação de Boltzmann. O estudo e simulac¸ão da propagação de ondas em gases

rarefeitos, e processos não-estacionários em geral, é de fundamental importância mas na literatura

o que se observa é que o número de artigos referentes ao assunto em questão é muito pequeno em

comparação com o número de artigos que se referem a processos estacionários. Portanto, frente à

infinidade de problemas envolvendo processos não-estacionários que são encontrados em situações

práticas e que exigem uma maior compreensão, o assunto proposto para tese de doutorado é bem

justificado e contribui para um maior avanço na área de DGR.Na presente tese de doutorado quatro

problemas não-estacionários envolvendo propagação de ondas em gases rarefeitos são abordados

e foram escolhidos porque atualmente possuem grande importância prática e ainda não foram

solucionados de forma a descrever corretamente o comportamento do gás em todos os regimes de

escoamento citados anteriormente. Os problemas abordadossão os seguintes:

(i) Problema de Stokes, que consiste no estudo do escoamentode um gás no espaço semi-

infinito limitado por uma placa plana e infinita que oscila numa direção longitudinal ao seu próprio

plano. Este problema foi primeiramente investigado por Stokes e, de acordo com [24], naquela

época o interesse em tal problema estava relacionado com a tentativa de explicar como os efeitos

de viscosidade afetavam o movimento de fluidos em contato comsuperfı́cies vibratórias.́E um
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problema clássico e pode ser encontrado na maioria dos livros de Dinâmica de Fluidos, e.g. [25].

Porém, usualmente o problema é resolvido com base nas equações de Navier-Stokes que são

válidas somente quando a frequência de oscilação da superfı́cie é muito pequena comparada com a

frequência das colisões moleculares no gás. Portanto, afim de considerar frequência de oscilação

arbitrária é necessário recorrer à equação de Boltzmann e aos métodos de DGR;

(ii) Fluxo de Couette oscilatório, no qual a região de escoamento do gás é limitada por duas

placas planas, paralelas e infinitas com uma das placas oscilando na direção longitudinal ao seu

próprio plano. Apesar deste problema consistir em uma pequena modificação do problema de

Stokes, a presença da placa estacionária afeta significativamente as caracterı́sticas macroscópicas

do gás. Novamente, a solução com base nas equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos possui

limitações e para resolver o problema de forma geral, ou seja, considerando rarefação do gás e

frequência de oscilação arbitrários, é necessário utilizar os métodos de DGR;

(iii) Propagação do som, que também é um problema clássico e há muito tempo vem sendo

investigado com base nas equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos e teoria clássica de propagação

do som em gases, e.g. [26]. O problema é tratado considerando uma placa plana e infinita oscilando

na direção normal ao seu próprio plano como sendo a fonte de ondas sonoras. Nesse problema o

uso das equações de Navier-Stokes também é limitado àssituações em que a frequência do som é

muito menor que a frequência das colisões moleculares no gás em contato com a superfı́cie osci-

latória. Além disso, a hipótese da teoria clássica de propagação do som em gases [26] de que todas

as caracterı́sticas macroscópicas do gás sofrem desviosproporcionais à solução de onda harmônica

no espaço também é válida somente quando a frequência do som é muito menor que a frequência

das colisões moleculares e distante da superfı́cie oscil´atoria. Nas proximidades da fonte sonora a

solução não é harmônica no espaço mesmo em condições de baixas frequências do som. Portanto,

visando descrever a propagação do som de forma mais geral uma abordagem com base na equação

de Boltzmann é necessária juntamente com o abandono da hipótese de onda harmônica no espaço;

(iv) Gás confinado entre fonte e receptor sonoros, problemacujo objetivo é verificar a in-

fluência do receptor de ondas sonoras na propagação do som. Para isso, considera-se um gás con-

finado entre duas placas planas, paralelas e infinitas sendo que uma das placas oscila na direção

normal ao seu próprio plano e a outra placa permanece estacionária. A placa oscilatória é a fonte

de ondas sonoras enquanto que a placa estacionária atua como receptor das ondas. Dependendo

da pressão do gás confinado entre as placas e da frequênciade oscilação da placa, o problema não

pode ser resolvido via equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos tal que, novamente, os métodos

de DGR são fundamentais para descrever corretamente o comportamento do gás confinado entre

as placas.

Atualmente os problemas de Stokes e fluxo de Couette oscilat´orio possuem grande interesse

pois existem microsistemas, e.g. microacelerômetros e sensores de gás, formados por pequenas

placas separadas por uma distância de aproximadamente 1µm que oscilam lateralmente e um gás,

geralmente ar, está confinado entre as placas. Nessa situac¸ão, dependendo da pressão do gás entre

as placas e da frequência de oscilação da placa oscilatória, as equações da Mecânica dos Meios

Contı́nuos não podem ser utilizadas para descrever o comportamento do gás. Consequentemente,
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para tratar o problema de forma geral é necessário utilizar os métodos de DGR para resolver

a equação de Boltzmann e assim descrever corretamente o comportamento do gás e prever os

possı́veis efeitos que tendem a afetar a performance do dispositivo. Nesse tipo de sistema, uma

melhor performance é alcançada quando os efeitos da viscosidade do gás confinado entre as placas

é pequeno e isso ocorre em condições de baixa pressão, ouseja, em regimes de gás rarefeito. De

forma similar, o problema de propagação do som também é de interesse na área de microsistemas

pois em alguns tipos de dispositivos existem microestruturas que oscilam na direção normal ao

próprio plano de tal forma que os efeitos simultâneos de compressão e expansão no gás causados

pelo movimento de oscilação da superfı́cie geram uma ondade pressão, ou onda de som, que se

propaga no gás e afeta as propriedades de equilı́brio do mesmo. Portanto, todos os problemas

propostos para tese de doutorado possuem não somente importância a nı́vel teórico mas também a

nı́vel prático.

Esses quatro problemas são resolvidos para gases monoatômicos e o problema de Stokes

também é resolvido para o caso de uma mistura binária de gases monoatômicos. Os problemas

são resolvidos numericamente com base em modelos cinéticos para a equação de Boltzmann. Nos

limites de rarefação e frequência de oscilação nos quais existe solução analı́tica uma comparação

entre resultados numéricos e analı́ticos é realizada como objetivo de averiguar o intervalo de

validade das soluções analı́ticas. A princı́pio, devidoà escassez de resultados na literatura, a

confiabilidade dos resultados obtidos no presente trabalhode tese de doutorado é verificada através

da utilização de dois métodos numéricos diferentes: m´etodo de velocidades discretas [27] e método

dos momentos integrais [28]. Toda a metodologia utilizada para resolver os problemas propostos

juntamente com os resultados e respectiva discussão são apresentados nos capı́tulos posteriores, os

quais estão estruturados da seguinte forma:

Capı́tulo 2: os conceitos básicos necessários ao entendimento do presente trabalho são apre-

sentados de forma resumida com a respectiva indicação de referências bibliográficas relevantes

para um maior detalhamento de cada tópico apresentado;

Capı́tulo 3: uma revisão dos trabalhos encontrados na literatura sobre o assunto tratado na

presente tese de doutorado é apresentada com o objetivo de mostrar ao leitor o que já foi feito a

respeito do assunto com os respectivos resultados e relevância dos mesmos e também ressaltar a

importância do estudo proposto para a tese de doutorado.

Capı́tulo 4: a metodologia utilizada para resolver o problema de Stokes é apresentada junta-

mente com os resultados obtidos e a respectiva discussão dos mesmos.

Capı́tulo 5: uma extensão do problema de Stokes tratado no Capı́tulo 4 é apresentada para o

caso de misturas binárias de gases monoatômicos e os resultados para uma mistura de gases Hélio

e Argônio são apresentados;

Capı́tulos 6, 7 e 8: apresentam, respectivamente, a metodologia, os resultados e respectiva

discussão dos mesmos para os problemas de fluxo de Couette oscilatório, propagação do som e

gás confinado entre fonte e receptor.

Capı́tulo 9: apresenta uma conclusão do presente trabalhode tese de doutorado e perspectivas

de trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 2

Conceitos b́asicos

Este capı́tulo tem por objetivo apresentar de forma resumida alguns conceitos fundamentais

utilizados no presente trabalho e que são importantes parao entendimento dos próximos capı́tulos.

Maiores detalhes sobre Teoria Cinética de Gases e Dinâmica de Gases Rarefeitos podem ser en-

contrados nas Refs. [3–7,28,29]. Detalhes sobre Mecânicados Meios Contı́nuos e propagação do

som em gases podem ser encontrados nas Refs. [24–26].

2.1 Regimes de escoamento do gás

Em DGR definir o regime de escoamento do gás é extremamente importante pois a escolha

do método mais apropriado para a resolução dos problemasassociados ao escoamento depende do

tipo de escoamento, o qual é caracterizado pelo grau de rarefação do gás.

O número de Knudsen,Kn, é o principal parâmetro utilizado em DGR e caracteriza o grau

de rarefação do gás.́E definido como a razão entre o livre caminho médio molecular, ℓ0, e um

comprimento caracterı́stico do sistema gasoso,L′, ou seja,

Kn =
ℓ0
L′ . (2.1)

O livre caminho médio molecular depende do potencial de interação intermolecular e, devido a

isso, é mais conveniente utilizar uma quantidadeℓ equivalente ao livre caminho médio molecular

e definida da seguinte forma:

ℓ =
µvm

P
, vm =

(

2kBT

m

)1/2

, (2.2)

ondeP e µ são, respectivamente, a pressão e a viscosidade do gás.vm é a velocidade molecu-

lar mais provável comT denotando a temperatura do gás,kB a constante de Boltzmann em a

massa molecular. No presente trabalho a quantidade dada em (2.2) é denominada de livre caminho

equivalente.

O número de Knudsen está relacionado aos números de Reynolds, denotado porRe e definido

como a razão entre forças inerciais e viscosas, e Mach, denotado porMa e definido como a razão
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entre a velocidade caracterı́stica do escoamento e a velocidade do som no meio em estudo, pela

seguinte expressão:

Kn =

√

γ
π

2

Ma

Re
, (2.3)

ondeγ = cP/cv denota a razão entre os calores especı́ficos à pressão e volume constantes e

Re =
̺UL′

µ
, Ma =

U

c
, c =

√

γ
kBT

m
, (2.4)

com ̺ e U denotando, respectivamente, a densidade de massa e o módulo da velocidade hidro-

dinâmica do gás.

Costuma-se utilizar com maior frequência o chamado parâmetro de rarefação do gás,δ, que

é inversamente proporcional ao número de Knudsen e é dadopela seguinte expressão:

δ =
L′

ℓ
=
PL′

µvm
∼ 1

Kn
. (2.5)

A expressão (2.5) também é válida para misturas gasosasjá que a pressãoP e viscosidadeµ

da mistura são quantidades mensuráveis e a massam pode ser assumida como a massa média da

mistura, ou seja,

m =
N

∑

α=1

nα

n
mα, (2.6)

ondeN denota o número de constituintes na mistura,nα emα denotam, respectivamente, a densi-

dade de número de partı́culas e a massa atômica ou molecular da espécieα que constitui a mistura.

De acordo com o valor que o parâmetro de rarefaçãoδ (ou o número de Knudsen) assume, o

regime de escoamento do gás é classificado em três tipos:

(i) Regime de moléculas livres (δ → 0 ou Kn → ∞): nesse regime o livre caminho médio

molecular é muito maior que o comprimento caracterı́sticodo escoamento e, portanto, as co-

lisões moleculares ocorrem com muito menos frequência que as colisões das moléculas com

a superfı́cie sólida que delimita o fluxo gasoso. Assim, os efeitos da interação intermolecular

podem ser desprezados, ou seja, assume-se que as moléculasse movimentam independente-

mente entre si. Nesse regime de escoamento o meio não é contı́nuo e, portanto, as equações

da Mecânica dos Meios Contı́nuos não são válidas. Porém, como o termo associado às

interações intermoleculares que aparece na equação integro-diferencial de Boltzmann pode

ser desprezado, os problemas associados ao escoamento de gases nesse regime são resolvidos

com base numa equação diferencial.

(ii) Regime hidrodinâmico (δ → ∞ ouKn → 0): nesse regime o livre caminho médio molecular

é muito menor que o comprimento caracterı́stico do sistemae, consequentemente, o meio

gasoso pode ser considerado como um meio contı́nuo no qual todas as equações da Mecânica

dos Meios Contı́nuos são válidas.
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(iii) Regime de transição: quando o comprimento caracterı́stico do escoamento é da mesma or-

dem de grandeza do livre caminho médio molecular, o regime ´e chamado de regime de

transição. Nesse regime a interação intermolecular n˜ao pode ser desprezada como no re-

gime de moléculas livres. Além disso, o meio não pode ser considerado contı́nuo como no

regime hidrodinâmico e, consequentemente, as equaçõesda Mecânica dos Meios Contı́nuos

não são válidas nesse regime de escoamento. Os métodos de Dinâmica de Gases Rarefeitos,

que são baseados na solução da equação de Boltzmann ou no método de Monte Carlo, são

ferramentas essenciais para a correta descrição de todosos fenômenos de tranporte que ocor-

rem nesse tipo de escoamento. Porém, devido à grande dificuldade em resolver a equação de

Boltzmann na forma exata, esse é o regime que apresenta maior dificuldade no tratamento

dos problemas associados ao escoamento de gás.

Muitos autores, como por exemplo Bird [15], definem um outro regime de escoamento in-

termediário aos regimes hidrodinâmico e de transição:o regime de deslizamento, no qual0.01 ≤
Kn ≤ 0.1. Esse regime é uma extensão do regime hidrodinâmico ondeas equações de Navier-

Stokes ainda são válidas desde que as condições de contorno de deslizamento e salto de tempera-

tura do gás na interface gás-sólido [28, 30] sejam utilizadas. Maiores detalhes sobre deslizamento

do gás e salto de temperatura na interface são apresentados na Seção 2.2.́E importante ressaltar

que a classificação de um regime intermediário aos regimes hidrodinâmico e de transição é feito

somente com o intuito de estender o intervalo de validade dasequações de Navier-Stokes e evitar

o uso da equação de Boltzmann.É claro que resolver as equações de Navier-Stokes nem sempre é

uma tarefa fácil mas, do ponto de vista computacional, é mais viável do que resolver a equação de

Boltzmann.

A Figura 2.1 mostra o intervalo de número de Knudsen abrangido em cada um dos regimes

de escoamento citados anteriormente. O intervalo de número de Knudsen mostrado nessa figura

para cada regime de escoamento é aproximado já que o mesmo depende da precisão desejada nos

resultados. Ao contrário das equações de Euler (usadas para fluidos incompressı́veis nos quais

os efeitos de viscosidade são desprezı́veis) e Navier-Stokes, a equação de Boltzmann pode ser

utilizada em todos os regimes de escoamento do gás. Porém,para baixos valores de número de

Knudsen há situações nas quais é muito mais viável resolver as equações da Mecânica dos Meios

Contı́nuos do que a equação de Boltzmann.

2.1.1 Sistemas ñao-estaciońarios

Para sistemas não-estacionários ou transientes, i.e. sistemas com dependência temporal,

além do parâmetro de rarefação (ou do número de Knudsen), um outro parâmetro deve ser intro-

duzido para caracterizar o regime de escoamento do gás. Esse novo parâmetro, que no presente

trabalho é denotado porθ e chamado de parâmetro de oscilação, é definido da seguinte forma:

θ =
ν

ω
, (2.7)
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Regime de transiç̃ao Moléculas

livres

Figura 2.1: Intervalo de número de Knudsen correspondendoa cada regime de escoamento do gás

ondeν é uma quantidade da mesma ordem de grandeza da frequência das colisões moleculares e

ω é a frequência da oscilação. De acordo com a teoria cinética de gases, a frequência das colisões

moleculares possui a mesma ordem de grandeza da razãoP/µ, ondeP eµ são, respectivamente,

a pressão e viscosidade do gás. Portanto, o parâmetro de oscilaçãoθ, definido em (2.7), pode ser

reescrito em termos dessas duas grandezas mensuráveis, ouseja,

θ =
P

µω.
(2.8)

A definição (2.8) também é válida para misturas gasosascomP eµ denotando a pressão e a

viscosidade da mistura.

Com base no parâmetro de oscilaçãoθ os seguintes regimes de escoamento podem ser defi-

nidos:

(i) Regime de oscilação rápida (θ → 0), no qual a frequência de oscilação é muito maior que

a frequência das colisões moleculares. Nessa situaçãohá poucas colisões moleculares ocor-

rendo durante um ciclo da oscilação. Nesse regime, as colisões intermoleculares podem ser

desprezadas sob condições de alta rarefação, ou seja,δ → 0, e nessa situação o regime pode

ser chamado de regime de moléculas livres.

(ii) Regime de oscilação lenta (θ → ∞), no qual a frequência de oscilação é muito menor que

a frequência das colisões moleculares. Essa situação ´e oposta à anterior, ou seja, há muitas

colisões moleculares ocorrendo durante um ciclo da oscilação.

(iii) Regime de transição, no qual as frequências de oscilação e colisões moleculares têm a mesma

ordem de grandeza.

Em processos não-estacionários as equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos são válidas

sob duas condições: (i) o livre caminho médio molecular deve ser muito menor que o comprimento
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caracterı́stico do sistema, ou seja, o gás deve estar no regime hidrodinâmico no qualδ → ∞ e (ii)

a frequência das colisões moleculares deve ser muito maior que a frequência da oscilação, ou seja,

muitas colisões moleculares ocorrem durante um ciclo da oscilação tal queθ → ∞. A hipótese de

meio contı́nuo, sob a qual está fundamentada a Mecânica dos Meios Contı́nuos, é válida somente

quando essas duas condições são satisfeitas.

Os parâmetros de rarefaçãoδ e oscilaçãoθ são independentes já que o primeiro não contém

nenhuma informação a respeito da frequência de oscilação do sistema e o segundo não contém

informação sobre o comprimento caracterı́stico do domı́nio gasoso.

Na literatura o termo número de Reynolds acústico,Reac, é comumente encontrado em tra-

balhos referentes à propagação do som em gases e é definido da seguinte forma:

Reac =
̺

µ
λ0c0, (2.9)

one̺ eµ são a densidade e a viscosidade do gás,λ0 é o comprimento da onda ec0 é a velocidade

adiabática do som. O número de Reynolds acústico está relacionado ao parâmetro de oscilaçãoθ

utilizado no presente trabalho pela seguinte expressão:

Reac = 2π
cP

cv
θ, (2.10)

ondecP e cv são, respectivamente, os calores especı́ficos à pressãoe volume constantes.

O número de Stokes, denotado porβ e usualmente chamado de parâmetro inercial, também

é frequentemente utilizado. Esse número pode ser interpretado como o balanço entre os efeitos

transientes e de viscosidade e é definido como a razão entreo tempo de relaxação das partı́culas

gasosas e um tempo caracterı́stico do sistema oscilatórioem estudo. De acordo com [11], o número

de Stokes pode ser escrito da seguinte forma:

β =

√

ω̺L′2

µ
, (2.11)

ondeω é a frequência da oscilação,L′ é um comprimento caracterı́stico do domı́nio gasoso em es-

tudo e as quantidades̺ eµ são, respectivamente, a densidade e a viscosidade do gás.Quandoβ≪
1 o sistema pode ser considerado como estacionário ou quase-estacionário já que nessa situação o

tempo de relaxação das partı́culas gasosas é muito pequeno comparado ao perı́odo da oscilação de

modo que, durante um ciclo da oscilação, as partı́culas gasosas têm tempo suficiente para voltarem

aos seus estados de equilı́brio. Caso contrário, i.e.β ≫ 1, o tempo de relaxação das partı́culas

gasosas é tão grande comparado ao perı́odo da oscilaçãotal que, durante um ciclo da oscilação,

as partı́culas não possuem tempo suficiente para voltarem aos seus estados de equilı́brio e, con-

sequentemente, um fluxo não-estacionário de gás tende a prevalecer. O número de Stokes está

relacionado aos parâmetros de rarefaçãoδ e oscilaçãoθ do seguinte modo:

β =

√

2

θ
δ. (2.12)
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2.2 Equaç̃oes de Navier-Stokes

A equação de movimento de Navier-Stokes juntamente com asequações de continuidade e

energia, as quais representam os princı́pios fı́sicos básicos de conservação de massa, momento e

energia, são a base da Mecânica dos Meios Contı́nuos [25] emodelam o escoamento de fluidos em

geral. O conjunto dessas três equações geralmente é referenciado na literatura como equações de

Navier-Stokes embora, estritamente falando, somente a equação de balanço de momento se deva

aos trabalhos de Navier e Stokes. Essas equações são válidas quando o meio gasoso pode ser

considerado como um contı́nuo de massa no qual as propriedades macroscópicas de um elemento

de volume do fluido não são influenciadas pelas propriedades de moléculas individuais. Desse

modo, as grandezas macroscópicas tais como velocidade, densidade, etc, referem-se a um elemento

de fluido como um todo e representam médias sobre todas as moléculas que o compõem. Na

ausência de forças externas, as equações de Navier-Stokes podem ser escritas da seguinte forma:

(i) Equação da continuidade:

∂̺

∂t′
+ ∇ · (̺U) = 0, (2.13)

onde̺ eU denotam, respectivamente, a densidade de massa e a velocidade do gás.

(ii) Equação de balanço de momento de Navier-Stokes:

̺
DU

Dt′
= −∇P + µ∇2U +

(

ζ +
µ

3

)

∇(∇ · U), (2.14)

ondeP denota a pressão do gás,µ é o coeficiente de viscosidade cisalhante do gás (fricção

interna devida às tensões de cisalhamento) eζ é chamado de segundo coeficiente de viscosi-

dade do gás ou coeficiente de viscosidade volumétrica (fricção interna devida à variações de

volume) e, para gases monoatômicos,ζ = 0. Note que a equação (2.14) é válida para fluı́dos

Newtonianos, ou seja, fluı́dos nos quais as tensões viscosas são linearmente proporcionais à

taxa de deformação no volume de fluı́do.

A variação temporal representada pela notaçãoD/Dt é conceitual e geralmente é chamada

de derivada material ou substancial.É dada por

D

Dt′
=

∂

∂t′
+ (U · ∇) (2.15)

e representa a variação temporal de uma propriedade macroscópica do gás levando em conta

que essa propriedade pode ser diferente em cada ponto do escoamento.

(iii) Equação de balanço de energia:

̺
Dǫ

Dt′
= ̺

∂Q

∂t′
−∇ ·Q − P (∇ · U) + Φ, (2.16)

ondeǫ é a energia interna especı́fica do gás. A quantidadeΦ, chamada de função de dissipação,

é dada por

Φ = σ′
ij

∂Ui

∂x′j
, (2.17)
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onde

σ′
ij = µ

(

∂Ui

∂xj
+
∂Uj

∂xi
− 2

3
δij
∂Uk

∂xk

)

, (2.18)

e representa a taxa de dissipação de energia mecânica devido à ação das tensões viscosas.σ′
ij

é o tensor das tensões viscosas eδij representa o sı́mbolo de Kronecker.

O vetorQ é o vetor fluxo de calor, o qual é dado pela lei de condução de Fourier

Q = −κ∇T, (2.19)

ondeκ é o coeficiente de condutividade térmica do gás.

A quantidadeQ denota o calor produzido no elemento de volume do gás sendo que o primeiro

e segundo termos do lado direito da equação (2.16) representam, respectivamente,

(i) a taxa de calor por unidade de massa produzido por agentesexternos, como absorção de

radiação pelo gás, ou internos, como reações quı́micas;

(ii) a transferência de calor por condução através das paredes do elemento de volume do gás,

devido à presença de gradientes de temperatura.

As equações de balanço de massa (2.13), momento (2.14) e energia (2.16) representam cinco

equações escalares para seis incógnitas:ǫ, Ux, Uy, Uz, P e̺. Portanto, o sistema de equações não

está fechado já que existem mais incógnitas que equações. O sistema é fechado com o uso da

equação de estado para gases ideais

P =
kB

m
̺T, (2.20)

e da equação para a energia interna especı́fica do gás que,para o caso de gases monoatômicos, é

dada por:

ǫ = cvT, cv =
3

2

kB

m
, (2.21)

ondecv denota o calor especı́fico a volume constante. Assim, a pressão P é determinada via

densidade̺ e temperaturaT via equação de estado, sendo que a temperaturaT está relacionada

à energia internaǫ via equação de energia (2.21). Desse modo, as equações (2.13), (2.14), (2.16)

juntamente com (2.20) e (2.21) formam um sistema de sete equações escalares para as funções:̺,

T , P , ǫ e componentes da velocidadeU. Os coeficientes de viscosidadeµ e condutividade térmica

κ que aparecem no sistema de equações são obtidos atravésde dados experimentais, e também via

teoria cinética de gases, e são tabelados para diversos valores de pressão e temperatura.

Devido à complexidade matemática das equações de Navier-Stokes, encontrar uma solução

analı́tica para um determinado problema de escoamento nem sempre é possı́vel. De acordo com

Fortuna [31], a dificuldade de se encontrar soluções anal´ıticas para as equações de Navier-Stokes

decorre do fato de que estas são equações diferenciais parciais não-lineares e a teoria matemática

dessa classe de equações ainda não está suficientementedesenvolvida para permitir a obtenção de
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soluções analı́ticas em regiões arbitrárias e com condições de contorno gerais, ou seja, as soluções

analı́ticas ainda são muito restritas. Consequentemente, recorre-se a métodos numéricos para re-

solvê-las.É importante salientar que, em muitas situações, resolver as equações de Navier-Stokes

numericamente é uma tarefa extremamente difı́cil mas, dependendo das propriedades do escoa-

mento e do fluido, simplificações podem ser feitas de modo que as dificuldades numéricas inerentes

à solução das equações de Navier-Stokes possam ser reduzidas.

De acordo com Fortuna [31], Prandtl foi o primeiro a mostrar que existe uma fina camada

adjacente à uma superfı́cie sólida em contato com um fluidona qual existe um gradiente normal

de velocidade, devido às tensões viscosas, cuja influência não pode ser desprezada. QuandoKn →
0, a espessura dessa camada é muito fina tal que os efeitos que ocorrem em tal camada, e.g.

deslizamento do gás na superfı́cie, podem ser desprezados. Devido à isso, geralmente a condição

de contorno de não-deslizamento do gás na superfı́cie é assumida para escoamentos no regime

hidrodinâmico. Entretanto, a espessura da camada limite aumenta à medida que a rarefação do

gás aumenta (aumento do número de Knudsen) e, consequentemente, os efeitos que ocorrem nessa

camada passam a ser predominantes em condições de alta rarefação e não podem ser desprezados.

O fenômeno de deslizamento do gás numa superfı́cie que delimita o domı́nio gasoso é bas-

tante conhecido e começou a ser analisado por Maxwell [32, 33] que mostrou que esse fenômeno

também ocorre quando existe um gradiente longitudinal de temperatura nas proximidades da su-

perfı́cie. Outro fenômeno tı́pico de gases rarefeitos é ofenômeno de salto de temperatura na

interface gás-sólido que ocorre quando existe um gradiente de temperatura normal à superfı́cie

sólida que delimita o gás de modo que a temperatura do gás na superfı́cie não é igual à temperatura

da superfı́cie mas sofre um salto em relação à temperatura da parede. Usualmente, as equações

de Navier-Stokes são resolvidas com condições de contorno que não levam em consideração esses

fenômenos, i.e. deslizamento do gás e salto de temperatura na interface. Entretanto, nas situações

em que0.01 ≤ Kn ≤ 0.1, condições de contorno apropriadas devem ser utilizadaspara resolver as

equações de Navier-Stokes pois nesse intervalo de número de Knudsen os efeitos da rarefação do

gás já não podem ser desprezados e os fenômenos de deslizamento do gás e salto de temperatura

são significativos.

A Figura 2.2 mostra o perfil da velocidade do gás na direçãoy, nas proximidades de uma

superfı́cie estacionária, causado por: (a) um gradiente de velocidade normal à parede (deslizamento

viscoso) e (b) um gradiente de temperatura longitudinal à parede (deslizamento térmico). Nos

perfis apresentados nessa figura, a linha sólida representaa solução numérica obtida via métodos

de Dinâmica de Gases Rarefeitos.

Como pode ser visto, nas proximidades da parede existe uma fina camada da ordem de

grandeza do livre caminho equivalenteℓ na qual o perfil da velocidadeUy(x) não é linear emx′ e

a velocidade do gás emx′ = 0 não é zero devido ao deslizamento do gás. Distante da superfı́cie

sólida, i.e. x′ ≥ ℓ, a velocidadeUy(x
′) é proporcional àσPℓ + x′ na situaçao (a) e igual a uma

constanteσT na situação (b). Os valores deσP e σT, chamados de coeficientes de deslizamento

viscoso e térmico, são calculados através da extrapolac¸ão (linha pontilhada) do perfil emx′ ≫ ℓ.

Na região0 ≤ x′ ≤ ℓ, o desvio entre o perfil real e o extrapolado é muito pequeno enão contribui
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deslizamento

ℓ

Uy(x
′)

x′

(a) deslizamento viscoso

deslizamento

ℓ

Uy(x
′)

x′

(b) deslizamento térmico

Figura 2.2: Deslizamento do gás na superfı́cie sólida

para uma correção de deslizamento de primeira ordem no número de Knudsen. Portanto, para uma

superfı́cie sólida localizada emx′ = 0, a condição de contorno de deslizamento do gás na interface

é escrita da seguinte forma:

u′t|x′

n=0 = uw + σPℓ
∂u′t
∂x′n

+ σTℓvm
∂ lnT

∂x′t
, (2.22)

ondeℓ e vm são, respectivamente, o livre caminho equivalente e a velocidade mais provável das

partı́culas de gás, cujas definições são dadas em (2.2).uw denota a velocidade da parede,u′t
denota a velocidade tangencial do gás,x′n ex′t são as coordenadas normal e tangencial à superfı́cie

sólida na direção parede→ gás,µ é a viscosidade do gás,P0, T0 e ̺0 são, respectivamente, a

pressão, temperatura e densidade de massa do gás no estadode equilı́brio. Os coeficientes de

deslizamento viscosoσP e térmicoσT dependem do potencial de interação intermolecular e, de

acordo com [12], os valores mais recomendados para essas quantidades no caso de espalhamento

difuso das partı́culas gasosas na superfı́cie sólida sãoσP = 1, 018 e σT = 1, 175. Detalhes sobre

o cálculo desses coeficientes podem ser encontrados nas Refs. [34–37]. Para o caso de misturas

de gases rarefeitos ainda existe uma contribuição do gradiente de concentração na condição de

contorno (2.22) e, neste caso, maiores detalhes podem ser encontrados nas Refs. [38–40].

O fenômeno de salto de temperatura ocorre quando existe um gradiente de temperatura nor-

mal à superfı́cie sólida e, nessa situação, a condição de contorno para a temperatura é escrita da

seguinte forma:

T |x′

n=0 = Tw + ζTℓ
∂T

∂x′n
, (2.23)

ondeTw denota a temperatura da parede eζT é o coeficiente de salto de temperatura do gás que,

similarmente aos coeficientes de deslizamento, também depende do potencial de interação inter-

molecular. De acordo com [12], o valor mais recomendado paraesse coeficiente no caso de espa-

lhamento difuso das partı́culas gasosas na superfı́cie sólida éζT = 1, 974. Detalhes sobre o cálculo

desse coeficiente pode ser encontrado nas Refs. [36,41].
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2.3 Teoria cĺassica de propagaç̃ao do som em gases

Ondas de som, ou ondas de pressão, são devidas aos efeitos de compressibilidade e expansão

num gás. Desse modo, qualquer corpo material imerso num gás pode produzir ondas sonoras

quando executa um movimento de oscilação já que o gás ao redor do corpo sofre simultâneos

efeitos de compressão e expansão que tendem a se propagar e, consequentemente, perturbar o

estado de equilı́brio do gás. A teoria clássica de propagação do som em gases [24–26,42] tem por

base a Mecânica dos Meios Contı́nuos, ou seja, todas as caracterı́sticas macroscópicas do gás tais

como densidade, temperatura, velocidade, etc, são obtidas via equações de Navier-Stokes. Além

disso, a teoria clássica assume que os desvios das macrocaracterı́sticas do gás dos seus respectivos

valores no estado de equilı́brio são funções harmônicas no espaço e no tempo. Desse modo, quando

uma onda de som se propaga num gás, a densidade̺, velocidade hidrodinâmicau e temperatura

T do gás são escritas da seguinte forma:






̺

u

T






=







̺0

0

T0






+ ℜ

















¯̺

ū

T̄






ei(k·r−ωt′)











, | ¯̺| ≪ ̺0, |T̄ | ≪ T0, |ū| ≪ 1, (2.24)

onde̺0 eT0 correspondem ao valores da densidade e temperatura do gás no estado de equilı́brio.

ℜ denota a parte real de uma quantidade complexa ei =
√
−1 é a unidade imaginária. As quan-

tidades¯̺ e T̄ são as amplitudes dos desvios de densidade e temperatura dogás e a quantidadēu é

a amplitude da velocidade do gás.k = kĵ é o vetor de onda, cuja direçãoĵ corresponde à direçao

de propagação da onda, o qual é uma quantidade complexa cujo módulo é dado por:

k =
ω

vph
+ iα, (2.25)

ondevph é a velocidade de fase do som no gás eα é o coeficiente de atenuacão do som no gás.

Portanto, para uma onda de som se propagando na direçãox′, as equacões de Navier-Stokes podem

ser linearizadas já que as amplitudes dos desvios são muito pequenas. Assim, ao considerarmos

a propagação do som num gás monoatômico, das equações(2.13)-(2.16) o seguinte conjunto de

equações, escrito na forma matricial, é obtido:










ω −̺0k 0

−kB

m
T0k ̺0ω − 4

3
iµk2 −kB

m
̺0k

0 −ikB
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̺0T0k
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i
kB

m
̺0ω +

4

15

kB

m
µk2

















¯̺

ū

T̄






=







0

0

0






. (2.26)

O sistema de equações (2.26) possui solução não trivial quando o determinante da matriz dos

coeficientes das amplitudes é nulo, i.e.
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ω −̺0k 0

−kB

m
T0k ̺0ω − 4

3
iµk2 −kB

m
̺0k

0 −ikB

m
̺0T0k

3

2
i
kB

m
̺ω +

4

15

kB

m
µk2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0. (2.27)
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Nas situações em que os efeitos de viscosidade e condutividade térmica podem ser desprezados, a

condição (2.27) é satisfeita quando

k =
ω

c0
, (2.28)

ou seja, o som se propaga no gás monoatômico com velocidadec0 correspondendo à velocidade

adiabática do som no gás e não há atenuação. Caso contrário, i.e. quando os efeitos de viscosidade

e condutividade térmica não podem ser desprezados, a condição (2.27) é satisfeita quando

k =
ω

c0

(

1 +
7

6
i
ωµ

̺0c
2
0

)

, (2.29)

que mostra que nessa situação a velocidade do som no gás monoatômico continua sendo igual ac0
mas há atenuação, ou seja, a amplitude da perturbação decai exponencialmente na distânciax com

e−αx, ondeα = 7ω2µ/(6̺0c
3
0) é o coeficiente de atenuação.

De acordo com os resultados previstos pela teoria clássicade propagação do som em gases,

quando uma placa infinita em contato com um gás monoatômicono espaço semi-infinitox′ > 0 os-

cila periodicamente na direçãox′, normal ao seu próprio plano, com velocidadeUw = Um cos(ωt′),

após o sistema atingir um estado totalmente desenvolvido,a densidade, velocidade e temperatura

do gás são dados pelas seguintes expressões:

̺(t′, x′) = ̺0

[

1 + ℜ
(

k

ω
Ume

i(kx′−ωt′)

)]

, (2.30)

u(t′, x′) = ℜ(Ume
i(kx′−ωt′)), (2.31)

T (t′, x′) = T0

{

1 + ℜ
[(

k

ω
+
ω̺0

kP0
− 4

3
i
kµ

P0

)

Ume
i(kx′−ωt′)

]}

, (2.32)

onde as amplitudes dos desvios de densidade e temperatura s˜ao obtidas via (2.26).

Porém, como será visto adiante, os resultados (2.30)-(2.32) são válidos somente distante da

fonte sonora, ou seja, distante da placa oscilatória. Nas proximidades da placa oscilatória os re-

sultados baseados na hipótese de onda harmônica no espaço não são válidos. Isso se deve ao fato

de que distante da fonte sonora existe invariância translacional, ou seja, o vetor de onda é inde-

pendente da posição espacial. Por outro lado, nas proximidades da fonte sonora essa invariância

translacional é quebrada de modo o vetor de onda depende da posição espacial e, portanto, a

solução de onda plana harmônica perde sua validade nessaregião.

2.4 Funç̃ao de distribuição das velocidades moleculares e equação

de Boltzmann

Na teoria cinética dos gases, um gás é descrito em termos de uma função de distribuição

f(t′, r′,v) que contém informação sobre a distribuição espacial ede velocidades das partı́culas
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gasosas num determinado instante de tempo. Essa função dedistribuição é definida de forma que

a quantidade

f(t′, r′,v)dr′dv

representa o número de partı́culas gasosas que num instante de tempot′ estão localizadas num

elemento de volume entrer′ e r′ + dr′ e cujas velocidades estão no intervalo entrev e v + dv.

Desse modo, utilizando conceitos estatı́sticos, as caracterı́sticas macroscópicas do gás (densidade,

velocidade, temperatura, etc) são determinadas via função de distribuição através das seguintes

expressões:

(i) Densidade numérica, i.e. número de partı́culas gasosas por unidade de volume que, num

instante de tempot′, estão localizadas emr′:

n(t′, r′) =

∫

f(t′, r′,v) dv; (2.33)

(ii) Velocidade hidrodinâmica

U(t′, r′) =
1

n

∫

vf(t′, r′,v) dv; (2.34)

(iii) Componentes do tensor pressão

Pij(t
′, r′) = m

∫

ViVjf(t′, r′,v) dv, (2.35)

onde

V = v − U,

é chamada de velocidade peculiar.

Fisicamente,Pij representa a força por unidade de área na direçãoi exercida numa superfı́cie

perpendicular à direçãoj. As componentes diagonais (i = j) do tensor pressão são pressões

normais enquanto que as componentes não-diagonais (i 6= j) são tensões de cisalhamento.

O deviante do tensor pressão, denotado porP<ij>, é definido como o tensor de traço nulo

dado por

P<ij> = Pij −
1

3
Prrδij, (2.36)

ondePrr é o traço do tensor pressão eδij é o sı́mbolo de Kronecker.

(iv) Pressão

P (t′, r′) =
m

3

∫

V 2f(t′, r′,v) dv. (2.37)

Note que a pressão do gás corresponde a1/3 do traço do tensor pressão, ou seja,

P (t′, r′) =
1

3
Prr.
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(v) Temperatura

T (t′, r′) =
m

3nkB

∫

V 2f(t′, r′,v) dv; (2.38)

(vi) Vetor fluxo de calor

Q(t′, r′) =
m

2

∫

V 2Vf(t′, r′,v) dv. (2.39)

As componentes do vetor fluxo de calor representam a taxa de fluxo de energia cinética

através de um elemento de área.

A função de distribuiçãof(t′, r′,v) satisfaz à equação de Boltzmann que, na ausência de

forças externas, pode ser escrita da seguinte forma:

∂f

∂t′
+ v · ∂f

∂r′
= Q(ff ∗), (2.40)

onde

Q(ff∗) =

∫

w(v,v∗;v
′,v′

∗)(f
′f ′

∗ − ff∗) dv′dv′
∗dv∗ (2.41)

é chamado de integral das colisões moleculares. Na presente notação(v′,v′
∗) denota velocidades

pré-colisionais e(v,v∗) as velocidades pós-colisionais de duas partı́culas gasosas. A quantidade

w(v,v∗;v
′,v′

∗) é a densidade de probabilidade de duas partı́culas com velocidades pré-colisionais

v′ e v′
∗ terem velocidades pós-colisionaisv e v∗ após um colisão binária. Essa densidade de

probabilidade depende do potencial de interação intermolecular e deve satisfazer duas condições:

(i) Condição de normalização
∫ ∫

w(v,v∗;v
′,v′

∗) dvdv∗ = 1; (2.42)

(ii) Condição de reversibilidade no processo de colisão

w(v,v∗;v
′,v′

∗) = w(−v′,−v′
∗;−v,−v∗). (2.43)

A integral de colisõesQ(ff ∗) dada em (2.41) pode ser representada da seguinte forma:

Q(ff ∗) = G − L, (2.44)

ondeL eG denotam termos de perda (Loss) e ganho (Gain) tal queLdr′dv representa o número de

partı́culas no elemento de volume entrer′ er′ + dr′ e com velocidades entrev ev + dv que, após

um intervalo de tempo∆t′, mudam seus intervalos de posição e velocidade devido as colisões com

outras partı́culas. Ao contrário,Gdr′dv representa o número de partı́culas que, devido à colisões

sofridas no intervalo de tempo∆t′, passam a ocupar o elemento de volume entrer′ er′ + dr′ e ter

velocidades no intervalo entrev e v + dv. Na ausência de colisões entre as partı́culas gasosas os
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termos de ganho e perda são nulos e, consequentemente, a equação de Boltzmann (2.40) se reduz

a seguinte equação diferencial:

∂f

∂t′
+ v · ∂f

∂r′
= 0. (2.45)

A integral das colisões moleculares (2.41) satisfaz as seguintes condições:

(i) Condição associada às leis de conservação de massa, momento e energia nas colisões inter-

moleculares
∫

ψ(v)Q(ff∗) dv = 0, (2.46)

ondeψ(v) é um invariante de colisão que pode assumir os valores

ψ = m, ψ = mv, ψ =
1

2
mv2.

(ii) Teorema H de Boltzmann
∫

Q(ff∗) ln f dv ≤ 0 (2.47)

que garante a validade da segunda lei da termodinâmica.

Como mencionado no Capı́tulo 1, resolver a equação de Boltzmann na forma exata ainda é

uma tarefa extremamente difı́cil devido à presença da integral de colisõesQ(ff∗). Muito esforço

tem sido feito ao longo dos anos na tentativa de encontrar umasolução analı́tica para a equação

de Boltzmann que seja válida para uma determinada classe deproblemas. Porém, essa ainda é

uma questão em aberto e, justamente por esse motivo, a equac¸ão de Boltzmann exerce um grande

fascı́nio em muitos matemáticos que tentam provar a existˆencia e unicidade de uma solução para

esta equação que seja válida para um determinado tipo de problema.

Os métodos de análise da equação de Boltzmann mais conhecidos e utilizados são os métodos

de Chapman-Enskog [7] e o método de Grad [43]. O método de Chapman-Enskog consiste em ex-

pandir a função de distribuição de velocidades numa séria perturbativa, ou seja,

f = f (0) + ǫf (1) + ǫ2f (2) + ..., (2.48)

ondeǫ é um parâmetro pequeno que, dependendo do problema, pode ser o número de Knudsen. O

primeiro termo da representação (2.48) corresponde à função Maxwelliana de equilı́brio local, i.e.

f (0) = fM
loc = n(t′, r)

[

m

2πkBT (t′, r′)

]3/2

exp

{

− m

2kBT (t′, r′)
[v − U(t′, r′)]2

}

, (2.49)

na qualn, T eU denotam os valores locais da densidade de número de partı́culas gasosas, tempera-

tura e velocidade hidrodinâmica do gás, e os termos de ordem superior são obtidos via substituição

da representação (2.48) na equação de Boltzmann. A aproximaçãof (1) fornece a lei de Newton
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para o movimento do fluido viscoso e a lei de Fourier para a condução de calor, as quais são

escritas, respectivamente, da seguinte forma:

Pij = Pδij − σ′
ij , (2.50)

Q = −κ∇T, (2.51)

ondeσ′
ij é o tensor das tensões de cisalhamento dado em (2.18).

O método dos momentos de Grad consiste em expandir a função de distribuição numa série

de polinômios de Hermite, i.e.

f = fM
loc

[

a(0)H(0) + a(1)H(1) + ... +
1

N !
a(N)H(N)

]

, (2.52)

onde os coeficientesa(N) são expressos em termos dosN momentos da função de distribuição e

H(N) denotam os polinômios ortogonais de Hermite. Numa teoria de 13 campos (densidade de

massa̺ , velocidade hidrodinâmicaU, tensor pressãoPij e vetor fluxo de calorQ), a função de

distribuição de Grad (2.52) é dada por:

f = fM

{

1 +
1

2̺

(

m

kBT

)2 [

P<ij>ViVj + 2QiVi

(

mV 2

5kBT
− 1

)]

}

, (2.53)

ondeP<ij> denota o deviante do tensor pressão, ou seja,

P<ij> = Pij −
1

3
Pδij. (2.54)

Apesar de serem muito utilizados, esses dois métodos fornecem resultados aproximados que

são válidos somente num determinado intervalo de númerode Knudsen correspondendo ao regime

hidrodinâmico e regimes muito próximos ao hidrodinâmico. De acordo com Sharipov [44], mesmo

no regime hidrodinâmico existem alguns fenômenos que não são descritos de forma correta através

do uso desses métodos.

Métodos numéricos para a equação de Boltzmann linearizada têm sido desenvolvidos por

muitos pesquisadores mas a maioria desses métodos utilizam algum tipo de aproximação, e.g. [45],

e se restringem à solução de problemas com geometria simples, como por exemplo fluxo de Poi-

seuille e Couette, e ao potencial de interação de esferas-rı́gidas. Em 1989 um grupo de pesqui-

sadores da Universidade de Kyoto, no Japão, desenvolveu ummétodo numérico para resolver a

equação de Boltzmann na forma linearizada no qual nenhum tipo de aproximação é utilizada,

e.g. [35, 46, 47]. Porém, novamente os problemas se restringem a geometrias simples e potencial

de interação de esferas-rı́gidas. Além disso, o métodoé tão complexo que, mesmo com o avanço

computacional dos dias atuais, utilizar o método ainda é inviável do ponto de vista computacional.

Portanto, devido à dificuldade em trabalhar com a equaçãode Boltzmann na forma exata,

os modelos cinéticos que visam simplificar a equação de Boltzmann mantendo suas propriedades

fundamentais (conservação de massa, momento e energia, eteorema H de Boltzmann), e que

começaram a ser desenvolvidos em 1954 por Bhatnagar, Grosse Krook [16] e por Welander [48],
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ainda são muito utilizados. Quando a equação de Boltzmann é simplificada via uso de um modelo

cinético, a equação passa a ser chamada de equação modelo ou equação cinética. Os modelos mais

utilizados para um único gás são os modelos propostos porBhatnagar, Gross e Krook [16], o qual

é comumente chamado de modelo BGK, e o modelo proposto por Shakhov [17,49].

No modelo BGK a integral das colisões é representada da seguinte forma:

QBGK(ff∗) = ν[fM
loc(n, T,U) − f(t′, r′,v)], (2.55)

ondefM
loc é a função Maxwelliana de equilı́brio local cuja expressão é dada em (2.49). A densi-

dade de númeron(t′, r′), a velocidade hidrodinâmicaU(t′, r′) e a temperaturaT (t′, r′) do gás são

calculadas via função de distribuiçãof(t′, r′,v) através das definições dadas em (2.33), (2.34) e

(2.38). A quantidadeν = P/µ é a frequência das colisões moleculares.

O modelo BGK satisfaz as condições dadas em (2.46) e (2.47)mas não fornece corretamente

o número de Prandtl,Pr, definido como

Pr = cP

µ

κ
(2.56)

ondeµ eκ são, respectivamente, os coeficientes de viscosidade e condutividade térmica do gás e

cP é o calor especı́fico à pressão constante. Portanto, o modelo BGK não fornece simultaneamente

os valores corretos para os coeficientes de viscosidade e condutividade térmica do gás. Conse-

quentemente, o modelo é adequado somente para ser usado em processos isotérmicos e quando os

processos de transferência de calor podem ser desprezados.

No modelo proposto por Shakhov a integral das colisões é escrita como:

QS(ff∗) =
P

µ

{

fM
loc

[

1 +
2m

15n(kBT )2
Q ·V

(

mV 2

2kBT
− 5

2

)]

− f(t′, r′,v)

}

, (2.57)

ondeV = v − u denota a chamada velocidade peculiar do gás e a função Maxwelliana localfM
loc

é dada em (2.49).

O modelo de Shakhov consiste numa generalização do modeloBGK e fornece corretamente

o número de Prandtl. Esse modelo satisfaz a condição (2.46) mas a condição (2.47) só é satisfeita

pelo modelo na forma linearizada. Portanto, o ponto negativo do modelo de Shakhov é que este só

pode ser utilizado para processos próximos ao estado de equilı́brio.

2.4.1 Misturas gasosas

Para uma mistura deN gases, a função de distribuição das velocidades moleculares de cada

espécie satisfaz a equação de Boltzmann, que na ausência de forças externas, é escrita como:

∂fα

∂t′
+ vα · ∂fα

∂r′
=

N
∑

β=1

Q(fαfβ), α = 1, ..., N, (2.58)

ondefα(t′, r′,v) é a função de distribuição doα-ésimo constituinte da mistura e a integral de

colisõesQ(fαfβ) é dada por:

Q(fαfβ) =

∫ ∫ ∫

w(vα,vβ;v′
α,v

′
β)(f ′

αf
′
β − fαfβ) dv′

αdv′
βdvβ. (2.59)
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Na presente notação,(v′
α,v

′
β) denota as velocidades pré-colisionais e(vα,vβ) as velocidades pós-

colisionais de duas partı́culas gasosas de mesma espécie (α = β) ou espécies diferentes (α 6= β).

A quantidadew(vα,vβ;v′
α,v

′
β) é a densidade de probabilidade de duas partı́culas com velocidades

pré-colisionaisv′
α e v′

β terem velocidades pós-colisionaisvα evβ após uma colisão binária entre

duas partı́culas. Essa densidade de probabilidade dependedo potencial de interação intermolecular

e satisfaz as seguintes condições:

(i) Condição de normalização:

∫ ∫

w(vα,vβ;v′
α,v

′
β) dvαdvβ = 1; (2.60)

(ii) Condição de reversibilidade no processo de colisão

w(vα,vβ;v′
α,v

′
β) = w(−v′

α,−v′
β ;−vα,−vβ). (2.61)

A integral de colisões também satisfaz as seguintes condições:

(i) Conservação de massa, momento e energia nas colisõesentre as partı́culas gasosas

∫

ψα(v)Q(fαfβ) dvα = 0, (2.62)

ondeφα(v) é um invariante de colisão que pode assumir os valores

ψα = mα, ψα = mαvα, ψα =
1

2
mαv

2
α. (2.63)

(ii) Teorema H de Boltzmann que garante a validade da segundalei da termodinâmica

∑

α,β

∫

ln fαQ(fαfβ) dvα ≤ 0. (2.64)

As caracterı́sticas macroscópicas da mistura são obtidas via função de distribuição da se-

guinte forma:

(i) Densidade de número de partı́culas

n(t′, r′) =

N
∑

α=1

nα(t′, r′), (2.65)

onde

nα(t′, r′) =

∫

fα(t′, r′,vα) dvα (2.66)

é a densidade de número da espécieα.
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(ii) Velocidade hidrodinâmica

u(t′, r′) =
1

̺

N
∑

α=1

̺αuα(t′, r′), (2.67)

onde

̺ =

N
∑

α=1

̺α, ̺α = nαmα, (2.68)

é a densidade de massa da mistura (̺α denota a densidade de massa do constituinteα da

mistura) e

uα(t′, r′) =
1

nα

∫

vαfα(t′, r′,vα) dvα, (2.69)

é a velocidade hidrodinâmica doα-ésimo constituinte da mistura.

(iii) Componentes do tensor pressão

Pij(t
′, r′) =

N
∑

α=1

mα

∫

VαiVαjfα(t′, r′,vα) dvα, (2.70)

onde

Vα = vα − u′ (2.71)

é a velocidade peculiar do constituinteα, sendo queVαi eVαj denotam, respectivamente, as

componentes da velocidade peculiar do constituinteα nas direçõesi e j.

(iv) Vetor fluxo de calor

q(t′, r′) =

N
∑

α=1

mα

2

∫

V 2
α Vαfα(t′, r′,vα) dvα. (2.72)

(v) Pressão

P (t′, r′) =
N

∑

α=1

mα

3

∫

V 2
α fα(t′, r′,vα) dvα. (2.73)

(vi) Temperatura

T (t′, r′) =
N

∑

α=1

mα

3nkB

∫

V 2
α fα(t′, r′,vα) dvα. (2.74)

Do mesmo modo que para gás único, devido à dificuldade em resolver a equação de Boltz-

mann na forma exata, faz-se uso de modelos cinéticos que visam simplificar a integral de colisões

(2.59) mantendo suas propriedades fundamentais (2.62) e (2.64). Entre os modelos para misturas

gasosas, e.g. [18, 50–53], o mais apropriado é o modelo proposto por McCormack [18] pois este

mantém as propriedades da integral de colisões original efornece corretamente todos os coefici-

entes de transporte (viscosidade, condutividade térmica, difusão e termo-difusão) da mistura. A

integral de colisões de McCormack é dada no Apêndice C. Osdemais modelos possuem algum

tipo de restrição de uso pois não fornecem corretamente todos os coeficientes de transporte da

mistura.
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2.5 Interação gás-superf́ıcie

O estudo da interação gás-superfı́cie é de grande importância em Dinâmica de Gases Rare-

feitos pois permite a especificação das condições de contorno nas superfı́cie sólidas que delimitam

o fluxo gasoso. De acordo com a Figura 2.3, quando uma partı́cula gasosa com velocidadev′

atinge uma superfı́cie sólida é reemitida da superfı́ciecom velocidadev. É impossı́vel calcular

essa velocidade de reflexão já que esta depende de muitos detalhes tais como a localização e a

velocidade das moléculas que constituem a superfı́cie sólida, etc. Entretanto, é possı́vel calcular

n
vv´

Figura 2.3: Interação gás-superfı́cie

a densidade de probabilidade de que uma partı́cula gasosa que chega à parede com velocidadev′

deixe a parede praticamente no mesmo ponto com velocidade entrev ev + dv. Essa densidade de

probabilidade, denotada porR(v′ → v), é chamada de núcleo de espalhamento e expressa o tipo

de interação que ocorre entre o gás e a superfı́cie que o delimita. O núcleo de espalhamento de-

pende da espécie gasosa em estudo, da composição quı́mica e da temperatura da superfı́cie sólida,

etc, e é uma quantidade sempre positiva que satisfaz as seguintes condições:

(i) Condição de normalização
∫

vn>0

R(v′ → v) dv = 1; (2.75)

(ii) Relação de reciprocidade

|v′n| exp

(

− mv′2

2kBTw

)

R(v′ → v) =

|vn| exp

(

− mv2

2kBTw

)

R(−v → −v′), (vn > 0, v′n < 0), (2.76)

ondeTw denota a temperatura da superfı́cie sólida.

A prova da relação de reciprocidade (2.76) é apresentadapor Cercignani na Ref. [1].

De acordo com a Ref. [1], a condição de contorno na superfı́cie sólida que delimita o gás é

dada pela seguinte relação entre as funções de distribuição das partı́culas gasosas que incidem na

parede,f−, e das que deixam a parede,f+:

|vn|f+(t′, r′,v) =

∫

v′n<0

|v′n|R(v′ → v)f−(t′, r′,v′) dv′, vn ≥ 0. (2.77)
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Na prática, o conceito de coeficiente de acomodação, denotado aqui porα(ϕ), é frequente-

mente utilizado. Esse coeficiente é definido da seguinte forma:

α(ϕ) =
J−(ϕ) − J+(ϕ)

J−(ϕ) − J+
dif(ϕ)

, J±(ϕ) =

∫

vn>0

|vn|f(v)ϕ(v) dv, (2.78)

ondeJ±(ϕ) representa o fluxo da quantidadeϕ para moléculas refletidas (+) e incidentes (−) na

superfı́cie sólida, eJ+
dif representa o fluxo da quantidadeϕ para moléculas refletidas difusamente.

A funçãoϕ(v) é uma função arbitrária da velocidade molecularv. Seϕ = mvt, ondevt denota a

componente tangencial da velocidadev, o coeficienteα(ϕ) tem o significado fı́sico de coeficiente

de acomodação de momentum tangencial. Seϕ = mvn, ondevn denota a componente normal

da velocidadev, o coeficienteα(ϕ) tem o significado fı́sico de coeficiente de acomodação de

momento normal. Seϕ = mv2/2 o coeficienteα(ϕ) tem o significado fı́sico de coeficiente de

acomodação de energia. A quantidade1 − α(ϕ) corresponde à parte da quantidadeϕ(v) que é

mantida pelas moléculas de gás após a colisão.

O tipo de interação gás-superfı́cie mais conhecido e muito utilizado em cálculos práticos é a

reflexão difusa e, neste caso, o núcleo de espalhamento é escrito do seguinte modo:

Rd(v
′ → v) =

m2vn

2π(kBTw)2
exp

(

− mv2

2kBTw

)

, (2.79)

ondeTw é a temperatura da superfı́cie sólida . Fisicamente esse núcleo expressa que todas as

partı́culas são refletidas com uma função de distribuição Maxwelliana que independe da função de

distribuição das partı́culas incidentes, ou seja, a partı́cula refletida perde toda a informação sobre

seu estado anterior à colisão com a superfı́cie sólida. Esse tipo de interação gás-superfı́cie também

costuma ser chamada de espalhamento com acomodação perfeita já que, após substituir (2.76)

e (2.79) em (2.78), o valorα(ϕ) = 1 é obtido para o coeficiente de acomodação para qualquer

funçãoϕ(v).

Apesar da reflexão difusa ser muito utilizada, existem situações nas quais os resultados

teóricos obtidos através da consideração desse tipo deinteração não concordam com os resul-

tados experimentais. Essa discordância costuma ocorrer com gases leves como Hélio e Neônio,

por exemplo. Nesse caso, para eliminar essa discrepância ´e mais conveniente utilizar o núcleo de

espalhamento difuso-especular proposto por Maxwell, cujaexpressão é dada por:

Rsd(v
′ → v) = αRd + (1 − α)δ(v′ − v + 2nvn). (2.80)

Nesse núcleoα corresponde à fração das partı́culas gasosas refletidasdifusamente enquanto que

1 − α corresponde à fração de partı́culas refletidas especularmente. Porém, também existem

situações nas quais o uso do núcleo de Maxwell falha, vejapor exemplo as Refs. [54, 55], e

tal falha se deve ao fato de que nesse núcleo os coeficientes de acomodação associados a cada

funçãoϕ(v) são todos iguais à fração de partı́culas gasosas refletidas difusamente, enquanto que

na prática as funçõesϕ(v) estão associadas a coeficientes de acomodação diferentes entre si, ou

seja, a interação do gás com a superfı́cie sólida é extremamente complexa para ser descrita somente

por um parâmetro.

25



O núcleo de espalhamento proposto por Cercignani e Lampis [56] fornece resultados mais

coerentes com os experimentais pois são introduzidos doiscoeficientes de acomodação: um co-

eficiente de acomodação para a quantidade de movimento tangencial,αt, e um coeficiente de

acomodação para a energia cinética,αn. O núcleo de Cercignani-Lampis é escrito da seguinte

forma:

RCL(v
′ → v) =

m2vn

2παnαt(2 − αt)(kBTw)2
exp

{

−m[v2
n + (1 − αn)v

′2
n ]

2kBTwαn

}

× exp

{

− 1

αt(2 − αt)

m[vt − (1 − αt)v
′
t]

2

2kBTw

}

J0

(√
1 − αnmvnv

′
n

αnkBTw

)

, (2.81)

ondevt é a componente tangencial da velocidadev eJ0 denota a função de Bessel de primeiro tipo

e ordem zero definida como

J0(X) =
1

2π

∫ 2π

0

exp (X cosφ) dφ.

Após substituir o núcleo (2.81) em (2.78) e considerar que
∫

vn>0

mvtRCL(v
′ → v) dv = (1 − αt)mv

′
t, (2.82)

∫

vn>0

mv2
n

2
RCL(v

′ → v) dv = αnkBTw + (1 − αn)
mv2

n

2
, (2.83)

encontra-se que:

α(ϕ) = αt, se ϕ(v) = mvt, (2.84)

α(ϕ) = αn, se ϕ(v) =
mv2

n

2
, (2.85)

ondevt denota uma componente tangencial do vetorvt = (vt1 , vt2). Portanto,αt é um coeficiente

de acomodação de momentum tangencial eαn é o coeficiente de acomodação de energia cinética

associada à velocidade normalvn.

O coeficiente de acomodação de momentum tangencialαt pode variar no intervalo[0, 2]

enquanto que o coeficiente de acomodação de energiaαn pode variar no intervalo[0, 1]. Quando

αt = 0 eαn = 0 a reflexão é especular e, quandoαt = 1 eαn = 1, a reflexão é difusa. Seαt = 2

eαn = 0 a reflexão é para trás, ou seja, após a colisão com a paredev = −v′.

O núcleo proposto por Cercignani e Lampis não costuma ser muito utilizado devido à sua

complexidade matemática. Entretanto, este núcleo é o único na literatura que fornece resultados

mais coerentes com os experimentais e descreve a interação gás-superfı́cie de uma forma fı́sica

mais correta.
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Caṕıtulo 3

Revis̃ao de Literatura

Historicamente, os primeiros estudos teóricos sobre propagação do som em gases nas situações

em que a frequência das colisões moleculares e a frequência do som possuem a mesma ordem de

grandeza se devem a Primakoff [57] e também a Tsien e Schamberg [58]. Naquela época o in-

teresse por tal assunto estava associado em saber como a velocidade do som era modificada em

condições de baixa pressão ou alta rarefação. De acordo com o método proposto por Chapman

e Enskog [7], as equações hidrodinâmicas são obtidas através de uma aproximação de primeira

ordem no parâmetro1/θ para a função de distribuição, ondeθ é a razão entre as frequências das

colisões moleculares e do som. Assim, com base nas equações de Navier-Stokes e na hipótese de

que todas as variáveis são funções harmônicas no tempoe no espaço, as seguintes expressões para

a velocidade e coeficiente de atenuação do som num gás monoatômico, denotados aqui porc eα,

são obtidas:

c(ω) = c0

(

1 +
141

72

µ2ω2

̺2
0c

4
0

)

, α =
7

6

µω2

̺0c30
, (3.1)

ondec0 denota a velocidade adiabática do som num gás monoatômico,µ é o coeficiente de visco-

sidade do gás,m denota a massa atômica,kB é a constante de Boltzmann,ω é a frequência do som

e ̺0 é a densidade do gás no estado de equilı́brio. O termo de dispersão da velocidade possui a

ordem de grandeza de1/θ2, ou seja,

µ2ω2

̺2
0c

4
0

∼ 1

θ2
. (3.2)

Primakoff [57] e também Tsien e Schamberg [58] utilizaram uma correção de segunda ordem

em1/θ para as equações hidrodinâmicas justamente visando verificar se esses termos de segunda

ordem eram significativos à medida que a frequência do som se aproximava da frequência das

colisões moleculares. Assim, esses pesquisadores utilizaram as expressões de segunda ordem no

parâmetro1/θ, previamente encontradas por Chapman e Enskog e por Burnett, para o vetor fluxo

de calor e tensor pressão e, com base nas equações de balanço de massa, momento e energia e

também na hipótese de que todas as variáveis são funções harmônicas no tempo e no espaço eles

obtiveram as seguintes expressões para a velocidade e atenuação do som num gás monoatômico
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com hipótese de potencial de interação Maxwelliano1:

c(ω) = c0

[

1 +
103

288

µ2ω2

̺2
0c

4
0

]

, α =
7

6

µω2

̺0c30
, (3.3)

De acordo com os resultados desses pesquisadores, os termosoriginados da aproximação de se-

gunda ordem contribuem para a velocidade do somc mas não contribuem para a atenuaçãoα.

Além disso, a contribuição do termo de dispersão é praticamente desprezı́vel e, de acordo com

Tsien e Schamberg [58], o desvio da velocidade de propagaç˜ao do som em relação ao valor usual

em condições de baixa rarefação não ultrapassa 2% paragás Hélio.

Em meados de 1948, Wang Chang e Uhlenbeck começaram a divulgar uma série de relatórios

técnicos referentes ao estudo da propagação do som em gases mas somente em 1970 alguns desses

relatórios foram publicados num dos volumes da série entituladaStudies in Statistical Mechanics.

No primeiro relatório dessa série [59], Wang Chang e Unlenbeck apontaram um erro na expressão

de segunda ordem obtida por Chapman e Enskog para o vetor fluxode calor. Consequentemente,

os resultados apresentados nas Refs. [57, 58] para a velocidade de propagação do som estavam

incorretos já que tinham por base a expressão obtida por Chapman e Enskog para o vetor fluxo de

calor. Wang Chang e Uhlenbeck [60] determinaram as express˜oes corretas para a velocidade de

fase e coeficiente de atenuação do som e determinaram seus respectivos valores para gás Hélio.

A expressão obtida por Wang Chang e Unlenbeck [60], com a respectiva correção para o fluxo de

calor, é a seguinte:

c(ω) = c0

[

1 +
215

72

µ2ω2

̺2
0c

4
0

]

. (3.4)

Portanto, como pode ser visto das expressões (3.3) e (3.4),após a correção na expressão para

o fluxo de calor, o termo de dispersão é em torno de 8 vezes maior que o obtido nas Refs. [57,58].

Também é possı́vel observar que o termo de dispersão em (3.4) é aproximadamente 50% maior

que o respectivo termo de dispersão da expressão (3.1) obtido via equações de Navier-Stokes.

Para potencial de interação de Lennard-Jones, Wang Change Uhlenbeck encontraram a seguinte

expressão para a velocidade do som no gás Hélio:

c = c0

[

1 +
230.9

72

µ2ω2

̺2
0c

4
0

]

, (3.5)

que mostra a fraca influência do potencial de interação intermolecular na dispersão do som. Das

expressões (3.1) e (3.5), os desvios na velocidade do som podem ser escritos da seguinte forma:

∆c

c0
=



















27, 2µ2

(

f

P

)2

(aproximação de ordemθ−1, Navier-Stokes),

44, 4µ2

(

f

P

)2

, (aproximação de ordemθ−2, Burnett),

(3.6)

1Detalhes sobre os potencias de interação intermolecularcomumente utilizados em teoria cinética do gases são

apresentados no Apêndice D.
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ondef é a frequência do som eP a pressão do gás. A Tabela 3.1, extraı́da da Ref. [60] e na qual a

frequênciaf é dada emMHz e a pressãoP ematm, mostra a comparação entre os desvios dados

em (3.6) para gás Hélio à diferentes temperaturas.

Tabela 3.1: Dispersão do som: comparação das aproximações de primeira e segunda ordem no

parâmetro1/θ.
TemperaturaT ∆c/c0 em % ∆c/c0 em %

(Kelvin) Navier-Stokes Burnett

203,4 0,67×10−4(f/P )2 1,10×10−4(f/P )2

305,1 1,14 q q 1,86 q q

406,8 1,66 q q 2,71 q q

508,5 2,21 q q 3,61 q q

Os dados da Tabela 3.1 mostram que a contribuição dos termos de segunda ordem em1/θ

não é tão pequena. Paraf/P = 335, por exemplo, correspondendo a uma pressão de10−2 atm e

frequênciaf = 3, 35 MHz, e temperaturaT = 305, 1 K, o desvio∆c/c0 é igual a 20,8%. Portanto,

já que numa aproximação de segunda ordem em1/θ o desvio é grande, aproximações de ordem

superior ainda tendem a contribuir para a dispersão do som no gás.

A partir de 1950, Martin Greenspan começou a publicar uma s´erie de dados experimentais

referentes à propagação do som em gases sob condições de baixa pressão nas quais o livre caminho

médio molecular é muito maior que o comprimento da onda de som, e.g. [61, 62]. Ele obteve a

velocidade de fase e o coeficiente de atenuação do som em vários gases utilizando um oscilador

de cristal quartzo à uma frequência constante de 11MHz. A atenuação foi obtida com base na

variação logarı́tmica do sinal em função da distânciaentre a fonte e o receptor. A velocidade de

fase do som foi obtida com base em medidas da diferença de fase do sinal em função da distância

entre a fonte e o receptor, a qual corresponde à distância percorrida pela onda de som. Greenspan

foi responsável por uma grande contribuição na área de acústica pois ele mostrou que as equações

de Navier-Stokes e também a aproximação de Burnett fornecem resultados quantitativamente em

concordância com os experimentais somente até um certo valor de frequência do som. A partir

daı́, visando descrever a propagação do som em condições de baixa pressão, estudos baseados na

solução da equação de Boltzmann começaram a ser realizados.

Um dos primeiros estudos sobre propagação do som em gases com base na equação de Boltz-

mann, acredita-se que o primeiro trabalho mais relevante sobre o assunto, foi realizado por Wang

Chang e Uhlenbeck [63]. Esse trabalho foi divulgado em 1952 como um relatório técnico mas foi

publicado somente mais tarde na Ref. [63]. O estudo feito poresses pesquisadores tem por base

o método de autofunções que consiste em expandir a solução da equação de Boltzmann lineari-

zada nas proximidades do estado de equilibrio local em termos de autofunções do operador das

colisões moleculares, as quais dependem do potencial de interação intermolecular. A linearização

da equação de Boltzmann é feita através da seguinte representação para a função de distribuição
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f(t′, r′,v) das velocidades moleculares:

f(t′, r′,v) = f0[1 + h(t′, r′,v)], (3.7)

ondef0 denota a função de distribuição Maxwelliana,t′ é o tempo,r′ e v são, respectivamente,

os vetores de posição e velocidade molecular eh é chamada de função de perturbação que corres-

ponde à solução da equação de Boltzmann linearizada. Wang Chang e Uhlenbeck [63] determi-

naram as autofunções e autovalores do operador de colisões para moléculas Maxwellianas (neste

caso as autofunções são polinômios de Sonine) e, considerando a propagação do som na direção

z′, eles utilizaram a seguinte metodologia para obter a velocidade e o coeficiente de atenuação do

som no gás:

(i) Suposição de dependência harmônica da função de perturbação no tempo e no espaço, ou

seja,

h(t′, z′, c) = h̃(c) exp [i(ωt′ − kz′)], c =

√

m

2kBT
v (3.8)

ondeω é a frequência do som ek é uma quantidade complexa cuja parte real está associada `a

velocidade do som enquanto que a parte imaginária corresponde ao coeficiente de atenuação

do som no gás.c é a velocidade molecular adimensional.

(ii) Expansão da funçãõh(c) em autofunçõesψr,ℓ(c) do operador de colisões, ou seja,

h̃(c) =
∞

∑

r,ℓ=0

αr,ℓψr,ℓ(c), (3.9)

ondeαr,ℓ são coeficientes a determinar eψr,ℓ são autofunções do operador de colisões, previ-

amente determinadas;

(iii) Substituição das representações (3.8) e (3.9) naequação de Boltzmann linearizada de modo

a obter o seguinte sistema de equações lineares:

iωαrℓ − i

√

2kBT

m
k

∑

r′,ℓ′

Mrℓ,r′ℓ′αr′ℓ′ = Aαrℓγrℓ, (3.10)

ondeA é uma constante e

Mrℓ,r′ℓ′ =

∫

czψrℓψr′ℓ′ exp (−c2) dc. (3.11)

Assim, para cada autovalorγ existe um sistema de equações lineares paraαrℓ. Esse sistema

de equações possui solução quando o determinante da matriz dos coeficientes das incógnitas

αrℓ é nulo. Dessa condição resulta uma relação entreω ek, ou seja, uma relação de dispersão

cujas raı́zes fornecem a velocidade e atenuação do som no gás. A solução da relação de

dispersão é obtida com base numa expansão dek em série de potências de1/θ.
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Na primeira aproximação de Wang Chang e Uhlenbeck, que corresponde ao primeiro auto-

valor do operador de colisões, a relação de dispersão obtida corresponde a um gás ideal, ou seja, o

som se propaga no gás com velocidadec0 e não há atenuação. A segunda aproximação corresponde

à aproximação de Burnett (3.4) no desenvolvimento de Chapman-Enskog e a terceira aproximação

corresponde à aproximação de terceira ordem em1/θ no desenvolvimento de Chapman-Enskog

(chamada de super-Burnett).

Uma comparação dos resultados obtidos por Wang Chang e Uhlenbeck [63] com dados ex-

perimentais de Greenspan [61, 62] para gases nobres mostrouque a teoria proposta na Ref. [63] é

válida somente nas proximidades do limite contı́nuo, ou seja, quando a frequência do som é muito

menor que a frequência das colisões moleculares (θ → ∞). Portanto, a teoria proposta por Wang

Chang e Uhlenbeck [63] ainda não era satisfatória já que também não descrevia de forma correta

a propagação do som em condições de baixas pressões.

Pekeriset al. [64] desenvolveram uma teoria semelhante à proposta por Wang Chang e Uh-

lenbeck [63] e, através de um procedimento numérico, os autores utilizaram 483 momentos na

expansão da função de perturbação. Uma comparação dos resultados apresentados em [64] com os

dados experimentais de Greenspan mostra, novamente, que a teoria não fornece resultados corretos

à medida que a frequência do som aumenta. Além disso, a convergência da solução é duvidosa já

que o número de momentos utilizados é extremamente grande.

Em todos esses trabalhos citados anteriormente, o problemade propagação do som foi tra-

tado assumindo-se uma onda harmônica se propagando num meio infinito. Porém, visando re-

produzir melhor a situação experimental, o problema começou a ser tratado como um problema

de valor de contorno no qual uma placa oscilando na direçãonormal ao seu próprio plano é a

fonte de ondas sonoras que se propagam no gás que preenche o espaço semi-infinito em contato

com a placa. Utilizando essa nova configuração, estudos sobre propagação do som em gases ra-

refeitos com base em métodos analı́ticos de expansões polinomiais para a solução da equação de

Boltzmann foram realizados por Kahn e Mintzer [65, 66], Toba[67], Hanson e Morse [68], etc.

Nessas referências, visando obter resultados válidos para altas frequências do som, os autores con-

sideraram dependência espacial para o vetor de onda. Porém, os resultados apresentados nessas

referências também não estavam em concordância com resultados experimentais. Portanto, todas

as tentativas de descrever a propagação do som com base em métodos de expansões da solução

da equação de Boltzmann numa série de polinômios ortogonais não tiveram nenhum sucesso na

tentativa de descrever a propagação do som em condiçõesde baixas pressões.

O primeiro estudo sobre propagação do som em gases baseadoem modelos cinéticos para

a equação de Boltzmann foi publicado em 1965 por Sirovich eThurber [69]. O modelo cinético

proposto por Sirovich [50] foi utilizado, o qual prevê a existência de uma frequência crı́tica acima

da qual as soluções não são de onda harmônica. Na verdade o modelo proposto por Sirovich

[50] é uma generalização do modelo proposto por Gross e Jackson [70], válido somente para

potencial de interação Maxwelliano. O estudo realizado por Sirovich e Thurber [69] consistiu

em encontrar uma relação de dispersão válida para frequências do som maiores que a frequência

crı́tica. Os resultados encontrados por esses pesquisadores mostraram uma melhor concordância
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com os resultados experimentais de Greenspan [61] e tambémcom os resultados experimentais de

Meyer e Sessler [71], os quais concordam com os resultados deGreenspan [61] mas abrangem um

intervalo maior deθ.

Buckner e Ferziger [72] utilizaram o método de soluções elementares para resolver equação

cinética de Gross e Jackson [70] e os resultados deles estão em boa concordância com os dados

experimentais nos limites de alta e baixa frequências do som.

As Figuras 3.1 e 3.2, extraı́das da Ref. [1], mostram uma comparação entre os resultados

obtidos por Sirovich e Thurber [69] e por Buckner e Ferziger [72] com os dados experimentais

obtidos por Greenspan [61] e por Meyer e Sessler [71] e também com os resultados obtidos através

das equações de Navier-Stokes.

c0/c

θ

Figura 3.1: Figura extraı́da da Ref. [1]: Inverso da velocidade adimensional do som versus razão

entre as frequências das colisões moleculares e do som.

Na Figura 3.1 o perfil do inverso da velocidade do som adimensional, i.e. c0/c, é plotado

em função do parâmetroθ correspondendo à razão entre as frequências das colisões moleculares e

do som. Já na Figura 3.2, o perfil apresentado é para o coeficiente de atenuaçãoα do som no gás.

Note que em cada uma dessas figuras há dois resultados de Sirovich e Thurber [69]: o primeiro

corresponde ao modelo de Gross e Jackson [70] obtido para potencial de interação Maxwelliano

e 11 momentos enquanto que o segundo corresponde ao modelo deSirovich [50] para o caso de

potencial de esferas-rı́gidas e 8 momentos. Os resultados de Buckner e Ferziger [72] correspondem

a potencial de interação Maxwelliano e 5 momentos.

De acordo com as Figuras 3.1 e 3.2, os resultados obtidos por Sirovich e Thurber [69] e

também os resultados de Buckner e Ferziger [72] estão em boa concordância qualitativa com os

resultados experimentais. Porém, quantitativamente, osresultados de Buckner e Ferziger [72] estão

em melhor concordância com os experimentais que os de Sirovich e Thurber [69]. Na Figura 3.2 é

possı́vel notar que os resultados de Buckner e Ferziger [72]para potencial Maxwelliano estão mais

próximos dos resultados de Sirovich e Thurber [69] para esferas rı́gidas do que que para potencial

Maxwelliano. Note que os resultados obtidos via equaçõesde Navier-Stokes divergem totalmente
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α

θ

Figura 3.2: Figura extraı́da da Ref. [1]: Coeficiente de atenuação versus razão entre as frequências

das colisões moleculares e do som.

dos resultados experimentais.

Loyalka e Cheng [73] fizeram um estudo da propagação do som em gases rarefeitos com base

no modelo BGK [16]. Eles resolveram a equação cinética deBGK através do método dos momen-

tos integrais, o qual consiste em integrar a equação cinética no espaço fı́sico e usar a solução encon-

trada para expressar os momentos da função de distribuição na forma de equações integrais que, a

seguir, são resolvidas de forma numérica. Thomas e Siewert [74] resolveram o mesmo problema

via método de soluções elementares. Os resultados das Refs. [73,74] estão em ótima concordância

entre si e também estão em melhor concordância com os resultados experimentais de Greens-

pan [61] do que os resultados apresentados nas Refs. [69, 72]. Nas referências [73, 74], e também

na Ref. [75], é mostrado que a velocidade e a atenuação do som são quantidades dependentes da

posição. Esse é o motivo que explica a divergência entreos resultados apresentados em [69, 72]

com os resultados obtidos experimentalmente por Greenspan[61] já que nessas referências o vetor

de onda é assumido como independente da posição. Loyalkae Cheng [76] utilizaram o modelo

de Gross-Jackson [70] e, utilizando a mesma metodologia adotada na Ref. [73], calcularam a ve-

locidade e atenuação do som num amplo intervalo de frequências do som. Do mesmo modo que

na Ref. [73], correspondendo ao modelo BGK, os resultados obtidos via modelo de Gross-Jackson

estão em melhor concordância com os resultados experimentais de Greenspan [61] do que os en-

contrados anteriormente por outros pesquisadores. Além disso, de acordo com Cheng e Loyalka,

essas duas quantidades, i.e. velocidade e atenuação do som, dependem fracamente do modelo

cinético adotado já que a diferença máxima entre os resultados obtidos para modelos diferentes é
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menor que 10% para a velocidade do som e menor que 5% para o coeficiente de atenuação.

Marques Jr. [77] realizou o estudo da propagação de som em gases monoatômicos através

do uso de um modelo cinético baseado no método dos momentosde Grad. Os resultados obtidos

para a velocidade de fase e coeficiente de atenuação utilizando 35 momentos estão em ótima con-

cordância com os resultados experimentais das Refs. [61,71,78] para razão entre as frequências das

colisões e do som maior que 0,2. Porém, é importante destacar que a teoria apresentada em [77]

é válida somente quando a distância entre a fonte e o receptor de ondas sonoras é muito maior

que a distância percorrida pelas partı́culas de gás durante um ciclo da oscilação. Caso contrário, a

solução não é harmônica no espaço já que nas proximidades da fonte o vetor de onda depende da

posição. Marques Jr. juntamente com Sharipov e Kremer [79] também investigaram o problema

de propagação do som num gás no regime de moléculas livres com o objetivo de averiguar a in-

fluência do receptor de ondas sonoras na solução do problema. Eles determinaram a velocidade

de fase e a atenuação do som em função da distância entrefonte e receptor e mostraram que a

influência do receptor é significativa quando a distânciafonte-receptor é pequena.

Garcia e Siewert [80] resolveram o problema de propagaçãodo som com base no método de

ordenadas discretas para resolver a equação de Boltzmannlinearizada.É importante salientar que

a solução da equação de Boltzmann via método de ordenadas discretas não é exata já que o método

está baseado numa aproximação para o núcleo de espalhamento e para a função de distribuição das

velocidades moleculares feita através do uso de uma sérietruncada de polinômios de Legendre.

Na Ref. [80], além de resolver o problema com base na equaç˜ao de Boltzmann na forma original,

o problema também é resolvido com base nos modelos cinéticos de BGK [16], Shakhov [17, 49],

Gross-Jackson [70], etc, e os resultados obtidos via diferentes modelos são comparados com os

resultados obtidos via equação de Boltzmann e também comdados experimentais apresentados na

Ref. [78], na qual a velocidade de fase e a atenuação do som no gás são apresentados para um

amplo intervalo de frequência do som e para dois valores de distância da fonte onde são feitas as

medidas. Dessa comparação verificou-se que o modelo BGK éo que fornece resultados em maior

discordância com os obtidos via equação de Boltzmann e dados experimentais e isso se deve ao

fato de que esse modelo não fornece corretamente o número de Prandtl, ou seja, o modelo BGK é

incapaz de descrever corretamente os efeitos de viscosidade e condutividade térmica que ocorrem

na propagação do som no gás. A comparação dos resultados obtidos via modelos cinéticos e

equação de Boltzmann com os dados experimentais de Schotter [78] mostra uma boa concordância

em todo o intervalo de frequências do som.

A propagação do som em gases rarefeitos também foi investigada com base no Método de

Simulação Direta de Monte Carlo por Hadjiconstantinouet al. [81–83]. Na Ref. [81] a velocidade

e a atenuação do som foram determinadas e a comparação dos resultados com os dados experimen-

tais obtidos por Greenspan [61] e por Meyer e Sessler [71] mostra boa concordância paraθ > 0.1.

Nas Refs. [82, 83] a simulação da propagação do som no gás Argônio confinado num canal es-

treito, com largura da ordem deµm, foi realizada. De acordo com os autores dessas referências a

teoria desenvolvida por Horace Lamb [84] para propagaçãode ondas em canais estreitos no regime

contı́nuo pode ser utilizada num intervalo de número de Knudsen que abrange não somente o re-
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gime contı́nuo mas também os regimes de transição e moléculas livres. Porém, como mencionado

no Capı́tulo 2, as equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos possuem um intervalo de validade

de número de Knudsen e frequência do som e, portanto, com base nos poucos resultados apresen-

tados pelos autores, essa conclusão não está correta, ouseja, a teoria com base nas equações da

Mecânica dos Meios Contı́nuos possui limitação em relac¸ão ao número de Knudsen e frequência

do som.

Nas Refs. [85–87] o problema de fluxo de Couette oscilatórioé investigado com base no

método de Monte Carlo e também via uso das equações de Navier-Stokes com condições de con-

torno de deslizamento do gás na superfı́cie oscilatória.Apesar da atual importância prática, artigos

referentes a esse assunto não são comuns na literatura. Antes de iniciar a abordagem do problema

de fluxo de Couette oscilatório essas três referências foram as únicas encontradas na literatura

referentes ao assunto em questão com abrangência de regimes de escoamento onde as equações

da Mecânica dos Meios Contı́nuos não são válidas2. Bahukudumbiet al. [87] desenvolveram ex-

pressões analı́ticas para a velocidade e tensão de cisalhamento do gás para o problema de fluxo de

Couette oscilatório com base na equação de movimento de Navier-Stokes com condição de con-

torno de deslizamento do gás na superfı́cie sólida e na introdução de uma viscosidade efetiva que

depende do número de Knudsen. A expressão obtida para a velocidade do gás foi obtida com o uso

de um coeficiente de deslizamento viscoso, que aparece na condição de contorno de deslizamento

dada em (2.22) e que na Ref. [87] é denotado porαm, modificado e escrito da seguinte forma:

αm = β0 + β1 tan−1(β2Kn
β3), (3.12)

onde as constantesβi (i = 0, 1, 2, 3) foram obtidas via ajuste ao perfil de velocidade obtido por

Sone et al. [47] através da solução numérica da equação de Boltzmann linearizada e possuem

os seguintes valores:β0 = 1, 298; β1 = 0, 718; β2 = −1, 175 e β3 = 0, 586. O coeficiente de

deslizamento modificado é, na verdade, uma correção paraa condição de contorno de primeira

ordem no número de Knudsen dada em (2.22) feita com o intuitode estender a aplicabilidade da

equação de Navier-Stokes a regimes em que a solução com condição de contorno (2.22) já não é

válida. Já a tensão de cisalhamento do gás foi obtida coma introdução da viscosidade efetivaµef

cuja expressão é a seguinte:

µef =
µ

2

aKn + 2b

aKn
2 + cKn + b

(1 + 2αmKn, ) (3.13)

ondeµ é a viscosidade do gás e as constantesa = 0, 530; b = 0, 603 e c = 1, 628 foram obtidas

através do ajuste aos resultados obtidos por Soneet al. [47] via solução da equação de Boltzmann

exata. A expressão (3.13) foi obtida com a hipótese de que ocomportamento do gás nos problemas

de Couette oscilatório quase-estacionário e Couette estacionário são semelhantes de modo que uma

viscosidade efetiva derivada dos resultados obtidos para oproblema de Couette estacionário pode

ser utilizada como sendo o coeficiente de viscosidade que aparece na lei de Newton para descrever

2Recentemente duas novas referências podem ser encontradas na literatura sobre esse assunto e comentários sobre

elas são feitos posteriormente.
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a tensão de cisalhamento no caso quase-estacionário, ou seja,

τ = µef
∂U

∂xn
, (3.14)

ondeτ eU denotam, respectivamente, a tensão de cisalhamento e a velocidade do gás exn denota

a coordenada normal à superfı́cie oscilatória.

Além do número de Knudsen, os autores também introduziram o número de Stokesβ defi-

nido em (2.12). A validade das expressões analı́ticas foi verificada via comparação com resultados

obtidos via método de Monte Carlo no regime quase-estacionário, ou seja,β ≪ 1. De acordo

com os resultados apresentados em tal referência, as expressões analı́ticas desenvolvidas pelos

autores são válidas num amplo intervalo de número de Knudsen quandoβ ≤ 0, 25 (regime quase-

estacionário) e somente no intervalo de número de KnudsenKn < 0, 1 para outros valores de

número de Stokesβ. Porém, é importante salientar que os resultados obtidospor Bahukudumbi

et al. [87] foram obtidos com base no conceito de viscosidade efetiva que é considerado incorreto

pela maioria dos pesquisadores da área de DGR.

Parket al. [85] utilizaram o método de Simulação Direta de Monte Carlo para simular o

problema de fluxo de Couette oscilatório em todo o intervalode números de Knudsen e Stokes e,

através de uma comparação com os resultados obtidos via expressões analı́ticas apresentadas por

Bahukudumbiet al. [87], mostraram que os resultados numéricos obtidos via m´etodo de Monte

Carlo estão em boa concordância com os resultados analı́ticos previstos em [87] nas situações em

queβ ≤ 0, 25 eKn ≤ 12 e no limite em queβ → ∞ eKn → 0.

Hadjiconstantinou [86] também investigou o problema de fluxo de Couette oscilatório com

base no método de Monte Carlo. Além disso, visando estender o intervalo de validade da solução

obtida através da equação de Navier-Stokes com condiç˜ao de contorno de deslizamento de primeira

ordem no número de Knudsen, Hadjiconstantinou [86] obteveexpressões com base num modelo

de segunda ordem no número de Knudsen para a condição de contorno de deslizamento do gás

na superfı́cie sólida, ou seja, na condição de contorno (2.22) um termo adicional proporcional à

derivada segunda da velocidade é considerado. A comparação dos resultados analı́ticos com os

resultados numéricos obtidos via método de Monte Carlo mostra uma boa concordância entre os

resultados para número de KnudsenKn < 0, 4 mas somente nas situações em que a frequência de

oscilaçãoω é muito menor que a frequência das colisões moleculares.

Existem vários artigos referentes a sistemas oscilatórios com aplicações em MEMS (Micro-

Electro-Mechanical Systems), como por exemplo, as Refs. [88,89] que têm como objetivo calcular

a força de amortecimento em microestruturas que se movem lateralmente considerando os efeitos

de rarefação do gás. Porém, os resultados obtidos nesses artigos têm por base as equações de

Navier-Stokes e, portanto, similarmente aos resultados obtidos nas Refs. [86, 87], os resultados

possuem um intervalo de validade para número de Knudsen (geralmenteKn < 0, 1) e frequência

de oscilação do sistema.

Recentemente, o problema de Couette cilı́ndrico oscilatório foi investigado por D. Emerson

et al.[90] via método de Monte Carlo e os problemas de Stokes e fluxode Couette plano oscilatório

foram investigados por Tanget al. [91] via método de Lattice Boltzmann para a equação cinética
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de BGK. De acordo com D. Emersonet al. [90], apesar do problema de Couette cilı́ndrico esta-

cionário ter sido amplamente resolvido via diferentes métodos, é a primeira vez que o problema

não-estacionário em que os cilindros oscilam lateralmente é investigado, embora atualmente esse

tipo de problema possua muitas aplicações práticas.

Tanget al. [91] apresentam uma comparação dos resultados obtidos via método de Lattice

Boltzmann com os resultados obtidos por Parket al. [85] via método de Monte Carlo. De acordo

com essa comparação, há uma boa concordância entre os resultados obtidos via métodos diferentes

no intervalo de número de KnudsenKn < 2, 5.

Portanto, com base nas referências bibliográficas citadas neste capı́tulo, pode-se dizer que

o estudo de problemas associados à propagação de ondas emgases confinados em sistemas osci-

latórios exige um maior aprofundamento tanto a nı́vel teórico como experimental já que, apesar da

atual importância em descrever o que ocorre com o gás em tais sistemas, existem poucos artigos

cientı́ficos referentes a esse assunto disponı́veis na literatura e, em geral, os resultados existentes

não são válidos em todos os regimes de escoamento do gás eoscilação do sistema.

Também é importante ressaltar que, embora na prática misturas gasosas são muito mais

utilizadas que um único gás, até o momento não há artigos na literatura referentes ao estudo de

propagação de ondas em misturas de gases rarefeitos devido à perturbação longitudinal, como nos

problemas de Stokes e Couette oscilatório. Somente trabalhos referentes à propagação do som em

misturas gasosas são encontrados, e.g. [92–94]. Entretanto, similarmente ao caso de gás único,

a propagação do som em misturas de gases rarefeitos é um assunto que vem sendo tratado há

muitos anos mas os resultados disponı́veis na literatura também possuem um intervalo limitado de

validade.

37



Caṕıtulo 4

Problema de Stokes

Como mencionado no Capı́tulo 1, o problema de Stokes é um problema clássico da Mecânica

dos Meios Contı́nuos e consiste no estudo do movimento de um fluido localizado numa região

semi-infinita limitada por uma placa plana e infinita que executa um movimento harmônico simples

com frequência de oscilaçãoω numa direção longitudinal ao seu próprio plano.

Nesse problema o numéro de Knudsen, definido em (2.1), é zero já que esse problema é um

caso especial da situação em que um gás se encontra confinado entre duas placas infinitas, planas

e paralelas separadas por uma distânciaL′ → ∞.

Stokes descreveu o movimento do fluido em contato com a placa oscilatória utilizando a

equação de movimento de Navier-Stokes. Porém, a soluç˜ao baseada na equação de movimento de

Navier-Stokes (2.14) só é válida se a frequência de oscilaçãoω da placa for muito menor que a

frequência das colisões molecularesν, ou seja, quando o parâmetroθ definido em (2.7) é muito

grande (θ → ∞). Para frequências de oscilação da mesma ordem de grandeza da frequência das

colisões moleculares a equação de movimento de Navier-Stokes não é válida já que, nessa situação,

a hipótese de meio contı́nuo sob a qual está baseada a Mecânica dos Meios Contı́nuos perde sua

validade. Consequentemente, a fim de descrever corretamente o comportamento do gás em todo o

intervalo de frequência de oscilação os métodos de DGR devem ser utilizados.

Neste capı́tulo toda a metodologia utilizada para resolvero problema de Stokes para frequência

de oscilação arbitrária é apresentada juntamente com os resultados e discussão.

4.1 Esquema do problema e objetivo

Uma placa plana e infinita, localizada emx′ = 0 e cujo plano éy′z′, oscila harmonicamente

na direçãoy′ com frequênciaω e um gás monoatômico ocupa o espaço semi-infinitox′ > 0, como

mostra a Figura 4.1.

A velocidade da placa pode ser escrita da seguinte forma:

Uw(t′) = ℜ[Um exp (−iωt′)], (4.1)

ondeℜ denota a parte real de uma expressão complexa (i =
√
−1 é a unidade imaginária),t′

denota o tempo eUm é a amplitude da velocidade da placa, a qual é assumida comosendo muito
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Figura 4.1: Esquema do problema de Stokes

pequena comparada à velocidade mais provávelvm dos átomos de gás, i.e.

Um ≪ vm, vm =

(

2kBT0

m

)1/2

, (4.2)

ondem é massa atômica,T0 é a temperatura do gás ekB é a constante de Boltzmann. A tempe-

ratura da placa é igual à temperaturaT0 do gás no estado de equilı́brio. Como mencionado no

Capı́tulo 2, a oscilação de qualquer corpo material num g´as produz ondas que se propagam no gás

e afetam as suas caracterı́sticas de equilı́brio. Nesta situação de oscilação longitudinal da placa, a

onda causa um fluxo de gás na direçãoy′ caracterizado pela velocidade hidrodinâmicaUy(t
′, x′) e

pela componentex′y′ do tensor pressão denotada porPxy(t
′, x′) (tensão de cisalhamento). Nesse

problema o desvio de temperatura no gás é desprezı́vel pois é de segunda ordem no parâmetro

Um/vm. Assume-se que a oscilação da placa é totalmente estabelecida e, consequentemente, a

dependência temporal é harmônica de modo que as quantidadesUy ePxy podem ser representadas

do seguinte modo:

Uy(t
′, x′) = ℜ[Ũy(x

′) exp (−iωt′)], (4.3)

Pxy(t
′, x′) = ℜ[P̃xy(x

′) exp (−iωt′)], (4.4)

ondeŨy(x
′) e P̃xy(x

′) são quantidades complexas.

Por questões de conveniência as seguintes quantidades adimensionais são introduzidas:

(i) Tempot e coordenadax adimensionais, cujas definições são

t = ωt′, x =
ω

vm
x′; (4.5)

(ii) Velocidade hidrodinâmicau e tensão de cisalhamentoΠ adimensionais, definidos como

u(x) =
Ũ

Um
, Π(x) =

P̃xy

2P0

vm

Um
. (4.6)
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A velocidadeu(x) e a tensão de cisalhamentoΠ(x) são grandezas complexas e, consequen-

temente, podem ser representadas da seguinte forma:

u(x) = um(x) exp [iϕu(x)], (4.7)

Π(x) = Πm(x) exp [iϕP(x)], (4.8)

ondeum(x) = |u(x)| eΠm(x) = |Π(x)| são, respectivamente, as amplitudes da velocidade hidro-

dinâmicau(x) e da tensão de cisalhamentoΠ(x) enquanto que

ϕu = arctan

{ℑ[u(x)]

ℜ[u(x)]

}

, ϕP = arctan

{ℑ[Π(x)]

ℜ[Π(x)]

}

(4.9)

são as suas fases.ℑ denota a parte imaginária da quantidade complexa. As atenuações para a

velocidade hidrodinâmica e tensão de cisalhamento são introduzidas da seguinte forma:

au = −d ln um

dx
, aP = −d ln Πm

dx
. (4.10)

As amplitudes e fases da velocidade hidrodinâmica e tensão de cisalhamento do gás para

parâmetro de oscilaçãoθ arbitrário são calculadas e uma análise da influência dainteração gás-

superfı́cie na solução do problema é realizada assumindo diferentes tipos de interação gás-superfı́cie

via uso do núcleo proposto por Cercignani e Lampis [56], cuja expressão é dada em (2.81). Pri-

meiramente o problema é resolvido via equação de movimento de Navier-Stokes, a qual é válida

no regime de oscilação lenta correspondendo aθ → ∞. Posteriormente, para regimes de oscilação

nos quais a equação de movimento de Navier-Stokes não é válida, o modelo BGK (2.55) para a

equação de Boltzmann não-estacionária é utilizado.

4.2 Regime de oscilaç̃ao lenta (θ → ∞)

Quandoθ → ∞ o problema pode ser resolvido de forma analı́tica via equação de movimento

de Navier-Stokes que, na ausência de forças externas é dada em (2.14). Para o problema em questão

(2.14) é escrita da seguinte forma:

2iθu+
d2u

dx2
= 0. (4.11)

Usualmente a equação de movimento de Navier-Stokes (4.11) é resolvida assumindo-se que

a velocidade do gás na parede é igual à velocidade da parede, ou seja,

u = 1 em x = 0. (4.12)

Distante da superfı́cie oscilatória a velocidade hidrodinâmica tende a zero, ou seja,

lim
x→∞

u(x) = 0. (4.13)
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Portanto, a solução analı́tica da equação (4.11) que satisfaz as condições (4.12) e (4.13) é a

seguinte:

u(x) = exp [(i− 1)
√
θx]. (4.14)

A tensão de cisalhamentoΠ(x) é obtida através da lei de Newton, ou seja,

Π(x) = − 1

2θ

du
dx

=
1√
2θ

exp
[

(i− 1)
√
θx− i

π

4

]

. (4.15)

Usando (4.14) e (4.15), as expressões para as atenuaçõese fases da velocidadeu(x) e tensão

de cisalhamentoΠ(x) são escritas do seguinte modo:

au(x) = aP(x) =
√
θ, (4.16)

ϕu(x) =
√
θx, ϕP(x) =

√
θx− π

4
. (4.17)

Portanto, no regime de oscilação lenta as atenuações davelocidade do gás e da tensão de

cisalhamento são constantes enquanto que as fases dessas quantidades dependem linearmente da

coordenadax. Além disso, a tensão de cisalhamentoΠ(x) oscila com um atraso deπ/4 em relação

à velocidadeu(x).

As expressões dadas em (4.14)-(4.17) são válidas quandoθ → ∞. Porém, o intervalo de va-

lidade da equação de movimento (4.11) pode ser ampliado via utilização da condição de contorno

de deslizamento do gás na superfı́cie sólida. Essa condic¸ão de contorno é dada em (2.22) e, para o

problema em questão, é escrita da seguinte forma:

u = 1 + σPℓ
ω

vm

du
dx

em x = 0, (4.18)

ondeσP é o coeficiente de deslizamento viscoso. Seguindo a recomendação da Ref. [12], o va-

lor σP = 1.016 é utilizado para o caso de espalhamento difuso na superfı́cie. O livre caminho

equivalenteℓ e a velocidade mais provávelvm são definidos em (2.2).

Em termos do parâmetro de oscilaçãoθ, a condição de contorno (4.18) é reescrita do seguinte

modo:

u = 1 +
σP

θ

du
dx

em x = 0. (4.19)

A solução da equação (4.11) que satisfaz as condições(4.13) e (4.19) é a seguinte:

u(x) =

[

1 − σP√
θ
(i− 1)

]−1

exp
[

(i− 1)
√
θx

]

. (4.20)

A tensão de cisalhamentoΠ(x) é dada por:

Π(x) =
1√
2θ

[

1 − σP√
θ
(i− 1)

]−1

exp
[

(i− 1)
√
θx− i

π

4

]

. (4.21)
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Mantendo somente os termos proporcionais a1/θ, as amplitudes da velocidadeu(x) e da tensão

de cisalhamentoΠ(x) são dadas pelas seguintes expressões:

um(x) =

(

1 − σP√
θ

)

exp (−
√
θx),

Πm(x) =
1√
2θ

(

1 − σP√
θ

)

exp (−
√
θx). (4.22)

Portanto, de acordo com (4.22), as atenuaçõesau eaP não são afetadas pelo uso da condição

de contorno de deslizamento na interface gás-sólido e continuam tendo o mesmo valor dado em

(4.16). Por outro lado, de acordo com (4.20) e (4.21), as fases sofrem um desvio deσP/
√
θ, ou

seja,

ϕu(x) =
√
θx+

σP√
θ
, (4.23)

ϕP(x) =
√
θx− π

4
+

σP√
θ
. (4.24)

A Figura 4.2 mostra os perfis da amplitude da velocidadeu(x) obtidos via expressões analı́ticas

(4.14) e (4.20) para dois valores de parâmetro de oscilaç˜ao: θ = 20 e 50. Nessa figura a linha

sólida representa o perfil obtido sem o uso da condição de contorno de deslizamento do gás na

superfı́cie enquanto que a linha tracejada representa o perfil obtido com condição de contorno de

deslizamento na superfı́cie.
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Figura 4.2: Comparação das soluções analı́ticas com deslizamento e sem deslizamento.

Dos perfis apresentados na Figura 4.2 é possı́vel visualizar que as soluções obtidas sem

condição de contorno de deslizamento (4.14) e com condição de contorno de deslizamento (4.20)

tendem a ser iguais somente quandoθ é muito grande. Paraθ = 50 a diferença entre as soluções

ainda não é desprezı́vel. Como será visto adiante, na sec¸ão de resultados, paraθ ≥ 50 solução da

equação cinética tende à solução obtida via equação de Navier-Stokes com condição de contorno

de deslizamento, ou seja, para valores deθ ≥ 50 a solução analı́tica (4.20) é válida para descrever

o comportamento do gás no presente problema enquanto que a solução (4.14) só pode ser utilizada

quandoθ → ∞.
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4.3 Equaç̃ao cinética

Para considerar valores arbitrários deθ o problema deve ser resolvido com base na equação

de Boltzmann não-estacionária (2.40), a qual para o problema em questão é escrita da seguinte

forma:

∂f

∂t′
+ vx

∂f

∂x′
= Q(ff∗). (4.25)

De acordo com Cercignani [1], devido à condição (4.2), a equação (4.25) pode ser linearizada

através do uso de uma expansão da função de distribuiç˜ao em série de potências do parâmetro

Um/vm ao redor da função Maxwelliana de equilı́brio. Assim, desprezando os termos não-lineares

emUm/vm, a função de distribuição é representada por:

f(t′, x′,v) =
n

(
√
πvm)3

exp (−c2)
{

1 + ℜ[h(x, cx, cy)e
−iωt′ ]

Um

vm

}

, (4.26)

ondeh(x, cx, cy) é chamada de função de perturbação,c = v/vm denota a velocidade molecular

adimensional.Um é a amplitude da velocidade da placa evm é definida em (4.2). Note que as

quantidades adimensionais dadas em (4.5) também são introduzidas em (4.26).

Assim, substituindo a representação (4.26) na equação(4.25) e utilizando as quantidades

adimensionais dadas em (4.5), a seguinte equação linearizada é obtida:

−ih + cx
∂h

∂x
= L̂h, (4.27)

ondeL̂h denota o operador de colisões linearizado.

A velocidade hidrodinâmicau(x) e a tensão de cisalhamentoΠ(x) do gás são escritas em

termos da função de perturbaçãoh(x, cx, cy) da seguinte forma:

u(x) =
1

π3/2

∫

cyh(x, cx, cy) exp (−c2) dc, (4.28)

Π(x) =
1

π3/2

∫

cxcyh(x, cx, cy) exp (−c2) dc. (4.29)

A equação (4.27) satisfaz a seguinte condição de contorno emx = 0, a qual é obtida a partir

da linearização da condição de contorno dada em (2.77):

h+ = Âh− + hw − Âhw, (4.30)

ondeh+ eh− são, respectivamente, as funções de perturbação das partı́culas gasosas refletidas(+)

e incidentes(−) na placa.hw denota a função de perturbação na placa devida ao movimento de

oscilação da mesma e é dada por:

hw = 2cy. (4.31)

O operadorÂ que aparece em (4.30) é chamado de operador de espalhamentoe é escrito

como:

ÂΨ =
1

cx

∫

c′x<0

|c′x| exp (c2x − c
′2
x )R(c′ → c)Ψ(c′) dc′, (4.32)
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ondeR é o núcleo de espalhamento eΨ denota uma função arbitrária.

Usando o núcleo de espalhamento proposto por Cercignani e Lampis [56], cuja expressão é

dada em (2.81), (4.32) se reduz a:

Âh− = ÂxÂyÂzh
−, (4.33)

onde

Âxh
− =

1

cx

∫

c′x<0

|c′x| exp (c2x − c
′2
x )Rx(c

′
x → cx)h(c

′
x) dc′x, cx ≥ 0, (4.34)

Âτh
− =

∫ ∞

−∞
exp (c2τ − c

′2
τ )Rτ (c

′
τ → cτ )h(c

′
τ ) dcτ , τ = y, z, (4.35)

e

Rx(c
′
x → cx) =

cx
παn

exp

[

−c
2
x + (1 − αn)c′2x

αn

]

×
∫ 2π

0

exp

[

2
√

1 − αncxc
′
x

αn
cosφ

]

dφ, (4.36)

Rτ (c
′
τ → cτ ) =

1

[παt(2 − αt)]1/2
exp

[

− [cτ − (1 − αt)c
′
τ ]

2

αt(2 − αt
)

]

, τ = y, z. (4.37)

Utilizando (4.34)-(4.37), e fazendo as devidas manipulações algébricas, a condição de con-

torno (4.30) é reescrita do seguinte modo:

h+ = 2(1 − αt)cyÂxh
− + 2αtcy. (4.38)

No regime de oscilação rápida, que correponde aθ → 0, o problema é resolvido analitica-

mente como mostrado na próxima seção. Caso contrário, aequação (4.27) é resolvida numerica-

mente conforme metodologia apresentada posteriormente naseção entitulada Regime de transição.

4.4 Regime de oscilaç̃ao rápida (θ → 0)

Quandoθ → 0 há poucas colisões ocorrendo durante um ciclo da oscilação e, consequen-

temente, o termo associado às colisões intermolecularesna equação (4.27) pode ser desprezado.

Dessa forma a solução do problema tem por base a seguinte equação diferencial:

−ih + cx
∂h

∂x
= 0, (4.39)

que safisfaz a condição de contorno (4.38).

A solução da equação (4.39) é obtida via integração da mesma na variávelx e respectivo uso

da condição de contorno (4.38). Assim, a solução é dadapor:

h(x, cx, cy) =











2αtcy exp

(

ix

cx

)

, cx > 0,

0, cx < 0.

(4.40)
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Substituindo a solução (4.40) em (4.28) e (4.29), as seguintes expressões para a velocidade

hidrodinâmicau(x) e tensão de cisalhamentoΠ(x) do gás são obtidas:

u(x) =
αt√
π
I0(−ix), (4.41)

Π(x) =
αt√
π
I1(−ix), (4.42)

onde as funçõesIn(ξ) são definidas como

In(ξ) =

∫ ∞

0

cn exp

(

−c2 − ξ

c

)

dc (4.43)

e são calculadas numericamente usando as aproximações dadas no Apêndice A.

Analiticamente é impossı́vel obter expressões para as fases e atenuações deu(x) e Π(x)

usando as expressões (4.41) e (4.42). Porém, é possı́velencontrar os valores dessas quantidades

na placa oscilatória, i.e.x = 0, e também o comportamento dessas quantidades no limitex→ ∞.

Para isso as aproximações dadas no Apêndice A para as func¸õesI0 eI1 são utilizadas. Desse modo

as atenuações e fases da velocidadeu(x) e da tensão de cisalhamentoΠ(x) emx = 0 são dadas

por:

au =
√
π, aP = 0, (4.44)

ϕu = ϕP = 0, (4.45)

enquanto que os comportamentos assintóticos quandox→ ∞ são dados por:

au(x) = aP(x) =
1

(4x)1/3
, (4.46)

ϕu(x) =
3
√

3

2

(x

2

)2/3

, ϕP(x) = ϕu(x) −
π

6
. (4.47)

De acordo com as expressões (4.44)-(4.47), o comportamento das atenuações e fases da

velocidade e da tensão de cisalhamento do gás no regime de oscilação rápida é totalmente diferente

do comportamento dessas quantidades no regime de oscilaç˜ao lenta. As atenuações não são mais

constantes e tendem a diminuir com o aumento dex. Já as fases não apresentam mais um perfil

linear emx e diferem emπ/6.

4.5 Regime de transiç̃ao

De acordo com as Seções 4.2 e 4.4, nos limitesθ → 0 e θ → ∞ o problema possui solução

analı́tica. Porém, no regime de transição o problema é resolvido numericamente. Para isso o

modelo de BGK, cuja expressão é dada em (2.55), é utilizado de modo que a equação (4.27) é

escrita do seguinte modo:

(θ − i)h + cx
∂h

∂x
= 2θcyu, (4.48)
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ondeu(x) é dado em (4.28).

Visando eliminar a variávelcy (componentey da velocidade molecular adimensional) uma

nova função de perturbação é introduzida, a qual é definida como:

Φ(x, cx) =
1√
π

∫

cyh(x, cx, cy) exp (−c2y) dcy. (4.49)

Assim, multiplicando a equação (4.48) porcy exp (−c2y)/
√
π e integrando em relação à

variávelcy no intervalo (−∞,∞), a seguinte equação paraΦ(x, cx) é obtida:

(θ − i)Φ + cx
∂Φ

∂x
= θu, (4.50)

que, de acordo com (4.38), satisfaz a seguinte condição decontorno emx = 0:

Φ+ = (1 − αt)ÂxΦ
− + αt. (4.51)

As quantidadesu(x) e Π(x), cujas expressões são dadas em (4.28) e (4.29), também s˜ao

reescritas em termos da nova funçãoΦ(x, cx) da seguinte forma:

u(x) =
1√
π

∫

exp (−c2x)Φ(x, cx) dcx, (4.52)

Π(x) =
1√
π

∫

exp (−c2x)Φ(x, cx)cx dcx. (4.53)

Portanto, as quantidades de interesse, i.e. a velocidadeu(x) e a tensãoΠ(x), são determinadas

via solução da equação cinética (4.50) com condiçãode contorno (4.51). Comou(x) e Π(x) são

quantidades complexas, suas amplitudes e fases são obtidas utilizando as representações dadas em

(4.7) e (4.8). As atenuações são determinadas utilizando (4.10).

Dois métodos diferentes foram utilizados para resolver a equação cinética (4.50) numerica-

mente: método de velocidades discretas e método dos momentos integrais.

O método dos momentos integrais consiste em obter uma equac¸ão integral parau(x) eΠ(x)

e, a seguir, resolver essas equações integrais através de um método direto de cálculo. Este método

requer muita memória computacional e tempo de CPU mas, apesar disso, tem a vantagem de que

somente a coordenadax precisa ser discretizada, ou seja, não é necessário se preocupar com a

variávelcx. Neste trabalho o método dos momentos integrais é utilizado somente para o caso de

reflexão difusa na interface gás-sólido pois para outro tipo de interação gás-superfı́cie é impossı́vel

encontrar as equações integrais para os momentosu(x) e Π(x). Essa impossibilidade do uso do

método dos momentos integrais nos casos onde assume-se quea reflexão das partı́culas gasosas na

superfı́cie sólida não é difusa está associada ao fato de que a dependência da solução integral na

função de distribuição das partı́culas gasosas incidentes na superfı́cie sólida é eliminada somente

no caso de reflexão difusa.

O método de velocidades discretas, além de ser computacionalmente mais vantajoso com-

parado ao método dos momentos integrais, permite a escolhade qualquer tipo de interação gás-

superfı́cie. Porém, diferentemente do método dos momentos integrais, no qual somente a coor-

denadax é discretizada, no método de velocidades discretas tamb´em é necessário discretizar a
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velocidadecx e, devido ao comportamento oscilatório da funçãoΦ(x, cx) na velocidadecx, encon-

trar uma malha adequada para a variávelcx é a dificuldade do método.

A seguir, ambos os métodos são descritos.

4.5.1 Método dos Momentos Integrais

Considera-se que as partı́culas gasosas sofrem reflexão difusa na superfı́cie, ou seja, ambos

os coeficientes de acomodaçãoαt eαn que aparecem no núcleo de espalhamento de Cercignani-

Lampis são iguais a um e, consequentemente, o núcleo tendeao núcleo de espalhamento difuso

dado em (2.79). Desse modo, integrando a equação cinética (4.50) na variávelx e usando a

condição de contorno dada em (4.51) comαt = αn = 1, a seguinte solução integral para a equação

cinética é obtida:

Φ(x, cx) = η(cx) exp

[

−(θ − i)

cx
x

]

+
θ

cx

{

η(cx)

∫ x

0

u(x̃) exp

[

(θ − i)

cx
(x̃− x)

]

dx̃

+η(−cx)
∫ ∞

x

u(x̃) exp

[

(θ − i)

cx
(x̃− x)

]

dx̃

}

, (4.54)

ondeη(γ) é a função de Heaviside definida como

η(γ) =







1, seγ > 0;

0, seγ < 0.
(4.55)

Substituindo a solução (4.54) em (4.52) e (4.53) as seguintes equações integrais são obtidas

para a velocidade hidrodinâmicau(x) e tensão de cisalhamentoΠ(x):

u(x) =
1√
π
I0[(θ − i)x] +

θ√
π

∫ ∞

0

u(x̃)I−1[(θ − i)(|x̃− x|)] dx̃; (4.56)

Π(x) =
1√
π
I1[(θ − i)x] +

θ√
π

∫ ∞

0

u(x̃)sign(x̃− x)I0[(θ − i)(|x̃− x|)] dx̃; (4.57)

onde as funçõesIn(ξ) são definidas em (4.43).

A seguir, um método direto de cálculo é utilizado, que consiste no seguinte procedimento:

(i) A coordenadax é regularmente discretizada num intervalo[0, xmax], ou seja,

xk = xk−1 + ∆x, 1 ≤ k ≤ Nx, x0 = 0, ∆x =
xmax

Nx
, (4.58)

ondeNx é um número inteiro e corresponde ao número de pontos utilizados na discretização

da coordenadax. A distânciaxmax corresponde à distância na qual a amplitude da função de

perturbaçãoΦ(x, cx) tende a zero.

(ii) As equações integrais dadas em (4.56) e (4.57) são substituı́das pelos seguintes sistemas de

equações algébricas:

uk = Bk +
Nx
∑

ℓ=1

Akℓuℓ, 1 ≤ k ≤ Nx; (4.59)
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Πk = Ck +
Nx
∑

ℓ=1

Dkℓuℓ, (4.60)

onde

uk = u(xk − ∆x/2), (4.61)

Πk = Π(xk − ∆x/2), (4.62)

Bk =
1√
π
I0[(θ − i)(xk − ∆x/2)], (4.63)

Ck =
1√
π
I1[(θ − i)(xk − ∆x/2)], (4.64)

Akℓ =
θ√
π

∫ xℓ

xℓ−1

I−1[(θ − i)|x̃− xk + ∆x/2|] dx̃, (4.65)

Dkℓ =
θ√
π

∫ xℓ

xℓ−1

sign[x̃− xk + ∆x/2]I0[(θ − i)|x̃− xk + ∆x/2|] dx̃, (4.66)

(iii) As matrizesAkℓ e Dkℓ juntamente comBk e Ck são calculadas usando as aproximações

dadas no Apêndice A para as integraisI−1, I0 e I1 e os sistemas de equações lineares (4.59)

e (4.60) são resolvidos via método iterativo. A precisãodos cálculos é de 0.1% e é estimada

via variação dos parâmetrosNx exmax.

O cálculo das matrizesAkℓ eDkℓ é a etapa que exige maior tempo de CPU e memória computacio-

nal pois para atingir a precisão desejada é necessário aumentarNx e, consequentemente, à medida

queNx aumenta a ordem das matrizes também aumenta tal que a realização dos cálculos exige

mais recursos computacionais.

A seguir, os valores dos parâmetrosxmax eNx usados para atingir a precisão de 0,1% são

apresentados para alguns valores de parâmetro de oscilaçãoθ:

θ = 0, 01 → xmax = 10 → Nx = 50000;

θ = 1 → xmax = 5 → Nx = 50000;

θ = 50 → xmax = 2 → Nx = 50000.

Como pode ser visto, o número de pontos utilizados na discretização da coordenadax é

muito grande. Observe que a distânciaxmax também aumenta à medida que o parâmetroθ diminui,

ou seja, o gás é mais perturbado à medida que a oscilaçãoda placa aumenta (o comprimento de

penetração da onda, definido como a distância na qual a amplitude da velocidade do gás é igual a

1% da amplitude da velocidade da placa, é maior paraθ menor).

4.5.2 Método de Velocidades Discretas

Neste método, como mencionado anteriormente, além de discretizar a coordenadax, uma

discretização no espaço da velocidadecx também é necessária. A discretização da coordenadax
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é feita do mesmo modo que no método dos momentos integrais eé dada em (4.58). A grande

dificuldade desse método é encontrar uma malha adequada para a velocidadecx pois a função

Φ(x, cx) tem um comportamento oscilatório nessa variável. Para exemplificar esse comportamento

oscilatório, a Figura 4.3 mostra o perfil da função de perturbaçãoΦ(x, cx) versuscx para parâmetro

de oscilaçãoθ=0,01 e 0,1 quandox = 0, 5; 1; 5 e 8, respectivamente.
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Figura 4.3: Perfil da função de perturbaçãoΦ versus velocidadecx.

Da figura 4.3 é possı́vel observar que o comportamento oscilatório da funçãoΦ é mais acen-

tuado para valores pequenos de velocidadecx. Devido a isso, a velocidadecx é discretizada utili-

zando uma distribuição de pontoscxj (1 ≤ j ≤ Nc) mais densa para valores pequenos decx e uma

distribuição de pontoscxj menos densa para valores grandes decx.

A equação cinética (4.50) é discretizada utilizando umesquema explı́cito de diferenças fini-

tas de primeira ordem. Assim, a funçãoΦ(xk, cxi) é calculada do seguinte modo:

Φk,j =
(

θuk +
cxj

∆x
Φk−1,j

) [

(θ − i) +
cxj

∆x

]−1

, (4.67)

ondek = 0, 1, ...Nx e j = 1, ..., Nc.
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Os momentos dados em (4.52) e (4.53) são calculados através das seguintes fórmulas de

quadratura trapezoidal estendida:

uk =
Nc
∑

j=1

Φk,jWj , (4.68)

Πk =
Nc
∑

j=1

Φk,jcxjWj , (4.69)

ondeWj (j = 1, ..., Nc) são pesos correspondendo aos pontoscxj .

O processo iterativo consiste em realizar, para cada pontocxj, os seguintes passos:

(i) Assume-seuk eΠk e calcula-seΦk,j via equação (4.67).

(ii) Novos valores parauk eΠk são calculados através das fórmulas de quadratura (4.68) e (4.69).

(iii) Volta-se ao passo (i) e usa-se os valores dos momentosuk e Πk obtidos na iteração anterior

para calcular novos valores paraΦk,j. O processo iterativo é finalizado quando um critério

de convergência é satisfeito.

O critério de convergência é escrito como:
∣

∣

∣
u

(n)
k − u

(n−1)
k

∣

∣

∣
≤ ǫ,

∣

∣

∣
Π

(n)
k − Π

(n−1)
k

∣

∣

∣
≤ ǫ, (4.70)

onden denota a iteração atual en− 1 a iteração anterior.ǫ = 10−10 é o erro máximo aceitável.

Os valores dos parâmetrosxmax, Nx eNc usados para atingir precisão de 0,1% para alguns

valores deθ são os seguintes:

θ = 0, 01 → xmax = 10 → Nx = 10000 → Nc = 6000;

θ = 1 → xmax = 5 → Nx = 10000 → Nc = 4000;

θ = 50 → xmax = 2 → Nx = 10000 → Nc = 4000.

Como pode ser visto, o número de pontos necessários na discretização da coordenadax é

menor que o número de pontos utilizados no método dos momentos integrais mas é necessário

um grande número de pontos na discretização da velocidade cx. Mesmo assim, o método de

velocidades discretas é computacionalmente mais vantajoso comparado ao método dos momentos

integrais e uma comparação dos resultados obtidos via ambos os métodos mostra uma diferença

menor que 0,1%, ou seja, os métodos fornecem resultados comuma excelente concordância entre

si.

4.5.3 Resultados nuḿericos e discuss̃ao

A tabela 4.1 apresenta as amplitudes e fases da velocidadeu(x) e da tensão de cisalhamento

Π(x) na placa oscilatória, i.e.x = 0, assumindo-se espalhamento difuso na superfı́cie sólidae

considerando valores de parâmetro de oscilaçãoθ que abrangem todos os regimes de oscilação.
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Tabela 4.1: Amplitudes e fases emx = 0 e comprimento de penetração (reflexão difusa)

θ um Πm ϕu −ϕP λ

0 0,5 0,2821 0 0 8,8710

0,01 0,5000 0,2821 0,0025 0,0019 8,7315

0,1 0,5008 0,2819 0,0250 0,0190 7,5355

1 0,5539 0,2688 0,1791 0,1662 3,6010

5 0,7291 0,2017 0,2062 0,4138 1,7615

10 0,7988 0,1625 0,1699 0,5063 1,3080

20 0,8531 0,1261 0,1319 0,5798 0,9590

50 0,9067 0,08496 0,08758 0,6517 0,6210

∞ 1 (2θ)−1/2 0 π/4 4,6051√
θ

Dos dados apresentados na Tabela 4.1 observa-se que a amplitudeum da velocidade do gás na

parede varia de 0,5 a 1 à medida que o parâmetro de oscilaç˜ao θ varia de 0 até infinito. Já a

amplitudeΠm da tensão de cisalhamento varia de(2
√
π)−1 até zero quandoθ varia de 0 até∞. A

faseϕu é igual a zero em ambos os limitesθ → 0 e θ → ∞ que correspondem, respectivamente,

aos regimes de oscilação rápida e lenta. No regime de transição, i.e.θ ∼ 1, a faseϕu tem um valor

máximo. A faseϕP tende a zero quandoθ → 0 e, à medidaθ aumenta, tende a−π/4.

Ainda na Tabela 4.1 o comprimento de penetração da onda, denotado porλ, é apresentado.

Essa quantidade é definida como a distânciax na qual a amplitude da velocidade do gás decai

até 1% do valor da amplitudeUm da velocidade da placa oscilatória. Como pode ser visto, o

comprimento de penetraçãoλ diminui à medida que o parâmetro de oscilaçãoθ aumenta e, no

regime de oscilação lenta (θ → ∞), λ é proporcional aθ−1/2.

Na Figura 4.4 os perfis das atenuações da velocidadeu(x) e da tensão de cisalhamentoΠ(x)

em função da distânciax são mostrados para parâmetro de oscilaçãoθ = 0, 01; 1; 10 e 50.

As atenuações variam nas proximidades da placa oscilatória mas distante da mesma são

quantidades constantes. Por esse motivo os perfis são mostrados somente atéx = 0, 1. Da Figura

4.4 observa-se que:

(i) As atenuações tendem a aumentar com o aumento do parâmetro de oscilaçãoθ, ou seja,

com a diminuição da frequência de oscilação da placa. Isso ocorre porque os efeitos de

viscosidade do gás, que são responsáveis pela dissipação de energia, tendem a aumentar com

a diminuição da frequência de oscilação em relação `a frequência das colisões moleculares.

(ii) Distante da placa oscilatória, no regime de oscilaç˜ao lenta (que corresponde aθ = 50), as

atenuações tendem ao valor constante dado em (4.16), ou seja, au = aP →
√
θ.

(iii) Para um valor fixo deθ, a atenuação da velocidadeu(x) aumenta nas proximidades da placa

oscilatória enquanto que a atenuação da tensão de cisalhamentoΠ(x) diminui nas proximi-

dades da placa oscilatória.
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Figura 4.4: Perfis das atenuações da velocidadeu(x) e da tensão de cisalhamentoΠ(x)

Na Figura 4.5 os perfis das fases da velocidadeu(x) e da tensão de cisalhamentoΠ(x) são mos-

trados e, desses perfis é possı́vel observar que:

(i) As fases tendem a aumentar rapidamente com o aumento do parâmetro de oscilaçãoθ.

(ii) No regime de oscilação lenta (que corresponde aθ = 50) as fasesϕu eϕP são funções lineares

da coordenadax exceto numa pequena região nas proximidades da placa oscilatória.

(iii) No regime de oscilação rápida (que corresponde aθ = 0, 01) as fases aumentam comx2/3,

ou seja, aumentam mais lentamente que no regime oscilaçãolenta.

(iv) Paraθ = 50, comparando os perfis das fasesϕu é possı́vel observar que a diferença de fase

tende aπ/4, como previsto em (4.24).

A influência da interação gás-superfı́cie pode ser verificada nas Tabelas 4.2-4.5. Nas Tabelas

4.2 e 4.3 os valores das amplitudesum e Πm na placa oscilatória, i.e.x = 0, são apresentados
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Figura 4.5: Perfis para as fases da velocidadeu(x) e da tensão de cisalhamentoΠ(x)

para parâmetro de oscilaçãoθ =0,01; 1 e 50, respectivamente. Nas Tabelas 4.4 e 4.5 o mesmo

é apresentado para as fasesϕu e ϕP. Considera-se o coeficiente de acomodação de momentum

tangencialαt variando no intervalo[0, 25; 2] e o coeficiente de acomodação de energiaαn variando

no intervalo[0, 25; 1]. Somente os valores na parede oscilatória são apresentados pois, caso a

influência da interação gás-superfı́cie na solução do problema seja significativa, esta é maior em

x = 0.

Das Tabelas 4.2-4.5 verifica-se que:

(i) Paraθ = 0, 01 as amplitudes e fases não são afetadas pela variação do coeficiente de acomodação

de energiaαn. Este resultado está de acordo com as expressões (4.41) e (4.42), segundo as

quais no regime de oscilação rápida (θ → 0) a velocidade do gás e a tensão de cisalha-

mento independem do coeficiente de acomodaçãoαn e só há dependência no coeficiente de

acomodação de momentum tangencialαt.
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Tabela 4.2: Influência dos coeficientes de acomodação na amplitudeum.

um

θ αn αt = 0, 25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2

0,01

0,25 0,1250 0,2500 0,3750 0,5000 0,6250 0,7500 0,8750 1,0000

0,5 0,1250 0,2500 0,3750 0,5000 0,6250 0,7500 0,8750 1,0000

1,0 0,1250 0,2500 0,3750 0,5000 0,6250 0,7500 0,8750 1,0000

1

0,25 0,1454 0,2865 0,4229 0,5539 0,6792 0,7986 0,9118 1,0189

0,5 0,1447 0,2856 0,4222 0,5539 0,6803 0,8012 0,9163 1,0256

1,0 0,1439 0,2846 0,4215 0,5539 0,6816 0,8042 0,9215 1,0334

50

0,25 0,5121 0,7313 0,8423 0,9067 0,9362 0,9753 0,9948 1,0090

0,5 0,5079 0,7283 0,8408 0,9067 0,9493 0,9784 0,9994 1,0150

1,0 0,5028 0,7238 0,8384 0,9067 0,9517 0,9832 1,0066 1,0246

Tabela 4.3: Influência dos coeficientes de acomodação na amplitudeΠm.

Πm

θ αn αt = 0, 25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2

0,01

0,25 0,0705 0,1410 0,2116 0,2821 0,3526 0,4231 0,4936 0,5642

0,5 0,0705 0,14l0 0,2116 0,2821 0,3526 0,4231 0,4936 0,5642

1,0 0,0705 0,1410 0,2116 0,2821 0,3526 0,4231 0,4936 0,5642

1

0,25 0,0699 0,1381 0,2045 0,2688 0,3306 0,3899 0,4467 0,5007

0,5 0,0698 0,1381 0,2045 0,2688 0,3307 0,3900 0,4468 0,5010

1,0 0,0698 0,1381 0,2045 0,2688 0,3307 0,3902 0,4471 0,5014

50

0,25 0,0468 0,0674 0,0783 0,0850 0,0895 0,0928 0,0954 0,0974

0,5 0,0467 0,0676 0,0784 0,0850 0,0893 0,0925 0,0950 0,0969

1,0 0,0471 0,0678 0,0786 0,0850 0,0892 0,0921 0,0944 0,0960

Tabela 4.4: Influência dos coeficientes de acomodação na faseϕu.

ϕu

θ αn αt = 0, 25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2

0,01

0,25 0,0041 0,0035 0,0030 0,0025 0,0020 0,0014 0,0009 0,0003

0,5 0,0041 0,0035 0,0030 0,0025 0,0020 0,0014 0,0009 0,0003

1,0 0,0041 0,0035 0,0030 0,0025 0,0020 0,0014 0,0009 0,0003

1

0,25 0,3165 0,2694 0,2236 0,1791 0,1359 0,09421 0,0540 0,0153

0,5 0,3103 0,2654 0,2216 0,1791 0,1378 0,09793 0,0594 0,0224

1,0 0,3022 0,2602 0,2191 0,1791 0,1402 0,1027 0,0664 0,0315

50

0,25 0,3860 0,2276 0,1410 0,0876 0,0518 0,0263 0,0075 -0,0068

0,5 0,3898 0,2301 0,1422 0,0876 0,0507 0,0243 0,0054 -0,0106

1,0 0,3963 0,2339 0,1439 0,0876 0,0493 0,0215 0,0006 -0,0158

54



Tabela 4.5: Influência dos coeficientes de acomodação na faseϕP.

−ϕP

θ αn αt = 0, 25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2

0,01

0,25 0,0471 0,0942 0,1413 0,1884 0,2356 0,2827 0,3298 0,3769

0,5 0,0471 0,0942 0,1413 0,1884 0,2356 0,2827 0,3298 0,3769

1,0 0,0471 0,0942 0,1413 0,1884 0,2356 0,2827 0,3298 0,3769

1

0,25 0,0432 0,0854 0,1264 0,1662 0,2046 0,2415 0,2770 0,3110

0,5 0,0431 0,0853 0,1264 0,1662 0,2047 0,2420 0,2778 0,3122

1,0 0,0430 0,0851 0,1262 0,1662 0,2050 0,1026 0,2788 0,3138

50

0,25 0,3443 0,5057 0,5952 0,6517 0,6902 0,7182 0,7396 0,7573

0,5 0,3431 0,5056 0,5952 0,6517 0,6900 0,7181 0,7395 0,7571

1,0 0,3429 0,5052 0,5951 0,6517 0,6904 0,7171 0,7384 0,7552

A faseϕu tende a diminuir com o aumento do coeficienteαt. Isso indica que a velocidade

hidrodinâmica do gás tende a oscilar simultaneamente coma superfı́cie oscilatória à medida

que o coeficiente de acomodação de momentum tangencialαt aumenta. Já a faseϕP tende a

aumentar com o aumento deαt. Porém, note que a faseϕP é negativa, ou seja, a tensão de

cisalhamentoΠ(x) está atrasada em relação à oscilação da placa.

(ii) Com relação à dependência no coeficiente de acomodação de momentum tangencialαt

observa-se que existe uma forte dependência para todas as quantidades. As amplitudesum e

Πm tendem a aumentar com o aumento deαt. O aumento deαt de 0,25 até 1 corresponde

ao aumento do número de partı́culas gasosas que, ao colidircom a parede, se acomodam ao

estado de momentum tangencial da parede e, após a colisão,são refletidas com momentum

tangencial igual ao da parede oscilatória. A escolhaαt = 1 corresponde à situação em que

todas as partı́culas gasosas se acomodam ao estado da paredee são refletidas com momen-

tum tangencial igual ao da parede. Note que no regime de oscilação lenta, i.e.θ → ∞, a

velocidade do gás na parede tende a ser igual à velocidade da parede (um = 1 e ϕu = 0)

enquanto que, no regime de oscilação rápida, i.e.θ → 0, a velocidade do gás na parede tende

a ser igual à metade da velocidade da parede (um = 0.5 eϕu = 0). No intervalo1 < αt ≤ 2,

as partı́culas gasosas são refletidas em direção oposta `a velocidade de incidência.

(iii) Para θ = 1 os comportamentos das amplitudes e fases são semelhantes ao caso em que

θ = 0, 01, ou seja, todas as quantidades não são afetadas pelo coeficiente de acomodação

de energiaαn mas são fortemente afetadas pelo coeficiente de acomodaç˜ao de momentum

tangencialαt.

(iv) Paraθ = 50 todas as quantidades dependem fracamente do coeficiente de acomodação de

energiaαn. Quandoαt = 1 não há dependência nesse parâmetro. Como nos casos ante-

riores, há uma forte dependência de todas as quantidades no coeficiente de acomodação de

momentum tangencialαt.
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(a) Parâmetro de oscilaçãoθ = 10
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 0

 0,5

 1

 1,5

 0  0,05  0,1  0,15  0,2

      

      

x

ϕu

Navier-Stokes

Eq. cinética

(b) Parâmetro de oscilaçãoθ = 20
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(c) Parâmetro de oscilaçãoθ = 50

Figura 4.6: Amplitude da velocidade: comparação da soluc¸ão numérica com a solução analı́tica

obtida via equação de movimento de Navier-Stokes com condição de contorno de deslizamento.
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A Figura 4.6 mostra uma comparação para a amplitude e fase da velocidadeu(x) obtidas nu-

mericamente via solução da equação cinética e via expressão (4.20) obtida via solução da equação

de movimento de Navier-Stokes com condição de contorno dedeslizamento do gás na superfı́cie

sólida. Em tal figura a linha representa a solução numérica obtida via equação cinética enquanto

que os sı́mbolos representam a solução analı́tica obtidavia equação de Navier-Stokes.

De acordo com a Figura 4.6, a diferença entre as amplitudes efases obtidas via equação

cinética e equação de Navier-Stokes tende a diminuir à medida queθ aumenta. Paraθ = 50 a

diferença entre as soluções é muito pequena de modo que paraθ ≥ 50 a equação de Navier-Stokes

pode ser utilizada para descrever o comportamento do gás nopresente problema. Porém, note

que nas situações em queθ = 10 e 20, embora a diferença entre as amplitudes seja pequena, a

diferença entre as fases é significativa. Portanto, pode-se dizer que nos casos em queθ < 50 o

comportamento do gás é descrito de forma correta e precisasomente via uso da equação cinética.
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Caṕıtulo 5

Problema de Stokes para uma mistura

binária de gases monoat̂omicos

Neste capı́tulo o problema de Stokes é apresentado para o caso de uma mistura binária de

gases monoatômicos. O esquema do problema é o mesmo apresentado na Figura 4.1 do Capı́tulo

4 com a diferença que agora uma mistura binária de gases monoatômicos ocupa o espaço semi-

infinito x′ > 0. A concentração molar da mistura é dada por

C =
n1

n
, (5.1)

onden1 denota a densidade de número de partı́culas da primeira espécie que constitui a mistura e

n = n1 + n2 denota a densidade de número da mistura.

O parâmetro de oscilação é definido como:

θ =
P

µω
, (5.2)

ondeP eµ denotam, respectivamente, a pressão e a viscosidade da mistura eω é a frequência de

oscilação da placa.

A velocidade e a componentexy do tensor pressão da mistura são dados nas expressões

(2.67) e (2.70) do Capı́tulo 2. Como a dependência temporalé harmônica, essas duas quantidades

são escritas da seguinte forma:

U(t′, x′) = ℜ[Ũ(x′) exp (−iωt′)]
Pxy(t

′, x′) = ℜ[P̃xy(x
′) exp (−iωt′)].

(5.3)

ondeŨ(x) e P̃xy(x) são quantidades complexas.

Introduzindo as quantidades adimensionais

u(x) =
Ũ(x)

Um
, uα(x) =

Ũα(x)

Um
,

Π(x) =
P̃xy(x)

2P0

vm

Um

, Πα(x) =
P̃αxy(x)

2Pα

vm

Um

, (5.4)
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ondeUm denota a amplitude da velocidade da placa ePα = nαkBT0 é a pressão parcial da mistura,

e utilizando as expressões (2.67) e (2.70), as seguintes expressões são obtidas parau(x) eΠ(x):

u(x) = C
m1

m
u1(x) + (1 − C)

m2

m
u2(x), (5.5)

Π(x) = CΠ1(x) + (1 − C)Π2(x), (5.6)

onde

m = Cm1 + (1 − C)m2 (5.7)

é a massa média da mistura.

O objetivo é determinar as caracterı́sticas macroscópicas da mistura, i.e. velocidade hidro-

dinâmicau(x) e tensão de cisalhamentoΠ(x), para diferentes valores de concentraçãoC e em

todo o intervalo de parâmetro de oscilaçãoθ. Como os resultados qualitativos são os mesmos

encontrados no caso de gás único, maior ênfase é dada àspeculiaridades que ocorrem no caso de

misturas gasosas.

5.1 Regime de oscilaç̃ao lenta (θ → ∞)

Do mesmo modo que na Seção (4.2) do Capı́tulo 4, quandoθ → ∞ o problema pode ser

resolvido analiticamente com base na equação de movimento de Navier-Stokes. Para uma mistura

de gases monoatômicos a equação de movimento de Navier-Stokes é a mesma dada em (2.14).

Assim, assumindo que a velocidade da mistura na placa oscilatória é igual à velocidade da placa,

ou seja, é assumido que não há deslizamento da mistura gasosa na superfı́cie sólida, a solução da

equação de Navier-Stokes é a mesma dada na expressão (4.14), ou seja,

u(x) = exp
[

(i− 1)
√
θx

]

. (5.8)

Portanto, no regime de oscilação lenta a velocidade hidrodinâmica da mistura independe da

concentração da mesma e das espécies constituintes. Assim, por exemplo, a velocidade hidro-

dinâmica de uma mistura de gases Hélio-Argônio é a mesmade uma de mistura de gases Hélio-

Xenônio.

O fluxo de difusão do constituinteα na direçãoj, denotado porJαj , é definido da seguinte

forma:

Jαj = ̺α(uαj − uj), (5.9)

onde̺α é a densidade de massa da espécieα e as quantidadesuαj euj denotam, respectivamente,

a componentej das velocidades da espécieα e da mistura. De forma geral, o fluxo de difusão dos

constituintes da mistura na direçãoj é dado pela lei de Fick através das seguintes expressões:

J1j = −J2j (5.10)
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onde

J1j = −n
2m1m2

̺
D12

[

d1 +
kT

T

∂T

∂y′

]

, (5.11)

ondeD12 é o coeficiente de difusão ekT é a razão de termo-difusão, cujas expressões podem ser

encontradas na Ref. [6]. A quantidaded1 é a força de difusão e é dada por:

d1 = −d2 =
∂C

∂y′
+

(

C − ̺1

̺

)

∂ lnP

∂y′
− ̺1̺2

P̺
(F1 − F2). (5.12)

O primeiro termo em (5.12) representa um fluxo que tende a reduzir a não homogeneidade da

mistura quando a concentração da mesma não é uniforme. Osegundo termo em (5.12) representa

um fluxo devido a um gradiente de pressão e o terceiro termo representa o fluxo devido à ação de

forças externas. Na expressão (5.11), o termo proporcional à derivada da temperatura representa

o fluxo de difusão devido a um gradiente de temperatura, comumente conhecido como termo-

difusão.

Para o problema em questão, (5.12) se reduz a:

d1 = 0, (5.13)

e

∂T

∂y′
= 0. (5.14)

Consequentemente, o fluxo de difusão dado em (5.11) é nulo,ou seja, segundo a lei de Fick não há

difusão dos contituintes na mistura. Porém, isso é válido distante da placa oscilatória pois na região

próxima à placa os constituintes da mistura se difundem numa fina camada próxima à superfı́cie

devido ao fenômeno de deslizamento viscoso da mistura gasosa na superfı́cie sólida, ou seja, a

difusão é devida a um gradiente de velocidade normal à superfı́cie sólida.

Utilizando a condição de contorno de deslizamento viscoso da mistura gasosa na superfı́cie

sólida, dada em (2.22) , a seguinte expressão para a velocidade da mistura é obtida:

u(x) =

[

1 − σP√
θ
(i− 1)

]−1

exp [(i− 1)
√
θx], (5.15)

ondeσP é o coeficiente de deslizamento viscoso da mistura que depende do potencial de interação

intermolecular e da concentração da mistura em questão.Na Ref. [38] o coeficienteσP é tabulado

para algumas misturas de gases nobres num amplo intervalo deconcentração.

5.2 Equaç̃ao cinética

Devido à condição de que a amplitude da velocidade da placa é muito menor que a ve-

locidade mais provável das partı́culas de gás, a equação de Boltzmann não-estacionária para o
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α-ésimo constituinte da mistura de gases monoatômicos, dada em (2.58), pode ser linearizada via

representação da função de distribuição da espécieα que constitui a mistura da seguinte forma:

fα(t′, x′,vα) = fM
α

(

1 + ℜ[hα(x′,vα)e−iωt′ ]
Um

vm

)

, (5.16)

onde

fM
α (vα) = n0α

(

mα

2πkBT0

)3/2

exp

[

− mα

2kBT0
v2

α

]

(5.17)

é a função Maxwelliana de equilı́brio global.

O tempot e coordenadax adimensionais e também a velocidade adimensional das partı́culas

de gás da espécieα, denotada porcα, são introduzidas da seguinte forma:

t = ωt′, x =
ω

vm
x′, cα =

vα

vm
. (5.18)

Introduzindo (5.16) em (2.58) e utilizando as quantidades adimensionais dadas em (5.18), a

seguinte equação integro-diferencial linearizada é obtida para oα-ésimo constituinte da mistura:

∂hα

∂t
+

(

m

mα

)1/2

cαx
∂hα

∂x
=

1

ω

2
∑

β=1

Lαβhα, (5.19)

onde o termo do lado direito da equação está associado àscolisões entre espéciesα-α e α-β

que constituem a mistura. Como no problema em questão uma mistura binária de gases mo-

noatômicos é considerada, a solução do problema tem porbase um sistema de duas equações

integro-diferenciais dadas em (5.19) paraα=1,2. Assumindo reflexão difusa das partı́culas gasosas

na superfı́cie sólida, a soluçãohα(x, cx, cy), α = 1, 2, deve satisfazer as seguintes condições de

contorno emx = 0:

hα(0, cx, cy) =











2cαy

√

mα

m
, cαx > 0,

0, cαx < 0.

(5.20)

A velocidade hidrodinâmica e a componentexy do tensor pressão doα-ésimo constituinte

da mistura são dados, respectivamente, pelas seguintes expressões:

uα(x) =
1

π3/2

√

m

mα

∫

cαyhα(x, cx, cy) exp (−c2α) dcα, (5.21)

Πα(x) =
1

π3/2

∫

cαxcαyhα(x, cx, cy) exp (−c2α) dcα. (5.22)

Desse modo, a fim de resolver o problema para parâmetro de oscilaçãoθ arbitrário, é ne-

cessário resolver o sistema de equações dado em (5.19) com condições de contorno (5.20) e então

determinaruα eΠα via expressões (5.21) e (5.22).
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5.3 Regime de oscilaç̃ao rápida (θ → 0)

Quandoθ → 0 o termo de colisões que aparece na equação (5.19) pode serdesprezado já

que nessa situação as colisões gás-superfı́cie são muito mais comuns do que as colisões entre as

partı́culas gasosas. Como consequência, a equação (5.19) se reduz a:

−ihα +

√

m

mα
cαx

∂hα

∂x
= 0, α = 1, 2. (5.23)

A solução da equação (5.23) que satisfaz a condição decontorno de espalhamento difuso,

dada em (5.20), é a seguinte:

hα(x, cαx, cαy) =











2

√

mα

m
cαy exp

[

i

√

mα

m

x

cαx

]

, cαx > 0

0, cαx < 0.

(5.24)

Substituindo a solução (5.24) em (5.21) e (5.22), as seguintes expressões para as quantidades

uα(x) eΠα(x) são obtidas:

uα(x) =
1√
π
I0

[

−i
√

mα

m
x

]

, (5.25)

Πα(x) =
1√
π

√

mα

m
I1

[

−i
√

mα

m
x

]

, (5.26)

onde as funçõesI0 e I1 são definidas em (4.43).

Assim, a velocidade e a componentexy do tensor pressão da mistura são obtidos através da

substituição das expressões (5.25) e (5.26) em (5.5) e (5.6) de modo que são escritos da seguinte

forma:

u(x) =
C√
π

m1

m
I0

[

−i
√

m1

m
x

]

+
(1 − C)√

π

m2

m
I0

[

−i
√

m2

m
x

]

, (5.27)

Π(x) =
C√
π

√

m1

m
I1

[

−i
√

m1

m
x

]

+
(1 − C)√

π

√

m2

m
I1

[

−i
√

m2

m
x

]

. (5.28)

5.4 Regime de transiç̃ao

Para valores arbitrários deθ, a equação (5.19) é resolvida numericamente e o operadorde

colisões é substituido pelo modelo de McCormack, cuja expressão é dada no Apêndice C, que é

escrito do seguinte modo para o problema em questão:

Lαβhα = −γαβhα + 2

√

mα

m

[

γαβuα − ν
(1)
αβ (uα − uβ)

]

cαy

+4
[(

γαβ − ν
(3)
αβ Πα + ν

(4)
αβ Πβ

)]

cαxcαy−
√

mα

m
ν

(2)
αβ (uα−uβ)cαy

(

c2α − 5

2

)

, (5.29)

onde os momentosuα(x) eΠα(x) são dados em (5.25) e (5.26).
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As quantidadesν(n)
αβ (n = 1, ..., 4) que aparecem em (5.29) são definidas no Apêndice C e

dependem do potencial de interação intermolecular que está implı́cito nas integraisΩ(jk)
αβ (chama-

das de integrais de Chapman-Cowling). Para potencial de interação de esferas-rı́gidas as integrais

de Chapman-Cowling possuem expressões conhecidas, dadasem (C.19), e portanto, por questões

de conveniência, as seguintes quantidades adimensionaissão introduzidas:

Ω
(jk)∗
αβ =

Ω
(jk)
αβ

[Ω
(jk)
αβ ]er

, (5.30)

onde[Ω
(jk)
αβ ]er são as integrais de Chapman-Cowling para esferas rı́gidas.

As quantidadesγαβ são proporcionais à frequência das colisões moleculares e, como sempre

aparecem em combinações, o parâmetroγα é introduzido da seguinte forma:

γα = γαα + γαβ, α = 1, 2. (5.31)

Introduzindo as quantidades adimensionais dadas em (5.31)na equação (5.19), a seguinte

equação é obtida para a espécieα que constitui a mistura:

∂hα

∂t
+

√

m

mα

cαx
∂hα

∂x
= θα

{

−hα + 2

√

mα

m

[

uα − ν
∗(1)
αβ (uα − uβ)

]

cαy

+4
[

(1 − ν∗(3)αα − ν
∗(3)
αβ + ν∗(4)αα )Πα + ν

∗(4)
αβ Πβ

]

cαxcαy

−
√

mα

m
ν
∗(2)
αβ (uα − uβ)cαy

(

c2α − 5

2

)}

, α = 1, 2. (5.32)

O parâmetroθα está relacionado ao parâmetro de oscilaçãoθ, definido em (5.2), pela seguinte

expressão:

θα = ηα
µ

µα

θ, (5.33)

ondeη1 = C eη2 = 1 − C. µ é a viscosidade da mistura, dada pela seguinte expressão:

µ = µ1 + µ2, µα = Pα

(Ξβ + ν
(4)
αβ )

(ΞαΞβ − ν
(4)
αβ ν

(4)
βα )

, Ξα = ν(3)
αα − ν(4)

αα + ν
(3)
αβ . (5.34)

Para eliminar as variáveiscαy e cαz, a seguinte função é introduzida:

Φα(x, cαx) =
1

π

∫

cαyhα(x, cαx, cαy) exp (−c2αy − c2αz) dcαydcαz, α = 1, 2. (5.35)

Assim, multiplicando a equação (5.32) porcαy exp (−c2αy − c2αz)/π e integrando nas variáveis

cαy e cαz no intervalo(−∞,∞) a seguinte equação para a funçãoΦα(x, cαx) é obtida:

(θα − i)Φα +

√

m

mα
cαx

∂Φα

∂x
= θα

{
√

mα

m
[uα − ν

∗(1)
αβ (uα − uβ)] + 2cαx

[

(1 − ν∗(3)αα

−ν∗(3)αβ + ν∗(4)αα )Πα + ν
∗(4)
αβ Πβ

]

− 1

2

√

mα

m

(

c2αx −
1

2

)

ν
∗(2)
αβ (uα − uβ)

}

, (5.36)
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onde

uα(x) =
1√
π

√

m

mα

∫

Φα(x, cαx) exp (−c2αx) dcαx, (5.37)

Πα(x) =
1√
π

∫

cαxΦα(x, cαx) exp (−c2αx) dcαx. (5.38)

A condição de contorno de espalhamento difuso, dada em (5.20), é escrita em termos da

nova funçãoΦ(x, cx) como:

Φα(0, cαx) =











√

mα

m
, cαx > 0,

0, cαx < 0.

(5.39)

O método de solução para resolver o sistema de equações(5.36) paraα=1, 2 é descrito a

seguir.

5.4.1 Método de soluç̃ao

Similarmente ao caso de gás único, a função de perturbac¸ão Φα(x, cx) do α-ésimo consti-

tuinte da mistura possui um comportamento oscilatório na variávelcαx e, consequentemente, a

fim de resolver o sistema de equações (5.36) um grande número de pontos no espaço de velo-

cidadescαx é necessário. Portanto, visando diminuir o comportamento oscilatório da função de

perturbação, a mesma metodologia utilizada no Capı́tulo4 de dividir a função de perturbação em

duas partes é utilizada.

Assim, a funçãoΦα é representada da seguinte forma:

Φα(x, cx) = Φα0(x, cx) + Φ̃α(x, cx), (5.40)

onde a funçãoΦα0(x, cx) satisfaz a seguinte equação diferencial

(θα − i)Φα0 +

√

m

mα

cαx
∂Φα0

∂x
= 0, α = 1, 2, (5.41)

com condição de contorno emx = 0

Φα0(0, cx) =











√

mα

m
, cx > 0,

0, cx < 0.

(5.42)

A solução da equação (5.41) que satisfaz a condição decontorno dada em (5.42) é a seguinte:

Φα0(x, cx) =











√

mα

m
exp

[

−(θα − i)

cαx

√

mα

m
x

]

, cαx > 0

0, cαx < 0.

(5.43)
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Substituindo a representação (5.40) na equação (5.36)e utilizando (5.43), a seguinte equação

é obtida para a funçãõΦ(x, cx):

(θα − i)Φ̃α

√

m

mα

cαx
∂Φ̃

∂x
= θα

{
√

mα

m
[uα − ν

∗(1)
αβ (uα − uβ)] + 2cαx

[

(1 − ν∗(3)αα

−ν∗(3)αβ + ν∗(4)αα )Πα + ν
∗(4)
αβ Πβ

]

− 1

2

√

mα

m

(

c2αx −
1

2

)

ν
∗(2)
αβ (uα − uβ)

}

, (5.44)

na qual os momentosuα(x) eΠα(x) também são divididos em duas partes, i.e.

uα(x) = uα0(x) + ũα(x), (5.45)

Πα(x) = Πα0(x) + Π̃α(x), (5.46)

onde as quantidades com ı́ndice 0 são dadas pelas expressões

uα0(x) =
1√
π
I0

[

(θα − i)

√

mα

m
x

]

, (5.47)

Πα0(x) =
1√
π

√

mα

m
I1

[

(θα − i)

√

mα

m
x

]

, (5.48)

e ũ(x) e Π̃(x) são dadas pelas expressões (5.37) e (5.38) substituindo afunçãoΦα(x, cx) por

Φ̃α(x, cx).

O procedimento de dividir a funçãoΦα(x, cx) em duas partes viabiliza os cálculos numéricos

já que este processo faz com que a maior parte do comportamento oscilatório da funçãoΦα(x, cx)

seja devido à função analı́ticaΦα0 e, como consequência, o número de pontos no espaço de velo-

cidadecx necessário nos cálculos numéricos é menor que na situac¸ão onde o processo de divisão

da funçãoΦα não é utilizado. Similarmente ao esquema utilizado no capı́tulo anterior, o sistema

de equações (5.44) é resolvido via método de velocidades discretas com precisão de 0.1%, a qual

é estimada via variação dos parâmetrosNx (número de pontos no espaço da coordenadax), Nc

(número de pontos no espaço de velocidadecαx) eXmax (distância em queΦα tende a zero).

5.4.2 Resultados nuḿericos e discuss̃ao

Os cálculos numéricos foram realizados para a mistura Hélio-Argônio (mHe=4,0026 u.m.a,

mAr=39,948 u.m.a) considerando potencial de interação de esferas-rı́gidas. Para parâmetro de

oscilaçãoθ = 1, a influência no potencial de interação entre as partı́culas gasosas na solução do

problema foi verificada com o uso de um potencial realı́stico[95] de interação.́E importante notar

que a dependência no potencial de interação está implı́cita nas integrais de Chapman-Cowling que

aparecem nas quantidades definidas nas expressões (C.10)-(C.15) do Apêndice C. Na Ref. [95] as

integrais de Chapman-Cowling são expressas em função deparâmetros obtidos experimentalmente

para um potencial realı́stico de interação intermolecular.

De acordo com os resultados apresentados no Capı́tulo 4, para o caso de um gás único o

comprimento de penetraçãoλ da onda depende do parâmetro de oscilaçãoθ e tende a diminuir à
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medida queθ aumenta. No caso de uma mistura de gases monoatômicos, além da dependência em

θ, o comprimento de penetração da onda também depende da concentraçãoC da mistura. As Figu-

ras 5.1-5.3 mostram o perfil do comprimento de penetraçãoλ da onda em função da concentração

C da mistura Hélio-Argônio para parâmetro de oscilaçãoθ=0,1; 1 e 10. Na Figura 5.2 os resultados

obtidos para potencial de interação de esferas-rı́gidassão comparados com os resultados obtidos

através do uso do potencial realı́stico [95] de interação.
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λ

Figura 5.1: Comprimento de penetração da onda,λ, versus concentração,C, quandoθ = 0, 1.
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Figura 5.2: Comprimento de penetração da onda,λ, vs concentração,C, quandoθ = 1.

De acordo com as Figuras 5.1-5.3, o comprimento de penetração da ondaλ é uma função

não monotônica da concentraçãoC. Note que nos limites em que a concentração molarC → 0 e

C → 1 o comprimento de penetraçãoλ tende ao valor encontrado no Capı́tulo 4 para o caso de um

gás único.À medida que a concentraçãoC da mistura aumenta, o comprimentoλ diminui até um

certo valor de concentração e então tende a aumentar atéatingir novamente o valor correspondendo

a um gás único. Esse comportamento se deve ao fato de que o coeficiente de atenuaçãoau, definido

66



 1,24

 1,26

 1,28

 1,3

 1,32

 0  0,2  0,4  0,6  0,8  1

C

λ

Figura 5.3: Comprimento de penetração da onda,λ, versus concentração,C, quandoθ = 10.

como

au = −d lnAu

dx
, (5.49)

ondeAu é a amplitude da velocidadeu(x), depende da concentração da mistura. Assim, até

um certo valor de concentraçãoC, o aumento da concentração de gás Hélio na mistura tendea

aumentar a atenuaçãoau e, consequentemente, o comprimento de penetraçãoλ diminui.

Além disso, a variação deλ em relação ao valor correspondendo a gás único é maior quando

θ é menor. Isso ocorre devido à dependência deau no parâmetro de oscilaçãoθ. Do mesmo modo

que para gás único, a atenuação é maior paraθ grande, ou seja, os efeitos viscosos responsáveis

pela atenuação do gás aumentam à medida que a frequência das colisões entre as partı́culas gasosas

aumenta em relação à frequência da oscilação. Assim,o comprimento de penetração da onda

sempre é menor paraθ maior.

De acordo com a Figura 5.2, quandoθ = 1 existe uma fraca dependência do comprimento de

penetração da onda no potencial de interação entre as partı́culas gasosas pois a diferença máxima

entre os resultados para esferas-rı́gidas e potencial realı́stico de interação é menor que 1%.

As Tabelas 5.1-5.3 apresentam os valores para as amplitudese fases das quantidadesu(x)

e Π(x) na superfı́cie oscilatória, i.e.x = 0, para a mistura Hélio-Argônio com concentração

C = 0, 1; 0,5 e 0,9 e considerando vários valores de parâmetro de oscilaçãoθ. O comprimento de

penetração da onda também é apresentado.

De acordo com as Tabelas 5.1-5.3, no regime de oscilação r´apida (θ → 0), a amplitude

e fase da velocidadeu(x) tendem aos valores previstos pela expressão (5.27), ou seja, na placa

oscilatória a amplitudeum independende da concentração da mistura e a faseϕu é igual a zero.

Já a amplitude e fase da quantidadeΠ(x) depende da concentração da mistura quandoθ → 0.

No limite oposto, i.e.θ → ∞, as amplitudes e fases independem da concentração da mistura e

possuem os mesmos valores encontrados no caso de gás único. Para valores intermediários deθ o

comportamento qualitativo das amplitudes e fases emx = 0 é o mesmo que no caso de gás único

mas, quantitativamente, essas quantidades são afetadas pela concentração da mistura.
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Tabela 5.1: Amplitudes e fases emx = 0 e comprimento de penetração da onda,C = 0, 1.
C = 0, 1

θ um Πm ϕu -ϕP λ

0 0,5000 0,2755 0,0000 0,0000 8,176

0,01 0,5000 0,2755 0,0024 0,0018 8,044

0,1 0,5007 0,2753 0,0238 0,0182 7,064

1 0,5503 0,2632 0,1748 0,1602 3,547

5 0,7241 0,1993 0,2083 0,4065 1,749

10 0,7952 0,1609 0,1722 0,5005 1,302

20 0,8504 0,1253 0,1341 0,5752 0,956

50 0,9030 0,0863 0,0916 0,6469 0,653

∞ 1 (2θ)−1/2 0 π/4 4,6051√
θ

Tabela 5.2: Amplitudes e fases emx = 0 e comprimento de penetração da onda,C = 0, 5.
C = 0, 5

θ um Πm ϕu -ϕP λ

0 0,5000 0,2504 0,0000 0,0000 4,612

0,01 0,5000 0,2504 0,0020 0,0017 4,597

0,1 0,5005 0,2502 0,0198 0,0165 4,495

1 0,5374 0,2403 0,1546 0,1392 3,207

5 0,7013 0,1895 0,2172 0,3742 1,684

10 0,7773 0,1554 0,1844 0,4736 1,267

20 0,8374 0,1222 0,1451 0,5545 0,936

50 0,8945 0,0847 0,0989 0,6318 0,612

∞ 1 (2θ)−1/2 0 π/4 4,6051√
θ

Tabela 5.3: Amplitudes e fases emx = 0 e comprimento de penetração da onda,C = 0, 9.
C = 0, 9

θ um Πm ϕu -ϕP λ

0 0,5000 0,2490 0,0000 0,0000 9,100

0,01 0,5000 0,2490 0,0019 0,0018 8,918

0,1 0,5005 0,2488 0,0194 0,0177 7,605

1 0,5372 0,2369 0,1472 0,1489 3,213

5 0,6910 0,1860 0,2188 0,3654 1,653

10 0,7699 0,1538 0,1906 0,4634 1,248

20 0,8334 0,1216 0,1506 0,5469 0,932

50 0,8928 0,0847 0,1026 0,6294 0,617

∞ 1 (2θ)−1/2 0 π/4 4,6051√
θ
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(a) Parâmetro de oscilaçãoθ=0,1
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(b) Parâmetro de oscilaçãoθ=1
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(c) Parâmetro de oscilaçãoθ=10

Figura 5.4: Amplitude e fase da velocidade dos constituintes da mistura He-Ar com concentração

C = 0, 1.
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(a) Parâmetro de oscilaçãoθ=0,1

 0

 0,2

 0,4

 0,6

 0  1  2  3  4  5

He

Ar

x

um

 0

 1

 2

 3

 4

 0  0,5  1  1,5  2

He

Ar

x

ϕu

(b) Parâmetro de oscilaçãoθ=1
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(c) Parâmetro de oscilaçãoθ=10

Figura 5.5: Amplitude e fase da velocidade dos constituintes da mistura He-Ar com concentração

C = 0, 5.

A amplitude da velocidade do gás varia de 0,5 a 1 à medida queo parâmetro de oscilaçãoθ

varia de 0 até∞ e, nesse mesmo intervalo de variação deθ, a amplitude da tensão de cisalhamento
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Π(x) varia de

C

2
√
π

√

m1

m
+

(1 − C)

2
√
π

√

m2

m

até zero. A faseϕu é igual a zero em ambos os limitesθ → 0 e θ → ∞ enquanto que a faseϕP

varia de zero−π/4 quandoθ varia de 0 até∞. Para cada valor de concentração, o comprimento

de penetração da onda tende a diminuir com o aumento deθ e, no limite em queθ → ∞, λ tende

a 4,6051/
√
θ.

As Figuras 5.4 e 5.5 mostram os perfis da amplitude e fase da velocidadeuα(x) dos consti-

tuintes da mistura Hélio-Argônio com concentraçãoC=0,1 e 0,5 e, em cada figura, três valores de

θ são considerados: 0,1; 1 e 10. Note que nessas figuras, para simplificar a notação, a amplitude e

a fase dos constituintes da mistura são denotados porum eϕu.

De acordo com essas figuras, nas proximidades da placa oscilatória há difusão dos consti-

tuintes da mistura.̀A medida queθ aumenta a difusão tende a diminuir e, como mencionado na

Seção 5.1, no limite em queθ → ∞ a espessura da camada na qual há difusão é tão pequena que

o efeito é desprezı́vel.
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Caṕıtulo 6

Fluxo de Couette Oscilat́orio

O problema de fluxo de Couette oscilatório consiste num gásconfinado entre duas placas

planas e paralelas sendo que uma das placas oscila na direç˜ao longitudinal ao seu próprio plano

enquanto a outra permanece estacionária. Esse problema éuma generalização do problema de

Stokes, apresentado nos Capı́tulos 4 e 5, pois quando a distˆancia de separação entre as placas é

muito grande a influência da placa estacionária pode ser desprezada de modo que os resultados

obtidos anteriormente são válidos para descrever o comportamento do gás.

Como mencionado no Capı́tulo 1, atualmente esse tipo de problema é de grande interesse

pois existem muitas MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems) com partes móveis que podem

oscilar e, consequentemente, perturbar o estado de equilı́brio do gás em contato com as mesmas.

Similarmente ao problema de Stokes, é um problema que pode ser facilmente resolvido via equação

de movimento de Navier-Stokes mas para que essa equação seja válida duas condições devem

ser satisfeitas: (i) a frequência da oscilação deve ser muito menor que a frequência das colisões

intermoleculares no gás e (ii) o livre caminho médio molecular deve ser muito pequeno quando

comparado a um comprimento caracterı́stico do domı́nio gasoso. Se essas duas condições não

forem satisfeitas, o problema deve ser resolvido a nı́vel cinético, ou seja, com base na equação de

Boltzmann.

Neste trabalho o problema de fluxo de Couette oscilatório éresolvido para rarefação do gás

e oscilação da placa arbitrários com base no modelo de Bhatnagar, Gross e Krook para a equação

não-estacionária de Boltzmann. De acordo com os resultados apresentados no Capı́tulo 4, há uma

excelente concordância entre os resultados obtidos via m´etodo de velocidades discretas e método

dos momentos integrais. Portanto, devido ao fato de que o método dos momentos integrais exige

o uso de muita memória computacional e tempo de CPU e ainda serestringe ao uso de espalha-

mento difuso na superfı́cie, a solução do presente problema é feita via método de velocidades

discretas. Porém, como mostrado no Capı́tulo 4, devido ao comportamento oscilatório da função

de perturbação na velocidade molecularcx, para utilizar o método de velocidades discretas visando

obter resultados com alta precisão é necessário empregar um grande número de pontos de espaço

de velocidadecx e isso torna o método inviável do ponto de vista computacional. Assim, para

resolver o problema de fluxo de Couette oscilatório uma novametodologia é introduzida visando
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diminuir o comportamento oscilatório da função de perturbação e assim diminuir o número de pon-

tos no espaço de velocidadecx necessários para obter resultados com a precisão desejada. Além

disso, como a convergência do algoritmo tende a ficar muito lenta com o aumento dos parâmetros

de oscilação e rarefação, um método de aceleração deconvergência baseado em momentos de

Hermite também é utilizado.

6.1 Formulação do problema e objetivo

Considera-se um gás monoatômico confinado entre duas placas planas, paralelas e infinitas

e separadas por uma distânciaL′, como esquematizado na Figura 6.1. Uma das placas, localizada

emx′ = 0 e com planoy′z′, oscila harmonicamente na direção longitudinal ao seu próprio plano

(direçãoy′) com frequência de oscilaçãoω. A outra placa, localizada emx′ = L′, é estacionária.

A temperatura de ambas as placas é igual à temperatura de equilı́brio do gás, denotada porT0.
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Figura 6.1: Esquema do problema de fluxo de Couette oscilatório

A velocidade da placa oscilatória é escrita da seguinte forma:

Uw(t′) = ℜ[Um exp (−iωt′)], (6.1)

ondeUm denota sua amplitude. Do mesmo modo que no problema de Stokes, assume-se que a

amplitudeUm é muito menor que a velocidade mais provávelvm das partı́culas de gás, ou seja,

Um ≪ vm, vm =

(

2kBT0

m

)1/2

, (6.2)

ondem é a massa atômica do gás,T0 é a temperatura do gás ekB é a constante de Boltzmann. A

oscilação da placa perturba o estado de equilı́brio do gás tal que, na direçãoy′, há um fluxo de

gás caracterizado pela velocidade hidrodinâmicaUy(t
′, x′) e pela componente do tensor pressão

Pxy(t
′, x′) (tensão de cisalhamento). A placa estacionária atua comoum receptor de ondas. A

oscilação da placa é totalmente estabelecida de modo quea dependência temporal é harmônica

73



tal que a velocidade hidrodinâmica e a tensão de cisalhamento do gás podem ser representadas da

seguinte forma:

Uy(t
′, x′) = ℜ[Ũy(x

′) exp (−iωt′)], (6.3)

Pxy(t
′, x′) = ℜ[P̃xy(x

′) exp (−iωt′)], (6.4)

ondeŨy(x
′) e P̃xy(x

′) são quantidades complexas.

As quantidades adimensionais dadas em (4.5) e (4.6) e as representações dadas em (4.7) e

(4.8) também são utilizadas na solução do problema em questão.

Na solução desse problema, além do parâmetro de oscilac¸ãoθ, também é necessário utilizar

o parâmetro de rarefaçãoδ. Esses parâmetros são definidos da seguinte forma:

θ =
P

µω
, δ =

P

µ

L′

vm

, (6.5)

ondeP eµ são a pressão e viscosidade do gás eL′ é a distância de separação entre as placas.

O objetivo é calcular as amplitudes e fases da velocidade hidrodinâmica e da tensão de ci-

salhamento do gás considerando valores arbitrários paraambos os parâmetros de oscilaçãoθ e

rarefaçãoδ. Espalhamento difuso das partı́culas gasosas na superfı́cie é assumido.

6.2 Regime de oscilaç̃ao lenta e rarefaç̃ao baixa

De acordo com os conceitos apresentados no Capı́tulo 2, neste regime, que corresponde ao

limites θ → ∞ e δ → ∞, além do livre caminho médio ser muito pequeno comparado com

a distância de separação entre as placas, durante um ciclo da oscilação ocorrem muitas colisões

entre as partı́culas de gás. Consequentemente, o meio gasoso pode ser considerado como um meio

contı́nuo de modo que a equação de movimento de Navier-Stokes (2.14) pode ser utilizada para

descrever o comportamento do gás devido à perturbação causada pela oscilação da placa. Esse

regime também é usualmente chamado de hidrodinâmico.

Para este problema a equação de movimento de Navier-Stokes, dada em (2.14), é reescrita

da seguinte forma:

2iθu+
d2u

dx2
= 0. (6.6)

Assumindo condições de contorno de não-deslizamento dogás em ambas as superfı́cies,

ou seja, a velocidade do gás nas placas é igual à velocidade das mesmas, a equação (6.6) deve

satisfazer as seguintes condições de contorno:

u(x) =

{

1 em x = 0,

0 em x = L,
(6.7)

ondeL é distância adimensional entre as placas que, de acordo com (4.5), é definida como:

L =
ω

vm

L′ =
δ

θ
. (6.8)
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Desse modo, a solução da equação (6.6) que satisfaz as condições de contorno dadas em (6.7) é a

seguinte:

u(x) = sin

[

(1 + i)
√
θ

(

δ

θ
− x

)]

sin−1

[

(1 + i)
δ√
θ

]

. (6.9)

A tensão de cisalhamentoΠ(x) é obtida via lei de Newton, i.e.

Π(x) = − 1

2θ

∂u

∂x
=

(1 + i)

2
√
θ

cos

[

(1 + i)
√
θ

(

δ

θ
− x

)]

sin−1

[

(1 + i)
δ√
θ

]

. (6.10)

As expressões (6.9) e (6.10) são válidas paraθ → ∞ e δ → ∞. Para estender o intervalo de

validade da equação de movimento de Navier-Stokes é necessário utilizar condições de contorno

de deslizamento do gás em ambas as placas. De acordo com (2.22), essas condições de contorno

são escritas do seguinte modo:

u(x) =











1 +
σP

θ

du
dx

em x = 0,

− σP

θ

du
dx

em x = L,
(6.11)

ondeσP é o coeficiente de deslizamento viscoso cujo valor, de acordo com [12], é 1,016 para o

caso de espalhamento difuso das partı́culas gasosas na superfı́cie.

A solução da equação (6.6) que satisfaz as condições de contorno de deslizamento dadas em

(6.11) é a seguinte:

u(x) =

{

sin

[

(1 + i)
√
θ

(

δ

θ
− x

)]

+ (1 + i)
σP√
θ

cos

[

(1 + i)
√
θ

(

δ

θ
− x

)]}

G−1, (6.12)

onde

G =

(

1 − 2i
σ2

P

θ

)

sin

[

(1 + i)
δ√
θ

]

+ 2(1 + i)
σP√
θ

cos

[

(1 + i)
δ√
θ

]

. (6.13)

A tensão de cisalhamentoΠ(x) é dada por:

Π(x) =

{

(1 + i)

2
√
θ

cos

[

(1 + i)
√
θ

(

δ

θ
− x

)]

− i
σP

θ
sin

[

(1 + i)
√
θ

(

δ

θ
− x

)]}

G−1. (6.14)

Para comparar as soluções analı́ticas obtidas com condic¸ões de contorno de não-deslizamento

(6.9) e deslizamento (6.12), o perfil da amplitude da velocidade hidrodinâmicau(x) versus distância

x é mostrada no Figura 6.2 para alguns valores deδ e θ.

De acordo com a Figura 6.2, a diferença quantitativa entre os resultados obtidos via ex-

pressões (6.9) e (6.12) é significativa mas tende a diminuir à medida que os parâmetrosδ e θ

aumentam. Posteriormente, na seção de resultados, a solução numérica obtida via solução da

equação cinética de BGK é comparada à solução analı́tica (6.12).

Nesse regime é interessante considerar dois casos limites:
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Figura 6.2: Comparação das soluções analı́ticas obtidas com condições de contorno de não-

deslizamento e deslizamento do gás na superfı́cie sólida.

(i) O primeiro limite corresponde às situações nas quais
√
θ ≫ δ ≫ 1. Nesse limite as ex-

pressões (6.12) e (6.14) são expandidas em série de Taylor com relação ao parâmetro pe-

quenoδ/
√
θ e, após desprezar os termos não lineares emδ/

√
θ, as seguintes expressões são

obtidas:

u(x) =
(

1 − x

L
+
σP

δ

)

(

1 +
2σP

δ

)−1

, (6.15)

Π(x) =
1

2δ

(

1 +
2σP

δ

)−1

. (6.16)

Essas expressões são idênticas às obtidas para a velocidade e tensão de cisalhamento do gás

no problema de Couette estacionário com deslizamento nas paredes, ou seja, quando
√
θ ≫ δ

o problema pode ser tratado como Couette estacionário.

(ii) O segundo limite é oposto ao primeiro, ou seja,δ ≫
√
θ ≫ 1. Do mesmo modo que no

limite anterior, as expressões (6.12) e (6.14) são expandidas em séries de Taylor mas agora o

parâmetro pequeno é
√
θ/δ. Após fazer a expansão e manter somente os termos principais,
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as expressões obtidas para a velocidadeu(x) e tensão de cisalhamentoΠ(x) correspondem

às obtidas no problema de Stokes, que são em dadas em (4.20)e (4.21). Portanto, nesse

limite a influência da placa estacionária pode ser desprezada e todos os resultados obtidos no

Capı́tulo 4 paraθ → ∞ são válidos para descrever o comportamento do gás no problema de

fluxo de Couette oscilatório.

6.3 Equaç̃ao cinética

As equações utilizadas na Seção 4.5 do Capı́tulo 4 são válidas aqui. A única diferença é que

agora, além da condição de contorno na placa oscilatória, há uma condição de contorno na placa

estacionária, i.e. emx = L. Assim, para parâmetrosδ e θ arbitrários a solução do problema tem

por base a seguinte equação:

(θ − i)Φ + cx
∂Φ

∂x
= θu, (6.17)

onde a velocidade hidrodinâmicau(x) é dada em (4.52).

A condição de contorno de espalhamento difuso em ambas as superfı́cies sólidas é dada por:

Φ(x, cx) =







1, em x = 0 e cx > 0,

0, em x = L e cx < 0.
(6.18)

Quando ambos os parâmetros de rarefaçãoδ e oscilaçãoθ tendem a zero (regime de oscilação

rápida e rarefação alta) o problema pode ser resolvido analiticamente conforme mostrado na

próxima seção.

Em outros regimes de rarefação do gás e oscilação da placa, a equação (6.17) deve ser resol-

vida numericamente.

6.4 Regime de oscilaç̃ao rápida e rarefaç̃ao alta

Quandoθ → 0 e δ → 0 o problema é resolvido de forma analı́tica. Quandoθ ≪ δ ≪ 1 o

termo de colisões que aparece na equação de Boltzmann pode ser desprezado já que nessa situação

as colisões moleculares durante um ciclo da oscilação s˜ao desprezı́veis. Portanto, a equação (6.17)

se reduz a uma simples equação diferencial dada por:

−iΦ + cx
∂Φ

∂x
= 0 (6.19)

que satisfaz as condições de contorno dadas em (6.18).

A solução da equação (6.19) que satisfaz as condiçõesde contorno dadas em (6.18) é a

seguinte:

Φ(x, cx) =











exp

(

ix

cx

)

, cx > 0

0, cx < 0.

(6.20)
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Substituindo a solução (6.20) em (4.52) e (4.53) as seguintes expressões para a velocidade

hidrodinâmica e tensão de cisalhamento do gás são obtidas:

u(x) =
1√
π
I0(−ix), (6.21)

Π(x) =
1√
π
I1(−ix), (6.22)

onde as funçõesI0 e I1 são definidas em (4.43).

As expressões (6.21) e (6.22) correspondem às encontradas no Capı́tulo 4 quandoθ → 0.

Portanto, nas situações em queθ → 0 a solução do problema de Couette oscilatório independe do

parâmetro de rarefaçãoδ, ou seja, não há influência da placa estacionária na solução do problema.

No limite δ ≪ θ ≪ 1, a solução é obtida através da solução integral para aequação (6.17),

a qual é obtida multiplicando a equação (6.17) porexp [(θ − i)x/cx], integrando-a na coordenada

x e utilizando as condições de contorno dadas em (6.18). Assim, a seguinte solução integral para

a equação (6.17) é obtida, a qual é válida para parâmetrosδ e θ arbitrários:

Φ(x, cx) =















exp

[

−(θ − i)
x

cx

]

+
θ

cx

∫ x

0

u(ξ) exp

[

(θ − i)
ξ − x

cx

]

dξ, cx > 0,

− θ

cx

∫ L

x

u(ξ) exp

[

(θ − i)
ξ − x

cx

]

dξ, cx < 0.

(6.23)

ComoL = δ/θ e a coordenadax ≤ L, quandoδ ≪ θ, L → 0 de modo que as integrais

que aparecem em (6.23) também tendem a zero e, portanto, podem ser desprezadas. Além disso, o

termo exponencial tende a um. Consequentemente, a solução da equação (6.23) se reduz a:

Φ(x, cx) =







1, cx > 0,

0, cx < 0.
(6.24)

Após substituir a solução (6.24) nas expressões (4.52)e (4.53) para a velocidade hidrodinâmica e

tensão de cisalhamento do gás, obtém-se que:

u(x) =
1

2
e Π(x) =

1

2
√
π
, (6.25)

que correspondem aos valores encontrados para o problema defluxo de Couette estacionário

quando a rarefação do gás é alta, i.e.δ → 0.

Portanto, no limiteδ ≪ θ ≪ 1, a velocidade e a tensão de cisalhamento do gás são indepen-

dentes da coordenadax e de ambos os parâmetrosδ e θ. Além disso, nesse limite os resultados

obtidos para fluxo de Couette estacionário são válidos.

Note que no limite oposto, i.e.θ ≪ δ ≪ 1, L não é pequeno mas uma análise dos termos

integrais que aparecem na solução (6.23) mostra que os termos proporcionais às integrais tendem

a zero mesmo quandoL é grande. Além disso, o termo exponencial tende aexp (ix/cx). Portanto,

quandoθ ≪ δ ≪ 1, a solução (6.23) tende à solução (6.20).
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6.5 Regime de transiç̃ao

A fim de considerar valores arbitrários para os parâmetrosδ e θ, a equação (6.17) é resol-

vida numericamente via método de velocidades discretas. Porém, visando diminuir o comporta-

mento oscilatório da funçãoΦ(x, cx) na variávelcx, um processo de otimização é utilizado. Essa

otimização tem por base a divisão da função de perturbaçãoΦ(x, cx) em duas partes, ou seja,

Φ(x, cx) = Φ0(x, cx) + Φ̃(x, cx), (6.26)

ondeΦ0(x, cx) satisfaz a seguinte equação diferencial

(θ − i)Φ0 + cx
∂Φ0

∂x
= 0, (6.27)

que satisfaz as condições de contorno:

Φ0(x, cx) =







1 em x = 0 e cx > 0,

0 em x = L e cx < 0.
(6.28)

A solução da equação diferencial (6.27) que satisfaz ascondições de contorno dadas em

(6.28) é a seguinte:

Φ0(x, cx) =











exp

[

−(θ − i)
x

cx

]

, cx > 0,

0, cx < 0.

(6.29)

Portanto, substituindo a representação (6.26) na equação cinética (6.17) e utilizando (6.27),

a seguinte equação é obtida para a funçãoΦ̃(x, cx):

(θ − i)Φ̃ + cx
∂Φ̃

∂x
= θu. (6.30)

Do mesmo modo, após substituir (6.26) nas condições de contorno dadas em (6.18) e utilizar

(6.28), as seguintes condições de contorno são obtidas para a funçãõΦ(x, cx):

Φ̃(x, cx) =







0 em x = 0 e cx > 0,

0 em x = L e cx < 0.
(6.31)

A quantidadeu(x) que aparece em (6.30) também é dividida em duas partes, i.e.

u(x) = ũ(x) + u0(x), (6.32)

onde

ũ(x) =
1√
π

∫

exp (−c2x)Φ̃(x, cx) dcx, (6.33)

u0(x) =
1√
π
I0 [(θ − i)x] . (6.34)
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Similarmente,

Π(x) = Π0(x) + Π̃(x), (6.35)

onde

Π̃(x) =
1√
π

∫

cx exp (−c2x)Φ̃(x, cx) dcx, (6.36)

Π0(x) =
1√
π
I1 [(θ − i)x] . (6.37)

As funçõesI0 e I1, que aparecem nas equações (6.34) e (6.37), são definidasem (4.43).

Portanto, para determinar a velocidadeu(x) e a tensão de cisalhamentoΠ(x) é necessário

resolver a equação (6.30) e determinar somenteũ(x) e Π̃(x) já que as quantidadesu0(x) e Π0(x)

são conhecidas analiticamente.

A equação cinética (6.30) é resolvida via método de velocidades discretas mas, como a

convergência do esquema numérico tende a ficar muito lentaà medida que os parâmetrosδ e θ

aumentam, o método de aceleracão de convergência proposto por Valourgeorgis e Naris [96] é

utilizado. Maiores detalhes sobre o método de aceleração de convergência podem ser encontrados

no Apêndice B. Nesse método a equação cinética (6.30) ´e reescrita em termos dos momentos de

Hermite, definidos como

Fn(x) =
1√
π

∫

Hn(cx) exp (−c2x)Φ̃(x, cx) dcx, (6.38)

ondeHn(cx) denota o polinômio de Hermite de ordemn. Quando a equação cinética é reescrita em

termos dos momentos de Hermite a equação passa a ser chamada de equação sintética. No presente

trabalho um esquema de aceleraçãoH1 é utilizado, ou seja, um esquema no qual os momentos de

Hermite de ordem zero e um são acelerados de modo que duas equações sintéticas são utilizadas.

A primeira equação sintética é obtida multiplicando a equação (6.30) por porH0 exp (−c2x)/
√
π,

ondeH0 = 1, e integrando-a na variávelcx. Similarmente, a segunda equação sintética é obtida

multiplicando a equação (6.30) porH1 exp (−c2x)/
√
π, ondeH1 = 2cx, e integrando-a na variável

cx. Assim, as equações sintéticas são as seguintes:

dF1

dx
= 2iF0 + 2θu0, (6.39)

dF0

dx
+ (θ − i)F1 = −1

2

dF2

dx
, (6.40)

ondeu0 é dado em (6.34). Note que, de acordo com (6.33),ũ = F0. Combinando as equações

(6.39) e (6.40), a seguinte equação diferencial de segunda ordem é obtida:

d2ũ

dx2
+ 2(1 + iθ)ũ = −2θ(θ − i)u0 −

1

2

d2F2

dx2
. (6.41)

Agora, a solução do problema consiste nas seguintes etapas:

(i) Um valor inicial arbitrário é assumido para a velocidadeũ(x);
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(ii) A equação cinética (6.30) é resolvida utilizando um esquema de diferenças finitas centrais tal

que a funçãõΦ(xk, cxj) é calculada da seguinte forma:

Φ̃k,j =

{

θ

2
(u0k

+ ũk + u0k−1
+ ũk−1)

−
[

(θ − i)

2
− cxj

∆x

]

Φ̃k−1,j

} [

(θ − i)

2
+
cxj

∆x

]−1

; (6.42)

(iii) O momento de HermiteF2(x), definido em (6.38), é calculado com a utilização da função

Φ̃(x, cx) calculada no item anterior;

(iv) A equação diferencial de segunda ordem (6.41) é resolvida utilizando um algoritmo para

solução de sistemas lineares tridiagonais de modo a obtero momentõu;

(v) O critério de convergência é verificado através da comparação do valor dẽu em iterações

sucessivas. Se o critério de convergência não for satisfeito, volta-se à etapa (ii) e, utilizando

o valor deũ calculado na iteração anterior, o processo iterativo é repetido.

A Figura 6.3 mostra os perfis das funçõesΦ(x, cx) e Φ̃(x, cx) versus velocidadecx emx =

0, 1 para parâmetro de rarefaçãoδ = 1 e parâmetro de oscilaçãoθ = 0, 1. Essa figura mostra
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Figura 6.3: Perfis das funçõesΦ e Φ̃ vs cx emx = 0, 1 quandoδ = 1 eθ = 0, 1.

que o processo de otimização (divisão da funçãoΦ em duas partes) fez com que a maior parte da

dependência oscilatória da funçãoΦ emcx seja devida à funçãoΦ0 já que a dependência oscilatória

da funçãoΦ̃ em cx é bem menor comparada à dependência deΦ em cx. Consequentemente,

o número de pontos no espaço de velocidadecx necessários para resolver a equação (6.30) com

precisão de 0,1% é significativamente menor que o utilizado anteriormente na solução do problema

de Stokes. Com o uso do processo de otimização, resultadoscom precisão de 0,1% são obtidos

com parâmetrosNx = 10000 eNc = 100, ou seja,Nc diminuiu uma ordem de grandeza em relação

ao número de pontos utilizados no Capı́tulo 4.

O processo de aceleração de convergência também permitiu a diminuição do número de

iterações de modo significativo quando os parâmetrosδ e θ são grandes.
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6.5.1 Resultados nuḿericos e discuss̃ao

Primeiramente, uma comparação entre os resultados obtidos no presente trabalho com os

apresentados nas Figuras 5-a e 5-b da Ref. [85] é realizada.Essa comparação é mostrada na Figura

6.4, na qual as linhas representam os resultados obtidos no presente trabalho enquanto que os

sı́mbolos representam os resultados obtidos por Parket al. [85]. Nessa figura, a coordenadax está

dividida porL = δ/θ pois, na Ref. [85], a coordenada adimensionalx é definida comox′/L′, onde

L′ é a distância de separação entre as placas enquanto que,no presente trabalho, a coordenada

adimensionalx é definida comox = ωx′/vm.

Na Ref. [85] os resultados são apresentados em função do número de Stokes, denotado por

β e definido em (2.11), e do número de Knudsen,Kn. Seβ ≪ 1 o regime pode ser tratado como

estacionário mas, no limite oposto, i.e.β ≫ 1, a solução do problema é totalmente diferente da

solução estacionária.

As relações entre os parâmetros utilizados na Ref. [85] com os parâmetros utilizados no

presente trabalho (parâmetros de oscilaçãoθ e rarefaçãoδ) são as seguintes:

β =

√

2

θ
δ, δ =

√
π

2

1

Kn
. (6.43)

No presente trabalho o número de Stokes não é utilizado pois este número não representa o

limite de aplicabilidade das equações de Navier-Stokes.

De acordo com a Figura 6.4, a concordância entre os resultados obtidos no presente trabalho

via solução numérica da equação cinética de BGK com osresultados apresentados na Ref. [85]

obtidos via método de Monte Carlo é excelente.

De acordo com [11], em muitas aplicações práticas relacionadas ao fluxo de Couette osci-

latório, o interesse é determinar o fator de qualidadeQ, o qual é definido como a razão entre a

energia total do sistema e a energia dissipada devido aos efeitos viscosos. A energia dissipada por

ciclo da oscilação, denotada porEd, e que corresponde ao trabalho realizado pelas forças viscosas,

é calculada da seguinte forma:

Ed =
1

ω

∫ 2π

0

Pxy(0, t
′)Uy(0, t

′) d(ωt′),

ondePxy eUy são, respectivamente, a tensão de cisalhamento e a velocidade do gás. Portanto, o

cálculo dessas duas quantidades em função dos parâmetros de oscilação e rarefação é de funda-

mental importância para a determinação do fator de qualidade. Por esse motivo, nas Tabelas 6.1

e 6.2, a amplitude e a fase da tensão de cisalhamentoΠ(x) são apresentadas em ambas as placas

para vários valores de parâmetro de rarefaçãoδ e considerando parâmetro de oscilaçãoθ = 0, 1; 1;

10 e 50. Os perfis das amplitudes deΠ(x) eu(x) emx = 0 em função dos parâmetros de oscilação

e rarefação são mostrados posteriormente na Figura 6.5.

Em ambas as Tabelas 6.1 e 6.2 duas colunas com os resultados obtidos via equação (6.14),

que corresponde à solução da equação de movimento de Navier-Stokes com condições de con-

torno de deslizamento nas placas, foram acrescentadas visando comparar os resultados numéricos
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Figura 6.4: Comparação dos resultados obtidos no presente trabalho (linhas) com resultados obti-

dos na Ref. [85] via método de Monte Carlo (sı́mbolos).

e analı́ticos e assim verificar o intervalo de parâmetrosδ eθ a partir do qual a equação (6.14) pode

ser utilizada. Além disso, resultados obtidos via equaç˜oes (6.16) e (4.21), que correspondem à

solução da equação de Navier-Stokes nos limites
√
θ ≫ δ e

√
θ ≪ δ, também foram acrescenta-

dos na Tabela 6.1.

Na literatura existem muitos artigos referentes ao problema de fluxo de Couette estacionário

e, visando verificar o intervalo deδ e θ em que a solução estacionária é válida para descrever o

comportamento do gás no problema de fluxo de Couette oscilatório, na Tabela 6.1 uma coluna com

resultados obtidos via solução da equação cinética estacionária de BGK, e.g. [97, 98], é acrescen-

tada.
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No Capı́tulo 4 o comprimento de penetração da onda,λ, definido como a distânciax onde a

amplitude da velocidade do gás decai a 1% da amplitude da velocidade da placa, foi apresentado.

Na Tabela 4.1 o comprimento de penetração da onda é dado para os valores deθ considerados nas

Tabelas 6.1 e 6.2. A placa estacionária está localizada emx = L = δ/θ. Consequentemente, para

cada valor deθ é suficiente realizar os cálculos numéricos até um valorde parâmetro de rarefação

δ correspondendo a uma distânciax um pouco maior que o comprimento de penetração dado na

Tabela 4.1, ou seja, até um valor dex que garante que a amplitude da velocidade do gás é menor

que0, 01Um, ondeUm denota a amplitude da velocidade da placa oscilatória.

Também é importante notar que, como a placa estacionáriaestá localizada emx=L, o ato

de variar um dos parâmetros e manter o outro fixo correspondeà situação de aproximação ou

afastamento entre as placas.

Quando a distância de separação entre as placas é muito grande, i.e.L → ∞, o problema

tende ao problema de Stokes tratado no Capı́tulo 4 pois a influência da placa estacionária na

solução do problema é desprezı́vel. Quanto menor o afastamento entre as placas maior a influência

da placa estacionária na solução do problema.

De acordo com os dados apresentados nas Tabelas 6.1 e 6.2 e também na Figura 6.5, observa-

se que:

I. Placa oscilat́oria (x = 0)

(i) Fixando o parâmetroθ e variandoδ, observa-se que a amplitudeΠm tem um comportamento

não monótono, o qual pode ser melhor visualizado na Figura6.5, na qualL = δ/θ.

 0,5
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 0,9

 1

 0,001  0,01  0,1  1  10

θ=0,1

θ=1

θ=10

θ=50

L
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(a) Velocidade hidrodinâmica

 0

 0,1

 0,2

 0,3

 0,001  0,01  0,1  1  10
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θ=1
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θ=50
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Πm

(b) Tensão de cisalhamento

Figura 6.5: Amplitude na placa oscilatória em função dosparâmetrosθ e δ.

De acordo com a Figura 6.5, para cada valor deθ existe um valor limite paraδ acima do

qual as amplitudesum e Πm na placa oscilatória tendem a um valor constante. Quando o

parâmetro de rarefação é menor que esse valor limite a amplitude não é mais constante e

apresenta um perfil dependente deδ. Os valores constantes deum e Πm correspondem aos

mesmos valores encontrados para o problema de Stokes. O valor limite deδ está associado
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ao comprimento de penetração da onda, ou seja, quando a distânciaL = δ/θ é maior que

o comprimento de penetração da onda, i.e.L > λ, os efeitos de interferência da placa

estacionária são desprezı́veis. Também é importante notar que a amplitudeum possui um

ponto de máximo no intervalo0.1θ ≤ δ ≤ θ, enquanto que a amplitudeΠm possui um ponto

de mı́nimo no mesmo intervalo. Esse comportamento deum eΠm em função dos parâmetros

δ e θ mostra a importância de considerar a influência da placa estacionária na solução do

problema.

(ii) Similarmente à amplitudeΠm, para um valor fixo deθ, a faseϕP também apresenta um com-

portamento não monótono no parâmetroδ. A partir de um determinado valor de parâmetro de

rarefaçãoδ (valor limite), a fase também se torna constante com valor idêntico ao encontrado

no problema de Stokes. Apesar dos dados numéricos obtidos para a fase da velocidadeu(x)

não serem apresentados, o mesmo comportamento também é observado paraϕu.

(iii) Quandoθ = 50, à medida que o parâmetro de rarefaçãoδ aumenta, os resultados numéricos

obtidos paraΠm eϕP tendem aos analı́ticos obtidos via expressão (6.14). Nos limites
√
θ ≫

δ e
√
θ ≪ δ, os resultados numéricos tendem aos obtidos via expressões (6.16) e (4.21).

Portanto, dependendo da precisão desejada nos cálculos numéricos, a equação de movimento

de Navier-Stokes com condições de contorno de deslizamento já pode ser utilizada quando

θ > 1 e δ > 1.

(iv) De acordo com (6.22), quandoθ → 0 e δ → 0, a amplitudeΠm na placa oscilatória é

igual a1/(2
√
π) e, de acordo com os dados apresentados na Tabela 6.1 isso se confirma

numericamente, ou seja, à medida queδ eθ tendem a zero,Πm tende ao valor1/(2
√
π).

(v) Uma comparação com os resultados obtidos no regime estacionário mostra que quandoθ é

grande eδ ≪ θ os resultados obtidos para o problema de Couette estacionário são válidos

para descrever o comportamento do gás no problema de Couette oscilatório. Isso equi-

vale a dizer que os resultados para o caso estacionário sãoválidos quando a distânciaL′

de separação entre as placas é muito menor que o comprimento λ0 da onda, i.e.L′ ≪ λ0.

II. Placa estaciońaria

(i) Paraδ fixo (pressão e distância de separação entre as placas fixos), a amplitudeΠm sempre

aumenta com o aumento do parâmetro de oscilaçãoθ até atingir um valor constante enquanto

que a faseϕP tende a diminuir. Nessa situação, o aumento deθ equivale ao aumento do

comprimento da onda e, consequentemente, à diminuição da fase e aumento da amplitude.

(ii) Fixandoθ e variando o parâmetro de rarefaçãoδ, a amplitudeΠm tende a diminuir enquanto

que a faseϕP tende a aumentar. Este caso corresponde ao afastamento entre as placas e,

quanto maior a distância de separação entre as placas, menor o número de colisões gás-

superfı́cie tal que a taxa de transferência de momento é menor e, portanto, a amplitudeΠm é

menor.

85



Ta
b

el
a

6
.1

:
A

m
p

lit
u

d
eΠ

m
d

a
te

n
sã
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(iii) Novamente, paraθ = 50 eδ = 50 (regime de oscilação lenta e rarefação baixa) os valores da

amplitudeΠm e faseϕP tendem aos valores encontrados via expressão (6.14) que corresponde

à solução analı́tica da equação de movimento de Navier-Stokes com condição de contorno de

deslizamento do gás na superfı́cie sólida.

As Figuras 6.6 e 6.7 apresentam as amplitudes e fases da velocidadeu(x) e da tensão de

cisalhamentoΠ(x) versus coordenada adimensionalx/L para parâmetro de rarefaçãoδ = 0, 1; 1

e 10, e mesmos valores para parâmetro de oscilaçãoθ. Dessas figuras é possı́vel observar que:

(i) Para valores pequenos deδ, correspondendo ao regime de rarefação alta, a variação qualita-

tiva dessas quantidades emθ é pequena. Porém, com o aumento deδ, ou seja, à medida que

a rarefação do gás diminui, a variação qualitativa tende a aumentar comθ.

(ii) Paraδ = 10 observa-se que as amplitudesum e Πm tendem a decair muito rapidamente nas

proximidades da placa oscilatória à medida queθ diminui. Isso ocorre porque a diminuição

de θ é equivalente ao afastamento entre as placas e, como consequência, a influência das

ondas refletidas pela placa estacionária tende a diminuir `a medida queθ diminui de modo

que o decaimento da amplitude se deve somente aos efeitos viscosos, do mesmo modo que

no problema de Stokes.

(iii) O comportamento qualitativo das fasesϕu eϕP não muda. Paraδ fixo as fases sempre aumen-

tam à medida queθ diminui. Isso ocorre pois o perı́odo da oscilação diminuicom o aumento

da frequência e, consequentemente, a fração do ciclo completo que passa por um determi-

nado ponto é maior nas situações de menor perı́odo, ou seja, a fase aumenta com o aumento

da frequência de oscilação. Por outro lado, quandoθ é fixo, as fases são maiores paraδ maior,

ou seja, nos regimes de menor rarefação do gás. Isso ocorre pois quanto menos rarefeito for o

gás, maior os efeitos de viscosidade que tendem a atenuar a onda e, consequentemente, com

a diminuição da amplitude da onda o perı́odo é menor e a fase maior.

(iv) Paraθ fixo, a faseϕP da tensão de cisalhamento sempre está atrasada em relaç˜ao à faseϕu da

velocidade do gás e esta defasagem tende a diminuir com a aumento deδ. Quando ambos os

parâmetros são grandes eδ ≫ θ, a diferença de fase éπ/4, como previsto pelas expressão

analı́tica (4.24).
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(a) Parâmetro de rarefaçãoδ = 0.1.
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(b) Parâmetro de rarefaçãoδ = 1.
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(c) Parâmetro de rarefaçãoδ = 10.

Figura 6.6: Perfil da amplitude e fase da velocidadeu(x).
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(c) Parâmetro de rarefaçãoδ = 10.

Figura 6.7: Perfil da amplitude e fase da tensão de cisalhamentoΠ(x).

A Figura 6.8 mostra o perfil da amplitude da velocidadeu(x) obtido via solução numérica

da equação cinética e via expressão (6.12), a qual foi obtida via equação de Navier-Stokes com

condição de contorno de deslizamento do gás na superfı́cie sólida.

90



 0

 0,2

 0,4

 0,6

 0,8

 0  0,2  0,4  0,6  0,8  1

     

            

x

um

Navier-Stokes

Eq. cinética
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(b) δ = 40 eθ = 40

Figura 6.8: Amplitude da velocidade: comparação entre resultados obtidos via equação cinética e

via equação de Navier-Stokes com condição de contorno de deslizamento.

Como pode ser visualizado na Figura (6.8), paraδ = 10 e θ = 10 existe uma pequena

diferença entre as soluções na região próxima à placaoscilatória mas essa diferença tende a dimi-

nuir com o aumento dos parâmetrosδ eθ. Porém, a solução analı́tica (6.12) pode ser utilizada para

δ > 10 e θ > 10. Por outro lado, de acordo com a Figura (6.2), a solução analı́tica (6.9) só pode

ser utilizada paraδ → ∞ e θ → ∞.
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Caṕıtulo 7

Propagaç̃ao do som em gases rarefeitos

Como mencionado no Capı́tulo 1, o problema de propagação do som em gases rarefeitos

é um problema clássico da DGR e, da mesma forma que os problemas tratados nos capı́tulos

anteriores, não pode ser tratado com base nas equações daMecânica dos Meios Contı́nuos nas

situações em que a frequência do som é da mesma ordem de grandeza da frequência das colisões

moleculares. Além disso, a maioria dos resultados encontrados na literatura não estão de acordo

com dados experimentais no intervalo de altas frequênciasdo som, ou seja, nas situações em que

a frequência do som é muito maior que a frequência das colisões moleculares.

No presente trabalho o problema é resolvido para frequência do som arbitrária e, como será

mostrado posteriormente, os resultados obtidos estão em ´otima concordância com resultados ex-

perimentais mostrando que a metodologia desenvolvida é capaz de simular a propagação do som

de forma correta em qualquer regime de oscilação.

É importante notar que, similarmente ao problema de Stokes,na propagação do som no

espaço semi-infinito o número de Knudsen é igual a zero jáque a situação corresponde a um caso

especial do problema de gás confinado entre fonte e receptorem que a distância de separação

fonte-receptorL′ → ∞.

Nas próximas seções, o esquema do problema, metodologia, resultados e respectiva dis-

cussão são apresentados.

7.1 Formulação do problema e objetivo

Considera-se um gás monoatômico no espaço semi-infinitox′ > 0. Uma placa plana e

infinita, localizada emx′ = 0 e cujo plano éy′z′, oscila harmonicamente na direção normal ao seu

próprio plano (direçãox′) com frequênciaω. Um esquema do problema é mostrado na Figura 7.1.

A velocidade de oscilação da placa depende do tempot′ e é dada pela seguinte expressão:

Uw(t′) = ℜ[Um exp (−iωt′)], (7.1)

ondeUm denota a amplitude da velocidade da placa. Assume-se que a amplitudeUm é muito menor
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Figura 7.1: Esquema do problema para propagação do som

que a velocidade mais provável das partı́culas de gás, ou seja, a seguinte condição é satisfeita:

Um ≪ vm, vm =

(

2kBT0

m

)1/2

, (7.2)

ondem denota a massa atômica,T0 é a temperatura do gás no estado de equilı́brio ekB é a constante

de Boltzmann. Como a velocidade mais provávelvm possui a mesma ordem de grandeza da

velocidade do som, a condição (7.2) significa que a velocidade de oscilação da placa é subsônica.

Vale a pena ressaltar que nesse problema a temperatura do gás varia com a distânciax e na parede

ocorre o fenômeno de salto de temperatura descrito no Capı́tulo 2. Assim, nesse problema a

temperatura da parede é constante e igual àT0 mas a temperatura do gás na parede oscila ao redor

deT0.

Devido ao movimento oscilatório da placa, o gás sofre sucessivos efeitos de compressão e

expansão, ou seja, o movimento da placa gera uma onda de som que se propaga no gás e perturba o

estado de equilı́brio do mesmo. Consequentemente, há um fluxo de gás na direçãox′ caracterizado

por uma velocidade hidrodinâmicaUx(t
′, x′) e desvios de densidade e temperatura denotados,

respectivamente, por∆n(t′, x′) e∆T (t′, x). Experimentalmente a quantidade medida é a diferença

de pressão na direção de propagação da onda, ou seja, a diferença entre a componentexx do

tensor pressão, que no presente trabalho é denotada porPxx(t
′, x′), e a pressãoP0 de equilı́brio.

Assim, de acordo com (2.36), a quantidade medida é a componente xx do deviante do tensor

pressão. Portanto, essa quantidade deve ser determinada para que assim uma comparação com

dados experimentais obtidos na literatura possa ser realizada.

Assume-se que a oscilação da placa é totalmente estabelecida tal que todas as quantidades

macroscópicas citadas anteriormente possuem uma dependˆencia harmônica no tempot′ e, conse-

quentemente, podem ser escritas na seguinte forma:

Ux(t
′, x′) = ℜ[Ũx(x

′) exp (−iωt′)], (7.3)

∆n(t′, x′) = ℜ[∆ñ(x′) exp (−iωt′)], (7.4)
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∆T (t′, x′) = ℜ[∆T̃ (x′) exp (−iωt′)], (7.5)

Pxx(t
′, x′) − P0 = ℜ[P̃xx(x

′) exp (−iωt′)], (7.6)

ondeŨx(x
′), ∆ñ(x′), ∆T̃ (x′) e P̃xx(x

′) são quantidades complexas.

Todas as quantidades dadas em (7.3)-(7.6) são adimensionalizadas da seguinte forma:

u(x) =
Ũx(x)

Um
, ̺(x) =

∆ñ(x)

n0

vm

Um
,

τ(x) =
∆T̃ (x)

T0

vm

Um
, Π(x) =

P̃xx

2P0

vm

Um
. (7.7)

Além disso, o tempot e a coordenadax adimensionais dadas em (4.5) também são introdu-

zidos, ou seja,

t = ωt′, x =
ω

vm

x′. (7.8)

Todas as quantidades dadas em (7.7) são complexas e, portanto, podem ser representadas da

seguinte forma:

u(x) = Au(x) exp [iϕu(x)], (7.9)

̺(x) = An(x) exp [iϕn(x)], (7.10)

τ(x) = AT (x) exp [iϕT(x)], (7.11)

Π(x) = AP (x) exp [iϕP(x)], (7.12)

ondeAj(x) eϕj(x) (j = u, n, T, P ) denotam, respectivamente, amplitudes e fases.

A atenuação e a velocidade de fase de cada quantidade dada em (7.7) são definidas, respec-

tivamente, como:

aj = −d lnAj

dx
, ϑj =

[

dϕj

dx

]−1

, j = u, n, T, P. (7.13)

Note que para obter a atenuação e velocidade de fase dimensionais, denotadas pora′j eϑ′j , é

necessário multiplicaraj porω/vm eϑj porvm.

O parâmetro de oscilaçãoθ, definido em (2.8), é o principal parâmetro do problema cujo

objetivo é determinar todas as caracterı́sticas macrosc´opicas dadas em (7.7) paraθ arbitrário.

Além disso, a influência da interação gás-superfı́ciena solução do problema é investigada.

Para isso o núcleo de espalhamento proposto por Cercignanie Lampis, dado em (2.81), é utilizado

já que este permite a escolha de qualquer tipo de interação gás-superfı́cie via escolha apropriada

dos coeficientes de acomodação de momentum tangencial e energia.
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7.2 Regime de oscilaç̃ao lenta

Quandoθ → ∞, que corresponde à situação em que a frequência do som émuito menor que

a frequência das colisões moleculares, a teoria clássica de propagação do som em gases, apresen-

tada de forma resumida na Seção 2.3 do Capı́tulo 2, é válida. Essa teoria tem por base as equações

da Mecânica dos Meios Contı́nuos e, consequentemente, o comportamento do gás pode ser descrito

via equações de Navier-Stokes que, na ausência de forças externas, são dadas em (2.13)-(2.16).

De acordo com essa teoria, qualquer caracterı́stica macroscópicaψj do gás é uma quantidade

harmônica no espaço e no tempo tal que pode ser representada do seguinte modo:

ψj(t
′, x′) = Aj exp [i(kx′ − ωt′)], j = n, u, T, P, (7.14)

ondeAj denota a amplitude do momentoΨj e k é uma quantidade complexa na qual a parte

real corresponde à velocidade de fase da onda enquanto que aparte imaginária corresponde ao

coeficiente de atenuação da onda. Nas notações utilizadas no presente trabalho,k é escrito da

seguinte forma:

k =
ω

c0

(

1 +
7i

10θ

)

, c0 =

√

5kBT0

3m
, (7.15)

ondec0 é a velocidade adiabática do som num gás monoatômico. Observe que, de acordo com a

teoria clássica, todas as caracterı́sticas macroscópicas do gás possuem a mesma velocidade de fase

e coeficiente de atenuação. Portanto, quandoθ → ∞, a velocidade de faseϑ′j e atenuaçãoa′j das

macrocaracterı́sticas do gás, definidos em (7.13), são dados por:

a′j =
7

10

µω2

P0c0
, ϑ′j = c0, j = n, u, T, P, (7.16)

ou, na forma adimensional

aj =
vm

ω
a′ =

7

10θ

√

6

5
, ϑj =

υ′

vm
=

√

5

6
j = n, u, T, P. (7.17)

Na parede oscilatória, i.e. emx = 0, a velocidade do gás é igual à velocidade da parede e,

portanto,

Au = Um, (7.18)

ondeUm denota a amplitude da velocidade da placa oscilatória.

Portanto, como a amplitude da velocidadeu(x) é conhecida, as amplitudes dos desvios de

densidade̺ (x) e temperaturaτ(x) são obtidas diretamente via equação da continuidade (2.13) e

equação da energia (2.16) enquanto que as amplitudes do fluxo de calorq(x) e do deviante do ten-

sor pressãoΠ(x) são obtidas, respectivamente, via leis de Fourier e Newton. Dessa forma, a teoria

clássica de propagação do som em gases prevê os seguintes comportamentos para as caracterı́sticas

macroscópicas de um gás monoatômico quandoθ → ∞:
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(i) Desvio de densidade

̺(x) = Γ exp (iΓx), Γ =

√

6

5

c0k

ω
, (7.19)

(ii) Velocidade (direçãox)

u(x) = exp (iΓx); (7.20)

(iii) Desvio de temperatura

τ(x) =

[

2

Γ
−

(

1 − 4

3

i

θ

)

Γ

]

exp (iΓx); (7.21)

(iv) Fluxo de calor (direçãox)

q(x) =
15

4θ

[

1 −
(

1 − 4

3

i

θ

)

Γ2

2

]

exp
[

i
(

Γx− π

2

)]

; (7.22)

(v) Deviante do tensor pressão (componentexx)

Π(x) =
6

5Γ
exp (iΓx). (7.23)

7.3 Equaç̃ao cinética

Para valores arbitrários de parâmetro de oscilaçãoθ o problema deve ser resolvido com base

na equação não-estacionária de Boltzmann (2.40), a qual para o problema em questão é escrita da

seguinte forma:

∂f

∂t′
+ vx

∂f

∂x′
= Q(ff ∗), (7.24)

ondeQ(ff ∗) é a integral das colisões moleculares.

Todas as caracterı́sticas macroscópicas do gás, i.e. densidaden(t′, x′), velocidadeUx(t
′, x′),

temperaturaT (t′, x′), fluxo de calorQx(t
′, x′) e deviante do tensor pressãoPxx(t

′, x′) − P0, são

calculadas via função de distribuiçãof(t′, x′,v) via expressões dadas, respectivamente, em (2.33),

(2.34), (2.35), (2.38) e (2.39).

Devido à condição (7.2), a equação (7.24) pode ser linearizada com o uso da seguinte

representação para a função de distribuição:

f(t′, x′,v) = f0

{

1 + ℜ[h(x, c)e−it]
Um

vm

}

, (7.25)

ondeh(x, c) é chamada de função de perturbação ec = v/vm é a velocidade molecular adimensi-

onal. A funçãof0 é a função Maxwelliana de equilı́brio, a qual é dada por

f0 = n0

(

m

2πkBT0

)3/2

exp (−c2), (7.26)
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onden0 eT0 denotam, respectivamente, a densidade e temperatura do gás no estado de equilı́brio.

Substituindo a representação (7.25) na equação (7.24)e utilizando as quantidades adimensi-

onais dadas em (7.7) e (7.8), a seguinte equação linearizada e adimensional é obtida:

−ih + cx
∂h

∂x
= Lh, (7.27)

ondeLh denota a integral das colisões linearizada.

Utilizando as expressões (2.33), (2.34), (2.35), (2.38) e(2.39), as caracterı́sticas macroscópicas

do gás são escritas em termos da função de perturbaçãoh(x, c) da seguinte forma:

(i) Desvio de densidade

̺(x) =
1

π3/2

∫

h(x, c) exp (−c2) dc; (7.28)

(ii) Velocidade do gás

u(x) =
1

π3/2

∫

cxh(x, c) exp (−c2) dc; (7.29)

(iii) Desvio de temperatura

τ(x) =
2

3π3/2

∫
(

c2 − 3

2

)

h(x, c) exp (−c2) dc; (7.30)

(iv) Fluxo de calor

q(x) =
1

π3/2

∫

cx

(

c2 − 5

2

)

h(x, c) exp (−c2) dc; (7.31)

(v) Deviante do tensor pressão

Π(x) =
1

π3/2

∫

c2xh(x, c) exp (−c2) dc. (7.32)

De acordo com os conceitos apresentados no Capı́tulo 2, a solução da equação (7.27) deve

satisfazer a seguinte condição de contorno na placa oscilatória:

h+ = Âh− + hw − Âhw, hw = 2cx, (7.33)

ondeh+ e h− denotam, respectivamente, as funções de perturbação das partı́culas refletidas e

incidentes na superfı́cie êA é o operador de espalhamento. Como um dos objetivos é analisar

a influência da interação gás-superfı́cie na soluçãodo problema, o núcleo de espalhamento de

Cercignani e Lampis, cuja expressão é dada em (2.81), é utilizado. Portanto, o operador de espa-

lhamento é dado por:

Âh− = ÂxÂyÂzh
−, (7.34)
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onde

Âxh
− =

1

cx

∫

c′x<0

|c′x| exp (c2x − c′2x )Rx(c
′
x → cx)h(c

′
x) dc′x, cx ≥ 0, (7.35)

Âjh
− =

∫ ∞

−∞
exp (c2j − cj)Rj(c

′
j → cj)h(c

′
j) dc′j, j = y, z, (7.36)

Rx(cx → c′x) =
cx
παn

exp

[

−c
2
x + (1 − αn)c′2x

αn

]

×
∫ 2π

0

exp

(

2
√

1 − αncxc
′
x

αn
cosφ

)

dφ, (7.37)

Rj(c
′
j → cj) =

1

[παt(2 − αt)]2
exp

[

−
[cj − (1 − αt)c

′
j ]

2

αt(2 − αt)

]

, j = y, z. (7.38)

Quandoθ → 0, ou seja, quando há poucas colisões intermoleculares numciclo da oscilação,

o problema pode ser resolvido de forma analı́tica já que o termo associado às colisões moleculares

que aparece no lado direito da equação (7.27) pode ser desprezado. A solução analı́tica obtida no

limite θ → 0 é apresentada na próxima seção. Para valores arbitrários de parâmetroθ, a equação

(7.27) deve ser resolvida numericamente com o uso de um modelo apropriado para a integral de

colisõesLh. No limite θ → ∞, a solução númerica tende à solução encontrada na sec¸ão anterior,

ou seja, a solução numérica tende à solução prevista pela teoria clássica de propagação do som em

gases (distante da placa oscilatória).

7.4 Regime de oscilaç̃ao rápida

Quandoθ → 0, ou seja, quando há poucas colisões moleculares ocorrendo durante um

ciclo da oscilação, o termo associado às colisões moleculares que aparece na equação (7.24) pode

ser desprezado. Consequentemente, a solução do problemanesse regime de oscilação se reduz à

solução de uma simples equação diferencial dada por:

−ih + cx
∂h

∂x
= 0. (7.39)

Devido à complexidade do núcleo de espalhamento de Cercignani-Lampis, o qual permite

uma escolha arbitrária do tipo de interação gás-superfı́cie, encontrar uma solução analı́tica para a

equação (7.39) só é possı́vel no caso de espalhamento difuso. Devido a isso, na presente seção

somente o caso de espalhamento difuso é considerado. Nessecaso, a solução da equação (7.39)

deve satisfazer a seguinte condição de contorno, obtida apartir da condição dada em (7.34) com

αn = αt = 1:

h = 2cx +
√
π em x = 0 e cx > 0. (7.40)

A solução da equação (7.39) que satisfaz a condição decontorno (7.40) é a seguinte:

h(x, cx) =











(2cx +
√
π) exp

(

i
x

cx

)

, cx > 0,

0, cx < 0.

(7.41)
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Substituindo a solução (7.41) em (7.28)-(7.32), as seguintes expressões para as caracterı́sticas

macroscópicas do gás no regime de oscilação rápida comespalhamento difuso na placa oscilatória

são obtidas:

̺(x) =
2√
π
I1(−ix) + I0(−ix), (7.42)

u(x) =
2√
π
I2(−ix) + I1(−ix), (7.43)

τ(x) =
4

3
√
π
I3(−ix) +

2

3
I2(−ix) −

2

3
√
π
I1(−ix) −

1

2
I0(−ix), (7.44)

q(x) =
2√
π
I4(−ix) + I3(−ix) −

3√
π
I2(−ix) −

3

2
I1(−ix), (7.45)

Π(x) =
2√
π
I3(−ix) + I2(−ix), (7.46)

onde as funçõesIn(z) são definidas em (4.43).

Utilizando as representações em série de potências dadas no Apêndice A para as integrais

In(z), dois casos limites podem ser considerados para os momentosdados em (7.42)-(7.46). Esses

casos limites correspondem às situações em quex→ 0 ex→ ∞.

Quandox→ 0, utilizando a representação (A.4), as atenuações e fases dos momentos dados

em (7.42)-(7.46) são dadas por:

an =
π3/2

2(1 +
√
π)
, au = −

(

1√
π

+

√
π

2

)2

, aT = −3
√
π, aP = 0, (7.47)

ϑn = ϑu = ϑT = ϑP = 0. (7.48)

Quandox → ∞, usando (A.8), o comportamento assintótico das atenuaç˜oes e fases dos

momentos são dados por:

aj =
1

(4x)1/3
, ϑj =

(4x)1/3

√
3

, j = n, u, T, P. (7.49)

Na Ref. [79] o problema de propagação do som nesse regime deoscilação é considerado.

Porém, como o objetivo em tal referência era averiguar a influência do receptor na solução do

problema, somente a componente normal do tensor pressão foi obtida já que somente o deviante

dessa quantidade, que corresponde a uma diferença de pressão, é medido experimentalmente. A

expressão (7.46) e os valores da amplitudeaP e faseϑP nos limitesx→ 0 ex → ∞ são idênticos

aos obtidos na Ref. [79] na situação em que o receptor de ondas é muito grande.

7.5 Regime de transiç̃ao

Para valores arbitrários de parâmetro de oscilaçãoθ, a equação (7.27) é resolvida numerica-

mente com o uso do modelo de Shakhov, cuja expressão para a integral das colisões moleculares
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é dada em (2.57). Utilizando a representação dada em (7.25) para linearizar a integral de colisões

de Shakhov, a equação (7.27) é escrita da seguinte forma:

(θ − i)h + cx
∂h

∂x
= θ

[

̺+ 2cxu+ τ

(

c2 − 3

2

)

+
4

15
qcx

(

c2 − 5

2

)]

, (7.50)

onde os momentos̺(x), u(x), τ(x) e q(x) são dados em (7.28)-(7.31).

Para eliminar as variáveiscy e cz (componentesy ez da velocidade molecularc) duas novas

funções são introduzidas:

Φ(x, cx) =
1

π

∫

h(x, c) exp (−c2y − c2z) dcydcz, (7.51)

Ψ(x, cx) =
1

π

∫

(c2y + c2z − 1)h(x, c) exp (−c2y − c2z) dcydcz. (7.52)

Assim, após multiplicar a equação (7.50) porexp (−c2y − c2z)/π e integrá-la nas variáveiscy
e cz no intervalo(−∞,∞), a seguinte equação é obtida para a funçãoΦ(x, cx):

(θ − i)Φ + cx
∂Φ

∂x
= θ

[

̺+ 2cxu+ τ

(

c2x −
1

2

)

+
4

15
qcx

(

c2x −
3

2

)]

. (7.53)

Similarmente, após multiplicar a equação (7.50) por(c2y + c2z − 1) exp (−c2y − c2z)/π e integrá-la

nas variáveiscy e cz no intervalo(−∞,∞), a seguinte equação é obtida para a funçãoΨ(x, cx):

(θ − i)Ψ + cx
∂Ψ

∂x
= θ

[

τ +
4

15
qcx

]

. (7.54)

Os momentos dados em (7.28)-(7.32) são reescritos em termos das novas funçõesΦ(x, cx) e

Ψ(x, cx) da seguinte forma:

̺(x) =
1√
π

∫

Φ(x, cx) exp (−c2x) dcx, (7.55)

u(x) =
1√
π

∫

cxΦ(x, cx) exp (−c2x) dcx, (7.56)

τ(x) =
2

3
√
π

∫
[(

c2x −
1

2

)

Φ(x, cx) + Ψ(x, cx)

]

exp (−c2x) dcx, (7.57)

q(x) =
1√
π

∫

cx

[(

c2x −
3

2

)

Φ(x, cx) + Ψ(x, cx)

]

exp (−c2x) dcx, (7.58)

Π(x) =
1√
π

∫

c2xΦ(x, cx) exp (−c2x) dcx. (7.59)

De acordo com a condição de contorno (7.33), as soluçõesdas equações (7.53) e (7.54)

devem satisfazer as seguintes condições de contorno na placa oscilatória:

Φ+ = ÂxΦ
− + 2cx + Âxcx, em x = 0 e cx > 0; (7.60)

Ψ+ = (1 − αt)
2ÂxΨ

−, em x = 0 e cx < 0, (7.61)

onde o operador de espalhamentoÂ é definido em (7.35).

As equações (7.53) e (7.54) com condições de contorno (7.60) e (7.61) são resolvidas nume-

ricamente via método de velocidades discretas, descrito aseguir.
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7.5.1 Método de velocidades discretas

As equações (7.53) e (7.54) são acopladas via momentosτ(x) e q(x) e, consequentemente,

devem ser resolvidas simultaneamente. A solução dessas equações é feita via método de velocida-

des discretas. Primeiramente, as distribuições de pontos no espaço de velocidadecx e no espaço da

coordenadax são escolhidas e, a seguir, para cada ponto de velocidade asequações são resolvida-

das no espaço da coordenadax. Na forma discretizada, utilizando o método de diferenças finitas

centrais para aproximar as derivadas, as equações (7.53)e (7.54) são escritas da seguinte forma:

(θ − i)
Φk,j + Φk−1,j

2
+ cxj

Φk,j − Φk−1,j

∆x
=
θ

2

[

̺k + ̺k−1 + 2cxj(uk + uk−1)

+(τk + τk−1)

(

c2xj −
1

2

)

+
4

15
(qk + qk−1)cxj

(

c2xj −
3

2

)]

, (7.62)

(θ − i)
Ψk,j − Ψk−1,j

2
+ cxj

Ψk,j − Ψk−1,j

∆x
=
θ

2

[

τk + τk−1 +
4

15
(qk + qk−1)cxj

]

, (7.63)

onde

Φk,j = Φ(xk, cxj), Ψk,j = Ψ(xk, cxj). (7.64)

A distribuição de pontos no espaço de velocidade é feitade forma irregular, com uma maior

densidade de pontoscxj (1 ≤ j ≤ Nc) para pequenos valores decx e uma menor densidade de

pontoscxj para grandes valores decx. Essa escolha é feita devido ao comportamento oscilatório

das funçõesΦ(x, cx) e Ψ(x, cx) na variávelcx, o qual é mais acentuado para pequenos valores de

cx.

A distribuição de pontos na coordenadax é feita de forma regular do seguinte modo:

xk = xk−1 + ∆x, 1 ≤ k ≤ Nx, x0 = 0, ∆x =
xmax

Nx
, (7.65)

ondeNx é um inteiro exmax é o último ponto correspondendo à distânciax na qual a perturbação

causada pela oscilação da placa pode ser desprezada.

Os momentos dados em (7.55)-(7.59) são calculados usando as seguintes fórmulas de qua-

dratura trapezoidal estendida:

̺k =

Nc
∑

j=1

Φk,jWj , (7.66)

uk =

Nc
∑

j=1

Φk,jcxjWj, (7.67)

τk =
2

3

Nc
∑

j=1

[

Φk,j

(

c2xj −
1

2

)

+ Ψk,j

]

Wj , (7.68)
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qk =
Nc
∑

j=1

[

Φk,j

(

c2xj −
3

2

)

+ Ψk,j

]

cxjWj, (7.69)

Πk =

Nc
∑

j=1

Φk,jc
2
xjWj , (7.70)

ondeWj é o peso de integração correspondendo acxj.

O processo iterativo para resolver as equações (7.62) e (7.63) consiste em realizar, para cada

pontocxj , os seguintes passos:

(i) Valores inicias para os momentos̺k, uk, τk, qk eΠk são assumidos;

(ii) As funçõesΦk,j eΨk,j são calculadas via equações (7.62) e (7.63);

(iii) Novos valores para os momentos̺k, uk, τk, qk e Πk são calculados através das fórmulas de

quadratura (7.66)-(7.69);

(iv) Volta-se ao passo (ii), no qual novos valores para as funçõesΦk,j e Ψk,j são calculados

utilizando os momentos̺k, uk, τk, qk e Πk calculados na iteração anterior. O processo

iterativo é finalizado quando um critério de convergência é satisfeito.

O critério de convergência utilizado é o seguinte:

∣

∣̺
(n)
k − ̺

(n−1)
k

∣

∣ ≤ ǫ,
∣

∣u
(n)
k − u

(n−1)
k

∣

∣ ≤ ǫ,
∣

∣τ
(n)
k − τ

(n−1)
k

∣

∣ ≤ ǫ,

∣

∣q
(n)
k − q

(n−1)
k

∣

∣ ≤ ǫ,
∣

∣Π
(n)
k − Π

(n−1)
k

∣

∣ ≤ ǫ, (7.71)

onden denota a iteração atual en− 1 a iteração anterior.ǫ = 10−10 é o erro máximo aceitável.

Visando diminuir o número de pontos utilizados no espaço de velocidadecx, a mesma idéia

utilizada no Capı́tulo 6 de dividir a funcão de perturbaç˜ao em duas partes é utilizada. Porém, só

é possı́vel utilizar essa metolodogia no caso de espalhamento difuso correspondendo aαt = 1 e

αn = 1.

Portanto, quandoαt = αn = 1, as funçõesΦ(x, cx) eΨ(x, cx) são divididas em duas partes,

i.e

Φ(x, cx) = Φ0(x, cx) + Φ̃(x, cx),

Ψ(x, cx) = Ψ0(x, cx) + Ψ̃(x, cx), (7.72)

onde as funçõesΦ0(x, cx) eΨ0(x, cx) satisfazem as seguintes equações diferenciais:

(θ − i)Φ0 + cx
∂Φ0

∂x
= 0, (7.73)

(θ − i)Ψ0 + cx
∂Ψ0

∂x
= 0, (7.74)

com condições de contorno

Φ0 = 2cx + ν0 em x = 0 e cx > 0, (7.75)
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Ψ0 = 0 em x = 0 e cx > 0. (7.76)

A constanteν0 =
√
π é obtida via condição de contorno (7.60).

As soluções das equações (7.73) e (7.74) que satisfazemas condições de contorno (7.75) e

(7.76) são as seguintes:

Φ0(x, cx) =











(2cx + ν0) exp

[

−(θ − i)
x

cx

]

, cx > 0

0, cx < 0,

(7.77)

Ψ0(x, cx) = 0, cx ≶ 0. (7.78)

A substituição das representações dadas em (7.72) nas equações (7.53) e (7.54), juntamente

com a utilização de (7.73) e (7.74), fornece as seguintes equações para as funçõesΦ̃(x, cx) e

Ψ̃(x, cx):

(θ − i)Φ̃ + cx
∂Φ̃

∂x
= θ

[

̺+ 2cxu+ τ

(

c2x −
1

2

)

+
4

15
qcx

(

c2x −
3

2

)]

, (7.79)

(θ − i)Ψ̃ + cx
∂Ψ̃

∂x
= θ

[

τ +
4

15
qcx

]

. (7.80)

As condições de contorno necessárias para resolver as equações (7.79) e (7.80) são obtidas

via substituição das representações dadas em (7.72), juntamente com o uso de (7.75) e (7.76),

em (7.60) e (7.61). Dessa forma, as funçõesΦ̃(x, cx) e Ψ̃(x, cx) devem satisfazer as seguintes

condições de contorno na parede oscilatória:

Φ̃(x, cx) = −2

∫

cx<0

cxΦ̃(0, cx) exp (−c2x) dcx em x = 0 e cx > 0, (7.81)

Ψ̃(x, cx) = 0 em x = 0 e cx > 0. (7.82)

Os momentos que aparecem nas equações (7.79) e (7.80), cujas expressões são dadas em

(7.55)-(7.59), também são divididos em duas partes, ou seja,
















̺(x)

u(x)

τ(x)

q(x)

Π(x)

















=

















̺0(x)

u0(x)

τ0(x)

q0(x)

Π0(x)

















+

















˜̺(x)

ũ(x)

τ̃(x)

q̃(x)

Π̃(x)

















, (7.83)

onde

̺0(x) =
2√
π
I1[(θ − i)x] + I0[(θ − i)x], (7.84)

u0(x) =
2√
π
I2[(θ − i)x] + I1[(θ − i)x], (7.85)

τ0(x) =
4

3
√
π
I3[(θ − i)x] +

2

3
I2[(θ − i)x] − 2

3
√
π
I1[(θ − i)x] − 1

3
I0[(θ − i)x], (7.86)

103



q0(x) =
2√
π
I4[(θ − i)x] + I3[(θ − i)x] − 3√

π
I2[(θ − i)x] − 3

2
I1[(θ − i)x], (7.87)

Π0(x) =
2√
π
I3[(θ − i)x] + I2[(θ − i)x]. (7.88)

As funçõesIn(z), definidas em (4.43), são calculadas através do uso da representação em série

de potências dada no Apêndice A. As quantidades˜̺, ũ, τ̃ , q̃ e Π̃ são definidas em (7.55)-(7.59)

trocando, respectivamente,Φ eΨ por Φ̃ e Ψ̃.

As equações (7.79) e (7.80) são discretizadas e resolvidas da mesma maneira que as equações

(7.62) e (7.63). As mesmas fórmulas de quadratura dadas em (7.66)-(7.70) são utilizadas para

calcular o momentos̺̃, ũ, τ̃ , q̃ e Π̃.

7.5.2 Resultados nuḿericos e discuss̃ao

Primeiramente, com o objetivo de averiguar a confiabilidadedo esquema numérico desen-

volvido no presente trabalho, uma comparação com os resultados apresentados por Garcia e Si-

ewert [80] é realizada. As Tabelas 7.1 e 7.2 apresentam a amplitude e a fase da compontentexx

do deviante do tensor pressão,Π(x), obtidos no presente trabalho e na Ref. [80] para o caso de

espalhamento difuso na superfı́cie e modelo de Shakhov paraa equação de Boltzmann. Note que,

nas notações utilizadas no presente trabalho, a distância dada na Ref. [80] corresponde aθx. Além

disso, Garcia e Siewert [80] apresentam os resultados em função da razão entre as frequências das

colisões moleculares e do som, ou seja, o parâmetro introduzido em [80] é inversamente proporci-

onal ao parâmetro de oscilaçãoθ.

Tabela 7.1: AmplitudeAP deΠ(x) versus distância
AP

θ = 0, 1923 θ = 1 θ = 2

Presente

trabalho

Presente

trabalho

Presente

trabalhoθx Ref. [80] Ref. [80] Ref. [80]

0 1,005 1,005 0,960 0,960 0,908 0,908

0,2 0,870 0,870 0,938 0,938 0,898 0,898

0,4 0,688 0,688 0,908 0,908 0,885 0,885

1 0,303 0,303 0,797 0,797 0,841 0,840

2 0,708(-1) 0,708(-1) 0,612 0,612 0,757 0,756

5 0,622(-3) 0,621(-3) 0,248 0,248 0,530 0,529

De acordo com os dados apresentados nas Tabelas 7.1 e 7.2, háexcelente concordância entre

os resultados obtidos no presente trabalho via método de velocidades discretas com os obtidos por

Garcia e Siewert [80] via método das ordenadas discretas. Isso mostra que o esquema numérico

desenvolvido fornece resultados confiáveis com um esforço computacional viável.
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Tabela 7.2: FaseϕP deΠ(x) versus distância
ϕP

θ = 0, 1923 θ = 1 θ = 2

Presente

trabalho

Presente

trabalho

Presente

trabalhoθx Ref. [80] Ref. [80] Ref. [80]

0 -2,061(-2) -2,061(-2) -7,660(-2) -7,661(-2) -8,594(-1) -8,601(-1)

0,2 9,445(-1) 9,446(-1) 1,301(-1) 1,303(-1) 2,367(-1) 2,383(-1)

0,4 1,787 1,787 3,330(-1) 3,332(-1) 1,326(-1) 1,330(-1)

1 3,933 3,933 9,172(-1) 9,175(-1) 4,540(-1) 4,544(-1)

2 6,887 6,886 1,833 1,833 9,730(-1) 9,733(-1)

5 13,56 13,56 4,399 4,399 2,460 2,460

Para analisar a influência da interação gás-superfı́cie na solução do problema, os seguintes

valores de coeficientes de acomodação foram utilizados: (i) coeficiente de acomodação de momen-

tum tangencialαt = 0, 25; 0,5; 1 e 2; (ii) coeficiente de acomodação de energiaαn = 0, 25; 0,5 e

1. As Tabelas 7.3-7.5 apresentam as amplitudes e fases do deviante do tensor pressão na direção

de propagação da onda,Π(x), na placa oscilatória, i.e.x = 0, para esses valores de coeficientes

de acomodação e para parâmetro de oscilaçãoθ = 0, 1; 1 e 10, respectivamente. Somente os va-

lores emx = 0 são apresentados pois a influência da interação gás-superfı́cie sempre é maior na

interface gás-sólido.

Tabela 7.3: Influência dos coeficientes de acomodação quandoθ = 0, 1.
AP -ϕP

αn αt = 0, 25 0,5 1 2 0,25 0,5 1 2

0,25 1,0943 1,0943 1,0943 1,09430,01426 0,01426 0,01426 0,01426

0,5 1,0637 1,0637 1,0637 1,06370,01306 0,01306 0,01306 0,01306

1 1,0066 1,0066 1,0066 1,00660,01085 0,01085 0,01085 0,01085

Tabela 7.4: Influência dos coeficientes de acomodação quandoθ = 1.
AP -ϕP

αn αt = 0, 25 0,5 1 2 0,25 0,5 1 2

0,25 1,0266 1,0277 1,0286 1,02490,09875 0,1001 0,1011 0,09699

0,5 1,0034 1,0044 1,0052 1,00190,09067 0,09185 0,09281 0,08908

1 0,9587 0,9595 0,9600 0,95750,07482 0,07580 0,07661 0,07349
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Tabela 7.5: Influência dos coeficientes de acomodação quandoθ = 10.
AP -ϕP

αn αt = 0, 25 0,5 1 2 0,25 0,5 1 2

0,25 0,8826 0,8736 0,8672 0,89710,03074 0,03416 0,03566 0,02222

0,5 0,8727 0,8648 0,8593 0,88560,02649 0,02869 0,02959 0,02029

1 0,8556 0,8496 0,8455 0,86580,01558 0,01633 0,01647 0,01256

Com base nos resultados apresentados nas Tabelas 7.3-7.5 observa-se que a amplitude e a

fase deΠ(x) em x = 0 são quantidades pouco influenciadas pelo coeficiente de acomodação

de momentum tangencialαt quandoθ = 1 e 10, correspondendo aos regimes de transição e

oscilação lenta. No regime de oscilação rápida (θ = 0, 1) não há dependência da amplitude e

fase no coeficiente de acomodação de momentum tangencialαt. Por outro lado, a amplitudeAP

e a faseϕP dependem do coeficiente de acomodação de energiaαn nos três casos considerados,

i.e. θ = 0, 1; 1 e 10. Apesar da influência deαn ser maior que a influência deαt, a variação da

amplitude e fase em relação ao coeficienteαn ainda é pequena, ou seja, a influência da interação

gás-superfı́cie na solução do problema é desprezı́vel. Por esse motivo, somente os resultados

obtidos para espalhamento difuso são apresentados posteriormente.

As Figuras 7.2-7.5 mostram os perfis da atenuação e da velocidade de fase versus distânciax

de todas as quantidades de interesse, ou seja, desvio de densidade̺(x), velocidade hidrodinâmica

u(x), desvio de temperaturaτ(x) e deviante do tensor pressãoΠ(x) para os seguintes valores de

parâmetro de oscilação:θ = 0, 1; 1; 10 e 20. O perfil do fluxo de calorq(x) não é apresentado pois

este está diretamente associado ao desvio de temperaturaτ(x) via lei de Fourier. Nessas figuras os

valores de atenuação e velocidade de fase dados em (7.17),os quais foram obtidos analiticamente

no regime de oscilação lenta ou hidrodinâmico, também são indicados para comparação com os

resultados numéricos.
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Figura 7.2: Atenuação e velocidade de fase do desvio de densidade̺ (x).
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Figura 7.3: Atenuação e velocidade de fase da velocidade hidrodinâmicau(x).
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Figura 7.4: Atenuação e velocidade de fase do desvio de temperaturaτ(x).

Das Figuras 7.2-7.5 observar-se que:

(i) Paraθ = 10 e 20 as atenuações e as fases de todas as quantidades tendemaos valores dados

em (7.17), ou seja, as atenuações tendem a7
√

6/5/(10θ) enquanto que as fases tendem ao

valor
√

5/6.

Os valores dados em (7.17) foram obtidos via teoria clássica de propagação do som em ga-

ses, a qual prevê que as atenuações e fases de todas as caracterı́sticas macroscópicas do gás

são iguais e constantes, ou seja, independentes da coordenadax. Isso é válido quando a

frequência do som é muita pequena comparada com a frequência das colisões moleculares,

ou seja, quandoθ é grande. Porém, de acordo com os perfis das atenuações e fases, mesmo

para grandes valores deθ a previsão da teoria clássica só é válida distante da placa osci-

latória, ou seja, a teoria clássica de propagação do somem gases não descreve corretamente
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Figura 7.5: Atenuação e velocidade de fase para o deviantedo tensor pressãoΠ(x).

o comportamento do gás nas proximidades da placa oscilatória mesmo nas situações em que

a frequência do som é muito menor que a frequência das colisões moleculares. Essa falha

da teoria clássica em prever o comportamento do gás nas proximidades da placa está asso-

ciada ao fato de que a hipótese de solução harmônica no espaço só é válida quando existe

invariância translacional, ou seja, quando o vetor de ondaindepende da posição espacial. Na

região próxima da fonte o vetor de onda depende da posição x, ou seja, existe anisotropia e,

portanto, a onda não pode ser assumida como uma onda harmônica nessa região. Assim, a fim

de utilizar as equações de Navier-Stokes para descrever apropagação do som nas situações

em queθ é grande e em todo o intervalo dex é necessário abandonar a hipótese de onda

harmônica e resolver as equações de Navier-Stokes numericamente. Além disso, condições

de contorno apropriadas devem ser utilizadas já que o fenômeno de salto de temperatura que

ocorre nas proximidades da parede não pode ser desprezado.

(ii) Paraθ = 0, 1 e 1, valores que correspondem aos regimes de oscilação rápida e transição, as

atenuações e fases não tendem a valores constantes à medida quex aumenta. Quandoθ → 0

e x → ∞, o comportamento assintótico das atenuações e fases é dado por (7.49), ou seja,

longe da placa oscilatória as atenuações e fases não são constantes mas variam comx1/3.

(iii) A atenuaçãoaT do desvio de temperatura é negativa nas proximidades da placa. Isso ocorre

devido ao fenômeno de salto de temperatura, ou seja, emboraa temperatura da placa seja fixa

e igual aT0, a temperatura do gás oscila ao redor desse valor.

Na Figura 7.6 uma comparação dos resultados obtidos no presente trabalho com dados expe-

rimentais obtidos por Schotter [78] e resultados teóricosobtidos por Marques Jr. [77] é mostrada.

Schotter [78] investigou a propagação do som em gases nobres considerando um amplo

intervalo de frequência do som. As medidas realizadas por ele foram obtidas variando a distância

entre fonte e receptor e os dados apresentados na Ref. [78] foram obtidos com o receptor nas

posiçõesx = 10/
√
π ex = 20/

√
π.
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Marques Jr. [77] investigou a propagação do som em gases com base no método dos mo-

mentos de Grad e na hipótese de solução harmônica no espaço.
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√
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Figura 7.6: Comparação dos resultados obtidos no presente trabalho com resultados encontrados

na literatura.

De acordo a Figura 7.6, os resultados obtidos no presente trabalho estão em ótima con-

cordância com os resultados experimentais de Schotter [78] em todo o intervalo de parâmetro de

oscilaçãoθ e nas duas situações em que as medidas experimentais de Schotter [78] foram reali-

zadas, i.e.x = 10/
√
π e x = 20/

√
π. Por outro lado, a comparação com os resultados obtidos

por Marques Jr. [77] mostra uma discrepância quandoθ < 1 na situação em quex = 10/
√
π

e θ < 0, 2 na situação em quex = 20/
√
π. Além disso, os resultados de Marques Jr. [77]

estão em melhor concordância com os dados experimentais de Schotter [78] na situação em que

x = 20/
√
π, ou seja, há uma melhor concordância quando o receptor está mais distante da fonte

sonora. Como mencionado anteriormente, a solução de ondaharmônica no espaço é válida so-
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mente nas situações em que a frequência do som é muito menor que a frequência das colisões

moleculares, ou seja, quandoθ é grande. Além disso, mesmo paraθ grande a solução harmônica

só é válida na região distante da fonte sonora onde existe homogeneidade espacial, ou seja, in-

variância translacional. Portanto, isso explica o porquˆe dos resultados apresentados em [77] só

estarem em boa concordância com os resultados apresentados no presente trabalho e com os dados

experimentais de Schotter [78] distante da fonte sonora e nas situaçõs de alta frequência do som.
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Caṕıtulo 8

Propagaç̃ao do som num ǵas confinado

entre fonte e receptor

No presente capı́tulo o problema de propagação do som, tratado no Capı́tulo 7, é generalizado

de tal modo a considerar a influência do receptor de ondas sonoras na solução do problema.

8.1 Esquema do problema e objetivo

Considera-se um gás monoatômico confinado entre duas placas planas, paralelas e infinitas

com seus planos emy′z′. Uma das placas está localizada emx′ = 0 e oscila na direção normal

ao seu próprio plano, i.e. direçãox′, com frequência de oscilaçãoω. A outra placa está fixa em

x′ = L′. Um esquema do problema é mostrado na Figura 8.1

x′

y′

Placa infinita oscilat́oria

Gás monoat̂omico

(Uw = Um cosωt′)
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@@
@@
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@@
@@
@@
@@

ω

L′

Placa estaciońaria

Figura 8.1: Esquema do problema: propagação do som num gás confinado entre fonte e receptor.

A velocidade da placa oscilatória pode ser escrita da seguinte forma:

Uw = ℜ[Um exp (−iωt′)], (8.1)
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ondeℜ denota a parte real de uma quantidade complexa.Um é a amplitude da velocidade da placa

oscilatória, a qual é assumida como sendo muito pequena comparada à velocidade mais provável

vm dos átomos de gás, i.e.

Um ≪ vm, vm =

(

2kBT0

m

)1/2

, (8.2)

ondem denota a massa atômica,T0 é a temperatura de equilı́brio do gás ekB é a constante de

Boltzmann.

A placa oscilatória é a fonte de ondas sonoras enquanto quea placa estacionária atua como

um receptor de ondas. A propagação da onda sonora perturbao estado de equilı́brio do gás con-

finado entre as placas e, consequentemente, todas as caracterı́sticas macroscópicas do gás são

afetadas. Da mesma forma que no Capı́tulo 7, há um fluxo de gás na direçãox′ caracterizado pela

velocidade hidrodinâmicaUx(t
′, x′), desvios de densidade∆n(t′, x′) e temperatura∆T (t′, x′),

componentexx do tensor pressãoPxx(t
′, x′). Note que, do mesmo modo que no Capı́tulo 7, a

quantidade de interesse é a diferença de pressão na direc¸ão de propagação da onda, ou seja, a

componentexx do deviante do tensor pressão. A oscilação da placa é assumida como sendo to-

talmente estabelecida tal que a dependência temporal é harmônica e, consequentemente, todas as

caracterı́sticas macroscópicas do gás são escritas do mesmo modo que em (7.3)-(7.6).

As quantidades adimensionais dadas em (7.7) e (7.8) tambémsão introduzidas e, novamente,

como todas as quantidades dadas em (7.3)-(7.6) são complexas, as representações (7.9)-(7.12)

também são utilizadas.

A solução do problema depende de dois parâmetros: o parâmetro de oscilaçãoθ, definido

em (2.8), e o parâmetro de rarefaçãoδ, cuja definição é dada em (2.5) e que para o problema em

questão é escrito como

δ =
P

µ

L′

vm
, (8.3)

onde o comprimento caracterı́sticoL′ é a distância de separação entre a fonte e o receptor.

As caracterı́sticas macroscópicas do gás, as quais são totalmente determinadas através do

cálculo das suas amplitudes e fases, são determinadas em todo o intervalo de parâmetros de

oscilaçãoθ e rarefaçãoδ. De acordo com os resultados obtidos no Capı́tulo 7, a influência da

interação gás-superfı́cie na solução do problema é desprezı́vel. Consequentemente, no problema

em questão, espalhamento difuso das partı́culas de gás emambas as placas é assumido.

8.2 Regime de oscilaç̃ao lenta e rarefaç̃ao baixa

Quando ambos os parâmetros de oscilação e rarefação s˜ao grandes, i.e.θ → ∞ e δ → ∞,

o problema pode ser resolvido via equações de Navier-Stokes apresentadas no Capı́tulo 2. Para

o problema em questão, as equações de continuidade (2.13), conservação de momento (2.14) e

conservação de energia (2.16), com o respectivo uso da leide Fourier (2.19), equações de estado

(2.20) e energia (2.21) e também com a introdução das quantidades adimensionais dadas em (7.7)
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e (7.8) e das representações dadas em (7.3)-(7.6), são linearizadas considerando somente os termos

lineares na amplitude, ou seja, os termos proporcionais a produtos de amplitudes são desprezados.

Assim, as equação linearizadas são escritas da seguinteforma:

(i) Equação da continuidade:

du
dx

= i̺; (8.4)

(ii) Equação de balanço de momento de Navier-Stokes:

2

3θ

d2u

dx2
+ iu =

1

2

dP
dx

; (8.5)

(iii) Equação de balanço de energia:

5

4θ

d2τ

dx2
+ iτ =

2

3

du
dx
. (8.6)

Para satisfazer o sistema de equações (8.4)-(8.6), a velocidadeu(x) e o desvio de temperatura

τ(x) devem satisfazer as seguintes equações diferenciais, asquais foram obtidas com a substituição

da equação de continuidade de massa (8.4) nas equações de balanço de momento (8.5) e balanço

de energia (8.6):

u+
5

6

(

1 − 23

10

i

θ

)

d2u

dx2
− 5

8

i

θ

(

1 − 4

3

i

θ

)

d4u

dx4
= 0, (8.7)

τ(x) +

(

2

3
i+

5

2θ

)

du
dx

+
5

4θ

(

1 − 4

3

i

θ

)

d3u

dx3
= 0. (8.8)

A equação (8.7) é uma equação diferencial linear de quarta ordem e sua solução geral é dada

pela expressão

u(x) = aem1x + be−m1x + cem2x + de−m2x, (8.9)

onde as raı́zes complexasm1 em2 são dadas por

m1 =

√

−B +
√
B2 − 4A

2A
, m2 =

√

−B −
√
B2 − 4A

2A
, (8.10)

e as quantidadesA eB são as seguintes

A = −5

8

i

θ

(

1 − 4

3

i

θ

)

, B =
5

6

(

1 − 23

10

i

θ

)

. (8.11)

De acordo com a equação (8.8), o desvio de temperaturaτ(x) é determinado via velocidade

hidrodinâmicau(x), ou seja, como a soluçãou(x) é conhecida, a solução geral para o desvio de

temperatura é dada por:

τ(x) = −T1(ae
m1x − be−m1x) − T2(ce

m2x − de−m2x), (8.12)
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onde

Tj = mj

[

2

3
i+

5

2θ
+

5

4θ

(

1 − 4

3

i

θ

)

m2
j

]

, j = 1, 2, (8.13)

e as quantidadesm1 em2 são dados em (8.10).
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Figura 8.2: Amplitudes da velocidadeu(x) e do desvio de temperaturaτ(x) para θ = 10:

comparação das soluções obtidas via teoria clássica de propagação do som em gases e via equações

de Navier-Stokes com condição de contorno de salto de temperatura nas paredes.

As constantesa, b, c e d que aparecem em (8.9) e (8.12) são obtidas através das condições

de contorno na fonte e no receptor, i.e. emx = 0 e x = L. Essas condições de contorno são as

seguintes:

(i) Condições de contorno para a velocidade hidrodinâmica do gás:

u(x) =







1 em x = 0,

0 em x = L.
(8.14)
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(ii) Condições de contorno para o desvio de temperatura dogás:

τ(x) =















ζT

θ

dτ
dx

∣

∣

∣

∣

x=0

em x = 0,

−ζT

θ

dτ
dx

∣

∣

∣

∣

x=L

em x = L.

(8.15)

As condições de contorno apresentadas em (8.15) são obtidas via condição de contorno de salto de

temperatura dada em (2.23) e o coeficienteζT é o coeficiente de salto de temperatura.
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(b) Parâmetro de rarefaçãoδ = 200

Figura 8.3: Amplitudes da velocidadeu(x) e do desvio de temperaturaτ(x) para θ = 20:

comparação das soluções obtidas via teoria clássica de propagação do som em gases e via equações

de Navier-Stokes com condição de contorno de salto de temperatura nas paredes.

Portanto, utilizando as condições de contorno dadas em (8.14) e (8.15) um sistema de quatro

equações algébricas é obtido, cuja solução fornece as constantesa, b, c ed. Devido à complexidade

do sistema, este é resolvido numericamente.

Com os perfis deu(x) eτ(x) determinados, o desvio de densidade̺(x) é obtido via equação

da continuidade (8.4) enquanto que a componente normal do tensor pressãoΠ(x) e o fluxo de calor
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Figura 8.4: Amplitude da velocidadeu(x) e desvio de temperaturaτ(x) paraθ = 50: comparação

das soluções obtidas via teoria clássica de propagação do som em gases e via equações de Navier-

Stokes com condição de contorno de salto de temperatura nas paredes.

q(x) são obtidos, respectivamente, via leis de Newton e Fourier, as quais são escritas da seguinte

forma:

Π(x) =
1

2
τ(x) − 1

2

(

4

3θ
+ i

)

du
dx
. (8.16)

q(x) = −15

8θ

dτ
dx
. (8.17)

De acordo com a teoria clássica de propagação do som em gases, apresentada na Seção 2.3

do Capı́tulo 2, para o problema em questão a velocidade hidrodinâmicau(x) é dada pela seguinte

expressão:

u(x) =
{exp (−iΓx) − exp [iΓ(x− 2L)]}

[1 − exp (−2iΓL)]
, Γ =

kvm

ω
, (8.18)

onde a quantidade complexak é dada em (2.29).
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Consequentemente, para satisfazer as equações de continuidade de massa (8.4) e de energia

(8.6), os desvios de densidade̺(x) e de temperaturaτ(x) são dados pelas seguintes expressões:

̺(x) = −Γ
{exp (−iΓx) + exp [iΓ(x− 2L)]}

[1 − exp (−2iΓL)]
, (8.19)

τ(x) =
2

3

(

1 − 2i

2θ

)

̺(x). (8.20)

Note que as expressões (8.19) e (8.20) foram obtidas sem o uso de nenhuma condição de contorno.

Somente a expressão (8.18) foi obtida com o uso das condiç˜oes de contorno dadas em (8.14).

Nas Figuras 8.2-8.4, a fim de fazer uma comparação entre os resultados obtidos via solução

das equações de Navier-Stokes com condições de contorno (8.14) e (8.15) e expressões (8.18)-

(8.20) baseadas na teoria clássica de propagação do som em gases, os perfis das amplitudes da ve-

locidadeu(x) e do desvio de temperaturaτ(x) são apresentados, respectivamente, para parâmetro

de oscilaçãoθ=10, 20 e 50. Em cada figura dois valores de parâmetro de rarefação do gás são

considerados:δ=100 e 200. De acordo com essas figuras, as soluções tendem ase aproximar à

medida que os parâmetrosδ e θ aumentam mas ainda existe uma diferença nas proximidades da

placa oscilatória. Além disso, note que a solução prevista pela teoria clássica de propagação do

som em gases não prevê o comportamento correto do desvio detemperatura nas proximidades das

placas e isso ocorre devido ao fato de que o fenônemo de saltode temperatura não é levado em

consideração pela teoria clássica.

8.3 Equaç̃ao cinética

Para parâmetros de rarefaçãoδ e oscilaçãoθ arbitrários o problema é resolvido com base

na equação de Boltzmann não-estacionária, a qual é linearizada conforme procedimento descrito

na Seção 7.3 do Capı́tulo 7. Espalhamento difuso em ambas as placas é assumido e, consequen-

temente, utilizando a condição de contorno (7.33) comαt = αn = 1, as seguintes condições de

contorno são obtidas para o problema em questão:

(i) Placa oscilatória (fonte de ondas sonoras), localizada emx = 0:

h(0, c) = 2cx + ν0, cx > 0, (8.21)

onde a constanteν0 é dada por:

ν0 =
√
π − 2

∫

cx<0

cxh(0, c) exp (−c2) dc. (8.22)

(ii) Placa estacionária (receptor de ondas sonoras), localizada emx = L:

h(L, c) = νL, cx < 0, (8.23)

onde a constanteνL é dada por:

νL =

∫

cx>0

cxh(L, c) exp (−c2) dc. (8.24)
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Portanto, a equação linearizada (7.27) deve satisfazer as condições de contorno (8.21) e

(8.23). Quando ambos os parâmetros de rarefação e oscilação tendem a zero, o termo associado às

colisões moleculares (lado direito da equação (7.27) pode ser desprezado e, como consequência,

a solução do problema tem por base uma equação diferencial ordinária cuja solução analı́tica é

facilmente encontrada. Para outras situações, i.e. situações comδ eθ arbitrários, a equação (7.27)

é simplificada com o respectivo uso do modelo de Shakhov (2.57) para o termo de colisões e

então é resolvida numericamente. O processo numérico éo mesmo utilizado no Capı́tulo 7 com a

diferença de que agora existe uma condição de contorno adicional.

8.4 Regime de oscilaç̃ao rápida e rarefaç̃ao alta

Como mencionado anteriormente, quandoθ → 0 e δ → 0 as colisões intermoleculares po-

dem ser desprezadas já que nessa situação, durante um ciclo da oscilação, as colisões gás-superfı́cie

ocorrem com muito mais frequência que as colisões intermoleculares. Desse modo, a equação

integro-diferencial (7.27) se reduz à seguinte equaçãodiferencial:

−ih + cx
∂h

∂x
= 0. (8.25)

A solução da equação (8.25) que satisfaz as condiçõesde contorno (8.21) e (8.23) é a seguinte:

h(x, cx) =















(2cx + ν0) exp

(

i
x

cx

)

, cx > 0;

νL exp

[

i
(x− L)

cx

]

, cx < 0,

(8.26)

onde as constantesν0 eνL, definidas em (8.22) e (8.24), são dadas por:

ν0 =

√
π + 8I1(−iL)I2(−iL)

1 − 4I1(−iL)I1(−iL)
, νL =

4I2(−iL) + 2
√
πI1(−iL)

1 − 4I1(−iL)I1(−iL)
, (8.27)

com as funçõesIn(z) definidas em (4.43). Substituindo a solução (8.26) em (7.28)-(7.32), as

seguintes expressões para as caracterı́sticas macroscópicas do gás no regime de oscilação rápida e

rarefação baixa são obtidas:

̺(x) =
νL√
π
I0[i(x− L)] +

2√
π
I1(−ix) +

ν0√
π
I0(−ix), (8.28)

u(x) = − νL√
π
I1[i(x− L)] +

2√
π
I2(−ix) +

ν0√
π
I1(−ix), (8.29)

τ(x) =
νL

3
√
π
{2I2[i(x− L)] − I0[i(x− L)]} +

4

3
√
π
I3(−ix)

− 2

3
√
π
I1(−ix) +

ν0

3
√
π

[2I2(−ix)] − I0(−ix)], (8.30)

q(x) = − νL√
π

{

I3[i(x− L)] − 3

2
I1[i(x− L)]

}

+
2√
π
I4(−ix)
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− 3√
π
I2(−ix) +

ν0√
π

[

I3(−ix) −
3

2
I1(−ix)

]

, (8.31)

Π(x) =
νL√
π
I2[i(x− L)] +

2√
π
I3(−ix) +

ν0√
π
I2(−ix). (8.32)

No limite δ ≪ θ, que corresponde à situação em a distância de separaç˜ao entre fonte e re-

ceptor é muito pequena, é possı́vel obter o comportamentoassintótico das amplitudes e fases dos

momentos dados em (8.28)-(8.32) no receptor, i.e. emx = L. Dessa forma, usando a representação

em série de potências dada em (A.4) e após algumas manipulações algébricas, os seguintes com-

portamentos assintóticos são obtidos para as amplitudese fases emx = L:

An → 1

L
, ϕn → π

2
− L

2
√
π
, (8.33)

AT → | lnL|
3
√
π
, ϕT → π

2
+ tan−1

(

2 lnL

π

)

, (8.34)

Aq →
1

2
−

√
π

8
L, ϕT → −L lnL

2
√
π
, (8.35)

AP → 1

2L
, ϕP → π

2
+

1√
π
L lnL. (8.36)

Note que nesse limite, i.e.δ ≪ θ, a velocidadeu(x) dada em (8.28) é zero no receptor.

No limite oposto, i.e.δ ≫ θ, utilizando a representação em série de potências (A.8) em

(8.27), a solução (8.26) tende à mesma solução encontrada no Capı́tulo 7 para propagação do som

no espaço semi-infinito. Consequentemente, nesse limite os momentos dados em (8.28)-(8.32) em

x = L são iguais aos encontrados anteriormente em (7.42)-(7.46). Portanto, quandoL ≫ 1, as

amplitudes dos momentos são dadas pelas seguintes expressões:

An =

(

2

L

)2/3

D, Au =

(

2

L

)1/3

D, AT =
2

3
D,

Aq =

(

L

2

)1/3

D, AP =
1

2
D, (8.37)

onde

D =
L√
3

exp

[

−3

2

(

L

2

)2/3
]

,

enquanto que as fases são todas iguais a

ϕj =
3
√

3

2

(

L

2

)2/3

, j = n, u, T, q, P. (8.38)
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8.5 Regime de transiç̃ao

Para resolver a equação (7.27) a integral de colisões é substituı́da pelo modelo de Shakhov

(2.57) e as variáveiscy ecz são eliminadas via introdução das funçõesΦ(x, cx) eΨ(x, cx) definidas

em (7.51) e (7.52). Portanto, as equações a serem resolvidas são as mesmas da Seção 7.5 do

Capı́tulo 7, ou seja, equações (7.53) e (7.54). A diferenc¸a está nas condições de contorno, que

agora são as seguintes:

(i) Placa oscilatória, localizada emx = 0 (fonte):

Φ(0, cx) = 2cx + ν0, cx > 0;

Ψ(0, cx) = 0, cx > 0, (8.39)

onde a constanteν0 é dada por:

ν0 =
√
π − 2

∫

cx<0

cxΦ(0, cx) exp (−c2x) dcx. (8.40)

(ii) Placa estacionária, localizada emx = L = δ/θ (receptor):

Φ(L, cx) = νL, cx < 0;

Ψ(L, cx) = 0, cx < 0, (8.41)

onde a constanteνL é dada por:

νL =

∫

cx>0

cxΦ(L, cx) exp (−c2x) dcx. (8.42)

Visando diminuir o comportamento oscilatório das funçõesΦ(x, cx) e Ψ(x, cx) na variável

cx, essas funções são divididas em duas partes, ou seja,

Φ(x, cx) = Φ0(x, cx) + Φ̃(x, cx),

Ψ(x, cx) = Ψ0(x, cx) + Ψ̃(x, cx), (8.43)

com as funçõesΦ0(x, cx) eΨ0(x, cx) satisfazendo as seguintes equações diferenciais:

(θ − i)Φ0 + cx
∂Φ0

∂x
= 0, (8.44)

(θ − i)Ψ0 + cx
∂Ψ0

∂x
= 0. (8.45)

A funçãoΦ0(x, cx) satisfaz as seguintes condições de contorno na fonte e receptor, i.e. em

x = 0 ex = L:

Φ0(x, cx) =







2cx +
√
π + ν00, em x = 0 e cx > 0,

ν01, em x = L e cx < 0,
(8.46)
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onde as constantesν00 eν01 são dadas, respectivamente, pelas seguintes expressões:

ν00 = 2ν01I1[(θ − i)L], ν01 =
4I2[(θ − i)L] + 2

√
πI1[(θ − i)L]

1 − 4I1[(θ − i)L]I1[(θ − i)L]
, (8.47)

as quais são obtidas via uso de (8.40) e (8.42).

Já as condições de contorno para a funçãoΨ0(x, cx) na fonte e no receptor são as seguintes:

Ψ0(x, cx) =







0, em x = 0 e cx > 0,

0, em x = L e cx < 0.
(8.48)

Portanto, a solução da equação (8.44) que satifaz as condições de contorno dadas em (8.46)

é a seguinte:

Φ0(x, cx) =















(2cx +
√
π + ν00) exp

[

−(θ − i)
x

cx

]

, cx > 0,

ν01 exp

[

−(θ − i)
(x− L)

cx

]

, cx < 0.

(8.49)

Por outro lado, a solução da equação (8.45) que satisfazas condições de contorno dadas em

(8.48) é dada por:

Ψ0(x, cx) = 0, cx ≶ 0. (8.50)

Substituindo as representações dadas em (8.43) nas equac¸ões (7.53) e (7.54), e utilizando

(8.44) e (8.45), as seguintes equações são obtidas para as funções̃Φ(x, cx) e Ψ̃(x, cx):

(θ − i)Φ̃ + cx
∂Φ̃

∂x
= θ

[

̺+ 2cxu+ τ

(

c2x −
1

2

)

+
4

15
qcx

(

c2x −
3

2

)]

, (8.51)

(θ − i)Ψ̃ + cx
∂Ψ̃

∂x
= θ

(

τ +
4

15
qcx

)

. (8.52)

Substituindo as representações dadas em (8.43) nas condições de contorno (8.39) e (8.41),

as seguintes condições de contorno são obtidas para as funçõesΦ̃(x, cx) e Ψ̃(x, cx) na fonte e

receptor, i.e. emx = 0 ex = L:

Φ̃(x, cx) =















−2

∫

cx<0

cxΦ̃(0, cx) exp (−c2x) dcx, em x = 0 e cx > 0,

2

∫

cx>0

cxΦ̃(L, cx) exp (−c2x) dcx, em x = L e cx < 0.
(8.53)

Ψ(x, cx) =







0, em x = 0 e cx > 0,

0, em x = L e cx < 0.
(8.54)
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Os momentos que aparecem nas equações (8.51) e (8.52) também são divididos em duas

partes, ou seja,
















̺(x)

u(x)

τ(x)

q(x)

Π(x)

















=

















̺0(x)

u0(x)

τ0(x)

q0(x)

Π0(x)

















+

















˜̺(x)

ũ(x)

τ̃(x)

q̃(x)

Π̃(x)

















, (8.55)

onde os momentos com ı́ndice0 são calculados via substituição das soluções (8.49) e(8.50) nas

expressões dadas em (7.55)-(7.58) tal que:

̺0(x) =
ν01√
π
I0[−(θ − i)(x− L)] +

2√
π
I1[(θ − i)x] +

(

1 +
ν00√
π

)

I0[(θ − i)x], (8.56)

u0(x) = − ν01√
π
I1[−(θ − i)(x− L)] +

2√
π
I2[(θ − i)x] +

(

1 +
ν00√
π

)

I1[(θ − i)x], (8.57)

τ0(x) =
2ν01

3
√
π

{

I2[−(θ − i)(x− L)] − 1

2
I0[−(θ − i)(x− L)]

}

+
4

3
√
π
I3[(θ − i)x]

− 2

3
√
π
I1[(θ− i)x]+

2

3

(

1 +
ν00√
π

) {

I2[(θ − i)x] − 2

3
I0[(θ − i)x]

}

, (8.58)

q0(x) = − ν01√
π

{

I3[−(θ − i)(x− L)] − 3

2
I1[−(θ − i)(x− L)]

}

+
2√
π
I4[(θ − i)x]

− 3√
π
I2[(θ − i)x] +

(

1 +
ν00√
π

) {

I3[(θ − i)x] − 3

2
I1[(θ − i)x]

}

, (8.59)

A quantidadeΠ0(x) é calculada substituindo (8.48) em (7.59) de modo que a seguinte expressão é

obtida:

Π0(x) =
ν01√
π
I2[−(θ − i)(x− L)] +

2√
π
I3[(θ − i)x] +

(

1 +
ν00√
π

)

I2[(θ − i)x], (8.60)

As integraisIn(z) que aparecem nas expressões (8.56)-(8.60) são definidas em (4.43) e são

calculadas via aproximações em série de potências dadas no Apêndice A.

Portanto, como as soluçõesΦ0(x, cx) e Ψ0(x, cx) são conhecidas analiticamente, a solução

do problema se limita a resolver as equações (8.51) e (8.52) com condições de contorno dadas

em (8.53) e (8.54). A solução dessas equações é feita via método de velocidades discretas do

mesmo modo que no capı́tulo anterior, ou seja, as equações(8.51) e (8.52) são discretizadas e

resolvidas via método iterativo no qual, para cada ponto develocidadecxj, u sistema de equações

discretizadas na variávelx é resolvido.

8.5.1 Resultados nuḿericos e discuss̃ao

As Tabelas 8.1 e 8.2 apresentam a amplitude e fase deΠ(x) nas placas, ou seja, emx = 0

e x = L, para parâmetro de oscilaçãoθ = 0, 1; 1 e 10 e parâmetro de rarefaçãoδ variando de
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0 a 20. Os resultados obtidos via expressão (8.16) também são apresentados para comparação

com os respectivos resultados numéricos. O comprimento depenetração da onda, denotado por

λ e definido como a distância na qual a amplitude da velocidadedo gás corresponde a 1% da

amplitude da velocidade da placa oscilatória, é apresentado para os três valores deθ considerados.

Como o receptor está localizado emx = L = δ/θ, é necessário realizar os cálculos numéricos

somente nos casos em queL < λ.

Tabela 8.1: Amplitude deΠ(x) versusδ e θ emx = 0 ex = L.
AP

θ = 0, 1 θ = 1 θ = 10 Eq. (8.16)

λ = 16, 44 λ = 18, 16 λ = 53, 63 θ = 10

δ x = 0 x = L x = 0 x = L x = 0 x = L x = 0 x = L

0,1 0,6255 1,1066 5,2343 5,2837 47,587 47,592 50,476 50,482

0,5 0,9709 0,5259 1,1764 1,4119 10,036 10,061 10,122 10,147

1 1,0076 0,1438 0,5337 1,0044 5,0386 5,0884 5,0796 5,1288

2 1,0065 0,01174 0,7686 1,0295 2,4563 2,6452 2,5655 2,6632

4 1,0066 0,00010 0,9645 0,5817 1,3130 1,5096 1,3242 1,5179

6 1,0066 0,00000 0,9695 0,3173 0,8822 1,1820 0,8931 1,1885

8 1,0066 0,00000 0,9553 0,1584 0,6156 1,0311 0,6266 1,0364

10 1,0066 0,00000 0,9617 0,08490 0,4045 0,9481 0,4153 0,9514

15 —— —— 0,9600 0,01640 0,2242 0,9191 0,2312 0,9144

20 —— —— 0,9599 0,003187 0,7795 1,1621 0,7655 1,1385

Tabela 8.2: Fase deΠ(x) versusδ eθ emx = 0 ex = L.
ϕP

θ = 0, 1 θ = 1 θ = 10 Eq. (8.16)

λ = 16, 44 λ = 18, 16 λ = 53, 63 θ = 10

δ x = 0 x = L x = 0 x = L x = 0 x = L x = 0 x = L

0,1 0,8106 1,2046 1,4016 1,4032 1,5480 1,5480 1,4331 1,4331

0,5 0,0730 3,9153 1,0924 1,1787 1,5047 1,5048 1,4116 1,4120

1 -0,0056 6,6754 0,7191 1,1963 1,4598 1,4609 1,3832 1,3850

2 -0,0109 11,165 -0,6391 1,7093 1,3830 1,3901 1,3233 1,3326

4 -0,0108 17,762 0,0766 3,7487 1,2594 1,3015 1,2136 1,2615

6 -0,0108 22,909 -0,1187 5,3538 1,1831 1,2878 1,1432 1,2577

8 -0,0108 28,297 -0,0659 7,0394 1,1264 1,3224 1,0907 1,3009

10 -0,0108 38,171 -0,0791 8,7046 1,0200 1,3756 0,9868 1,3617

15 —— —— -0,0765 12,894 -0,6308 1,5341 -0,5837 1,5352

20 —— —— -0,0766 17,075 -1,0726 1,7758 -1,0418 1,7891

De acordo com as Tabelas 8.1 e 8.2 observa-se que:
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Figura 8.5: Perfil da amplitude deΠ(x) no receptor

(i) Para um valor fixo de parâmetro de oscilaçãoθ a amplitudeAP possui uma dependência não-

monotônica no parâmetro de rarefaçãoδ em ambas as placas. Para uma melhor visualização o

perfil da amplitudeAP em função deL é mostrado na Figura 8.5. De acordo com essa figura,

no intervaloθ < δ < 2θ a amplitudeAP possui um mı́nimo e para valores de parâmetro

de rarefaçãoδ > 10θ a amplitude tende a um valor constante. Para um valor fixo deL a

amplitude sempre é menor para rarefação baixa e oscilação lenta, ou seja, quanto maiorδ eθ

menor a amplitudeAP . Isso se deve ao fato de que quanto mais rarefeito for o gás, menor os

efeitos de viscosidade que tendem a amortecer a amplitude daoscilação e, consequentemente,

no regime de rarefação alta o receptor tende a captar mais colisões moleculares por unidade

de área do que no regime de rarefação baixa.

(ii) Para um valor fixo de parâmetro de rarefaçãoδ a faseϕP tende a aumentar com o aumento

do parâmetro de oscilaçãoθ. Os valores negativos deϕP indicam que a fase deΠ(x) está

atrasada em relacão à fase da velocidade da placa. Para um valor fixo de parâmetro de

oscilaçãoθ, o comportamento deϕP em função deδ é similar ao da amplitudeAP .

(iii) Quandoδ ≫ θ, a amplitudeAP e a faseϕP tendem aos mesmos valores encontrados no

Capı́tulo 7. Como mencionado anteriormente, nessa situação os efeitos devidos à influência

da placa estacionária podem ser desprezados.

(iv) Para valores grandes deδ e θ a solução numérica tende à solução analı́tica dada em(8.16).

Paraθ = 10, por exemplo, à medida queδ aumenta os valores numéricos e os obtidos via

expressão (8.16) tendem a se aproximar mostrando uma boa concordância com os resultados

obtidos via equações de Navier-Stokes.

As Figuras 8.6-8.8 mostram os perfis das amplitudes e fases davelocidade hidrodinâmica

u(x), componente normal do tensor pressãoΠ(x) e desvio de temperaturaτ(x) para valores deθ

e δ iguais a 0,1; 1 e 10.
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(c) Parâmetro de rarefaçãoδ = 10

Figura 8.6: Amplitude e fase da velocidade hidrodinâmicau(x) versus distânciax/L.
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Figura 8.7: Amplitude e fase da componente normal do tensor pressãoΠ(x) versus distânciax/L.
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(c) Parâmetro de rarefaçãoδ = 10

Figura 8.8: Amplitude e fase do desvio de temperaturaτ(x) versus distânciax/L.

Dessas figuras verifica-se que:

(i) Nas situações em queL é muito maior que o comprimento de penetraçãoλ da onda, dado

na Tabela 8.1, as amplitudes e fases de todas as quantidades possuem os mesmos perfis
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encontrados no Capı́tulo 7 para propagação do som no espac¸o semi-infinito. Caso contrário,

os perfis são modificados devido à influência do receptor que é responsável pela superposição

de ondas que ocorre entre as placas e que tende a mudar os perfisdas atenuações e fases.

(ii) Em todas essas figuras é possı́vel verificar que, para valores iguais deL, as amplitudes e fases

possuem o mesmo perfil qualitativo. Por exemplo, na Figura 8.6 o perfil da amplitudeAu e da

faseϕu é o mesmo na situação em queL = 0, 1 e também quandoL = 1 eL = 10. Porém,

à medida queδ aumenta, o que corresponde a uma tendência ao regime hidrodinâmico, o

perfil qualitativo tende a ser diferente devido a formaçãode ondas estacionárias. Na Figura

8.9 o perfil da amplitudeAu é mostrado paraδ = 100 e θ = 10, correspondendo aL =

10. De acordo com essa figura, o perfil qualitativo é totalmentediferente do apresentado

anteriormente na Figura 8.6 quandoL = 10.
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Figura 8.9: Amplitude da velocidade hidrodinâmicau(x) paraδ = 100 e θ = 10.

Isso ocorre porque nessa situação em queδ = 100 o gás está no regime hidrodinâmico no

qual há predominância de ondas estacionárias.

(iii) No regime de rarefação alta (δ = 0, 1) a amplitude da velocidade do gás varia linearmente

com a distânciax quando a frequência de oscilação é baixa, i.e.θ é grande. Consequen-

temente, a componente normal do tensor pressão é uma quantidade constante no regime de

rarefação alta e oscilação lenta. Fixandoθ e aumentandoδ (o que é possı́vel com pressão

fixa e aumento da distância de separação entre as placas),o perfil deAu tende a se desviar

do perfil linear e, dependendo das condições de pressão dogás e oscilação do sistema, há

formação de onda estacionária.

(iv) A faseϕu é maior para pequenos valores deθ, ou seja, para altas frequências de oscilação.

Porém, nas proximidades da placa estacionária o comportamento da fase é diferente devido à

superposição de ondas incidente e refletida. Assim, paraθ = 0, 1 e δ = 0, 1 a fase é negativa

nas proximidades do receptor mas tende a aumentar com o aumento deδ, ou seja, paraθ fixo

os efeitos das ondas refletidas pelo receptor tendem a diminuir com o aumento deδ.
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8.5.2 Comparaç̃ao dos resultados obtidos via equaç̃ao cinética e equaç̃oes

de Navier-Stokes

As Figuras 8.10-8.12 mostram uma comparação entre os perfis das amplitudes e fases da

velocidade hidrodinâmicau(x) e dos desvios de densidade̺(x) e temperaturaτ(x) obtidos nu-

mericamente via solução da equação cinética e equaç˜oes de Navier-Stokes dadas na Seção 8.2 do

presente capı́tulo. Os perfis apresentados nessas figuras correspondem a parâmetro de oscilação

θ = 20 e, em cada figura, dois valores de parâmetro de rarefação são considerados:δ = 100 e 200.
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Figura 8.10: Perfil da amplitude da velocidade hidrodinâmica paraθ = 20
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Figura 8.11: Perfil da amplitude do desvio de densidade paraθ = 20.

De acordo com as Figuras 8.10-8.12, os perfis obtidos via equação cinética e equações de

Navier-Stokes estão em ótima concordância entre si. Nasproximidades das paredes também é

possı́vel observar essa concordância. Segundo a teoria clássica de propagação do som em gases,

apresentada no Capı́tulo 2, a solução do presente problema é uma combinação de duas soluções

de onda plana se propagando em direções opostas. Porém, quando o problema é resolvido utili-

zando a solução prevista pela teoria clássica, a concordância com os resultados obtidos via equação
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anaĺıtico

δ = 100

δ = 200

Figura 8.12: Perfil da amplitude do desvio de temperatura para θ = 20.

cinética ocorre somente para valores muito grandes deδ e θ e na região distante das placas. Nas

proximidades das placas, mesmo com a utilização da condic¸ão de contorno de salto de temperatura

nas paredes, não há boa concordância entre as soluções. Para uma melhor visualização, na Figura

8.13 o perfil do desvio de temperatura apresentado anteriormente na Figura 8.12 paraθ = 20 e

δ = 100 é comparado com o perfil obtido via solução clássica.
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Figura 8.13: Amplitude do desvio de temperatura paraθ = 20 e δ = 100.

De acordo com a Figura 8.13, nas proximidades das paredes o perfil qualitativo das soluções

é o mesmo mas existe uma grande diferença quantitativa entre as soluções. Essa diferença quanti-

tativa tende a diminuir com o aumento do parâmetroδ já que a espessura da camada de Knudsen

diminui à medida que a rarefação do gás diminui.
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Caṕıtulo 9

Conclus̃ao e perspectivas

No presente trabalho de tese de doutorado alguns problemas de escoamentos não esta-

cionários de gases rarefeitos foram investigados com baseem modelos cinéticos para a equação

de Boltzmann não-estacionária. Modelos cinéticos sãoutilizados pois, mesmo com o avanço com-

putacional dos dias atuais, resolver a equação de Boltzmann na forma exata ainda é um grande

desafio para problemas estacionários e, nos problemas não-estacionários tratados na presente tese

de doutorado o desafio é maior ainda pois existe a questão docomportamento oscilatório da função

de distribuição na velocidade molecular. Mesmo com a utilização de modelos cinéticos, a maior

dificuldade em resolver os problemas não-estacionários propostos está associada à complexidade

do comportamento da função de distribuição no espaço das velocidades moleculares. Inicialmente,

visando averiguar a confiabilidade dos resultados obtidos,já que na literatura existem poucos resul-

tados disponı́veis para comparação, dois métodos diferentes de cálculo foram utilizados: método

de velocidades discretas e método dos momentos integrais.Verificou-se que o método de veloci-

dades discretas fornece resultados confiáveis e, ao contr´ario do método dos momentos integrais,

permite facilmente o uso de qualquer tipo de lei de interaç˜ao gás-superfı́cie e é computacional-

mente mais vantajoso que o método dos momentos integrais. Uma caracterı́stica tı́pica do método

de velocidades discretas é que, quando os parâmetros de rarefação do gás e oscilação do sistema são

grandes, o número de iterações necessárias para atingir a convergência do código numérico é muito

grande. Visando diminuir esse esforço computacional, um método de aceleração de convergência

baseado em polinônios de Hermite é utilizado e, no caso de fluxo de Couette oscilatório, foi ex-

tremamente eficaz. Um método de otimização também foi utilizado com o objetivo de diminuir

o comportamento oscilatório da função de perturbaçãoe assim viabilizar os cálculos numéricos.

Além da solução numérica, os problemas foram resolvidos analiticamente nos regimes de rarefação

do gás e oscilação do sistema que admitem solução anal´ıtica. O estudo da influência da interação

gás-superfı́cie na solução dos problemas também foi feito com base no núcleo de espalhamento

de Cercignani-Lampis, o qual depende dos coeficientes de acomodação de momento tangencial e

energia cuja escolha determina o tipo de interação gás-superfı́cie assumido.

As equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos sempre foram a base da descrição de escoa-

mentos de fluidos em geral e são amplamente utilizadas e conhecidas nos campos de engenharia.
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Porém, hoje em dia é conhecido que essas equações não s˜ao válidas para descrever os campos de

escoamento de fluidos em muitos sistemas de interesse, como por exemplo em sistemas com di-

mensões da ordem deµm ou menos. Visando mostrar o intervalo de validade dessas equações, os

resultados numéricos obtidos no presente trabalho são comparados com os resultados obtidos via

equações de Navier-Stokes. Além disso, em problemas envolvendo propagação de ondas sonoras,

a teoria clássica de propagação do som em gases, que se baseia nas equações de Navier-Stokes

e suposição de que todas as caracterı́sticas macroscópicas do gás sofrem desvios proporcionais à

solução de onda harmônicaexp [i(k · r − ωt)] com atenuação proporcional a1/θ, é muito utilizada

mas, como mostrado no presente trabalho, a solução clássica tem um intervalo de validade bem

definido: regime de oscilação lenta e rarefação baixa. Além disso, a solução de onda harmônica só

é válida na região distante da fonte sonora.

Mesmo com a atual importância a nı́vel teórico e prático de prever o comportamento de gases

em sistemas não-estacionários nos quais as usuais equações da Mecânica dos Meios Contı́nuos

não são válidas, ainda há falta de artigos referentes aoassunto na literatura. Portanto, como os

resultados obtidos via equação cinética são válidos para condições arbitrárias de rarefação do gás

e oscilação do sistema, os resultados obtidos no presentetrabalho contribuem para um melhor

entendimento e descrição dos fenômenos que ocorrem em sistemas nos quais a hipótese de meio

contı́nuo sob a qual está fundamentada a Mecânica dos Meios Contı́nuos perde sua validade.

Parte dos resultados obtidos neste trabalho já foram publicados nas Refs. [99–101] e os

demais serão publicados em breve. Parte do trabalho também foi apresentado no XXV e XXVI

Simpósio Internacional em Dinâmica de Gases Rarefeitos,principal evento na área de DGR e que

vem sendo realizado desde 1958, com publicação de trabalho completo nos anais do congresso

[102].

Além disso, os conhecimentos adquiridos durante a realização deste trabalho e a metodologia

desenvolvida podem ser utilizados para investigar outros problemas envolvendo processos não-

estacionários em gases rarefeitos. Exemplos de tais problemas são os seguintes:

• Problemas de termo-acústica;

• Separação de gases devido à propagação do som, um assunto de grande interesse experimen-

tal que ainda não é explicado de forma satisfatória;

• Propagação do som em gases confinados no interior de tubos ecanais;

• Propagação do som em gases diatômicos e misturas de gases;

• Problemas não lineares;

• Problemas axi-simétricos.

Recentemente, a metodologia desenvolvida neste trabalho foi utilizada em colaboração no

projeto KATRIN1 (KArlsruhe TRItium Neutrino experiment), cujo objetivo édeterminar a massa

1Maiores detalhes sobre o projeto KATRIN podem ser encontrados em http://www.ik1.fzk.de/tritium e também em

http://fisica.ufpr.br/sharipov.
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dos neutrinos, com o objetivo de averiguar o comportamento dos gases utilizados no equipamento

experimental frente à variação temporal na temperaturade alguma superfı́cie do equipamento uti-

lizado e também verificar se a influência do fenômeno de separação de gases devido à propagação

de ondas sonoras é significativa nas condições de realização do experimento.
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Apêndice A

Aproximações de funç̃oes especiais

As funções especiaisIn(z), definidas como

In(z) =

∫ ∞

0

cn exp
(

−c2 − z

c

)

dc, n = 0, 1, 2, ... (A.1)

satisfazem as seguintes relações:

dIn(z)

dz
= −In−1(z), (A.2)

2In(z) = (n− 1)In−2(z) + zIn−3(z), (A.3)

ondez pode ser um número real ou complexo (como é o caso no presente trabalho).

De acordo com a Ref. [103], a funçãoI1(z) pode ser representada através da seguinte série

de potências

2I1(z) =
∞

∑

k=0

(ak ln z + bk)z
k, (A.4)

onde

ak = − 2ak−2

k(k − 1)(k − 2)
, (A.5)

bk = −2bk−2 + (3k2 − 6k + 2)ak

k(k − 1)(k − 2)
, k > 2, (A.6)

a0 = a1 = 0, a2 = −b0,

b0 = 1, b1 = −
√
π, b2 = 0.6341765026 (A.7)

Portanto, todas as demais funçõesIn(z) podem ser calculadas usando as relações (A.2) e

(A.3) e a série de potências (A.4).

O comportamento assintótico dessas funções quando|z| → ∞ é dado por:

In(z) ∼
√

π

3
3−n/2vn/2 exp (−v)

∞
∑

k=0

ak

vk
, v = 3

(z

2

)2/3

, (A.8)
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onde

a0 = 1, a1 =
1

12
(3n2 + 3n− 1),

12(k + 2)ak+2 = −(12k2 + 36k − 3n2 − 3n+ 25)ak+1

+
1

2
(n− 2k)(2k + 3 − n)(2k + 3 + 2n)ak. (A.9)
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Apêndice B

Método de aceleraç̃ao de converĝencia

O método de velocidades discretas é muito utilizado em Dinâmica de Gases Rarefeitos mas,

em muitas situações, a convergência do mesmo é muito lenta tal que um número muito grande de

iterações é necessário para atingir resultados com a precisão desejada. Valougeorgis e Naris [96]

desenvolveram um método de aceleração de convergênciapara o método de velocidades discretas

e este método vem sendo utilizado com êxito na solução demuitos problemas relacionados a

escoamentos de gases rarefeitos e misturas, e.g. [104–106]. Para exemplificar como funciona o

método proposto em [96], a equação unidimensional correspondendo à equação cinética de BGK

(Bhatnagar, Gross e Krook) para o problema clássico de Poiseuille é tomada como exemplo. Essa

equação é escrita da seguinte forma:

cx
∂h

∂x
+ δh = δu (B.1)

onde

u(x) =
1√
π

∫

h(x, cx) exp (−c2x) dcx (B.2)

é a velocidade do gás eδ é o parâmetro de rarefação do gás. Para grandes valoresde δ a con-

vergência do algoritmo baseado no método de velocidades discretas para resolver (B.1) é muito

lenta e, portanto, se torna conveniente utilizar um métodode aceleração de convergência vi-

sando diminuir o número de iterações necessário para resolver a equação com a mesma precisão.

O método proposto por Valougeorgis e Naris [96] consiste emobter um conjunto de equações

sintéticas, ou equações aceleradas, que é resolvido deforma acoplada com a equação cinética

(B.1). Esse conjunto de equações sintéticas é obtido com o uso dos momentos de Hermite, defini-

dos como:

Fn(x) =
1√
π

∫

Hn(cx)h(x, cx) exp (−c2x) dcx, (B.3)

ondeHn(cx) são os polinômios de Hermite de ordemn (H0 = 1, H1 = 2cx, H2 = 4c2x − 2,

etc). Utilizando os dois primeiros momentos de Hermite, i.e. F0 eF1, duas equações aceleradas

são obtidas. A primeira delas é obtida multiplicando a equação (B.1) porH0 exp (−c2x)/
√
π e,

posteriormente, integrando na variávelcx tal que a seguinte equação é obtida:

dF1

dx
= 0. (B.4)
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A segunda equação sintética é obtida multiplicando a equação (B.1) porH1 exp (−c2x)/
√
π e, pos-

teriormente, integrando na variávelcx de modo a obter a seguinte equação:

dF0

dx
+ δF1 = −1

2

dF2

dx
. (B.5)

Portanto, o sistema de equações (B.4)-(B.5) deve ser resolvido de forma acoplada com a

equação cinética (B.1). Essas equações são aproximadas usando um esquema de diferenças fi-

nitas centrais e são resolvidas através de um método iterativo no qual as equações sintéticas são

resolvidas somente nos nós centrais da coordenadax.
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Apêndice C

Modelo de McCormack

O modelo proposto por McCormack para a integral de colisõesconsiste em expandı́-la num

polinômio da velocidade molecular adimensionalcα do seguinte modo:

L̂αβhα = −γαβhα + A + Akcαk + Bkℓcαkcαℓ + Dkc
2
α, (C.1)

onde os coeficientesA, Ak, Bkℓ eDk são funções dos momentos da função de distribuição das ve-

locidades moleculares (densidade, velocidade hidrodinâmica, temperatura, tensor pressão e vetor

fluxo de calor). Estes coeficientes são encontrados através da seguinte igualdade:
∫

Qα(c)αL̂
exato
αβ (cα) exp (−c2α) dcα =

∫

Qα(c)αL̂
modelo
αβ (cα) exp (−c2α) dcα, (C.2)

ondeL̂modelo
αβ é dado na Eq. (C.1),̂Lexato

αβ é a integral das colisões na forma exata cuja expressão pode

ser encontrada na Ref. [6] e

Qα = 1, cαi,
1

2
c2α, cαicαj −

1

3
c2αδij ,

1

2
cαi

(

c2α − 5

2

)

. (C.3)

A forma final da integral de colisões de McCormack, escrita nas notações utilizadas no pre-

sente trabalho, é a seguinte:

L̂αβhα = −γαβhα + γαβ̺α + 2
(mα

m

)1/2
[

γαβuαi − (uαi − uβi)ν
(i)
αβ

−1

2

(

qαi −
mα

mβ
qβi

)

ν
(2)
αβ

]

cαi+

[

γαβτα − 2
mαβ

mβ
(τα − τβ)ν

(1)
αβ

]

×
(

c2α − 3

2

)

+ 2

[

(γαβ − ν
(3)
αβ )Παij + Πβijν

(4)
αβ

]

cαicαj +
4

5

(mα

m

)1/2

[

(γαβ − ν
(5)
αβ )qαi +

(

mβ

mα

)1/2

qβiν
(6)
αβ − 5

4
(uαi − uβi)ν

(2)
αβ

]

cαi

(

c2α − 5

2

)

. (C.4)

Os momentos da função de distribuição que aparecem em (C.4) são os seguintes:

(i) Desvio de densidade parcial

̺α =
1

π3/2

∫

hα exp (−c2α) dcα; (C.5)
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(ii) Componente da velocidade hidrodinâmica da espécieα na direçãoj

uαj =
1

π3/2

(

m

mα

)1/2 ∫

cαjhα exp (−c2α) dcα; (C.6)

(iii) Desvio de temperatura parcial

τα =
2

3π3/2

∫
(

c2α − 3

2

)

hα exp (−c2α) dcα; (C.7)

(iv) Componente do vetor fluxo de calor parcial na direçãoj

qαj =
1

π3/2

∫

cαj

(

c2α − 5

2

)

hα exp (−c2α) dcα; (C.8)

(v) Componenteij do deviante do tensor pressão parcial

Παij =
1

π3/2

∫
(

cαicαj −
1

3
c2αδij

)

hα exp (−c2α) dcα. (C.9)

A dependência do modelo de McCormack no potencial de interação intermolecular aparece

nas seguintes quantidades:

ν
(1)
αβ =

16

3

mαβ

mα

nβΩ
(11)
αβ , (C.10)

ν
(2)
αβ =

64

15

(

mαβ

mα

)2

nβ

(

Ω
(12)
αβ − 5

2
Ω

(22)
αβ

)

, (C.11)

ν
(3)
αβ =

16

5

m2
αβ

mαmβ

nβ

(

10

3
Ω

(11)
αβ +

mβ

mα

Ω
(22)
αβ

)

, (C.12)

ν
(4)
αβ =

16

5

m2
αβ

mαmβ
nβ

(

10

3
Ω

(11)
αβ − Ω

(22)
αβ

)

, (C.13)

ν
(5)
αβ =

64

15

(

mαβ

mα

)3
mα

mβ

nβ

[

Ω
(22)
αβ +

(

15

4

mα

mβ

+
25

8

mβ

mα

)

Ω
(11)
αβ

−1

2

mβ

mα

(4Ω
(12)
αβ − Ω

(13)
αβ )

]

, (C.14)

ν
(6)
αβ =

64

15

(

mαβ

mα

)3 (

mα

mβ

)3/2

nβ

[

−Ω
(22)
αβ +

55

8
Ω

(11)
αβ − 5

2
Ω

(12)
αβ +

1

2
Ω

(13)
αβ

]

, (C.15)

onde

mαβ =
mαmβ

mα +mβ
(C.16)

denota a massa reduzida. As quantidadesΩjk
αβ são as integrais de Chapmann-Cowling [7] que

dependem do potencial de interação intermolecular e sãodefinidas da seguinte forma:

Ωjk
αβ =

(

kBT

2πmαβ

)1/2 ∫ ∞

0

∫

Ω

exp (−g2)g2k+3(1 − cosj θ)σαβ dΩdg, (C.17)
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onde

g =
(mαβ

m

)1/2

|cα − cβ|, (C.18)

σαβ denota a seção diferencial de espalhamento para colisões entre moléculas das espéciesα e β

com velocidade relativa no interior de um ângulo sólido dΩ.

Para o modelo de esferas-rı́gidas as integrais de Chapman-Cowling são escritas como:

Ωjk
αβ =

(j + k)!

2

[

1 − 1 + (−1)j

2(j + 1)

](

πkBT

2mαβ

)1/2

σ2
αβ , (C.19)

ondeσαβ é a secão diferencial de choque que para esferas-rı́gidasé dada por:

σαβ =
Dα +Dβ

2
, (C.20)

ondeDα denota o diâmetro da espécieα.

Os diâmetros são calculados através do uso da expressão

µα = 1.016034
5

16

√
mαkBT√
πD2

α

, (C.21)

obtida diretamente da equação de Boltzmann [107, 108]. Osdados experimentais para a viscosi-

dadeµα à temperatura de 300K encontrados na Ref. [95] são utilizados. Na Ref. [95] as integrais

de Chapman-Cowling são expressas em função de parâmetros obtidos experimentalmente para um

potencial realı́stico de interação intermolecular eσαβ é tabelado para todas as possı́veis misturas

de gases nobres.

O parâmetroγαβ é proporcional à frequência de colisões entre as espéciesα eβ e as seguintes

combinações são utilizadas:

γ1 = γ11 + γ12, γ2 = γ21 + γ22. (C.22)
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Apêndice D

Potencias de interaç̃ao intermolecular

Os modelos de interação intermolecular de esferas rı́gidas, centros de repulsão e Lennard-

Jones são os mais utilizados em teoria cinética dos gases.Como é conhecido, as forças de interação

são divididas em duas categorias: (i) forças de curto alcance ou forças de valência e (ii) forças de

longo alcance ou forças de van der Waals (em homenagem ao fı́sico holandês Johannes D. van

der Waals). As forças de curto alcance são repulsivas e surgem quando as nuvens eletrônicas dos

átomos ou moléculas se superpõem enquanto que as forçasde van der Waals surgem como con-

sequência da polarização entre as moléculas. Os modelos de esferas rı́gidas e centros de repulsão

levam em consideração somente forças repulsivas enquanto que o modelo proposto por Lennard-

Jones considera tanto forças repulsivas como atrativas e,por esse motivo, este último modelo é

considerado mais realı́stico comparado aos demais.

A Figura D.1, extraı́da da Ref. [2], apresenta o perfil da func¸ão potencial em função da

distância entre as partı́culas (átomos ou moléculas) gasosas para os três modelos de interação

mencionados acima.

Figura D.1: Figura extraı́da da Ref. [2] para os modelos de interação intermolecular: (a) esferas-

rı́gidas; (b) centros de repulsão; (c) Lennard-Jones
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À seguir, uma breve descrição de cada um desses modelos é apresentada.

Modelo de esferas-ŕıgidas

Esse é o modelo mais simples no qual os atómos ou moléculasde gás são comparados a

bolas de bilhar impenetráveis (esferas rı́gidas) com diâmetroσ. O modelo representa somente as

forças de repulsão entre as esferas e a função potencialtem a seguinte forma:

φ(r) =







∞, se r < σ,

0, se r > σ,
(D.1)

onde o diâmetroσ das esferas é o único parâmetro do modelo. Apesar da simplicidade do modelo,

esse modelo é totalmente não-realı́stico.

Modelo de centros de repuls̃ao

Similarmente ao modelo de esferas rı́gidas, o modelo de centros de repulsão também repre-

senta somente as forças de repulsão entre as moléculas mas a função potencial não é tão abrupta

quanto no modelo de esferas rı́gidas e possui a seguinte forma:

φ(r) =
(σ

r

)ν

, (D.2)

ondeν é chamado de ı́ndice de repulsão. Denomina-se potencial Maxwelliano o caso especial

em queν = 4 e as partı́culas gasosas que obedecem a esse potencial são chamadas de partı́culas

Maxwellianas. Note que, quandoν → ∞, o modelo torna-se o de esferas-rı́gidas.

Modelo de Lennard-Jones

Esse modelo de interação intermolecular foi proposto pelo matemático Lennard-Jones é

muito utilizado pois considera ambas as forças repulsivase atrativas e, portanto, representa a

interação dos átomos e moléculas de forma mais realı́stica. Para este modelo a função potencial é

dada por:

φ(r) = 4ǫ

[

(σ

r

)12

−
(σ

r

)6
]

, (D.3)

onde o primeiro termo representa as forças de repulsão e o segundo termo representa as forças

de atração. Nesse modelo,σ é a distância na qual o potencial muda de repulsivo para atrativo

(φ(σ) = 0) e ǫ é a profundidade do poço de potencial. Note que a função potencial é igual a−ǫ
quandor = 21/6σ.

150


