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RESUMO

Atualmente o estudo e simulagao da propagacao de onugases rarefeitos possui grande
interesse principalmente devido ao desenvolvimento dodueionarios microsistemas eletronicos
e mecanicos (MEMS, Micro-Electro-Mechanical Systemsh gartes moveis que podem oscilar.
Nesses microsistemas, dependendo da rarefacao do gafexdéncia de oscilacao das partes
moveis, a hipbtese de meio continuo sob a qual estéa foedi@da as equacdes da Mecanica dos
Meios Continuos nao é valida e, consequentemente, @serigao a nivel microscopico & ne-
cessaria. Os métodos de Dinamica de Gases Rarefetasmpazes de descrever corretamente o
comportamento de um gas em regimes arbitrarios de r@efoscilacao pois sao baseados nos
conceitos da teoria cinética dos gases, cujo objetivdérménar quantidades macroscopicas em
funcao de grandezas microscopicas, e na equacao tien2oin. O presente trabalho de tese de
doutorado tem por objetivo resolver numericamente alguokl@mas envolvendo a propagacao
de ondas em gases rarefeitos devido a influéncia de stipsrbscilatorias. A oscilacao & assu-
mida como totalmente estabelecida de modo que a depeadéngioral & harmonica. Também &
assumido que a amplitude da velocidade da oscilagcao t® peguena em comparagcao com a ve-
locidade molecular mais provavel de modo que o problema pedlinearizado nas proximidades
do estado de equilibrio. Devido a grande dificuldade ewmivesa equacao de Boltzmann na forma
exata, a solucao dos problemas é baseada em modeltsasngara a equacao nao-estacionaria de
Boltzmann. Dois métodos numeéricos diferentes saazatiibs: método de velocidades discretas
e método dos momentos integrais. A influéncia da insragds-superficie & analisada com base
no nicleo de espalhamento de Cercignani-Lampis. As @ifsiitas macroscopicas do gas tais
como velocidade hidrodinamica, desvios de densidade peetura, etc, sao determinadas num
amplo intervalo de numero de Knudsen e razao entre asénetps das colisdes moleculares e da
oscilacao. Alguns resultados sao comparados com dagpesieentais encontrados na literatura
e também com soluc¢des analiticas obtidas em algunsiesgile rarefacao do gas e frequéncia de
oscilacao do sistema em estudo.

Palavras-chave:propagacao de ondas, gases rarefeitos, sistemas @sogat
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ABSTRACT

Nowadays, the study and numerical simulation of non-statip processes in rarefied gases
is very important for the development and improvement of teehnologies such as the revolu-
tionary MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems) with nadWe parts which can oscillate and
disturb the equilibrium state of the gas in its surroundingsthis kind of system, depending on
the gas rarefaction and oscillation frequency, the comtimassumption is not valid and, conse-
guently, the gas flow must be described by using a micros@ggooach rather than the equations
of continuum mechanics. The methods of Rarefied Gas Dynaangcsfficient in describing the
gas flow at arbitrary conditions of gas rarefaction and tain frequency since they are based on
concepts of kinetic theory of gases and the Boltzmann eguafihe aim of the present doctoral
thesis work is to investigate some non-stationary problehmurrent interest consisting on gas
flow caused by the influence of oscillatory surfaces. It isias=d a fully established oscillation
so that the temporal dependence is harmonic. Furthernmtogeassumed that the amplitude of
the oscillation speed is very small in comparison with thestrpyobable molecular velocity so
that the problem can be linearized near the equilibriunestaince the solution of the Boltzmann
equation is still a very difficult task, the proposed proldeane solved via kinetic models to the
non-stationary Boltzmann equation. Two different nurmmarinethods are employed: discrete ve-
locity method and integral moment method. The influence efghs-surface interaction law on
the solution of the problems is analized by using the Ceemgthampis scaterring kernel on the
boundary conditions. The macrocharacteristics of the gasg$lich as bulk velocity, temperature
and density deviations, etc, are determined in a wide rahgasorarefaction (characterized by the
Knudsen number) and ratio of intermolecular collision freqcy to oscillation frequency. Some
results are compared with experimental data obtained fhentiterature and also with analytical
solutions obtained in some gas flow regimes.

Keywords: wave propagation, rarefied gases, oscillatory systems.
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Capitulo 1

Introduc ao

A Dinamica de Gases Rarefeitos, abreviada no presentalticapor DGR, tem por obje-
tivo o estudo de fendmenos relacionados ao escoamentcéds ga sistemas com comprimento
caracteristico da mesma ordem de grandeza do livre camiélde das moléculas de gas, e.g. es-
coamento ao redor de aeronaves em grande altitude e v@&spaciais na reentrada atmosférica,
microsistemas eletronicos e mecanicos (do ingles MENEcro-Electro-Mechanical Systems),
equipamentos de vacuo, etc. Em tais sistemas a naturezzutarl do gas nao pode ser des-
prezada e, consequentemente, uma abordagem a nivel coigias € necessaria para descrever
corretamente os fendmenos que ocorrem nesses sistem#&RA@Mecou a ser desenvolvida no
século XIX mas sua importancia foi reconhecida somentereados de 1957, com o inicio da
exploracao espacial. A base da DGR € a teoria cinétisaydees [1-7] que tem por objetivo des-
crever as propriedades macroscopicas de um gas atraxgramtdezas microscopicas utilizando a
equacao proposta por Ludwig Boltzmann [8], a qual descassvolucao da funcao de distribuicao
das velocidades moleculares. Conhecendo a funcao divdicio das velocidades moleculares,
qualquer grandeza macroscopica do gas (velocidadegetramapa, pressao, etc) & determinada uti-
lizando conceitos estatisticos.

Ao longo de todos esses anos grandes avancos foram realizadrea de DGR e atualmente
se nota um crescente interesse pela mesma devido ao fat@ aeuifas inovacdes tecnologicas,
tais como os revolucionarios microsistemas eletroreamecanicos [9,10], exigem a compreensao
de fendbmenos fisicos que nao podem ser descritos com dassequacdes classicas da Mecanica
dos Meios Continuos. Os microsistemas eletronicos eameas possuem dimensdes da mesma
ordem de grandeza do livre caminho médio molecular, egjedametros utilizados em air bags de
automoveis [11], e devido a isso a hipotese de meio coofperde sua validade e uma abordagem
a nivel microscopico € necessaria para descrevertaoremte todos os fendbmenos que ocorrem
nesses sistemas de escala micrométrica. Atualmentesisimmas estao sendo muito utilizados
e 0 processo de fabricacao dos mesmos teve um grandeoavas\¢lltimas décadas. Porem, para
melhorar a performance desses microsistemas eletrémimesanicos é fundamental compreender
0 que ocorre fisicamente nos mesmos ja que, em algumagdatjades se comportam de forma
tao diferente de rotineiros sistemas macroscopicos. RBG&apaz de descrever corretamente 0s



fendbmenos fisicos que ocorrem em microsistemas gasoscpmo mencionado anteriormente
e ao contrario da Mecanica dos Meios Continuos, leva eamideracao a natureza molecular do
gas.

Existem muitos outros exemplos atuais de aplicabilidadepoitancia da DGR tais como
indUstria de vacuo [12], simulacdo de aerosois em yisagelacionada ao meio ambiente, ex-
perimentos de ciéncia pura como, por exemplo, deterramda massa dos neutrinos no projeto
KATRIN (KArlsruhe TRItium Neutrino experiment) que est&slo realizado na Alemanha desde
2003 e no qual os métodos de DGR tém sido amplamente dbkzpara simular e prever os
fendmenos que ocorrem nos gases utilizados no experirfie)tb4], etc.

O principal parametro utilizado em DGR & o nimero de Keagslenotado pdfn, o qual
caracteriza a rarefacao do gas e é definido como a ra#é® @ livre caminho médio molecular
e um comprimento caracteristico do sistema em estudo. G fiesse parametro o regime de
escoamento do gas é classificado em trés tipos:

(i) Regime de moléculas livreKfi — o), no qual o livre caminho médio molecular &€ muito
maior que o comprimento caracteristico do sistema de madagnovimento das moléculas de
gas pode ser considerado como independente;

(i) Regime hidrodinamicoKn — 0), no qual o livre caminho médio molecular & muito
menor que 0 comprimento caracteristico do sistema tal gueio gasoso pode ser considerado
como um meio continuo;

(iif) Regime de transicao, no qual o livre caminho médiol@sular e o comprimento carac-
teristico do sistema possuem a mesma ordem de grandeza.

Para processos hao-estacionarios ou transientes,dal@ramero de Knudsen & necessario
introduzir um outro parametro, denotado poe denominado parametro de oscilagao, definido
como a razao entre a frequéncia das colisdes molecdar&®quéncia de oscilacao caracteristica
do sistema em estudo. Com base nesse parametro os segegness sao definidos:

(i) Regime de oscilacao lentd (— oc), no qual a frequéncia de oscilacao caracteristica
do sistema & muito menor que a frequéncia das colisdescmlates, ou seja, muitas colisdes
intermoleculares ocorrem durante um ciclo da oscilacao;

(i) Regime de oscilagao rapid& (— 0), no qual a frequéncia de oscilagcao caracteristica
do sistema & muito maior que a frequéncia das colisdesaulares, ou seja, durante um ciclo da
oscilagao o nimero de colisdes intermoleculares énpgiqueno;

(iii) Regime de transicao em relacao a oscilacaoistesa, no qual a frequéncia de oscilagao
caracteristica do sistema possui a mesma ordem de graquiezafrequéncia das colisdes mole-
culares.

A DGR é valida em todo o intervalo de nUmero de Knudkere parametro de oscilacao
6. Por outro lado, as equacdes da Mecanica dos Meios i@m#isdo validas somente no regime
hidrodinamico e, no caso de sistemas nao-estacionarmendicao adicional de que a frequéncia
das colisbes moleculares deve ser muito maior que a fnetpéle oscilacao caracteristica do
sistema deve ser satisfeita. Portanto, com 0 objetivo dereles o escoamento de gases para
namero de Knudsen e parametro de oscilacao arbigra®ométodos de DGR devem ser utilizados



ja que estes abrangem todo o intervalo de rarefacaosle gécilacao do sistema.

Os métodos de DGR se baseiam na solu¢ao da equacaotde&ah [1,4] ou no método de
simulacao direta de Monte Carlo [15]. Apesar da grandaigétrutura computacional disponivel
nos dias atuais, resolver a equacao de Boltzmann na forata @inda & um grande desafio. Con-
sequentemente, os modelos cinéticos, desenvolvidos cmtuito de simplificar a equacao de
Boltzmann mantendo as suas propriedades fundamentagefeagao de massa, momento e ener-
gia, teorema H de Boltzmann), ainda sao muito utilizadospri@eiro modelo cinético foi de-
senvolvido em 1954 por Bhatnagar, Gross e Krook [16], o guadrhumente referenciado como
modelo BGK e ainda hoje & muito utilizado para descrevemopmmtamento de um gas Gnico em
processos isotéermicos. O modelo proposto por Shakhovtfibi@bém & muito utilizado e pode
ser considerado como uma versao melhorada do modelo BGKppde descrever corretamente o
comportamento do gas em processos nao-isotérmicoa.nisturas de gases o modelo proposto
por McCormack [18] & considerado a melhor opgao. Detadlobre esses modelos sao apresenta-
dos posteriormetne.

O meétodo de simulacao direta de Monte Carlo [15] & umoah@testatistico aplicado em
escoamentos com numero de Mach grande, como por exempbaneento supersdnico ao redor
de uma esfera [19], escoamentos relacionados a aerot@dnuda de satélites [20, 21], escoa-
mento de gas através de um orificio [22, 23], etc. Devioldado de ser um método estatistico, o
método de Monte Carlo nao pode ser utilizado para nUmendach pequeno ja que nesse caso
as flutuacdes estatisticas sao grandes. Apesar de seétodo muito conhecido e utilizado nos
campos de engenharia, &€ um método que requer um esfargoutacional muito grande de modo
gue em muitos casos seu uso é inviavel do ponto de vistawtacipnal.

A presente tese de doutorado tem por objetivo o estudo e agefal numeérica de alguns
problemas envolvendo propagacao de ondas em gasestoarefem base na solucao de modelos
cinéticos para a equacao de Boltzmann. O estudo e sjgwltia propagacao de ondas em gases
rarefeitos, e processos nao-estacionarios em geralfundamental importancia mas na literatura
0 que se observa & que o nimero de artigos referentes ad@esuquestao &€ muito pequeno em
comparagcao com o numero de artigos que se referem a poscestacionarios. Portanto, frente a
infinidade de problemas envolvendo processos nao-estams que sao encontrados em situacoes
praticas e que exigem uma maior compreensao, 0 assumgogtogpara tese de doutorado & bem
justificado e contribui para um maior avanco na area de DNGRuresente tese de doutorado quatro
problemas nao-estacionarios envolvendo propagag@amdas em gases rarefeitos sao abordados
e foram escolhidos porque atualmente possuem grande @nmp@tpratica e ainda nao foram
solucionados de forma a descrever corretamente o compantardo gas em todos os regimes de
escoamento citados anteriormente. Os problemas abordadas seguintes:

(i) Problema de Stokes, que consiste no estudo do escoademim gas no espagco semi-
infinito limitado por uma placa plana e infinita que oscila mulirecao longitudinal ao seu proprio
plano. Este problema foi primeiramente investigado poké&taee, de acordo com [24], nhaquela
época o interesse em tal problema estava relacionado cemadiva de explicar como os efeitos
de viscosidade afetavam o movimento de fluidos em contatostmerficies vibratoriasE um



problema classico e pode ser encontrado na maioria das lide Dinamica de Fluidos, e.g. [25].
Porém, usualmente o problema & resolvido com base nagG@rgide Navier-Stokes que sao
validas somente quando a frequéncia de oscilacao dafstip € muito pequena comparada com a
frequéncia das colisdbes moleculares no gas. Portaffito, e considerar frequéncia de oscilacao
arbitraria € necessario recorrer a equacao de Balimne aos métodos de DGR;

(ii) Fluxo de Couette oscilatorio, no qual a regiao de aseento do gas € limitada por duas
placas planas, paralelas e infinitas com uma das placaamdeiha direcao longitudinal ao seu
proprio plano. Apesar deste problema consistir em uma gregjmodificacao do problema de
Stokes, a presenca da placa estacionaria afeta signdicente as caracteristicas macroscopicas
do gas. Novamente, a solugao com base nas equac¢descdaibéedos Meios Continuos possui
limitacOes e para resolver o problema de forma geral, (a sensiderando rarefacao do gas e
frequéncia de oscilacao arbitrarios, € necesséiliaar os métodos de DGR;

(iii) Propagacao do som, que também & um problemaictagsha muito tempo vem sendo
investigado com base nas equac¢fes da Mecanica dos Mmitis @os e teoria classica de propagacao
do som em gases, e.g. [26]. O problema é tratado consideuemna placa plana e infinita oscilando
na direcao normal ao seu proprio plano como sendo a fatedas sonoras. Nesse problema o
uso das equacdes de Navier-Stokes também é limitasituagdes em que a frequéncia do som &
muito menor que a frequéncia das colisdes moleculareas@m contato com a superficie osci-
latoria. Aléem disso, a hipbtese da teoria classica dpqgacao do som em gases [26] de que todas
as caracteristicas macroscopicas do gas sofrem dgsearcionais a solu¢cao de onda harmonica
no espaco também é valida somente quando a frequémsian & muito menor que a frequéncia
das colisdbes moleculares e distante da superficieabsgd. Nas proximidades da fonte sonora a
solucao nao é harmdnica no espaco mesmo em corgdilgbeaixas frequéncias do som. Portanto,
visando descrever a propagacao do som de forma mais geaadlbordagem com base na equacao
de Boltzmann & necessaria juntamente com o abandono @ta$gde onda harmonica no espaco;

(iv) Gas confinado entre fonte e receptor sonoros, problarjmobijetivo € verificar a in-
fluéncia do receptor de ondas sonoras na propaga¢ao dd’soaisso, considera-se um gas con-
finado entre duas placas planas, paralelas e infinitas seredoma das placas oscila na direcao
normal ao seu proprio plano e a outra placa permanece @séaici. A placa oscilatoria & a fonte
de ondas sonoras enquanto que a placa estacionaria atoaeosptor das ondas. Dependendo
da pressao do gas confinado entre as placas e da freqdérasailacao da placa, o problema nao
pode ser resolvido via equacdes da Mecanica dos Meiortms tal que, novamente, os métodos
de DGR sao fundamentais para descrever corretamente codamento do gas confinado entre
as placas.

Atualmente os problemas de Stokes e fluxo de Couette astilgtdssuem grande interesse
pois existem microsistemas, e.g. microacelerdometrosigoses de gas, formados por pequenas
placas separadas por uma distancia de aproximadamemnteue oscilam lateralmente e um gas,
geralmente ar, esta confinado entre as placas. Nessgasitumpendendo da pressao do gas entre
as placas e da frequéncia de oscilacao da placa ostElaés equacdes da Mecanica dos Meios
Continuos nao podem ser utilizadas para descrever o atempento do gas. Consequentemente,



para tratar o problema de forma geral & necessario utitiganétodos de DGR para resolver
a equacao de Boltzmann e assim descrever corretamentmmotamento do gas e prever 0os
possiveis efeitos que tendem a afetar a performance dositisp. Nesse tipo de sistema, uma
melhor performance é alcancada quando os efeitos dasuilscte do gas confinado entre as placas
€ pequeno e isso ocorre em condi¢des de baixa pressaejaem regimes de gas rarefeito. De
forma similar, o problema de propagacao do som tambéeigtdresse na area de microsistemas
pois em alguns tipos de dispositivos existem microestagtgue oscilam na direcao normal ao
proprio plano de tal forma que os efeitos simultaneos depressao e expansao no gas causados
pelo movimento de oscilagao da superficie geram uma dada&essao, ou onda de som, que se
propaga no gas e afeta as propriedades de equilibrio dmmePBortanto, todos os problemas
propostos para tese de doutorado possuem nao somenteédngi@e nivel tedrico mas também a
nivel pratico.

Esses quatro problemas sao resolvidos para gases monoaste o problema de Stokes
também é resolvido para o caso de uma mistura binaria skessgaonoatdomicos. Os problemas
sao resolvidos numericamente com base em modelos ds@ira a equacao de Boltzmann. Nos
limites de rarefacao e frequéncia de oscilagao nosauaste solucao analitica uma comparacao
entre resultados numéricos e analiticos é realizada @abijetivo de averiguar o intervalo de
validade das solu¢des analiticas. A principio, de\ddescassez de resultados na literatura, a
confiabilidade dos resultados obtidos no presente trali@iese de doutorado € verificada através
da utilizacao de dois métodos numéricos diferentestodo de velocidades discretas [27] e método
dos momentos integrais [28]. Toda a metodologia utilizaata pesolver os problemas propostos
juntamente com os resultados e respectiva discussapeEseatados nos capitulos posteriores, 0s
quais estao estruturados da seguinte forma:

Capitulo 2: os conceitos basicos necessarios ao ententh do presente trabalho sao apre-
sentados de forma resumida com a respectiva indicacaefel@mcias bibliograficas relevantes
para um maior detalhamento de cada tbpico apresentado;

Capitulo 3: uma revisao dos trabalhos encontrados matlitex sobre o assunto tratado na
presente tese de doutorado & apresentada com o objetivoddeanao leitor o que ja foi feito a
respeito do assunto com os respectivos resultados e melavdos mesmos e também ressaltar a
importancia do estudo proposto para a tese de doutorado.

Capitulo 4: a metodologia utilizada para resolver o pnulalele Stokes € apresentada junta-
mente com os resultados obtidos e a respectiva discussanafmos.

Capitulo 5: uma extensao do problema de Stokes tratad@puuld 4 € apresentada para o
caso de misturas binarias de gases monoatdmicos e omdesupara uma mistura de gases Hélio
e ArgOnio sao apresentados;

Capitulos 6, 7 e 8: apresentam, respectivamente, a metpdpbs resultados e respectiva
discussao dos mesmos para os problemas de fluxo de Coustteto®, propagacao do som e
gas confinado entre fonte e receptor.

Capitulo 9: apresenta uma conclusao do presente trathaliese de doutorado e perspectivas
de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos kasicos

Este capitulo tem por objetivo apresentar de forma resaaliglins conceitos fundamentais
utilizados no presente trabalho e que sao importantesoprtendimento dos proximos capitulos.
Maiores detalhes sobre Teoria Cinética de Gases e DinameicGGases Rarefeitos podem ser en-
contrados nas Refs. [3—7, 28, 29]. Detalhes sobre Mec@ngaleios Continuos e propagacao do
som em gases podem ser encontrados nas Refs. [24—-26].

2.1 Regimes de escoamento dag

Em DGR definir o regime de escoamento do gas € extremanmmeptetante pois a escolha
do método mais apropriado para a resolu¢ao dos problagsasiados ao escoamento depende do
tipo de escoamento, o qual € caracterizado pelo grau dagacedo gas.

O namero de KnudsefKn, & o principal parametro utilizado em DGR e caracterizaaw g
de rarefacao do gas definido como a raz&o entre o livre caminho médio molecéae um
comprimento caracteristico do sistema gas@asmu seja,

Kn = % (2.1)

O livre caminho médio molecular depende do potencial deréggo intermolecular e, devido a
isso, & mais conveniente utilizar uma quantidaeéguivalente ao livre caminho médio molecular
e definida da seguinte forma:

1/2
p=HBm = <2kBT) , (2.2)

P’ m
onde P e i sao, respectivamente, a pressao e a viscosidade dajgésa velocidade molecu-
lar mais provavel com” denotando a temperatura do gas,a constante de Boltzmannre a
massa molecular. No presente trabalho a quantidade dada®né lenominada de livre caminho
equivalente.
O namero de Knudsen esta relacionado aos nUmeros de ldsydenotado pdRe e definido
como a razao entre forcas inerciais e viscosas, e MachtatmporMa e definido como a razao



entre a velocidade caracteristica do escoamento e a datticido som no meio em estudo, pela
seguinte expressao:

Kn=/vy=— (2.3)

ondey = ¢/c, denota a razao entre os calores especificos a pressioeewmnstantes e

I kT
S VN (2.4)
1 c m

com g e U denotando, respectivamente, a densidade de massa e oongddwlocidade hidro-
dinamica do gas.

Costuma-se utilizar com maior frequéncia o chamado petr@nde rarefacao do gas,que
e inversamente proporcional ao nimero de Knudsen e émidseguinte expressao:
' pPL 1

_ oy 2 (2.5)

4] .
¢t pv,  Kn

A expressao (2.5) também & valida para misturas gagmsgag a pressab e viscosidade
da mistura sao quantidades mensuraveis e a maggale ser assumida como a massa média da
mistura, ou seja,

N
Na
m=>_ i, (2.6)
a=1

ondeN denota o nUmero de constituintes na mistugae m, denotam, respectivamente, a densi-
dade de numero de particulas e a massa atbmica ou moldawdapécier que constitui a mistura.

De acordo com o valor que o parametro de rarefag@o o nUmero de Knudsen) assume, o
regime de escoamento do gas é classificado em trés tipos:

(i) Regime de moléculas livres (— 0 ou Kn — oo): nesse regime o livre caminho médio
molecular & muito maior que o comprimento caracterigticescoamento e, portanto, as co-
lisdes moleculares ocorrem com muito menos frequénaaagicolisdes das moléculas com
a superficie sélida que delimita o fluxo gasoso. Assimfeisos da interacao intermolecular
podem ser desprezados, ou seja, assume-se que as masecuagimentam independente-
mente entre si. Nesse regime de escoamento o meio naoiduwmat portanto, as equacgdes
da Mecanica dos Meios Continuos nao sao validas. nRocemo o termo associado as
interacdes intermoleculares que aparece na equatggrordiferencial de Boltzmann pode
ser desprezado, os problemas associados ao escoamenseslagsse regime sao resolvidos
com base numa equacao diferencial.

(i) Regime hidrodinamicod — oo ouKn — 0): nesse regime o livre caminho médio molecular
€ muito menor que o0 comprimento caracteristico do sisten@nsequentemente, o meio
gasoso pode ser considerado como um meio continuo no giaal &s equacdes da Mecanica
dos Meios Continuos sao validas.



(iii) Regime de transi¢ao: quando o comprimento caréstieo do escoamento & da mesma or-
dem de grandeza do livre caminho médio molecular, o regnobamado de regime de
transicao. Nesse regime a interacao intermolecwdar pode ser desprezada como no re-
gime de moléculas livres. Além disso, 0 meio nao pode gesiderado continuo como no
regime hidrodinamico e, consequentemente, as equdedéecanica dos Meios Continuos
nao sao validas nesse regime de escoamento. Os méw@isaiica de Gases Rarefeitos,
que sao baseados na solucao da equacao de Boltzmammétodo de Monte Carlo, sao
ferramentas essenciais para a correta descricao dedsd@sdmenos de tranporte que ocor-
rem nesse tipo de escoamento. Porém, devido a grandddhfieuem resolver a equacao de
Boltzmann na forma exata, esse & o regime que apresenta difaialdade no tratamento
dos problemas associados ao escoamento de gas.

Muitos autores, como por exemplo Bird [15], definem um ouégime de escoamento in-
termediario aos regimes hidrodinamico e de transiga@gime de deslizamento, no quadl <
Kn < 0.1. Esse regime & uma extensao do regime hidrodinamico an@guacdes de Navier-
Stokes ainda sao validas desde que as condi¢cdes demmmdmdeslizamento e salto de tempera-
tura do gas na interface gas-solido [28, 30] sejam atilias. Maiores detalhes sobre deslizamento
do gas e salto de temperatura na interface sao apressmtad®ecdo 2.2 importante ressaltar
que a classificacao de um regime intermediario aos regimtFodinamico e de transicao é feito
somente com o intuito de estender o intervalo de validadegaacOes de Navier-Stokes e evitar
0 uso da equacao de Boltzmarfihclaro gue resolver as equacdes de Navier-Stokes nenresémp
uma tarefa facil mas, do ponto de vista computacional,ié wiavel do que resolver a equacgao de
Boltzmann.

A Figura 2.1 mostra o intervalo de nUmero de Knudsen abdangin cada um dos regimes
de escoamento citados anteriormente. O intervalo de mudeeKnudsen mostrado nessa figura
para cada regime de escoamento €& aproximado ja que o megmodt da precisao desejada nos
resultados. Ao contrario das equacdes de Euler (usatasflpidos incompressiveis nos quais
os efeitos de viscosidade sao despreziveis) e NavikeSt@ equacao de Boltzmann pode ser
utilizada em todos os regimes de escoamento do gas. PpeEmbaixos valores de niumero de
Knudsen ha situa¢des nas quais € muito mais viavelversas equacdes da Mecanica dos Meios
Continuos do que a equacao de Boltzmann.

2.1.1 Sistemas ao-estaciomarios

Para sistemas nao-estacionarios ou transientes, iséeenm&s com dependéncia temporal,
aléem do parametro de rarefagdo (ou do numero de Knjidgenoutro parametro deve ser intro-
duzido para caracterizar o regime de escoamento do gae.ngge parametro, que no presente
trabalho & denotado pére chamado de parametro de oscilacao, é definido da sedgarma:
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Equa@o de Boltzmann
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Figura 2.1: Intervalo de nUmero de Knudsen correspondardala regime de escoamento do gas

onder & uma quantidade da mesma ordem de grandeza da frequasaali$des moleculares e
w € a frequéncia da oscilagao. De acordo com a teoridicinée gases, a frequéncia das colisdes
moleculares possui a mesma ordem de grandeza da PAza@ndeP e i sao, respectivamente,

a pressao e viscosidade do gas. Portanto, o parametscidecdod, definido em (2.7), pode ser
reescrito em termos dessas duas grandezas mensurav&ga,ou

P
0= — (2.8)
Hw.
A definicao (2.8) também é valida para misturas gasosasP e 1 denotando a pressao e a
viscosidade da mistura.
Com base no parametro de oscilagams seguintes regimes de escoamento podem ser defi-

nidos:

(i) Regime de oscilagao rapida  0), no qual a frequéncia de oscilagao & muito maior que
a frequéncia das colisdes moleculares. Nessa situdggaoucas colisdes moleculares ocor-
rendo durante um ciclo da oscilagao. Nesse regime, asdeslintermoleculares podem ser
desprezadas sob condi¢cOes de alta rarefacao, owsejd), e nessa situacao o regime pode
ser chamado de regime de moléculas livres.

(i) Regime de oscilacao lent&@ (— o), no qual a frequéncia de oscilacao & muito menor que
a frequéncia das colisdes moleculares. Essa situtagfmsta a anterior, ou seja, ha muitas
colisdes moleculares ocorrendo durante um ciclo da qsoila

(i) Regime de transicao, no qual as frequéncias ddaxs e colisdes moleculares tém a mesma
ordem de grandeza.

Em processos nao-estacionarios as equacoes da Machd Meios Continuos sao validas
sob duas condi¢des: (i) o livre caminho médio molecuésedser muito menor que o comprimento



caracteristico do sistema, ou seja, o gas deve estar moadidrodinamico no qual — oo e (ii)

a frequéncia das colisdes moleculares deve ser muita maéoa frequéncia da oscilacao, ou seja,
muitas colisdes moleculares ocorrem durante um ciclo digago tal quéd — oo. A hipotese de
meio continuo, sob a qual esta fundamentada a MecangMdms Continuos, & valida somente
guando essas duas condi¢Oes sao satisfeitas.

Os parametros de rarefac&e oscilacad@ sao independentes ja que o primeiro nao contém
nenhuma informacao a respeito da frequéncia de o&aldg sistema e 0 segundo nao contém
informacao sobre o comprimento caracteristico do damgasoso.

Na literatura o termo nimero de Reynolds acUstie®,, € comumente encontrado em tra-
balhos referentes a propaga¢ao do som em gases e € definsgéguinte forma:

Re.c = g)\OC(]a (29)
L

oneyp e i sao a densidade e a viscosidade do g§ag,o comprimento da ondacg € a velocidade
adiabatica do som. O numero de Reynolds acUstico dstéopado ao parametro de oscilagho
utilizado no presente trabalho pela seguinte expressao:

Re,. = 21220, (2.10)
Cy

ondec; e ¢, Sa0, respectivamente, os calores especificos a pressfiome constantes.

O nUumero de Stokes, denotado poe usualmente chamado de parametro inercial, também
é frequentemente utilizado. Esse numero pode ser ietagiw como o balanco entre os efeitos
transientes e de viscosidade e & definido como a razaoceetarepo de relaxagao das particulas
gasosas e um tempo caracteristico do sistema oscilatorestudo. De acordo com [11], o nUmero
de Stokes pode ser escrito da seguinte forma:

L/2
B = ‘”i , (2.11)

ondew € a frequéncia da oscilacall,& um comprimento caracteristico do dominio gasoso em es-
tudo e as quantidadese ;» sao, respectivamente, a densidade e a viscosidade dQ@asdos <«

1 o sistema pode ser considerado como estacionario ou-ge&saonario ja que nessa situacao o
tempo de relaxacao das particulas gasosas € muitopeqamparado ao periodo da oscilagao de
modo que, durante um ciclo da oscilagao, as particukesga tém tempo suficiente para voltarem
aos seus estados de equilibrio. Caso contréario,d.g> 1, o tempo de relaxacao das particulas
gasosas € tao grande comparado ao periodo da osciEgiee, durante um ciclo da oscilacao,
as particulas nao possuem tempo suficiente para voltaveraeas estados de equilibrio e, con-
sequentemente, um fluxo nao-estacionario de gas tendevalgcer. O nUmero de Stokes esta
relacionado aos parametros de rarefag@mscilaca®@ do seguinte modo:

2
3= \/;5. (2.12)
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2.2 Equag@es de Navier-Stokes

A equacao de movimento de Navier-Stokes juntamente cosgaescoes de continuidade e
energia, as quais representam os principios fisicdsdsde conservacao de massa, momento e
energia, sao a base da Mecanica dos Meios Continuos f@éflelam o escoamento de fluidos em
geral. O conjunto dessas trés equacoes geralmenteremefado na literatura como equacdes de
Navier-Stokes embora, estritamente falando, somenteacaqude balanco de momento se deva
aos trabalhos de Navier e Stokes. Essas equac¢Oes $dasvgllando o meio gasoso pode ser
considerado como um continuo de massa no qual as propeedaatroscopicas de um elemento
de volume do fluido nao sao influenciadas pelas propriedddemoléculas individuais. Desse
modo, as grandezas macroscopicas tais como velocidadsgdde, etc, referem-se a um elemento
de fluido como um todo e representam médias sobre todas &sutad que o compdem. Na
auséncia de forcas externas, as equacdes de Naviers3iodem ser escritas da seguinte forma:

(i) Equacgao da continuidade:
% 4V (U) =0, (2.13)
ondep e U denotam, respectivamente, a densidade de massa e a vetodimgas.

(i) Equacao de balanco de momento de Navier-Stokes:

DU

“Dr

onde P denota a pressao do gasé o coeficiente de viscosidade cisalhante do gas (ficca

interna devida as tensodes de cisalhamentod ehamado de segundo coeficiente de viscosi-
dade do gas ou coeficiente de viscosidade volumétricg#oi interna devida a variacdes de

volume) e, para gases monoatdomicps; 0. Note que a equacao (2.14) é valida para fluidos
Newtonianos, ou seja, fluidos nos quais as tensdes viseasdinearmente proporcionais a

taxa de deformacao no volume de fluido.

= VP +uV?U + (C + %) V(V-U), (2.14)

A variagcao temporal representada pela nota@d®t & conceitual e geralmente & chamada
de derivada material ou substanctaldada por

D 0
— . 2.1
or o UV (2.15)
e representa a variacao temporal de uma propriedade secagioa do gas levando em conta

gue essa propriedade pode ser diferente em cada ponto Goresdo.

(iif) Equacao de balanco de energia:
De 09

th/:g%—V-Q—P(V~U)+<I>, (2.16)
ondec & a energia interna especifica do gas. A quantidadbamada de funcao de dissipacao,
é dada por

oU;
_ ?
® = (2.17)
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onde

. jou, U, 2. au;
% = (8@- * oz 35” 8xk) ’ (2.18)

e representa a taxa de dissipagao de energia mecanida deacao das tensdes viscosgs.
€ o tensor das tensdes viscosas eepresenta o simbolo de Kronecker.

O vetorQ € o vetor fluxo de calor, o qual &€ dado pela lei de condugdieadirier
Q= —krVT, (2.19)

ondex € o coeficiente de condutividade térmica do gas.

A quantidadel denota o calor produzido no elemento de volume do gas sereo grimeiro
e segundo termos do lado direito da equacao (2.16) ragieeserespectivamente,

(i) a taxa de calor por unidade de massa produzido por agexiteshos, como absor¢ao de
radiacao pelo gas, ou internos, como reacdes quénica

(i) a transferéncia de calor por conducao através desdes do elemento de volume do gas,
devido a presenca de gradientes de temperatura.

As equacoes de balanco de massa (2.13), momento (2.théjgiae(2.16) representam cinco
equacOes escalares para seis incognitds;, U,, U, P e o. Portanto, o sistema de equagdes nao
esta fechado ja que existem mais incognitas que egsagd sistema & fechado com o uso da
equacao de estado para gases ideais

p—to,r (2.20)
m

e da equacao para a energia interna especifica do gagayaey caso de gases monoatdomicos, é
dada por:
_ 3ke

om’

e=c,1T, Co (2.21)

ondec, denota o calor especifico a volume constante. Assim, agod3® determinada via
densidade e temperaturd’ via equacao de estado, sendo que a temperat@sta relacionada
a energia interna via equacgao de energia (2.21). Desse modo, as equa:8&s3, (2.14), (2.16)
juntamente com (2.20) e (2.21) formam um sistema de seteg@gsi@scalares para as funcges:
T, P, e e componentes da velocidatle Os coeficientes de viscosidade condutividade térmica

k que aparecem no sistema de equacdes sao obtidos ateagtaddos experimentais, e também via
teoria cinética de gases, e sao tabelados para diverswevde pressao e temperatura.

Devido a complexidade matematica das equacdes de INatgkes, encontrar uma solugao
analitica para um determinado problema de escoamento em@pres € possivel. De acordo com
Fortuna [31], a dificuldade de se encontrar solu¢cOestarz para as equacdes de Navier-Stokes
decorre do fato de que estas sao equacdes diferencraigipaao-lineares e a teoria matematica
dessa classe de equacgdes ainda nao esta suficientetesetwolvida para permitir a obtencao de
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solugdes analiticas em regides arbitrarias e comi¢dad de contorno gerais, ou seja, as solucdes
analiticas ainda sao muito restritas. Consequentemeterre-se a métodos numericos para re-
solvé-las E importante salientar que, em muitas situacdes, resafvequacdes de Navier-Stokes
numericamente & uma tarefa extremamente dificil masrdigndo das propriedades do escoa-
mento e do fluido, simplificacdes podem ser feitas de modaqulificuldades numéricas inerentes
a solucao das equacdes de Navier-Stokes possam seidasl

De acordo com Fortuna [31], Prandtl foi o primeiro a mostnae gxiste uma fina camada
adjacente a uma superficie solida em contato com um filugdgual existe um gradiente normal
de velocidade, devido as tensdes viscosas, cuja infeu@ao pode ser desprezada. Quakdo—

0, a espessura dessa camada & muito fina tal que os efeitoxgueno em tal camada, e.g.
deslizamento do gas na superficie, podem ser desprezadesio a isso, geralmente a condi¢ao
de contorno de nao-deslizamento do gas na superficgs@rada para escoamentos no regime
hidrodinamico. Entretanto, a espessura da camada limiteeata & medida que a rarefacao do
gas aumenta (aumento do niumero de Knudsen) e, consemegnés os efeitos que ocorrem nessa
camada passam a ser predominantes em condi¢Oes de efitsg@are nao podem ser desprezados.

O fendbmeno de deslizamento do gas numa superficie giritdeb dominio gasoso & bas-
tante conhecido e comecou a ser analisado por Maxwell 832)82 mostrou que esse fendomeno
também ocorre quando existe um gradiente longitudinatd®ératura nas proximidades da su-
perficie. Outro fendbmeno tipico de gases rarefeitosféendmeno de salto de temperatura na
interface gas-solido que ocorre quando existe um gréslié@ temperatura normal a superficie
soblida que delimita o gas de modo que a temperatura doegagperficie nao é igual a temperatura
da superficie mas sofre um salto em relacao a tempardauparede. Usualmente, as equacdes
de Navier-Stokes sao resolvidas com condi¢cOes de gumtpre nao levam em consideracao esses
fendbmenos, i.e. deslizamento do gas e salto de tempanaduinterface. Entretanto, nas situacdes
em qued.01 < Kn < 0.1, condicdes de contorno apropriadas devem ser utilizaa@sresolver as
equacoes de Navier-Stokes pois nesse intervalo de oished{nudsen os efeitos da rarefacao do
gas ja nao podem ser desprezados e os fendmenos dadeslip do gas e salto de temperatura
sao significativos.

A Figura 2.2 mostra o perfil da velocidade do gas na diregams proximidades de uma
superficie estacionaria, causado por: (a) um gradienteldcidade normal a parede (deslizamento
viscoso) e (b) um gradiente de temperatura longitudinadr@ge (deslizamento térmico). Nos
perfis apresentados nessa figura, a linha soélida represaotacdao numérica obtida via métodos
de Dinamica de Gases Rarefeitos.

Como pode ser visto, nas proximidades da parede existe uma&dmada da ordem de
grandeza do livre caminho equivaletitea qual o perfil da velocidadé,(z) nao € linear em’ e
a velocidade do gas em = 0 nao é zero devido ao deslizamento do gas. Distante dafalipe
solida, i.e. 2’ > ¢, a velocidadd/,(z') & proporcional a.¢ + =’ na situacao (a) e igual a uma
constanter; na situacao (b). Os valores de e o, chamados de coeficientes de deslizamento
Viscoso e térmico, sao calculados através da extrggol@inha pontilhada) do perfil end > /.

Na regiaad) < 2z’ < /, o desvio entre o perfil real e 0 extrapolado € muito pequarimecontribui

13



_____________________

deslizamento Uy(il}'/) deslizamento Uy(xl)

(a) deslizamento viscoso (b) deslizamento térmico

Figura 2.2: Deslizamento do gas na superficie solida

para uma correcao de deslizamento de primeira ordemmerrtide Knudsen. Portanto, para uma
superficie solida localizada emh = 0, a condi¢ao de contorno de deslizamento do gas na ingerfa
€ escrita da seguinte forma:

/

Uyar —0 = Uy + apﬁg—;z + aTﬁvmaﬁl%;T,
onde/ e v,, sao, respectivamente, o livre caminho equivalente e aidzlde mais provavel das
particulas de gas, cujas definicbes sao dadas em (2,2denota a velocidade da parede,
denota a velocidade tangencial do gdse =} sao as coordenadas normal e tangencial a superficie
sélida na direcao parede gas,u & a viscosidade do gasg, T, e oy sao, respectivamente, a
pressao, temperatura e densidade de massa do gas no @staqoilibrio. Os coeficientes de
deslizamento viscose, e térmicoo; dependem do potencial de interacao intermolecular e, de
acordo com [12], os valores mais recomendados para essatsdgoles no caso de espalhamento
difuso das particulas gasosas na superficie sOlidasao1,018 e o, = 1,175. Detalhes sobre
o calculo desses coeficientes podem ser encontrados nag®Ref37]. Para o caso de misturas
de gases rarefeitos ainda existe uma contribuicao ddegradde concentragcdo na condicao de
contorno (2.22) e, neste caso, maiores detalhes podemcarteados nas Refs. [38—40].

O fendmeno de salto de temperatura ocorre quando existeadiegte de temperatura nor-
mal a superficie solida e, nessa situacao, a coandigacontorno para a temperatura & escrita da
seguinte forma:

(2.22)

oT
8—%’
ondeT,, denota a temperatura da paredgé € o coeficiente de salto de temperatura do gas que,
similarmente aos coeficientes de deslizamento, tambéendepdo potencial de interacao inter-
molecular. De acordo com [12], o valor mais recomendado @ssa coeficiente no caso de espa-
Ihamento difuso das particulas gasosas na superfioila €i; = 1,974. Detalhes sobre o calculo
desse coeficiente pode ser encontrado nas Refs. [36,41].

Tl = T + Gif (2.23)
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2.3 Teoria clssica de propaga@o do som em gases

Ondas de som, ou ondas de pressao, sao devidas aos efaitmapressibilidade e expansao
num gas. Desse modo, qualquer corpo material imerso nsnpgde produzir ondas sonoras
guando executa um movimento de oscilacado ja que o gaedmy do corpo sofre simultaneos
efeitos de compressao e expansao que tendem a se propagasequentemente, perturbar o
estado de equilibrio do gas. A teoria classica de pragiageo som em gases [24—-26,42] tem por
base a Mecanica dos Meios Continuos, ou seja, todas adarésticas macroscopicas do gas tais
como densidade, temperatura, velocidade, etc, sao shtidaquacdes de Navier-Stokes. Alem
disso, a teoria classica assume que o0s desvios das maoteceticas do gas dos seus respectivos
valores no estado de equilibrio sao funcdes harmémioaspaco e no tempo. Desse modo, quando
uma onda de som se propaga hum gas, a densigaadocidade hidrodinamica e temperatura
T do gas sao escritas da seguinte forma:

Y 00 0
ul = [0 +RS |a| 05 ol <o, [TI<Th, |ul <1, (2.24)
T To T

ondep, e T, correspondem ao valores da densidade e temperatura do gasado de equilibrio.
R denota a parte real de uma quantidade complexa e/—1 & a unidade imaginaria. As quan-
tidadeso e T’ sao as amplitudes dos desvios de densidade e temperatyéa da quantidadeé
a amplitude da velocidade do g&s= k; & o vetor de onda, cuja direca@orresponde a direcao
de propagacao da onda, o qual € uma quantidade complgxaédulo & dado por:

k= tia, (2.25)

’Uph

ondew,;, & a velocidade de fase do som no gas & o coeficiente de atenuacédo do som no gas.
Portanto, para uma onda de som se propagando na direggoequacdes de Navier-Stokes podem
ser linearizadas ja que as amplitudes dos desvios sao praenas. Assim, ao considerarmos
a propaga¢ao do som num gas monoatdmico, das equé:@8%-(2.16) o seguinte conjunto de
equacoes, escrito na forma matricial, & obtido:

—ook
k. “ kf o1 |V
_ETOIC QoW — —iukz _EQOI{: ul =10 (226)
k k 4k 7
0 —’i—BQQTol{T §’i—BQ0w + ——B,[Lk‘z T 0
m 2 m 15m

O sistema de equacg0des (2.26) possui solucao nad giveado o determinante da matriz dos
coeficientes das amplitudes € nulo, i.e.

w —ook 0
k 4. k
——Tok gow — —ipk’ —— ook =0. (2.27)
" I 3 ks 4k
0 —i—ooTok  Zi—pw + —— puk?
m 2 m 15m



Nas situacdes em que os efeitos de viscosidade e cortde&iérmica podem ser desprezados, a
condicao (2.27) é satisfeita quando

k=", (2.28)

w
Co
Ou Sseja, 0 Ssom se propaga no gas monoatdomico com velocigaderespondendo a velocidade
adiabatica do som no gas e nao ha atenuagao. Casamonte. quando os efeitos de viscosidade
e condutividade térmica nao podem ser desprezados, &aor(@.27) é satisfeita quando

w 7. wp
k= o (1 + —1—2) , (2.29)
gue mostra que nessa situacao a velocidade do som no gastbmico continua sendo iguat@
mas ha atenuacao, ou seja, a amplitude da perturbacaopaekponencialmente na distaneieom
e~*®, ondea = Tw?u/(6gocy) € o coeficiente de atenuagao.

De acordo com os resultados previstos pela teoria clagsipaopagacao do som em gases,
quando uma placa infinita em contato com um gas monoatdmiespaco semi-infinite’ > 0 os-
cila periodicamente na dire¢cag normal ao seu proprio plano, com velocidade= U,, cos(wt’),
apos o sistema atingir um estado totalmente desenvolaidensidade, velocidade e temperatura
do gas sao dados pelas seguintes expressoes:

o(t',x") = oo [1 + %(%Umei(kx,_“t,))] , (2.30)
u(t', ') = R(U,, e ** =), (2.31)
k CUQO 4 k/.,b (k !_ t/)
I - ~&v - T i(kx'—w
T(t,x)—To{l—i-?R[(w—i-kPO 3ZPO)Ume , (2.32)

onde as amplitudes dos desvios de densidade e tempetabuvataias via (2.26).

Porém, como sera visto adiante, os resultados (2.382)820 validos somente distante da
fonte sonora, ou seja, distante da placa oscilatoria. Nadrpidades da placa oscilatoria os re-
sultados baseados na hipotese de onda harmonica nmespmagao validos. Isso se deve ao fato
de que distante da fonte sonora existe invariancia treioslal, ou seja, o vetor de onda € inde-
pendente da posi¢cao espacial. Por outro lado, nas prdadas da fonte sonora essa invariancia
translacional € quebrada de modo o vetor de onda dependesiz@@ espacial e, portanto, a
solucao de onda plana harmonica perde sua validade rezgaa.

2.4 Funcao de distribuicao das velocidades moleculares e equas
de Boltzmann

Na teoria cinética dos gases, um gas & descrito em termosnd funcao de distribuicao
f(t',r',v) que contém informacao sobre a distribuicdo espaci# gelocidades das particulas
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gasosas num determinado instante de tempo. Essa funghstrileuicao € definida de forma que
a quantidade

f(t', ', v)dr'dv

representa o nUmero de particulas gasosas que num es@anempa’ estao localizadas num
elemento de volume entié e v’ + dr’ e cujas velocidades estao no intervalo entev + dv.
Desse modo, utilizando conceitos estatisticos, as eafsiitas macroscopicas do gas (densidade,
velocidade, temperatura, etc) sao determinadas vigéatude distribuicao através das seguintes
expressoes:

() Densidade numeérica, i.e. numero de particulas gaspsr unidade de volume que, num
instante de tempt), estao localizadas ent

nt' r') = /f(t',r/,v) dv; (2.33)
(i) Velocidade hidrodinamica
u(t',r') = l/Vf(t’,r’,v) dv; (2.34)
n

(iif) Componentes do tensor pressao
Pt r') = m/Viij(t’,r’,v) dv, (2.35)
onde
V=v-1U,

€ chamada de velocidade peculiar.

Fisicamentep;; representa a forga por unidade de area na direg&ercida numa superficie
perpendicular a dire¢cab As componentes diagonais= j) do tensor pressao sao pressoes
normais enquanto que as componentes nao-diaganaig)(sao tensoes de cisalhamento.

O deviante do tensor pressao, denotadopgr-, & definido como o tensor de trago nulo
dado por

1
P<ij> = Pz'j - gPTTéiju (236)
ondeP,, & o trago do tensor pressao,;eé o simbolo de Kronecker.
(iv) Pressao
o m 2 o
P(t,r):§/V f(t',r' v)dv. (2.37)
Note que a pressao do gas correspondalo traco do tensor pressao, ou seja,

1
P(t/,r/) = gPrTa.
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(v) Temperatura

T, r') =

2 A .
3nkB/V f(t',r' v)dv; (2.38)

(vi) Vetor fluxo de calor
QwJﬁ:Jg/RﬂVwaﬁvyw. (2.39)

As componentes do vetor fluxo de calor representam a taxa xie dle energia cinética
através de um elemento de area.

A funcao de distribuicag (¢, r’, v) satisfaz a equacao de Boltzmann que, na auséncia de
forcas externas, pode ser escrita da seguinte forma:

of  of .

%‘FV'@—Q(JCJC ), (2.40)
onde

Q1) = / WV, vV V) (I — ) dvidy.dv. (2.41)

é chamado de integral das colisdes moleculares. Na pgeesetacaqv’, v/,) denota velocidades
pré-colisionais €v, v, ) as velocidades pos-colisionais de duas particulas gasésquantidade
w(v, v,; v/, v.) & adensidade de probabilidade de duas particulas coridadies pré-colisionais

v’ e v/ terem velocidades pos-colisionatse v, apds um colisao binaria. Essa densidade de
probabilidade depende do potencial de interacao intiecutar e deve satisfazer duas condicoes:

(i) Condigcao de normalizacao
//w(v,v*;vl,vi) dvdv, = 1; (2.42)

(i) Condicao de reversibilidade no processo de colisao

w(v, v v V) =w(—v' —v.;—v, —v,). (2.43)

A integral de colisdeg)(f f*) dada em (2.41) pode ser representada da seguinte forma:
QUI)=5-£L, (2.44)

ondel e G denotam termos de perda (Loss) e ganho (Gain) talgltédv representa o nimero de
particulas no elemento de volume entrer’ + dr’ e com velocidades entkee v + dv que, apos

um intervalo de tempd¢’, mudam seus intervalos de posicao e velocidade deviduia®es com
outras particulas. Ao contrari§dr’dv representa o niUmero de particulas que, devido a cslisde
sofridas no intervalo de tempidt’, passam a ocupar o elemento de volume antea’ + dr’ e ter
velocidades no intervalo entkee v + dv. Na auséncia de colisdes entre as particulas gasosas os
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termos de ganho e perda sao nulos e, consequentement@acaegqie Boltzmann (2.40) se reduz
a seguinte equacao diferencial:
of of _

A integral das colisbes moleculares (2.41) satisfaz asistgs condicdes:

(i) Condicao associada as leis de conservacao de pmmassaento e energia nas colisdes inter-
moleculares

[omatia=o (2.46)
ondey(v) & um invariante de colisdo que pode assumir os valores
Yv=m, Y=mv, h=-mv’
(i) Teorema H de Boltzmann

/ QU f.)In fdv <0 (2.47)

gue garante a validade da segunda lei da termodinamica.

Como mencionado no Capitulo 1, resolver a equacao dermBatin na forma exata ainda &
uma tarefa extremamente dificil devido a presenca @mrat de colisde€)(f f.). Muito esforco
tem sido feito ao longo dos anos na tentativa de encontrarsangdo analitica para a equacao
de Boltzmann que seja valida para uma determinada claspeobdkemas. Porém, essa ainda é
uma questao em aberto e, justamente por esse motivo, géeqdedoltzmann exerce um grande
fascinio em muitos matematicos que tentam provar aexnds e unicidade de uma solucao para
esta equacao que seja valida para um determinado tipmbkema.

Os métodos de analise da equacao de Boltzmann maisadoke utilizados sao os métodos
de Chapman-Enskog [7] e o método de Grad [43]. O método dei@hn-Enskog consiste em ex-
pandir a funcao de distribuicao de velocidades numa gerturbativa, ou seja,

f:f(0)+€f(1)+€2f(2)+---, (248)

ondee € um parametro pequeno que, dependendo do problema, groal@smero de Knudsen. O
primeiro termo da representacao (2.48) correspondagituMaxwelliana de equilibrio local, i.e.

3/2
FO = fro=n(t,r) {#@’r’)} exp {—m[v —U(t, r')]z}, (2.49)

na qual, 7" e U denotam os valores locais da densidade de nUmero deypastgasosas, tempera-
tura e velocidade hidrodinamica do gas, e os termos derosdeerior sao obtidos via substituicao
da representacao (2.48) na equacio de Boltzmann. AiapagaofM) fornece a lei de Newton
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para o movimento do fluido viscoso e a lei de Fourier para augiw de calor, as quais sao
escritas, respectivamente, da seguinte forma:

F)ij = Pém — O'/ (250)

13
Q= —kVT, (2.51)

ondeos;; € o tensor das tensdes de cisalhamento dado em (2.18).
O método dos momentos de Grad consiste em expandir adwecdistribuicido numa série
de polindbmios de Hermite, i.e.

1
f= B |dOHO +aWHO 4 a®HO (2.52)

onde os coeficientas”) sao expressos em termos désmomentos da funczo de distribuicio e
HW) denotam os polindmios ortogonais de Hermite. Numa teaia3lcampos (densidade de
massap, velocidade hidrodinamicll, tensor pressag;; e vetor fluxo de calof), a funcao de
distribuicao de Grad (2.52) é dada por:

f=fu R L 2 P s ViV +2Q,V; m—‘/2—1 (2.53)
- 29 k‘BT <yy>VaV) 1V 5]{?BT ) .

ondeP_;;~ denota o deviante do tensor pressao, ou seja,

1

Apesar de serem muito utilizados, esses dois métodoscameesultados aproximados que
sao validos somente num determinado intervalo de nUoeKnudsen correspondendo ao regime
hidrodinamico e regimes muito proximos ao hidrodinémioe acordo com Sharipov [44], mesmo
no regime hidrodinamico existem alguns fendbmenos quoesé descritos de forma correta através
do uso desses métodos.

Métodos numéricos para a equagao de Boltzmann liregaizém sido desenvolvidos por
muitos pesquisadores mas a maioria desses métodosratdlgam tipo de aproximacao, e.g. [45],
e se restringem a solugcao de problemas com geometridesipngomo por exemplo fluxo de Poi-
seuille e Couette, e ao potencial de interacao de esfeyigas. Em 1989 um grupo de pesqui-
sadores da Universidade de Kyoto, no Japao, desenvolvemétodo numérico para resolver a
equacao de Boltzmann na forma linearizada no qual nenkiponde aproximacao € utilizada,
e.g. [35, 46, 47]. Porém, novamente os problemas se rgsiria geometrias simples e potencial
de interacao de esferas-rigidas. Além disso, 0 mééado complexo que, mesmo com 0 avango
computacional dos dias atuais, utilizar o método aindwi@vel do ponto de vista computacional.

Portanto, devido a dificuldade em trabalhar com a equdea®oltzmann na forma exata,
0s modelos cinéticos que visam simplificar a equacao diziBann mantendo suas propriedades
fundamentais (conservacao de massa, momento e energiareena H de Boltzmann), e que
comecaram a ser desenvolvidos em 1954 por Bhatnagar, &Ks®k [16] e por Welander [48],
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ainda sao muito utilizados. Quando a equacao de Boltaraaimplificada via uso de um modelo
cinético, a equacao passa a ser chamada de equacalmmoeguacao cinética. Os modelos mais
utilizados para um Unico gas sao os modelos propostoBhetnagar, Gross e Krook [16], o qual
é comumente chamado de modelo BGK, e 0 modelo proposto path8th[17,49].

No modelo BGK a integral das colisdes é representada dardedorma:

Qock(ff2) = V[fM.(n, T, U) — f(t',x', V)], (2.55)

ondef!". & a funcdo Maxwelliana de equilibrio local cuja expéesé dada em (2.49). A densi-
dade de numero(t',r’), a velocidade hidrodinamidd (¢, r') e a temperaturd (¢, r’) do gas sao
calculadas via funcao de distribuicd¢t’, r’, v) através das definicdes dadas em (2.33), (2.34) e
(2.38). A quantidade = P/u € a frequéncia das colisdes moleculares.

O modelo BGK satisfaz as condicdes dadas em (2.46) e (@43 nao fornece corretamente
o nimero de PrandtRr, definido como

Pr = ¢, (2.56)

K

ondeyu e x sao, respectivamente, os coeficientes de viscosidadedetbndade térmica do gas e
¢» € 0 calor especifico a pressao constante. Portanto, ellmB&K nao fornece simultaneamente
os valores corretos para os coeficientes de viscosidadedeittddade térmica do gas. Conse-
quentemente, o modelo & adequado somente para ser usadooessps isotermicos e quando 0s
processos de transferéncia de calor podem ser desprezados

No modelo proposto por Shakhov a integral das colisdesrg@somo:

2

Q=i 14 Qv (g - 3)| - s | 257)
ondeV = v — u denota a chamada velocidade peculiar do gas e a funcaaélleana localf;”.
é dada em (2.49).

O modelo de Shakhov consiste numa generalizacao do mB@&Hoce fornece corretamente
o0 nimero de Prandtl. Esse modelo satisfaz a condi¢a6)(éhds a condicao (2.47) so é satisfeita
pelo modelo na forma linearizada. Portanto, o ponto negdtivmodelo de Shakhov & que este so
pode ser utilizado para processos proximos ao estado deéequ

2.4.1 Misturas gasosas

Para uma mistura d& gases, a funcao de distribuicao das velocidades malkesude cada
espécie satisfaz a equacao de Boltzmann, que na aasnforcas externas, &€ escrita como:

Ofu _, O _x
TR :;Q(fafﬁ)a a=1,..N (2.58)

onde f,(t,r',v) & a fungcao de distribuicdo de-ésimo constituinte da mistura e a integral de
colisdes)(f, f3) € dada por:

Qfufs) = / / / W(Var Vs Ve Vo) (FLf) — fufis) V.Vl s (2.59)
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Na presente notagay,,, vj;) denota as velocidades pré-colisionaisg, v;) as velocidades pos-
colisionais de duas particulas gasosas de mesma espésig) ou espécies diferentes & ().

A quantidadeo(v,, vg; v,,, vj;) € adensidade de probabilidade de duas particulas cocidettes
pré-colisionaisv;, e vj; terem velocidades pos-colisionais e v; apds uma colisao binaria entre
duas particulas. Essa densidade de probabilidade degempd¢encial de interagcao intermolecular
e satisfaz as seguintes condicoes:

(i) Condicao de normalizacao:
//w(va,vﬁ;vg,vlﬁ) dv,dvs = 1; (2.60)

(i) Condicao de reversibilidade no processo de colisao

W(Va, Vg; Vi, Vi) = w(—V,,, =V —Va, —V3). (2.61)

A integral de colisdes também satisfaz as seguintes ¢coesli

(i) Conservacao de massa, momento e energia nas coéinfiesas particulas gasosas

[ 5e¥1QUata dv. =0, (2.62)
ondeg, (v) & um invariante de colisao que pode assumir os valores
1 2
Vo = My, Yo = MaVa, o = 5MaVa- (2.63)

(i) Teorema H de Boltzmann que garante a validade da sedanda termodinamica

> [whausdv. <o (2.64)
a,B

As caracteristicas macroscopicas da mistura sao abtidafuncao de distribuicao da se-
guinte forma:

(i) Densidade de nUmero de particulas

N
n(t,x') = na(tr), (2.65)
a=1
onde
na(t',r') = / Fat 1 va) dva (2.66)

é a densidade de nUmero da espécie
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(i) Velocidade hidrodinamica

1 N
= - Z 0o, (t', 1), (2.67)
e a=1
onde
0= 0oy Ou=TNaMa, (2.68)
é a densidade de massa da misturadenota a densidade de massa do constituinte
mistura) e
1
u,(t',r') = — /vafa(t’,r’,va) dv,, (2.69)

€ a velocidade hidrodinamica deésimo constituinte da mistura.

(iif) Componentes do tensor pressao

Py(t',r') Zma / ViV fa (', 1 V) AV, (2.70)
onde
Vo=v,—1u (2.71)

é a velocidade peculiar do constituintesendo qué’,,; e V,,; denotam, respectivamente, as
componentes da velocidade peculiar do constituimes direcoese ;.

(iv) Vetor fluxo de calor

N
- Z%/VjVafa(t’,r’,va)dva. (2.72)
a=1
(v) Pressao
N m
— Z?O‘/foa(t’,r',va) dv,. (2.73)
a=1
(vi) Temperatura
A AN 2
T, r') = 3nk V2 fa(t' ' v,)dv,. (2.74)

Do mesmo modo que para gas Unico, devido a dificuldade sotver a equacao de Boltz-
mann na forma exata, faz-se uso de modelos cinéticos qamm @snplificar a integral de colisdes
(2.59) mantendo suas propriedades fundamentais (2.6294) (Entre os modelos para misturas
gasosas, e.g. [18,50-53], o mais apropriado & o model@gtopor McCormack [18] pois este
mantém as propriedades da integral de colisdes origif@hece corretamente todos os coefici-
entes de transporte (viscosidade, condutividade téerrdiizsao e termo-difusao) da mistura. A
integral de colisdes de McCormack &€ dada no Apéndice Cdebsais modelos possuem algum
tipo de restricao de uso pois nao fornecem corretamewl@stos coeficientes de transporte da
mistura.
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2.5 Interacao gas-supericie

O estudo da interacao gas-superficie & de grande témpma em Dinamica de Gases Rare-
feitos pois permite a especificacao das condicdes dewcumnnas superficie solidas que delimitam
o fluxo gasoso. De acordo com a Figura 2.3, quando uma pargg@sosa com velocidadé
atinge uma superficie solida & reemitida da superfioi@ velocidades. E impossivel calcular
essa velocidade de reflexao ja que esta depende de muistisedetais como a localizacao e a
velocidade das moléculas que constituem a superfitidas@tc. Entretanto, &€ possivel calcular

Figura 2.3: Interacao gas-superficie

a densidade de probabilidade de que uma particula gasesahgga a parede com velocidade
deixe a parede praticamente no mesmo ponto com velocida@evenv + dv. Essa densidade de
probabilidade, denotada p®(v’ — v), &€ chamada de nlcleo de espalhamento e expressa o tipo
de interacao que ocorre entre o gas e a superficie quinoitde O nlcleo de espalhamento de-
pende da espécie gasosa em estudo, da composicao geindademperatura da superficie soélida,
etc, e € uma quantidade sempre positiva que satisfaz astesgeondicoes:

(i) Condigcao de normalizacao
/ RV — v)dv = 1; (2.75)
vp, >0

(i) Relacao de reciprocidade

2
|v] | exp (— Qﬂ;UT )IR(V’ — V)=
B+ w

2ks T,
ondeT,, denota a temperatura da superficie solida.

2
|un| exp (- o )m(—v — V'), (v, > 0,0 < 0), (2.76)

A prova da relacao de reciprocidade (2.76) é apresem@d@ercignani na Ref. [1].

De acordo com a Ref. [1], a condicao de contorno na sugelblida que delimita o gas €
dada pela seguinte relacao entre as funcoes de digithdas particulas gasosas que incidem na
parede,/, e das que deixam a paredg,:

onl FH(E, 1, v) = / W R = V) (e V)V, o > 0, 2.77)
vl <0

24



Na pratica, o conceito de coeficiente de acomodacao taén@aqui pon(y), € frequente-
mente utilizado. Esse coeficiente & definido da seguintedor

J(p) = JT(p)
J=(p) = Jais ()’
ondeJ* () representa o fluxo da quantidadepara moléculas refletidas-] e incidentes<) na
superficie solida, ez;;f representa o fluxo da quantidadgara moléculas refletidas difusamente.
A funcdop(v) &€ uma funcao arbitraria da velocidade molecwlaBey = muv;, ondev, denota a
componente tangencial da velocidade coeficientex(y) tem o significado fisico de coeficiente
de acomodacgcao de momentum tangencial.,Se muv,,, ondev, denota a componente normal
da velocidadev, o coeficienten(y) tem o significado fisico de coeficiente de acomodagao de
momento normal. Se = mv?/2 o coeficienten(yp) tem o significado fisico de coeficiente de
acomodacao de energia. A quantiddde «(y) corresponde a parte da quantidade) que &
mantida pelas moléculas de gas ap6s a colisao.

O tipo de interacao gas-superficie mais conhecido éawtilizado em calculos praticos & a
reflexao difusa e, neste caso, o nucleo de espalhamestitoao seguinte modo:

a(p) = T (p) = / Il dv (2.78)

2 2
Ra(v' S v 2.79

ondeT,, €& a temperatura da superficie solida . Fisicamente dsdemexpressa que todas as
particulas sao refletidas com uma funcao de distrdamuMaxwelliana que independe da funcao de
distribuicao das particulas incidentes, ou seja, dqadé refletida perde toda a informacao sobre
seu estado anterior a colisao com a superficie solidse Epo de interacao gas-superficie também
costuma ser chamada de espalhamento com acomodacaibagérigue, apds substituir (2.76)

e (2.79) em (2.78), o valak(p) = 1 & obtido para o coeficiente de acomodacao para qualquer
funcaoyp(v).

Apesar da reflexao difusa ser muito utilizada, existemasites nas quais os resultados
tebricos obtidos através da consideracao desse tipotel@cao nao concordam com 0s resul-
tados experimentais. Essa discordancia costuma ocamegases leves como Hélio e Nebnio,
por exemplo. Nesse caso, para eliminar essa discrep@me#s conveniente utilizar o nlcleo de
espalhamento difuso-especular proposto por Maxwell, expaessao € dada por:

Rea(v = v) =aRy+ (1 — @)d(v — v + 2nv,). (2.80)

Nesse nlclea corresponde a fracao das particulas gasosas reflelifdaamente enquanto que

1 — « corresponde a fracao de particulas refletidas especeide. Porém, também existem
situacdes nas quais o uso do nacleo de Maxwell falha, pejaexemplo as Refs. [54, 55], e
tal falha se deve ao fato de que nesse nlcleo os coeficiemtasothodacao associados a cada
funcdop(v) sdo todos iguais a fragao de particulas gasosas defiatifusamente, enquanto que
na pratica as funcdes(v) estdo associadas a coeficientes de acomodacao difegsnite si, ou
seja, ainteracao do gas com a superficie sblida émamente complexa para ser descrita somente
por um parametro.
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O nicleo de espalhamento proposto por Cercignani e Larif]S¢rnece resultados mais
coerentes com 0s experimentais pois sao introduzidoscdeficientes de acomodacao: um co-
eficiente de acomodacao para a quantidade de movimergerteial, o;, € um coeficiente de
acomodacao para a energia cinétiea, O nlcleo de Cercignani-Lampis €& escrito da seguinte
forma:

2 2 1— 9
Rals’ =) = o P e { L ald

2o (2 — o) (ke Ty )? 2ks Tty
1 mv; — (1 — ay)v))? V1= a,mu,vl,
X expy§ — 30 )
(2 — ay) 2k T, anks T,

ondev; € a componente tangencial da velocidade], denota a fun¢ao de Bessel de primeiro tipo
e ordem zero definida como

(2.81)

1 21
Jo(X) = 2—/ exp (X cos ¢) d.
T Jo
Apo0s substituir o ntcleo (2.81) em (2.78) e considerar que
/ muRe (v — v)dv = (1 — ay)moy, (2.82)
v, >0
mu?2 , muv?
Ro (V= v)dv = anke Ty, + (1 — o) , (2.83)
v, >0 2 2
encontra-se que:
a(@) = Oy, se SO(V) = My, (284)
2
alp) =a,, Se @(v)= m;”, (2.85)

ondev, denota uma componente tangencial do vetor (v, , vy, ). Portantog, & um coeficiente
de acomodacao de momentum tangencial € o coeficiente de acomodacao de energia cinética
associada a velocidade normgl

O coeficiente de acomodagao de momentum tangeagipbde variar no intervalgo, 2]
enguanto que o coeficiente de acomodacao de eneygiade variar no interval@®, 1]. Quando
a; = 0 eaq, =0 areflexao & especular e, quando= 1 e «,, = 1, a reflexao é difusa. Sg = 2
e, = 0 areflexao é para tras, ou seja, apos a colisdao com agrared-v’.

O nlcleo proposto por Cercignani e Lampis ndao costuma séomntilizado devido a sua
complexidade matematica. Entretanto, este nucleo @amlna literatura que fornece resultados
mais coerentes com 0s experimentais e descreve a integagasuperficie de uma forma fisica
mais correta.
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Capitulo 3

Revisao de Literatura

Historicamente, os primeiros estudos tedricos sobreggagio do som em gases nas situacoes
em que a frequéncia das colisdes moleculares e a freguémsom possuem a mesma ordem de
grandeza se devem a Primakoff [57] e também a Tsien e Schaiji@. Naquela época o in-
teresse por tal assunto estava associado em saber comaiaagéodo som era modificada em
condicdes de baixa pressao ou alta rarefacao. De a@month 0 método proposto por Chapman
e Enskog [7], as equacdes hidrodinamicas sao obtidagést de uma aproximacao de primeira
ordem no parametrb/d para a funcao de distribuicdo, on@l€ a razdo entre as frequéncias das
colisdes moleculares e do som. Assim, com base nas eggided\avier-Stokes e na hipbtese de
que todas as variaveis sao funcdes harmonicas no temp@&spaco, as seguintes expressoes para
a velocidade e coeficiente de atenuagao do som num gasatdomoo, denotados aqui poe «,
sao obtidas:

B 7 pw?

(3.1)

(%

141 pw?
c(w):c(](l—i-—'uw)

72 oic 6 00c3’

ondec, denota a velocidade adiabatica do som num gas monoaipmméco coeficiente de visco-
sidade do gasp denota a massa atdomida,é a constante de Boltzmanng a frequéncia do som
e oo € a densidade do gas no estado de equilibrio. O termo gderd@éo da velocidade possui a
ordem de grandeza d¢6?, ou seja,

2,2
Hwew 1

3.2
oy 0 82)

Primakoff [57] e também Tsien e Schamberg [58] utilizararmaworrecao de segunda ordem
em1/6 para as equacdes hidrodinamicas justamente visandicaese esses termos de segunda
ordem eram significativos a medida que a frequéncia do soapsximava da frequéncia das
colisdbes moleculares. Assim, esses pesquisadorestditizas expressoes de segunda ordem no
parametral /0, previamente encontradas por Chapman e Enskog e por Byvardto vetor fluxo
de calor e tensor pressao e, com base nas equacdes degobddéamassa, momento e energia e
também na hipotese de que todas as variaveis saodsigmonicas no tempo e no espaco eles
obtiveram as seguintes expressoes para a velocidadeuaegd®ndo som num gas monoatdmico
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com hipotese de potencial de interacao Maxwelltano

(3.3)

103 11202 2
c(w):coll%—ﬁ'uw}, a_?,uw

288 oics " 6006

De acordo com os resultados desses pesquisadores, 0s teignoados da aproximacao de se-
gunda ordem contribuem para a velocidade do samas nao contribuem para a atenuagao
Alem disso, a contribuicao do termo de dispersao éqaatente desprezivel e, de acordo com
Tsien e Schamberg [58], o desvio da velocidade de propagagsom em relagao ao valor usual
em condicdes de baixa rarefacao nao ultrapassa 2%gparndélio.

Em meados de 1948, Wang Chang e Uhlenbeck comecaram aatiuab@ série de relatérios
técnicos referentes ao estudo da propagacao do som esigas somente em 1970 alguns desses
relatérios foram publicados num dos volumes da séri¢udadiaStudies in Statistical Mechanics
No primeiro relatorio dessa série [59], Wang Chang e Urdek apontaram um erro na expressao
de segunda ordem obtida por Chapman e Enskog para o vetoddusalor. Consequentemente,
os resultados apresentados nas Refs. [57, 58] para a \adectk propagacao do som estavam
incorretos ja que tinham por base a expressao obtida ppréén e Enskog para o vetor fluxo de
calor. Wang Chang e Uhlenbeck [60] determinaram as expesssorretas para a velocidade de
fase e coeficiente de atenuacao do som e determinaramespestivos valores para gas Hélio.
A expressao obtida por Wang Chang e Unlenbeck [60], compectisa correcao para o fluxo de
calor, &€ a seguinte:

21 2,2
Opw } . (3.4)

c(w) = ¢ {1 + 2

Portanto, como pode ser visto das expressdes (3.3) edp@H,a correcao na expressao para
o fluxo de calor, o termo de dispersao & em torno de 8 vezeas oz 0 obtido nas Refs. [57,58].
Também é possivel observar que o termo de dispersao .dingaproximadamente 50% maior
que o respectivo termo de dispersao da expressao (3.tlpoba equacdes de Navier-Stokes.
Para potencial de interacao de Lennard-Jones, Wang GheiMdenbeck encontraram a seguinte
expressao para a velocidade do som no gas Hélio:

230.9 p*w?
= 1+ —— .
Cc Co [ + 79 Q(%Cé} 5 (3 5)

que mostra a fraca influéncia do potencial de interactrmolecular na dispersao do som. Das
expressoes (3.1) e (3.5), os desvios na velocidade do sdempser escritos da seguinte forma:

2
27, 24 2 (aproximacao de ordesr!, Navier-Stokes)
A i 3.6)

Co f 2 .
44, 4443 (5) . (aproximacao de ordefiT 2, Burnett)

!Detalhes sobre os potencias de interagao intermolecataumente utilizados em teoria cinética do gases sao
apresentados no Apéndice D.
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ondef € a frequéncia do som/@ a pressao do gas. A Tabela 3.1, extraida da Ref. [60] ealaqu
frequénciaf & dada enMHz e a pressa® ematm, mostra a comparacao entre os desvios dados
em (3.6) para gas Hélio a diferentes temperaturas.

Tabela 3.1: Dispersao do som: comparacao das aprogssage primeira e segunda ordem no
parametrd /6.

Temperaturd’ | Ac/co em % Ac/coem %
(Kelvin) Navier-Stokes Burnett
203,4 0,67x10~4(f/P)? | 1,10x107*(f/P)?
305,1 1,14 I 1,86 I
406,8 1,66 I 2,71 I
508,5 2,21 I 3,61 1 I

Os dados da Tabela 3.1 mostram que a contribuicdo dos deteneegunda ordem emid
nao é tao pequena. PafaP = 335, por exemplo, correspondendo a uma pressadéatm e
frequénciaf = 3,35 MHz, e temperaturd’ = 305, 1 K, o desvioAc/ ¢, é igual a 20,8%. Portanto,
ja que numa aproximagao de segunda ordem #ho desvio & grande, aproximacdes de ordem
superior ainda tendem a contribuir para a dispersao do soyas

A partir de 1950, Martin Greenspan comecou a publicar uen& sfe dados experimentais
referentes a propagacao do som em gases sob cond&baid pressao nas quais o livre caminho
médio molecular & muito maior que o comprimento da ondeode, €.9. [61, 62]. Ele obteve a
velocidade de fase e o coeficiente de atenuacdo do somr@s gases utilizando um oscilador
de cristal quartzo a uma frequéncia constante d&l¥. A atenuacao foi obtida com base na
variacao logaritmica do sinal em funcao da distaeciie a fonte e o receptor. A velocidade de
fase do som foi obtida com base em medidas da diferencaeedesinal em funcao da distancia
entre a fonte e o receptor, a qual corresponde a distaagiampida pela onda de som. Greenspan
foi responsavel por uma grande contribuicdo na areadstiaa pois ele mostrou que as equacdes
de Navier-Stokes e também a aproximacao de Burnettdemeesultados quantitativamente em
concordancia com os experimentais somente até um cddodeafrequéncia do som. A partir
dai, visando descrever a propagacao do som em corsdiigbbaixa pressao, estudos baseados na
solucao da equacgao de Boltzmann comecgaram a seragadiz

Um dos primeiros estudos sobre propagacao do som em gasdmse na equacao de Boltz-
mann, acredita-se que o primeiro trabalho mais relevarie spassunto, foi realizado por Wang
Chang e Uhlenbeck [63]. Esse trabalho foi divulgado em 1@52ocum relatorio técnico mas foi
publicado somente mais tarde na Ref. [63]. O estudo feiteepses pesquisadores tem por base
0 método de autofuncdes que consiste em expandir agsollg equacao de Boltzmann lineari-
zada nas proximidades do estado de equilibrio local em t®eautofuncdes do operador das
colisdes moleculares, as quais dependem do potenciatetagao intermolecular. A linearizacao
da equacao de Boltzmann é feita através da seguinteseacao para a funcao de distribuicao
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f(t',r',v) das velocidades moleculares:
ft', ', v)= foll + h(t' r',v)], (3.7)

onde f, denota a funcao de distribuicao Maxwelliafaé o tempoy’ e v sao, respectivamente,
os vetores de posicao e velocidade moleculaeechamada de funcao de perturbacao que corres-
ponde & solucao da equacao de Boltzmann linearizadag\Whang e Uhlenbeck [63] determi-
naram as autofuncdes e autovalores do operador de e€slEa moléculas Maxwellianas (neste
caso as autofuncdes sao polindmios de Sonine) e, @masido a propagacao do som na direcao
2/, eles utilizaram a seguinte metodologia para obter a \i#ole e o coeficiente de atenuacao do
som no gas:

(i) Suposicao de dependéncia harmoénica da funcacedepacao no tempo e no espaco, ou
seja,

m

1o 7 . o ! —
h(t',2',c) = h(c) exp [i(wt’ — k2], c ST

v (3.8)

ondew € a frequéncia do somieé uma quantidade complexa cuja parte real esta assariada °
velocidade do som enquanto que a parte imaginaria comespan coeficiente de atenuacao
do som no gasc € a velocidade molecular adimensional.

(i) Expanszo da fungab(c) em autofuncdes. ,(c) do operador de colisdes, ou seja,
;L(C) - Z ar,éwr,é(c)v (39)
r =0

ondec,., sao coeficientes a determinapg, sao autofuncdes do operador de colisdes, previ-
amente determinadas;

(i) Substituicao das representacoes (3.8) e (3.®queacao de Boltzmann linearizada de modo
a obter o seguinte sistema de equacoes lineares:

[2ksT
Wty — 1 d k Z MM,?"’Z’OQ"Z’ = Aar[%"b (310)
m

-

ondeA & uma constante e
Mré,r’é’ = /Czwréwr’é’ exp (_02) dc. (311)

Assim, para cada autovalgrexiste um sistema de equacoes lineares paraEsse sistema
de equacdes possui solucao quando o determinante da das coeficientes das incognitas
a0 € nulo. Dessa condicao resulta uma relacao energ, ou seja, uma relacao de dispersao
cujas raizes fornecem a velocidade e atenuacao do sorasioAysolucao da relacao de
dispersao é obtida com base numa expansaoate série de poténcias de6.
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Na primeira aproximag¢ao de Wang Chang e Uhlenbeck, quesmonde ao primeiro auto-
valor do operador de colisdes, a relacao de dispersédaatorresponde a um gas ideal, ou seja, 0
som se propaga no gas com velocidagenao ha atenuacao. A segunda aproximacao correspond
a aproximacao de Burnett (3.4) no desenvolvimento dg@iaa-Enskog e a terceira aproximacao
corresponde a aproximacao de terceira ordem g#fmo desenvolvimento de Chapman-Enskog
(chamada de super-Burnett).

Uma comparacao dos resultados obtidos por Wang Changenhidtk [63] com dados ex-
perimentais de Greenspan [61, 62] para gases nobres mgsiauteoria proposta na Ref. [63] &
valida somente nas proximidades do limite continuo, ¢a siando a frequéncia do som & muito
menor que a frequéncia das colisdes moleculares (>0). Portanto, a teoria proposta por Wang
Chang e Uhlenbeck [63] ainda nao era satisfatoria ja godém nao descrevia de forma correta
a propagacao do som em condicdes de baixas pressoes.

Pekeriset al. [64] desenvolveram uma teoria semelhante & proposta pogWhaang e Uh-
lenbeck [63] e, através de um procedimento numérico, tesi utilizaram 483 momentos na
expansao da funcao de perturbacao. Uma comparasa@sultados apresentados em [64] com os
dados experimentais de Greenspan mostra, novamente,eurésaiao fornece resultados corretos
a medida que a frequéncia do som aumenta. Alem disso\@@ncia da solucdo é duvidosa ja
que o numero de momentos utilizados & extremamente grande

Em todos esses trabalhos citados anteriormente, o proldlerpeopagacao do som foi tra-
tado assumindo-se uma onda harmonica se propagando nwnrinfieito. Porém, visando re-
produzir melhor a situacao experimental, o problema goume ser tratado como um problema
de valor de contorno no qual uma placa oscilando na direg&mal ao seu proprio plano &€ a
fonte de ondas sonoras que se propagam no gas que preengbeco semi-infinito em contato
com a placa. Utilizando essa nova configuracao, estudoe goopagacao do som em gases ra-
refeitos com base em métodos analiticos de expanstie®pdhis para a solucao da equacao de
Boltzmann foram realizados por Kahn e Mintzer [65, 66], T¢®4, Hanson e Morse [68], etc.
Nessas referéncias, visando obter resultados validasaftas frequéncias do som, os autores con-
sideraram dependéncia espacial para o vetor de ondamPoséresultados apresentados nessas
referéncias também nao estavam em concordancia cataess experimentais. Portanto, todas
as tentativas de descrever a propagacao do som com basétesiomde expansdes da solucao
da equacao de Boltzmann numa série de polindmios angigmao tiveram nenhum sucesso na
tentativa de descrever a propagacao do som em condiedemixas pressoes.

O primeiro estudo sobre propagacao do som em gases bammachmdelos cinéticos para
a equacao de Boltzmann foi publicado em 1965 por Sirovichwber [69]. O modelo cinético
proposto por Sirovich [50] foi utilizado, o qual prevé astgncia de uma frequéncia critica acima
da qual as solugbes nao sao de onda harmonica. Na eeodatbdelo proposto por Sirovich
[50] & uma generalizacao do modelo proposto por Grosslesda [70], valido somente para
potencial de interacao Maxwelliano. O estudo realizado Sirovich e Thurber [69] consistiu
em encontrar uma relacao de dispersao valida paradreips do som maiores que a frequéncia
critica. Os resultados encontrados por esses pesquesaaastraram uma melhor concordancia
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com os resultados experimentais de Greenspan [61] e tamd@nos resultados experimentais de
Meyer e Sessler [71], os quais concordam com os resultad@ssgmspan [61] mas abrangem um
intervalo maior de.

Buckner e Ferziger [72] utilizaram o0 método de solucdementares para resolver equacao
cinética de Gross e Jackson [70] e os resultados deles estdboa concordancia com os dados
experimentais nos limites de alta e baixa frequéncias oo so

As Figuras 3.1 e 3.2, extraidas da Ref. [1], mostram uma eoagfo entre os resultados
obtidos por Sirovich e Thurber [69] e por Buckner e Ferzige&t] [com os dados experimentais
obtidos por Greenspan [61] e por Meyer e Sessler [71] e tamto@n os resultados obtidos através
das equacg0Oes de Navier-Stokes.

SIROVICH and
THURBER (11m,)

— ——SIRCVICH and
THURBER {(8m.)

+—+-BUCKNER and
FERZIGER {5m.)

—---NAVIER = STOKES
THEORY

+ EXPERIMENTAL DATA
MEYER and SESSLER

© EXP OF GREENSPAN

co/c

05

aom Qi 1 10

0

Figura 3.1: Figura extraida da Ref. [1]: Inverso da veladeladimensional do som versus razao
entre as frequéncias das colisdes moleculares e do som.

Na Figura 3.1 o perfil do inverso da velocidade do som adimeasii.e. ¢,/c, &€ plotado
em funcao do parametrfocorrespondendo a razao entre as frequéncias dasedhsdleculares e
do som. Ja na Figura 3.2, o perfil apresentado €& para o ergéaie atenuacaodo som no gas.
Note que em cada uma dessas figuras ha dois resultados detSeorhurber [69]: 0 primeiro
corresponde ao modelo de Gross e Jackson [70] obtido pagaqgialtde interacao Maxwelliano
e 11 momentos enquanto que o segundo corresponde ao modgilmdeh [50] para o caso de
potencial de esferas-rigidas e 8 momentos. Os resultad®sakner e Ferziger [72] correspondem
a potencial de interacao Maxwelliano e 5 momentos.

De acordo com as Figuras 3.1 e 3.2, os resultados obtidosimeich e Thurber [69] e
também os resultados de Buckner e Ferziger [72] estao encdmrcordancia qualitativa com o0s
resultados experimentais. Porém, quantitativamentesodtados de Buckner e Ferziger [72] estao
em melhor concordancia com os experimentais que os dei@irev hurber [69]. Na Figura 3.2 &
possivel notar que os resultados de Buckner e Ferzigepffa]potencial Maxwelliano estao mais
proximos dos resultados de Sirovich e Thurber [69] parerasfrigidas do que que para potencial
Maxwelliano. Note que os resultados obtidos via equadédsavier-Stokes divergem totalmente
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Figura 3.2: Figura extraida da Ref. [1]: Coeficiente dewh€eho versus razao entre as frequéncias
das colisdes moleculares e do som.

dos resultados experimentais.

Loyalka e Cheng [73] fizeram um estudo da propagacao do sogaees rarefeitos com base
no modelo BGK [16]. Eles resolveram a equacao cinétida@k através do método dos momen-
tos integrais, o qual consiste em integrar a equacatican® espaco fisico e usar a solucao encon-
trada para expressar os momentos da funcao de dis&og forma de equacdes integrais que, a
seguir, sao resolvidas de forma numérica. Thomas e Si¢Wwgresolveram o mesmo problema
via método de solugdes elementares. Os resultados dad R 74] estdao em 6tima concordancia
entre si e também estdo em melhor concordancia com oka@ssi experimentais de Greens-
pan [61] do que os resultados apresentados nas Refs. [6N&2feferéncias [73, 74], e também
na Ref. [75], € mostrado que a velocidade e a atenuacaordado quantidades dependentes da
posicao. Esse &€ o motivo que explica a divergéncia etnesultados apresentados em [69, 72]
com os resultados obtidos experimentalmente por Greefi@bhja que nessas referéncias o vetor
de onda & assumido como independente da posicao. Logalkeng [76] utilizaram o modelo
de Gross-Jackson [70] e, utilizando a mesma metodologimdama Ref. [73], calcularam a ve-
locidade e atenuacao do som num amplo intervalo de fregag do som. Do mesmo modo que
na Ref. [73], correspondendo ao modelo BGK, os resultadidasvia modelo de Gross-Jackson
estao em melhor concordancia com os resultados expdamete Greenspan [61] do que os en-
contrados anteriormente por outros pesquisadores. Aigéso,dde acordo com Cheng e Loyalka,
essas duas quantidades, i.e. velocidade e atenuacaondalependem fracamente do modelo
cinético adotado ja que a diferenca maxima entre odteeks obtidos para modelos diferentes &
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menor que 10% para a velocidade do som e menor que 5% para@eefide atenuacgao.

Marques Jr. [77] realizou o estudo da propagacao de somasesgnonoatdomicos através
do uso de um modelo cinético baseado no método dos monmami@sad. Os resultados obtidos
para a velocidade de fase e coeficiente de atenuaca@ntibz35 momentos estao em 6tima con-
cordancia com os resultados experimentais das Refs J&@B]/para razao entre as frequéncias das
colisdes e do som maior que 0,2. Porém, & importante clestie a teoria apresentada em [77]
é valida somente quando a distancia entre a fonte e otorod@ ondas sonoras & muito maior
que a distancia percorrida pelas particulas de gas guuamciclo da oscilacao. Caso contrario, a
solucao nao & harmodnica no espaco ja que nas proadegida fonte o vetor de onda depende da
posicao. Marques Jr. juntamente com Sharipov e Kremént@rbém investigaram o problema
de propagacao do som num gas no regime de moléculas tera o objetivo de averiguar a in-
fluéncia do receptor de ondas sonoras na solucao do prablgles determinaram a velocidade
de fase e a atenuacao do som em funcao da distanciafentece receptor e mostraram que a
influéncia do receptor € significativa quando a distafariée-receptor & pequena.

Garcia e Siewert [80] resolveram o problema de propagdg@mm com base no método de
ordenadas discretas para resolver a equacao de Boltdmearizada E importante salientar que
a solucao da equacao de Boltzmann via método de ordsmhgtretas nao € exata ja que o método
esta baseado numa aproximacao para o nlcleo de espgittegrpara a funcao de distribuicao das
velocidades moleculares feita através do uso de umatsénieada de polindmios de Legendre.
Na Ref. [80], aléem de resolver o problema com base na equag Boltzmann na forma original,
o problema também & resolvido com base nos modelos anséatie BGK [16], Shakhov [17,49],
Gross-Jackson [70], etc, e os resultados obtidos via difesemodelos sdo comparados com 0s
resultados obtidos via equacao de Boltzmann e tambéndediws experimentais apresentados na
Ref. [78], na qual a velocidade de fase e a atenuacao do sgyasisao apresentados para um
amplo intervalo de frequéncia do som e para dois valoressti@ntia da fonte onde sao feitas as
medidas. Dessa comparacao verificou-se que o modelo B&s¢ue fornece resultados em maior
discordancia com os obtidos via equacao de Boltzmanrdesdaxperimentais e isso se deve ao
fato de que esse modelo nao fornece corretamente o numéhaddtl, ou seja, 0 modelo BGK &
incapaz de descrever corretamente os efeitos de viscestdeohdutividade térmica que ocorrem
na propagacao do som no gas. A comparacao dos ressiltdddiolos via modelos cinéticos e
equacao de Boltzmann com os dados experimentais de &cji@} mostra uma boa concordancia
em todo o intervalo de frequéncias do som.

A propagacao do som em gases rarefeitos também foi igaest com base no Método de
Simulagao Direta de Monte Carlo por Hadjiconstantieotal.[81-83]. Na Ref. [81] a velocidade
e a atenuacao do som foram determinadas e a comparagéesdtiados com os dados experimen-
tais obtidos por Greenspan [61] e por Meyer e Sessler [71{rnbsa concordancia pafa> 0.1.
Nas Refs. [82, 83] a simulacao da propagacao do som sdggonio confinado num canal es-
treito, com largura da ordem den, foi realizada. De acordo com os autores dessas refeseacia
teoria desenvolvida por Horace Lamb [84] para propagdeamndas em canais estreitos no regime
continuo pode ser utilizada num intervalo de nimero dedsan que abrange nao somente o re-
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gime continuo mas também os regimes de transi¢ao ecomakelivres. Porém, como mencionado
no Capitulo 2, as equacdes da Mecanica dos Meios Gm¥ipossuem um intervalo de validade
de niumero de Knudsen e frequéncia do som e, portanto, ceerus poucos resultados apresen-
tados pelos autores, essa conclusao nao esta corretajepua teoria com base nas equagdes da
Mecanica dos Meios Continuos possui limitacao em, Belaa numero de Knudsen e frequéncia
do som.

Nas Refs. [85-87] o problema de fluxo de Couette oscila@®riavestigado com base no
método de Monte Carlo e também via uso das equacdes derP&tokes com condicdes de con-
torno de deslizamento do gas na superficie oscilatBpasar da atual importancia pratica, artigos
referentes a esse assunto nao sao comuns na literatues. deniniciar a abordagem do problema
de fluxo de Couette oscilatorio essas trés referénciasrf@s Unicas encontradas na literatura
referentes ao assunto em questao com abrangéncia deesedg@rescoamento onde as equacoes
da Mecanica dos Meios Continuos nao sao vatidBahukudumbet al. [87] desenvolveram ex-
pressdes analiticas para a velocidade e tensao deastsatito do gas para o problema de fluxo de
Couette oscilatorio com base na equacao de movimentcad@iNStokes com condicao de con-
torno de deslizamento do gas na superficie solida e nadim¢ao de uma viscosidade efetiva que
depende do numero de Knudsen. A expressao obtida paracadagle do gas foi obtida com o uso
de um coeficiente de deslizamento viscoso, que aparece dg@ore contorno de deslizamento
dada em (2.22) e que na Ref. [87] & denotadogpgrmodificado e escrito da seguinte forma:

= Bo + B1 tan ™ (BKn™), (3.12)

onde as constantes (i = 0, 1,2, 3) foram obtidas via ajuste ao perfil de velocidade obtido por
Sone et al. [47] através da solucao numérica da equacao de Batimntinearizada e possuem
0Ss seguintes valoregi, = 1,298; 6, = 0,718; B = —1,175 e 33 = 0,586. O coeficiente de
deslizamento modificado &, na verdade, uma correcaogacadicao de contorno de primeira
ordem no numero de Knudsen dada em (2.22) feita com o irdeiestender a aplicabilidade da
equacao de Navier-Stokes a regimes em que a solucaoauitéo de contorno (2.22) ja nao é
valida. Ja a tenséao de cisalhamento do gas foi obtidascomnmoducao da viscosidade efetjva
Cuja expressao & a seguinte:

K 2b
_g TP (1 4+ 2a,Kn,) (3.13)

Hel = 5 aKn? + cKn + b

ondey & a viscosidade do gas e as constantes0, 530; b = 0,603 e c = 1,628 foram obtidas
através do ajuste aos resultados obtidos por $bak[47] via solucao da equacao de Boltzmann
exata. A expressao (3.13) foi obtida com a hipotese de goenportamento do gas nos problemas
de Couette oscilatorio quase-estacionario e Couetteiestrio sao semelhantes de modo que uma
viscosidade efetiva derivada dos resultados obtidos ppraldema de Couette estacionario pode
ser utilizada como sendo o coeficiente de viscosidade queagpaa lei de Newton para descrever

2Recentemente duas novas referéncias podem ser encemealitaratura sobre esse assunto e comentarios sobre
elas sao feitos posteriormente.
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a tensao de cisalhamento no caso quase-estacionariejagu s

r= hergen (3.14)
onder e U denotam, respectivamente, a tensao de cisalhamento ecdagle do gas e, denota
a coordenada normal & superficie oscilatoria.

Além do niUmero de Knudsen, os autores também introduziraimero de Stokes defi-
nido em (2.12). A validade das expressoes analiticasfifieada via comparacao com resultados
obtidos via método de Monte Carlo no regime quase-estagmnou seja < 1. De acordo
com os resultados apresentados em tal referéncia, asse&pseanaliticas desenvolvidas pelos
autores sao validas num amplo intervalo de nUmero de ggnuduand® < 0, 25 (regime quase-
estacionario) e somente no intervalo de numero de Knulser 0,1 para outros valores de
namero de Stokes8. Porém, &€ importante salientar que os resultados obgfido8ahukudumbi
et al.[87] foram obtidos com base no conceito de viscosidadevafgtie € considerado incorreto
pela maioria dos pesquisadores da area de DGR.

Parket al. [85] utilizaram o método de Simulagao Direta de Montel@€@ara simular o
problema de fluxo de Couette oscilatorio em todo o interdalmmeros de Knudsen e Stokes e,
através de uma comparacao com os resultados obtidogpriessdes analiticas apresentadas por
Bahukudumbiet al. [87], mostraram que os resultados numéricos obtidos etodo de Monte
Carlo estao em boa concordancia com os resultadosiaosifirevistos em [87] nas situacdes em
ques < 0,25 eKn < 12 e no limite em quel — oo e Kn — 0.

Hadjiconstantinou [86] também investigou o problema dedflde Couette oscilatorio com
base no método de Monte Carlo. Alem disso, visando estenitiervalo de validade da solug¢ao
obtida através da equacao de Navier-Stokes com camdigTontorno de deslizamento de primeira
ordem no niumero de Knudsen, Hadjiconstantinou [86] ob¢sypeessdes com base hum modelo
de segunda ordem no numero de Knudsen para a condicamtteramde deslizamento do gas
na superficie solida, ou seja, na condi¢ao de contdri22] um termo adicional proporcional a
derivada segunda da velocidade & considerado. A confmadys resultados analiticos com os
resultados numeéricos obtidos via método de Monte Carlstrawma boa concordancia entre os
resultados para numero de Knud$én< 0,4 mas somente nas situagdes em que a frequéncia de
oscilacaav € muito menor que a frequéncia das colisbes moleculares.

Existem varios artigos referentes a sistemas oscitet@om aplicacdes em MEMS (Micro-
Electro-Mechanical Systems), como por exemplo, as Re8s8( que tém como objetivo calcular
a forca de amortecimento em microestruturas que se movenallaente considerando os efeitos
de rarefacao do gas. Porém, os resultados obtidossagsgos tém por base as equacdes de
Navier-Stokes e, portanto, similarmente aos resultadtdasbnas Refs. [86, 87], os resultados
possuem um intervalo de validade para numero de KnudsealfgenteKn < 0, 1) e frequéncia
de oscilacao do sistema.

Recentemente, o problema de Couette cilindrico oscitatoi investigado por D. Emerson
et al.[90] via método de Monte Carlo e os problemas de Stokes e flax@ouette plano oscilatorio
foram investigados por Targf al.[91] via método de Lattice Boltzmann para a equacaocticaé
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de BGK. De acordo com D. Emerse al. [90], apesar do problema de Couette cilindrico esta-
cionario ter sido amplamente resolvido via diferentesot@s, € a primeira vez que o problema
nao-estacionario em que os cilindros oscilam lateratenénnvestigado, embora atualmente esse
tipo de problema possua muitas aplicacdes praticas.

Tanget al.[91] apresentam uma comparacao dos resultados obtidasé&todo de Lattice
Boltzmann com os resultados obtidos por Petrkl. [85] via método de Monte Carlo. De acordo
com essa comparacao, ha uma boa concordancia entutades obtidos via métodos diferentes
no intervalo de numero de Knudskn < 2, 5.

Portanto, com base nas referéncias bibliograficas ctadate capitulo, pode-se dizer que
o estudo de problemas associados a propagacao de ondmsesiconfinados em sistemas 0sci-
latorios exige um maior aprofundamento tanto a niveitecomo experimental ja que, apesar da
atual importancia em descrever o que ocorre com 0 gas ersisiémas, existem poucos artigos
cientificos referentes a esse assunto disponiveis natlita e, em geral, 0s resultados existentes
nao sao validos em todos os regimes de escoamento doogasagao do sistema.

Também & importante ressaltar que, embora na praticeunagsgasosas sao muito mais
utilizadas que um Gnico gas, até o momento nao ha artigoliteratura referentes ao estudo de
propagacao de ondas em misturas de gases rarefeito® dgpéturbacao longitudinal, como nos
problemas de Stokes e Couette oscilatorio. Somente trabatferentes & propagacao do som em
misturas gasosas sao encontrados, e.g. [92—-94]. Entretamilarmente ao caso de gas Unico,
a propagacao do som em misturas de gases rarefeitos esumt@sgjue vem sendo tratado ha
muitos anos mas os resultados disponiveis na literatomaéan possuem um intervalo limitado de
validade.
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Capitulo 4

Problema de Stokes

Como mencionado no Capitulo 1, o problema de Stokes & unbgona classico da Mecanica
dos Meios Continuos e consiste no estudo do movimento deuido flocalizado numa regiao
semi-infinita limitada por uma placa plana e infinita que exaam movimento harmonico simples
com frequéncia de oscilagaonuma direcao longitudinal ao seu proprio plano.

Nesse problema o numéro de Knudsen, definido em (2.1)p§aeue esse problema & um
caso especial da situacao em que um gas se encontra donéinie duas placas infinitas, planas
e paralelas separadas por uma distaftia oc.

Stokes descreveu o movimento do fluido em contato com a pkaitatdria utilizando a
equacao de movimento de Navier-Stokes. Porém, aaologSeada na equacao de movimento de
Navier-Stokes (2.14) so € valida se a frequéncia ddaggmw da placa for muito menor que a
frequéncia das colisdes moleculareou seja, quando o paramettalefinido em (2.7) € muito
grande ¢ — o0). Para frequéncias de oscilacao da mesma ordem de geadddrequéncia das
colisdes moleculares a equacao de movimento de NatogeSnao é valida ja que, nessa situacao,
a hipbtese de meio continuo sob a qual esta baseada anigkecibs Meios Continuos perde sua
validade. Consequentemente, a fim de descrever corretaimenmportamento do gas em todo o
intervalo de frequéncia de oscilacao os métodos de D&R ser utilizados.

Neste capitulo toda a metodologia utilizada para resolpeoblema de Stokes para frequéncia
de oscilacao arbitraria &€ apresentada juntamente cosolltados e discussao.

4.1 Esquema do problema e objetivo

Uma placa plana e infinita, localizada efm= 0 e cujo plano &2/, oscila harmonicamente
na direcaq,’ com frequéncia e um gas monoatdomico ocupa o espago semi-infitiite 0, como
mostra a Figura 4.1.

A velocidade da placa pode ser escrita da seguinte forma:

Up(t") = R[U,, exp (—iwt')], (4.1)

ondeR denota a parte real de uma expressao complexa (/—1 & a unidade imaginariaj};
denota o tempo &, € a amplitude da velocidade da placa, a qual &€ assumida sengm muito
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Figura 4.1: Esquema do problema de Stokes

pequena comparada a velocidade mais provayelos atomos de gas, i.e.

m

U < U,y U = ( (4.2)
ondem & massa atomicdy € a temperatura do gaskg € a constante de Boltzmann. A tempe-
ratura da placa € igual a temperatdiado gas no estado de equilibrio. Como mencionado no
Capitulo 2, a oscilacao de qualquer corpo material naspgbduz ondas que se propagam no gas
e afetam as suas caracteristicas de equilibrio. Nestaib de oscilacao longitudinal da placa, a
onda causa um fluxo de gas na diregacaracterizado pela velocidade hidrodinantigé’, »’) e
pela componente’y’ do tensor pressao denotada gy (t', 2') (tenséo de cisalhamento). Nesse
problema o desvio de temperatura no gas & desprezivelepdé segunda ordem no parametro
Un/vm. Assume-se que a oscilacdo da placa é totalmente estatsele, consequentemente, a
dependéncia temporal & harmdnica de modo que as qudesidae P,, podem ser representadas
do seguinte modo:

U,(t',2") = R[U, (") exp (—iwt")], (4.3)

P, (', 2') = R[Ppy(2') exp (—iwt")], (4.4)
ondel,(z') e P,,(z') s&o quantidades complexas.

Por questdes de conveniéncia as seguintes quantidadesnatbnais sao introduzidas:

(i) Tempot e coordenada adimensionais, cujas definicdes sao

t =wt', T = ix'; (4.5)
Um

(i) Velocidade hidrodinamica e tensao de cisalhamentcadimensionais, definidos como

Py vy

U
u(z) = U (x) = 5B U, (4.6)
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A velocidadeu(x) e a tensao de cisalhamerii¢r) sdo grandezas complexas e, consequen-
temente, podem ser representadas da seguinte forma:

u() = up () exp [ipy(r)], (4.7)

() = T (2) exp [ige()], (4.8)

ondeu,,(x) = |u(x)| eIl,,(z) = |II(z)| s&o, respectivamente, as amplitudes da velocidade hidro-
dindmicau(z) e da tensao de cisalhameiigr) enquanto que

e mn (3] ()

sao as suas fase§ denota a parte imaginaria da quantidade complexa. As atées para a
velocidade hidrodinamica e tensao de cisalhamentodémduzidas da seguinte forma:

dIn u,, __dlnHm
dr ’ 4= dr

Ay = —

(4.10)

As amplitudes e fases da velocidade hidrodinamica e tedszisalhamento do gas para
parametro de oscilac@barbitrario sao calculadas e uma analise da influéncimtésacao gas-
superficie na solu¢ao do problema é realizada assundiiferentes tipos de interagao gas-superficie
via uso do nicleo proposto por Cercignani e Lampis [56fa @xjpressao € dada em (2.81). Pri-
meiramente o problema é resolvido via equacao de movord Navier-Stokes, a qual & valida
no regime de oscilagcao lenta corresponden@e-aco. Posteriormente, para regimes de oscilacao
nos quais a equacao de movimento de Navier-Stokes natidayo modelo BGK (2.55) para a
equacao de Boltzmann nao-estacionaria & utilizado.

4.2 Regime de oscilago lenta @ — o)

Quandd® — oo 0 problema pode ser resolvido de forma analitica via egude movimento
de Navier-Stokes que, na auséncia de forcas externam&@da(2.14). Para o problema em questao
(2.14) é escrita da seguinte forma:

2

2itu+ 34 0, (4.11)

dx?

Usualmente a equacao de movimento de Navier-Stokes) @ rekolvida assumindo-se que
a velocidade do gas na parede € igual a velocidade dagaredeja,

u=1 em x=0. (4.12)
Distante da superficie oscilatoria a velocidade hidradiica tende a zero, ou seja,

lim u(z) = 0. (4.13)

r— 00
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Portanto, a solu¢do analitica da equacao (4.11) disfesmas condigcdes (4.12) e (4.13) é a
seguinte:

w(z) = exp [(i — 1)V0z]. (4.14)

Atensao de cisalhamentt(x) € obtida através da lei de Newton, ou seja,

_lde 1
20dx /20

Usando (4.14) e (4.15), as expressdes para as atenwefz@es da velocidadédr) e tensao
de cisalhamentdl(x) sdo escritas do seguinte modo:

I(z) = exp | (i — 1)V —ZZ . (4.15)

a,(z) = ap(x) = V0, (4.16)

ou(x) = Vo, op(1) = VOx — % (4.17)

Portanto, no regime de oscilacao lenta as atenuacdesldeidade do gas e da tensao de
cisalhamento sao constantes enquanto que as fases deastidayles dependem linearmente da
coordenada. Além disso, a tensao de cisalhamelit{a’) oscila com um atraso de/4 em relagao
a velocidade(z).

As expressoes dadas em (4.14)-(4.17) sao validas gqéandoo. Porém, o intervalo de va-
lidade da equacao de movimento (4.11) pode ser ampli@dotiizacao da condi¢ao de contorno
de deslizamento do gas na superficie solida. Essa gomdi contorno & dada em (2.22) e, para o
problema em questao, é escrita da seguinte forma:

w140l em o0 (4.18)
dz

ondeo, € 0 coeficiente de deslizamento viscoso. Seguindo a rectanaa da Ref. [12], o va-
lor o, = 1.016 & utilizado para o caso de espalhamento difuso na suigerf@ livre caminho
equivalente e a velocidade mais provave), sao definidos em (2.2).

Em termos do parametro de oscila¢ia condi¢ao de contorno (4.18) € reescrita do seguinte
modo:

u=1+2% em 220 (4.19)
0 dx

A solucao da equacao (4.11) que satisfaz as cond{g@dE3) e (4.19) € a seguinte:

u(z) = ll — %(z — 1)} i exp [(z — 1)\/@4 (4.20)
A tensao de cisalhamentt(z) é dada por:
M(z) = \/% {1 - %(@' - 1)} exp (= )vor - i) (4.21)
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Mantendo somente os termos proporcionalg@ as amplitudes da velocidadér) e da tensao
de cisalhamentdl(z) sdo dadas pelas seguintes expressoes:

U () = (1 - %) exp (—V0z),

I, (x) = 2) exp (—V0z). (4.22)

1
NeT (1 Y
Portanto, de acordo com (4.22), as atenuagdesi, nao sao afetadas pelo uso da condi¢ao
de contorno de deslizamento na interface gas-solido #nc@m tendo o mesmo valor dado em
(4.16). Por outro lado, de acordo com (4.20) e (4.21), asfastrem um desvio de./v/d, ou

seja,

u(x) = Vo + % (4.23)
oo(x) = Vor — T + % (4.24)

A Figura 4.2 mostra os perfis da amplitude da velocidadg obtidos via expressodes analiticas
(4.14) e (4.20) para dois valores de parametro de osdlat™ 20 e 50. Nessa figura a linha
solida representa o perfil obtido sem o uso da condicamd®mo de deslizamento do gas na
superficie enquanto que a linha tracejada representdibqi®ido com condicao de contorno de
deslizamento na superficie.

1 T T T 1 T T
sol. sem desl. i sol. sem desl.
0.8 :‘ \ ------------- sol. com desl. b 08B\ ---------- sol. com desl. N
Um ‘\\ ! Um, !
0,6 -"""\" """"""""" """"""""" """""""" - 0,6
7Y R N S — ] 04
R | | | |
02 ,,,j\.‘;. ;;; """"""""" """""""" - 0,2 """""""""" """"""""""
0 y P y 0
0 0,2 0,4 0,6 0,8 0 0,2 0,4 0,6
xr X
@) 0 = 20 (b) 6 = 50

Figura 4.2: Comparacao das solucdes analiticas calizdmento e sem deslizamento.

Dos perfis apresentados na Figura 4.2 & possivel visuajiga as solucdes obtidas sem
condicao de contorno de deslizamento (4.14) e com candie contorno de deslizamento (4.20)
tendem a ser iguais somente quafidomuito grande. Para= 50 a diferenca entre as solu¢des
ainda nao é desprezivel. Como sera visto adiante, 1@ sbrresultados, pafa> 50 solucao da
equacao cinética tende a solucao obtida via equdedNavier-Stokes com condi¢ao de contorno
de deslizamento, ou seja, para valore$ de 50 a solucao analitica (4.20) é valida para descrever
0 comportamento do gas no presente problema enquanto gueas(4.14) so pode ser utilizada
gquandd® — oo.
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4.3 Equadio cinética

Para considerar valores arbitrariosfde problema deve ser resolvido com base na equacgao
de Boltzmann nao-estacionaria (2.40), a qual para o pnoblem questao é escrita da seguinte
forma:

of | of _
o Tz = QL) (4.25)

De acordo com Cercignani [1], devido a condigcao (4.2)jiee€ao (4.25) pode ser linearizada
através do uso de uma expansao da funcao de distaibw&igi série de poténcias do parametro
U /v a0 redor da funcado Maxwelliana de equilibrio. Assim ptegando os termos nao-lineares
emU,,/v,, afuncao de distribuicao é representada por:

ft, 2, v)= ﬁ exp (—c?) {1 + R[h(x, ¢y, cy)e_i”t/]g—:} , (4.26)

ondeh(z, c,,c,) € chamada de funcao de perturbagée; v/v,, denota a velocidade molecular
adimensional.U,, & a amplitude da velocidade da placa,eé definida em (4.2). Note que as
quantidades adimensionais dadas em (4.5) também saduatdas em (4.26).

Assim, substituindo a representacao (4.26) na equétad) e utilizando as quantidades
adimensionais dadas em (4.5), a seguinte equacao lindaré obtida:

—ih + cx% — Lh, (4.27)
ox

ondeLh denota o operador de colisdes linearizado.
A velocidade hidrodinamica(x) e a tensao de cisalhameriidz) do gas sao escritas em
termos da fungao de perturbagée, ¢,, ¢,) da seguinte forma:

1

u(z) = 57 /cyh(x,cx,cy) exp (—c?) dc, (4.28)
1

() = =7 / CaCyh(, z, ¢y) exp (—c?) de. (4.29)

A equacao (4.27) satisfaz a seguinte condicao de comtmz = 0, a qual € obtida a partir
da linearizagao da condi¢ao de contorno dada em (2.77):

ht = Ah™ + hy — Ahy, (4.30)

ondeht e h™ sao, respectivamente, as funcdes de perturbaca@adasuas gasosas refletidas)
e incidente§—) na placa.h,, denota a funcao de perturbacao na placa devida ao motonde
oscilacao da mesma e é dada por:

he = 2¢,. (4.31)

O operadorA que aparece em (4.30) & chamado de operador de espalhanemscrito
como:

. 1 /

AV = — || exp (2 — ¢2)R(c' — ¢)¥(c')dc/, (4.32)

Cz Je <0
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ondeR é o nucleo de espalhament@edenota uma funcao arbitraria.
Usando o nucleo de espalhamento proposto por Cercignaaningils [56], cuja expressao é
dada em (2.81), (4.32) se reduz a:

~

Ah™ = A, A A, (4.33)
onde
. 1 ’
Ah™ = c_/ | exp (2 — c¢2)Re (¢, — c,)h(c,) dc,, cy >0, (4.34)
z Jch,<0
ATh_ = / eXp (C?r - C;’Z):RT(C; - CT)h(C;—) dCT7 T=Y,% (435)

A+ (1- an)cf}

R, (c, — ¢;) = —— exp {—
U

2 — /
x / exp {Q—Vlo‘”cc cos 4 do, (4.36)
0 Qn

1 er — (1 — ay) ]’
[T (2 — ay)]/2 oXP [_ (2 — o )} , T=Y, 2 (4.37)

Utilizando (4.34)-(4.37), e fazendo as devidas manifdgaglgébricas, a condicao de con-
torno (4.30) é reescrita do seguinte modo:

Re(¢, — ) =

ht =2(1 — ay)c,Agh™ + 20uc,. (4.38)

No regime de oscilagao rapida, que correponde-a 0, 0 problema & resolvido analitica-
mente como mostrado na proxima sec¢ao. Caso contragiguacao (4.27) é resolvida numerica-
mente conforme metodologia apresentada posteriormesegaa entitulada Regime de transicao.

4.4 Regime de oscilago rapida (¢ — 0)

Quandod — 0 ha poucas colisdes ocorrendo durante um ciclo da o&cilagconsequen-
temente, o termo associado as colisdes intermolecutaesjuacao (4.27) pode ser desprezado.
Dessa forma a solugao do problema tem por base a seguudegmdiferencial:

h
_int e 2o (4.39)
ox

que safisfaz a condicao de contorno (4.38).
A solucao da equacao (4.39) é obtida via integragiimesma na variavele respectivo uso
da condicao de contorno (4.38). Assim, a solucao & gada
1T

20y €Xp (—), cy >0,
c

xT

(4.40)

h(zx,cy,cy) =
07 Cr < 0.
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Substituindo a solucao (4.40) em (4.28) e (4.29), as stgriexpressoes para a velocidade
hidrodinamicau(x) e tensao de cisalhamenriigx) do gas sdo obtidas:

u(z) = %10(—1’:6), (4.41)

I(z) = %11(—1'3;), (4.42)
onde as funcdes, (£) sao definidas como

I,(¢) = /OOO " exp (—02 - %) dc (4.43)

e sao calculadas numericamente usando as aproximagias o Apéndice A.

Analiticamente & impossivel obter expressdes parases fa atenuacdes déx) e I1(x)
usando as expressoes (4.41) e (4.42). Porém, €& possiv@htrar os valores dessas quantidades
na placa oscilatoria, i.e: = 0, e também o comportamento dessas quantidades no limitex.
Para isso as aproximacdes dadas no Apéndice A para gehige I, sao utilizadas. Desse modo
as atenuac0es e fases da velocidadg e da tensao de cisalhameri¢z) emz = 0 sao dadas
por:

au —_= \/%7 ap = O7 (444)

Yo =p =0, (4.45)

enguanto que 0s comportamentos assintoticos quardax sao dados por:

ay(z) = ap(z) = ﬁ, (4.46)
ale) =22 (D7 ) = aw -1 (4.47)

De acordo com as expressoes (4.44)-(4.47), o comportantast atenuacdes e fases da
velocidade e da tensao de cisalhamento do gas no reginseitigdo rapida é totalmente diferente
do comportamento dessas quantidades no regime de escliEagta. As atenuagcdes nao sao mais
constantes e tendem a diminuir com o0 aumenta.déa as fases nao apresentam mais um perfil
linear emz e diferem emr /6.

4.5 Regime de transi@o

De acordo com as Sec¢0es 4.2 e 4.4, nos lindites 0 e # — oo 0 problema possui solugao
analitica. Porém, no regime de transicdo o problemesélvido numericamente. Para isso 0
modelo de BGK, cuja expressao & dada em (2.55), & utdiz@dmodo que a equacao (4.27) é
escrita do seguinte modo:

(0 —i)h + cz% = 20cyu, (4.48)
x
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ondeu(z) & dado em (4.28).
Visando eliminar a variavel, (componente da velocidade molecular adimensional) uma
nova funcao de perturbacao € introduzida, a qual @idieficomo:

O(z,c,) = % / cyh(x, ¢y, cy) exp (—c) dey,. (4.49)

Assim, multiplicando a equacao (4.48) pgrexp (—c,)/+/7 € integrando em relac&o a
variavelc, no intervalo (-oo, o), a seguinte equacao pabaz, c,) € obtida:

(0 —i)D + czg—‘b = 0u, (4.50)
xr

que, de acordo com (4.38), satisfaz a seguinte condic&orderno enx = 0:
Ot = (1 — o)A, + ay. (4.51)

As quantidades(z) e II(z), cujas expressdes sao dadas em (4.28) e (4.29), tandzem s~
reescritas em termos da nova fun@a, ¢, ) da seguinte forma:

u(z) = % /exp (—c2)®(x, c,) deg, (4.52)
I(x) = % /exp (—c2)®(x, cy)c, dey. (4.53)

Portanto, as quantidades de interesse, i.e. a velocidades a tensadl(z), sdo determinadas
via solugcdo da equacao cinética (4.50) com condigioontorno (4.51). Como(z) e Il(x) sdo
quantidades complexas, suas amplitudes e fases saosltiidando as representacdes dadas em
(4.7) e (4.8). As atenuacdes sao determinadas utilzéhdO).

Dois métodos diferentes foram utilizados para resolveuaeao cinética (4.50) numerica-
mente: método de velocidades discretas e método dos nhosriategrais.

O método dos momentos integrais consiste em obter uma&ujurgegral para(x) e Il(x)

e, a seguir, resolver essas equacdes integrais atrawésa thétodo direto de calculo. Este método
requer muita memaoria computacional e tempo de CPU masar@isso, tem a vantagem de que
somente a coordenadaprecisa ser discretizada, ou seja, nao & necessarieseuypar com a
variavelc,. Neste trabalho o método dos momentos integrais & wWdiz@mente para o caso de
reflexao difusa na interface gas-solido pois para oytmde interagao gas-superficie & impossivel
encontrar as equacdes integrais para os momeiitgse I1(z). Essa impossibilidade do uso do
método dos momentos integrais nos casos onde assume-aegjl@xao das particulas gasosas na
superficie solida nao é difusa esta associada ao tatud a dependéncia da solucao integral na
funcao de distribuicdo das particulas gasosas intédena superficie solida & eliminada somente
no caso de reflexao difusa.

O método de velocidades discretas, alem de ser compo#dgiente mais vantajoso com-
parado ao método dos momentos integrais, permite a esgelqaalquer tipo de interacao gas-
superficie. Porém, diferentemente do método dos marsentegrais, no qual somente a coor-
denadar é discretizada, no método de velocidades discretasalaméhnecessario discretizar a
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velocidade:, e, devido ao comportamento oscilatorio da fung&o, c,.) na velocidade,, encon-
trar uma malha adequada para a variaye a dificuldade do método.
A seguir, ambos os métodos sao descritos.

4.5.1 Meétodo dos Momentos Integrais

Considera-se que as particulas gasosas sofrem refldkda da superficie, ou seja, ambos
os coeficientes de acomodag#oe «,, que aparecem no nicleo de espalhamento de Cercignani-
Lampis sao iguais a um e, consequentemente, o nucleo éendeacleo de espalhamento difuso
dado em (2.79). Desse modo, integrando a equacao @n@tib0) na variavet e usando a
condi¢ao de contorno dada em (4.51) com= o, = 1, a seguinte solucao integral para a equagao
cinética € obtida:

oo, =l |- =] + 2ce [Ty [T - ) i

Cy T Cy
+n(—cz) / u(Z) exp [(9 —9) (T — x)] dj}, (4.54)
x CSU
onden(v) & a funcdo de Heaviside definida como
1, sevy > 0;
n(y) = { (4.55)
0, sevy<O.

Substituindo a solucao (4.54) em (4.52) e (4.53) as segpigguacoes integrais sao obtidas
para a velocidade hldrodlnamlaaz e tensao de cisalhameriigz):

1 e _

) = —=Dl(0 - f / — ) — o)) dF; (4.56)
1 e _

(x) = ﬁh[( / z)sign(z — x)I[(0 — i) (| — x|)] dz; (4.57)

onde as func¢des, (£) sdo definidas em (4.43).
A seguir, um método direto de calculo & utilizado, quesiste no seguinte procedimento:

(i) A coordenada: é regularmente discretizada num interv@@lor,,..|, ou seja,
o =ap 1+ Az, 1<k<N,  x=0 Azr= ”“"]”\; (4.58)
ondeN, € um numero inteiro e corresponde ao numero de pontdzadkils na discretizacao
da coordenada. A distanciaz,,,, corresponde a distancia na qual a amplitude da funcao de
perturbaca®(z, c,) tende a zero.

(ii) As equacdes integrais dadas em (4.56) e (4.57) sBstisuidas pelos seguintes sistemas de
equacoes algébricas:

= By + Z Apeuy, 1<k < N (4.59)

(=1
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Ny
I, = Cy + Z Dypuy, (4.60)

(=1

onde
up = u(ry — Az/2), (4.61)
By = —=Dl(6 — i)(ox — Ax/2)] (4.63)
Cp = %m(e — i)k — Az/2), (4.64)
AM: % x;wl I—1[<8_Z)‘i’—$k+Al’/2|]di’, (465)
Do = % " SigNE — 2 + Az 2L[(60 — )| — x + Ax/2|] dF, (4.66)

(i) As matrizes A, e Dy, juntamente conB, e C} sao calculadas usando as aproximacoes
dadas no Apéndice A para as integrais, I, e I; e 0s sistemas de equacoes lineares (4.59)
e (4.60) sao resolvidos via método iterativo. A precidas calculos & de 0.1% e € estimada
via variagao dos parametrog, e x,,;-

O calculo das matrized,, e D, € a etapa que exige maior tempo de CPU e memoria computacio-
nal pois para atingir a precisao desejada & necessanerdar/N, e, consequentemente, a medida
que N, aumenta a ordem das matrizes também aumenta tal que agdalidos calculos exige
mais recursos computacionais.

A seguir, os valores dos parametrgs,, € N, usados para atingir a precisao de 0,1% sao
apresentados para alguns valores de parametro de asdglac

f=0,01 —  Tmaz = 10 — N, = 50000;

=1 —  Tazr = D — N, =50000;

6 =50 - Toar = 2 — N, = 50000.

Como pode ser visto, o0 numero de pontos utilizados na dizagdo da coordenadaé
muito grande. Observe que a distancig, também aumenta a medida que o paramethioninui,
Ou seja, 0 gas & mais perturbado a medida que a oscittecptaca aumenta (o comprimento de

penetracao da onda, definido como a distancia na qual btadgpda velocidade do gas € igual a
1% da amplitude da velocidade da placa, € maior pananor).

4.5.2 Metodo de Velocidades Discretas

Neste método, como mencionado anteriormente, além destimar a coordenada uma
discretizagado no espaco da velocidagdéambém & necesséaria. A discretizacado da coordenada
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é feita do mesmo modo que no método dos momentos integéadagla em (4.58). A grande
dificuldade desse método & encontrar uma malha adequaala pelocidade:, pois a funcao
o (z, c,) tem um comportamento oscilatorio nessa variavel. Pamplificar esse comportamento
oscilatorio, a Figura 4.3 mostra o perfil da funcao deybdcacd(z, ¢, ) versus:, para parametro
de oscilaca®@=0,01 e 0,1 quando = 0, 5; 1; 5 e 8, respectivamente.

(©z=5 (d)yx=38

Figura 4.3: Perfil da funcao de perturbagagersus velocidade,.

Da figura 4.3 € possivel observar que o comportamentcab@cd da funcaa & mais acen-
tuado para valores pequenos de velocidgddevido a isso, a velocidade € discretizada utili-
zando uma distribuicao de pontes (1 < j < N.) mais densa para valores pequenos,deuma
distribuicao de pontos,; menos densa para valores grandes,de

A equacao cinética (4.50) é discretizada utilizandoasguema explicito de diferencas fini-
tas de primeira ordem. Assim, a func&@r,, c,;) & calculada do seguinte modo:

Coi ) Crpi -1
Oy = <9uk + A—;cbk_M) [(9 -0+ 2] (4.67)

ondek =0,1,..N,ej=1,...,N,.
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Os momentos dados em (4.52) e (4.53) sao calculados stdageseguintes formulas de
quadratura trapezoidal estendida:

Nc

w=> oW, (4.68)
j=1
Nc

M =Y P jca; Wy, (4.69)
j=1

ondeW; (j =1, ..., N.) sao pesos correspondendo aos pontps
O processo iterativo consiste em realizar, para cada pentos seguintes passos:

(i) Assume-se; ell, e calcula-se,, ; via equagao (4.67).
(i) Novos valores para; eIl sao calculados através das formulas de quadraturg) @(889).

(iif) Volta-se ao passo (i) e usa-se os valores dos momentedI, obtidos na iteragao anterior
para calcular novos valores paba ;. O processo iterativo € finalizado quando um critério
de convergéncia é satisfeito.

O critério de convergéncia €& escrito como:
u,(f") - ulg"_l)) <, ‘Hé") - H,(fn_l) <, (4.70)

onden denota a iteracao atuake— 1 a iteracao anterioe = 107! & o erro maximo aceitavel.
Os valores dos parametros,.., N, € N. usados para atingir precisao de 0,1% para alguns
valores d& sao os seguintes:

0 =0,01 —  Tpae = 10 — N, =10000 — N.=6000;
0=1 — Tz =D — N, =10000 — N, =4000;
0 =50 —  Tpar = 2 — N, =10000 — N, =4000.

Como pode ser visto, 0 nUmero de pontos necessarios natdiacao da coordenadaé
menor que o numero de pontos utilizados no método dos momartegrais mas € necessario
um grande numero de pontos na discretizacao da velaeigad Mesmo assim, o método de
velocidades discretas € computacionalmente mais vaotajunparado ao método dos momentos
integrais e uma comparacao dos resultados obtidos vi@awgmétodos mostra uma diferenca
menor que 0,1%, ou seja, os métodos fornecem resultadosmanexcelente concordancia entre
Si.

4.5.3 Resultados nuraricos e discusdo

Atabela 4.1 apresenta as amplitudes e fases da velocidatle da tensdo de cisalhamento
I[I(x) na placa oscilatéria, i.ex = 0, assumindo-se espalhamento difuso na superficie sélida
considerando valores de parametro de oscil#goe abrangem todos os regimes de oscilagao.
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Tabela 4.1: Amplitudes e fases em= 0 e comprimento de penetracao (reflexao difusa)

0 U, 11, Oy —p A
0 0,5 0,2821 0 0 8,8710
0,01 0,5000 0,2821 0,0025 0,0019 18,7315
0,1 0,5008 0,2819 0,0250 0,0190 7,5355
1 0,5539 0,2688 0,1791 0,1662 3,6010
5 0,7291 10,2017 0,2062 0,4138 1,765
10 0,7988 0,1625 0,1699 0,5063 1,3080
20 0,8531 10,1261 0,1319 0,5798 0,9590
50 0,9067 0,08496 0,08758 0,6517 0,6210

o 1 (20)71/2 0 m/4 BT

Dos dados apresentados na Tabela 4.1 observa-se que audmplitda velocidade do gas na
parede varia de 0,5 a 1 a medida que o parametro de asxtlagiria de 0 até infinito. Ja a
amplitudell,, da tensao de cisalhamento varia(d¢/7) ! até zero quandé varia de 0 atéo. A
faseyp, € igual a zero em ambos os limites— 0 e § — oo que correspondem, respectivamente,
aos regimes de oscilacao rapida e lenta. No regime dsi¢é) i.ed ~ 1, a fasep, tem um valor
maximo. A fasep, tende a zero quandb— 0 e, & medid# aumenta, tende ar /4.

Ainda na Tabela 4.1 o comprimento de penetracao da ondatat# por)\, € apresentado.
Essa quantidade é definida como a distanciea qual a amplitude da velocidade do gas decai
até 1% do valor da amplitud€,, da velocidade da placa oscilatoria. Como pode ser visto, 0
comprimento de penetracdodiminui a medida que o parametro de oscilagaaumenta e, no
regime de oscilacio lenté (-~ o), A & proporcional & /2,

Na Figura 4.4 os perfis das atenuacdes da velocidades da tensao de cisalhamemni@r)
em funcao da distanciasao mostrados para parametro de oscil@¢ada), 01; 1; 10 e 50.

As atenuacOes variam nas proximidades da placa os@lattas distante da mesma sao
quantidades constantes. Por esse motivo os perfis sdcadmssomente ate= 0, 1. Da Figura
4.4 observa-se que:

(i) As atenuacdes tendem a aumentar com o0 aumento do e@cade oscilacad, ou seja,
com a diminui¢ao da frequéncia de oscilagao da plasao bcorre porque os efeitos de
viscosidade do gas, que sao responsaveis pela digdsigagnergia, tendem a aumentar com
a diminuicao da frequéncia de oscilacao em relactiequéncia das colisdes moleculares.

(i) Distante da placa oscilatoria, no regime de oseitatEnta (que correspondéa= 50), as
atenuacdes tendem ao valor constante dado em (4.16)ja@u.se a, — /0.

(iii) Para um valor fixo dé, a atenuacao da velocidadéer) aumenta nas proximidades da placa

oscilatoria enquanto que a atenuagao da tensao deamisahtall(z) diminui nas proximi-
dades da placa oscilatéria.
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(b) Atenuacao dél(x)

Figura 4.4: Perfis das atenuacdes da velocidédee da tenséao de cisalhamemiqr)

Na Figura 4.5 os perfis das fases da velocidade e da tensdo de cisalhameritor) sdo mos-
trados e, desses perfis &€ possivel observar que:

(i) As fases tendem a aumentar rapidamente com 0 aumenta@o@@o de oscilacéh

(i) Noregime de oscilagao lenta (que corresponde-a50) as fase, e, sao fungdes lineares
da coordenada exceto numa pequena regiao nas proximidades da placatosail

(i) No regime de oscila¢ao rapida (que corresponde=a 0, 01) as fases aumentam corf/?,
ou seja, aumentam mais lentamente que no regime osclagizo

(iv) Parad = 50, comparando os perfis das fasgs possivel observar que a diferenca de fase
tende ar/4, como previsto em (4.24).

A influéncia da interacao gas-superficie pode sefigada nas Tabelas 4.2-4.5. Nas Tabelas
4.2 e 4.3 os valores das amplitudes e II,, na placa oscilatéria, i.er = 0, sdo apresentados
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0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

(b) Fase dél(x)

Figura 4.5: Perfis para as fases da velocidade e da tensao de cisalhamemitr)

para parametro de oscilacdo=0,01; 1 e 50, respectivamente. Nas Tabelas 4.4 e 4.5 0 mesmo
é apresentado para as fasgse .. Considera-se o coeficiente de acomodacao de momentum
tangenciaky; variando no interval@, 25; 2] e o coeficiente de acomodac¢ao de enefgigariando
no intervalo[0, 25; 1]. Somente os valores na parede oscilatbria s&o apressnpais, caso a
influéncia da interacao gas-superficie na solugaprdblema seja significativa, esta &€ maior em
x = 0.

Das Tabelas 4.2-4.5 verifica-se que:

(i) Parad = 0,01 as amplitudes e fases nao sao afetadas pela variacaefilmente de acomodacao
de energiav,. Este resultado esta de acordo com as expressoes (44.4P¢ cegundo as
quais no regime de oscilagcao rapida-& 0) a velocidade do gas e a tensao de cisalha-
mento independem do coeficiente de acomodaga® so ha dependéncia no coeficiente de
acomodacao de momentum tangenaial
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Tabela 4.2: Influéncia dos coeficientes de acomodacampéatadew,, .

U
0 Qn ay = 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
0,25 0,1250 0,2500 0,3750 0,5000 0,6250 0,7500 0,8750 @,pP00
0,01 | 0,5 0,1250 0,2500 0,3750 0,5000 0,6250 0,7500 0,8750 1,0000
1,0 0,1250 0,2500 0,3750 0,5000 0,6250 0,7500 0,8750 1,0000
0,25 0,1454 0,2865 0,4229 10,5539 0,6792 0,7986 0,9118 9,018
1 0,5 0,1447 0,2856 0,4222 0,5539 0,6803 0,8012 0,9163 1,0256
1,0 0,1439 0,2846 0,4215 0,5539 0,6816 0,8042 0,9215 1,0334
0,25 0,5121 0,7313 0,8423 10,9067 0,9362 0,9753 0,9948 Q,P09
50 0,5 0,5079 0,7283 10,8408 0,9067 0,9493 0,9784 0,9994 1,0150
1,0 0,5028 0,7238 10,8384 0,9067 0,9517 0,9832 1,0066 1,0246
Tabela 4.3: Influéncia dos coeficientes de acomodacampétadell,,.
1L,
0 Qn ay = 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
0,25 0,0705 0,1410 0,2116 10,2821 0,3526 0,4231 0,4936 D,pb64
0,01 | 0,5 0,0705 0,14l10 0,2116 0,2821 0,3526 0,4231 0,4936 0,5642
1,0 0,0705 0,1410 0,2116 10,2821 0,3526 0,4231 10,4936 0,5642
0,25 0,0699 0,1381 0,2045 10,2688 0,3306 0,3899 0,4467 10,500
1 0,5 0,0698 0,1381 10,2045 0,2688 0,3307 0,3900 0,4468 0,5010
1,0 0,0698 0,1381 10,2045 10,2688 0,3307 0,3902 0,4471 0,5014
0,25 0,0468 0,0674 0,0783 0,0850 0,0895 0,0928 0,0954 40,097
50 0,5 0,0467 0,0676 0,0784 0,0850 0,0893 0,0925 0,0950 0,0969
1,0 0,0471 0,0678 10,0786 0,0850 0,0892 0,0921 0,0944 0,0960
Tabela 4.4: Influéncia dos coeficientes de acomodacaases f.
Py
0 Qn ay = 0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
0,25 0,0041 0,0035 0,0030 0,0025 0,0020 0,0014 0,0009 38,000
0,01 | 0,5 0,0041 0,0035 0,0030 0,0025 0,0020 0,0014 0,0009 0,0003
1,0 0,0041 0,0035 10,0030 0,0025 0,0020 0,0014 0,0009 0,0003
0,25 0,3165 0,2694 0,2236 0,1791 0,1359 0,09421 0,0540 58,01
1 0,5 0,3103 0,2654 10,2216 0,1791 0,1378 0,09793 0,0594 0,022
1,0 0,3022 0,2602 0,2191 0,1791 0,1402 0,1027 0,0664 0,0315
0,25 0,3860 0,2276 0,1410 0,0876 0,0518 0,0263 0,0075 68,00
50 0,5 0,3898 0,2301 0,1422 10,0876 0,0507 0,0243 0,0054 -6,010
1,0 0,3963 0,2339 10,1439 10,0876 0,0493 0,0215 0,0006 -8,015
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Tabela 4.5: Influéncia dos coeficientes de acomodagaases{.

—¥p
0 an oy =0,25 0,5 0,75 1 1,25 1,5 1,75 2
0,25 0,0471 0,0942 0,1413 10,1884 0,2356 0,2827 0,3298 9,376
0,01 | 0,5 0,0471 0,0942 0,1413 10,1884 0,2356 0,2827 0,3298 0,3769
1,0 0,0471 0,0942 0,1413 10,1884 0,2356 0,2827 0,3298 0,3769
0,25 0,0432 0,0854 0,1264 0,1662 0,2046 0,2415 0,2770 0,311
1 0,5 0,0431 0,0853 0,1264 0,1662 0,2047 0,2420 0,2778 0,3122
1,0 0,0430 0,0851 0,1262 0,1662 0,2050 0,1026 0,2788 0,3138
0,25 0,3443 0,5057 0,5952 0,6517 0,6902 0,7182 0,7396 8,/57
50 0,5 0,3431 0,5056 10,5952 0,6517 0,6900 0,7181 0,7395 0,7571
1,0 0,3429 0,5052 10,5951 0,6517 0,6904 0,7171 0,7384 0,7552

A fasep, tende a diminuir com o0 aumento do coeficiente Isso indica que a velocidade
hidrodinamica do gas tende a oscilar simultaneamenteacsaperficie oscilatbria a medida
que o coeficiente de acomodacao de momentum tangen@almenta. Ja a fase tende a
aumentar com o aumento de. Porém, note que a fasg € negativa, ou seja, a tensao de
cisalhamentdl(z) esta atrasada em relacéo a oscilagao da placa.

(i) Com relacao a dependéncia no coeficiente de acog@mdde momentum tangenciaj
observa-se que existe uma forte dependéncia para todaa@isdgades. As amplitudes, e
I1,, tendem a aumentar com o aumentongde O aumento dey; de 0,25 até 1 corresponde
ao aumento do niUmero de particulas gasosas que, ao colidia parede, se acomodam ao
estado de momentum tangencial da parede e, apos a cal@&amefletidas com momentum
tangencial igual ao da parede oscilatéria. A escalha 1 corresponde a situacao em que
todas as particulas gasosas se acomodam ao estado dagagedeefletidas com momen-
tum tangencial igual ao da parede. Note que no regime deag&aillenta, i.ed — oo, a
velocidade do gas na parede tende a ser igual a velocidagardde,,, = 1 e p, = 0)
enquanto que, no regime de oscilagao rapidadi-e. 0, a velocidade do gas na parede tende
a ser igual a metade da velocidade da parege=£ 0.5 e o, = 0). No intervalol < a; < 2,
as particulas gasosas sao refletidas em direcao apustacidade de incidéncia.

(i) Para® = 1 os comportamentos das amplitudes e fases sao semelhantasaem que
0 = 0,01, ou seja, todas as quantidades nao sao afetadas peldesdefide acomodacao
de energiay,, mas sao fortemente afetadas pelo coeficiente de acoamdi@cinomentum
tangenciaky,.

(iv) Paraf = 50 todas as quantidades dependem fracamente do coeficient®emedacao de
energiac,,. Quandoo; = 1 nao ha dependéncia nesse parametro. Como nos cases ante
riores, ha uma forte dependéncia de todas as quantidadaseficiente de acomodacao de
momentum tangencial,.
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Figura 4.6: Amplitude da velocidade: comparacao da,Sauwmérica com a solucao analitica
obtida via equacao de movimento de Navier-Stokes comicaadie contorno de deslizamento.
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A Figura 4.6 mostra uma comparagao para a amplitude e éageldcidade:(z) obtidas nu-
mericamente via solu¢ao da equacao cinética e vieesspp (4.20) obtida via solu¢ao da equacao
de movimento de Navier-Stokes com condicao de contorraedkzamento do gas na superficie
sblida. Em tal figura a linha representa a solu¢ao nwaé&btida via equacao cinética enquanto
que os simbolos representam a soluc¢ao analitica olddEguacao de Navier-Stokes.

De acordo com a Figura 4.6, a diferenca entre as amplitud@ses obtidas via equacao
cinética e equacao de Navier-Stokes tende a diminuiedisa que) aumenta. Paré = 50 a
diferenca entre as solu¢des & muito pequena de modcagiaé p 50 a equacao de Navier-Stokes
pode ser utilizada para descrever o comportamento do gasesente problema. Porém, note
que nas situacdes em qde= 10 e 20, embora a diferenca entre as amplitudes seja pequena, a
diferenca entre as fases é significativa. Portanto, geddizer que nos casos em gque: 50 o
comportamento do gas é descrito de forma correta e pregisante via uso da equacao cinética.
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Capitulo 5

Problema de Stokes para uma mistura
binaria de gases monodtmicos

Neste capitulo o problema de Stokes & apresentado pasoaleauma mistura binaria de
gases monoatdmicos. O esquema do problema & o mesmordpdesea Figura 4.1 do Capitulo
4 com a diferenca que agora uma mistura binaria de gasesationicos ocupa 0 espaco semi-
infinito 2/ > 0. A concentragao molar da mistura & dada por

c="t (5.1)

n

onden; denota a densidade de nUmero de particulas da primeieaiespe constitui a mistura e
n = n; + ny denota a densidade de nimero da mistura.

O parametro de oscilagcao é definido como:

0= i, (5.2)

Hw

ondeP e u denotam, respectivamente, a pressao e a viscosidade Waam@s € a frequéncia de
oscilacao da placa.

A velocidade e a componenig; do tensor pressao da mistura sao dados nas expressoes
(2.67) e (2.70) do Capitulo 2. Como a dependéncia tempdralmonica, essas duas quantidades
sao escritas da seguinte forma:

Ut z') = R[U(2") exp (—iwt")]

N (5.3)
P (t',2") = R[Pyy(2") exp (—iwt')].
ondel (z) e P,,(z) s&o quantidades complexas.
Introduzindo as quantidades adimensionais
ww) = G2 (o) =T,
_ Poy(x) v Loy () Um
o) ==p 0, M@= "7 54)



ondel,, denota a amplitude da velocidade da pla¢g e- n,k:1, € a pressao parcial da mistura,
e utilizando as expressodes (2.67) e (2.70), as seguinpesssoes sao obtidas para) eIl(x):

u(e) = 0w (@) + (1= O) =2 uy(a), (5.5)

II(z) = CIIi(x) + (1 — C)y(x), (5.6)
onde

m=Cmy + (1 —C)my (5.7)

é a massa média da mistura.

O objetivo & determinar as caracteristicas macrosaépia mistura, i.e. velocidade hidro-
dindamicau(z) e tensao de cisalhameniljz), para diferentes valores de concentra¢ae em
todo o intervalo de parametro de oscilaggoComo os resultados qualitativos sao os mesmos
encontrados no caso de gas Unico, maior énfase & damaksaridades que ocorrem no caso de
misturas gasosas.

5.1 Regime de oscilago lenta () — o0)

Do mesmo modo que na Secao (4.2) do Capitulo 4, quéndooco 0 problema pode ser
resolvido analiticamente com base na equacao de movindentlavier-Stokes. Para uma mistura
de gases monoatdmicos a equacao de movimento de NdwlasS® a mesma dada em (2.14).
Assim, assumindo que a velocidade da mistura na placa tis@l@ igual a velocidade da placa,
ou seja, & assumido que nao ha deslizamento da misturaggaa superficie sblida, a solu¢ao da
equacao de Navier-Stokes € a mesma dada na expresk&@)p 64 seja,

u(z) = exp [(l — 1)\/5x] (5.8)

Portanto, no regime de oscilacao lenta a velocidade didamica da mistura independe da
concentracao da mesma e das espécies constituintesn, Ags exemplo, a velocidade hidro-
dinamica de uma mistura de gases Hélio-Argdnio &€ a metamama de mistura de gases Hélio-
Xenonio.

O fluxo de difusao do constituinte na dire¢aoj, denotado pov,;, &€ definido da seguinte
forma:

Jaj = Qa(uaj - uj)7 (59)

ondeyp, € a densidade de massa da espé@es quantidades,; e u; denotam, respectivamente,
a componentg das velocidades da espéaie@ da mistura. De forma geral, o fluxo de difusao dos
constituintes da mistura na direcaé dado pela lei de Fick através das seguintes expressoes:

Jlj — —Jgj (510)
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onde

2 k. OT
gy = _%le?% ldﬁi } |

T (5.11)

ondeD, € o coeficiente de difusaoke € a razao de termo-difusao, cujas expressdes podem ser
encontradas na Ref. [6]. A quantidadieé a forca de difusao e &€ dada por:

dy = —dy = % + (C - %) 85;,]3 . Q}—f(ﬂ —R). (5.12)
O primeiro termo em (5.12) representa um fluxo que tende azieduinao homogeneidade da
mistura quando a concentracao da mesma nao € uniforreghdo termo em (5.12) representa
um fluxo devido a um gradiente de pressao e o terceiro terpregenta o fluxo devido a a¢ao de
forcas externas. Na expressao (5.11), o termo propatederivada da temperatura representa
o fluxo de difusao devido a um gradiente de temperatura, pwnte conhecido como termo-
difusao.
Para o problema em questao, (5.12) se reduz a:

dy =0, (5.13)
e

oI _, (5.14)

oy’

Consequentemente, o fluxo de difusdo dado em (5.11) eowkeja, segundo a lei de Fick nao ha
difusao dos contituintes na mistura. Porém, isso @walistante da placa oscilatoria pois na regiao
proxima a placa os constituintes da mistura se difundemaniina camada proxima a superficie
devido ao fendbmeno de deslizamento viscoso da misturassgas superficie sblida, ou seja, a
difusao € devida a um gradiente de velocidade normal eraje solida.

Utilizando a condicao de contorno de deslizamento viscasmistura gasosa na superficie
sblida, dada em (2.22) , a seguinte expressao para adattcta mistura € obtida:

u(z) = {1 — 7%(2' — 1)} exp [(i — 1)V0z], (5.15)

ondeo, € o coeficiente de deslizamento viscoso da mistura que demknpotencial de interacao
intermolecular e da concentracao da mistura em quebi@®ef. [38] o coeficiente, & tabulado
para algumas misturas de gases nobres num amplo intervaémdentragao.

5.2 Equago cinética

Devido a condicao de que a amplitude da velocidade dapamuito menor que a ve-
locidade mais provavel das particulas de gas, a equdgdBoltzmann nao-estacionaria para o
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a-ésimo constituinte da mistura de gases monoatdmicds, €& (2.58), pode ser linearizada via
representacao da funcao de distribuicao da espégies constitui a mistura da seguinte forma:

falt' 2 vy) = f¥ (1 + %[ha(x',va)e_iwt/]—Um) , (5.16)
Um
onde
m 3/2 me
M _ a _ o
o (Va) = nga <727rk‘BTo> exp l QkBTOUO‘} (5.17)

é a funcao Maxwelliana de equilibrio global.
O tempot e coordenada adimensionais e também a velocidade adimensional dasylagt
de gas da espécie denotada pot,,, sao introduzidas da seguinte forma:

w v
/ / (0%

t = wt, r=—2I, Cy, = —.
m Um

(5.18)

Introduzindo (5.16) em (2.58) e utilizando as quantidadimansionais dadas em (5.18), a
seguinte equacao integro-diferencial linearizadat&alpara av-ésimo constituinte da mistura:

Ohg m \ 2 Ohg 1<
e _ E L.sh A
ot <ma) “or T w = apttas (5-19)

onde o termo do lado direito da equacao esta associadoliddes entre espéciesa e a-(

gue constituem a mistura. Como no problema em gquestao ustarmibinaria de gases mo-
noatdmicos & considerada, a solucao do problema tenbgse um sistema de duas equacgdes
integro-diferenciais dadas em (5.19) pardl,2. Assumindo reflexao difusa das particulas gasosas
na superficie solida, a solu¢&q(z, c,, c¢,), @ = 1,2, deve satisfazer as seguintes condi¢des de
contorno enme = 0:

" B 2Cay %, Coz > 0,
a(0, ¢4, ¢y) = V. m (5.20)

0, Caz < 0.

A velocidade hidrodinamica e a componeniedo tensor pressao de-ésimo constituinte
da mistura sao dados, respectivamente, pelas seguipiessies:

1

uq () = 37 /mﬁ /cayha(x,cx,cy) exp (—c2) deg, (5.21)
1 2

I, (z) = —7 CazCayha (T, ¢y, ¢y) €xp (—cZ) dey,. (5.22)

Desse modo, a fim de resolver o problema para parametro degdsd® arbitrario, & ne-
cessario resolver o sistema de equacdes dado em (5rharadicdes de contorno (5.20) e entao
determinan,, ell, via expressoes (5.21) e (5.22).

61



5.3 Regime de oscilao rapida (# — 0)

Quandod — 0 o termo de colisdes que aparece na equacao (5.19) podesmezado ja
gue nessa situacao as colisdes gas-superficie s#o mais comuns do que as colisdes entre as
particulas gasosas. Como consequéncia, a equac®) ¢b.leduz a:

ha
T i (5.23)
Mg, ox

A solucao da equacao (5.23) que satisfaz a condicamuatrno de espalhamento difuso,
dada em (5.20), & a seguinte:

[, CIme T
24/ ——Cay €Xp |:Z ——}, Coz > 0
ho(, Cag, Cay) = m m Coz (5.24)

0, Coz < 0.

Substituindo a solugao (5.24) em (5.21) e (5.22), as séggiexpressoes para as quantidades
uq(z) ell,(z) sdo obtidas:

ua(x):%IO [—i %x] (5.25)
I.(z) = \} Mo p, [—i %x] (5.26)

onde as funcdeg, e I; sao definidas em (4.43).

Assim, a velocidade e a componentgdo tensor pressao da mistura sao obtidos através da
substituicao das expressoes (5.25) e (5.26) em (5.56% & modo que sao escritos da seguinte
forma:

u(x):%%lo [—i %x}%—(lﬁc)—ﬂ) [—zf} (5.27)

H(x):ﬁ =, [—i %x}ﬂl;% \/7 { \/;x] (5.28)

5.4 Regime de transi@o

Para valores arbitrarios de a equacgao (5.19) é resolvida humericamente e o opecdador
colisdes € substituido pelo modelo de McCormack, cujaesgiio & dada no Apéndice C, que é
escrito do seguinte modo para o problema em questao:

[ Mg, 1
Laﬁh@‘ - —’Vagha +2 m ['Vaﬁua - Vrgzﬁ) (ua - uﬁ)] Cay
[ Mo 5
+4 [(%«ﬁ — V(Eugﬁ)Ha + I/C(fg)ﬂﬁ)] CazCay — fﬁ)( —Ug)Cay (ci — 5) , (6.29)

onde os momentas, (x) ell,(z) sao dados em (5.25) e (5.26).

62



As quantldadesr (n = 1,...,4) que aparecem em (5.29) sao definidas no Apéndice C e
dependem do potenC|aI de interacao intermolecular quaeireplicito nas mtegra@(”“ (chama-
das de integrais de Chapman-Cowling). Para potencial deaigéio de esferas-rigidas as integrais
de Chapman-Cowling possuem expressoes conhecidas,&ad&s19), e portanto, por questdes
de conveniéncia, as seguintes quantidades adimensgiwistroduzidas:

quie _ s (5.30)
af T ik ) )
25 )er

onde[Q%”)]er sao as integrais de Chapman-Cowling para esferas rigidas
As quantidades,s sao proporcionais a frequéncia das colisdes molegsircomo sempre
aparecem em combinacdes, o paramejiré introduzido da seguinte forma:

Yo = Yaa + Yag a=1,2. (5.31)

Introduzindo as quantidades adimensionais dadas em (Ba3&jjuacao (5.19), a seguinte
equacao € obtida para a espécigue constitui a mistura:

Oh, m Ohy, *(1)
e bl

+4 [(1 —® VZ(;) + NI, + 1/;(;) Hg] CazCay

. % *(2) . 2 _? _
\/ — —Vaog (U — UG)Cay (ca 2)}, a=1,2. (5.32)

O parametrd,, esta relacionado ao parametro de oscilagadefinido em (5.2), pela seguinte
expressao:

O = Na-0, (5.33)

«

onden; = C'eny, =1 — C. u & aviscosidade da mistura, dada pela seguinte expressao:

(25 + i) _ 3
Bo= p1 + 2, Ua = Pa(r_‘ ONT )), S = 1/6(52 (goz + 1/( ) (5.34)
—‘auﬁ — Vaﬁyﬁa

Para eliminar as variaveis, e c,., a seguinte funcao & introduzida:
1
D (x, Con) = - /cayha(x, Cazs Cay) €XP (—ciy — ) dc,deq., a=1,2. (5.35)

Assim, multiplicando a equag&o (5.32) pgj exp (-2, — c.,.)/m e integrando nas variaveis
Cay € Cq NO iNtervalo(—oo, co) a seguinte equagao para a fungadz, c,,) € obtida:

. m aq)oz o Ma *(1) *(3)
(00 —1)Po + 4/ macw o 904{,/ - (U, Vo (ua — ug)] + 2Can [(1 v

* 1 @ 1 *
g+ V) + “)Hg] 5 m—(cim—§) Va3 (ta —um}, (5.36)



onde

(o) = = [ [ o) exp (<L) (5.37)
I, (z) = % /CM(I)Q(LcM)eXp(—Ciw) dcos. (5.38)

A condicao de contorno de espalhamento difuso, dada e20)(% escrita em termos da
nova fun¢acb(z, ¢,) como:

Mo Coz >0
Do(0,cp) =4 V m” wo (5.39)

0, Coz < 0.

O método de solucao para resolver o sistema de equés@®&) paran=1, 2 € descrito a
sequir.

5.4.1 Meétodo de soluéo

Similarmente ao caso de gas Unico, a fungao de pert@oshg(z, c,) do a-ésimo consti-
tuinte da mistura possui um comportamento oscilatorio aréavelc,, e, consequentemente, a
fim de resolver o sistema de equacdes (5.36) um granderoisheepontos no espaco de velo-
cidadesc,, € necessario. Portanto, visando diminuir o comportamestilatorio da funcao de
perturbacdo, a mesma metodologia utilizada no Capftule dividir a funcao de perturbacdo em
duas partes é utilizada.

Assim, a funcaab,, € representada da seguinte forma:

D (x,cp) = Poo(z, ¢p) + Po(z, C2), (5.40)

onde a funca®@,(z, ¢,) satisfaz a seguinte equacao diferencial

D,
(00 — i) B0 + , /ﬁcw% —0, a=12 (5.41)
Mg, T

com condigao de contorno em= 0

\/ Ma >0
R Cy )
D,0(0,c,) = m (5.42)

0, cy < 0.

A solucdo da equacao (5.41) que satisfaz a condicgonterno dada em (5.42) € a seguinte:

[Me
— exp
(I)a0<xacx) — m

0, Caz < 0.

.
_(Ba—1d) %47 (50

Cazx m

(5.43)
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Substituindo a representacgao (5.40) na equacao (&.3#)zando (5.43), a seguinte equagao
é obtida para a fungad(z, ¢, ):

(0 — 1), /ﬁ%g— - ea{ P e = 2D (e — )] + 26 [(1 —®
Mg x

* * 1 6% 1 *
oy v + V;;mﬁ] -5y (cim - —) VD (g — uﬁ)}, (5.44)

na qual os momentas, (x) ell,(z) também sao divididos em duas partes, i.e.
Ua () = Uuao() + o (z), (5.45)

I, (z) = Hao(z) + I, (), (5.46)

onde as quantidades com indice 0 sao dadas pelas exggessd

oo () = %10 {(ea - z)\/%x} , (5.47)

oo (2) = % %11 {(ea - z)\/%x] : (5.48)

a(z) e II(x) sado dadas pelas expressdes (5.37) e (5.38) substituififigao @, (z, ¢,) por
Doz, cp).

O procedimento de dividir a fun¢a, (z, c,) em duas partes viabiliza os calculos numéricos
ja que este processo faz com que a maior parte do compotiaosilatorio da funcad,, (z, c,.)
seja devido a fungao analitida,, €, como consequéncia, o nimero de pontos no espaco de velo
cidadec, necessario nos calculos numeéricos € menor que ng aduaae o processo de divisao
da funcaod, nao € utilizado. Similarmente ao esquema utilizado naétakpanterior, o sistema
de equacdes (5.44) & resolvido via método de velocgldseretas com precisao de 0.1%, a qual
é estimada via variagao dos paramethMs(nimero de pontos no espaco da coordengdaV,
(nUmero de pontos no espaco de velocidadge X,,... (distancia em qué,, tende a zero).

(¢

5.4.2 Resultados nuraricos e discusgo

Os calculos numeéricos foram realizados para a mistuli@+A&gonio (mp.=4,0026 u.m.a,
ma,=39,948 u.m.a) considerando potencial de interacao figassrigidas. Para parametro de
oscilacaed = 1, a influéncia no potencial de interacao entre as pdaSogasosas na solucao do
problema foi verificada com o uso de um potencial reali§86pde interacaoE importante notar
que a dependéncia no potencial de interagao estaditaptias integrais de Chapman-Cowling que
aparecem nas quantidades definidas nas expressoes (C.18)-do Apéndice C. Na Ref. [95] as
integrais de Chapman-Cowling sao expressas em funcparémetros obtidos experimentalmente
para um potencial realistico de interacao intermokacul

De acordo com os resultados apresentados no Capituloa opaaso de um gas Unico o
comprimento de penetracaoda onda depende do parametro de oscil#@dende a diminuir a
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medida que® aumenta. No caso de uma mistura de gases monoatdmicosjal@ependéncia em

0, o comprimento de penetragao da onda também dependadantmcad’ da mistura. As Figu-
ras 5.1-5.3 mostram o perfil do comprimento de penetragédaonda em funcao da concentracao
C' da mistura Hélio-Argdnio para parametro de oscilaZ®1; 1 e 10. Na Figura 5.2 os resultados
obtidos para potencial de interacao de esferas-rigilacomparados com os resultados obtidos

através do uso do potencial realistico [95] de intevaca

Figura 5.2: Comprimento de penetracao da ondsas concentracad,, quando = 1.

De acordo com as Figuras 5.1-5.3, o comprimento de pe@etidg onda\ € uma fungao
nao monotonica da concentragdo Note que nos limites em que a concentragao m@las 0 e
C' — 1 o comprimento de penetragadende ao valor encontrado no Capitulo 4 para o caso de um
gas UnicoA medida que a concentrac@ibda mistura aumenta, o comprimentaliminui até um
certo valor de concentracao e entao tende a aumentatira@ novamente o valor correspondendo
aum gas Unico. Esse comportamento se deve ao fato de geémeante de atenuacgag, definido
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Figura 5.3: Comprimento de penetracao da ondsaersus concentragad’, quanda = 10.

como

_dlnAu
dz ’

(5.49)

Ay —

onde A, & a amplitude da velocidadgx), depende da concentracdo da mistura. Assim, até
um certo valor de concentrac@g o aumento da concentracdo de gas Hélio na mistura tende
aumentar a atenuacag e, consequentemente, o comprimento de penetradaainui.

Alem disso, a variacao deem relacao ao valor correspondendo a gas Unico & magordp
f & menor. Isso ocorre devido a dependéncia,deo parametro de oscilacdo Do mesmo modo
que para gas Unico, a atenuacao & maior pay@ande, ou seja, 0s efeitos viscosos responsaveis
pela atenuacao do gas aumentam a medida que a freguiasatolisdes entre as particulas gasosas
aumenta em relacao a frequéncia da oscilacao. Assiogmprimento de penetracao da onda
sempre &€ menor pafamaior.

De acordo com a Figura 5.2, quantle- 1 existe uma fraca dependéncia do comprimento de
penetracao da onda no potencial de interacao entrerasytas gasosas pois a diferenca maxima
entre os resultados para esferas-rigidas e potencigtrealde interacao & menor que 1%.

As Tabelas 5.1-5.3 apresentam os valores para as amplgudsss das quantidadegr)

e II(z) na superficie oscilatoria, i.ex = 0, para a mistura Hélio-Argbnio com concentracao
C =0,1;0,5e 0,9 e considerando varios valores de parametrodilagid. O comprimento de
penetracao da onda também & apresentado.

De acordo com as Tabelas 5.1-5.3, no regime de oscilagiida’¢ — 0), a amplitude
e fase da velocidade(z) tendem aos valores previstos pela expressao (5.27), aurseplaca
oscilatoria a amplitude,,, independende da concentragao da mistura e afagéegual a zero.

Ja a amplitude e fase da quantiddtier) depende da concentragao da mistura quahde 0.

No limite oposto, i.e.f/ — oo, as amplitudes e fases independem da concentracao daarest
possuem 0s mesmos valores encontrados no caso de gasRemawalores intermediarios d®
comportamento qualitativo das amplitudes e fases:em0 &€ 0 mesmo que no caso de gas Unico
mas, quantitativamente, essas quantidades sao afetlda®pcentracao da mistura.
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Tabela 5.1: Amplitudes e fases em= 0 e comprimento de penetragcao da ordas 0, 1.
C=0,1

0 U, I1,, Du -©p A
0 0,5000 0,2755 0,0000 0,0000 8,176
0,01| 0,5000 0,2755 0,0024 0,0018 8,044
0,1 | 0,5007 0,2753 0,0238 0,0182 7,064
1 0,5503 0,2632 0,1748 0,1602 3,547
5 0,7241 0,1993 10,2083 0,4065 1,749
10 |0,7952 0,1609 0,1722 0,5005 1,302
20 |0,8504 0,1253 10,1341 0,5752 0,956
50 |0,9030 0,0863 0,0916 0,6469 0,653

—-1/2 4,6051

Tabela 5.2: Amplitudes e fases em= 0 e comprimento de penetragcao da ordas 0, 5.
C=0,5

0 Uy, I1,, Oy -©p A
0 0,5000 0,2504 0,0000 0,0000 4,612
0,01| 0,5000 0,2504 0,0020 0,0017 4,597
0,1 | 0,5005 0,2502 10,0198 0,0165 4,495
1 0,5374 0,2403 10,1546 0,1392 3,207
5 0,7013 10,1895 10,2172 0,3742 1,684
10 |0,7773 0,1554 0,1844 0,4736 1,267
20 |0,8374 0,1222 0,1451 0,5545 0,986
50 |0,8945 10,0847 0,0989 0,6318 0,612

—-1/2 4,6051

Tabela 5.3: Amplitudes e fases em= 0 e comprimento de penetragcao da ordas 0, 9.
C=0,9

0 U I1,, Dy -p by
0 0,5000 0,2490 0,0000 0,0000 9,100
0,01| 0,5000 0,2490 0,0019 0,0018 8,918
0,1 | 0,5005 0,2488 10,0194 0,0177 7,605
1 0,5372 0,2369 0,1472 0,1489 3,213
5 0,6910 0,1860 0,2188 0,3654 1,663
10 |0,7699 0,1538 0,1906 0,4634 1,248
20 |0,8334 0,1216 0,1506 0,5469 0,932
50 |0,8928 10,0847 0,1026 0,6294 0,617

—-1/2 4,6051
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Figura 5.4: Amplitude e fase da velocidade dos constitaideemistura He-Ar com concentracao
C=0,1.
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Figura 5.5: Amplitude e fase da velocidade dos constitaideemistura He-Ar com concentracao
C=0,5.

A amplitude da velocidade do gas varia de 0,5 a 1 a medid® gaeametro de oscilac#o
varia de 0 atéo e, nesse mesmo intervalo de variacad,deeamplitude da tensao de cisalhamento
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II(x) varia de

C mq (1—0) mo
i\ m T avE V%

até zero. A fase, € igual a zero em ambos os limites— 0 e # — oo enquanto que a fase
varia de zero-7/4 quandod varia de 0 atéx. Para cada valor de concentra¢cao, o comprimento
de penetracao da onda tende a diminuir com o aumeniaedao limite em qué — oo, A tende

a 4,60514/0.

As Figuras 5.4 e 5.5 mostram os perfis da amplitude e fase deidatleu,(x) dos consti-
tuintes da mistura Hélio-Argdnio com concentra¢ae0,1 e 0,5 e, em cada figura, trés valores de
0 sao considerados: 0,1; 1 e 10. Note que nessas figuras,patdicar a notacao, a amplitude e
a fase dos constituintes da mistura sao denotados, pery,,.

De acordo com essas figuras, nas proximidades da placatogailaa difusao dos consti-
tuintes da misturaA medida qued aumenta a difus&o tende a diminuir e, como mencionado na
Secao 5.1, no limite em que— oo a espessura da camada na qual ha difusao é tdo pequena que
o efeito & desprezivel.
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Capitulo 6

Fluxo de Couette Oscilabrio

O problema de fluxo de Couette oscilatério consiste numcgaginado entre duas placas
planas e paralelas sendo que uma das placas oscila nadicegjitudinal ao seu proprio plano
engquanto a outra permanece estacionaria. Esse problemma @eneralizacao do problema de
Stokes, apresentado nos Capitulos 4 e 5, pois quandoamdside separacao entre as placas é
muito grande a influéncia da placa estacionaria pode sgreleada de modo que os resultados
obtidos anteriormente sao validos para descrever o cdampento do gas.

Como mencionado no Capitulo 1, atualmente esse tipo ddegpnabé de grande interesse
pois existem muitas MEMS (Micro-Electro-Mechanical Sys$¢ com partes moveis que podem
oscilar e, consequentemente, perturbar o estado delegquidio gas em contato com as mesmas.
Similarmente ao problema de Stokes, & um problema que pofcimente resolvido via equacao
de movimento de Navier-Stokes mas para que essa equgeaealda duas condigdes devem
ser satisfeitas: (i) a frequéncia da oscilacao deve sgtormenor que a frequéncia das colisdes
intermoleculares no gas e (ii) o livre caminho médio molecdeve ser muito pequeno quando
comparado a um comprimento caracteristico do dominioggasSe essas duas condi¢cdes nao
forem satisfeitas, o problema deve ser resolvido a ninélticio, ou seja, com base na equacao de
Boltzmann.

Neste trabalho o problema de fluxo de Couette oscilatoresélvido para rarefacao do gas
e oscilacao da placa arbitrarios com base no modelo dm8ar, Gross e Krook para a equagao
nao-estacionaria de Boltzmann. De acordo com os readt@presentados no Capitulo 4, ha uma
excelente concordancia entre os resultados obtidos @iadn de velocidades discretas e método
dos momentos integrais. Portanto, devido ao fato de quetodm&os momentos integrais exige
0 uso de muita memoria computacional e tempo de CPU e aindsssage ao uso de espalha-
mento difuso na superficie, a solucao do presente prabke feita via método de velocidades
discretas. Porém, como mostrado no Capitulo 4, devideagportamento oscilatorio da funcao
de perturbacao na velocidade moleculampara utilizar o método de velocidades discretas visando
obter resultados com alta precisao & necessario emreggrande nimero de pontos de espaco
de velocidade:, e isso torna o método inviavel do ponto de vista computedioAssim, para
resolver o problema de fluxo de Couette oscilatério uma mee#dologia € introduzida visando
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diminuir o comportamento oscilatorio da funcao de pdsdigao e assim diminuir o nUmero de pon-
tos no espaco de velocidadgenecessarios para obter resultados com a precisao deséjkum
disso, como a convergéncia do algoritmo tende a ficar meittalcom o aumento dos parametros
de oscilacao e rarefacdao, um método de aceleracammiergéncia baseado em momentos de
Hermite também & utilizado.

6.1 Formulacgdo do problema e objetivo

Considera-se um gas monoatdmico confinado entre duaaspbdenas, paralelas e infinitas
e separadas por uma distantiacomo esquematizado na Figura 6.1. Uma das placas, lataliza
emz’ = 0 e com planag/2’, oscila harmonicamente na direcao longitudinal ao séprj plano
(direcaoy’) com frequéncia de oscilacao A outra placa, localizada emi = L/, & estacionaria.
A temperatura de ambas as placas é igual a temperaturaidi®eg do gas, denotada pap,.

Placa estacioaria

Gas monodamico

w gj/

L/

Placa infinita oscilabria
(Uy = Uy, coswt’)

Figura 6.1: Esquema do problema de fluxo de Couette osédatd
A velocidade da placa oscilatéria & escrita da seguimtado
Uyn(t') = R[U,, exp (—iwt’)], (6.1)

ondelU,,, denota sua amplitude. Do mesmo modo que no problema de Sadssne-se que a
amplitudel/,,, & muito menor que a velocidade mais provaygdas particulas de gas, ou seja,

e Ty \ /2
5 0) : (6.2)

m

Um < Um,s Um = (

ondem € a massa atbmica do gd%,€é a temperatura do gasig € a constante de Boltzmann. A
oscilacao da placa perturba o estado de equilibrio dat@ague, na direcag’, ha um fluxo de
gas caracterizado pela velocidade hidrodinamigd’, 2’) e pela componente do tensor pressao
P,,(t',2") (tensdo de cisalhamento). A placa estacionaria atua eomeeceptor de ondas. A
oscilagao da placa é totalmente estabelecida de moda gependéncia temporal € harmodnica
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tal que a velocidade hidrodinamica e a tensao de cisalhi@nde® gas podem ser representadas da
seguinte forma:

U, 2") = R[U, (") exp (—iwt")], (6.3)

Py, (t', ') = R[Py(2') exp (—iwt')], (6.4)

ondel,(z') e P,,(z') s&o quantidades complexas.

As quantidades adimensionais dadas em (4.5) e (4.6) e a&segpacoes dadas em (4.7) e
(4.8) também sao utilizadas na solucao do problema estga.

Na solucao desse problema, aléem do parametro de dsalatambém & necessario utilizar
o parametro de rarefacao Esses parametros sao definidos da seguinte forma:

g P Pl

i I U

ondeP e 1 S0 a pressao e viscosidade do gaéea distancia de separacao entre as placas.

O objetivo & calcular as amplitudes e fases da velocidattedinamica e da tensao de ci-
salhamento do gas considerando valores arbitrarios gralms os parametros de oscilagge
rarefaca@. Espalhamento difuso das particulas gasosas na supérfissumido.

(6.5)

6.2 Regime de oscilago lenta e rarefa@o baixa

De acordo com os conceitos apresentados no Capitulo 2, meggine, que corresponde ao
limites# — oo ed — oo, alem do livre caminho médio ser muito pequeno comparaaho ¢
a distancia de separacao entre as placas, durante wndai@scilacao ocorrem muitas colisoes
entre as particulas de gas. Consequentemente, 0 megogaste ser considerado como um meio
continuo de modo que a equacao de movimento de Navike$S{@.14) pode ser utilizada para
descrever o comportamento do gas devido a perturbas@gada pela oscilacdo da placa. Esse
regime também & usualmente chamado de hidrodinamico.

Para este problema a equacao de movimento de NaviersSidé&ea em (2.14), € reescrita
da seguinte forma:

2i60u + d2—u =0. (6.6)

dz2

Assumindo condicdes de contorno de nao-deslizamentgadoem ambas as superficies,
ou seja, a velocidade do gas nas placas € igual a velecdiasl mesmas, a equacao (6.6) deve
satisfazer as seguintes condi¢des de contorno:

(2) 1 em =0, 6.7)
u(xr) = .
0 em z=1,

ondeL é distancia adimensional entre as placas que, de acond@4cb), € definida como:

w 1)
L=—I=-=.
U 0

(6.8)
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Desse modo, a solu¢ao da equacao (6.6) que satisfandig@es de contorno dadas em (6.7) € a
seguinte:

u(x) = sin {(1 +i)Ve <g - x)} sin~! {(1 + z)%} . (6.9)
A tensao de cisalhamentt(z) é obtida via lei de Newton, i.e.
M(z) = —2—192—3 _ (12%) cos {(1 W (g - x)] sin™! {(1 + z)%} (6.10)

As expressoes (6.9) e (6.10) sao validas para co e 6 — oo. Para estender o intervalo de
validade da equacao de movimento de Navier-Stokes &s@de utilizar condigdes de contorno
de deslizamento do gas em ambas as placas. De acordo c@)) €a%as condi¢cdes de contorno
sao escritas do seguinte modo:

0. du
14+ —— em =0,
u(z) = 0 dx (6.11)
— ﬁd—u em =1L
0 dx T

ondecop € o coeficiente de deslizamento viscoso cujo valor, de acoodh [12], € 1,016 para o
caso de espalhamento difuso das particulas gasosas macepe

A solucao da equacao (6.6) que satisfaz as condighesmtorno de deslizamento dadas em
(6.11) € a seguinte:

u(z) = {sin [(1 +i)V0 (g - xﬂ +(1+1)2 cos [(1 NG <§ - x)} } G, (6.12)

NG 0
onde
G = (1 - 2@%3) sin {(1 +¢)%} +2(1 +i)%cos [(1 +¢)%} (6.13)

A tensao de cisalhamentt(z) é dada por:

I(z) = {(12%) cos {(1 +i)Vo <g - x)} - z% sin {(1 +i)Ve <g - x)} } G~ (6.14)

Para comparar as solu¢des analiticas obtidas com @@wdile contorno de nao-deslizamento
(6.9) e deslizamento (6.12), o perfil da amplitude da vebmbéchidrodinamica(z) versus distancia
x € mostrada no Figura 6.2 para alguns valore§ elé.

De acordo com a Figura 6.2, a diferenca quantitativa ergreesultados obtidos via ex-
pressoes (6.9) e (6.12) é significativa mas tende a dimaumedida que os parametrés ¢
aumentam. Posteriormente, na secao de resultados, gasalumeérica obtida via solugao da
equacao cinética de BGK & comparada a solucaotmaal6.12).

Nesse regime € interessante considerar dois casos limites
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sol. sem desl. sol. sem desl.

........ sol. com desl. veeeee.. sol. com desl.

x x
(@ds=10e0=10 (b) § =206 = 20
1 ! ! ! ! 1 ! ! ! '
: sol. sem desl. sol. sem desl.
0,8\ b = 0,8F\ o =

% R, sol. com desl. y R, sol. com desl.
Um, ’ )

(c)0=30e60 =30 (d)d=40e6 =40

Figura 6.2: Comparacao das solucdes analiticas abtihm condigdes de contorno de nao-
deslizamento e deslizamento do gas na superficie solida

(i) O primeiro limite corresponde as situagdes nas qudis> ¢ > 1. Nesse limite as ex-
pressoes (6.12) e (6.14) sao expandidas em série der Taytorelacdo ao parametro pe-
quenod/+/6 e, apbs desprezar os termos nao lineares e, as seguintes expressdes so

obtidas:
ul(z) = (1 - % + %) <1 n %)_ , (6.15)
M(z) = % <1 + 2%>_ . (6.16)

Essas expressdes sao idénticas as obtidas para adeele@ tensao de cisalhamento do gas
no problema de Couette estacionario com deslizamentoemades, ou seja, quang@ >> §
o problema pode ser tratado como Couette estacionario.

(i) O segundo limite & oposto ao primeiro, ou seja> v/ > 1. Do mesmo modo que no
limite anterior, as expressoes (6.12) e (6.14) sao exgas@m séries de Taylor mas agora o
parametro pequeno#6/5. Apos fazer a expansao e manter somente os termos piBicipa
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as expressoes obtidas para a velocidade e tensao de cisalhameriijz) correspondem
as obtidas no problema de Stokes, que sdao em dadas em €4(2@1). Portanto, nesse
limite a influéncia da placa estacionaria pode ser deapeeg todos os resultados obtidos no
Capitulo 4 pard — oo sao validos para descrever o comportamento do gas néepratule
fluxo de Couette oscilatorio.

6.3 Equago cinética

As equacdes utilizadas na Secao 4.5 do Capitulo 4&#&tag aqui. A Unica diferenca é que
agora, além da condicao de contorno na placa osciathé uma condi¢ao de contorno na placa
estacionaria, i.e. em = L. Assim, para parametrase 6 arbitrarios a solugao do problema tem
por base a seguinte equacao:

0 —1i)® + cxg—i = Ou, (6.17)
onde a velocidade hidrodinamie#r) &€ dada em (4.52).

A condicao de contorno de espalhamento difuso em ambagpasdigies sblidas &€ dada por:

D)) = I, em z=0 e ¢, >0, (6.18)

0, em z=L e ¢, <0.

Quando ambos os parametros de rarefagaoscilacad tendem a zero (regime de oscilagao
rapida e rarefacdo alta) o problema pode ser resolviddit@amente conforme mostrado na
proxima secao.

Em outros regimes de rarefacao do gas e oscilacao da,@aquacao (6.17) deve ser resol-
vida numericamente.

6.4 Regime de oscila@o rapida e rarefagao alta

Quando? — 0 ed — 0 o problema & resolvido de forma analitica. Quafd&l § < 10
termo de colisdes que aparece na equacgao de Boltzmasrspodesprezado ja que nessa situacao
as colisdes moleculares durante um ciclo da oscilagdae3preziveis. Portanto, a equacao (6.17)
se reduz a uma simples equacao diferencial dada por:

P
—id + cma— =0 (6.19)
or
que satisfaz as condi¢Oes de contorno dadas em (6.18).
A solucao da equacao (6.19) que satisfaz as condigéesontorno dadas em (6.18) & a

seguinte:

exp (E), cz >0
O(z,c,) = Co (6.20)
0, ¢ <0.
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Substituindo a solugao (6.20) em (4.52) e (4.53) as segpigxpressoes para a velocidade
hidrodinamica e tensao de cisalhamento do gas sacasbtid

1

u(x) = ﬁlo(—ix), (6.21)
]ﬂ@:;%hem% (6.22)

onde as funcdeg e I; sao definidas em (4.43).

As expressoes (6.21) e (6.22) correspondem as encostnad@apitulo 4 quandé — 0.
Portanto, nas situacdes em gque» 0 a solugao do problema de Couette oscilatorio independe d
parametro de rarefac@oou seja, ndo ha influéncia da placa estacionaria ng&oldo problema.

No limite 6 < 6 < 1, a solucao é obtida através da solugao integral pacuacao (6.17),

a qual & obtida multiplicando a equagao (6.17)¢gr[(# — i)x/c,], integrando-a na coordenada
x e utilizando as condi¢Oes de contorno dadas em (6.18)mAasseguinte solucao integral para
a equacao (6.17) € obtida, a qual &€ valida para parastee ¢ arbitrarios:

exp {—(9 - z)cﬁ} + Cﬁ /1‘ u(&) exp {(9 — Z)f—_x] de, ¢y >0,
d(z,¢) = o o ¢ e 0 ‘—z ¢ (6.23)
_c_/ u(§) exp {(G—i) . }dg, ¢y < 0.

ComoL = ¢/0 e a coordenada < L, quandod < #, L — 0 de modo que as integrais
que aparecem em (6.23) também tendem a zero e, portantans®t desprezadas. Além disso, o
termo exponencial tende a um. Consequentemente, a salagéquacao (6.23) se reduz a:

L, ¢ >0,
B(z,c,) = ‘ (6.24)
0, ¢, <0.

Apos substituir a solugao (6.24) nas expressoes (€.%52)53) para a velocidade hidrodinamica e
tensao de cisalhamento do gas, obtém-se que:

u(z) =

1
3 (6.25)

gue correspondem aos valores encontrados para o problerfiaxdede Couette estacionario
quando a rarefacao do gas é alta, d.e- 0.

Portanto, no limité) < # < 1, a velocidade e a tensao de cisalhamento do gas sao mdepe
dentes da coordenadae de ambos os parametrdog 6. Alem disso, nesse limite os resultados
obtidos para fluxo de Couette estacionario sao validos.

Note que no limite oposto, i.¢) < § < 1, L nao & pequeno mas uma analise dos termos
integrais que aparecem na solucao (6.23) mostra querasggrroporcionais as integrais tendem
a zero mesmo quandoé grande. Além disso, o termo exponencial tendepe(ix/c,.). Portanto,
quanddd < § < 1, a solucao (6.23) tende a solucao (6.20).

78



6.5 Regime de transig@o

A fim de considerar valores arbitrarios para os paramet®8, a equacao (6.17) é resol-
vida numericamente via método de velocidades discretaen® visando diminuir o comporta-
mento oscilatério da fun¢dd(z, ¢, ) na variavek,, um processo de otimizagao é utilizado. Essa
otimizac¢ao tem por base a divisao da funcao de pertédd(z, c,) em duas partes, ou seja,

O(z,c,) = oz, ¢0) + P2, ), (6.26)

onded,(z, c,) satisfaz a seguinte equacgao diferencial

. b
(0 — )Py + cxa—; =0, (6.27)

que satisfaz as condi¢des de contorno:

Do(z, cy) = (6.28)

1 em =0 e ¢, >0,
0 em z=L e ¢, <0.

A solucao da equacao diferencial (6.27) que satisfazoaslicbes de contorno dadas em
(6.28) € a sequinte:

exp [—(9 - z)i} : ¢ >0,

Cx

Oo(z, ) = (6.29)

0, cy < 0.

Portanto, substituindo a representacao (6.26) na équagética (6.17) e utilizando (6.27),
a seguinte equaco & obtida para a funbfa c, ):
oD

0 —i)D + Cog = Ou. (6.30)

Do mesmo modo, apbs substituir (6.26) nas condi¢cOes doew dadas em (6.18) e utilizar
(6.28), as seguintes condi¢cdes de contorno sao obtin‘asaﬁungéci)(:c, Ce):

~ 0O em z=0 e ¢, >0,
O(x,c,) = (6.31)
0O em z=L e c,<0.

A quantidade(z) que aparece em (6.30) também é dividida em duas partes, i.e

u(z) = u(z) + up(x), (6.32)
onde

() = _ 2§

i) = —= [ e ()b, des (6.33)

1 .
uo(z) = ﬁlo (0 —i)x]. (6.34)
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Similarmente,

I(x) = I(x) + [I(x), (6.35)
onde

- 1 o

I(z) = NG /cx exp (—c;)P(x, ¢;) dey, (6.36)

Iy (z) = %]1 (6 —i)x]. (6.37)

As funcdesl, e I, que aparecem nas equacodes (6.34) e (6.37), sao defemd@s43).

Portanto, para determinar a velocidade) e a tenséo de cisalhameriidx) & necessario
resolver a equac&o (6.30) e determinar somgfte e I1(z) ja que as quantidades () e ITy(z)
sao conhecidas analiticamente.

A equacao cinética (6.30) é resolvida via método deaidhdes discretas mas, como a
convergéncia do esquema numeérico tende a ficar muito &entadida que os parametro® 6
aumentam, o método de aceleracao de convergéncia poopasValourgeorgis e Naris [96] &
utilizado. Maiores detalhes sobre o método de acelerde&onvergéncia podem ser encontrados
no Apéndice B. Nesse método a equacao cinética (& 36@scrita em termos dos momentos de
Hermite, definidos como

F.(x) = % /Hn(cz) exp (—c2)®(z, ¢;) dey, (6.38)

ondeH,,(c,) denota o polindbmio de Hermite de ordemQuando a equacgao cinética & reescrita em
termos dos momentos de Hermite a equacao passa a ser ehdeegliacao sintética. No presente
trabalho um esquema de acelera¢hce utilizado, ou seja, um esquema no qual os momentos de
Hermite de ordem zero e um sao acelerados de modo que duseqsintéticas sao utilizadas.

A primeira equagao sintética & obtida multiplicandayaagao (6.30) por paH, exp (—c2)/\/7,
ondeH, = 1, e integrando-a na variave}]. Similarmente, a segunda equacao sintética & obtida
multiplicando a equacao (6.30) péf exp (—c2)/+/7, ondeH, = 2c,, e integrando-a na variavel

c,. AsSsim, as equacoes sintéticas sao as seguintes:

dFy

—— = 2iFy + 20uy, (6.39)
dz

dF() . - 1 dFZ

E—F(G_Z)Fl __§a7 (640)

ondeu, & dado em (6.34). Note que, de acordo com (6.83} F,. Combinando as equacoes
(6.39) e (6.40), a seguinte equacao diferencial de segorttem € obtida:
d*a e , 1d*F,
P +2(1+ib)a = —260(0 —i)uy — SR

Agora, a solucao do problema consiste nas seguintessetapa

(6.41)

(i) Um valor inicial arbitrario &€ assumido para a velodéa(x);
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(i) A equacao cinética (6.30) € resolvida utilizando asquema de diferencas finitas centrais tal
que a fungaa (xy, ¢;;) € calculada da seguinte forma:

- 0 R R
(I)kJ = {Q(Uok + Ui + Ug,,_, + uk_l)

e[ ew

(iii) O momento de Hermitd’(x), definido em (6.38), é calculado com a utilizagdo da &ang

®(z, ¢,) calculada no item anterior;

(iv) A equacao diferencial de segunda ordem (6.41) élviko utilizando um algoritmo para
solugao de sistemas lineares tridiagonais de modo a olob@mentaz;

(v) O critério de convergéncia é verificado através dagaracao do valor dé em iteracdes
sucessivas. Se o critério de convergéncia nao for sdtiskolta-se a etapa (i) e, utilizando
o valor deu calculado na iteracao anterior, 0 processo iterativepetido.

A Figura 6.3 mostra os perfis das func@igs;, c,) e ®(z, ¢, ) versus velocidade, emz =
0,1 para parametro de rarefacdo= 1 e parametro de oscilac®#b = 0,1. Essa figura mostra

0.6 , , . 0,02 , , .
04 3 3 : :
02

0

0,2

-0,4

fungao de perturbagao

-0,6

-0,8

0 0,1 0,2 0,3 0,4

Figura 6.3: Perfis das funcdése @ vs ¢, emz = 0,1 quanda = 1 ed = 0, 1.

que o processo de otimizacao (divisao da fungd@m duas partes) fez com que a maior parte da
dependéncia oscilatéria da fungh@mc, seja devida a funcad, ja que a dependéncia oscilatoria
da funcdo® em ¢, & bem menor comparada & dependénciabdem ¢,. Consequentemente,
o nUmero de pontos no espaco de velocidgdeecessarios para resolver a equacao (6.30) com
precisao de 0,1% é significativamente menor que o utitizaderiormente na solucao do problema
de Stokes. Com o uso do processo de otimizacgao, resultadoprecisao de 0,1% sao obtidos
com parametrod/, = 10000 e N, = 100, ou seja/V. diminuiu uma ordem de grandeza em relagao
ao numero de pontos utilizados no Capitulo 4.

O processo de aceleracao de convergéncia também peerdiminuicao do numero de
iteracdes de modo significativo quando os paramete$ sao grandes.
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6.5.1 Resultados nuraricos e discusgo

Primeiramente, uma comparagao entre os resultadososhtiol presente trabalho com os
apresentados nas Figuras 5-a e 5-b da Ref. [85] & realiEada.compara¢cao & mostrada na Figura
6.4, na qual as linhas representam os resultados obtidosesernpe trabalho enquanto que os
simbolos representam os resultados obtidos por &ak([85]. Nessa figura, a coordenad&sta
dividida porL = /6 pois, na Ref. [85], a coordenada adimensianaldefinida coma’/L’, onde
L’ & a distancia de separacao entre as placas enquantaapegsente trabalho, a coordenada
adimensionat & definida coma = wa'/v,.

Na Ref. [85] os resultados sao apresentados em funcaardero de Stokes, denotado por
(3 e definido em (2.11), e do nUmero de Knudgen, Se5 < 1 o regime pode ser tratado como
estacionario mas, no limite oposto, i.e.>> 1, a solucao do problema é totalmente diferente da
solucao estacionaria.

As relacOes entre os parametros utilizados na Ref. [8B] os parametros utilizados no
presente trabalho (parametros de oscildtawarefacad) sao as seguintes:

2 U7 1
B = \/;57 o= > Kn' (6.43)

No presente trabalho o nUmero de Stokes nao € utilizaogste nUmero nao representa o
limite de aplicabilidade das equacdes de Navier-Stokes.

De acordo com a Figura 6.4, a concordancia entre os reesltdstidos no presente trabalho
via solugao numeérica da equacao cinética de BGK comesgltados apresentados na Ref. [85]
obtidos via método de Monte Carlo & excelente.

De acordo com [11], em muitas aplicacOes praticas refealas ao fluxo de Couette osci-
latorio, o interesse €& determinar o fator de qualid@de qual € definido como a razao entre a
energia total do sistema e a energia dissipada devido atssefescosos. A energia dissipada por
ciclo da oscilacao, denotada py, e que corresponde ao trabalho realizado pelas for¢cassasec
é calculada da seguinte forma:

1 2
P / Poy(0, )0, (0, ') d(wt'),
0

w

ondeP,, e U, sao, respectivamente, a tensao de cisalnamento e adagdecilo gas. Portanto, o
calculo dessas duas quantidades em funcao dos pacdndetioscilacao e rarefacao é de funda-
mental importancia para a determinacao do fator de d@@di. Por esse motivo, nas Tabelas 6.1
e 6.2, a amplitude e a fase da tensao de cisalhani&ntpsao apresentadas em ambas as placas
para varios valores de parametro de rarefag@considerando parametro de oscila¢ae0, 1; 1,
10 e 50. Os perfis das amplitudesldler) e u(z) emz = 0 em fung@o dos parametros de oscilacao
e rarefacao sao mostrados posteriormente na Figura 6.5.

Em ambas as Tabelas 6.1 e 6.2 duas colunas com os resultdidios ofa equacao (6.14),
que corresponde a solucao da equacao de movimentoderMdokes com condigdes de con-
torno de deslizamento nas placas, foram acrescentadasl@isamparar os resultados numéricos
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(a) corresponde a Figura 5-a na Ref. [85]
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0,1 A // ,,,,,,,,,,
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(b) corresponde a Figura 5-b na Ref. [85]

Figura 6.4: Comparacao dos resultados obtidos no peesafialho (linhas) com resultados obti-
dos na Ref. [85] via método de Monte Carlo (simbolos).

e analiticos e assim verificar o intervalo de parametm®8 a partir do qual a equacao (6.14) pode
ser utilizada. Alem disso, resultados obtidos via eqea(®6.16) e (4.21), que correspondem a
solugao da equac&o de Navier-Stokes nos limjtéss> ¢ e v < §, também foram acrescenta-
dos na Tabela 6.1.

Na literatura existem muitos artigos referentes ao proaléenfluxo de Couette estacionario
e, visando verificar o intervalo dee # em que a solucao estacionaria & valida para descrever o
comportamento do gas no problema de fluxo de Couette asailabha Tabela 6.1 uma coluna com

resultados obtidos via solu¢ao da equacao cinétiezienaria de BGK, e.g. [97, 98], é acrescen-
tada.
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No Capitulo 4 o comprimento de penetracao da oinddefinido como a distanciaonde a
amplitude da velocidade do gas decai a 1% da amplitude daidalde da placa, foi apresentado.
Na Tabela 4.1 o comprimento de penetracao da onda &€ daalopaalores dé considerados nas
Tabelas 6.1 e 6.2. A placa estacionaria esta localizada eni, = §/0. Consequentemente, para
cada valor dé & suficiente realizar os calculos numéricos até um deqrarametro de rarefacao
0 correspondendo a uma distangiam pouco maior que o comprimento de penetracao dado na
Tabela 4.1, ou seja, até um valor clgue garante que a amplitude da velocidade do gas & menor
queo0, 01U,,, ondeU,,, denota a amplitude da velocidade da placa oscilatoria.

Também é importante notar que, como a placa estacioeétdalocalizada em=L, o0 ato
de variar um dos parametros e manter o outro fixo correspargitiacdo de aproximagao ou
afastamento entre as placas.

Quando a distancia de separacao entre as placas & maiitbeg i.e.. — oo, 0 problema
tende ao problema de Stokes tratado no Capitulo 4 pois @il da placa estacionaria na
solucao do problema & desprezivel. Quanto menor ceaf@stto entre as placas maior a influéncia
da placa estacionaria na solu¢ao do problema.

De acordo com os dados apresentados nas Tabelas 6.1 e 6l#etamFigura 6.5, observa-
se que:

I. Placa oscilabria (z = 0)

(i) Fixando o parametr@ e varianda, observa-se que a amplitutle, tem um comportamento
nao monotono, o qual pode ser melhor visualizado na Fig,ena quall = 6 /6.

(a) Velocidade hidrodinamica (b) Tensao de cisalhamento

Figura 6.5: Amplitude na placa oscilatéria em funcao plaimetrod e 6.

De acordo com a Figura 6.5, para cada valof diste um valor limite para acima do
qual as amplitudes,, e Il,, na placa oscilatoria tendem a um valor constante. Quando o
parametro de rarefacao € menor que esse valor limitepditade nao € mais constante e
apresenta um perfil dependenteddeOs valores constantes dg, e I1,, correspondem aos
mesmos valores encontrados para o problema de Stokes. Qivate de § esta associado
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ao comprimento de penetracdo da onda, ou seja, quandtaaaiés. = 4/0 € maior que

o0 comprimento de penetragao da onda, ile.> ), os efeitos de interferéncia da placa
estacionaria sao despreziveis. Também & importaite que a amplitude,, possui um
ponto de maximo no intervala16 < ¢ < 4, enquanto que a amplitudg,, possui um ponto
de minimo no mesmo intervalo. Esse comportamenta,dell,, em funcdo dos parametros
0 e # mostra a importancia de considerar a influéncia da platiesaria na solucao do
problema.

(i) Similarmente a amplitud#,,,, para um valor fixo dé, a fasep, também apresenta um com-
portamento nao mono6tono no parametré partir de um determinado valor de parametro de
rarefacad (valor limite), a fase também se torna constante com veéartico ao encontrado
no problema de Stokes. Apesar dos dados numéricos obtdasifase da velocidadgr)
nao serem apresentados, 0 mesmo comportamento tambgsargado para,.

(iii) Quando# = 50, a medida que o parametro de rarefag@umenta, os resultados numéricos
obtidos pardl,, e ¢, tendem aos analiticos obtidos via expressao (6.14). iNies /60 >
5 eVl < 4, os resultados numéricos tendem aos obtidos via exmessdl6) e (4.21).
Portanto, dependendo da precisao desejada nos calcut@sicos, a equacao de movimento
de Navier-Stokes com condicdes de contorno de deslizanj@pode ser utilizada quando
0>1eo>1.

(iv) De acordo com (6.22), quandb — 0 e § — 0, a amplitudell,, na placa oscilatoria &
igual al/(2/7) e, de acordo com os dados apresentados na Tabela 6.1 issofiseao
numericamente, ou seja, a medida g tendem a zerd],, tende ao valot /(2/7).

(v) Uma comparacao com os resultados obtidos no reginagiesfirio mostra que quandce
grande & < 6 os resultados obtidos para o problema de Couette estaci@@® validos
para descrever o comportamento do gas no problema de €amsatilatorio. 1sso equi-
vale a dizer que os resultados para o0 caso estacionarivasidos quando a distanciel
de separacao entre as placas & muito menor que o compilesia onda, i.eL’ < \,.

Il. Placa estacioraria

(i) Para¢ fixo (pressao e distancia de separacao entre as placas, faxamplitudeél,, sempre
aumenta com o0 aumento do parametro de oscilagée atingir um valor constante enquanto
que a fasep, tende a diminuir. Nessa situacao, o aument® @guivale ao aumento do
comprimento da onda e, consequentemente, a diminugsfasd e aumento da amplitude.

(i) Fixandod e variando o parametro de rarefaga@ amplituddl,, tende a diminuir enquanto
que a fasep, tende a aumentar. Este caso corresponde ao afastamem@enmilacas e,
quanto maior a distancia de separacao entre as placasr menumero de colisdes gas-
superficie tal que a taxa de transferéncia de momenta@mes portanto, a amplitudé,, &
menor.
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(i) Novamente, pard = 50 e = 50 (regime de oscilagao lenta e rarefagcao baixa) os valdae

amplitudell,, e fasep, tendem aos valores encontrados via expressao (6.14) qesponde
a solucao analitica da equacao de movimento de N&taes com condi¢cao de contorno de
deslizamento do gas na superficie soélida.

As Figuras 6.6 e 6.7 apresentam as amplitudes e fases dadeelea(x) e da tensao de

cisalhamentdI(z) versus coordenada adimensional. para parametro de rarefacée- 0, 1; 1
e 10, e mesmos valores para parametro de oscitagaessas figuras € possivel observar que:

(i) Para valores pequenos decorrespondendo ao regime de rarefacao alta, a varipgalita-

(ii)

tiva dessas quantidades é#ré pequena. Porém, com o aumentddeu seja, a medida que
a rarefacao do gas diminui, a variacao qualitativalées aumentar coith

Parad = 10 observa-se que as amplitudes e I1,, tendem a decair muito rapidamente nas
proximidades da placa oscilatéria a medida gueminui. ISso ocorre porque a diminuicao
de 6 & equivalente ao afastamento entre as placas e, como c@nsé a influéncia das
ondas refletidas pela placa estacionaria tende a dimgnoiedida qué diminui de modo
que o decaimento da amplitude se deve somente aos efeitosess do mesmo modo que
no problema de Stokes.

(iif) O comportamento qualitativo das fasese . Nndo muda. Parafixo as fases sempre aumen-

(iv)

tam a medida qué diminui. Isso ocorre pois o0 periodo da oscilagao dimgwmn o aumento
da frequéncia e, consequentemente, a fracao do ciclpletonque passa por um determi-
nado ponto & maior nas situacdes de menor periodo, austgse aumenta com o0 aumento
da frequéncia de oscilacao. Por outro lado, quahelfixo, as fases sdo maiores paraaior,

ou seja, nos regimes de menor rarefacao do gas. Issequusrquanto menos rarefeito for o
gas, maior os efeitos de viscosidade que tendem a atenundasgepconsequentemente, com
a diminuicado da amplitude da onda o periodo & menor esanfesor.

Parad fixo, a fasep, da tensao de cisalhamento sempre esta atrasada eavoraltases, da
velocidade do gas e esta defasagem tende a diminuir comensme). Quando ambos 0s
parametros sao grandes e> 0, a diferenca de fase®©/4, como previsto pelas expressao
analitica (4.24).
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Figura 6.6: Perfil da amplitude e fase da velocida@e .
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(c) Parametro de rarefacdc= 10.

Figura 6.7: Perfil da amplitude e fase da tenséo de cisalmariiéz).

A Figura 6.8 mostra o perfil da amplitude da velocidade) obtido via solugao numérica
da equacao cinética e via expressao (6.12), a qual tadabia equacao de Navier-Stokes com
condicao de contorno de deslizamento do gas na suigesfiida.
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[S]

Navier-Stokes

Eq. cinética

@d=10e0 =10

1 T T T T

R Navier-Stokes

038 ) Eq. cinética

(b) 6 = 40 €6 = 40

Figura 6.8: Amplitude da velocidade: comparacao ensaltados obtidos via equacao cinética e
via equacao de Navier-Stokes com condicao de contagraedlizamento.

Como pode ser visualizado na Figura (6.8), para 10 e ¢ = 10 existe uma pequena
diferenca entre as solugdes na regiao proxima a maci#éatoria mas essa diferenca tende a dimi-
nuir com o aumento dos parametrosd. Porém, a solucao analitica (6.12) pode ser utilizada p
0 > 10 e# > 10. Por outro lado, de acordo com a Figura (6.2), a solucabt@aa6.9) so pode
ser utilizada para — oo ef — oc.
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Capitulo 7

Propaga@o do som em gases rarefeitos

Como mencionado no Capitulo 1, o problema de propagag@&mih em gases rarefeitos
€ um problema classico da DGR e, da mesma forma que os prablgatados nos capitulos
anteriores, nao pode ser tratado com base nas equacdéscdaica dos Meios Continuos nas
situacdes em que a frequéncia do som &€ da mesma orderartdega da frequéncia das colisdes
moleculares. Além disso, a maioria dos resultados eratosgrna literatura nao estao de acordo
com dados experimentais no intervalo de altas frequédoa®m, ou seja, nas situacdes em que
a frequéncia do som & muito maior que a frequéncia dastasdimoleculares.

No presente trabalho o problema é resolvido para freqa&uwcsom arbitraria e, como sera
mostrado posteriormente, os resultados obtidos estaatiema concordancia com resultados ex-
perimentais mostrando que a metodologia desenvolvidad@&zade simular a propagacao do som
de forma correta em qualquer regime de oscilacao.

E importante notar que, similarmente ao problema de Stol@gropagacio do som no
espaco semi-infinito o nimero de Knudsen € igual a zegoigga situacao corresponde a um caso
especial do problema de gas confinado entre fonte e receptaiue a distancia de separagao
fonte-receptol, — oc.

Nas proximas secdes, 0 esquema do problema, metodolegisitados e respectiva dis-
cussao sao apresentados.

7.1 Formulacao do problema e objetivo

Considera-se um gas monoatdmico no espaco semi-infihits 0. Uma placa plana e
infinita, localizada em’ = 0 e cujo plano &'’, oscila harmonicamente na direcao normal ao seu
proprio plano (direcaa’) com frequéncia.. Um esquema do problema & mostrado na Figura 7.1.

A velocidade de oscilacao da placa depende do tefrgpé dada pela seguinte expressao:

Un(t') = R[Up exp (—icot)], (7.1)
ondel,,, denota a amplitude da velocidade da placa. Assume-se quditLetal,, € muito menor
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Gas monoakmico

Placa infinita oscilabria
(Uyp = Uy, coswt’)

Figura 7.1: Esquema do problema para propagacao do som

que a velocidade mais provavel das particulas de gagjaussseguinte condi¢ao é satisfeita:

2kBT0) 1/2

m

U, < U, VU = ( (7.2)

ondem denota a massa atomida, € a temperatura do gas no estado de equilibriceea constante

de Boltzmann. Como a velocidade mais provawmglpossui a mesma ordem de grandeza da
velocidade do som, a condi¢ao (7.2) significa que a vedmEdie oscilacao da placa & subsonica.
Vale a pena ressaltar que nesse problema a temperatura dargacom a distanciae na parede
ocorre o fendbmeno de salto de temperatura descrito notla@. Assim, nesse problema a
temperatura da parede é constante e igdglraas a temperatura do gas na parede oscila ao redor
deTy.

Devido ao movimento oscilatorio da placa, o gas sofre ssices efeitos de compressao e
expansao, ou seja, 0 movimento da placa gera uma onda deuss®e gropaga no gas e perturba o
estado de equilibrio do mesmo. Consequentemente, ha xordifugas na direcad caracterizado
por uma velocidade hidrodinamida,(¢',z") e desvios de densidade e temperatura denotados,
respectivamente, pdxn (¢, z') e AT (t', ). Experimentalmente a quantidade medida é a diferenca
de pressao na direcao de propagacao da onda, ou seferenca entre a componente do
tensor pressao, que no presente trabalho & denotadd,. [Jor, '), e a pressaé;, de equilibrio.
Assim, de acordo com (2.36), a quantidade medida & a comfmne do deviante do tensor
pressao. Portanto, essa quantidade deve ser determiagdgye assim uma comparacao com
dados experimentais obtidos na literatura possa seradaliz

Assume-se que a oscilacao da placa é totalmente estalzetal que todas as quantidades
macroscopicas citadas anteriormente possuem uma dap@adiarmonica no tempbe, conse-
guentemente, podem ser escritas na seguinte forma:

U.(t',2") = R[U,(2") exp (—iwt")], (7.3)

An(t',z") = R[AR(2") exp (—iwt')], (7.4)
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AT, 2") = RIAT (2) exp (—iwt)], (7.5)

P (t',2") — Py = R[ Py (2') exp (—iwt')], (7.6)

ondeU, ('), An(z'), AT(z') e P,,(2') s&o quantidades complexas.
Todas as quantidades dadas em (7.3)-(7.6) sao adimelizaoias da seguinte forma:

o ﬁx(x)
B Um 7 Q(x) no Um7

() _ An(z) vy,

B AT(x) U B Py U
T(z) = T, U () = b T,

(7.7)

Alem disso, o tempo e a coordenada adimensionais dadas em (4.5) também sao introdu-
zidos, ou seja,
t=wt', c=2y. (7.8)
Um
Todas as quantidades dadas em (7.7) sao complexas e tpopatiem ser representadas da
seguinte forma:

u(r) = Au(z) exp [igu(2)], (7.9)
o(x) = An(x) exp [iga(z)], (7.10)
7(x) = Ar(x) exp [ipr(2)], (7.11)
(z) = Ap(z) exp [ige(z)], (7.12)

ondeA;(x) ep;(z) (j = u,n, T, P) denotam, respectivamente, amplitudes e fases.
A atenuacao e a velocidade de fase de cada quantidademgdarg sao definidas, respec-
tivamente, como:

aj:

A, [o
) ]

-1
o P ] , j=u,n,T,P. (7.13)

Note que para obter a atenuacao e velocidade de fase danaiss denotadas paf, e v, &
necessario multiplicar; porw/v,, €%, poruv,,.

O parametro de oscilacdt definido em (2.8), &€ o principal parametro do problema cuj
objetivo & determinar todas as caracteristicas maopisas dadas em (7.7) patarbitrario.

Alem disso, a influéncia da interacao gas-superfieiesolucao do problema é investigada.
Para isso o0 nlcleo de espalhamento proposto por Cercighampis, dado em (2.81), € utilizado
ja que este permite a escolha de qualquer tipo de intergassuperficie via escolha apropriada
dos coeficientes de acomodacao de momentum tangenciefgiaen
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7.2 Regime de oscilego lenta

Quandd® — oo, que corresponde a situacao em que a frequéncia do swnt@menor que
a frequéncia das colisdes moleculares, a teoria cislgpropagacao do som em gases, apresen-
tada de forma resumida na Secao 2.3 do Capitulo 2, @a/dlissa teoria tem por base as equacdes
da Mecanica dos Meios Continuos e, consequentementmmoctamento do gas pode ser descrito
via equac0Oes de Navier-Stokes que, na auséncia desfextarnas, sao dadas em (2.13)-(2.16).

De acordo com essa teoria, qualquer caracteristica ntdgiosy); do gas & uma quantidade
harmodnica no espaco e no tempo tal que pode ser repreaatadguinte modo:

it ") = Ajexp [i(ka" — wt')], j=n,u,T,P, (7.14)

onde A; denota a amplitude do momenio, e k£ € uma quantidade complexa na qual a parte
real corresponde a velocidade de fase da onda enquanto ppréeamaginaria corresponde ao
coeficiente de atenuacao da onda. Nas notacdes uéifizanl presente trabalhb,é escrito da
seguinte forma:

k=2 (142 - 7.15
% ( i 109)’ . 3m (7.19)

ondec, & a velocidade adiabatica do som num gas monoatdomiceer@d que, de acordo com a
teoria classica, todas as caracteristicas macrosgagas possuem a mesma velocidade de fase
e coeficiente de atenuagao. Portanto, quahde oo, a velocidade de fasé, e atenuagaa’; das
macrocaracteristicas do gas, definidos em (7.13), sdasdzor:

7 uw?

a’; - 1_0POC()’ 19; = Co, Jj=nu,T,P, (716)

ou, na forma adimensional

_Umy_ T 6 Y h
aj =0 =150 & ﬁj—vm— 6 j=mn,u,T,P. (7.17)
Na parede oscilatoria, i.e. em= 0, a velocidade do gas & igual a velocidade da parede e,

portanto,

ondeU,,, denota a amplitude da velocidade da placa oscilatoria.

Portanto, como a amplitude da velocidade) & conhecida, as amplitudes dos desvios de
densidade(x) e temperatura(z) sédo obtidas diretamente via equag¢ao da continuidad8)(2.
equacao da energia (2.16) enquanto que as amplitudesxdadiicalor;(x) e do deviante do ten-
sor pressadl(z) sao obtidas, respectivamente, via leis de Fourier e Nevidessa forma, a teoria
classica de propagacao do som em gases prevé os seguntportamentos para as caracteristicas
macroscopicas de um gas monoatdmico quahde oco:
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(i) Desvio de densidade

o(z) =Texp(il'z), T = 9@, (7.19)
5w
(i) Velocidade (direcaa)
u(z) = exp (il'z); (7.20)
(iif) Desvio de temperatura
2 41 .
T(x) = {f — (1 — §5> 1"} exp (il'z); (7.21)

(iv) Fluxo de calor (direcaa)

i) = 1= (1-55) 5] e [ (0= 3)): (7.22)

(v) Deviante do tensor pressao (componentg

(x) = 5% exp (il'z). (7.23)

7.3 Equag@o cinética

Para valores arbitrarios de parametro de oscildgaproblema deve ser resolvido com base
na equacao nao-estacionaria de Boltzmann (2.40), lgpqua o problema em questao & escrita da
seguinte forma:

% + vx% =Q(ff), (7.24)
ondeQ(ff*) & aintegral das colisdes moleculares.

Todas as caracteristicas macroscopicas do gas, i.eiddden (¢, z'), velocidadd/, (', =’),
temperaturd’(¢', «’), fluxo de calorQ, (¢, z') e deviante do tensor press&p,(t',z') — P,, S0
calculadas via funcao de distribuici@’, 2/, v) via expressdes dadas, respectivamente, em (2.33),
(2.34), (2.35), (2.38) e (2.39).

Devido a condicao (7.2), a equacgao (7.24) pode sealin@da com 0 uso da seguinte

representacao para a funcao de distribuicao:
Uy

ft' 2 ,v)=fo {1 + R[h(x, c)e‘”]%} , (7.25)

ondeh(z, c) &€ chamada de funcao de perturbac@o-ev/v,, & a velocidade molecular adimensi-
onal. A funcaof, é a funcao Maxwelliana de equilibrio, a qual & dada por

m 3/2
fo=no <27T]<75T0> exp (—02), (7.26)
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onden, e T, denotam, respectivamente, a densidade e temperatura co gstado de equilibrio.
Substituindo a representacao (7.25) na equacao (€.@dljzando as quantidades adimensi-
onais dadas em (7.7) e (7.8), a seguinte equacao lindarezadimensional & obtida:

h
Ciht e, (7.27)
ox

ondeLh denota a integral das colisdes linearizada.
Utilizando as expressoes (2.33), (2.34), (2.35), (2.38)39), as caracteristicas macroscopicas
do gas sao escritas em termos da funcao de perturbagao) da seguinte forma:

(i) Desvio de densidade

o(z) = ! h(z,c) exp (—c*) dc; (7.28)

o3/

(i) Velocidade do gas

u(x) = # /cxh(x,c) exp (—c?) dc; (7.29)

(iif) Desvio de temperatura

T(x) = #/ <02 — g) h(z,c) exp (—¢c?) dc; (7.30)
(iv) Fluxo de calor
q(z) = # /cm <02 - g) h(z,c) exp (—c*) dc; (7.31)

(v) Deviante do tensor pressao

1
[(x) = =y c2h(z,c) exp (—c?) de. (7.32)
De acordo com o0s conceitos apresentados no Capitulo 2ugasotla equacao (7.27) deve
satisfazer a seguinte condi¢cao de contorno na placaat®ta:

ht = Ah™ + hy — Ahy, By = 2¢s, (7.33)

ondeh™ e h~ denotam, respectivamente, as funcdes de perturbaggpatticulas refletidas e
incidentes na superficie .4 & o operador de espalhamento. Como um dos objetivos &anali
a influéncia da interacao gas-superficie na solw@g@roblema, o nucleo de espalhamento de
Cercignani e Lampis, cuja expressao & dada em (2.81)ljZ&db. Portanto, o operador de espa-
lhamento & dado por:

~

Ah™ = A, A AN, (7.34)
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- 1
Ah™ = —/ || exp (2 — 2R, (c, — c.)h(c,)dc,, ¢, >0, (7.35)
Cx Jer <0
A;h™ = / exp (¢5 — ¢;)R;(¢; — ¢;)h(c)) dd, j=v, 2 (7.36)
. 2 1 — " /2
Ry(c, — ) = ¢ exp {—cm—i_( c )cm}
T, ay,

27 — /
x / exp (2—”Wcos¢> do, (7.37)
0 (8%

n

(7.38)

1 le; = (1= )2 |

ro2— a2 {‘ a2 - ) } R
Quandd® — 0, ou seja, quando ha poucas colisdes intermolecularesitlorda oscilacao,

o problema pode ser resolvido de forma analitica ja quenod@ssociado as colisdes moleculares

que aparece no lado direito da equacgao (7.27) pode seredasip. A solugao analitica obtida no

limite & — 0 & apresentada na proxima secao. Para valores aidstdle parametré, a equacao

(7.27) deve ser resolvida numericamente com o uso de um magebpriado para a integral de

colisdbesLh. No limite # — oo, a solugao numerica tende a solu¢cao encontrada,da seterior,

ou seja, a solu¢ao numeérica tende a solucao prewistagoria classica de propagagcao do som em

gases (distante da placa oscilatoria).

Rj(c} — ¢;) =

7.4 Regime de oscilao rapida

Quandofd — 0, ou seja, quando ha poucas colisdes moleculares ocorungnte um
ciclo da oscilacao, o termo associado as colisdes mlaegs que aparece na equacao (7.24) pode
ser desprezado. Consequentemente, a solucao do prodss@regime de oscilacao se reduz a
solucao de uma simples equacao diferencial dada por:

—ih + cx% = 0. (7.39)

or

Devido a complexidade do nucleo de espalhamento de @entig.ampis, o qual permite
uma escolha arbitraria do tipo de interacao gas-sigieriencontrar uma solucao analitica para a
equacao (7.39) so € possivel no caso de espalhamdnso diDevido a isso, na presente secao
somente o caso de espalhamento difuso & considerado. déessea solucao da equacao (7.39)
deve satisfazer a seguinte condicao de contorno, obtdata da condicao dada em (7.34) com

o, = ap = 1.
h=2c,++v7 em 2=0 e ¢, >0. (7.40)

A solucao da equacao (7.39) que satisfaz a condic@ou®rno (7.40) é a seguinte:

(2¢, + /) exp (ii), ¢ >0,

xT

(7.41)

h(z,c,) =
0, cp < 0.
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Substituindo a solucao (7.41) em (7.28)-(7.32), as segsiexpressdes para as caracteristicas
macroscopicas do gas no regime de oscilacao rapidaespalhamento difuso na placa oscilatéria
sao obtidas:

o) = %11(—1'9;) + Io(—iz), (7.42)
u(z) = %12(—1':6) + I(—ix), (7.43)
(z) = %Ig(—ix) + glg(—ix) - %h(—m) - %10(—2'9;), (7.44)
o(z) = %14(—2'9;) b Iy(—iz) — %12(—2'9;) - gfl(—m), (7.45)
M(z) = %13(—1;@) + I(—ix), (7.46)

onde as func¢des, (=) sao definidas em (4.43).

Utilizando as representacdes em série de poténciassdam Apéndice A para as integrais
I,,(z), dois casos limites podem ser considerados para os monuattos em (7.42)-(7.46). Esses
casos limites correspondem as situacdes enm:quel e . — oo.

Quandar — 0, utilizando a representacao (A.4), as atenuacOeses thss momentos dados
em (7.42)-(7.46) sao dadas por:

73/ 1 vT\°
an = m, Ay = — (ﬁ + 7) ) ar = —3\/E7 ap =0, (7.47)
Op =10y =970 =Vp = 0. (7.48)

Quandox — oo, usando (A.8), o comportamento assintotico das aterasae fases dos
momentos sao dados por:

1  (dz)'3
YT T

Na Ref. [79] o problema de propagacao do som nesse regimsailacao & considerado.
Porém, como o objetivo em tal referéncia era averiguarflaéncia do receptor na solucao do
problema, somente a componente normal do tensor presisdlotifita ja que somente o deviante
dessa quantidade, que corresponde a uma diferenca dagréssedido experimentalmente. A
expressao (7.46) e os valores da amplitugde fase’p nos limitesrt — 0 ex — oo sao idénticos
aos obtidos na Ref. [79] na situacdo em que o receptor desanchuito grande.

j=n,u,T, P. (7.49)

7.5 Regime de transigao

Para valores arbitrarios de parametro de oscil@¢cacequacao (7.27) & resolvida numerica-
mente com o uso do modelo de Shakhov, cuja expressao paegeairdas colisdes moleculares
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é dada em (2.57). Utilizando a representacao dada er) (@a2a linearizar a integral de colisdes
de Shakhov, a equacao (7.27) & escrita da seguinte forma:

oh 3 4 5
(0 —1i)h + Cogy = 0 |:Q +2c,u+ T (02 — 5) + 54 (02 — 5)] , (7.50)

onde os momentagx), u(x), 7(x) e ¢(r) sdo dados em (7.28)-(7.31).
Para eliminar as variaveig e c. (componenteg e z da velocidade molecula) duas novas
fungdes sao introduzidas:

O(z,c,) = %/h(m,c) exp (—c; — ¢2) de,de., (7.51)
_ l 2 2 22
U(zr,c,) = - (¢, +c; — 1)h(z,c)exp (—c, — c;) de,de.. (7.52)
Assim, apos multiplicar a equacgao (7.50) pep (— c — ¢?) /= e integra-la nas variaveis
e c, no intervalo(—oo, 00), a seguinte equacgao € obtida para a fung@g ¢, ):
. 0> , 1 4 , 3
0 —i)P+ Corgy = 0 [g +2c,u+ T (cx 5) + R (cx 5)] ) (7.53)
Similarmente, apos multiplicar a equagao (7.50) @gr+ c2 — 1) exp (—c; — ¢2)/7 e integra-la
nas variaveis, e c, no intervalo(—oo, o), a seguinte equacgao é obtida para a fungéa c,):
: ov 4
(0 — i)V + cy— e =0 {7‘ + chx] . (7.54)

Os momentos dados em (7.28)-(7.32) sao reescritos emgefasmovas funcodsz, ¢, ) e
U (z, c,) da seguinte forma:

o) = = [ ot ce (e, (7.55)
u(z) = % / B, ) exp (—c2) des, (7.56)
(z) = % / K(f _ 1) Bz, ) + \If(x,cx)} exp (—c2) de, (7.57)
o(z) f / Kc _ —) Bz, ) +\Il(x,cm)} exp (—c2) des, (7.58)
fie) = — / CD(, ) exp (—c2) des. (7.59)

De acordo com a condi¢cao de contorno (7.33), as solugassequacdes (7.53) e (7.54)
devem satisfazer as seguintes condicdes de contornaca @cilatoria:

= A, + 2, + Aycy, em =0 e ¢ >0; (7.60)
Ut = (1—)?4,9, em =0 e ¢ <0, (7.61)

onde o operador de espalhamenté definido em (7.35).
As equacdes (7.53) e (7.54) com condicdes de contorB0) € (7.61) sao resolvidas nume-
ricamente via método de velocidades discretas, descsibgair.
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7.5.1 Metodo de velocidades discretas

As equacdes (7.53) e (7.54) sao acopladas via momento® ¢(z) e, consequentemente,
devem ser resolvidas simultaneamente. A solucao degeasg@es € feita via método de velocida-
des discretas. Primeiramente, as distribuicdes de pomtespaco de velocidadee no espaco da
coordenada sao escolhidas e, a seguir, para cada ponto de velocidadgagdes sao resolvida-
das no espaco da coordenadaNa forma discretizada, utilizando o método de difererfgatas
centrais para aproximar as derivadas, as equacoes €/(33H4) sao escritas da seguinte forma:

0 i)q)k,j +2(I)k—1,j fe Dy —Ajk—l,j _ g [Qk T Ot + 260 (g + wpr)
2 4 2 3
+ (7% + Tr—1) (cxj — —) + 1—5(qk + Qi—1)Caj (cxj — 5)} , (7.62)
01 Wi j _Q\I]k—l] .y Wy j _Aj’k—l i _ g {Tk T+ %(Qk + Qk—l)cx]} ,  (7.63)
onde
Dy, ; = (2, Cayj), Uy = W(z, Cay)- (7.64)

A distribuicao de pontos no espaco de velocidade € d@igitiorma irregular, com uma maior
densidade de pontes; (1 < j < N.) para pequenos valores dee uma menor densidade de
pontosc,; para grandes valores dg. Essa escolha é feita devido ao comportamento osciatori
das fungde®(z, ¢,) e ¥(zx, ¢,) na variavek,, o qual & mais acentuado para pequenos valores de
Cy-

A distribuicao de pontos na coordenadé feita de forma regular do seguinte modo:

o =ap+ Az, 1<k<N,  x=0 Azr= “””X; (7.65)

ondeN, & um inteiro er,,,, & 0 Gltimo ponto correspondendo a distanci@a qual a perturbacao
causada pela oscilacao da placa pode ser desprezada.

Os momentos dados em (7.55)-(7.59) sao calculados usarskpaintes formulas de qua-
dratura trapezoidal estendida:

Nc
j=1
Ne
U = Z (ka'ijWj, (767)
j=1
2 o 1
=g > [q)k,j <Cn2cj - 5) + ‘I’k,j} W; (7.68)



3
U = Z {q)’w' (C?cj - 5) + ‘I’k,j} Cei Wi, (7.69)
j=1
Nc
I =Y P et Wy, (7.70)

ondelV; & o peso de integragéo correspondendg a

O processo iterativo para resolver as equacoes (7.6208) @onsiste em realizar, para cada
pontoc,;, 0S seguintes passos:

(i) Valores inicias para os momentog, uy, 7%, g, €1l; sd0 assumidos;
(if) As fungdes®, ; e ¥, ; sdo calculadas via equagdes (7.62) e (7.63);

(i) Novos valores para os momentog, ux, 7%, ¢ € II; sdo calculados através das formulas de
quadratura (7.66)-(7.69);

(iv) Volta-se ao passo (ii), no qual novos valores para agdesd®, ; e ¥, ;, sao calculados
utilizando os momentos;, ux, 7, qx € II; calculados na iteracao anterior. O processo
iterativo é finalizado quando um critério de convergaricgatisfeito.

O critério de convergéncia utilizado & o seguinte:

‘Qlin) . glin—l)‘ < ¢, ‘uin) . ulgn—l)‘ < ¢, ‘Tlgn) . Tlgn—l)‘ < ¢,
<o P g < 28

onden denota a iteracdo atuake— 1 a iteracao anterioe. = 10~'° & o erro maximo aceitavel.
Visando diminuir o nimero de pontos utilizados no espagweadocidade:,, a mesma idéia
utilizada no Capitulo 6 de dividir a funcao de pertudb@gm duas partes é utilizada. Porém, s6
e possivel utilizar essa metolodogia no caso de espatitardduso correspondendoa = 1 e
o, = 1.
Portanto, quanda, = «,, = 1, as fun¢de®(z, c¢,) e ¥(z, ¢,) sdo divididas em duas partes,
i.e

D(x, ¢p) = Po(x, cy) + Oz, ¢y),

U(z,cp) = Vo, cp) + V(z, ¢p), (7.72)
onde as funcde$,(z, c,) e Vo(z, c,) satisfazem as seguintes equacgdes diferenciais:
: 0%
0—1i)P —— =0, 7.73
( Z) 0 +c aJ} 0 ( )
: oV
0 —i)Vo+co—— =0, 7.74
( ’L) ot+¢ o7 ( )

com condi¢des de contorno

dy=2c,+1y, em z=0 e ¢, >0, (7.75)
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Up=0 em z=0 e ¢, >0. (7.76)

A constante,, = /m € obtida via condi¢ao de contorno (7.60).
As solucdes das equacdes (7.73) e (7.74) que satisfagaondicdes de contorno (7.75) e

(7.76) sao as seguintes:

x
2¢, + 1) ex —9—@’—}, ¢y >0
Bo(z, cy) = ( o) exp { =iz (7.77)
0, cp <0,
Uy(z,c,) =0, e S 0. (7.78)

A substituicao das representacdes dadas em (7.72pnas@es (7.53) e (7.54), juntamente
com a utilizacao de (7.73) e (7.74), fornece as seguirdqeagdes para as fungbé&éx,cx) e

U(z,c,):

~ 0P 1 4 3
0 —i)P+ Cog = 0 [g + 2c,u+T <ci — 5) + 154G <ci — 5)] : (7.79)
A 4
(0 —i)¥ + Cog = 0 |j' + chx] . (7.80)

As condi¢cOes de contorno necessarias para resolveras@eg (7.79) e (7.80) sao obtidas
via substituicao das representacdes dadas em (7ufamente com o uso de (7.75) e (7.76),
em (7.60) e (7.61). Dessa forma, as funcdés, ¢,) e ¥(z, ¢,) devem satisfazer as seguintes
condi¢Bes de contorno na parede oscilatoria:

d(z,c,) = —2/ c:®(0,c,)exp (—c2)de, em z=0 e ¢, >0, (7.81)
c <0
U(z,c,) =0 em z=0 e ¢ >0. (7.82)

Os momentos que aparecem nas equacoes (7.79) e (7.88),exyjressoes sao dadas em
(7.55)-(7.59), também sao divididos em duas partes, jai se

o(z) oo() o(x)

u(x) uo(x) u(z)

T(z) | = | 0(z) | + | 7(x) ]|, (7.83)
(@] |a@]| |
(z)|  |MHo(z)] |[H(z)

onde
oo(z) = %11[(9 i)l + (0 — i), (7.84)
o) = %mw i)l + L]0 — i)a), (7.85)
4 ) 2 ) 2 . 1 )
To(x) = ﬁ]g[(@ —i)z] + g[g[(@ —i)z] — ﬁh[(ﬁ —i)z] — gfo[(ﬁ —1)z], (7.86)
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2 _ : 3 _ 3 :
qo(x) = ﬁh[(@ —1)x] + I3[0 — i)x] — ﬁlg[(G —i)z] — 5]1[(9 — 1)z, (7.87)
o(z) = %]3[(9 —i)x] + L[(0 — i)x]. (7.88)

As fungdesl, (=), definidas em (4.43), sdo calculadas através do uso desepiacao em série
de poténcias dada no Apéndice A. As quantidagles 7, ¢ e II sdo definidas em (7.55)-(7.59)
trocando, respectivamente e U por ® e .

As equac0es (7.79) e (7.80) sao discretizadas e ressld@mesma maneira que as equagoes
(7.62) e (7.63). As mesmas formulas de quadratura dadag @®){(7.70) sao utilizadas para
calcular o momentog, @, 7, g e1l.

7.5.2 Resultados nuraricos e discusgdo

Primeiramente, com o objetivo de averiguar a confiabiliddolesquema numérico desen-
volvido no presente trabalho, uma comparacao com ostaesis apresentados por Garcia e Si-
ewert [80] é realizada. As Tabelas 7.1 e 7.2 apresentam htadepe a fase da compontente
do deviante do tensor pressagz), obtidos no presente trabalho e na Ref. [80] para o caso de
espalhamento difuso na superficie e modelo de Shakhowepegaacao de Boltzmann. Note que,
nas notacodes utilizadas no presente trabalho, a diatdada na Ref. [80] correspondéa Além
disso, Garcia e Siewert [80] apresentam os resultados egadiuda razao entre as frequéncias das
colisdbes moleculares e do som, ou seja, 0 parametro intida em [80] & inversamente proporci-
onal ao parametro de oscilag&o

Tabela 7.1: Amplituded» dell(z) versus distancia
Ap

6 =0,1923 6=1 6 =2

Presente Presente Presente
fx | Ref.[80] trabalho | Ref.[80] trabalho | Ref.[80] trabalho
0 1,005 1,005 0,960 0,960 0,908 0,908
0,2, 0,870 0,870 0,938 0,938 0,898 0,898
0,4 0,688 0,688 0,908 0,908 0,885 0,885
1 0,303 0,303 0,797 0,797 0,841 0,840
2 |0,708(-1) 0,708(-1) 0,612 0,612 0,757 0,756
5 |0,622(-3) 0,621(-3) 0,248 0,248 0,530 0,529

De acordo com os dados apresentados nas Tabelas 7.1 e &2¢leénte concordancia entre
os resultados obtidos no presente trabalho via métodoldeidades discretas com os obtidos por
Garcia e Siewert [80] via método das ordenadas discresas. rhostra que o esquema numerico
desenvolvido fornece resultados confiaveis com um esfmsgputacional viavel.
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Tabela 7.2: Fase, dell(x) versus distancia

©r
0 =0,1923 =1 0=2

Presente Presente Presente
fx | Ref.[80] trabalho | Ref.[80] trabalho | Ref.[80] trabalho
0 |-2,061(-2) -2,061(-2) -7,660(-2) -7,661(-2) -8,594(-1) -8,601(-1
0,2| 9,445(-1) 9,446(-1) 1,301(-1) 1,303(-1) 2,367(-1) 2,383(-1)
0,4 1,787 1,787 | 3,330(-1) 3,332(-1) 1,326(-1) 1,330(-1)
1 3,933 3,933 | 9,172(-1) 9,175(-1)| 4,540(-1) 4,544(-1)
2 6,887 6,886 1,833 1,833 | 9,730(-1) 9,733(-1)
5 13,56 13,56 4,399 4,399 2,460 2,460

Para analisar a influéncia da interacao gas-superfi@isolucao do problema, os seguintes
valores de coeficientes de acomodacao foram utilizagaodficiente de acomodacao de momen-

tum tangenciat, = 0,25; 0,5; 1 e 2; (ii) coeficiente de acomodacao de eneigia- 0,25; 0,5 e

1. As Tabelas 7.3-7.5 apresentam as amplitudes e fases @midedto tensor pressao na direcao
de propagacao da ondd(x), na placa oscilatoria, i.ec = 0, para esses valores de coeficientes
de acomodacao e para parametro de oscildgad), 1; 1 e 10, respectivamente. Somente os va-
lores emz = 0 sdo apresentados pois a influencia da interacao géstsiie sempre € maior na

interface gas-sélido.

Tabela 7.3: Influéncia dos coeficientes de acomodacaudgde= 0, 1.

Ap 4
a, |a=025 05 1 2 0,25 0,5 1 2
0,25| 1,0943 1,0943 1,0943 1,0943,01426 0,01426 0,01426 0,014
0,5 1,0637 1,0637 11,0637 1,06370,01306 0,01306 0,01306 0,013
1 1,0066 1,0066 1,0066 1,00660,01085 0,01085 0,01085 0,010

Tabela 7.4: Influéncia dos coeficientes de acomodacaudgpda— 1.

Ap ~Pp
a, |a=025 05 1 2 0,25 0,5 1 2
0,25| 1,0266  1,0277 1,0286 1,02490,09875 0,1001 0,1011 0,09699
0,5 1,0034 1,0044 1,0052 1,0019,09067 0,09185 0,09281 0,089
1 0,9587 0,9595 0,9600 0,957%,07482 0,07580 0,07661 0,07349
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Tabela 7.5: Influéncia dos coeficientes de acomodacauwdgéa—= 10.

Ap 4
a, oy = 0,25 0,5 1 2 0,25 0,5 1 2
0,25| 0,8826 0,8736 0,8672 0,89710,03074 0,03416 0,03566 0,02222
0,5 0,8727 0,8648 0,8593 0,88560,02649 0,02869 0,02959 0,02029
1 0,8556 0,8496 0,8455 0,8658,01558 0,01633 0,01647 0,01256

Com base nos resultados apresentados nas Tabelas 7.3@&r%aebe que a amplitude e a
fase dell(z) emz = 0 sdo quantidades pouco influenciadas pelo coeficiente dacatagao
de momentum tangencial, quandod = 1 e 10, correspondendo aos regimes de transicao e
oscilagao lenta. No regime de oscilagcao rapitla= 0, 1) nao ha dependéncia da amplitude e
fase no coeficiente de acomodacao de momentum tangenci@br outro lado, a amplitudé
e a fasep, dependem do coeficiente de acomodacao de enejgmnos trés casos considerados,
l.e. 0 = 0,1; 1 e 10. Apesar da influéncia deg ser maior que a influéncia de, a variacao da
amplitude e fase em relacao ao coeficiemteainda & pequena, ou seja, a influéncia da interacao
gas-superficie na solucao do problema €& despreziPer esse motivo, somente os resultados
obtidos para espalhamento difuso sao apresentadosipostente.

As Figuras 7.2-7.5 mostram os perfis da atenuacao e dadadtecde fase versus distancia
de todas as quantidades de interesse, ou seja, desvio deadienss), velocidade hidrodinamica
u(x), desvio de temperaturgz) e deviante do tensor pressH@r) para os seguintes valores de
parametro de oscilagcaé:= 0, 1; 1; 10 e 20. O perfil do fluxo de calgfz) ndo & apresentado pois
este esta diretamente associado ao desvio de temperatiinda lei de Fourier. Nessas figuras os
valores de atenuacao e velocidade de fase dados em @sIj)ais foram obtidos analiticamente
no regime de oscilagao lenta ou hidrodinamico, tambamisdicados para compara¢cao com 0s
resultados numéricos.

Figura 7.2: Atenuacao e velocidade de fase do desvio dedieteo(z).
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Figura 7.4: Atenuacao e velocidade de fase do desvio dedierturar ().

Das Figuras 7.2-7.5 observar-se que:

Parad = 10 e 20 as atenuac0Oes e as fases de todas as quantidades a@sdetores dados
em (7.17), ou seja, as atenuagdes tenddnya/5/(100) enquanto que as fases tendem ao

valor /5/6.

Os valores dados em (7.17) foram obtidos via teoria classécpropagacao do som em ga-
ses, a qual prevé que as atenuacdes e fases de todascéerisiieas macroscopicas do gas
sao iguais e constantes, ou seja, independentes da cadedenlsso & valido quando a
frequéncia do som & muita pequena comparada com a freiquéss colisdes moleculares,
ou seja, quandé é grande. Porém, de acordo com os perfis das atenuacéssse mesmo
para grandes valores dea previsao da teoria classica so é valida distante deapbsci-
latoria, ou seja, a teoria classica de propagacao doesomases nao descreve corretamente
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Figura 7.5: Atenuacao e velocidade de fase para o dewiartiensor pressaa(x).

o comportamento do gas nas proximidades da placa os@at@smo nas situacdes em que
a frequéncia do som & muito menor que a frequéncia dasbeslimoleculares. Essa falha
da teoria classica em prever o comportamento do gas nasmdades da placa esta asso-
ciada ao fato de que a hipotese de solu¢cao harmonicapag@so € valida quando existe
invariancia translacional, ou seja, quando o vetor de amdigpende da posicao espacial. Na
regiao probxima da fonte o vetor de onda depende da pwsigdu seja, existe anisotropia e,
portanto, a onda nao pode ser assumida como uma onda heaméassa regiao. Assim, afim
de utilizar as equacOes de Navier-Stokes para descrguepagacao do som nas situagcoes
em qued & grande e em todo o intervalo deé necessario abandonar a hipotese de onda
harmonica e resolver as equacdes de Navier-Stokes rmamante. Além disso, condi¢coes
de contorno apropriadas devem ser utilizadas ja que arfend de salto de temperatura que
ocorre nas proximidades da parede nao pode ser desprezado.

(i) Parad = 0,1 e 1, valores que correspondem aos regimes de oscilag@ia @ transicao, as
atenuacdes e fases nao tendem a valores constantesdameer aumenta. Quandd — 0
ex — oo, 0 comportamento assintotico das atenuacgdes e fasadoepdr (7.49), ou seja,
longe da placa oscilatoria as atenuactes e fases namaatantes mas variam carh(®.

(i) A atenuacaaur do desvio de temperatura € negativa nas proximidades da. pso ocorre
devido ao fendbmeno de salto de temperatura, ou seja, erabengperatura da placa seja fixa
e igual al}, a temperatura do gas oscila ao redor desse valor.

Na Figura 7.6 uma comparacao dos resultados obtidos semestrabalho com dados expe-
rimentais obtidos por Schotter [78] e resultados tebradmiglos por Marques Jr. [77] & mostrada.
Schotter [78] investigou a propagacao do som em gaseesawonsiderando um amplo
intervalo de frequéncia do som. As medidas realizadaslpdoeam obtidas variando a distancia
entre fonte e receptor e os dados apresentados na Ref. fa&j) fabtidos com o receptor nas

posi¢dest = 10/y/m ex = 20/ /7.
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Marques Jr. [77] investigou a propagac¢ao do som em gasedease no método dos mo-
mentos de Grad e na hipotese de solugcao harmonica ngoespa

X X BXX O WX BX

0,1 F | | """""""""" e
f  ®  Presente trabalho ; ]
x Schotter
L. —— Marques Jr.
0’01 el sl MR T PRI T
0,01 0,1 1 10 100

< x X 908

0,1 F | | """""""""" E
f e Presente trabalho ]
x Schotter
L. —— Marques Jr.
0’01 etteaaaaal PR | PR T PP T
0,01 0,1 1 10 100
0
(b) = 20/ /7

Figura 7.6: Comparacao dos resultados obtidos no pesefitalho com resultados encontrados
na literatura.

De acordo a Figura 7.6, os resultados obtidos no presertallicaestao em 6tima con-
cordancia com os resultados experimentais de Schottgefii@odo o intervalo de parametro de
oscilacad e nas duas situacdes em que as medidas experimentais atéeS5EM8] foram reali-
zadas, i.ex = 10/\/m ex = 20/+/m. Por outro lado, a comparacéo com os resultados obtidos
por Marques Jr. [77] mostra uma discrepancia quahdo 1 na situacdo em que = 10//7
e < 0,2 na situacdo em que = 20//w. Além disso, os resultados de Marques Jr. [77]
estao em melhor concordancia com os dados experimerta&slbtter [78] na situacdao em que
x = 20/4/m, ou seja, ha uma melhor concordancia quando o receptness distante da fonte
sonora. Como mencionado anteriormente, a solu¢ao de lmardsdnica no espaco é valida so-
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mente nas situacdes em que a frequéncia do som & muitorrmgaa a frequéncia das colisdes
moleculares, ou seja, quand@ grande. Alem disso, mesmo p@rgrande a solu¢ao harmoénica
sb é valida na regiao distante da fonte sonora ondeeek@mnogeneidade espacial, ou seja, in-
variancia translacional. Portanto, isso explica o perda$ resultados apresentados em [77] s6
estarem em boa concordancia com os resultados apresentagmesente trabalho e com os dados
experimentais de Schotter [78] distante da fonte sonors siheacos de alta frequéncia do som.
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Capitulo 8

Propagago do som num @s confinado
entre fonte e receptor

No presente capitulo o problema de propagacao do samatrao Capitulo 7, & generalizado
de tal modo a considerar a influéncia do receptor de ondasa®ona solucao do problema.

8.1 Esquema do problema e objetivo

Considera-se um gas monoatdmico confinado entre duaaspbdenas, paralelas e infinitas
com seus planos emiz’. Uma das placas esta localizada ¢m= 0 e oscila na dire¢ao normal
ao seu proprio plano, i.e. direcag com frequéncia de oscilacao A outra placa esta fixa em
2’ = L'. Um esquema do problema & mostrado na Figura 8.1

Placa estacioaria

Gas monoaimico

fL'/

L/

Placa infinita oscilabria
(Uy = Uy, coswt’)

Figura 8.1: Esquema do problema: propagacao do som namogdinado entre fonte e receptor.
A velocidade da placa oscilatoria pode ser escrita da segfarma:
Up = R[U,, exp (—iwt')], (8.1)
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ondeR denota a parte real de uma quantidade compléxae a amplitude da velocidade da placa
oscilatoria, a qual &€ assumida como sendo muito pequenparada a velocidade mais provavel
v,,, dos atomos de gas, i.e.

2T\ V2
”) : (8.2)

Um < Um,y Um = (
m

ondem denota a massa atbmicg, & a temperatura de equilibrio do gag.e€é a constante de
Boltzmann.

A placa oscilatbria € a fonte de ondas sonoras enquanta gleea estacionaria atua como
um receptor de ondas. A propagacao da onda sonora pedwtado de equilibrio do gas con-
finado entre as placas e, consequentemente, todas as itati@ate macroscopicas do gas sao
afetadas. Da mesma forma que no Capitulo 7, ha um fluxosieayéirecaa’ caracterizado pela
velocidade hidrodinamic& (¢, 2'), desvios de densidad&n(t’,z’') e temperatura\T'(t', '),
componenterx do tensor pressag,,(t',z’). Note que, do mesmo modo que no Capitulo 7, a
quantidade de interesse € a diferenca de pressao naalidecpropagacao da onda, ou seja, a
componenterx do deviante do tensor pressao. A oscilacao da placauen&ds como sendo to-
talmente estabelecida tal que a dependéncia temporah&®hia e, consequentemente, todas as
caracteristicas macroscopicas do gas sao escritagsimoormodo que em (7.3)-(7.6).

As quantidades adimensionais dadas em (7.7) e (7.8) tasd@@mtroduzidas e, novamente,
como todas as quantidades dadas em (7.3)-(7.6) sao camplax representacdes (7.9)-(7.12)
também sao utilizadas.

A solucao do problema depende de dois parametros: ongdrd de oscilacas, definido
em (2.8), e o parametro de rarefaga@uja definicao & dada em (2.5) e que para o problema em
questao & escrito como
P

)
[t U

) (8.3)

onde o comprimento caracteristiCbé a distancia de separacao entre a fonte e o receptor.

As caracteristicas macroscopicas do gas, as quaitimeénte determinadas através do
calculo das suas amplitudes e fases, sao determinadasdenotintervalo de parametros de
oscilacaod e rarefacad. De acordo com os resultados obtidos no Capitulo 7, a mfiaéda
interacao gas-superficie na solucao do problemesprézivel. Consequentemente, no problema
em questao, espalhamento difuso das particulas de gambas as placas & assumido.

8.2 Regime de oscilago lenta e rarefa@o baixa

Quando ambos os parametros de oscilagao e rarefagagrafides, i.ef — oo ed — oo,
0 problema pode ser resolvido via equacdes de NaviereStagresentadas no Capitulo 2. Para
0 problema em questao, as equacdes de continuidadg,(2d®ervacao de momento (2.14) e
conservacao de energia (2.16), com o respectivo uso da lEourier (2.19), equacdes de estado
(2.20) e energia (2.21) e também com a introducao dadigaaes adimensionais dadas em (7.7)
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e (7.8) e das representacdes dadas em (7.3)-(7.6) ng@oiiadas considerando somente 0s termos
lineares na amplitude, ou seja, 0s termos proporcionaisdupys de amplitudes sao desprezados.
Assim, as equacao linearizadas sao escritas da sefuiimia:

(i) Equagao da continuidade:

du .
F 10; (8.4)

(i) Equacao de balanco de momento de Navier-Stokes:

2 d*u .~ 1dP

@@+Zu—§a7 (85)
(iif) Equacao de balanco de energia:

5 d*r 2 du

@@‘FZT—g@. (86)

Para satisfazer o sistema de equacdes (8.4)-(8.6), cidatte. () e o desvio de temperatura
7(z) devem satisfazer as seguintes equacdes diferencigigassforam obtidas com a substituicao
da equacgao de continuidade de massa (8.4) nas equagbatadco de momento (8.5) e balanco
de energia (8.6):

5 233\ d*u 51 44\ diu
“*6(“?@)@‘55(1‘55)@—0’ (8.7)
2. 5\du 5 44\ du
(@) + (5” @) & (1 B 55) & (6.8)

A equacao (8.7) € uma equacao diferencial linear detgoadem e sua solucao geral & dada
pela expressao

u(z) = ae™® + be”™T 4 ce™** + de” ", (8.9)

onde as raizes complexas e m, sao dadas por

(8.10)

B+ VB _4A _B- VB _44
my = 24 ; mg = 24 ;

e as quantidades e B sao as seguintes

51 44 5 231
A=-35 (1‘55)’ B:6<1_1_05)‘ (811)

De acordo com a equacao (8.8), o desvio de temperafuice determinado via velocidade
hidrodinamicau(z), ou seja, como a solucadx) é conhecida, a solu¢ao geral para o desvio de
temperatura € dada por:

7(z) = =T (ae™® — be™™%) — Ty(ce™® — de” "), (8.12)
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onde

2. 5 5 40\ ‘

e as quantidades, e m, sao dados em (8.10).
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(b) Parametro de rarefagéo= 200

Figura 8.2: Amplitudes da velocidad€r) e do desvio de temperaturdz) parad = 10:
comparacao das solu¢des obtidas via teoria classipaoppagacao do som em gases e via equacgdes
de Navier-Stokes com condi¢ao de contorno de salto degeayya nas paredes.

As constantes, b, ¢ e d que aparecem em (8.9) e (8.12) sao obtidas através dag@esd

de contorno na fonte e no receptor, i.e. em 0 ex = L. Essas condi¢gdes de contorno sao as
seguintes:

(i) Condi¢Bes de contorno para a velocidade hidrodicardp gas:

u(z) = (8.14)
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(ii) Condicdes de contorno para o desvio de temperatugado

Qd—T em z =0,
@)={ %o (8.15)
T —éd—T em r=1L .
0de|,_, B

As condi¢des de contorno apresentadas em (8.15) s@asbia condicao de contorno de salto de
temperatura dada em (2.23) e o coeficiente o coeficiente de salto de temperatura.

2 f f ] ] 1.4 T T T T
— NS - salto de temperatura o L. — NS-saltode temperaturg i
s L. o Teoriaclassica | o Teoria classica 3
Ay |
R
g
0 n n
0 0.2 0.4
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Tk ‘ R — .
A, ! | | Aq 08
e A & S S
! ! ! 0.6
06 A A A A
| | | | 0.4
04 F---3f Ao R S -
| ) | | »
o2 b AL 02
| | %
0 n n n n 0
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

(b) Parametro de rarefac@c= 200

Figura 8.3: Amplitudes da velocidadgz) e do desvio de temperaturdz) paraf = 20:
comparacao das solucdes obtidas via teoria classipaophagacao do som em gases e via equacoes
de Navier-Stokes com condi¢ao de contorno de salto degeayya nas paredes.

Portanto, utilizando as condi¢des de contorno dadas €im)(8 (8.15) um sistema de quatro
equac0es algébricas € obtido, cuja solucao fornecerstantes, b, c ed. Devido a complexidade
do sistema, este & resolvido numericamente.

Com os perfis de(z) e 7(z) determinados, o desvio de densida(le) & obtido via equacao
da continuidade (8.4) enquanto que a componente normahdortpressabl (=) e o fluxo de calor
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(b) Parametro de rarefac@c= 200

Figura 8.4: Amplitude da velocidadéx) e desvio de temperaturdz) parad = 50: comparacao
das solucdes obtidas via teoria classica de propagédgdom em gases e via equacoes de Navier-
Stokes com condicao de contorno de salto de temperatanpanades.

q(z) sao obtidos, respectivamente, via leis de Newton e Fo@asequais sao escritas da seguinte
forma:

II(z) = %T(x) - % <% + z) g—z (8.16)
q(z) = —;—23—; (8.17)

De acordo com a teoria classica de propaga¢ao do som ag, gasesentada na Secao 2.3
do Capitulo 2, para o problema em questao a velocidadediidimicau(z) & dada pela seguinte
expressao:

_ {exp (—il'z) — exp [il'(x — 2L)]} kv,

u(z) [1— exp (—2i0L)] == (8.18)

onde a quantidade compleka& dada em (2.29).
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Consequentemente, para satisfazer as equacdes deuatendi;y de massa (8.4) e de energia
(8.6), os desvios de densidadle) e de temperatura(z) sdo dados pelas seguintes expressoes:
{exp (—il'z) + exp [i['(x — 2L)|}

[1 —exp (—2i'L)] ’

T(x) = g (1 — %) o(x). (8.20)

Note que as expressoes (8.19) e (8.20) foram obtidas semdeugnhuma condi¢cao de contorno.
Somente a expressao (8.18) foi obtida com o uso das amslde contorno dadas em (8.14).

Nas Figuras 8.2-8.4, a fim de fazer uma comparacao entesakados obtidos via solucao
das equacOes de Navier-Stokes com condicdes de conf®) e (8.15) e expressoes (8.18)-
(8.20) baseadas na teoria classica de propagacao dasgases, os perfis das amplitudes da ve-
locidadeu(z) e do desvio de temperaturér) sdo apresentados, respectivamente, para parametro
de oscilaca@=10, 20 e 50. Em cada figura dois valores de parametro deaca®ido gas sao
consideradosd=100 e 200. De acordo com essas figuras, as solucdes tensermapaoximar a
medida que os parametrés # aumentam mas ainda existe uma diferenca nas proximidades d
placa oscilatoria. Além disso, note que a solu¢ao ptaypela teoria classica de propagacao do
sSom em gases nao prevée o comportamento correto do desteémg@eratura nas proximidades das
placas e isso ocorre devido ao fato de que o fendnemo dedsatemperatura nao & levado em
consideracao pela teoria classica.

o(z) = -T (8.19)

8.3 Equado cinética

Para parametros de rarefag@e oscilacad arbitrarios o problema é resolvido com base
na equacao de Boltzmann nao-estacionaria, a quakarlzada conforme procedimento descrito
na Secao 7.3 do Capitulo 7. Espalhamento difuso em ansbalaeas & assumido e, consequen-
temente, utilizando a condi¢cao de contorno (7.33) eom= «,, = 1, as seguintes condi¢cdes de
contorno sao obtidas para o problema em questao:

(i) Placa oscilatoria (fonte de ondas sonoras), locafizds = 0:

h(0,¢) = 2¢c, + vy, ¢ >0, (8.21)
onde a constante, & dada por:
Vg =T — 2/ c.h(0, ¢) exp (—c?) de. (8.22)
c: <0

(i) Placa estacionaria (receptor de ondas sonoras)jzada enw: = L:
h(L,c) = vy, ¢ <0, (8.23)

onde a constante, é dada por:

v, = / coh(L,c) exp (—c?) de. (8.24)
cz>0
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Portanto, a equacao linearizada (7.27) deve satisfazepadicOes de contorno (8.21) e
(8.23). Quando ambos os parametros de rarefacao egicilendem a zero, o termo associado as
colisdes moleculares (lado direito da equacao (7.2dgser desprezado e, como consequéncia,
a solucao do problema tem por base uma equacao difatedndinaria cuja solucao analitica é
facilmente encontrada. Para outras situacoes, i.ecies cond e 6 arbitrarios, a equacgao (7.27)

é simplificada com o respectivo uso do modelo de Shakhow)2&ra o termo de colisdes e
entao é resolvida numericamente. O processo numénané&smo utilizado no Capitulo 7 com a
diferenca de que agora existe uma condicao de contoinmaal.

8.4 Regime de oscila@o rapida e rarefagao alta

Como mencionado anteriormente, quafdde> 0 e § — 0 as colisdes intermoleculares po-
dem ser desprezadas ja que nessa situacao, durantdoneoiscilacao, as colisbes gas-superficie
ocorrem com muito mais frequéncia que as colisdes intiexrntares. Desse modo, a equacao
integro-diferencial (7.27) se reduz a seguinte equadg@&oencial:

—ih + cx% =0. (8.25)
ox

A solucao da equacao (8.25) que satisfaz as conda®esntorno (8.21) e (8.23) € a seguinte:

(2¢, + 1p) exp (i£>, ¢y > 0;
Cx

h(x,c,) = [ (z — L)] (8.26)
v exp |1 ,  Cp <0,
Cx
onde as constanteg e v, definidas em (8.22) e (8.24), sao dadas por:
T+ 8L(—iL)[y(—iL)  AL(—iL) + 2y/7L(—iL) ©.27)
T AL (D L) P T T AL (iDL (—iL) '

com as fungdegq, (z) definidas em (4.43). Substituindo a solu¢ao (8.26) em3j#(2.32), as
seguintes expressdes para as caracteristicas magicedo gas no regime de oscilacao rapida e
rarefacao baixa sao obtidas:

ofz) = %10 li(x— )] + %11(—1;@) + %10<—m), (8.28)
u(z) = —\V/—%Il iz — L)] + %12(—1'9;) + ”70_11(—@'9;), (8.29)
T(z) = Bf{%[ i(x = L)] = Loli(z — L)]} + 7]3( ix)

—%h( in) + g o=[2h(—ir)] ~ h(~ix)].  (8.30)
o(z) = —% {13[¢(x _ - gll li(z — L)]} + %14(—1’;6)
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—%12(—@':[;) + % Iy(—iz) — gfl(—m) . (8.31)
M(z) = %12 li(x — L)) + %Jg(—m) n %IZ(—M). (8.32)

No limite § < 6, que corresponde a situacao em a distancia de seyaeaire fonte e re-
ceptor € muito pequena, & possivel obter o comportanassiototico das amplitudes e fases dos
momentos dados em (8.28)-(8.32) no receptor, i.er eml.. Dessa forma, usando a representagcao
em série de poténcias dada em (A.4) e ap6s algumas mag@as algébricas, 0s seguintes com-
portamentos assintoticos sao obtidos para as amplisufieses em: = L:

A, — % %—g—%, (8.33)
Ar — |;I\1/§|, or — g + tan ™! <2I7I:L) , (8.34)
A, — % — gl), or — —[;—\;%L, (8.35)
Ap — % op — g + %Lln L. (8.36)

Note que nesse limite, i.6.< 0, a velocidade:(z) dada em (8.28) & zero no receptor.

No limite oposto, i.e.é > 6, utilizando a representagcado em série de poténciag B
(8.27), a solucao (8.26) tende a mesma solucao eradtantro Capitulo 7 para propagacao do som
no espaco semi-infinito. Consequentemente, nesse lisiiteomentos dados em (8.28)-(8.32) em
x = L sao iguais aos encontrados anteriormente em (7.42)}(7R8tanto, quandad > 1, as
amplitudes dos momentos sao dadas pelas seguintes &quess

2/3 1/3
= (2" am(2) s

L L
L\ '? 1
A== D, Ap = =D, (8.37)
2 2
onde

engquanto que as fases sao todas iguais a

3\/§ I 2/3 .
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8.5 Regime de transiao

Para resolver a equacao (7.27) a integral de colisdbabstigiida pelo modelo de Shakhov
(2.57) e as variaveis, e c, sao eliminadas via introduc¢ao das fun¢®¢s, c,) e ¥(z, ¢,) definidas
em (7.51) e (7.52). Portanto, as equacdes a serem res®lsib as mesmas da Secao 7.5 do
Capitulo 7, ou seja, equacdes (7.53) e (7.54). A difaxersta nas condi¢cdes de contorno, que
agora sao as seguintes:

() Placa oscilatoria, localizada em= 0 (fonte):
®(0,c,) = 2¢, + 10, cy > 0;
U (0,c,) =0, ¢y >0, (8.39)

onde a constante, &€ dada por:

Vg =T — 2/ cx®(0, ¢,) exp (—c2) de,. (8.40)

cx<0
(i) Placa estacionaria, localizada em= L = §/0 (receptor):
®(L,c,) =vp, cr < 0;

U(L,c,) =0, ¢y <0, (8.41)

onde a constante, &€ dada por:
vy = / cx®(L, c,) exp (—c2) dc,. (8.42)
cz>0

Visando diminuir o comportamento oscilatério das fueg®d(x, c,) e V(z, ¢,) na variavel
¢z, €ssas fungdes sao divididas em duas partes, ou seja,

O(z,c,) = Po(x,c) + Pz, ),

U(,¢,) = Yol c) + V(2. ¢), (8.43)
com as fun¢ded,(z, c,) e ¥yo(x, ¢, ) satisfazendo as seguintes equacdes diferenciais:

09,

. OV
(0 — i)W + cwa—; = 0. (8.45)

A fungao®(z, ¢,) satisfaz as seguintes condi¢des de contorno na fonteeptoeci.e. em
r=0ex=L:
2¢, + /T + g0, €m =0 e ¢z >0,

Po(x, ;) = (8.46)
Vo1, em r=1L e ¢, <0,



onde as constanteg, e vy, sao dadas, respectivamente, pelas seguintes expressoes

_ . AL[(0 — L] + 2700 — ) L]
voo = 20 hl(6 =D vn = T TR L)

(8.47)

as quais sao obtidas via uso de (8.40) e (8.42).
Ja as condic¢Oes de contorno para a fungg, ¢, ) na fonte e no receptor sao as seguintes:

0, em xr=0 e c, >0,
\110(1'701’) = (848)
0, em r=1L e cp < 0.

Portanto, a solucao da equacao (8.44) que satifaz akgfms de contorno dadas em (8.46)
€ a seguinte:

(2e4 + /7 + vo0) €XP {—(9 - z)ﬂ e >0,
(z—1L)

Cx

o(z, c2) = (8.49)

Vo1 €Xp {—(9 — 1) } , <0,

Por outro lado, a solugcao da equacgao (8.45) que satsfamndi¢cOes de contorno dadas em
(8.48) é dada por:

Uo(z,c) =0, ¢ 0. (8.50)

Substituindo as representacdes dadas em (8.43) nasbeguacs3) e (7.54), e utilizando
(8.44) e (8.45), as seguintes equagdes so obtidasparagesd(z, c,) e U(z, ¢, ):

N 0o , 1 4 , 3

0 —1i)®+ Cog = 7 [g +2c,u+ T <cm - 5) + R <cm - 5)] : (8.51)
s 0F 4

(0 —i)¥ + Cog = 0 (7‘ + 1—5qcm) . (8.52)

Substituindo as representacdes dadas em (8.43) nag0eadie contorno (8.39) e (8.41),
as seguintes condigdes de contorno so obtidas parangBed(z, c,) e ¥(z, c,) na fonte e
receptor,i.e.em =0ex = L:

—2/ c2®(0,¢,) exp (—c2)de,, em =0 e ¢, >0,
O(z,c,) = <0 ) (8.53)
2/ cx®(L,c,)exp (—c2)de,, em z=L e ¢, <O0.

c:>0

(8.54)

0, em z=0 e ¢, >0,
0, em r=1L e c, < 0.



Os momentos que aparecem nas equacoes (8.51) e (8.58nasdo divididos em duas
partes, ou seja,

o(x) 00(7) o()
u(z) uo() u(z)
T(@)| = | ) | + [7(2) |, (8.55)
q() qo() G(z)
(z)|  |Ho(z)] |H(z)

onde os momentos com indiBesdao calculados via substituicdo das solucdes (8.49)50) nas
expressoes dadas em (7.55)-(7.58) tal que:

o0(x) = LIy~ (8 — i) (& — L)) + —=L,[(0 — i)z + (1 + —) Ll(6 —i)a],  (8.56)

VA Vr VA
Vo1 ) 2 . Voo .
up(x) = —ﬁh[—(e —i)(z — L)) + ﬁ]g[(@ —i)x] + <1 + ﬁ) L0 —1d)x], (8.57)
) = 20 {0 = (o = D) = 30l ~ Do = L]} + B0 - 1)
2 . 2 400 . 2 .
—3ﬁ11[(9—z)x] + 3 (1 + ﬁ) {IQ[(9 —i)z] — gfo[(ﬁ — Z)SL’]} , (8.58)
) = 2 L0 = o = 1] = Jh-(0 = o~ LI} + =000 - )
3 . Voo . 3 .
—ﬁlg[(e — i)z + (1 + ﬁ) {]3[(9 —i)z] — 511[(9 — 2):)3]} , (8.59)

A quantidaddl,(x) & calculada substituindo (8.48) em (7.59) de modo que drsegexpressao é
obtida:

Ty (z) = ”—;%12[—(9 — i)z —L)] + %Ig[(e —i)a] + (1 + %) L[(6 —i)z],  (8.60)

As integraisl,,(z) que aparecem nas expressoes (8.56)-(8.60) sao defimd@s43) e sao
calculadas via aproximac0Oes em série de poténciasaedApéndice A.

Portanto, como as solu¢dés(z, c,) e ¥o(x, c,) Sdo conhecidas analiticamente, a solu¢ao
do problema se limita a resolver as equacdes (8.51) e)(8®fA condi¢cdes de contorno dadas
em (8.53) e (8.54). A solucao dessas equacdes é feitanétodo de velocidades discretas do
mesmo modo que no capitulo anterior, ou seja, as equdBdEl) e (8.52) sao discretizadas e
resolvidas via método iterativo no qual, para cada ponteettecidadec, ;, u sistema de equagoes
discretizadas na variavelé resolvido.

8.5.1 Resultados nuraricos e discusgo

As Tabelas 8.1 e 8.2 apresentam a amplitude e fas& denas placas, ou seja, em= 0
ex = L, para parametro de oscilacdo= 0,1; 1 e 10 e parametro de rarefacdoariando de
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0 a 20. Os resultados obtidos via expressao (8.16) tamBenafresentados para comparacao
com os respectivos resultados numéricos. O comprimenfedetracao da onda, denotado por
A e definido como a distancia na qual a amplitude da velocidadgas corresponde a 1% da
amplitude da velocidade da placa oscilatoria, € apradergara os trés valores @deonsiderados.
Como o receptor esta localizado em= L = §/6, & necessario realizar os calculos numéricos

somente nos casos em gle< ).

Tabela 8.1: Amplitude d&(x) versus) ed emz =0ez = L.

Ap
0=0,1 0=1 0 =10 Eqg. (8.16)
A=16,44 A=18,16 A =53,63 0 =10

) r=0 x=L | z2=0 r=1L r=0 =L | x=0 x=1L

0,1| 0,6255 1,1066| 5,2343 5,2837 | 47,587 47,592 50,476 50,482
0,5/ 0,9709 0,5259|1,1764 1,4119| 10,036 10,061 10,122 10,147
1 1,0076 0,1438| 0,5337 11,0044 | 5,0386 5,0884 5,0796 5,1288§
2 1,0065 0,01174 0,7686 1,0295| 2,4563 2,6452 2,5655 2,6632
4 |1,0066 0,000100,9645 0,5817| 1,3130 1,5096 1,3242 1,5179
6 1,0066 0,00000 0,9695 0,3173| 0,8822 1,182Q0 0,8931 1,1885
8 1,0066 0,00000 0,9553 0,1584 | 0,6156 1,0311 0,6266 1,0364
10 | 1,0066 0,00000 0,9617 0,08490| 0,4045 0,9481 0,4153 0,9514
15| — —— 10,9600 0,01640( 0,2242 10,9191 0,2312 0,9144
20 | — —— 10,9599 0,0031870,7795 1,1621 0,7655 1,1385

Tabela 8.2: Fase dé(z) versuss e emx =0ex = L.
©r
0=0,1 =1 0 =10 Eq. (8.16)
A=16,44 A=18,16 A =53,63 0 =10

) r=0 x=L| =0 z=L | =0 zx=L | =0 x=1L

0,1| 0,8106 11,2046 1,4016 11,4032 1,5480 1,548Q 1,4331 11,4331
0,5| 0,0730 3,9153 1,0924 11,1787 1,5047 1,5048 1,4116 1,412Q
1 |-0,0056 6,6754 0,7191 1,1963 1,4598 1,4609 1,3832 1,385(
2 |-0,0109 11,165 -0,6391 11,7093 1,3830 11,3901 1,3233 11,3326
4 |-0,0108 17,762 0,0766 3,7487 1,2594 11,3013 1,2136 1,2615
6 |-0,0108 22,909 -0,1187 5,3538 1,1831 11,2878 1,1432 1,2577
8 |-0,0108 28,297 -0,0659 7,0394 1,1264 1,3224 1,0907 1,3009
10 | -0,0108 38,171 -0,0791 8,7046 1,0200 1,3756 0,9868 1,3617
15| — —— | -0,0765 12,894 -0,6308 1,5341 -0,5837 1,5352
20 | — —— | -0,0766 17,075 -1,0726 1,7758 -1,0418 1,7891

De acordo com as Tabelas 8.1 e 8.2 observa-se que:
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Figura 8.5: Perfil da amplitude d&z) no receptor

Para um valor fixo de parametro de oscilagaoamplituded » possui uma dependéncia nao-
monotdnica no parametro de rarefaga@m ambas as placas. Para uma melhor visualizagao o
perfil da amplituded » em funcao dd. € mostrado na Figura 8.5. De acordo com essa figura,
no intervalof < § < 260 a amplitudeA, possui um minimo e para valores de parametro
de rarefaca@ > 106 a amplitude tende a um valor constante. Para um valor fixb de
amplitude sempre &€ menor para rarefacao baixa e ogoilagta, ou seja, quanto maibe 6
menor a amplitudel ». Isso se deve ao fato de que quanto mais rarefeito for o gasymos
efeitos de viscosidade que tendem a amortecer a amplituakedacao e, consequentemente,
no regime de rarefacao alta o receptor tende a captar wlegd&s moleculares por unidade
de area do que no regime de rarefacao baixa.

(i) Para um valor fixo de parametro de rarefagamfasep tende a aumentar com o aumento

do parametro de oscilac#o Os valores negativos depr indicam que a fase dE(x) esta
atrasada em relacao a fase da velocidade da placa. Paralanfixo de parametro de
oscilagad, o comportamento dep em funcao deé é similar ao da amplitudd p.

(i) Quandoé > 0, a amplitudeA, e a fasepp tendem aos mesmos valores encontrados no

(iv)

Capitulo 7. Como mencionado anteriormente, nessa 8ituag efeitos devidos a influéncia
da placa estacionaria podem ser desprezados.

Para valores grandes dee 6§ a solucao numeérica tende a solucao analitica dadéBetf).
Parad = 10, por exemplo, & medida queaumenta os valores numéricos e 0s obtidos via
expressao (8.16) tendem a se aproximar mostrando uma hoardancia com os resultados
obtidos via equacdes de Navier-Stokes.

As Figuras 8.6-8.8 mostram os perfis das amplitudes e faseslaeidade hidrodinamica

u(x), componente normal do tensor pressfi@) e desvio de temperaturdz) para valores dé
ediguaisa0,1;1e 10.
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Figura 8.6: Amplitude e fase da velocidade hidrodinamica versus distancia/ L.

125



100 Jprwrs s afoss navarimos | wvassvarsspors o s vasowing L (LTI ST PSSR SR

0 02 04 06 08 1 0 02 0.4 0,6 0.8 1
x/L x/L

40 J J T !

(c) Parametro de rarefagé@o= 10

Figura 8.7: Amplitude e fase da componente normal do terresspd1 () versus distancia/ L.
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Figura 8.8: Amplitude e fase do desvio de temperatysg versus distancia/ L.

Dessas figuras verifica-se que:

(i) Nas situacOes em quk & muito maior que o comprimento de penetragada onda, dado
na Tabela 8.1, as amplitudes e fases de todas as quantidaslkegem os mesmos perfis
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encontrados no Capitulo 7 para propagacao do som noaeseat-infinito. Caso contrario,
os perfis sao modificados devido a influéncia do recep®géqesponsavel pela superposicao
de ondas que ocorre entre as placas e que tende a mudar odaeHtenuacoes e fases.

(i) Emtodas essas figuras € possivel verificar que, padoaegiguais dd., as amplitudes e fases
possuem o mesmo perfil qualitativo. Por exemplo, na Fig@ra erfil da amplitudel, e da
fasep, € 0 mesmo na situacdo em glie= 0, 1 e também quandb = 1 e L = 10. Porém,

a medida qué aumenta, o que corresponde a uma tendéncia ao regime ihi@mido, o
perfil qualitativo tende a ser diferente devido a formag@mndas estacionarias. Na Figura
8.9 o perfil da amplitudel, &€ mostrado para = 100 e # = 10, correspondendo & =

10. De acordo com essa figura, o perfil qualitativo € totalmeliferente do apresentado
anteriormente na Figura 8.6 quande= 10.

1
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0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 8.9: Amplitude da velocidade hidrodinamida) parad = 100 e = 10.

Isso ocorre porque nessa situacao emd@ue 100 0 gas esta no regime hidrodinamico no
qual ha predominancia de ondas estacionarias.

(iii) No regime de rarefacao alté (= 0, 1) a amplitude da velocidade do gas varia linearmente
com a distanciar quando a frequéncia de oscilacao & baixa, #.& grande. Consequen-
temente, a componente normal do tensor pressao &€ umadadmntonstante no regime de
rarefacao alta e oscilacao lenta. Fixaride aumentandé (o que & possivel com pressao
fixa e aumento da distancia de separacao entre as plagaaifil de A, tende a se desviar
do perfil linear e, dependendo das condi¢cOes de pressgage oscilacao do sistema, ha
formacao de onda estacionaria.

(iv) A fasep, & maior para pequenos valoresjeu seja, para altas frequéncias de oscilacao.
Porém, nas proximidades da placa estacionaria o cormpent® da fase € diferente devido a
superposicao de ondas incidente e refletida. Assim,fpar8, 1 ed = 0, 1 a fase & negativa
nas proximidades do receptor mas tende a aumentar com o sudegnou seja, paré fixo
os efeitos das ondas refletidas pelo receptor tendem a dirnoma o0 aumento de.
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8.5.2 Compara@o dos resultados obtidos via equap cinética e equafes
de Navier-Stokes

As Figuras 8.10-8.12 mostram uma comparacao entre 0s gsi amplitudes e fases da
velocidade hidrodinamica(z) e dos desvios de densidader) e temperatura(z) obtidos nu-
mericamente via solu¢ao da equacao cinética e eqsadé Navier-Stokes dadas na Se¢ao 8.2 do
presente capitulo. Os perfis apresentados nessas figuraspomdem a parametro de oscilacao
0 = 20 e, em cada figura, dois valores de parametro de rarefagdoosisiderados. = 100 e 200.

2 T T

—— numérico
15 - o analitico /i _______

>,
A (I
=
]
()

25 T T T

| | |
—— numeérico
o analitico

Figura 8.11: Perfil da amplitude do desvio de densidadefpard0.

De acordo com as Figuras 8.10-8.12, os perfis obtidos viag@quainética e equacdes de
Navier-Stokes estao em 6tima concordancia entre si. gk@emidades das paredes também é
possivel observar essa concordancia. Segundo a teassicad de propagacao do som em gases,
apresentada no Capitulo 2, a solucao do presente pral#arma combinacao de duas solucdes
de onda plana se propagando em dire¢cOes opostas. Parangajo problema & resolvido utili-
zando a solucgao prevista pela teoria classica, a coanor@com os resultados obtidos via equacao
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Figura 8.12: Perfil da amplitude do desvio de temperaturapar 20.

cinética ocorre somente para valores muito grandeseal e na regiao distante das placas. Nas
proximidades das placas, mesmo com a utilizacao da camdie contorno de salto de temperatura
nas paredes, nao ha boa concordancia entre as sallR@resuma melhor visualizagao, na Figura
8.13 o perfil do desvio de temperatura apresentado antesitema Figura 8.12 para= 20 e

0 = 100 & comparado com o perfil obtido via solugao classica.
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.
0,4 F-
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Figura 8.13: Amplitude do desvio de temperatura pata20 e § = 100.

De acordo com a Figura 8.13, nas proximidades das paredes| gpalitativo das solucdes
€ 0 mesmo mas existe uma grande diferenca quantitativa@nsolucdes. Essa diferenca quanti-
tativa tende a diminuir com o aumento do parameétj@ que a espessura da camada de Knudsen
diminui a medida que a rarefacdo do gas diminui.
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Capitulo 9

Conclusao e perspectivas

No presente trabalho de tese de doutorado alguns probleenasadamentos nao esta-
cionarios de gases rarefeitos foram investigados com érasenodelos cinéticos para a equacao
de Boltzmann nao-estacionaria. Modelos cinéticoasdimados pois, mesmo com o avango com-
putacional dos dias atuais, resolver a equacao de Balitzma forma exata ainda &€ um grande
desafio para problemas estacionarios e, nos problemasst@cionarios tratados na presente tese
de doutorado o desafio & maior ainda pois existe a quest&mnaportamento oscilatorio da fungao
de distribuicao na velocidade molecular. Mesmo com #&atifo de modelos cinéticos, a maior
dificuldade em resolver os problemas nao-estacionarmsogtos esta associada a complexidade
do comportamento da funcao de distribuicao no espaswelocidades moleculares. Inicialmente,
visando averiguar a confiabilidade dos resultados obtjdogie na literatura existem poucos resul-
tados disponiveis para comparacao, dois métodosediies de calculo foram utilizados: método
de velocidades discretas e método dos momentos inte§yeisicou-se que o método de veloci-
dades discretas fornece resultados confiaveis e, acaconttd método dos momentos integrais,
permite facilmente o uso de qualquer tipo de lei de inswagas-superficie e € computacional-
mente mais vantajoso que o método dos momentos integnaia.ddracteristica tipica do método
de velocidades discretas & que, quando os parametragticén do gas e oscilacao do sistema sao
grandes, o numero de iteracdes necessarias para atcwivergéncia do codigo numérico & muito
grande. Visando diminuir esse esforco computacional, @wtodo de aceleracao de convergéncia
baseado em polindnios de Hermite & utilizado e, no casaide fle Couette oscilatorio, foi ex-
tremamente eficaz. Um método de otimizacao também fi@ado com o objetivo de diminuir
0 comportamento oscilatorio da funcao de perturbagassim viabilizar os calculos numéricos.
Alem da solu¢ao numérica, os problemas foram resodvdialiticamente nos regimes de rarefacao
do gas e oscilacao do sistema que admitem solucadieaalO estudo da influéncia da interacao
gas-superficie na solu¢ao dos problemas também itoi éem base no nicleo de espalhamento
de Cercignani-Lampis, o qual depende dos coeficientes deatasao de momento tangencial e
energia cuja escolha determina o tipo de interacao g@asricie assumido.

As equacdes da Mecanica dos Meios Continuos sempma fokzase da descricao de escoa-
mentos de fluidos em geral e sdo amplamente utilizadas eclas nos campos de engenharia.
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Porém, hoje em dia & conhecido que essas equacOeam&algias para descrever os campos de
escoamento de fluidos em muitos sistemas de interesse, ameagmplo em sistemas com di-
mensodes da ordem den ou menos. Visando mostrar o intervalo de validade dessas;@gs, 0s
resultados numéricos obtidos no presente trabalho saparados com os resultados obtidos via
equacoes de Navier-Stokes. Alem disso, em problemasvemdo propagacao de ondas sonoras,
a teoria classica de propagacao do som em gases, queese bas equacdes de Navier-Stokes
e suposicao de que todas as caracteristicas macroas@m gas sofrem desvios proporcionais a
solucao de onda harmoniesp [i(k - r — wt)] com atenuagao proporcional &, & muito utilizada
mas, como mostrado no presente trabalho, a solugadcadssn um intervalo de validade bem
definido: regime de oscilacao lenta e rarefacao baix@mAlisso, a solucao de onda harmoénica so
é valida na regiao distante da fonte sonora.

Mesmo com a atual importancia a nivel teorico e pratepikver o comportamento de gases
em sistemas nao-estacionarios nos quais as usuaistegudg Mecanica dos Meios Continuos
nao sao validas, ainda ha falta de artigos referentessaonto na literatura. Portanto, como os
resultados obtidos via equacao cinética sao valiéoa pondicdes arbitrarias de rarefacao do gas
e oscilacao do sistema, os resultados obtidos no presabtho contribuem para um melhor
entendimento e descricao dos fendmenos que ocorremseamsis nos quais a hipbtese de meio
continuo sob a qual esta fundamentada a Mecanica dosMeiatinuos perde sua validade.

Parte dos resultados obtidos neste trabalho ja foramqadas nas Refs. [99-101] e os
demais serao publicados em breve. Parte do trabalho marfdi@apresentado no XXV e XXVI
Simposio Internacional em Dinamica de Gases Raref@tas;ipal evento na area de DGR e que
vem sendo realizado desde 1958, com publicacao de tabalhpleto nos anais do congresso
[102].

Alem disso, os conhecimentos adquiridos durante a re@lizdeste trabalho e a metodologia
desenvolvida podem ser utilizados para investigar outrobl@mas envolvendo processos nao-
estacionarios em gases rarefeitos. Exemplos de taisgmaisi sao os seguintes:

e Problemas de termo-acistica;

e Separacao de gases devido a propagacao do som, uniedsigmande interesse experimen-
tal que ainda nao é explicado de forma satisfatoria;

e Propagacao do som em gases confinados no interior de tdansies;
e Propagacao do som em gases diatdmicos e misturas de gases
e Problemas nao lineares;

e Problemas axi-simétricos.

Recentemente, a metodologia desenvolvida neste trabaillutilizada em colaboragao no
projeto KATRIN! (KArlsruhe TRItium Neutrino experiment), cujo objetivadéterminar a massa

!Maiores detalhes sobre o projeto KATRIN podem ser encoasrach http://www.ik1.fzk.de/tritium e também em
http://ffisica.ufpr.br/sharipov.
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dos neutrinos, com o objetivo de averiguar o comportamergagdses utilizados no equipamento
experimental frente a variacao temporal na temperater@guma superficie do equipamento uti-
lizado e também verificar se a influéncia do fendmeno daragpo de gases devido a propagacao
de ondas sonoras € significativa has condicdes de rgatizio experimento.
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Apéendice A
Aproximacoes de fun@es especiais

As funcdes especiai,(z), definidas como

I,(z) = / c" exp ( A — —) de, n=0,1,2,.. (A1)
0

satisfazem as seguintes relacoes:

dl.(z) _
i n—1(2), (A.2)
20,(2) = (n — 1)1h—2(2) + 21,-3(2), (A.3)

ondez pode ser um nimero real ou complexo (como € o caso no pegsahalho).
De acordo com a Ref. [103], a fun¢@( =) pode ser representada através da seguinte série
de poténcias

[e.e]

20 (z Z ag In z + by) 2", (A.4)
k=0
onde
202

= — A.5

TRk - D)k —2) (A-5)
2bk_2 + (3]€2 — 6k + 2)ak

b, = — 2 A.
ag = ay =0, as = —by,
bp =1, by = —/T, by = 0.6341765026 (A.7)

Portanto, todas as demais fun¢dgsz) podem ser calculadas usando as relagdes (A.2) e
(A.3) e a série de poténcias (A.4).
O comportamento assintético dessas fungdes quiahde oo & dado por:

I(2) ~ \/;3 n/2ym/2 oy ( i—k v =3 (%)2/3, (A.8)
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1
ap =1, a; = E(Z’mz +3n—1),

12(k + 2)ag2 = —(12k* + 36k — 3n* — 3n + 25)ay11

1
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Apéndice B
Méetodo de acelerago de conver@ncia

O método de velocidades discretas € muito utilizado endioa de Gases Rarefeitos mas,
em muitas situagdes, a convergéncia do mesmo & mutt ti@ique um nimero muito grande de
iteracdes & necessario para atingir resultados coraa@spio desejada. Valougeorgis e Naris [96]
desenvolveram um método de aceleracao de convergéa@a método de velocidades discretas
e este método vem sendo utilizado com éxito na solucamuieos problemas relacionados a
escoamentos de gases rarefeitos e misturas, e.g. [104-R86] exemplificar como funciona o
método proposto em [96], a equacao unidimensional sparedendo a equacgao cinética de BGK
(Bhatnagar, Gross e Krook) para o problema classico de&idesé tomada como exemplo. Essa
equacao é escrita da seguinte forma:

cw% + o0h = d0u (B.1)
ox
onde
_ 1 2
u(w) = —= [ e (- de, (B.2)

é a velocidade do gaskeé o parametro de rarefacao do gas. Para grandes valerea con-
vergéncia do algoritmo baseado no método de velocidadereths para resolver (B.1) & muito
lenta e, portanto, se torna conveniente utilizar um métel@celeracdo de convergéncia vi-
sando diminuir o nmero de iteracdes necessario patver a equacao com a mesma precisao.
O método proposto por Valougeorgis e Naris [96] consisteobbter um conjunto de equacdes
sintéticas, ou equacdes aceleradas, que € resolvidor@ acoplada com a equacgao cinética
(B.1). Esse conjunto de equacoes sintéticas € obtidoacaso dos momentos de Hermite, defini-
dos como:

F.(x) = % /Hn(cz)h(x,cz)exp (—c2) de,, (B.3)

onde H,(c,) sdo os polindmios de Hermite de orden(H, = 1, H, = 2c,, Hy = 4c% — 2,
etc). Utilizando os dois primeiros momentos de Hermite, kge F}, duas equacdes aceleradas
sao obtidas. A primeira delas & obtida multiplicando aag@o (B.1) porH, exp (—c2)/\/7 €,
posteriormente, integrando na variawgtal que a seguinte equacao é obtida:

dry

5 =0 (B.4)

144



A segunda equagao sintética & obtida multiplicandouae@io (B.1) po; exp (—c2)/+/7 €, pos-
teriormente, integrando na variavelde modo a obter a seguinte equacao:

dF() - 1dF2
@ P ()

Portanto, o sistema de equacgdes (B.4)-(B.5) deve selvidsale forma acoplada com a
equacao cinética (B.1). Essas equacdes sao aprdasnasando um esquema de diferencas fi-
nitas centrais e sao resolvidas atravées de um métoddivieno qual as equacodes sintéticas sao
resolvidas somente nos nos centrais da coordenada
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Apéndice C
Modelo de McCormack

O modelo proposto por McCormack para a integral de colisdasiste em expandi-la num
polindmio da velocidade molecular adimensionabdo seguinte modo:

Ea,@ha = —Yapha + A + Apcar, + BreCarCar + erCi, (C.1)

onde os coeficientes, A, By, € D, sao fungdes dos momentos da funcao de distribuigawe-
locidades moleculares (densidade, velocidade hidrodoe temperatura, tensor pressao e vetor
fluxo de calor). Estes coeficientes sao encontrados atdavgeguinte igualdade:

/ Qa(c Lgfgm(ca) exp (—c2) dc, = / Qa(c Lm"de"’ o) exp (—c2) de,, (C.2)
ondeLm°"e'°e dado na Eq. (C. 1Lexa‘° é a integral das colisOes na forma exata cuja express#® po

ser encontrada na Ref. [6] e

2 2 2
A forma final da integral de colisdes de McCormack, escrtsmotacdes utilizadas no pre-
sente trabalho, & a seguinte:

1 1 1 5
Qo=1, Caiy =C CaiCaj— g%éij, ~Covi <Ci — —) : (C.3)

Mg, 1/2 ;
Lagha = =asha + Yas0a +2 (2 — 2) [wum- — (s — ugs) )
—EQ'—%Q' ()C—|—’7 T——mﬁ( —7’)1/(1)
9 i mg Bi aﬁ g afla mg Ta B)¥ap
ma>1/2

3 3 4 4
X (Ci - 5) +2 [(%ﬁ — V) ai; + Hﬁijyéﬁ)} CaiCaj + ¢ (ﬁ

«

1/2
) )
|:(7aﬁ - Vfﬁ))qm + (%) 4piV, i6ﬁ) 4<uai - uﬁi)yézﬁ)] Cai (Ci - 5) . (C.49)
Os momentos da funcao de distribuicao que aparecem ethg&b 0s seguintes:

(i) Desvio de densidade parcial

1
0a= s [ e () des c5)
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(i) Componente da velocidade hidrodinamica da espécia direcag

1 m \
_ 2 :
el = 7 (m—) [ cashaexp (-2 e (C.6)
(iii) Desvio de temperatura parcial
2 2 3 2 .
Ta = 37T3/2 / (Ca — 5) ha exp <—Ca> dca, (C7)

(iv) Componente do vetor fluxo de calor parcial na diregao
_ ! 2 _ 5 h %) deg; C.8
Goj = 32 Caj | €4 — 2 o €xp (—c,) deg; (C.8)
(v) Componente; do deviante do tensor pressao parcial
1 1, 9
I, = ey CaiCaj — gca@j he exp (—c.) de,. (C.9

A dependéncia do modelo de McCormack no potencial de igéerantermolecular aparece
nas seguintes quantidades:

) = %Z—?m@%), (C.10)
-5 () o (o -50). e
- (S )
S 15—675355 e C.13)
25 () e (B3

_%Z—i(mgﬁz) _ Qﬁjﬁ’)] : (C.14)
V) = % (ﬂ;o;ﬁ)?’ (%2)3/2 ng {—Q((X?;) n %59851) _ 29852) n %QS;)} (C.15)

onde

Mag = % (C.16)

denota a massa reduzida. As quantidaﬁ% sao as integrais de Chapmann-Cowling [7] que
dependem do potencial de interacao intermolecular elsfwidas da seguinte forma:

k keT 12 e 2\ 2k+3 ;
Qﬁﬁ = exp (—g“)g (1 — cos’ B)o,p5 dQ2dg, (C.17)
0 Q

2TMag
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onde

g = <%>U2|ca—c5|, (C.18)

0.5 denota a secao diferencial de espalhamento para cokstiee moléculas das espéaies 3
com velocidade relativa no interior de um angulo soli¢o d
Para o modelo de esferas-rigidas as integrais de ChapmaiinG sao escritas como:

: ; 1/2
e GHR [ 14+ (1)) (kT 2
R ha Lol | o B (C.19)

ondeo,s € a secao diferencial de choque que para esferas-rigidada por:

D,+ D
Guy = % (C.20)
ondeD,, denota o diametro da espécie
Os diametros sao calculados através do uso da expressao
5 vVmaksT
o = 1.016034 — ——+——, C.21
a 0160345~ =2 (C.21)

obtida diretamente da equacao de Boltzmann [107, 108dadss experimentais para a viscosi-
dadey,, a temperatura de 300K encontrados na Ref. [95] sdo wlidzaNa Ref. [95] as integrais
de Chapman-Cowling sao expressas em funcao de padmodtidos experimentalmente para um
potencial realistico de interagao intermolecular,g € tabelado para todas as possiveis misturas
de gases nobres.

O parametroy,; € proporcional a frequéncia de colisdes entre as éspee [ e as seguintes
combinacdes sao utilizadas:

Y1 = Y11 + M2, Yo = Yo1 + VY22. (C.22)
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Apéndice D
Potencias de intera@o intermolecular

Os modelos de interacao intermolecular de esferasasgicentros de repulsao e Lennard-
Jones sao os mais utilizados em teoria cinética dos gaseso &€ conhecido, as for¢as de interacao
sao divididas em duas categorias: (i) forcas de curtcmateau forcas de valéncia e (i) forcas de
longo alcance ou forcas de van der Waals (em homenagensiao fiolandés Johannes D. van
der Waals). As forcas de curto alcance sao repulsivasgesuquando as nuvens eletronicas dos
atomos ou moléculas se superpdem enquanto que as fegas der Waals surgem como con-
sequéncia da polarizacao entre as moléculas. Os nwdelesferas rigidas e centros de repulsao
levam em consideracao somente forcas repulsivas etajgaa o modelo proposto por Lennard-
Jones considera tanto forcas repulsivas como atrativasregsse motivo, este Gltimo modelo &
considerado mais realistico comparado aos demais.

A Figura D.1, extraida da Ref. [2], apresenta o perfil da @enpotencial em funcao da

distancia entre as particulas (&tomos ou moléculas)sges para os trés modelos de interagao
mencionados acima.

(e |

: ()

i) ©

Figura D.1: Figura extraida da Ref. [2] para os modelos tiragao intermolecular: (a) esferas-
rigidas; (b) centros de repulsao; (c) Lennard-Jones
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A seguir, uma breve descricao de cada um desses modgbosseatada.

Modelo de esferas-igidas

Esse € o modelo mais simples no qual os atbmos ou molédelgas sao comparados a
bolas de bilhar impenetraveis (esferas rigidas) comnetitoo. O modelo representa somente as
forcas de repulsao entre as esferas e a funcao potéscia seguinte forma:

00, Se r<o,
o(r) = (D.1)
0, se r>oa,
onde o diametro das esferas & o Unico parametro do modelo. Apesar daisidgule do modelo,
esse modelo é totalmente nao-realistico.

Modelo de centros de repul&o

Similarmente ao modelo de esferas rigidas, 0 modelo deaset¢ repulsao também repre-
senta somente as for¢cas de repulsao entre as molécutas fmacao potencial nao é tao abrupta
guanto no modelo de esferas rigidas e possui a seguinta:form

g

or)=(2)". (02)

r

onder &€ chamado de indice de repulsdao. Denomina-se poteneiglilliano o caso especial
em quer = 4 e as particulas gasosas que obedecem a esse potenciabsfaxas de particulas
Maxwellianas. Note que, quando— oo, 0 modelo torna-se o de esferas-rigidas.

Modelo de Lennard-Jones

Esse modelo de interacao intermolecular foi proposto peatemético Lennard-Jones &
muito utilizado pois considera ambas as forcas repulstvagrativas e, portanto, representa a
interacao dos atomos e moléculas de forma mais reali®?ara este modelo a fungao potencial &
dada por:

o =1e[(2)" - (2)], o

onde o primeiro termo representa as forcas de repulsaocegundo termo representa as forcas
de atracdo. Nesse modelp,e a distancia na qual o potencial muda de repulsivo pasdivatr
(¢(0) = 0) e e & a profundidade do poco de potencial. Note que a fung&npial & igual a-«¢
quandor = 2'/55.
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