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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a fenomenologia da interação entre pacotes de
onda e barreiras de potencial. O tunelamento é analisado numericamente, de onde se ex-
traem informações qualitativas acerca dos tempos de transmissão e aparecimento de picos,
as quais exigem um tratamento cuidadoso para o Efeito Hartman. Nos capítulos seguintes,
a difusão sobre a barreira e o tunelamento através de duas barreiras idênticas são tratados
via abordagem de múltiplos picos, cuja coerência e necessidade provêm da concordância
com resultados gerais (difusão sobre degrau de potencial), efeitos de ressonância (no duplo
tunelamento) e previsões de tempos dadas pelo Método da Fase Estacionária (que esclare-
cem o chamado Efeito Hartman Generalizado). Tal abordagem analítica concorda perfeita-
mente com as simulações numéricas expostas. A analogia entre as equações de Schrödinger
com barreira de potencial e da onda elétrica monocromática em meio estratificado é explo-
rada no último capítulo através da consideração de múltiplos feixes localizados com propa-
gação através de uma barreira dielétrica.



Abstract

This work intends to present the phenomenology of interaction between wave packets and
potential barrier. The tunnelling is numerically analyzed to extract qualitative info about the
delay times and the appearance of peaks, what requires a careful treatment for the Hartman
Effect. In the following chapters, the barrier diffusion and the tunnelling through two iden-
tical barriers are studied with the approach of multiple peaks, which coherence and need
comes from the agreement of general results (above potential step), resonance effects (in
the double tunnelling) and time forecasts given by the stationary phase method (that clar-
ifies the so-called Generalized Hartman Effect. This analytical approach perfectly consents
with the displayed numerical simulations. The analogy between the Schrödinger equation
with potential barrier and the monochromatic transverse electric in a stratified medium is
explored in the last chapter regarding multiple localized reflected and transmitted beams
through dielectric barriers.
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Capítulo 1

Introdução

O estudo da transmissão quântica de uma partícula através de uma barreira de poten-

cial cuja altura excede sua energia total (tunelamento) remonta à década de 1930 [1],[2]. O

interesse em tal fenômeno tem se renovado ao longo do século XX até os dias atuais devi-

do ao desenvolvimento teórico e experimental de áreas como Física sub-nuclear, nuclear, e

atômica.

A principal problemática referente ao tunelamento concentra-se nas definições e esti-

mativas dos tempos de transmissão e da velocidade da partícula através da barreira. Defi-

nições diferentes do tempo de tunelamento já desenvolvidas e os métodos de obtenção do

mesmo podem ser separados em três grupos. O primeiro avalia o tempo de transmissão dire-

tamente por meio da dinâmica do pacote de onda, utilizando o Método da Fase Estacionária

(MFE) [3]-[5] ou a média temporal sobre os fluxos de probabilidade [6]-[8]. O segundo grupo

descreve caminhos na região da barreira, de onde se obtém o tempo de tunelamento. Se-

gundo integrais de caminho de Feynman, a diferença entre o primeiro e último instantes de

interseção da trajetória, curva x (t ), com as interfaces da barreira fornece o tempo de tunela-

mento. Podem ser incluídas nesse grupo as abordagens de Bohm [10], [9] e distribuição de

caminhos de Wigner [11]. Um terceiro grupo introduziu um novo grau de liberdade ao con-

siderar a precessão de Larmor do spin da partícula em torno de um campo magnético na

região do potencial perpendicular à direção de propagação [12] ou a adição ao potencial de

uma dependência temporal harmônica [13],[14].

Considerando métodos desenvolvidos anteriormente [15],[16] e utilizando pacotes de

onda como solução da equação de Schrödinger, Hartman[3] obteve uma descrição teórica

sobre o tempo para o qual encontra-se o pico do pacote transmitido tomando a derivada

em relação ao momento da fase das soluções encontradas (segundo o Método da Fase Esta-

cionária). Tal previsão resultou em algo surpreendente: a independência do tempo de trans-

missão em relação à largura da barreira quando a mesma é suficientemente grande. Além

disso, ele se torna menor que aquele necessário para a partícula percorrer uma distância

9
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igual à largura da barreira livremente. Hartman também observou o deslocamento da ener-

gia média do pacote de onda transmitido em relação ao incidente, evidenciando o papel de

filtragem da barreira (preferência de transmissão de componentes mais velozes) cujas cor-

reções podem ser obtidas explicitamente [5],[17].

Pode-se considerar também um tempo médio gasto pela partícula no interior da bar-

reira, região classicamente proibida [8], [12], [18],[19] (sob o ponto de vista do espalhamento

[6], [7], [12], [13], [20], dado em função da probabilidade de encontrar partículas nesta região

e seu fluxo através do potencial). Ele pode ser definido por τd =

∫ L

0

|Ψ(x )|2/j i nc , [12], onde

j i nc é o fluxo incidente (igual a velocidade de grupo de uma partícula livre e i k x ). Este tempo

de permanência na barreira pode ser relacionado com aquele dado via MFE. De fato, defi-

nindo τg = |R |2τR + |T |2τT , onde |R |2, |T |2 e τR ,τT são as probabilidades de reflexão e trans-

missão com seus respectivos tempos (dinâmica dos picos dada pelas derivadas da fases),

tem-se τg = τd +τi , sendo τi = −I m (R)/k j i nc um termo referente à interferência entre os

pacotes incidente e refletido em frente à barreira. Esta relação entre tempos pode ser obtida

através da análise dos pacotes de onda [5] ou, de forma mais simples, por propriedades

gerais das soluções estacionárias da equação de Schrödinger [21], [22]. Além disso, para

uma barreira simétrica τR = τT = τg := τ. A integração em (0, L) fornece independência de

τd em relação a L’s grandes. Explorando a analogia entre tunelamento de partículas e fó-

tons [23]-[25] (evidenciada pela equivalência matemática entre as equações de Schrödinger

e Helmholtz), experimentos óticos [26]-[29], eletromagnéticos [30]-[35] e acústicos [36],[37]

comprovaram a mesma independência em τ (Efeito Hartman). Tal resultado implica em

velocidades de transmissão maiores que aquela de uma partícula livre e, no limite de grandes

velocidades, em um efeito superluminar, com aparente violação de causalidade, quando

conseiderada a “velocidade” v := L/τ. A despeito da preferência de transmissão de com-

ponentes de maior momento e da validade do MFE somente para barreiras relativamente

estreitas [38], é possível recuperar a precisão do mesmo e a relação exata entre τd e τ para

dois pacotes incidindo simetricamente sobre o potencial [39].

É importante destacar a diferença conceitual entre τ e um tempo de trânsito propria-

mente dito, uma vez que este pressupõe o deslocamento de uma partícula entre dois pon-

tos. Evita-se uma interpretação ingênua de v ao notar que o pacote de onda transmitido

está atrelado à existência de outro refletido. Assim, o Efeito Hartman pode ser visto como a

saturação da probabilidade [40] (da energia, no caso eletromagnético [41], ou do número de

partículas [21], na situação de espalhamento) na região do potencial.

Na presente dissertação são descritos os casos não-relativísticos e a dinâmica dos pa-

cotes de onda. O tempo de tunelamento é calculado observando a localização dos picos

incidente e transmitido. Avalia-se transmissão via potenciais de barreira simples e dupla

(capítulo 4), a difusão e a analogia ótica de tais fenômenos, explorando a similaridade entre

as equações de Schrödinger e da onda elétrica em meio estratificado.
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O segundo capítulo contém as noções matemáticas utilizadas em todo o texto (equação

de Schrödinger e pacotes de onda, seções 1-3) seguida do estudo numérico do tunelamento

via uma barreira de potencial. Admite-se o tempo de transmissão como sendo o instante

no qual surge o pico na região posterior à barreira. Daí surge um importante resultado a

respeito do tempo de tunelamento, com dependência linear deste em relação à largura do

potencial. São verificadas também as contribuições devidas às componentes mais lentas e

velozes incidentes, o que explicita um ponto tão sutil quanto relevante do fenômeno: surgi-

mento do pico transmitido anterior ao encontro daquele incidente com a barreira.

No terceiro capítulo é analisada a difusão sobre uma barreira através da perspectiva de

múltiplos picos [42],[43] considerando a dinâmica dos pacotes de onda na região do poten-

cial e as reflexões e transmissões associadas às interações de cada pico com as interfaces de

descontinuidade do potencial. Compara-se os resultados referentes à ressonância e tem-

pos de atraso com o caso limite do degrau de potencial e as previsões do Método da Fase

Estacionária (MFE).

No quarto capítulo aplica-se a técnica utilizada no capítulo 3 [44], com o objetivo de

avaliar a validade do chamado Efeito Hartaman Generalizado (independência em relação

às larguras e distância entre as barreiras [8]) e a condição de ressonância fornecida por

uma segunda região de potencial não nulo (não há transmissão total para o caso da bar-

reira única). Avalia-se numericamente os limites para os quais os múltiplos pacotes de onda

ficam separados ou superpostos, bem como a aplicação do MFE.

No quinto capítulo, utiliza-se técnica análoga aos capítulos 3 e 4 para explorar a múltipla

difusão de uma onda elétrica transversal devido à mudança de índice de refração em um

meio estratificado [45]. Tal abordagem aproxima a teoria anterior de uma possível verifi-

cação experimental.



Capítulo 2

Efeito Hartman

Neste capítulo se procura evidenciar detalhes das soluções da Schrödinger com uma bar-

reira de potencial, destacando a dinâmica de transmissão através da mesma. As descrições

numéricas aqui apresentadas trazem à tona efeitos sutis, porém importantes para a com-

preensão do fenômeno de tunelamento, destacando-se resultados referentes ao tempo de

transmissão: dependência linear para barreiras largas e encontro do pico incidente com a

barreira posterior ao surgimento daquele transmitido.

2.1 Soluções estacionárias da equação de Schrödinger

A equação de Schrödinger é dada por

i
∂ Ψ(r, t )

∂ t
=−´Ψ(r, t )+V (r, t )Ψ(r, t) , (2.1)

onde r= (x , y , z )∈R3, Ψ : R4→C, V : R4→R e ´ é o operador Laplaciano ∂ 2
x x + ∂

2
y y + ∂

2
z z .

Segue da equação (2.1) que Ψ(r, t ) satisfaz a equação da continuidade

∂ ρ(r, t )

∂ t
+∇. J(r, t ) = 0 ∀ (r, t )∈R

4 , (2.2)

tal que

J=−i [Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗] = 2 Im[Ψ∗∇Ψ] e ρ = |Ψ|2 ,

onde ∇. J= ∂x Jx + ∂y Jy + ∂z Jz .

12
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Quando

V (r, t ) =V (r) ,

o método da separação de variáveis fornece soluções da equação (2.1) dadas por

Ψ(r, t ) =φ(r)e−i E (k )t , (2.3)

onde k= (k1, k2, k3), k := ‖k‖ e E (k ) = k 2 (constante em relação a r e t ). Além disso,φ satisfaz

a equação de Schrödinger independente do tempo

E (k )φ(r) =−´φ(r)+V (r)φ(r) , (2.4)

cujas soluções são conhecidas como soluções estacionárias da equação de Schrödinger. Se

V (r) =V (x ) ,

novamente por separação de variáveis segue que

φ(r) =ϕ(x )e i k2y e i k3z , (2.5)

cuja função ϕ satisfaz a equação

E (k )ϕ(x ) =−d 2ϕ(x )

d x 2
+k 2

2ϕ(x )+k 2
3ϕ(x )+V (x )ϕ(x ) ,

que pode ser reescrita como

d 2ϕ(x )

d x 2
= [V (x )−k 2

1 ] ϕ(x ) . (2.6)
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2.2 Barreira de potencial unidimensional

Seja o caso unidimensional da equação (2.5), tomando k 2 = k3 = 0, com um potencial

dado por

V (x ) =

(
0 x ∈ (−∞, a ]∪ [b ,+∞)
1 x ∈ (a ,b ) .

(2.7)

Neste capítulo será examinado o tunelamento, ou seja, E (k ) = k 2 < 1, onde k = k1. A solução

da equação (2.6) para o potencial (2.7) com uma partícula incidente de momento positivo,

e i k x , fica escrita como

ϕ(x , k ; a ,b ) =





ϕ1(x , k ; L, a ) = e i k x +R(k ; a ,b )e−i k x x ≤ a

ϕ2(x , k ; a ,b ) = B (k ; a ,b )e ρ(k )x x + B ′(k ; a ,b )e−ρ(k )x a < x <b

ϕ3(x , k ; a ,b ) = T (k ; a ,b )e i k x x ≥b ,

(2.8)

onde ρ(k ) =
p

1−k 2 e as condições de continuidade da solução e sua derivada nos pontos

x = a e x =b fornecem

R(k ; a ,b ) =− i
1

2k
p

1−k 2
tanh(

p
1−k 2 L)cos(α(k ; L))e i (α(k ;L)+2k a ) =−i |R(k ; L)|e i (α(k ;L)+2k a ) ,

T (k ; a ,b ) = T (k ; L) =
cos(α(k ; L))

cosh(
p

1−k 2 L)
e i (α(k ;L)−k L) = |T (k ; L)|e i (α(k ;L)−k L) ,

(2.9)

onde

α(k ; L) = arctan
n (2k 2−1)

2k
p

1−k 2
tanh(

p
1−k 2 L)

o
∈ ( −π

2
,
π

2
) , L =b −a .

As soluções da equação (2.1) para cada região sãoΨj (x , t , k ) =ϕj (x , t , k )e−i k 2t , j = 1, 2, 3 ,

cujas funções e i k x , R(k ; a ,b )e−i k x e T (k ; L)e i k x descrevem as ondas incidente, refletida e

transmitida, respectivamente. Sem perda de generalidade, o coeficiente unitário foi atribuído

à incidência. Além disso, da equação da continuidade (2.2) segue que |T |2+ |R |2 ≡ 1.
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Por outro lado, para uma partícula vinda de −∞ com momento negativo (e −i k x ), basta

efetuar nos coeficientes acima k 7→ −k e a ↔b , obtendo-se

ϕ(x , k ; a ,b ) =





ϕ1(x , k ; a ,b ) = e−i k x +R−(k ; a ,b )e+i k x x ≥b

ϕ2(x , k ; a ,b ) = B−(k ; a ,b )e ρ(k )x x + B ′−(k ; a ,b )e−ρ(k )x a < x <b

ϕ3(x , k ; L) = T−(k ; L)e i k x x ≤ a ,

(2.10)

onde

R−(k ; a ,b ) =−i |R(k ; L)|e i (α(k ;L)−2k b ) ,

T−(k ; L) = T (k ; L) = |T (k ; L)| e i (α(k ;L)−k L) .

(2.11)

2.3 Pacotes de onda unidimensionais

Fisicamente, soluções de ondas planas informam que a partícula tem probabilidade de

estar em qualquer posição para todo tempo. Por outro lado, podem ser obtidas solucões

de (2.1) que estejam localizadas no espaço. De fato, tais soluções existem desde que seja

imposta a condição inicial ‖Ψ‖L2[R] = ‖g ‖L2[R] <∞ para t = 0.

Seja

Ψ(x , t ; k0) =
1
p

2π

∫ +∞

−∞
g (k ; k0)ϕ(x , k )e−i k 2t d k , (2.12)

onde

g (k ; k0 , d ) = e−d 2(k−k0 )
2/4 ; k ∈ (0, 1) , (2.13)

distribuição gaussiana centrada em k 0 , com ∆k := 1/d . As soluções Ψ : R2 → C descritas

pelas fórmulas acima são quadrado-integráveis, formando pacotes de onda. Segundo a

equação (2.12), tais soluções podem ser interpretadas como superposições de autoestados

associados a um espectro contínuo de autovalores E (k ), onde k 0 indica o centro da dis-

tribuição espectral. Os valores |Ψ(x , t )|2d x e |g (k , t )|2d k descrevem as probabilidades da

partícula ser encontrada a um instante t com posição entre x e x + d x e número de onda
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entre k e k + d k e, pela fórmula de Parseval-Plancherel, ‖Ψ‖L2[R](t ) = ‖g ‖L2[R](t ). Uma vez

que g (k , t ; k 0 , d ) = g (k , 0; k 0 , d )e−i k 2t , segue que ‖Ψ‖L2[R](t ) = ‖Ψ‖L2[R](0) para todo t .

2.4 Pacotes de onda transmitidos pela barreira unidimensional

O pacote de onda livre associado à partícula incidente com distribuição de momento dada

por (5.19) fica escrito como

Ψi nc (x , t ; k0 , d ) =N

∫ 1

0

g (k ; k0 , d ) e i k x−i k 2t d k , (2.14)

onde N =
p

d /(2π)3/4 é constante de normalização. Completando o quadrado do argumento

da exponencial do integrando segue

−d 2

4
(k −k0)

2+ i (k x −k 2t ) =−(k −k0)
2[d 2/4+ i t ]+ (k −k 0)[i x − i 2k 0 t ]+ i k0x − i k 2

0
t =

=−u (k )2− (x −2k0 t )2

4(d 2/4+ i t )
+ i k0x − i k 2

0
t ; u (k ) = (k −k 0)(d

2/4+ i t )1/2− i (x −2k0 t )

2(d 2/4+ i t )1/2
,

de modo que a integração através da mudança de variáveis fornece

Ψi nc (x , t ; k0 , d ) =

�
2d 2

π(d 2+16t 2)

�1/4

e
−d 2(x −2k0 t )2

(d 4+16t 2)
+ i (k0x −k 2

0
t −β )

(2.15)

onde β =
1

2
arctan(4t /d 2)− 4t (x −2k0 t )2

(d 4+16t 2)
e N é escolhido de maneira que ‖Ψi nc‖L2[R] ≡ 1.

Para fins de simplificação pode-se tomar a = 0 na posição da barreira de potencial dada

pela equação (2.7). A expressão (2.15) evidencia que a posição para a qual |Ψi nc (x , t ; k0 , d )| é
máximo satisfaz x M

i nc − 2k0 t = 0 ⇔ x M
i nc = x M

i nc (t ) = 2k0 t , cuja previsão é dada pelo Método

da Fase Estacionária (MFE) sem necessidade de efetuar a integração. Nota-se que a posição

inicial é dada por x M
i nc (0) = 0, ou seja, o pico incidente encontra-se em contato com a barreira

para t = 0, a menos de efeitos de interferência.

Uma vez que a escolha do pacote de onda é uma condição de contorno para a obtenção

das soluções, pode-se tomar d de tal maneira que a função obtida seja a mais suave possível,

sem perda de generalidade. A fim de obter um pacote de onda que decresce suavemente

(sem oscilações) à medida que |x −x 0 | aumenta, é necessário que∆k = 1/d seja suficiente-



Capítulo 2. Efeito Hartman 17

mente pequeno de tal maneira que a integração sobre (0, 1) tome |g (k ; k 0)|desde seu máximo

até valores muito próximos de 0. Quando isso não ocorre, a função g é aproximadamente

constante sobre tal intervalo, fornecendo |Ψi nc (x , t , k0 , d )| repleto de oscilações.

É importante salientar que a distribuição de momento (5.19) exclui qualquer possibili-

dade de difusão, pois k 2 < 1. O pacote de onda transmitido é dado via integração (2.12),

com ϕ assumindo as soluções estacionárias (2.8) associadas à transmissão:

Ψt r a (x , t ; k0 , d , L) =N

∫ 1

0

g (k ; k0 , d )T (k ; L) e i k x−i k 2t d k . (2.16)

A figura 1 ilustra a transmissão através de duas barreiras diferentes: uma com L da ordem

de ∆x i nc (0) = d /2 e outra consideravelmente mais larga que o pacote de onda incidente. A

velocidade de propagação do pico transmitido pode ser obtida através da estimativa de sua

posição para cada instante de tempo. Numericamente, é fácil confirmar que ela é dada por

2bk , onde

bk =
∫ 1

0
k |g (k ; k0 , d )T (k ; L)|2 d k
∫ 1

0
|g (k ; k0 , d )T (k ; L)|2 d k

(2.17)

As distribuições de momento dos pacotes de onda transmitidos decorrem da faculdade

de filtragem da barreira de pontencial: as componentes de maior momento tem preferência

de transmissão. Este resultado é natural e intuitivo, uma vez que a capacidade de trans-

posição de um potencial depende da energia cinética envolvida. A figura 2 ilustra algumas

distribuições associadas à transmissão. À medida que a largura aumenta, a média da dis-

tribuição sobre k fica cada vez maior e a função g (k ; k 0 , d )|T (k ; L)| se torna, gradativamente,

diferente de uma distribuição gaussiana. Por outro lado, para 0 < L ' d /2 = ∆x i nc (0) as

funçõesΨt r a estão sujeitas à aplicação do Método da Fase Estacionária que garante, a priori,

a velocidade de propagação do pico transmitido igual a 2bk .

Pode-se definir o tempo de transmissão τ como aquele mensurado entre o encontro do

pico incidente com a barreira e o surgimento daquele transmitido na extremidade oposta

da mesma, sendo x M
t r a (τ) = L quando x M

i nc (0) = L. O gráfico da figura 3 mostra tempos

de transmissão obtidos numericamente para diferentes proporções de L. Tais valores são

aqueles que satisfazem |Ψ(L,τ; k 0 , d , L)|=max
t>0
|Ψ(L, t ; k0 , d , L)|. A partir de L ≈ d , o tempo de

transmissão cresce linearmente com o aumento de L. Os tempos de transmissão τ(L) são

previstos satisfatoriamente pelo MFE para L’s da ordem do pacote incidente, ou seja,

τ(L) =
1

2k0

∂ α(k ; L)

∂ k

���
k=k0

para 0< L '∆x i nc (0)
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Os resultados observados acima diferem drasticamente da previsão do Efeito Hartman,

segundo o qual para L
p

1−k 2 >> 1 o tempo de transmissão se torna independente da

largura da barreira. Tal comportamento de τ(L) pode ser obtido quando, por exemplo, o

Método da Fase Estacionária é aplicado sem a devida consideração de suas restrições de val-

idade (0 < L ∼ ∆x i nc , figura 2). De fato, há precisão satisfatória do mesmo no cálculo do

tempo de tunelamento através de barreiras finas, porém τ(L) cresce de maneira monótona

e praticamente linear com o alargamento do potencial.

2.5 Paradoxo de Hartman

O tunelamento através de barreiras muito largas se deve às componentes incidentes cujos

valores de energia são muito próximo àqueles do potencial (figura 2). Além da observação

do pacote transmitido na vizinhança de x = L, é conveniente comparar sua dinâmica àquela

do pico incidente.

A figura 4 mostra um resultado importante. A barreira de potencial está afastada em re-

lação ao pico de |Ψi nc | e o máximo de |Ψt r a | surge em x =b após o instante τ(L)+x M
i nc (t )/2k0

(onde o segundo termo é o tempo de percurso do pico incidente com posição inicial x M
i nc (0) =

0, pelo MFE). Assim, o tunelamento é anterior ao encontro da partícula incidente com o po-

tencial (no sentido probabilístico). Tal fenômeno se evidencia somente com barreiras muito

largas.

O fenômeno descrito acima pode ser compreendido pelas funções expostas nas figuras

5 e 6. Na primeira são descritas evoluções de pacotes de onda do tipo:

Ψ−i nc (x , t ; k0 , d ) =N
∫ ε

0
g (k ; k0 , d ) e i k x−i k 2t d k ,

Ψ0
i nc (x , t ; k0 , d ) =N

∫ 1−ε
ε

g (k ; k0 , d ) e i k x−i k 2t d k ,

Ψ+i nc (x , t ; k0 , d ) =N
∫ 1

1−ε g (k ; k0 , d ) e i k x−i k 2t d k ,

(2.18)

tal que Ψ−i nc +Ψ
0
i nc +Ψ

+
i nc = Ψi nc e toma-se ε << 1, de modo que as funções de onda acima

representam as componentes lenta, média e veloz, respectivamente, do pacote de onda inci-

dente. Nota-se que para t < 0 as componentes estão claramente desvencilhadas, com o pico

|Ψ−i nc (x , t )| seguindo à frente daqueles de |Ψ0
i nc (x , t )| e |Ψ+i nc (x , t )|, ao passo que as funções

se sobrepõe em (x , t ) = (0, 0), com nova separação em t > 0, onde o pacote de onda mais

veloz já se adianta em relação aos outros dois. Assim, o pacote de onda completo incidente

mostrado na figura 4 possui, implicitamente, uma componente veloz cujo pico está muito
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próximo da barreira, em torno de x = a .

A componente |Ψ+i nc | é a principal responsável pelo tunelamento, como pode ser visto

na figura 6, sendo válido os valores τ(L) dados no gráfico 3, com a ressalva de que estes são

intervalos de tempo mensurados entre a incidência do pico de |Ψ+i nc | nas proximidades de a

e o surgimento daquele transmitido. De fato, |Ψt r a | também possui pequenas contribuições

devidas à transmissões de |Ψ0
i nc | e |Ψ−i nc | e, portanto, seu pico surge em x = b no mesmo

instante em que o ponto de máximo de |Ψ+t r a | está um pouco à esquerda de a , embora muito

próximo.

Evidentemente, os resultados observados nesta seção são válidos apenas para barreiras

muito largas em relação ao pacote de onda incidente, uma vez que são estas que priorizam

fortemente a transmissão de componentes associadas aos maiores valores de momento.



Capítulo 3

Múltipla Difusão

No presente capítulo a difusão sobre a barreira (E (k ) > 1) é analisada. Neste caso, as

soluções da equação de Schrödinger na região de potencial não nulo têm formas de pacotes

de ondas, cujas interações com as extremidades da barreira geram reflexões e transmis-

sões nas regiões de propagação livre. As funções associadas à probabilidade de encontrar

a partícula em cada posição se dão por meio de múltiplos picos, ou seja, os pacotes de onda

são formados através de composições de sequências de probabilidades associadas às múlti-

plas interações ocorridas em cada descontinuidade do potencial. Tal descrição se torna clara

e relevante para difusão de pacotes de onda suficientemente estreitos em relação à barreira,

em contraste com casos em que haja importante superposição das múltiplas funções (prox-

imidade entre picos).

3.1 MFE aplicado à difusão

Sejam uma barreira de potencial unidimensional (2.7) posicionada em a = 0 e uma

partícula incidente com k > 1. As ondas planas que satisfazem a equação de Schrödinger

são

20
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ψ1(x , t , k ; L) = e i (k x−k 2t )+R(k ; L)e−i (k x+k 2t ) x ≤ 0

ψ2(x , t , k ; L) = A(k ; L) e i (q (k )x−k 2t )+ B (k ; L) e−i (q (k )x+k 2t ) 0< x < L

ψ3(x , t , k ; L) = T (k ; L)e i (k x−k 2t ) x ≥ L ;

q (k ) =
p

k 2−1 .

(3.1)

As condições de continuidade dos estados estacionários associados em 0 e L fornecem

A(k ; L) = k (k +q ) e i (λ(k ;L)−q L)/D(k ; L) , B (k ; L) = k (q −k ) e i (λ(k ;L)+q L)/D(k ; L) ,

R(k ; L) = sin(q L) e i (λ(k ;L)−π/2)/D(k ; L) , T (k ; L) = 2kq e i (λ(k ;L)−k L)/D(k ; L) ,

(3.2)

onde

D(k ; L) = [4k 2q 2+ sin2(q L)]1/2 , λ(k ; L) = arctan[(k 2+q 2) tan(q L)/2kq ] .

Podem ser formadas soluções via de pacotes de onda, como feito no capítulo 2, tomando

a função gaussiana g (k ; k 0) dada pela equação (5.19), com ∆k suficientemente pequeno

para a aplicação do MFE e distribuição de energia que evite efeitos de tunelamento, ou seja,

com g (k ; k 0) = 0 ∀ k ∈ (0, 1). Obtém-se os pacotes de onda associados às ondas planas

incidente, refletida, transmitida e àquelas na região (0, L). As soluções tem a forma geral:

ψ(x , t ; k0 , L) =

∫ ∞

1

g (k ; k0)C (k ; L) e iα(k ;L) d k

onde C se refere a cada onda plana que compõe as soluções (3.1) de cada região. As fases

associadas são

αi nc (x , t , k ) = k x −k 2t

αr e f (x , t , k ; L) = λ(k ; L)−π/2−k x −k 2t

αA(x , t , k ; L) = λ(k ; L)+q (k )(x − L)−k 2t

αB (x , t , k ; L) = λ(k ; L)+q (k )(L−x )−k 2t

αt r a (x , t , k ; L) = λ(k ; L)+k (x − L)−k 2t .

(3.3)
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Para o pacote de onda incidente o MFE fornece

∂ αi nc (x , t , k )

∂ k

���
k=k0

= 0 ⇔ x M
i nc (t ) = 2k0 t , (3.4)

portanto, x M
i nc (0) = 0.

Semelhantemente ao problema do tunelamento (capítulo anterior), as distribuições mé-

dias de momento sofrem deslocamentos em relação àquela incidente k 0 . No caso do pacote

de onda refletido, |R(k ; L)|g (k ; k 0) possui um ponto médio ek < k0 . O MFE aplicado a k 0 e ek
fornece tempos para os quais se prevê a localização do pico em x M

r e f = 0. Assim como para as

outras soluções, é fácil verificar numericamente que a diferença entre ambos é desprezível

e a previsão é satisfatória para k 0 adeqüado. Neste caso, o tempo de reflexão para o qual

x M
r e f (tr e f ) = 0 fica expresso por

tr e f =
1

2k0

∂ λ(k ; L)

∂ k

���
k=k0

, (3.5)

onde

∂ λ(k ; L)

∂ k
=

2

q
.
(k 2+q 2)k 2q L− (k 2−q 2)2 sin(q L)cos(q L)

4k 2q 2+(k 2−q 2)2 sin2(q L)
.

Após a incidência do pacote de onda em torno de x = 0, o pico refletido aparece nesta

região depois de um tempo de atraso ∆t r e f = tr e f . A fim de expressar a grandeza ∆t r e f

de maneira simples, pode-se tomar o centro k 0 de g (k ; k0) próximo do valor para o qual

q0 =q (k0) satisfaz a condição de ressonância sin(q0 L) = 0= |R(k 0 , L)|. Nestas condições,

∂ λr e s (k ; L)

∂ k

���
k=k0

≈
(k 2

0
+q 2

0
)L

2q 2
0

,

cuja substituição na equação (3.5) fornece um tempo de atraso

∆t r e s
r e f ≈

(k 2
0
+q 2

0
)L

4k0q 2
0

. (3.6)

Na região (0, L) a componente com momento positivo aparece em torno de x = 0 com um

tempo de atraso

∆tA =
1

2k0

�
∂ λ(k ; L)

∂ k

���
k=k0

− L
∂ q (k )

∂ k

���
k=k0

�
=∆tr e f −

L

2k0

∂ q (k )

∂ k

���
k=k0

=∆tr e f −
L

2q0

, (3.7)
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de modo que para k 0 próximo do valor ressonante segue

∆t r e s
A =∆t r e s

r e f −
L

2q0

≈ (k0 −q0)
2L

4k0q0

> 0 .

O pico associado a ΨA percorre livremente a distância L obedecendo a uma dinâmica

análoga àquela da partícula livre, ou seja, descrita através do MFE aplicado à fase q (k )x −
2k t , cuja derivada em k 0 fornece velocidade de grupo 2q0 , o que resulta em um tempo L/2q0

gasto entre 0 e L. Assim, observando a equação (3.7), o pico do pacote de onda associdado a

Ae iqx encontra x = L após um tempo de atraso∆t A =∆tr e f . O MFE também informa que o

pico associado à componente de momento negativo sobre a barreira é encontrado em x = L

com atraso de

∆t B =∆tr e f =
1

2k0

∂ λ(k ; L)

∂ k

���
k=k0

e em x = 0 após∆t r e f + L/2q0 .

Conclui-se das observações acima que ∆t r e s
B = ∆t r e s

r e f > ∆t r e s
A > 0. Além disso, é fá-

cil ver que a onda transmitida seria encontrada no ponto x = L com um tempo de atraso

∆t t r a = ∆tr e f . Assim, entre a incidência do pico na barreira em t = 0 e o primeiro surgi-

mento de um ponto de máximo em ∆t r e s
A < ∆t r e s

r = ∆t r e s
B = ∆t r e s

t nenhum pico é encon-

trado, fato claramente contraditório no que diz respeito à conservação de probabilidade.

Além disso, seria natural esperar que os tempos e probabilidades obtidos com o crescimento

indefinido de L fossem fisicamente coerentes com os resultados do degrau de potencial,

V (x ) = 1 ∀x ∈ [0,+∞). Segundo estes, não há transmissão total e o tempo de reflexão é in-

stantâneo. Porém, da equação (3.2) segue |R(k 0 , L)| = 0 para q0 = nπ, n ∈ N, e os tempos

expostos acima prevêem atraso na reflexão. De qualquer maneira, convém notar que tais

probabilidades dadas por |R | e |T | são referentes às ondas planas e só podem ter relação

com pacotes de onda quando estes forem muito largos espacialmente, como fica claro na

seção seguinte.

3.2 Difusão de múltiplos picos

Simulações numéricas da evolução dos pacotes estreitos em relação à largura da barreira

sugerem múltiplas difusões (figura 7). De fato, considerando as soluções válidas em (0, L), é

natural esperar que cada interface de descontinuidade da barreira provoque probabilidades

de propagação com componentes de momento opostas e, desde que ela tenha dimensões
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que permitam o distanciamento entre cada pico, há relevante distanciamento entre os pa-

cotes de onda formados.

Após o encontro com a barreira, um pacote de onda incidente se divide em um pacote

refletido em (−∞, 0) e outro sobre a região (0, L), que por sua vez será desmembrado na fron-

teira x = L em uma componente transmitida em (L,+∞) e outra com momento negativo

novamente em (0, L), cujo encontro da fronteira x = 0 provoca uma segunda componente

refletida em (−∞, 0). Múltiplas difusões como estas fornecem múltiplos picos. O MFE foi

aplicado até aqui considerando a existência de pico únicos em cada região, o que violou a

conservação de probabilidade.

Nesse contexto, deve-se investigar o que acontece com a continuidade das soluções esta-

cionárias e suas derivadas em x = 0 e x = L, analisadas, porém, em uma série de coefi-

cientes com termos gerais Rn , Tn , An , Bn , onde as condições de continuidade são aplicadas

para n = 1, 2, 3, . . . . Para a primeira componente refletida, a continuidade em relação a A 1e iqx

e à onda incidente em x = 0 implica

(
e i k .0+R1e−i k .0 = A1e iq .0

i k e i k .0− i k R1e−i k .0 = iqA1e iq .0
, (3.8)

o que descreve a decomposição da onda incidente em uma componente refletida e outra

com momento positivo na região (0, L). Segue das equações (3.8) que

R1 =
k −q

k +q
e A1 =

2k

k +q
.

O pacote de onda referente ao coeficiente B contribui na formação de uma segunda

componente refletida, além de ocorrer superposição com o pacote de onda associado a

A1e iqx , presente em (0, L) e transmitido em [L,+∞). Sendo assim, as condições de con-

tinuidade ficam escritas como

(
A1e iq L + B1e−iq L = T1e i k L

iqA1e iq L − iq B1e−iq L = i k T1e i k L
(3.9)

e (
A2e iq .0+ B1e−iq .0 =R2e−i k .0

iqA2e iq .0− iq B1e−iq .0 =−i k R2e i k .0
, (3.10)

que fornecem
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T1 =
4kq

(k +q )2
e i (q−k )L , B1 = A1

(q −k )

(k +q )
e 2iq L =

2k (q −k )

(k +q )2
e 2iq L

e

R2 = B1
2q

(k +q )
=

4kq (q −k )

(k +q )3
e 2iq L , A2 = A1

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L .

As n-ésimas e (n+1)-ésimas componentes de transmissão e reflexão obedecem, respectiva-

mente, às relações

(
An e iq L + Bn e−iq L = Tn e i k L

iqAn e iq L − iq Bn e−iq L = i k Tn e i k L ,

(
An+1e iq .0+ Bn e−iq .0 =Rn+1e−i k .0

iqAn+1e iq .0− iq Bn e−iq .0 =−i k Rn+1e i k .0 ,

(3.11)

que juntamente com as equações (3.8) fornecem, recursivamente, os coeficientes Rn , Tn , Bn

e An para todo n ∈N em função de (k , L). A partir das equações (3.11) se extraem as relações

de recorrência An+1 = An+1(Bn (An )), Bn+1 = Bn+1(An+1(Bn )), Rn+1 = Rn+1(Bn (An )) e Tn+1 =

Tn+1(An+1(Bn )), onde An = An (Rn ) e Bn = Bn (Tn ) implicam Rn+1 =Rn+1(Rn ) e Tn+1 = Tn+1(Tn ).

Dado n 0 ∈N, as duas primeiras equações de (3.11) ficam escritas como

(
Tn 0

= An 0
e i (q−k )L + Bn 0

e−i (q+k )L

i k Tn 0
= iqAn 0

e i (q−k )L − iq Bn 0
e−i (q+k )L

⇒
i k An 0

e iq L + i k Bn 0
e−iq L = iqAn 0

e iq L − iq Bn 0
e−iq L

de onde segue

Bn 0
= An 0

(q −k )

(q +k )
e 2iq L .

Por outro lado, as duas últimas equações em (3.11) fornecem

An 0+1+ Bn 0
=−q

k
An 0+1+

q

k
Bn 0

⇔
An 0+1 =

(q −k )

(q +k )
Bn 0

.

Logo,

An 0+1 = An 0

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L .
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Analogamente, obtém-se resultado idêntico para Tn 0
, Rn 0

e Bn 0
. Como n 0 foi tomado arbi-

trariamente, segue que

Rn+2

Rn+1
=

An+1

An
=

Bn+1

Bn
=

Tn+1

Tn
=

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L ∀n ∈N

onde a diferença do índice dos coeficientes de reflexão se deve à equação (3.8), única ex-

pressão que considera a continuidade em relação à incidência.

É razoável considerar as probabilidades dadas por superposições do múltiplos pacotes

de onda. Tomando, por exemplo, a série formada pelos elementos de (A n ),

∞∑

n=1

An = A1

∞∑

n=1

��
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�(n−1)

= A1

∞∑

m=0

��
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�m

,

onde �����

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�����=

�����

�
k −q

k +q

�2
�����< 1 ,

pois k >q (k )> 0, segue que a série construída acima é convergente e

A(k ; L) :=
∞∑

n=1

An = A1

�
1−

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�−1

.

Analogamente,

R(k ; L) :=
∑∞

n=1 Rn =R1+R2

�
1−

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�−1

,

B (k ; L) :=
∑∞

n=1 Bn = B1

�
1−

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�−1

,

T (k ; L) :=
∑∞

n=1 Tn = T1

�
1−

�
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�−1

.

As equações acima reproduzem exatamente as expressões dadas em (3.2). Por exemplo,

o coeficiente T fica escrito explicitamente como
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T (k ; L) =
4kq e−i k L

(k +q )2e−iq L[ 1− (k−q )2

(k+q )2
e 2iq L ]

=
4kq e−i k L

(k +q )2e−iq L − (k −q )2e iq L
=

e−i k L

cos(q L)− i (k
2+q 2)

2k q
sin(ql )

=

=
e iλ(k ;L)−i k L

[ cos2(q L)+ (k
2+q 2)2

4k 2q 2 sin2(q L) ]1/2
=

2kq e iλ(k ;L)−i k L

[ 4k 2q 2+ sin2(q L) ]1/2
,

expressão idêntica àquela obtida anteriormente. Facilmente se demonstra o mesmo para os

outros coeficientes. Assim, as funções R , T, A e B podem ser escritas como pontos de con-

vergência das séries formadas pelos coeficientes das múltiplas funções de onda.

No que diz respeito às probabilidades, é fácil provar que |R |2 + |T |2 ≡ 1. No entanto, é

preciso considerar a validade física de tal igualdade. Para cada n-ésima componente pode-

se formar um pacote de onda. Quando L não é grande o suficiente para distingui-los, eles se

superpõe formando picos singulares associados aos pacotes dados por R e T (relativamente

ao potencial, o pacote de onda incidente parece uma onda plana). No entanto, quando a

largura da barreira é grande em relação a ∆x i nc ao ponto de permitir importante separação

entre os n-ésimos picos, faz sentido calcular as probabilidades separadamente:

Probabilidade Rn :=
∞∑

n=1

|Rn |2 , Probabilidade Tn :=
∞∑

n=1

|Tn |2 .

Quanto à conservação de probabilidade segue

∞∑

n=1

[|Rn |2+ |Tn |2] = |R1|2+ |T1|2+ |R2|2+ |T2|2+
∞∑

n=3


(|R2|2+ |T2|2)

�����

��
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�(n−2)
�����

2

 ,

onde �����

��
k −q

k +q

�2

e 2iq L

�(n−2)
�����

2

=

�
k −q

k +q

�4(n−2)

e, portanto,

Probabilidade Rn+Probabilidade Tn = |R1|2+|T1|2+|R2|2+|T2|2+(|R2|2+|T2|2)
∞∑

n=3

�
k −q

k +q

�4(n−2)

.

O somatório da expressão acima pode ser reescrito levando-se em conta a relação k−q (k )<
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k +q (k ), de modo que

∞∑

n=3

�
k −q

k +q

�4(n−2)

=

∞∑

m=1

�
k −q

k +q

�4m

=
1

1−
�

k−q
k+q

�4 − 1=
(k +q )4

(k +q )4− (k −q )4
− 1 ,

resultando em

∞∑

n=1

[ |Rn |2+ |Tn |2] = |R1|2+ |T1|2+(|R2|2+ |T2|2)
(k +q )4

(k +q )4− (k −q )4
,

cujos termos ficam dados explicitamente por

|R1|2+ |T1|2 =
�

k −q

k +q

�2

+
16k 2q 2

(k +q )4
=
(k 2−q 2)2+16k 2q 2

(k +q )4
,

(|R2|2+ |T2|2)
(k +q )4

(k +q )4− (k −q )4
=

�
16k 2q 2(k −q )2

(k +q )6
+

16k 2q 2(k −q )4

(k +q )8

�
(k +q )4

(k +q )4− (k −q )4

=
32k 2q 2(k −q )2(k 2+q 2)

(k +q )8
(k +q )4

(k +q )4− (k −q )4
=

4kq (k −q )2

(k +q )4

,

de onde segue

Probabilidade Rn +Probabilidade Tn =
(k 2−q 2)2+16k 2q 2+4kq (k −q )2

(k +q )4
,

cujo numerador pode ser reescrito como

(k 2−q 2)2+16k 2q 2+4kq (k −q )2 = k 4+q 4−2k 2q 2+16k 2q 2+4k 3q +4kq 3−8k 2q 2

= k 4+q 4+6k 2q 2+4k 3q +4kq 3 = (k +q )4
.

Portanto, Probabilidade Rn + Probabilidade Tn ≡ 1. Ou seja, a abordagem de múltipla

difusão obedece à conservação de probabilidade. Ela também é perfeitamente coerente

com simulações numéricas desenvolvidas. Como pode ser mostrado numericamente [42],

as funções descritas pelos n-ésimos pacotes concordam com àquelas dadas diretamente pe-

los coeficientes totais R e T .

O MFE deve considerar a possibilidade de fases decompostas, uma vez que a limitação

da aplicação do mesmo à fase do coeficiente total de uma somatória complexa não é equiv-

alente à consideração de cada termo separadamente. Ou seja, dados z , w ∈ C, é preciso

aplicar o MFE para cada fase de z e w , ao invés de simplesmente tomar a composição de

(z +w ). Sendo assim, em nenhum momento há ausência de picos. De fato, as derivadas das

fases de R1e i k x e A1e iqx igualadas a zero informam que picos de pacotes de ondas associados
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a estas funções aparecem em x = 0 para t = 0, ou seja, a decomposição da onda incidente

na barreira ocorre instantâneamente. Além disso, para a primeira componente transmitida

T1e i k x o MFE fornece um tempo L/2q0 para o surgimento do pico em x = L, precisamente

o mesmo instante em que os picos associados a A 1e iqx e B1e−iqx se encontram em tal fron-

teira. É fácil verificar numericamente tal dinâmica, assim como para tempos maiores, con-

firmando a validade do MFE (basta, por exemplo, acompanhar as posições dos máximos na

figura 7). No entanto, deve-se levar em conta de que o mesmo é mais preciso à medida que

se toma uma distribuição de momento estreita.

A múltipla difusão restaura uma coerência importante em relação ao degrau de poten-

cial: é fácil observar via integração numérica que as probabilidades de transmissão dadas

por pacotes de ondas tendem a um valor constante com o crescimento indefinido da largura

da barreira. De fato, neste limite é válido tomar

Probabilidade Tn =

∞∑

n=1

|Tn (k ; L, D)|2 = 16k 2q 2

(k +q )4

∞∑

n=1

�
k −q

k +q

�4(n−1)

=
2kq

k 2+q 2
< 1 ∀ k > 1,

que é independente de L. Há presença de ressonância somente no caso de "ondas planas"

quando d � Lk 0/q0 . Nesta situação, os múltiplos pacotes estão em superposição pratica-

mente total e a probabilidade fica dada por |T |2, não havendo sentido na consideração do

degrau como caso limite, tampouco incoerência na observação de |T (k 0 , L)|= 1.



Capítulo 4

Tunelamento Através De Duas Barreiras

Neste capítulo apresenta-se a fenomenologia do tunelamento via uma dupla de barreiras.

Utiliza-se interpretação física e técnicas análogas àquelas do capítulo anterior: múltiplos

picos. Tal característica dos pacotes de onda envolvidos são relacionados às dimensões do

potencial, a saber, largura das barreiras e distância de separação entre as mesmas.

Em se tratando de tempo de transmissão, intuitivamente se espera que haja dependência

em relação à largura (já verificada para uma barreira, capítulo 2) e distância. É o que fica evi-

denciado através da multiplicidade dos picos e sua concordância com o Método da Fase

Estacionária. Outra questão importante diz respeito a efeitos de ressonância. Dado que a

probabilidade de transmisão através de uma barreira nunca é total, pode causar estranheza

o fato de que a presença de uma segunda barreira com mesma largura e particular distância

em relação à primeira fornece ressonância. De fato, tal fenômeno ocorre apenas no limite

de pacotes de onda incidentes largos em relação ao potencial.

Para efeitos de simplificação dos cálculos, o potencial tratado neste capítulo possui duas

barreiras com mesma largura, não havendo perda de generalidade relevante.

4.1 Potencial de duas barreiras

Seja o potencial de barreiras idênticas separadas por uma distância D:

V (x ) =

(
0 x ∈ (−∞, 0]∪ [L, L+D]∪ [2L+D,+∞)
1 x ∈ (0, L)∪ (L+D, 2L+D)

. (4.1)

30
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Para uma partícula incidindo sobre V vinda da esquerda com E (k ) = k 2 < 1, as soluções

estacionárias da equação de Schrödinger são dadas por

ϕ1(x , k ; L, D) = e i k x +R (2)
(k ; L, D) e−i k x x ≤ 0

ϕ2(x , k ; L, D) =b (k ; L, D) e ρ(k )x +b ′(k ; L, D) e−ρ(k )x 0< x < L

ϕ3(x , k ; L, D) = A(k ; L, D) e i k x +A ′(k ; L, D) e−i k x L ≤ x ≤ L+D

ϕ4(x , k ; L, D) = c (k ; L, D) e ρ(k )x + c ′(k ; L, D) e−ρ(k )x L+D < x < 2L+D

ϕ5(x , k ; L, D) = T (2)
(k ; L, D) e i k x x ≥ 2L+d ;

(4.2)

com ρ(k ) =
p

1−k 2. Definindo

W [λ,x ] :=

 
e λx e−λx

λe λx −λe−λx

!

e

∆[λx ] :=

 
e λx 0

0 e−λx

!
,

as condições de continuidade das funções ϕi , i = 1, . . . , 5 e suas derivadas nos pontos de

descontinuidade de V fornecem

W [i k , 0]

 
1

R (2)

!
= W [ρ, 0]

 
b

b ′

!
,

W [ρ, L]

 
b

b ′

!
= W [i k , L]

 
A

A ′

!
,

W [i k , (L+D)]

 
A

A ′

!
= W [ρ, (L+D)]

 
c

c ′

!
,

W [ρ, (2L+D)]

 
c

c ′

!
= W [i k , (2L+D)]

 
T (2)

0

!
.

(4.3)

de onde segue que
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1

R (2)

!
=W −1[i k , 0]W [ρ, 0]W −1[ρ, L]W [i k , L]W −1[i k , L+D].

.W [ρ, L+d ]W −1[ρ, 2L+D]W [i k , 2L+D]

 
T (2)

0

!
.

Usando as relações W [λ,x ] =W [λ, 0] ∆[λx ] , W −1[λ, 0] = 1
2

W T [λ−1, 0] e ∆−1[λx ] =∆[−λx ]

e definindo

M =M [k ,ρ; L, d ] := ∆[−i k d ]W −1[i k , 0]W [ρ, 0] ∆[−ρL]W −1[ρ, 0]W [i k , 0] , (4.4)

obtém-se a expressão

 
1

R (2)

!
= ∆[i k d ]M 2 ∆[i k (2L+D)]

 
T (2)

0

!
. (4.5)

Quando D = 0 em (4.5) se tem a equação matricial para o caso de uma barreira de compri-

mento 2L, como era de se esperar.

Sejam os elementos de M ∈ C2x 2 denotados por M i j , a multiplicação de matrizes na

equação (4.4) fornece

M 11(k ; L, D) = [ cosh(ρL) + i (ρ
2−k 2)

2kρ
sinh(ρL) ] e−i k D =M ∗

22
(k ; L, D) ,

M 21(k ; L, D) = −i (k
2+ρ2)

2kρ
sinh(ρL) e i k D =M ∗

12
(k ; L, D) .

(4.6)

Denotando M 11 = F e M 21 =G ,

M =

 
F G ∗

G F ∗

!

onde

F = cosh(ρL) [ 1+
�

k 2−ρ2

2kρ

�2
tanh2(ρL) ]1/2 e−i (α(k ;L)+k D) ,

F =
cosh(ρL)

cosα(k ; L)
e−i (α(k ;L)+k D) ;

α(k ; L) = arctan
n (2k 2−1)

2k
p

1−k 2
tanh(

p
1−k 2 L)

o
∈ ( −π

2
,
π

2
)

tal que as expressões para os coeficientes de transmissão e reflexão unidimensionais T (k ; L)
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e R(k ; L) (equações 2.9) permitem escrever

F (k ; L, D) =
e−i k (L+D)

T (k ; L)
=

e−i k (L+D)

|T (k ; L)|e i (α(k ;L)−k L)
=

e−i (k D+α(k ;L))

|T (k ; L)| (4.7)

e

G (k ; L, D) =
R(k ; L)

T (k ; L)
e i k D e−i k L = −i

|R(k ; L)|
|T (k ; L)| e i k D (4.8)

De (4.5) segue que 1= (F 2+GG ∗)T (2) e 2i k (L+D). Isolando T (2) e substituindo as expressões

de F e G dadas por (4.7) e (4.8) obtém-se

T
(2)
(k ; L, D) =

T 2(k ; L)

1−R2(k ; L) e 2i k D
(4.9)

cuja forma polar é dada por

T (2)
(k ; L, D) =

|T (k ; L)|2 e−iθ (k ;L,D) e 2i (α(k ;L)−k L)

[ 1+2|R(k ; L)|2 cos 2φ(k ; L, D)+ |R(k ; L)|4 ]1/2 ,

onde

θ (k ; L, D) = arctan
n |R(k ; L)|2 sin 2φ(k ; L, D)

1+ |R(k ; L)|2 cos 2φ(k ; L, D)

o
, φ(k ; L, D) :=α(k ; L)+k D .

(4.10)

Além disso, a expressão (4.5) também fornece R (2)
= T (2)G (F + F ∗) e 2i k L . Assim,

R (2)
(k ; L, D) =

T 2(k ; L)

1−R2(k ; L) e 2i k D

R(k ; L)

T (k ; L)

�
e−i k (L+D)

T (k ; L)
+

e i k (L+D)

T ∗(k ; L)

�
e i k (L+D) ,

R (2)
(k ; L, D) = R(k ; L)+

R(k ; L)T 2(k ; L) e 2i k (L+D)

1−R2(k ; L) e 2i k (L+D)
,

(4.11)

de modo que

R
(2)
(k ; L, D) =

−i |R(k ; L, D)|(1+ e 2iφ(k ;L)) e iα(k ;L)e−iθ (k ;L,D)

[ 1+2|R(k ; L)|2 cos 2φ(k ; L, D)+ |R(k ; L)|4 ]1/2 . (4.12)
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Verifica-se facilmente que as equações (4.10) e (4.12) satisfazem |R (2)(k ; L, D)|2+|T (2)(k ; L, D)|2 =
1. Também se pode notar algo espantoso, à primeira vista:

|T (2)(k ; L, D)|2 = 1 quando cos 2φ(k ; L, D) =−1 ,

ou seja, para valores específicos de L (pequenos) e D há transmissão total (ressonância), o

que nunca ocorre na ausência da segunda barreira (|T |< 1). A razão pela qual tal fato ocorre

fica clara através da abordagem feita na seção seguinte.

4.2 Multiplicidade de picos

Para D pequeno em relação à largura do pacote de onda incidente, as funções Ae i k x e

A ′e−i k x fornecem picos bem definidos percorrendo a região livre [L, L+D] e interagindo com

as barreiras produzindo sucessivas reflexões e transmissões. Um pacote de onda transmitido

através da primeira barreira (A1) produz uma componente referente à probabilidade de re-

flexão (A ′1) e outra à transmissão (T1) quando incide em x ' L+D. Aquela refletida, por sua

vez, terá momento negativo incidindo da direita para a esquerda sobre a primeira barreira,

fornecendo uma função transmitida em (−∞, 0] (R2) e outra refletida (A2) com momento

positivo indo de encontro à segunda barreira, de onde surge uma segunda componente de

transmissão (T2) em [2L+D,+∞). Essas múltiplas reflexões e transmissões entre as barreiras

ocorrem indefinidamente produzindo múltiplos picos em [2L+D,+∞) e (−∞, 0].

É possível obter seqüências de coeficientes (Tn ), (Rn ) e outras de maneira construtiva. A

dinâmica de reflexões e transmissões descrita acima e os coeficientes dados por (2.9) e (2.11)

permitem calcular explicitamente cada termo de uma sequência de picos ao considerá-los

individualmente como parte das soluções do problema de uma barreira, já conhecidas. Ou

seja, olha-se o problema de duplo tunelamento como uma seqüência de interações de cada

componente com uma barreira.

O primeiro pico incidente sobre a primeira barreira está associado às ondas planas que

descrevem soluções estacionárias da equação de Schrödinger dadas por





e i k x +R1(k ; L)e−i k x x ≤ 0

b1(k ; L)e ρ(k )x −b ′1(k ; L)e−ρ(k )x 0< x < L

A1(k ; L)e i k x L ≤ x ≤ 2L+D ,

cuja forma é idêntica às soluções da barreira de potencial única, onde R1(k ; L) = R(k ; L) :=
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R(k ; a = 0,b = L), de modo que as condições de continuidade em 0 e L fornecem

A1(k ; L) = T (k ; L) ,

dado por (2.9). Por sua vez, a onda A1e i k x encontra a segunda barreira fornecendo soluções

da forma





A1(k ; L)e i k x +A ′1(k ; L, D)e−i k x x ≤ L+D

c1(k ; L)e ρ(k )x − c ′1(k ; L, D)e−ρ(k )x L+D < x < 2L+D

T1(k ; L)e i k x x ≥ 2L+D ,

novamente idêntica àquela da barreira única, com exceção de um coeficiente A 1(k ; L)mul-

tiplicando as soluções. Portanto,

T1(k ; L) = A1(k ; L)T (k ; L) = T 2(k ; L) . (4.13)

A componente refletida, por sua vez, fica dada por

A ′1(k ; L, D) = A1(k ; L)R(k ; L+D, 2L+D) = A1(k ; L)R(k ; L)e 2i k (L+D) = T (k ; L)R(k ; L)e 2i k (L+D) .

(4.14)

A incidência de A ′1(k ; L)e−i k x sobre a primeira barreira está associada às soluções





A ′1(k ; L, D)e−i k x +A2(k ; L, D)e i k x x ≥ L

b2(k ; L, D)e ρ(k )x −b ′2(k ; L, D)e−ρ(k )x 0< x < L

R2(k ; L, D)e−i k x x ≤ 0 ,

onde A2(k ; L, D) = A ′1(k ; L, D)R−(k ; 0, L) = A ′1(k ; L, D)R(k ; L)e−2i k L = T (k ; L)R2(k ; L)e 2i k D e

R2(k ; L, D) = A ′1(k ; L, D)T−(k ; L) = T 2(k ; L)R(k ; L)e 2i k (L+D) . (4.15)

O encontro de A2(k ; L, D)e i k x com a segunda barreira satisfaz





A2(k ; L, D)e i k x +A ′2(k ; L, D)e−i k x x ≤ L+D

c2(k ; L, D)e ρ(k )x − c ′2(k ; L, D)e−ρ(k )x L+D < x < 2L+D

T2(k ; L, D)e i k x x ≥ 2L+D ,

de onde segue

T2(k ; L, D) = T 2(k ; L)R2(k ; L)e 2i k D . (4.16)

A sistemática da obtenção dos coeficientes motiva definir
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R1(k ; L) =R(k ; L) , Rn (k ; L, D) := R(k ; L)T 2(k ; L) e 2i k (L+D)
�

R2(k ; L)e 2i k D
�n−2

∀ n > 1 ,

(4.17)

Tn (k ; L, D) := T 2(k ; L)R2(n−1)(k ; L) e 2i (n−1)k D ∀ n , (4.18)

e

R (2)(k ; L, D) :=
∞∑

n=1

Rn (k ; L, D) = R(k ; L)
�

1+T 2(k ; L) e 2i k (L+D)
∞∑

n=0

�
R2(k ; L)e 2i k D

�n �

= R(k ; L)+
R(k ; L)T 2(k ; L) e 2i k (L+D)

1−R2(k ; L)e 2i k D
,

(4.19)

T (2)(k ; L, D) :=
∞∑

n=1

Tn (k ; L, D) = T 2(k ; L)
∞∑

n=0

�
R2(k ; L)e 2i k D

�n
=

T 2(k ; L)

1−R2(k ; L)e 2i k D
, (4.20)

cujas convergências seguem do fato que |R |2 < 1. Os coeficientes acima concordam com

aqueles das expressões (4.9) e (4.11).

Os termos (R2(k ; L)e 2i k D)n representam as múltiplas reflexões causadas pela interação

com as duas barreiras quando a partícula encontra-se em [L, L +D]. Quando D é grande o

suficiente relativamente a∆x i nc para que haja clara distinção entre os n-ésimos pacotes, são

produzidos múltiplos picos transmitidos e refletidos bem separados entre si. Neste caso, faz

sentido calcular as probabilidades de encontrar cada um separadamente, de modo que as

probabilides de observar reflexão e transmissão ficam dadas por

PR ,partícula(k ; L) = |R(k ; L)|2+ |R(k ; L)|2|T (k ; L)|4
∞∑

n=0

|R(k ; L)|4n =
2|R(k ; L)|2

1+ |R(k ; L)|2 ,

PT,partícula(k ; L) = |T (k ; L)|4
∞∑

n=0

|R(k ; L)|4n =
|T (k ; L)|2

1+ |R(k ; L)|2 ,

(4.21)

tais que

PR ,partícula+PT,partícula ≡ 1 ,

onde se usa |T |2+ |R |2 ≡ 1 e o nome “partícula" se refere à idéia física de pacotes estreitos e

picos bem destacados entre si.

Por outro lado, quando a separação entre as barreiras não é grande o suficiente para

haver distinção relevante entre as múltiplas reflexões e transmissões, pode-se considerar

picos únicos em ambos os casos, ou seja, superposição total entre os n-ésimos pacotes de



Capítulo 4. Tunelamento Através De Duas Barreiras 37

onda (ondas planas satisfazem tal condição). Neste caso, as probabilidades ficam dadas

pelos coeficientes (4.19), (4.20) e se escrevem como

PR ,onda(k ; L, D) = |R (2)(k ; L, D)|2 = 2|R(k ; L)|2[1+ cos 2φ(k ; L, D)]

1+2|R(k ; L)|2 cos 2φ(k ; L, D)+ |R(k ; L)|4 , (4.22)

PT,onda(k ; L, D) = |T (2)(k ; L, D)|2 = |T (k ; L)|4
1+2|R(k ; L)|2 cos 2φ(k ; L, D)+ |R(k ; L)|4 , (4.23)

também satisfazendo

PR ,onda + PT,onda ≡ 1

É importante salientar que o acréscimo na largura da barreira privilegia a transmissão de

componentes com maior energia, incrementando a largura do pacote transmitido (através

de ambas as barreiras) devido à restrição no espectro de momento. Assim, barreiras muito

largas tendem a inibir a evidência de múltiplos picos em [L, L+D] e [2L+D,+∞), provocando

superposição entre os pacotes de onda.

Em relação aos valores de ressonância, nota-se que ela só existe no caso do limite ondu-

lar. De fato,

PT,partícula(k ; L) =
1− |R(k ; L)|2
1+ |R(k ; L)|2 < 1 ∀ L ,

para cada k fixo. Ou seja, além da necessidade de barreiras finas, a transmissão total só

pode ocorrer com D pequeno em relação a ∆x i nc . Fisicamente, o pacote de onda incidente

deve ser muito grande em relação ao potencial (4.1) e a constatação de ressonância não sur-

preende.

4.3 Transição entre unicidade e multiplicidade de picos

Na seção anterior expôs-se analiticamente o comportamento de casos limites para o

problema de um pacote de onda incidente vindo da esquerda sobre o potencial (4.1). Con-

vém avaliar numericamente a transição da fenomenologia entre as situações “ondular" e de

“partícula".

Na figura 8.a fixa-se L em um valor pequeno em relação às diferentes larguras dos pacotes

incidentes. Observa-se nos gráficos o comportamento das probabilidades de transmissão

em função da separação entre barreiras. Observando a fórmula de Parseval-Plancherel, tais
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probabilidades são dadas explicitamente por

d
p

2π

∫ 1

0

|T (2)(k ; L, D)|2 e−d 2(k−k0 )
2/2 d k ,

que tendem para o valor constante PR ,partícula(k0 ; L) à medida que D cresce (permitindo

múltiplos picos). Por outro lado, nota-se que para pequena separação entre as barreiras o

comportamento é mais similar àquele da probabilidade calculada via ondas planas, para a

qual |T (2)(k ; L, D)|2 assume valor 1 com D’s específicos. Nota-se também outro comporta-

mento esperado: pacotes de onda incidentes mais largos exigem maior separação entre as

bareiras a fim de se aproximar de PR ,partícula(k0 ; L) (anulamento das oscilações). Isso se deve

ao fato de que estes produzem pacotes de onda transmitidos mais largos na região [L, L+D],

onde se produzem as múltiplas reflexões e transmissões.

Para d = 2∆x i nc fixo, na figura 8.b evidencia-se que o comportamento típico de ondas

planas é aproximado apenas por barreiras muito finas, não obstante haver maior super-

posição dos múltiplos pacotes devido à restrição de transmissão à componentes de maior

momento.

Com relação aos tempos de transmissão, há possibilidade de prevê-los analiticamente

via MFE para o caso limite de múltiplos picos, onde o mesmo é aplicado a cada um individ-

ualmente. A figura 9 mostra que a posição do máximo é prevista com precisão para o MFE

calculado nos valores médios de momento transmitidos bk (análogos à equação (2.17)). Ex-

iste dependência explícita em relação a L e D, como se pode ver nas fase de Tn (equações

(4.13), (4.16) e (4.18)). No caso de T1, a dependência em relação a D aparece quando se

procura calcular o tempo de transmissão para x M
t r a = 2L+D.



Capítulo 5

Barreira Dielétrica

Neste capítulo investiga-se a propagação de uma onda elétrica transversal através de uma

barreira dielétrica em um meio estratificado. Observa-se similaridades entre as equações de

Schrödinger e da onda elétrica, de onde segue a relevância da presente exposição perante os

resultados obtidos para difusão e tunelamento quânticos. Em analogia com tais fenômenos,

encontra-se múltipla difusão através da barreira dielétrica quando esta possui largura sufi-

ciente para diferenciar múltiplos feixes sobre o plano de incidência, situação na qual não há

ressonância.

5.1 Equação da onda elétrica transversal

O presente estudo se restringe a um meio cujas propriedades são contantes nos planos

perpendiculares a uma certa direção fixa z (meio estratificado) e possui índice de refração

dado por

n (z ) =





n 1 , z ≤ 0

n 2 , 0< z < L

n 3 = n 1 , z ≥ L

(5.1)

com permissividade elétrica e permeabilidade magnética dadas por ε= ε(z ) eµ= cons t a nt e ,

respectivamente.

Sejam os campos elétrico e magnético E = (E 1, E2, E3), B = (B1, B2, B3) com D = εE e

H=
1

µ
B. Em unidades gaussianas, as equações de Maxwell na ausência de cargas e correntes

ficam escritas como

39
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∇. D = 0

∇. B = 0

c ∇×E=−∂t B

c ∇×H= ∂t D ,

(5.2)

e, juntamente com a identidade vetorial∇× (∇×E) =∇(∇.E)−∆E, fornecem a equação de

onda

∆E =
εµ

c 2
∂t t E . (5.3)

Para uma onda elétrica transversal monocromática com plano de incidência y −z (E 2 = E3 ≡
0) e dependência temporal e −iωt , a equação (5.3) fica escrita como

∆E1 +
ω2

c 2
εµ E1 = 0 .

Observando que ∂x E1 =∇. E= 0, segue

∂y y E1(y , z ) + ∂z z E1(y , z ) + n 2(z )k 2E1(y , z ) = 0 , (5.4)

onde k =ω/c e n =
p
εµ . A função dada por

E1(y , z ) = U (z ) e i n 1 sinθ k y (5.5)

com U satisfazendo

U ′′(z ) + k 2[n 2(z )−n 2
1+n 2

1 cosθ ]U (z ) = 0 , (5.6)

é solução da equação (5.4). O ângulo de incidência sobre a interface em z = 0 é representado

por θ e pode ser tomado entre 0 e π/2. Evidencia-se a identicação de (5.6) com a equação

de Schrödinger independente do tempo, tal que a mudança no índice de refração substitui

a presença do potencial. Por sua vez, a solução (5.5) é estacionária e a evolução espacial

da onda no sentido do eixo y é análoga à evolução temporal das ondas planas quânticas. A

equação (5.6) tem solução dada por





e i n 1 cosθ k z + R(en ,θ ; k , L) e−i n 1 cosθ k z , z ≤ 0

A(en ,θ ; k , L) e i n 1

p
en 2−sin2 θ k z + B (en ,θ ; k , L) e−i n 1

p
en 2−sin2 θ k z , 0< z < L

T (en ,θ ; k , L) e i n 1 cosθ k z , z ≥ L ,

(5.7)

onde en = n 2/n 1 e os coeficientes R , A, B , T se obtêm via continuidade da solução e sua

derivada em z = 0 e z = L. De fato, além da similaridade com a equação de Schrödinger,

as componentes tangenciais à interface dos campos elétrico e magnético, E 1 e B2, são con-

tínuas (c∇× E = = −∂t B ⇒ ∂z E1 = i k B2). Na região (0, L), U é real quando en 2 < sin2θ
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(tunelamento) e oscilatória para en 2 > sin2θ (difusão). Exclui-se uma componente com fase

negativa na região [L,+∞) ao se tomar apenas feixes incidentes a partir da esquerda.

5.2 Coeficientes de transmissão e reflexão

Considerando a difusão, pode-se procurar múltiplos coeficientes através de sucessivas re-

flexões e transmissões (como feito para a barreira de potencial, capítulo 3). É fisicamente

natural investigar tal comportamento, uma vez que há duas interfaces que condicionam a

propagação do feixe.

A incidência sobre z = 0 a partir da região (−∞, 0] e as condições de continuidade fornecem

(
1 + r0(en ,θ ) = t0(en ,θ )

cosθ [1− r0(en ,θ )] =
p
en 2− sin2θ t0(en ,θ ) ,

de onde segue

r0(en ,θ ) =
cosθ −

p
en 2− sin2θ

cosθ +
p
en 2− sin2θ

,

t0(en ,θ ) =
2 cosθ

cosθ +
p
en 2− sin2θ

.

(5.8)

Para uma onda incidindo sobre z = 0 a partir da região (0, L), sentido negativo do eixo z ,

tem-se

(
1 + er0(en ,θ ) = et0(en ,θ )p
en 2− sin2θ [1− er0(en ,θ )] = cosθ et0(en ,θ ) ,

portanto,

er0(en ,θ ) = − r0(en ,θ ) ,

et0(en ,θ ) =

p
en 2− sin2θ

cosθ
t0(en ,θ ) .

(5.9)

Analogamente, para incidência sobre z = L obtém-se
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erL(en ,θ ; k , L) = er0(en ,θ ) e 2i n 1k
p
en 2−sin2 θ L ,

etL(en ,θ ; k , L) = et0(en ,θ ) e i n 1k (
p
en 2−sin2 θ−cosθ ) L .

(5.10)

A fim de calcular os coeficientes de reflexão e transmissão R , T , devem ser consideradas

as sucessivas contribuições devidas ao encontro de E 1 com cada fronteira entre índices de

refração diferentes. A primeira contribuição para R vem da reflexão em z = 0 (r0) do feixe in-

cidente vindo de−∞, cuja parcela transmitida na região (0, L), t 0, provoca reflexão em z = L

(t0rL) com propagação sobre z = 0 e componente transmitida em (−∞, 0], t 0rLet0, que é a se-

gunda contribuição para R . Quando há n reflexões em z = 0 na região (0, L), os coeficientes

ficam multiplicados por (rLer0)
n . Assim,

R :=
∑

n

Rn = r0 + t0rLet0

∞∑

n=0

(rLer0)
n = r0 +

t0rLer0

1− rLer0
, (5.11)

analogamente,

T :=
∑

n

Tn = t0tL

∞∑

n=0

(rLer0)
n =

t0tL

1− rLer0
, (5.12)

onde |rLer0|= |r0|2 < 1 e R =R(en ,θ ; k , L), T = T (en ,θ ; k , L).

A partir das equações (5.8) e (5.9), é fácil ver que r0+t0et0 = 1. Além disso, er0 =−r0 implica

|R |2 = |r0+ rL |2
|1+ r0rL |2

,

|T |2 = |t0tL |2
|1+ r0rL |2

,

(5.13)

de onde segue

|R |2 + |T |2 = 1 . (5.14)

Ocorre ressonância, |T |2 = 1, quando

rL(en ,θ ; k , L) = − r0(en ,θ ) ⇔ n 1k
p
en 2− sin2θ L = nπ ; n = 0, 1, 2, . . . ,

pois |1− r 2
0 |2 = (t0et0)

2 = |t0tL |2.

Por outro lado, considerando as equações (5.8), (5.9), (5.10) e tomando o módulo de cada

n-ésimo termo individualmente encontra-se
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∑

n

|Rn |2 = r 2
0 +

(t0r0et0)
2

1− r 4
0

6= |R |2 ,

∑

n

|Tn |2 =
(t0et0)

2

1− r 4
0

6= |T |2 ,

(5.15)

onde assume-se ausência de interferência entre as amplitudes. Observando que (t 0et0)
2 =

(1− r0)
2 se obtém ∑

n

|Rn |2 +
∑

n

|Tn |2 = 1 . (5.16)

As grandezas reais |T |2, |R |2, |Tn |2 e |Rn |2 representam intensidades de energia relativas

àquela total incidente. Quando os feixes são localizados espacialmente no plano y −z (seção

seguinte), a diferença entre os significados dos coeficientes (5.13) e (5.15) é análoga à difusão

quântica: Para L grande o suficiente para distinguir espacialmente as múltiplas reflexões

e transmissões é válido calcular os somatórios de |Rn |2 e |Tn |2 (limite de “partículas"), en-

quanto L’s pequenos não fornecem distâncias entre picos suficentes para destacá-los entre

si (quando valem |R |2 e |T |2, limite “ondular"). A figura 10-b ilustra múltiplos feixes: tanto

distantes estão as interfaces, quanto apartam-se as linhas em z < 0 e z > L.

5.3 Localização de feixes

Podem ser formados feixes localizados no plano de incidência y − z através da super-

posição das ondas planas E1 (equação (5.5)) via uma distribuição gaussiana g = g (θ ;θ0,δ)

sobre o ângulo de incidência θ :

g (θ ;θ0,δ) =

p
δ

(2π)3/4
e−(cosθ−cosθ0)

2δ2/4 ,

onde δ = n 1k d é uma grandeza adimensional que estima a largura da distribuição. Sem

perda de generalidade, g (θ ;θ0,δ) pode ter um pico agudo em θ0 de maneira que não ocor-

ram difusão e tunelamento simultaneamente. As distribuições espacialmente localizadas

para incidência, reflexão e transmissão ficam dadas, respectivamente, por
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E1,i nc (y , z ;θ0,δ) =

∫ π/2

0

g (θ ;θ0,δ) e iδcosθ z d e iδ
p

1−cos2 θ yd dθ ,

E1,r e f (y , z ; n 2,θ0,δ) =

∫ π/2

0

R(θ ; en ,δ, L d ) g (θ ;θ0,δ) e−iδcosθ z d e iδ
p

1−cos2 θ yd dθ ,

E1,t r a (y , z ; n 2,θ0,δ) =

∫ π/2

0

T (θ ; en ,δ, L d ) g (θ ;θ0,δ) e iδcosθ z d e iδ
p

1−cos2 θ yd dθ ,

(5.17)

onde yd = y /d , z d = z/d e L = L/d . Quando os módulos das expressões acima são estreitos

em relação a L, pode-se observar claramente a múltipla difusão, como ilustrado nas figuras

10-b, 11 e 12. Neste caso em particular, a distribuição angular está centrada em θ0 = π/4

com en =
p

3/2 e a condição en > sinθ fornece um ângulo crítico π/3 a partir do qual haveria

tunelamento. No entanto, a escolha de δ = 50 garante que g (θ > π/3) ∼ 0. Por outro lado,

na figura 10-a a escolha de δ = 50 garante que g (θ < π/6) é desprezível, havendo somente

tunelamento (cuja intensidade é relevante apenas para barreiras finas).

Múltiplas difusões validam o cálculo das probabilidades dadas pelas expressões (5.15). É

natural observar na figura 10-b, por exemplo, que os feixes refletidos (e transmitidos) ficam

mais distantes uns dos outros à medida que L cresce e a largura dos múltiplos pacotes sobre-

postos é menor. Assim como no caso da difusão quântica, as funções graficadas nas figuras

11 e 12 coincidem com aquelas obtidas quando os coeficientes R e T das integrais (5.17) são

substituídos por Rn , Tn , n = 1, 2, . . .. Além disso, é relevante observar

∞∑

n=0

|Tn |2 =
(t0et0)

2

1− r 4
0

=
(1− r 2

0 )
2

1− r 4
0

< 1

ou seja, no limite de partículas (ausência de interferência) não há ressonância.

O tunelamento sempre apresenta componentes refletida e transmitida únicas. De fato,

observando que para obtenção dos respectivos coeficientes basta efetuar i
p
en 2− sin2θ ↔p

sin2θ − en 2, é fácil ver que a série
∑

n

|Tn |2 diverge.

Os resultados expostos neste capítulo indicam importante relação entre as fenomenolo-

gias quântica (interação de partículas com barreiras de potencial) e ótica (transmissão de

feixes através de barreira dielétrica). Dada a evidente dificuldade empírica dos problemas

estudados nos capítulos 2, 3 e 4, a analogia ótica abre perpectivas experimentais a respeito

de problemáticas como o tempo de tunelamento, efeito Hartman e conseqüências da ex-

istência dos limites “onda-partícula". Destaca-se o fato da solução (5.5) ser estacionária,
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evitando dificuldades de cunho prático que dizem respeito à mensurabilidade do tempo.



APÊNDICES

A.1 Método da Fase Estacionária (MFE)

Seja

Ψ(x , t ; k0) =

∫ +∞

−∞
g (k ; k0)Φ(x , t , k )d k , (5.18)

com

g (k ; k0) = e−d 2(k−k0 )
2/4 ; ∆k := 1/d , (5.19)

e Φ(x , t , k ) = |Φ(x , t , k )|e i (±k x−k 2t+α(k )) é quadrado-integrável. Para ∆k pequeno o suficiente

de modo que a faseξ(x , t , k ) =±k x−k 2t+α(k ) varie pouco no intevalo [k 0−∆k/2, k0+∆k/2]

e possa ser aproximada por

ξ(x , t , k )' ξ(x , t , k 0)+ (k −k0)

�
∂ ξ(x , t , k )

∂ k

�

k=k0

,

para t fixo, de tal maneira que a equação (5.18) possa ser reescrita como

Ψ(x , t ; k0)' e iξ(x ,t ,k0 )

∫ +∞

−∞
g (k )|ϕ(x , k )|e i (k−k0 )[∂kξ(x ,t ,k )]k=k0 .

Quando [∂kξ(x , t , k )]k=k0
> 1/∆k o integrando acima oscila muitas vezes dentro do intervalo

para o qual g (k )|ϕ(x , k )|> 0, de modo que tais oscilações se cancelam mutuamente sob in-

tegração. Por outro lado, quando g (k )|ϕ(x , k )| possui pico na vizinhança de k 0 o máximo de

|Ψ(x , t )| é aquele ponto (x , t ) para o qual as oscilações sobre a variável k são eliminadas, ou

seja, para [∂kξ(x , t , k )]k=k0
= 0. Tal ferramenta de localização do máximo de função obtida

é chamada Método da Fase Estacionária (MFE) [46], cujo nome provém do anulamento da

derivada da fase em algum ponto k 0 .

No caso do pacote de onda incidente (2.14), por exemplo, o máximo de |Ψi nc (x , t ; k0)| fica

dado por

46
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∂

∂ k
[k x −k 2t ]

���
k=k0

= 0 ⇒ x M
i nc (t ) = 2k0 t .

Por sua vez, o pico transmitido pela barreira de potencial (2.7) tem posição satisfeita por

∂

∂ k
[k x −k 2t −k L+α(k ; L)]

���
k=k0

= 0 ⇒ x M
t r a (t , L) = L+2k0 t − ∂ α(k ; L)

∂ k

���
k=k0

.
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A.2 Coeficientes de N barreiras

Podem ser obtidos os coeficientes das funções de onda incidente, transmitida e refletida

em um caso geral de N barreiras de potencial V0 com distância de separação d e k 0 <V0 .

Prova-se que no caso de N barreiras é válida a seguinte expressão

 
A0

A ′0

!
=

N∏

s=1

fM s

 
AN

A ′N

!
(5.20)

onde fM s =W −1[i k , (s−1)(L+d )]W [ρ, (s−1)(L+d )]W −1[ρ, s L+(s−1)d ]W [i k , s L+(s−1)d ],

segundo a matriz W definida no capítulo 4. Considerando as condições de continuidade na

s -ésima barreira, ou seja, em x = (s − 1)(L +d ) e x = s (L +d )−d = s L + (s − 1)d , tem-se a

expressão

W [i k , (s −1)(L+d )]

 
As−1

A ′s−1

!
= W [ρ, (s −1)(L+d )]

 
Bs

B ′s

!
,

W [ρ, s L+(s −1)d ]

 
Bs

B ′s

!
= W [i k , s L+(s −1)d ]

 
As

A ′s

!
.

(5.21)

A equação (5.20) é válida para N=1. De fato, neste caso s = 1,

 
A0

A ′0

!
=W −1[i k , 0]W [ρ, 0] W −1[ρ, L]W [i k , L]

 
A1

A ′1

!

que reproduz exatamente a equação para o tunelamento de uma barreira, onde A 0 = 1, A ′0 =

R , AN = T e A ′N = 0. Supondo que a expressão (5.20) é válida para N0−1. Então,

 
A0

A ′0

!
=

N0−1∏

s=1

M̃ s

 
AN0−1

A ′N0−1

!
.

Tomando s =N0 na equação (5.21) obtém-se

W [i k , (N0−1)(L+d )]

 
AN0−1

A ′N0−1

!
= W [ρ, (N0−1)(L+d )]

 
BN0

B ′N0

!
,

W [ρ, N0L+(N0−1)d ]

 
BN0

B ′N0

!
= W [i k , N0L+(N0−1)d ]

 
AN0

A ′N0

!
.

onde, pela hipótese de indução,
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AN0−1

A ′N0−1

!
= [

N0−1∏

s=1

M̃ s ]
−1

 
A0

A ′0

!
.

Segue que

 
A0

A ′0

!
= [
∏N0−1

s=1 M̃ s ]W −1[i k , (N0−1)(L+d )]W [ρ, (N0−1)(L+d )]

. W −1[ ρ, N0L+(N0−1)d ]W [i k , N0L+(N0−1)d ]

 
AN0

A ′N0

!
,

isto é,  
A0

A ′0

!
=

N0∏

s=1

M̃ s

 
AN0

A ′N0

!
. (5.22)

Logo, a expressão (5.20) é válida para todo N ∈N. �

Além disso, a equação (5.20) pode ser reescrita de maneira mais simples:

M̃ s = ∆[−i k (s −1)(L+d )]W −1[i k , 0]W [ρ, 0]∆[ρ(s −1)(L+d )]∆[−ρ(s L+(s −1)d )]

. W [ρ, 0]W [i k , 0]∆[i k (s L+(s −1)d )]

=∆[−i k (s −1)(L+d )]W −1[i k , 0]W [ρ, 0]∆[−ρL]W [ρ, 0]W [i k , 0]∆[i k (s L+(s −1)d )] ,

pois ∆[ρα]∆[−ρβ ] =∆[ρ(α−β )], e

M̃ s−1 M̃ s = ∆[−i k (s −2)(L+d )]W −1[i k , 0]W [ρ, 0]∆[−ρL]W [ρ, 0]W [i k , 0]∆[i k ((s −1)L+(s −2)d )

.∆[−i k (s −1)(L+d )]W −1[i k , 0]W [ρ, 0]∆[−ρL]W [ρ, 0]W [i k , 0]∆[i k (s L+(s −1)d ) ,

M̃ s−1 M̃ s = ∆[−i k (s −2)(L+d )]∆[i k d ]M 2 ∆[i k (s L+(s −1)d )] ,

onde M =M [k ,ρ; L, d ] é dada pela equação (4.4). Quando s = 1 o primeiro termo de M̃ s é

∆[0] = I. Assim,
N∏

s=1

M̃ s = ∆[i k d ]M N ∆[i k (N L+(N −1)d )]

ou seja, a equação (5.20) fica escrita como

 
A0

A ′0

!
= ∆[i k d ]M N ∆[i k (N L+(N −1)d )]

 
AN

A ′N

!
(5.23)

para todo N ∈ N. Quando N = 1, 2 recupera-se as expressões de uma e duas barreiras de

potencial.
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A.3 Gráficos
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Figura 1
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d = 10 , k0 = 0.5
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Figura 1: Pacotes de onda transmitidos através de barreiras de potencial (V0 = 1). A veloci-
dade de propagação dos máximos (acompanhados pelas linhas pontilhadas) confirmam o
valor de bk , equação (2.17).
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Figura 2: Comportamento da distribuição sobre o momento para pacotes de onda transmi-
tidos através de barreiras de potencial de diferentes larguras. A deformação em relação à
distribuição incidente (gaussiana) é de particular importância para L >∆x i nc
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Figura 3

d = 10
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Figura 3: Intervalo de tempo τ entre a incidência sobre a barreira e o surgimento do pico
transmitido na fronteira oposta da mesma (tempo de transmissão). Destaca-se o compor-
tamento linear a partir de L’s suficientemente grandes.
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Figura 4: Paradoxo de Hartman. Observa-se surgimento do pico transmitido anterior ao
encontro entre o máximo incidente e a barreira.
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Figura 5
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Figura 5: Decomposição do pacote incidente em componentes de diferentes velocidades.
Neste caso, ε = 0.05. A comparação com a figura 4 mostra como a componente mais veloz
encontra a barreira enquanto o pico do pacote de onda total está em x = 100.
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Figura 7: Múltipla difusão sobre a barreira de potencial unidimensional de altura 1. Pode-se
verificar numericamente a concordância com o MFE.
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Figura 8
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Figura 8: Transição entre unicidade e multiplicidade de picos transmitidos (k 0 = 0.5) em
função da distância de separação D entre barreiras idênticas. O valor constante para o qual
tendem as funções em (a) é exatamente PT,partícula(k0 , L), conforme esperado.
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Figura 9: Primeiros pacotes transmitidos através de duas barreiras de potencial idênticas
(V0 = 1). As linhas pontilhadas indicam as previsões do MFE, que concordam satisfato-
riamente, confirmando a dependência do tempo de transmissão (τ(2)) em relação a D,
conforme previsto via consideração das fases dos múltiplos coeficientes.
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Figura 10: Ilustração da propagação de feixes localizados através de uma barreira dielétrica.
Evidencia-se em (b) a analogia à múltipla difusão quântica.
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Figura 11: Propagação dos múltiplos feixes localizados ao longo da componente z do plano
de incidência. Eles coincidem perfeitamente com aqueles obtidos via integração em
R1, R2, T1, etc.
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Figura 12: Propagação dos múltiplos feixes localizados ao longo da componente y do plano
de incidência.
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