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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar a fenomenologia da interagcdo entre pacotes de
onda e barreiras de potencial. O tunelamento é analisado numericamente, de onde se ex-
traem informacoes qualitativas acerca dos tempos de transmissao e aparecimento de picos,
as quais exigem um tratamento cuidadoso para o Efeito Hartman. Nos capitulos seguintes,
a difusdo sobre a barreira e o tunelamento através de duas barreiras idénticas sdo tratados
via abordagem de multiplos picos, cuja coeréncia e necessidade provém da concordancia
com resultados gerais (difusdo sobre degrau de potencial), efeitos de ressonancia (no duplo
tunelamento) e previsoes de tempos dadas pelo Método da Fase Estaciondria (que esclare-
cem o chamado Efeito Hartman Generalizado). Tal abordagem analitica concorda perfeita-
mente com as simulagées numeéricas expostas. A analogia entre as equac¢oes de Schrodinger
com barreira de potencial e da onda elétrica monocromadtica em meio estratificado é explo-
rada no ultimo capitulo através da consideracao de multiplos feixes localizados com propa-
gacdo através de uma barreira dielétrica.



Abstract

This work intends to present the phenomenology of interaction between wave packets and
potential barrier. The tunnelling is numerically analyzed to extract qualitative info about the
delay times and the appearance of peaks, what requires a careful treatment for the Hartman
Effect. In the following chapters, the barrier diffusion and the tunnelling through two iden-
tical barriers are studied with the approach of multiple peaks, which coherence and need
comes from the agreement of general results (above potential step), resonance effects (in
the double tunnelling) and time forecasts given by the stationary phase method (that clar-
ifies the so-called Generalized Hartman Effect. This analytical approach perfectly consents
with the displayed numerical simulations. The analogy between the Schrédinger equation
with potential barrier and the monochromatic transverse electric in a stratified medium is
explored in the last chapter regarding multiple localized reflected and transmitted beams
through dielectric barriers.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da transmissdo quantica de uma particula através de uma barreira de poten-
cial cuja altura excede sua energia total (tunelamento) remonta a década de 1930 [1],[2]. O
interesse em tal fendmeno tem se renovado ao longo do século XX até os dias atuais devi-
do ao desenvolvimento tedrico e experimental de dreas como Fisica sub-nuclear, nuclear, e
atOmica.

A principal problematica referente ao tunelamento concentra-se nas definicoes e esti-
mativas dos tempos de transmissao e da velocidade da particula através da barreira. Defi-
nicoes diferentes do tempo de tunelamento ja desenvolvidas e os métodos de obtencdo do
mesmo podem ser separados em trés grupos. O primeiro avalia o tempo de transmissao dire-
tamente por meio da dindmica do pacote de onda, utilizando o Método da Fase Estacionéria
(MFE) [3]-[5] ou a média temporal sobre os fluxos de probabilidade [6]-[8]. O segundo grupo
descreve caminhos na regido da barreira, de onde se obtém o tempo de tunelamento. Se-
gundo integrais de caminho de Feynman, a diferenca entre o primeiro e dltimo instantes de
intersecao da trajetoria, curva x(¢), com as interfaces da barreira fornece o tempo de tunela-
mento. Podem ser incluidas nesse grupo as abordagens de Bohm [10], [9] e distribuicdo de
caminhos de Wigner [11]. Um terceiro grupo introduziu um novo grau de liberdade ao con-
siderar a precessdo de Larmor do spin da particula em torno de um campo magnético na
regido do potencial perpendicular a direcao de propagacao [12] ou a adi¢do ao potencial de
uma dependéncia temporal harmonica [13],[14].

Considerando métodos desenvolvidos anteriormente [15],[16] e utilizando pacotes de
onda como solucdo da equacao de Schrédinger, Hartman[3] obteve uma descricdo tedrica
sobre o tempo para o qual encontra-se o pico do pacote transmitido tomando a derivada
em relacao ao momento da fase das solugdes encontradas (segundo o Método da Fase Esta-
cionéria). Tal previsao resultou em algo surpreendente: a independéncia do tempo de trans-
missdo em relacao a largura da barreira quando a mesma € suficientemente grande. Além

disso, ele se torna menor que aquele necessdrio para a particula percorrer uma distancia
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igual a largura da barreira livremente. Hartman também observou o deslocamento da ener-
gia média do pacote de onda transmitido em rela¢do ao incidente, evidenciando o papel de
filtragem da barreira (preferéncia de transmissdo de componentes mais velozes) cujas cor-
recOes podem ser obtidas explicitamente [5],[17].

Pode-se considerar também um tempo médio gasto pela particula no interior da bar-
reira, regido classicamente proibida [8], [12], [18],[19] (sob o ponto de vista do espalhamento

(6], [7], [12], [13], [20], dado em funcdo da probabilidade de encontrar particulas nesta regidao
L

e seu fluxo através do potencial). Ele pode ser definido por 7, = f [W(x)|?/jine, [12], onde

0 .
jine € o fluxo incidente (igual a velocidade de grupo de uma particula livre e**). Este tempo

de permanéncia na barreira pode ser relacionado com aquele dado via MFE. De fato, defi-
nindo 7g = [R|*Tz+|T*7r, onde |R|?,|T|* e Tg, T7 s@0 as probabilidades de reflexdo e trans-
missdo com seus respectivos tempos (dindmica dos picos dada pelas derivadas da fases),
tem-se Tg = T4+ 7;, sendo 7; = —Im(R)/k ji». um termo referente a interferéncia entre os
pacotes incidente e refletido em frente a barreira. Esta relacao entre tempos pode ser obtida
através da andlise dos pacotes de onda [5] ou, de forma mais simples, por propriedades
gerais das solucdes estaciondrias da equacao de Schrodinger [21], [22]. Além disso, para
uma barreira simétrica Tp = Ty = Tg := 7. A integracdo em (0, L) fornece independéncia de
T, em relacdo a L’s grandes. Explorando a analogia entre tunelamento de particulas e f6-
tons [23]-[25] (evidenciada pela equivaléncia matemadtica entre as equagdes de Schrodinger
e Helmholtz), experimentos 6ticos [26]-[29], eletromagnéticos [30]-[35] e actsticos [36],[37]
comprovaram a mesma independéncia em 7 (Efeito Hartman). Tal resultado implica em
velocidades de transmissdo maiores que aquela de uma particula livre e, no limite de grandes
velocidades, em um efeito superluminar, com aparente violacado de causalidade, quando
conseiderada a “velocidade” v := L/7. A despeito da preferéncia de transmissdao de com-
ponentes de maior momento e da validade do MFE somente para barreiras relativamente
estreitas [38], é possivel recuperar a precisao do mesmo e a relacao exata entre 7, e 7 para
dois pacotes incidindo simetricamente sobre o potencial [39].

E importante destacar a diferenca conceitual entre T e um tempo de transito propria-
mente dito, uma vez que este pressupoe o deslocamento de uma particula entre dois pon-
tos. Evita-se uma interpretacdo ingénua de v ao notar que o pacote de onda transmitido
estd atrelado a existéncia de outro refletido. Assim, o Efeito Hartman pode ser visto como a
saturacdo da probabilidade [40] (da energia, no caso eletromagnético [41], ou do nimero de
particulas [21], na situa¢do de espalhamento) na regido do potencial.

Na presente dissertacdo sdo descritos os casos ndo-relativisticos e a dinamica dos pa-
cotes de onda. O tempo de tunelamento é calculado observando a localiza¢do dos picos
incidente e transmitido. Avalia-se transmissdo via potenciais de barreira simples e dupla
(capitulo 4), a difusdo e a analogia 6tica de tais fendmenos, explorando a similaridade entre

as equacoes de Schrodinger e da onda elétrica em meio estratificado.
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O segundo capitulo contém as no¢des matemadticas utilizadas em todo o texto (equacgao
de Schrodinger e pacotes de onda, secoes 1-3) seguida do estudo numérico do tunelamento
via uma barreira de potencial. Admite-se o tempo de transmissdo como sendo o instante
no qual surge o pico na regido posterior a barreira. Dai surge um importante resultado a
respeito do tempo de tunelamento, com dependéncia linear deste em relacdo a largura do
potencial. Sao verificadas também as contribuicdes devidas as componentes mais lentas e
velozes incidentes, o que explicita um ponto tdo sutil quanto relevante do fené6meno: surgi-
mento do pico transmitido anterior ao encontro daquele incidente com a barreira.

No terceiro capitulo é analisada a difusao sobre uma barreira através da perspectiva de
multiplos picos [42],[43] considerando a dindmica dos pacotes de onda na regido do poten-
cial e as reflexdes e transmissoes associadas as interacdes de cada pico com as interfaces de
descontinuidade do potencial. Compara-se os resultados referentes a ressonancia e tem-
pos de atraso com o caso limite do degrau de potencial e as previsoes do Método da Fase
Estacionaria (MFE).

No quarto capitulo aplica-se a técnica utilizada no capitulo 3 [44], com o objetivo de
avaliar a validade do chamado Efeito Hartaman Generalizado (independéncia em relacao
as larguras e distancia entre as barreiras [8]) e a condicdo de ressonancia fornecida por
uma segunda regido de potencial ndo nulo (ndo h4 transmissao total para o caso da bar-
reira Ginica). Avalia-se numericamente os limites para os quais os multiplos pacotes de onda
ficam separados ou superpostos, bem como a aplicacdo do MFE.

No quinto capitulo, utiliza-se técnica andloga aos capitulos 3 e 4 para explorar a multipla
difusdo de uma onda elétrica transversal devido a mudanca de indice de refracio em um
meio estratificado [45]. Tal abordagem aproxima a teoria anterior de uma possivel verifi-

cacao experimental.



Capitulo 2

Efeito Hartman

Neste capitulo se procura evidenciar detalhes das solucdes da Schrédinger com uma bar-
reira de potencial, destacando a dinamica de transmissao através da mesma. As descricoes
numéricas aqui apresentadas trazem a tona efeitos sutis, porém importantes para a com-
preensdo do fendmeno de tunelamento, destacando-se resultados referentes ao tempo de
transmissao: dependéncia linear para barreiras largas e encontro do pico incidente com a

barreira posterior ao surgimento daquele transmitido.

2.1 Solucoes estaciondrias da equacao de Schrodinger

A equacdo de Schrodinger é dada por

| 2UE.1)

PP =="U(r,t)+ V(r, t)¥(r,t) 2.1

onder=(x,y,z)€R3, U:R*—>C, V:R* —R e " é o operador Laplaciano 92 + Eyzy +02.

Segue da equacao (2.1) que U(r, ¢) satisfaz a equacdo da continuidade

op(r,1)

37 +V.Jr,t)=0 V(rt)eR* , (2.2)

tal que
J=—i [U'VU -V =2Im[¥*V¥] e p=|T? |,

onde V.J=0,J:+0,J,+0.J..

12
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Quando
Vi,t)=V() ,

o método da separacgdo de varidveis fornece solucdes da equacao (2.1) dadas por

U(r, t)= p(r)e ERE 2.3)

onde k= (ky, k», k3), k :=||k|| e E(k) = k? (constante em relacdo are t). Além disso, ¢ satisfaz

a equacao de Schrédinger independente do tempo

E(k)p(r)=—="p)+V()p() , (2.4)

cujas solugdes sdo conhecidas como solugoes estaciondrias da equagdo de Schrodinger. Se

Vir)=Vvix) ,

novamente por separacao de varidveis segue que

P(r)=gp(x)eV ez 2.5)
cuja fungdo ¢ satisfaz a equacao
ERp ()=~ T2 4 o+ kg0 Ve
que pode ser reescrita como
d*¢(x)

premial AACOR S CONNS (2.6)
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2.2 Barreira de potencial unidimensional

Seja o caso unidimensional da equacao (2.5), tomando k, = k3 = 0, com um potencial

dado por

V(x):{ 0 xe&(—o0,alUlb,+00) 2.7

1 x€(a,b)
Neste capitulo serd examinado o tunelamento, ou seja, E(k) = k? < 1, onde k = k;. A solucao

da equacdo (2.6) para o potencial (2.7) com uma particula incidente de momento positivo,

e'kx fica escrita como

( 01(x, k; L,a)=e'** + R(k; a,b)e % x<a

¢(x,k;a,b)=1 @y(x,k;a,b)=B(k;a,b)er®*x+ B'(k;a,b)eP** aq<x<b (2.8)

w3(x,k;a,b)=T(k;a,b)e** x>b ,

onde p(k)=1/1—k? e as condigoes de continuidade da solucao e sua derivada nos pontos

x =a e x =b fornecem

1 . .
R(k;a,b)=— i————tanh(y/ 1 — k2 L)cos(a(k; L))e'@*:1)+2ka) — _j|R(k; L)| e’ @ k:b+2ka)

2k+/1—k?

cos(a(k; L))

cosh(y/1—k? L)

T(k;a,b)=T(k;L)= e sk D — | T(f; [ )| eflel)-k)

(2.9)

onde

a(k;L):arctan{Mtanh(\/l—kzL)} e(—ﬁ,g) , L=b-—a .

2ky/1— k2 2

As solugdes da equacdo (2.1) para cada regido sao W;(x, t, k) = ¢;(x, f, k)e-ik’t j=123,
cujas funcoes ei**, R(k;a,b)e~** e T(k;L)e!** descrevem as ondas incidente, refletida e
transmitida, respectivamente. Sem perda de generalidade, o coeficiente unitdrio foi atribuido

a incidéncia. Além disso, da equacdo da continuidade (2.2) segue que |T|?>+|R|*> = 1.
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Por outro lado, para uma particula vinda de —oo com momento negativo (e ~%*), basta

efetuar nos coeficientes acima k — —k e a «— b, obtendo-se

o1(x,k;a,b)=e"**+ R (k;a,b)et** x>b

o(x,k;a,b)=1 @a(x,k;a,b)=B_(k;a,b)er®*x + B’ (k;a,b)eP®)* a<x<b (2.10)

¢s(x, k; L) = T_(k; L)et*~ x<a ,
onde

R (k;a,b)=—i |R(k; L)|ei(k;L)-2kb)
(2.11)
T_(k; L)= T(k; L) =|T(k; L)| eil(k:L)kL)

2.3 Pacotes de onda unidimensionais

Fisicamente, solucdes de ondas planas informam que a particula tem probabilidade de
estar em qualquer posicao para todo tempo. Por outro lado, podem ser obtidas solucoes
de (2.1) que estejam localizadas no espacgo. De fato, tais solucdes existem desde que seja
imposta a condigao inicial ||¥||;2r; = || gl 12(r) < 00 para ¢ =0.

Seja

+00
1 272
lD(x,t;kO):EJ glk;k)o(x, k)e " Fldk (2.12)

onde
glk;k,, d)=e “HkkFMA ke (0,1) , (2.13)

distribuicdo gaussiana centrada em k,, com Ak := 1/d. As solucdes ¥ : R? — C descritas
pelas formulas acima sdao quadrado-integraveis, formando pacotes de onda. Segundo a
equacao (2.12), tais solugdes podem ser interpretadas como superposicoes de autoestados
associados a um espectro continuo de autovalores E(k), onde k, indica o centro da dis-
tribuicao espectral. Os valores |U(x,t)?dx e |g(k,t)|?d k descrevem as probabilidades da

particula ser encontrada a um instante ¢ com posicao entre x e x + dx e nimero de onda
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entre k e k + dk e, pela férmula de Parseval-Plancherel, ||U||;2r)(¢) = ||g]l;2r)(¢). Uma vez
que g(k,t;k,,d)= g(k,0; k,, d)e-**t, segue que ||¥|| ;2(r)(#) = ||¥|| .2 (r)(0) para todo 7.

2.4 Pacotes de ondatransmitidos pela barreira unidimensional

O pacote de onda livre associado a particula incidente com distribuicao de momento dada

por (5.19) fica escrito como

1

\I’inc(x,t;lco,d):Nf glk;k,,d) e *tqr (2.14)

0

onde N = V'd /(27)3/* é constante de normalizacdo. Completando o quadrado do argumento

da exponencial do integrando segue

d2
— (k= kY ilkx k2 0) = —(k =k, [d*/a+ it] +(k = k,)lix — i2k, 1] + ik, x — ikl 1 =

(x—2k,t)? . ) ) i(x—2k,t)
=—u(kP———— 2 tikx—ik?t ; u(k)=(k—-k)(d*/4+it)/?——— 2"
WY =y in TR Tk s ulR ==k A T =
de modo que a integracao através da mudanca de variaveis fornece
d?(x —2k,t)
2d2 1/4 _((,(if+—16;2))+i(k°x_k2t_ﬁ)
lIll'n(: 7t;k0)d = ‘ 2.15
x ) [ﬂ(d2+16t2)] ¢ (2.15)

4t(x — 2k, )2

@ 11612 e N é escolhido de maneira que || ;|| ;2z) = 1.

onde 8 = % arctan(4t/d?) —

Para fins de simplificagdo pode-se tomar a = 0 na posicao da barreira de potencial dada
pela equacdo (2.7). A expressdo (2.15) evidencia que a posicdo paraa qual |V, (x, t; k,, d)| é
maximo satisfaz xM —2k,t =0 < xM =xM (1r)=2k,t, cuja previsdo é dada pelo Método
da Fase Estaciondria (MFE) sem necessidade de efetuar a integracao. Nota-se que a posicao
inicial é dada por x%c(o) =0, ou seja, o pico incidente encontra-se em contato com a barreira
para t =0, a menos de efeitos de interferéncia.

Uma vez que a escolha do pacote de onda é uma condicao de contorno para a obtencao
das solucoes, pode-se tomar d de tal maneira que a fun¢do obtida seja a mais suave possivel,
sem perda de generalidade. A fim de obter um pacote de onda que decresce suavemente

(sem oscilacdes) a medida que |x — x,| aumenta, é necessario que Ak = 1/d seja suficiente-
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mente pequeno de tal maneira que a integragdo sobre (0, 1) tome |g(k; k,)| desde seu maximo
até valores muito proximos de 0. Quando isso ndo ocorre, a funcdo g é aproximadamente

constante sobre tal intervalo, fornecendo |¥;,.(x, t, k,, d)| repleto de oscilacoes.

E importante salientar que a distribuicio de momento (5.19) exclui qualquer possibili-
dade de difusao, pois k? < 1. O pacote de onda transmitido é dado via integracdo (2.12),

com  assumindo as solugoes estaciondrias (2.8) associadas a transmissao:

1

\Iltm(x,t;ko,d,L):Nf g(k;k,, d)T(k;L) e™*tqf . (2.16)

0

Afigura 1 ilustra a transmissdo através de duas barreiras diferentes: uma com L da ordem

de Ax;,.(0) = d /2 e outra consideravelmente mais larga que o pacote de onda incidente. A

velocidade de propagacao do pico transmitido pode ser obtida através da estimativa de sua

posicao para cada instante de tempo. Numericamente, é facil confirmar que ela é dada por
2k, onde

c_ fol k|g(k;k,, d)T(k;L)? dk

! 2.17)
I, 1g(ks k,, d)T(k; D2 d k

As distribuicoes de momento dos pacotes de onda transmitidos decorrem da faculdade
de filtragem da barreira de pontencial: as componentes de maior momento tem preferéncia
de transmissdo. Este resultado é natural e intuitivo, uma vez que a capacidade de trans-
posicdo de um potencial depende da energia cinética envolvida. A figura 2 ilustra algumas
distribui¢des associadas a transmissdo. A medida que a largura aumenta, a média da dis-
tribuicao sobre k fica cada vez maior e a funcao g(k; k,, d)|T(k; L)| se torna, gradativamente,
diferente de uma distribuicdo gaussiana. Por outro lado, para 0 < L ~ d /2 = Ax;,.(0) as
funcoes ¥,,, estdo sujeitas a aplicacao do Método da Fase Estaciondria que garante, a priori,
a velocidade de propagacdo do pico transmitido igual a 2k.

Pode-se definir o tempo de transmissao 7 como aquele mensurado entre o encontro do
pico incidente com a barreira e o surgimento daquele transmitido na extremidade oposta

M

da mesma, sendo xM inc

1.(r) = L quando x

(0) = L. O gréfico da figura 3 mostra tempos

de transmissdo obtidos numericamente para diferentes proporcoes de L. Tais valores sdo

d,L)= rglaoxlllf(L, t;k,,d,L)|. Apartirde L~ d, o tempo de
>

transmissao cresce linearmente com o aumento de L. Os tempos de transmissdo 7(L) sao

aqueles que satisfazem |¥(L, 7; k

0’

previstos satisfatoriamente pelo MFE para L’s da ordem do pacote incidente, ou seja,

1 da(k;L)
W=k

-0

para 0< L~Ax;,.(0)



Capitulo 2. Efeito Hartman 18

Os resultados observados acima diferem drasticamente da previsao do Efeito Hartman,
segundo o qual para Ly/1—k? >> 1 o tempo de transmissdo se torna independente da
largura da barreira. Tal comportamento de 7(L) pode ser obtido quando, por exemplo, o
Método da Fase Estaciondria € aplicado sem a devida consideracao de suas restricoes de val-
idade (0 < L ~ Ax;p,, figura 2). De fato, ha precisao satisfatéria do mesmo no cdlculo do
tempo de tunelamento através de barreiras finas, porém 7(L) cresce de maneira mond6tona

e praticamente linear com o alargamento do potencial.

2.5 Paradoxo de Hartman

O tunelamento através de barreiras muito largas se deve as componentes incidentes cujos
valores de energia sdo muito proximo aqueles do potencial (figura 2). Além da observacgao
do pacote transmitido na vizinhanca de x = L, € conveniente comparar sua dindmica aquela
do pico incidente.

A figura 4 mostra um resultado importante. A barreira de potencial estd afastada em re-
lacao ao pico de |¥;,.| e o maximo de |¥,,,| surge em x = b ap6s o instante T(L)+x§‘£c(t)/2k0
(onde o segundo termo é o tempo de percurso do pico incidente com posi¢do inicial x (0) =
0, pelo MFE). Assim, o tunelamento € anterior ao encontro da particula incidente com o po-
tencial (no sentido probabilistico). Tal fen6meno se evidencia somente com barreiras muito
largas.

O fenomeno descrito acima pode ser compreendido pelas fun¢des expostas nas figuras

5 e 6. Na primeira sdo descritas evolucoes de pacotes de onda do tipo:

lIJi_nc(xr L; kmd):N foe g(k;ko,d) eikx—ikztdk ,
0, (K, d)=N [ glkik, d) e dk 2.18)
lll?—nc(x’t;ko!d):N fll_eg(k;ko’d) eikX—ikztdk ,

0’

tal que U; +W0 +Wf

inc inc nc

=W,;,, e toma-se € << 1, de modo que as funcoes de onda acima
representam as componentes lenta, média e veloz, respectivamente, do pacote de onda inci-
dente. Nota-se que para ¢ < 0 as componentes estdo claramente desvencilhadas, com o pico
|7 (x,1)| seguindo a frente daqueles de [W9, (x,1)| e [¥} (x,1)], ao passo que as funcoes
se sobrepoe em (x,t) = (0,0), com nova separacdo em ¢t > 0, onde o pacote de onda mais
veloz ja se adianta em relagdo aos outros dois. Assim, o pacote de onda completo incidente

mostrado na figura 4 possui, implicitamente, uma componente veloz cujo pico estd muito
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proximo da barreira, em torno de x = a.
A componente |¥] | é a principal responsavel pelo tunelamento, como pode ser visto
na figura 6, sendo valido os valores 7(L) dados no gréfico 3, com a ressalva de que estes sao

+

intervalos de tempo mensurados entre a incidéncia do pico de |¥7,

| nas proximidades de a
e o surgimento daquele transmitido. De fato, |¥,,,| também possui pequenas contribuicdes
devidas a transmissoes de |9, | e U} | e, portanto, seu pico surge em x = b no mesmo
instante em que o ponto de maximo de ¥} |estd um pouco a esquerda de a, embora muito
proximo.

Evidentemente, os resultados observados nesta secao sao validos apenas para barreiras
muito largas em relacdo ao pacote de onda incidente, uma vez que sao estas que priorizam

fortemente a transmissdao de componentes associadas aos maiores valores de momento.



Capitulo 3

Multipla Difusao

No presente capitulo a difusdo sobre a barreira (E(k) > 1) é analisada. Neste caso, as
solucoes da equacao de Schrédinger na regido de potencial nao nulo tém formas de pacotes
de ondas, cujas interacdes com as extremidades da barreira geram reflexdes e transmis-
soes nas regides de propagacdo livre. As func¢des associadas a probabilidade de encontrar
a particula em cada posicao se dao por meio de multiplos picos, ou seja, os pacotes de onda
sdo formados através de composicoes de sequéncias de probabilidades associadas as multi-
plas interacdes ocorridas em cada descontinuidade do potencial. Tal descri¢do se torna clara
e relevante para difusao de pacotes de onda suficientemente estreitos em relacao a barreira,
em contraste com casos em que haja importante superposicao das multiplas fun¢oes (prox-

imidade entre picos).

3.1 MFE aplicado a difusao

Sejam uma barreira de potencial unidimensional (2.7) posicionada em a = 0 e uma
particula incidente com k > 1. As ondas planas que satisfazem a equac¢do de Schrédinger

sao

20
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Yi(x,t,k; L)= e'kx=F0 4 R(k; L)e~itkx+k*0) x<0

Yo(x,t,k; L)= A(k; L) el@k)x—k*t) 4 B(k; L) e~ilatklx+kt)  g<x < L

3.1
Ys(x, £,k D)= T(k; Leitkek0 x>p ;O

gk)=/k2—1

As condicoes de continuidade dos estados estacionarios associados em 0 e L fornecem

A(k; L)=k(k +q) eiX&D-al)/D(k; L), B(k;L)=k(q— k) e!?&L+al)/D(k; L),
(3.2)
R(k;L)=sin(qL) e!*kl)=7/2) /| D(k; L), T(k;L)=2kq e!M&L-kL/D(k; L),

onde
D(k;L)=[4k*q*+sin*(gL)]Y? ,  A(k;L)=arctan[(k*+g*)tan(qL)/2kq]

Podem ser formadas solucdes via de pacotes de onda, como feito no capitulo 2, tomando
a funcdo gaussiana g(k;k,) dada pela equacao (5.19), com Ak suficientemente pequeno
para a aplicacdo do MFE e distribuicao de energia que evite efeitos de tunelamento, ou seja,
com g(k;k,) =0 V k €(0,1). Obtém-se os pacotes de onda associados as ondas planas

incidente, refletida, transmitida e aquelas na regido (0, L). As solucdes tem a forma geral:

P(x, 25k, L) :J g(k; k,)C(k; L) e®D dk
1

onde C se refere a cada onda plana que compoe as solucoes (3.1) de cada regido. As fases

associadas sao

Ainc(x,t, k)= kx— k%t

Qref(x,t,k;L)= A(k;L)—m/2—kx -kt
aalx,t,k;L)= Ak; L)+ q(k)(x — L)— k?t 3.3)
ag(x,t,k;L)= Alk; L)+ q(k)(L—x)— k?t

Ura(x,t,k; L)= Alk; L)+ k(x — L) — k?t.
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Para o pacote de onda incidente o MFE fornece

a inc »t’k
Gand LK) | o M (ymoky (3.4)
8](: k:ko nc

portanto, x™ (0)=0.

Semelhantemente ao problema do tunelamento (capitulo anterior), as distribuicoes mé-
dias de momento sofrem deslocamentos em relacdo aquela incidente k,. No caso do pacote
de onda refletido, |R(k; L)|g(k; k,) possui um ponto médio k< k,. O MFE aplicado a k, e k
fornece tempos para os quais se prevé a localizacao do pico em x f‘g 7=0. Assim como para as
outras solucoes, é ficil verificar numericamente que a diferenca entre ambos é desprezivel
e a previsao é satisfatdria para k, adeqliado. Neste caso, o tempo de reflexdao para o qual

x%f(tref) =0 fica expresso por

1 oAkl
f T2k, ok lk=x,

0

(3.5)
onde

OAk;L) 2 (k*+q2)k2qL—(k?— q?)sin(qL)cos(qL)

ok g’ 4k2q? +(k* — g*)?sin*(q L)

Ap6s a incidéncia do pacote de onda em torno de x = 0, o pico refletido aparece nesta
regiao depois de um tempo de atraso At,.r = f,.r. A fim de expressar a grandeza At,.¢
de maneira simples, pode-se tomar o centro k, de g(k;k,) pr6ximo do valor para o qual

q, = q(k,) satisfaz a condicao de ressonancia sin(q,L) = 0= |R(k,, L)|. Nestas condicdes,

Odreslk; L)) (kZ+g2)L
ok K=k, 2q?

0 0

cuja substituicdo na equacgdo (3.5) fornece um tempo de atraso

(k2 +qg>)L
Al.res ~U 0 0

N —— 3.6
T 3.6)

Na regido (0, L) a componente com momento positivo aparece em torno de x = 0 com um

tempo de atraso

oq(k)
ok

dk

Aty=—
A7 ok

(3.7)
k=k

1 [dAM(Kk;L) L dq(k)
|: k:ko:|

=AQlref— —— =AQlyer——,
! 2k, 0k lk=k, o 2q,

0 0
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de modo que para k, proximo do valor ressonante segue

AL = AL/ - Zi n Bl
dy 4k,d,

O pico associado a ¥, percorre livremente a distancia L obedecendo a uma dinamica
andloga aquela da particula livre, ou seja, descrita através do MFE aplicado a fase g(k)x —
2kt, cuja derivada em k, fornece velocidade de grupo 2¢,, o que resulta em um tempo L/2q,
gasto entre 0 e L. Assim, observando a equacdo (3.7), o pico do pacote de onda associdado a
Ae'9* encontra x = L ap6s um tempo de atraso Aty = At,.r. O MFE também informa que o
pico associado a componente de momento negativo sobre a barreira é encontrado em x = L

com atraso de

1 JAlk;L)

AtB:Atref:ﬁ dk k=«

0
eem x =0apos At,.;+ L/2q,.

Conclui-se das observacdes acima que At = Atz > At,* > 0. Além disso, € fa-
cil ver que a onda transmitida seria encontrada no ponto x = L com um tempo de atraso
Atirq = Atrer. Assim, entre a incidéncia do pico na barreira em ¢ = 0 e o primeiro surgi-
mento de um ponto de maximo em Af,;** < Ar/** = Afp®® = Af/** nenhum pico € encon-
trado, fato claramente contraditério no que diz respeito a conservacao de probabilidade.
Além disso, seria natural esperar que os tempos e probabilidades obtidos com o crescimento
indefinido de L fossem fisicamente coerentes com os resultados do degrau de potencial,
V(x)=1Vx € [0,400). Segundo estes, ndo ha transmissao total e o tempo de reflexdo é in-
stantaneo. Porém, da equacdo (3.2) segue |R(k,,L)| = 0 para g, = nn,n € N, e os tempos
expostos acima prevéem atraso na reflexdo. De qualquer maneira, convém notar que tais
probabilidades dadas por |R| e |T| sdo referentes as ondas planas e s6 podem ter relacao
com pacotes de onda quando estes forem muito largos espacialmente, como fica claro na

secao seguinte.

3.2 Difusao de mailtiplos picos

Simulacoes numéricas da evolucdo dos pacotes estreitos em relacao a largura da barreira
sugerem multiplas difusoes (figura 7). De fato, considerando as solucdes validas em (0, L), é
natural esperar que cada interface de descontinuidade da barreira provoque probabilidades

de propagacdo com componentes de momento opostas e, desde que ela tenha dimensoes
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que permitam o distanciamento entre cada pico, ha relevante distanciamento entre os pa-
cotes de onda formados.

Apés o encontro com a barreira, um pacote de onda incidente se divide em um pacote
refletido em (—o0, 0) e outro sobre a regido (0, L), que por sua vez serd desmembrado na fron-
teira x = L em uma componente transmitida em (L,+00) e outra com momento negativo
novamente em (0, L), cujo encontro da fronteira x = 0 provoca uma segunda componente
refletida em (—00,0). Multiplas difusdes como estas fornecem multiplos picos. O MFE foi
aplicado até aqui considerando a existéncia de pico inicos em cada regido, o que violou a
conservac¢ao de probabilidade.

Nesse contexto, deve-se investigar o que acontece com a continuidade das solucgdes esta-
ciondrias e suas derivadas em x = 0 e x = L, analisadas, porém, em uma série de coefi-
cientes com termos gerais R,, T, A, B, onde as condi¢des de continuidade sao aplicadas
paran=1,2,3,.... Paraa primeira componente refletida, a continuidade em relagao a A; e~

e a onda incidente em x =0 implica

eik.0+R1e—ik.0 :Aleiq.o
. . , (3.8)
ikek0—jkRye k0 =igA el
o que descreve a decomposi¢cdo da onda incidente em uma componente refletida e outra

com momento positivo na regido (0, L). Segue das equacdes (3.8) que

k—q 2k
=7 € =7
k+q k+q
O pacote de onda referente ao coeficiente B contribui na formacdo de uma segunda
componente refletida, além de ocorrer superposicdo com o pacote de onda associado a
A,eld*, presente em (0, L) e transmitido em [L,+o00). Sendo assim, as condi¢ées de con-

tinuidade ficam escritas como

AleiqL+ Ble—iqL — TleikL
. . . , (3.9)
iqgAeldt —igBe~i1t =ikTyeikL
e
Azeiq.0+ Ble—iq.o :Rze—ik.o
) (3.10)

iqueiq.O_ ique_iq'O =—ikRzeik'O

que fornecem
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4k6] i(g—k)L (q_k) 2igL Zk(q_k) 2igL
— 1 , B :A qL — q
Tlktqr I (k+q7
e
2 4kqlg—k) ., k=a\* gL
R,=B = al o A, =A, | — iq
=P k+q) k+qP © =M\ k+q) ¢

As n-ésimas e (n+ 1)-ésimas componentes de transmissao e reflexao obedecem, respectiva-

mente, as relacoes

A, eldl + B, e~1dL = T,eikL
{ igA et —igB,e "1l =ik T,eil |
(3.11)
A,e904 B,e~ia0 = R,y e~ k0
{ iqA,11e"° —igB,e 190 =—jkR,; e*0 |

que juntamente com as equacdes (3.8) fornecem, recursivamente, os coeficientes R,,, T),, B,,
e A, paratodo n € N em funcdo de (k, L). A partir das equagdes (3.11) se extraem as relacoes
de recorréncia A,y = Ap1(Bu(An)), Buyr = Buii(Ani1(Br)), Ruyr = Rui(Bu(Ay)) € Ty =
Ty11(Ans1(By)), onde A, = A,(Ry) € B, = B, (T,) implicam R,y = Ry y1(Ry) € Ty = T, 1 (Th).

Dado n, €N, as duas primeiras equacoes de (3.11) ficam escritas como

T,, =An, eilg—k)L 4 B, e—ilg+i)L
ikT, =iqA, e PL—iqB, e i@kl

ikA, e +ikB, e """ =iqA, e'"" —iqB, e 1"

de onde segue
, :An (67 - k) egiqL
(g +k)

Por outro lado, as duas ultimas equacoes em (3.11) fornecem

An0+1 + Bn0 - _%An0+1 + %Bno
q —
n = —Bn
g+
Logo,

k—q\® .
Ap +1=Ay ( q) et
0 *\k+gq
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Analogamente, obtém-se resultado idéntico para Tn,,Rn, € By,. Como n, foi tomado arbi-

trariamente, segue que

R A B, T, -q\° ..
n+2 = ntl = 1 = + = (k q) eZqu Vn GN
Rn+1 An Bn Tn k + q

onde a diferenca do indice dos coeficientes de reflexdo se deve a equacao (3.8), tnica ex-

pressao que considera a continuidade em relacdo a incidéncia.

E razoavel considerar as probabilidades dadas por superposicées do muiltiplos pacotes

de onda. Tomando, por exemplo, a série formada pelos elementos de (A,,),

) 00 1 (n-1) 00 2 m
k—q\* . k—q .

E An:A E - T 2igL =A E - T 2igL ,

n=1 1 n=1 (k-l-G]) ‘ i 1 m=0 (k+q) ) l

onde

k— 2 . 2
(—q) eZ’”’L = (—k q) <1 ’
k+q k+q

pois k > q(k) > 0, segue que a série construida acima é convergente e

A(k'L) .:iA :Al ll — (M)Z eziQL]
ot k+q

-1

Analogamente,

R(k;L):=) R,=Ri+R,

1— (u)z eltal ,
k+q

00 k—qg\? ..

RA
|
<

2 -1
T(k;L):=Y > T,=T ll — (k—) eZiqL]

As equacoes acima reproduzem exatamente as expressoes dadas em (3.2). Por exemplo,

o coeficiente T fica escrito explicitamente como
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4k —ikL
T(k; L) = 20 Lqe (k=g 2igL
(k+qe il 1— U= e2igl ]
4kq e—ikL e—ikL

T (k+qPe il —(k—qPelt coquy-#kﬂ“snmqn

o iMK;L)=ikL 2kq eMkD-ikL

[cosz(qL)—i-(k P gin2(gL)]1/2 [4k2q2+sin2(qL)]1/2

4k-2 2

)

expressao idéntica aquela obtida anteriormente. Facilmente se demonstra o mesmo para os
outros coeficientes. Assim, as fun¢oes R, T,A e B podem ser escritas como pontos de con-

vergéncia das séries formadas pelos coeficientes das multiplas funcoes de onda.

No que diz respeito as probabilidades, é facil provar que |R|> 4+ |T|> = 1. No entanto, €
preciso considerar a validade fisica de tal igualdade. Para cada n-ésima componente pode-
se formar um pacote de onda. Quando L nao é grande o suficiente para distingui-los, eles se
superpde formando picos singulares associados aos pacotes dados por R e T (relativamente
ao potencial, o pacote de onda incidente parece uma onda plana). No entanto, quando a
largura da barreira é grande em relacdo a Ax;,. ao ponto de permitir importante separacao

entre 0s n-ésimos picos, faz sentido calcular as probabilidades separadamente:

Probabilidade j, := Z IR,|> , Probabilidade 7, := Z | T,
n=1

n=1

Quanto a conservacao de probabilidade segue

00 00 (n—2)|2
k—g\* ..

D IR.P+IT, P = [RiP+| TP+ [RoP TP+ Y[R+ 1) (—”’) e?iat :

n=1 n=3 k+q

(n-2)|? n—
(k—q)zﬁmL :(k—q)“ ?
k+q k+q

onde

e, portanto,

4(n—-2)
Probabilidade j,+Probabilidade 7, = |R;[*+| T; |*++| Rz [*+| T3 [>+(| Rz |*+| T3> )Z ( Z)
n=3

O somatorio da expressao acima pode ser reescrito levando-se em conta a relacdo k —q(k) <
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k +q(k), de modo que

N "N 1 __ (k+qr
§:(k+q) §:(k+q) - () BT

ES

n=3 m=1
+q

=~

resultando em

(k+qg)*

IR +IT 1 =R+ TP + (R + )
Z (k+q)—(k—q)

cujos termos ficam dados explicitamente por

k—q)z 16k2q2 (kz—q2)2+16k2q2
Rl 2 ]1 2= —— = ’
R+ I (k+q ktay (kt )
) ) (k+q)* _ [ 16k*q*(k —q)* 16k*q*(k —q)* (k+q)*
(Bl L) e = ar | krqF T ktaP | Gray—(k—aF
_ 32k*q*(k —q)*(k*+q?) (k+q)* _ 4kq(k—q)?
B (k+q) (k+q)*—(k—q)*  (k+q)*

de onde segue

(k? — g2 +16k2q? + 4k q(k — q)?

Probabilidade g, + Probabilidade 1, = k+q)*

cujo numerador pode ser reescrito como

(k*—q*)? +16k*q* +4kq(k —q)* = k*+q*—2k*q*+16k*q* +4k3q +4kq® — 8k*q*
= k*+q*+6k*q* +4k3q+4kq® = (k+q)*

Portanto, Probabilidade g, 4+ Probabilidade ;, = 1. Ou seja, a abordagem de multipla
difusdo obedece a conservagdo de probabilidade. Ela também é perfeitamente coerente
com simula¢des numéricas desenvolvidas. Como pode ser mostrado numericamente [42],
as funcoes descritas pelos n-ésimos pacotes concordam com aquelas dadas diretamente pe-
los coeficientes totais Re T.

O MFE deve considerar a possibilidade de fases decompostas, uma vez que a limitagao
da aplicacao do mesmo a fase do coeficiente total de uma somatéria complexa nao é equiv-
alente a consideracdo de cada termo separadamente. Ou seja, dados z,w € C, é preciso
aplicar o MFE para cada fase de z e w, ao invés de simplesmente tomar a composicao de
(z +w). Sendo assim, em nenhum momento hd auséncia de picos. De fato, as derivadas das

fases de R, e~ e A, e?9* igualadas a zero informam que picos de pacotes de ondas associados
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a estas funcoes aparecem em x = 0 para ¢ = 0, ou seja, a decomposi¢cdo da onda incidente
na barreira ocorre instantaneamente. Além disso, para a primeira componente transmitida
Tye’** o MFE fornece um tempo L/2q, para o surgimento do pico em x = L, precisamente
0 mesmo instante em que os picos associados a A;e9* e B;e~'9* se encontram em tal fron-
teira. E facil verificar numericamente tal dinAmica, assim como para tempos maiores, con-
firmando a validade do MFE (basta, por exemplo, acompanhar as posicoes dos maximos na
figura 7). No entanto, deve-se levar em conta de que o mesmo é mais preciso a medida que

se toma uma distribuicao de momento estreita.

A multipla difusao restaura uma coeréncia importante em relacdo ao degrau de poten-
cial: é facil observar via integracdao numérica que as probabilidades de transmissdao dadas
por pacotes de ondas tendem a um valor constante com o crescimento indefinido da largura

da barreira. De fato, neste limite é valido tomar

Probabilidade 7, = Y _|T,(k; L, D) =

= <1 Vk>1,
(k+q)* <

16k2q% <~ (k—q """ 2kq
k+q k2 +q?

n=1

que é independente de L. Ha presenca de ressonancia somente no caso de "ondas planas"
quando d > Lk,/q,. Nesta situacdo, os multiplos pacotes estdo em superposi¢do pratica-
mente total e a probabilidade fica dada por |T|?, ndo havendo sentido na consideracao do

degrau como caso limite, tampouco incoeréncia na observacgao de |T(k,, L)| = 1.



Capitulo 4

Tunelamento Através De Duas Barreiras

Neste capitulo apresenta-se a fenomenologia do tunelamento via uma dupla de barreiras.
Utiliza-se interpretacdo fisica e técnicas andlogas aquelas do capitulo anterior: multiplos
picos. Tal caracteristica dos pacotes de onda envolvidos sdo relacionados as dimensdes do
potencial, a saber, largura das barreiras e distancia de separacao entre as mesmas.

Em se tratando de tempo de transmissao, intuitivamente se espera que haja dependéncia
em relacdo a largura (j verificada para uma barreira, capitulo 2) e distancia. E o que fica evi-
denciado através da multiplicidade dos picos e sua concordancia com o Método da Fase
Estaciondria. Outra questdo importante diz respeito a efeitos de ressonancia. Dado que a
probabilidade de transmisdo através de uma barreira nunca é total, pode causar estranheza
o fato de que a presenca de uma segunda barreira com mesma largura e particular distancia
em relacdo a primeira fornece ressonancia. De fato, tal fen6meno ocorre apenas no limite
de pacotes de onda incidentes largos em relacdo ao potencial.

Para efeitos de simplificacdo dos célculos, o potencial tratado neste capitulo possui duas

barreiras com mesma largura, ndao havendo perda de generalidade relevante.

4.1 Potencial de duas barreiras

Seja o potencial de barreiras idénticas separadas por uma distancia D:

Vi) { 0 xe&(—00,0]U[L, L+ D]U[2L+ D,+00) Wl

1 x€(0,L)U(L+D,2L+ D)

30
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Para uma particula incidindo sobre V vinda da esquerda com E(k) = k? < 1, as solucoes

estaciondrias da equac¢do de Schrodinger sao dadas por

¢1(x,k; L, D)= e** + R®(k; L, D) e~ikx x<0

@a(x,k; L, D)= b(k; L,D) e + b'(k; L,D) e Pkx  0<x<L

@3(x, k; L, D)= A(k; L, D) e’** + A'(k; L, D) e~ ik~ L<x<L+D (4.2)
pa(x,k; L, D)= c(k; L, D) er™ +¢'(k; L, D) e** L+ D<x<2L+D

@s(x,k; L, D)= T"(k; L, D) ei** x>2L+d ;

com p(k)=1/1—k?. Definindo

e/lx e—?tx
WA, x] = -
Aerr Qe ¥

e’ 0
Aldx]:= )
0 e—Ax

as condic¢oes de continuidade das fung¢odes ¢; ,i = 1,...,5 e suas derivadas nos pontos de

descontinuidade de V fornecem

. 1 b
W[lk,O](R(z)) = W[p,O](b,) :

Wlp, L] b = WIik, L] A
PR e ) T T a0
(4.3)
. A c

Wlik,(L+ D) ( ) = Wip,(L+ D) ( ) ,

A/ c/

c T
W{p,(2L+ D)] ( . ) = WIJik,(2L+ D)) ( 0 )

de onde segue que
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( ;m ) =W-1ik,0]W[p,0lW1[p, LIW[ik, LlW~'[ik, L+ D).

T(Z)
.W[p,L+d]W‘l[p,2L+D]W[ik,2L+D](0 ) .

Usando as relagdes WA, x] = W[A,0] A[Ax], W1[A,0]= %WT[A‘l,O] e A7 [Ax]=A[-Ax]

e definindo
M=Mlk,p;L,d] = Al-ikd]W'[ik,0] W[p,0] A[-pL] W~ '[p,0] W[ik,0] , (4.4)

obtém-se a expressao

1 ' ) T®
(R(z’ ) = Alikd] M* Alik(2L+ D)] ( 0 ) . (4.5)

Quando D =0 em (4.5) se tem a equacao matricial para o caso de uma barreira de compri-
mento 2L, como era de se esperar.
Sejam os elementos de M € C?*2 denotados por M,;, a multiplicagdo de matrizes na

equacao (4.4) fornece

. _ . (p2-k2) s —ikD — AJ* (e
M, (k;L,D) = [cosh(pL) + i psz sinh(pL)] e~*P =M (k; L, D)
(4.6)
M, (k;L,D) = —i & +§ 9 sinh(p L) eikP =M (k; L, D)

2k
([ F ¢
|\ ¢ F

2
F = cosh(pL)[1+ (k;;ﬁf)’z) tanh?(p L) ]V/2 e~ila(kL)+kD)

Denotando M,, =Fe M, =G,

onde

_ CoshPL) - iagionyein)
cosa(k; L)

(2k>— 1) T
a(lc;L):arctan{ anh(y/1— k2 L)} e(——=, =)
Zk\/l—kz 2" 2

tal que as expressoes para os coeficientes de transmissao e reflexao unidimensionais 7'(k; L)

)
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e R(k; L) (equacdes 2.9) permitem escrever

—ik(L+D) e —ik(L+D) o —i(kD+a(k;L))
F(k;L,D) = = - = 4.7
LD = 6D = 1106 Die @& 0 — 106 1)] 7
e
R(k; L) . . R(k; L .
G(k;L,D) = BUGL) o v - IRUSLL i (4.8)

T(k; L) ~ |T(k; L)

De (4.5) segue que 1 = (F?+ GG*)T® e2ik+D) Isolando T* e substituindo as expressoes
de F e G dadas por (4.7) e (4.8) obtém-se

) T?(k; L
T%(k;L,D) = ML) , 4.9)
1 — R2(k; L) e?ikD

cuja forma polar é dada por

IT(k; L)|? e~i0UL.D) g2ila(kil)-kL)
[ 1+2|R(k; L)* cos2¢(k; L, D)+ |R(k; L)|* ]'/2

)

T%(k;L,D) =

onde

|R(k; L)|?sin2¢(k; L, D)
1+|R(k; L)>cos2¢(k; L, D)

e(k;L,D):arctan{ } . ¢(k;L,D):=a(k; L)+ kD

(4.10)
Além disso, a expressio (4.5) também fornece R” = T? G(F + F*) e2kL, Assim,
R?(k: L, D) = T%(k; L) _ R(k; L) (e~ik(L+D) n e MIADIN i) ,
1—R%(k; L) e?kD T(k; L)\ T(k;L) T*(k;L)
(4.11)
R(k; L)T(k; L) e2H(L+D)
@(7.. _ )
R (k)L’D) - R(k!L)+ l—Rz(k;L) eZik(L+D) )
de modo que
_i|R(k; L, D)|(1 + 296D gialkiL) g~i6(k;L,D)
RO(k: L, D) = |R( I ) 4.12)

[1+2|R(k; L)|?cos2¢(k; L, D)+ |R(k; L)|* ]V/?
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Verifica-se facilmente que as equacoes (4.10) e (4.12) satisfazem |R®)(k; L, D)|>*+|T®(k; L, D)|> =
1. Também se pode notar algo espantoso, a primeira vista:

|T?(k;L,D)*=1 quando cos2¢(k;L,D)=-1

ou seja, para valores especificos de L (pequenos) e D ha transmissao total (ressonancia), o
que nunca ocorre na auséncia da segunda barreira (| 7| < 1). A razao pela qual tal fato ocorre

fica clara através da abordagem feita na secao seguinte.

4.2 Multiplicidade de picos

Para D pequeno em relacdo a largura do pacote de onda incidente, as fungdes Ae’** e
A’e~%* fornecem picos bem definidos percorrendo a regido livre [ L, L+ D] e interagindo com
as barreiras produzindo sucessivas reflexdes e transmissoes. Um pacote de onda transmitido
através da primeira barreira (A;) produz uma componente referente a probabilidade de re-
flexdao (A7) e outra a transmissdo (7;) quando incide em x ~ L+ D. Aquela refletida, por sua
vez, terd momento negativo incidindo da direita para a esquerda sobre a primeira barreira,
fornecendo uma funcao transmitida em (—o00,0] (R,) e outra refletida (A,) com momento
positivo indo de encontro a segunda barreira, de onde surge uma segunda componente de
transmissao (7;) em [2L+ D, +00). Essas multiplas reflexdes e transmissoes entre as barreiras
ocorrem indefinidamente produzindo muiltiplos picos em [2L + D, +00) e (—00,0].

E possivel obter seqiiéncias de coeficientes (T},), (R,) e outras de maneira construtiva. A
dinamica de reflexdes e transmissdes descrita acima e os coeficientes dados por (2.9) e (2.11)
permitem calcular explicitamente cada termo de uma sequéncia de picos ao considera-los
individualmente como parte das solu¢des do problema de uma barreira, ja conhecidas. Ou
seja, olha-se o problema de duplo tunelamento como uma seqiiéncia de interacdes de cada
componente com uma barreira.

O primeiro pico incidente sobre a primeira barreira estd associado as ondas planas que

descrevem solucdes estaciondrias da equacao de Schrodinger dadas por

elkx + R, (k; L)e—ikx x<0
bi(k; L)ertx — b (k; L)e—rk)x O<x<L
A,(k; L)eikx L<x<2L+D ,

cuja forma é idéntica as solucdes da barreira de potencial tinica, onde R,(k; L) = R(k; L) :=
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R(k;a=0,b = L), de modo que as condicoes de continuidade em 0 e L fornecem

Al(k; L) =T(k;L)

dado por (2.9). Por sua vez, a onda A, e** encontra a segunda barreira fornecendo solugoes

da forma
Ay(k; L)e™ + A’ (k; L, D)e~ikx x<L+D
ci(k; L)er®x — ¢! (k; L, D)e~P®* L+ D<x<2L+D
Ti(k; L)eikx x>2L+D ,

novamente idéntica aquela da barreira tinica, com exce¢do de um coeficiente A;(k; L) mul-

tiplicando as solucdes. Portanto,
Ty(k; L) = Ai(k; )T (k; L)= T*(k; L) . (4.13)
A componente refletida, por sua vez, fica dada por

A'(k; L, D)= Ay(k; L)R(k; L+ D, 2L+ D)= Ay(k; L)R(k; L)e*"*"*P) = T(k; L)R(k; L)e*"***?)
(4.14)

Aincidéncia de A’(k; L)e~'** sobre a primeira barreira estd associada as solugoes

Ai(k; L, D)e~'k* 4+ Ay(k; L, D)e'*~ x>L
b,(k; L, D)ePtx — b/ (k; L, D)e PHx 0<x <L
Ry(k; L, D)e—ikx x<0 ,

onde A,(k; L, D)= A/(k; L, D)R_(k;0, L) = A/(k; L, D)R(k; L)e~2*L = T(k; L)R?*(k; L)e**P e

Ry(k; L, D)=A/(k; L, D)T_(k; L) = T*(k; L)R(k; L)e**+P) (4.15)

O encontro de A,(k; L, D)e** com a segunda barreira satisfaz

Ay(k; L, D)e'*> + Al (k; L, D)e~ 'k~ x<L+D
co(k; L, D)eP0x — ¢! (k; L, D)e=P®)x [+ D<x<2L+D
T(k; L, D)etkx x>2L+D ,
de onde segue
T(k; L, D)= T?(k; L)R?*(k; L)e**P . (4.16)

A sistemadtica da obtencao dos coeficientes motiva definir
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. . n—2
Ri(k;L)=R(k;L) , R,(k;L,D):= R(k;L)Tz(k;L)ez”“(HD)(RZ(k;L)ez’kD) Vn>1
4.17)

T,.(k;L,D) := T?(k; L)R*" V(k; L) e*"~VkD vy 5 | (4.18)

RO(k;L,D) =Y Ru(k;L,D) = R(k; L)[1+ T(k; L) 2 2 Y~ (R¥(k; L)e**P) " ]
n=1

n=0

R(k; L)T?(k; L) e?ik(L+D)

U L) ek Dyer D
(4.19)
00 00 i n T2(k; L)
T 1,D):= D Tk L,D) = T LY (R(ks De?*) = t—pemnts ) (4.20)
n=1 n=0 ’

cujas convergéncias seguem do fato que |R|?> < 1. Os coeficientes acima concordam com
aqueles das expressoes (4.9) e (4.11).

Os termos (R?(k; L)e?kP)" representam as muiltiplas reflexdes causadas pela interago
com as duas barreiras quando a particula encontra-se em [L, L+ D]. Quando D é grande o
suficiente relativamente a Ax;,. para que haja clara distin¢ao entre os n-ésimos pacotes, sao
produzidos multiplos picos transmitidos e refletidos bem separados entre si. Neste caso, faz
sentido calcular as probabilidades de encontrar cada um separadamente, de modo que as
probabilides de observar reflexdo e transmissao ficam dadas por

> 2|R(k; L)]?
. . . 2 . 2 . 4 . in __ _
PR,particula(k’L) = [RUe DI+ R LIPIT (k3 L) ;lR(k}LN ~ 1+[R(k; L)
(4.21)
. | T(k; L)
. _ . 4 . in _ I
PT,Particula(k’L) = |T(e; L) ;lR(k’LN ~ 1+|R(k; L)

tais que

Py particula t Prparticula = 1

onde se usa |T|>+|R|> =1 e o nome “particula” se refere a idéia fisica de pacotes estreitos e
picos bem destacados entre si.

Por outro lado, quando a separacdo entre as barreiras nao é grande o suficiente para
haver distin¢do relevante entre as multiplas reflexdes e transmissoes, pode-se considerar

picos unicos em ambos 0s casos, ou seja, superposicao total entre os n-ésimos pacotes de
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onda (ondas planas satisfazem tal condicao). Neste caso, as probabilidades ficam dadas

pelos coeficientes (4.19), (4.20) e se escrevem como

2|R(k; L)|*[1+cos2¢(k; L, D))
14+2|R(k; L)]?cos2¢(k; L, D)+ |R(k; L)|*

Py onda(k; L, D) = [R®P(k; L, D)} = . 4.22)

|T(k; L)I*
1+2|R(k; L)|?cos2¢(k; L, D)+ |R(k; L)|*

Pronda(k; L, D) = |T®(k; L, D)?

, (4.23)

também satisfazendo

Pronda + Pronda =1

E importante salientar que o acréscimo na largura da barreira privilegia a transmissao de
componentes com maior energia, incrementando a largura do pacote transmitido (através
de ambas as barreiras) devido a restricdo no espectro de momento. Assim, barreiras muito
largas tendem a inibir a evidéncia de multiplos picos em [ L, L+D] e [2L+D, +00), provocando
superposicdo entre os pacotes de onda.

Em relacdo aos valores de ressonancia, nota-se que ela s existe no caso do limite ondu-

lar. De fato,
. 1 |R(k; )P

T.particula(k§L) = m <1 VL,

para cada k fixo. Ou seja, além da necessidade de barreiras finas, a transmissao total s6
pode ocorrer com D pequeno em relacdo a Ax;,.. Fisicamente, o pacote de onda incidente
deve ser muito grande em relacao ao potencial (4.1) e a constatacao de ressonancia nao sur-

preende.

4.3 Transicao entre unicidade e multiplicidade de picos

Na secdo anterior exp0s-se analiticamente o comportamento de casos limites para o
problema de um pacote de onda incidente vindo da esquerda sobre o potencial (4.1). Con-
vém avaliar numericamente a transi¢do da fenomenologia entre as situa¢goes “ondular” e de
“particula".

Na figura 8.a fixa-se L em um valor pequeno em relacdo as diferentes larguras dos pacotes
incidentes. Observa-se nos graficos o comportamento das probabilidades de transmissao

em funcdo da separacdo entre barreiras. Observando a férmula de Parseval-Plancherel, tais
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probabilidades sdo dadas explicitamente por

1
d
—— | ITO(k; L, D) e @112 gk
\/%JO T )

que tendem para o valor constante Py, ticyla(k,; L) @ medida que D cresce (permitindo
multiplos picos). Por outro lado, nota-se que para pequena separacdo entre as barreiras o
comportamento é mais similar aquele da probabilidade calculada via ondas planas, para a
qual |T®(k; L, D)|? assume valor 1 com D’s especificos. Nota-se também outro comporta-
mento esperado: pacotes de onda incidentes mais largos exigem maior separacao entre as
bareiras a fim de se aproximar de P;, particula(k,; L) (anulamento das oscilagdes). Isso se deve
ao fato de que estes produzem pacotes de onda transmitidos mais largos na regiao [L, L+ D],
onde se produzem as multiplas reflexdes e transmissoes.

Para d = 2Ax;,. fixo, na figura 8.b evidencia-se que o comportamento tipico de ondas
planas é aproximado apenas por barreiras muito finas, ndo obstante haver maior super-
posicao dos multiplos pacotes devido a restricao de transmissdao a componentes de maior
momento.

Com relagdo aos tempos de transmissao, hd possibilidade de prevé-los analiticamente
via MFE para o caso limite de multiplos picos, onde o mesmo € aplicado a cada um individ-
ualmente. A figura 9 mostra que a posicao do maximo é prevista com precisao para o MFE
calculado nos valores médios de momento transmitidos k (andlogos a equacao (2.17)). Ex-
iste dependéncia explicita em relacdo a L e D, como se pode ver nas fase de T, (equacoes
(4.13), (4.16) e (4.18)). No caso de T;, a dependéncia em relacdao a D aparece quando se

1QQa M —
procura calcular o tempo de transmissdo para x/, =2L+D.



Capitulo 5

Barreira Dielétrica

Neste capitulo investiga-se a propagacdo de uma onda elétrica transversal através de uma
barreira dielétrica em um meio estratificado. Observa-se similaridades entre as equacoes de
Schrodinger e da onda elétrica, de onde segue a relevancia da presente exposicao perante os
resultados obtidos para difusdo e tunelamento quanticos. Em analogia com tais fen6menos,
encontra-se multipla difusdo através da barreira dielétrica quando esta possui largura sufi-
ciente para diferenciar multiplos feixes sobre o plano de incidéncia, situacao na qual nao ha

ressonancia.

5.1 Equacao da onda elétrica transversal

O presente estudo se restringe a um meio cujas propriedades sdo contantes nos planos

perpendiculares a uma certa direcao fixa z (meio estratificado) e possui indice de refracao

dado por
ni , 2<0
n(z) = no , O0<z<L (5.1)
ns=n; , z=>1L

com permissividade elétrica e permeabilidade magnética dadas por €e = €(z)e u =constante,
respectivamente.
Sejam os campos elétrico e magnético E = (Ey, E», E3), B = (B, B>, B;) com D = €E e

H = —B. Em unidades gaussianas, as equa¢oes de Maxwell na auséncia de cargas e correntes
U
ficam escritas como

39



Capitulo 5. Barreira Dielétrica 40

V.D=20
V.B=0
(5.2)
(64 V X E = —@B
C v xH= 3;D y
e, juntamente com a identidade vetorial V x (V x E) = V(V.E) — AE, fornecem a equacao de
onda
€
AE=L4.E . (53)
c

Para uma onda elétrica transversal monocromatica com plano de incidénciay —z (E, = E3 =

0) e dependéncia temporal e~¢?, a equacao (5.3) fica escrita como

2

w
AE] + ? c€u El =0
Observando que 0, E; = V. E=0, segue
3nyl(J’,Z) + azzEl(y»Z) + nz(z)szl(y,Z) =0 ’ (5-4)
onde k =w/c e n=,/€u . Afuncao dada por
Ei(y,z) = U(z) gimsing ky (5.5)
com U satisfazendo
U"(z) + k*[n*(z)—n>+nicosf) U(z) =0 , (5.6)

é solucao da equacdo (5.4). O angulo de incidéncia sobre a interface em z =0 é representado
por 0 e pode ser tomado entre 0 e 77/2. Evidencia-se a identicacao de (5.6) com a equacio
de Schrodinger independente do tempo, tal que a mudanca no indice de refracdo substitui
a presenca do potencial. Por sua vez, a solugdo (5.5) é estaciondria e a evolugdo espacial
da onda no sentido do eixo y é anéloga a evolucdo temporal das ondas planas quanticas. A

equacao (5.6) tem solucao dada por

eimcos@ kz + R(ﬁ,@,k,L) e—inlcose kz , z<0
A(ﬁ,@;k,L) einl\/ﬁz—sinZH kz 4 B(ﬁ, 0; k,L) e—im fi2—sin’ 0 kz , 0<z<lL (5.7)
T(ﬁ,B;k,L) eimcos@ kz , z>L ,

onde 77 = n,/n, e os coeficientes R, A, B, T se obtém via continuidade da solucdo e sua
derivada em z = 0 e z = L. De fato, além da similaridade com a equacao de Schrodinger,
as componentes tangenciais a interface dos campos elétrico e magnético, E; e B,, sdo con-
tinuas (cV xE == —6,B = §,E; = ikB,). Na regido (0,L), U é real quando 72 < sin®60
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(tunelamento) e oscilatéria para 712 > sin? @ (difusdo). Exclui-se uma componente com fase

negativa na regido [L,+00) ao se tomar apenas feixes incidentes a partir da esquerda.

5.2 Coeficientes de transmissao e reflexao

Considerando a difusao, pode-se procurar multiplos coeficientes através de sucessivas re-
flexdes e transmissdes (como feito para a barreira de potencial, capitulo 3). E fisicamente
natural investigar tal comportamento, uma vez que hé duas interfaces que condicionam a

propagacao do feixe.

Aincidéncia sobre z =0 a partir daregido (—oo, 0] e as condicdes de continuidade fornecem

{ 1 + ro(7,0) = to(7,0)

cosO [1—r1y(71,0)] = 72 —sin?0 t(7,0)

de onde segue

_ cos O — 4/ 712 —sin® 0
r(n,0) = ,
cosO ++/ 712 —sin* 0
(5.8)
2 0
to(77,0) = =

cosf +1/ 712 —sin’0

Para uma onda incidindo sobre z = 0 a partir da regiao (0, L), sentido negativo do eixo z,

tem-se

1 + 70(71,0) = 5(7,0)

V72 —sin?0 [1—-7y(71,0)] = cos@ 1(71,0)
portanto,

%(ﬁ)g) = - rO(ﬁ’g) ’

\/ 712 —sin’ 0
C

os0

(5.9

%(ﬁyg) = t()(ﬁ) 9)

Analogamente, para incidéncia sobre z = L obtém-se
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?L(ﬁ,g;k,L) = 70(ﬁ,0) einik fi2—sin®6 L 1
fL(ﬁ,H;k,L) = ?o(ﬁ,e) eimk (\/m-cos(ﬂ L (5.10)

A fim de calcular os coeficientes de reflexdo e transmissao R, T, devem ser consideradas
as sucessivas contribuicoes devidas ao encontro de E; com cada fronteira entre indices de
refracao diferentes. A primeira contribuicdo para R vem da reflexdo em z =0 (o) do feixe in-
cidente vindo de —o0, cuja parcela transmitida na regido (0, L), o, provoca reflexdoem z = L
(torz) com propagacao sobre z = 0 e componente transmitida em (—o0,0], £,r.%,, que é a se-
gunda contribuicdo para R. Quando héa 7 reflexdes em z = 0 na regido (0, L), os coeficientes

ficam multiplicados por (r,7)". Assim,

00 ~
R = ZR,Z =71+ [orL’ﬂ)Z(l’L%)n =71 + 1t0rLr?\, , (5.11)
n n=0 —TLTo
analogamente,
T = ZTn = totLi(rL%)” = fol1 , (512)
" =0 1- I’LFQ

onde |r;75|=|r|?<1eR=R(,0;k,L), T=T(n,0;k, L).

A partir das equagdes (5.8) e (5.9), é facil ver que ry+ ffo = 1. Além disso, 7y = —r, implica

IR]? = |ro+ rel?
|1+ ror)?
(5.13)
TR = [totL]?
[T+ rorcf?
de onde segue
IR +IT? =1 . (5.14)

Ocorre ressonancia, |T|?> =1, quando
r(71,0;k,L) = —1ry(71,0) & mkVn2—sin’0 L=nr ; n=0,12,...

pois |1 —rZ|*= (to%0)? =totL/?.
Por outro lado, considerando as equacdes (5.8), (5.9), (5.10) e tomando o médulo de cada

n-ésimo termo individualmente encontra-se
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(toroto)?
DRl =1+ O A IRP
n rO

(5.15)

onde assume-se auséncia de interferéncia entre as amplitudes. Observando que (fy%)? =

DR+ D ITE=1 . (5.16)
n n

(1—rp)? se obtém

As grandezas reais |T|?, |R[?, | T,|*> e |R,|?> representam intensidades de energia relativas
aquela total incidente. Quando os feixes sdo localizados espacialmente no plano y —z (secao
seguinte), a diferenca entre os significados dos coeficientes (5.13) e (5.15) é anéloga a difusao
quantica: Para L grande o suficiente para distinguir espacialmente as multiplas reflexdes
e transmissoes é vdlido calcular os somatérios de |R,|? e |T,|> (limite de “particulas"), en-
quanto L’s pequenos ndo fornecem distancias entre picos suficentes para destacéd-los entre
si (quando valem |R|? e |T|?, limite “ondular"). A figura 10-b ilustra multiplos feixes: tanto

distantes estdo as interfaces, quanto apartam-se as linhasem z <0 e z > L.

5.3 Localizacao de feixes

Podem ser formados feixes localizados no plano de incidéncia y — z através da super-
posicao das ondas planas E; (equacao (5.5)) via uma distribuicao gaussiana g = g(0;6,,0)
sobre o angulo de incidéncia 0:

e—(cos 0—cos0y)?562/4
)

§(0:00,0) = o

onde 0 = n;kd é uma grandeza adimensional que estima a largura da distribuicao. Sem
perda de generalidade, g(8;6,,0) pode ter um pico agudo em 6, de maneira que nao ocor-
ram difusao e tunelamento simultaneamente. As distribui¢oes espacialmente localizadas

para incidéncia, reflexdo e transmissao ficam dadas, respectivamente, por
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/2

Evine(y,200,8) = f g(0;60,6) 000 20 gioV 100 g

0

rm/2
El,ref(y)z;n2r90)5) = J R(Q)ﬁ)5)Ld) g(8!90)5) e_i50050 zd ei§ 1-cos?0 ya dao

0

n/2
E1ira(y,2;n2,00,0) = ( T(0;7,5,L4) g(0;0,,5) e'00 4 gioV1-cos*0ya g g
Jo

(5.17)

ondey;,=y/d,z;=2z/d e L=L/d. Quando os mdédulos das expressdes acima sao estreitos
em relacdo a L, pode-se observar claramente a multipla difusdo, como ilustrado nas figuras
10-b, 11 e 12. Neste caso em particular, a distribuicdo angular estd centrada em 6, = /4
com 7 = v/3/2 e a condigdo 7 > sin @ fornece um angulo critico 7/3 a partir do qual haveria
tunelamento. No entanto, a escolha de 6 = 50 garante que g(6 > 7t/3) ~ 0. Por outro lado,
na figura 10-a a escolha de 6 = 50 garante que g(8 < 7/6) é desprezivel, havendo somente
tunelamento (cuja intensidade € relevante apenas para barreiras finas).

Muiltiplas difusdes validam o calculo das probabilidades dadas pelas expressoes (5.15). E
natural observar na figura 10-b, por exemplo, que os feixes refletidos (e transmitidos) ficam
mais distantes uns dos outros a medida que L cresce e a largura dos multiplos pacotes sobre-
postos é menor. Assim como no caso da difusdo quantica, as funcoes graficadas nas figuras
11 e 12 coincidem com aquelas obtidas quando os coeficientes R e T das integrais (5.17) sdo

substituidos por R, T,,, n =1,2,.... Além disso, é relevante observar

o -

thh)?  (1—r1¢F
Z|Tn|2=(00)=( 0)<1
n=0

_ 4 _ 4
er lro

ou seja, no limite de particulas (auséncia de interferéncia) nao ha ressonancia.
O tunelamento sempre apresenta componentes refletida e transmitida tinicas. De fato,

observando que para obtencdo dos respectivos coeficientes basta efetuar i v/ 7i2 —sin? 0 «—

\/sin? @ — 712, é facil ver que a série E | T,,|* diverge.

n

Os resultados expostos neste capitulo indicam importante relacao entre as fenomenolo-
gias quantica (interacdo de particulas com barreiras de potencial) e 6tica (transmissao de
feixes através de barreira dielétrica). Dada a evidente dificuldade empirica dos problemas
estudados nos capitulos 2, 3 e 4, a analogia Gtica abre perpectivas experimentais a respeito
de probleméticas como o tempo de tunelamento, efeito Hartman e conseqiiéncias da ex-

isténcia dos limites “onda-particula". Destaca-se o fato da solugdo (5.5) ser estaciondria,
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evitando dificuldades de cunho pratico que dizem respeito a mensurabilidade do tempo.



APENDICES
A.1 Método da Fase Estacionaria (MFE)

Seja

+00
\Il(x,t;ko):f glk; k)®(x,t,k)dk (5.18)

com
glk;k)=e *k’/4 . Ak:=1/d , (5.19)

e ®(x,1,k)=|®(x, t, k)|eiFkx-kt+a(k) ¢ quadrado-integravel. Para Ak pequeno o suficiente
de modo que afase &(x, ¢, k) =+kx—k?t+a(k) varie pouco no intevalo [k,—Ak /2, k,+Ak /2]

e possa ser aproximada por

5(’“”"”C)ﬁi(x’fyko)+(k—ko)[W] ,
k=k,

para ¢ fixo, de tal maneira que a equacao (5.18) possa ser reescrita como

0(x, t;ko)'z eii(x,t,ko)f+m g(k)ltp(x, k)lei(k—ko)[ak;’(x,t,k)]k=k0
Quando [0 &(x, £, k)]k=k, > 1/Ak o integrando acima oscila muitas vezes dentro do intervalo
para o qual g(k)|¢(x, k)| >0, de modo que tais oscilacdes se cancelam mutuamente sob in-
tegracdo. Por outro lado, quando g(k)|¢(x, k)| possui pico na vizinhanca de k, o méximo de
|W(x, t)| é aquele ponto (x, t) para o qual as oscilacdes sobre a varidvel k sdo eliminadas, ou
seja, para [0k &(x, £, k)]k=k, = 0. Tal ferramenta de localizacao do maximo de fungao obtida
é chamada Método da Fase Estaciondria (MFE) [46], cujo nome provém do anulamento da

derivada da fase em algum ponto k,.

No caso do pacote de onda incidente (2.14), por exemplo, o maximo de |¥;,.(x, ¢; k,)| fica

dado por

46
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0
ﬁ[kx—kzt] =0 = xM (1) = 2k,t

nc
k=k,

Por sua vez, o pico transmitido pela barreira de potencial (2.7) tem posicdo satisfeita por

Jda(k; L
=0 = xM (¢t,L) = L+2k0r—L

boj
—Jkx—k?’t—kL k; L
3k[ X +a( )] k:ko tra ak i

0
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A.2 Coeficientes de N barreiras

Podem ser obtidos os coeficientes das funcdes de onda incidente, transmitida e refletida
em um caso geral de N barreiras de potencial V, com distancia de separacao d e k, < V.

Prova-se que no caso de N barreiras é vdlida a seguinte expressao

A M _ [ A
( 0):1_[M( N) (5.20)
AO s=1 AN

onde M, = W-1[ik,(s—1)(L+d)] W[p,(s—1)(L+d)) W[ p,sL+(s—1)d]W[ik,sL+(s—1)d],
segundo a matriz W definida no capitulo 4. Considerando as condi¢des de continuidade na
s-ésima barreira, ou seja,em x =(s —1)(L+d)ex =s(L+d)—d =sL+(s —1)d, tem-se a

expressao

. Ay B
Wlik,(s—1)(L+d)] (A’ ) = Wip,(s —1)(L+4d)] ( Iy ) ,

s—1 s

s ) (5.21)
Wlp,sL+ (s —1)d] Bj = Wlik,sL+(s —1)d] (Af)

N

A equacao (5.20) é vilida para N=1. De fato, neste caso s =1,

Ao =W '[ik,0] W[p,0] W'[p,L] Wik, L] A
A ’ ’ ’ A

/
0 1

que reproduz exatamente a equagdo para o tunelamento de uma barreira, onde Ao =1, Aj =

R, Ay =T e A}, =0. Supondo que a expressao (5.20) é valida para N, — 1. Entao,

Ay ™ - An
(A’ ) ik A
0 s=1 No—1

Tomando s = Ny na equacgdo (5.21) obtém-se

] ANo—l BNo
Wlik,(No—1)(L+d)] (A’ ) = Wip,(No—1)(L+d)] ( B ) ;

No—l NO

BN() . ANO
W[p,NOL+(N0—1)d] , = W[lk,NoL+(N0—1)d] ,

By, AN,

onde, pela hip6tese de inducgao,
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An ot A,
(,°1)=[HMSP ,
ANO—I s=1 Ao

A 1 o~
(Af ) = [T M) Wik, (No — 1)(L+d)] Wip,(No—1)(L+d))]
0

Segue que

’
No

A (A
(f):”MS(fV") : (5.22)
AO s=1 ANO

Logo, a expressado (5.20) é valida paratodo N «N. B

W[ p, NoL+(No—1)d]W[ik, NoL+(No — 1)d] ( AN, ) ’

isto €,

Além disso, a equacao (5.20) pode ser reescrita de maneira mais simples:

M, = Al—ik(s —1)(L+d)] W[ik,0]W[p,0]A[p(s —1)(L+d)]A[—p(sL+(s —1)d)]
. Wlp,0lW[ik,0]A[ik(sL+ (s —1)d)]

=A[—ik(s —1)(L+d)W-1[ik,00|W[p,0]A[—p LIW[p,0lW[ik,0]Alik(sL+(s —1)d)] ,
pois A[pa]Al—pB]=Alp(a—p)], e

M,y My = Al—ik(s —2)(L+d)]W-1[ik,00W[p,0]Al—p L]W|[p,0]W[ik,0]A[ik((s — 1)L+ (s —2)d)
Al=ik(s —1)(L+d)WLik,0]W[p,0]A[—p L]W|[p,0lW[ik,0]Alik(sL+(s — 1)d) ,

M, 1 Mg = Al—ik(s —2)(L+d))Alikd] M2 Alik(sL+(s—1)d)] ,
onde M = M[k, p; L,d] é dada pela equacdo (4.4). Quando s = 1 o primeiro termo de M; é
A[0] =1. Assim,

N
n Alikd] MY Alik(NL+(N —1)d)]

ou seja, a equacao (5.20) fica escrita como

( Ao ) = Alikd] MY A[ik(NL+(N —1)d)] ( Aw ) (5.23)
Al Al

0
para todo N € N. Quando N = 1,2 recupera-se as expressoes de uma e duas barreiras de

potencial.
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A.3 Graficos

) Figura 1

d=10, k,=0.5 (a)

‘ \Ijtra(xr t)
\Dinc(O» O)

1

L=5 .

0.8 x1.25-103

0.6 |-
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Figura 1: Pacotes de onda transmitidos através de barreiras de potencial (15 = 1). A veloci-
dade de propagacdo dos méximos (acompanhados pelas linhas pontilhadas) confirmam o
valor de k, equacao (2.17).



Capitulo 5. Barreira Dielétrica 51

g(k;km d)lT(erN Figuraz
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5 --- x25
10 - x 800+
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0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2: Comportamento da distribui¢cdo sobre o momento para pacotes de onda transmi-
tidos através de barreiras de potencial de diferentes larguras. A deformacao em relagdo a
distribuicado incidente (gaussiana) é de particular importancia para L > Ax;,.
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7(L) Figura 3
| | | | | | | | | |
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25 k, =05 _
B g > x x < x x x x N
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| x _
5 | x _

x

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 3: Intervalo de tempo 7 entre a incidéncia sobre a barreira e o surgimento do pico
transmitido na fronteira oposta da mesma (tempo de transmissao). Destaca-se o compor-
tamento linear a partir de L’s suficientemente grandes.



Capitulo 5. Barreira Dielétrica

53

lIjinc,tm(xr t) 2

Figura 4

lI’inc(oy O)

d=10
1.0 | e |
t =100+ 7(50)
| x4 |
0.8 L |
06 L |
i <3102 i
04 L |
02 L |

| | 1 | ! | I
0 400 600 800

Figura 4: Paradoxo de Hartman. Observa-se surgimento do pico transmitido anterior ao
encontro entre o maximo incidente e a barreira.
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o0 (x, 1)

inc

Wine(0,0)

2 Figura 5
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Figura 5: Decomposicao do pacote incidente em componentes de diferentes velocidades.
Neste caso, € = 0.05. A comparac¢do com a figura 4 mostra como a componente mais veloz
encontra a barreira enquanto o pico do pacote de onda total estd em x = 100.
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B Figura 6
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Figura 6: Comparacgdo entre a relevancia das contribui¢oes associadas as componentes
lenta(—), média(0) e veloz(+) incidentes, com € = 0.05. Para L suficientemente grande, a

transmissdo fica praticamente descrita somente por U} .
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W(x,t) |2 Figura 7
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Figura 7: Multipla difusdo sobre a barreira de potencial unidimensional de altura 1. Pode-se
verificar numericamente a concordancia com o MFE.
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Probabilidade de transmissao Figura 8

(a)

0) 10 20 30

Figura 8: Transicdo entre unicidade e multiplicidade de picos transmitidos (k, = 0.5) em
funcao da distancia de separacdo D entre barreiras idénticas. O valor constante para o qual

tendem as funcoes em (a) é exatamente PTparticula(ko’ L), conforme esperado.
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) Figura 9
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Figura 9: Primeiros pacotes transmitidos através de duas barreiras de potencial idénticas
(V, = 1). As linhas pontilhadas indicam as previsdes do MFE, que concordam satisfato-
riamente, confirmando a dependéncia do tempo de transmissdo (7®) em relacdo a D,
conforme previsto via consideracdo das fases dos multiplos coeficientes.
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Figura 10
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Figura 10: Ilustracdo da propagacao de feixes localizados através de uma barreira dielétrica.
Evidencia-se em (b) a analogia a multipla difusdo quantica.



Capitulo 5. Barreira Dielétrica 60

Figura 11
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Figura 11: Propagacao dos multiplos feixes localizados ao longo da componente z do plano
de incidéncia. Eles coincidem perfeitamente com aqueles obtidos via integracdo em
RI’RZ) Tl) etc.
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Figura 12
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Figura 12: Propagacao dos multiplos feixes localizados ao longo da componente y do plano
de incidéncia.
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