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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a desigualdade variacional
1 i
EJ &f(x,Vu)-V(v—u)dx?)LJ ut? Y v—u)dx, 1)
Q Q

onde 1 < p < n. Fixados 2 € R” um aberto limitado de bordo suave e Y € M{)l’p () tal
que Y # 0 em algum conjunto de medida positiva, mostramos que existe Ao > 0 tal que

VA €(0, 0] a desigualdade acima tem solu¢dao ndo-negativa # no conjunto convexo
Ky = {w e W"P(Q); w =1) q.t.p. em Q}.
Em seguida, provamos que (1) tem solugdo ndo-negativa u € K, para todo A € (0, A*), onde
A*=sup{A; a desigualdade (1) tem solucdo ndo-negativa}.

Palavras-chave: expoente critico de Sobolev, concentracdo de compacidade, problema com

obstdculo, desigualdade variacional, pontos criticos.



Abstract

In this work, we've studied the variational inequality
1 _
Ef ﬂ'(x,Vu)-V(v—u)dx?)Lf ut™” v —u)dx. 2)
Q Q

where 1 < p < n. Being 2 C R” an open, bounded set of smooth boundary and € V\{)l’p(Q)
such that )™ # 0 on some set of positive measure, we showed that there exists Ay, > 0 such

that VA € (0, A¢] the inequality above has a nonnegative solution u in the convex set
K, = {w e W,"P(Q); w =1 ae.in Q}.
Furthermore, we've proved that (2) has nonnegative solution u € K, for all A € (0, A*), where

A =sup {)L; the inequality (2) has nonnegative solution} .

Keywords: Sobolev’s critical exponent, concentration of compactness, obstacle problem, vari-
ational inequality, critical points.
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Introducao

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de solu¢do para o problema com obstaculo
1 *_
EJ sz(x,Vu)-V(v—u)deAf ut” N v—u)dx (3)
Q Q

em que p* = % é 0 expoente critico de Sobolev, também conhecido como o conjugado de
Sobolev de p [Eva98]. Nossas principais referéncias sdao [Fan07] e [Jia95]. Este problema
estd inserido no amplo contexto dos chamados Problemas Variacionais. A desigualdade (3)
com .«/(x,Vu)=2Vu, p =2 e A =1 foi estudada por Giovanni Mancini e Roberta Musina
no artigo Holes and obstacles, publicado no “Annales de I'Institut Henri Poincaré, section
C, tome 5, n° 4”, de 1988, paginas 323-345 [MM88]. Neste trabalho, os autores provaram a

existéncia de solucao nao-trivial para a desigualdade variacional

JVu-V(v—u)dx?f u? Y v—u)dx. (4)
Q Q

As condicoes sobre este problema sdo as seguintes: considere {2 C R” um aberto de bordo
suave, E C Q2 um conjunto fechado e ¢ = 0 em WOI’Z(Q) N C(Q) uma funcio obstdculo. Aqui,
ueky = {w eW,)"*:w<y emQ\E } é solucdo de (4) quando esta desigualdade é satisfeita

para toda v €Ky. A técnica para resolver este problema consiste em considerar o funcional

1 1 .
Iu)==| |VulPdx—=| |ul*dx (5)
2 0 2% q

e através das teorias de Min-Max e do grau, encontra-se um ponto critico para (5). Quando
p # 2, a argumentacao aplicada em [MM88] em principio ndo se aplica, pois surgem in-
umeras dificuldades

Em 1995, Yang Jianfu publicou o artigo Positive solutions of a quasilinear elliptic obsta-
cle problems with critical exponents no volume 25, n° 12, do “Nonlinear Analysis, Theory

& Applications” [Jia95], no qual ele estuda a desigualdade variacional (3) no caso em que



< (x,Vu)=p|Vul|P~2Vu e 2 < p < n, ou seja,
f |Vu|’”‘2Vu-V(v—u)dx>AJ u? Y v—u)dx. (6)
Q Q

Neste artigo, Jianfu mostra que (6) tem solu¢do nado-trivial para todo A em um intervalo nao-

degenerado (0, A*), sendo 2 um aberto limitado de fronteira suave e
K, = {w e W,"P(Q); w =1) q.t.p. em Q}.

Aqui, Y : 2 — R é uma funcdo no espacgo de Holder C'#(Q2) com y|50 < 0 e yp™ Z0. Em linhas
gerais, a argumentagao consiste em tomar uma seqiiéncia minimizante {u,} C K para o

funcional ndo-linear

1 A .
I(u):—f |Vu|pdx——*f ut’ dx 7)
P Jq P Jq

definido sobre K;;. As dificuldades centrais sao:

i) mostrar que existe uma seqiiéncia {u,} C Ky, minimizante para I;

ii) provar que |[|[Vu, —Vul|ir@q — 0.

Para a primeira, usam-se técnicas variacionais; para a segunda, aplica-se o lema de concen-
tracao de compacidade de Lions (ver Teorema 1.28). O trabalho de Jianfu teve como foco
mostrar a existéncia de duas solucdes nao-negativas para (6). No entanto, para mostrar a ex-
isténcia de ao menos uma solucao ndo-negativa de (6), a hip6tese 2 < p < n nao é necessdria,
podendo ser enfraquecida paral < p < n.

No ano de 2007, o “Journal of Differential Equations”, em sua edicao 232, publicou o ar-
tigo Degenerate elliptic inequalities with critical growth, de Ming Fang [Fan07], no qual o
autor estende o resultado apresentado por Jianfu. Essencialmente, Fang mostra que con-
siderando um aberto 2 € R” com fronteira regular, 1 < p < n ey € V\{)l"” eyt #0
em algum conjunto de medida positiva, a desigualdade variacional (3) possui solucao nao-
negativa u €Ky, = {w € Wol’p (Q2);w =y q.t.p.em Q}, com A em algum intervalo nao-degenerado
(0, A*). Aqui,

o (x,E)=V:E(x,E), (8)

onde V:F(x,&)-n = VF(x,£)-(0,n). Nesta dissertagdo, vamos admitir que F : 2 x R” — R
satisfaz:

1. Féde classe C}{(2 x R");

2. Existem constantes 0 < k; < k, < 0o tais que V& € R” vale

kilE1” < F(x, ) < kalE17, 9)



ondel<p<n;

3. F(x,-) é diferenciavel de classe C?(R" \ {0}) e estritamente convexa, ou seja,
Fx, 181+ (1 —1)&,) <tF(x, &)+ (1 —1)F(x, &) (10)

sempre que 0 < ¢ < 1. Também iremos supor que existe uma constante C > 0 tal que
para todo x € Q2 temos
DIF(x,&)-n* = CInP, (11)

V&, neR" onde Dé denota a segunda derivada com respeito a segunda entrada.

4. F(x,-) é p-homogénea, ou seja,
F(x,A8) = APF(x, &) (12)

para todo A > 0.

A funcao F é chamada niicleo variacional e o campo V:F(x, ) é chamado .</-operador.
Para encontrar uma solucao nao-trivial para a desigualdade (3), Fang segue a argumen-

tacdo de Jianfu, a qual consiste essencialmente de dois passos. Considere o funcional

1 A .
I(u):—f F(x,Vu)dx——*f ut"dx. (13)
PJq P Jq

Entao:
1. existe uma seqiiéncia {u,} C Ky, tal que I(u,)— inf{I(u); u €Ky};
2. IIVun _vu”LP(Q) — 0.

Veremos que se 1 e 2 acima forem satisfeitas, a desigualdade (3) possui solu¢do nao-
trivial. Como em nosso problema aparece o expoente critico de Sobolev p* = n"—_pp, ter-
emos uma dificuldade adicional durante o estudo, pois o espaco de Sobolev W7(Q) esta
contido continuamente em LP*(€2), mas ndo compactamente. Essa dificuldade serd contor-
nada usando o famoso lema de concentragdo de compacidade provado por Pierre Louis-Lions
(medalhista Fields do ano de 1994) nos trabalhos The concentration compactness principle
in the calculus of variations: the limit case I e The concentration compactness principle in the
calculus of variations: the limit case II, publicados respectivamente nas edi¢oes 1(1) e 1(2)
da “Revista Matematica Iberoamericana” de 1982. O passo crucial é o Lema 2.10 desta dis-
sertacdo, que foi inspirado no artigo de Jianfu. Mas a prova deste lema requer uma versao

apropriada do lema de concentracao de compacidade de Lions (Teorema 1.28) para o nosso



problema. Também utilizamos propriedades da p-homogeneidade de F para tornar a prova
do Lema 2.10 bastante natural, fato ndo observado por Fang.
Na argumentagdo apresentada por Fang existe ainda uma dificuldade técnica (lema 3.5,

p- 456 de [Fan07]). O ponto é precisamente quando ele coloca

lin(}%imf (A (x,Vup)—d(x,Vu))-(Vu,, —Vu)dx
*Ja

—00 £€—0

= I%imlimf (A (x,Vup)—d(x,Vu))-(Vu,, —Vu)dx. (14)
Q

Essa inversao de limites nem sempre € vdlida. Por exemplo, considere a fungdo teste

exp (—ﬁ), x| <1

0, x| >1

o(x)=

definidaem R e K = fR 0(x)d x. Tomando a seqiiéncia de funcoes

o(nx)

0,(x)=n ik para todo x €R,

temos que {0 ,} satisfaz, paratodo n €N

i) f 0,(x)dx=1;
R

1
ii) supp(0,)= {x eR; x| < ;}

Definindo &, € C*(R) tal que 0 < £, < 1, &, =0 para |x| < ¢, &, =1 para |x| > 2¢, como no
artigo de Fang, temos por um lado que fixado ¢, existe n, suficientemente grande tal que

supp(6,) C (—¢,¢) para todo n > ny. Neste caso,
J £.0,dx =0, paratodo n > n,.
R
Entdo, tomando o limite em 7 e em seguida em ¢, temos
£—0 n—oo

lim limf £.0,dx=0.
R

Por outro lado, como
58671 S 61’1

e .0, — 0, q.t.p.emR quando € — 0, segue do teorema da convergéncia dominada de



Lebesgue (ver Teorema 9 do apéndice) que

lin(}f E0,dx=1.
R

Tomando o limite em 7,

n—oo ¢—0

lim limJ E0,dx=1.
R

Este fendbmeno ocorre devido ao fato de fR 0 n(x)dx convergir para uma medida que contém
um dtomo (um dtomo de uma medida u € um ponto x tal que u({x}) # 0). Isso significa que
sem a informacao de ndo haver 4tomos na medida limite, ndo se garante a inversao em (14).
No entanto, devido as caracteristicas do problema estudado nesta dissertacao, a igualdade

(14) é verdadeira. Porém, a prova deste fato nao é imediata.



Capitulo 1

Resultados Preliminares

Neste capitulo estdo teoremas e definigdes que serdo usados para resolvermos a desigual-
dade (3). Ele contém os enunciados (e algumas demonstracdes) de certos resultados impor-
tantes da Teoria da Medida, Andlise Funcional e espacos de Sobolev. A referéncia para os

resultados sobre espacos de Sobolev é o Cap. 5 de [Eva98].

Teorema 1.1 (densidade). Seja Q2 C R" um aberto limitado e1 < p < 0o. Dada u € LP(Q),
existe u, € C>*(Q) ral que||u, — ul|r@) — 0, onde C>(Q2) é o conjunto das fungdes reais infini-

tamente diferencidveis definidas em ) de suporte compacto contido em ().
Demonstragdo. Ver, por exemplo, [Bre86]. O

Teorema 1.2. Sejam Q2 C R" ndo-vazio, 1 < p <0 e{u,} uma seqiiéncia em L?(Q2). Suponha
que exista u € LP(Q) tal que ||u, — ul||r — 0. Entdo, existem uma subseqiiéncia {u,,} de
{fun} eh e LrP(Q) tais que:

1. up, —uq.tp emf);
2. |unk| <hg.tp.em(.

Demonstragdo. Como {u,} é de Cauchy em LP((), existe uma subseqiiéncia, que continu-

amos indexando com {u,}, tal que

1
lttns1 — tnll ) < o’ Vn=1.

Defina a seqiiéncia de funcoes ndo-negativas mensuraveis

gn(x) =Dt (%) — ui(x)].
k=1



Capitulo 1. Resultados Preliminares 7

Temos que g,(x) < gp+1(x) q.t.p. em Q. Como

J

gn(x) converge para um limite finito g.t.p. em €. Portanto, podemos definir

g dx <1,

g(x) = _[up(x) - ug(x)
k=1

g.t.p. em 2. Além disso, do teorema da convergéncia monétona (ver Teorema 8 do apéndice),
g € LP(92). Por outro lado,

[tm(x) = un(x) < |tn(X) = 1 () 4+ [t (x) — U ()]
< g(x)— gn-a1(x). (1.1)
Como g,-1(x) — g(x), temos |u,,(x)—u,(x)| — 0, ou seja, {u,(x)} é de Cauchy q.t.p. em
Q2. Digamos que u,(x) — it(x). Afirmamos que &z = u q.t.p. em ). De fato, uma vez que
g(x)— gn-1(x) < g(x), por (1.1) temos |u,(x) — u,(x)| < g(x). Tomando o limite em m nesta

desigualdade,
la(x)—u,(x)|<glx), Vn=1, q.tp.em(.

Isso implica que @ € LP(Q2). Temos também |i(x)— u,(x)|” < g(x)?. Do teorema da con-
vergéncia dominada de Lebesgue (ver Teorema 9 do apéndice), vem u, — it em LP(f2). Pela
unicidade de limite em LP(f2), it = u q.t.p. em 2. Como u,(x)— ii, o item 1 estd provado.

Para provar o item 2, basta observar que
| (0)] < Jun(x) — @ ()| +la(x)| < g(x) +|a(x)|

e tomar h(x)= g(x)+|a(x)|. O]

Teorema 1.3 (de Brezis-Lieb, [BL83]). Seja) C R" ndo-vazio, 1 < p < oo e{u,} uma seqiién-

ciaem LP(Q) tal que
L. |unl|lr < M para algum M €R;
2. up,—u q.t.p.em(9Q).

Entdo,

: p p _ p
1 (1217 0 = llttn = ell} o)) = el

Demonstracdo. Note primeiramente que u € LP(f2), pois temos |u,|? — |u|? q.t.p.em Qe
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entdo, do lema de Fatou (ver Lema 7 do apéndice), segue que
f lul’dx < liminff |u,|Pdx < MP.
n—o00
Q Q

Em particular, ||u|[» < M. Defina

(t4+1)p -1

hi(t)= t
p ,t=0

, 1 €(0,400)

Pela regra de L'Hospital, ltlrr(} h,(t) = p = h,(0), donde h; é continua em [0, 00). Portanto, se

t €[0,1], existe c; tal que

(t+1P—-1<ar. (1.2)
Por outro lado, sendo ( )
t+1)p—1
hy(t)= —

para t € [1,00), temos }1_{1010 h,(t)=1, donde h, é limitada em [1,00). Entao, existe c, tal que
(t+1) —1<cotP. (1.3)
De (1.2) e (1.3) e tomando C = max{c;, ¢,},
(t+1)-1<C(t+1tP), Vtel0,00).

Sejam a,b R, b #0, etome t = %. Temos:

(1) sl 122) »
|b| =\l bl '

(lal+ b —1bl” < C(lal- [bIP~ +lal?), (1.5)

se e somente se

sendo esta tltima desigualdade vdlida também para b = 0. Da desigualdade de Young com ¢

(A.2), usando g = % e r =p, temos:

bIP~tal < elbl""V+c(e)lal’

= ¢|blP +c(e)lal’. (1.6)

Substituindo (1.6) em (1.5), vem (|a|+ |b|)” — |b|P < &|b|? + c(&)|a|P, para alguma funcao c(¢).
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Como |a —b|P < (lal+|b]),
|la—blP —|b|P <e|b|” +c(e)|lal’, Va,beR.
Por outro lado, fazendoa=—-we b=z —w,

lz|P — |z —w|” elz —wl? +c(e)|wl?

V/A)

N

e(lzl+wl) + c(e)lwl?
e (277 Yzl + 27 w|P ) + c(e)w|?
2Pz + (£277" + c(e)) [w)”

e2P YzlP +c'(e)lw|P, Vz,weR,

| /AN

onde c¢’(¢)=e2P~1 + c(¢). Portanto, dado £ > 0 existe ¢(¢) = max{c(¢), c’(¢)} tal que
lla—b|” —|b|”|<e|b|’ +¢(e)|lal’, Va,beR. (1.7)
Defina
0 ()= (unl” = [t = wlP = ul’| = 27 i — ul?) " (x).
Note que, por (1.7),

lunl” —lun—ul? —lulP’| < llup—u+ul’—lu, —ul’|+[ul”

< &2’ Nu,—ulP +é(e)ul? +|ulP.

Assim,
u,(x) <(1+c(e)lulx)? (1.8)

ufz(x) —0 qg.t.p.em(2, quando n — oo. (1.9)

Usando (1.8) e (1.9), podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue e

obter
lim f ufldx =0.
Q

n—0o00

Por outro lado,

unlP =, —ul? —|ulP|— 2P u, —u| < u; q.t.p.ems¢,
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donde
n—00 n—oo

limsupfIIunI”—Iun—ulp—IuI”ldx < limsupf (ufl+£2”_1|un—u|)dx
Q Q

= szpllimsupf lu, —ul|dx.
0

n—oo

J |lu, —ulPdx < CJ Iunl”’dx-l—Cf lulPdx <2CMP.
Q Q Q

Fazendo € — 0,

slimsupf |lu, —uldx <e2CMP? — 0.
Q

n—oo
Logo,
limsup | ||u,P —|u,—ulP —|ul’|dx <0,

n—oo Q
ou seja,

limf lnl” —lun —ul? —ulPldx =0,

n—o0

Q

encerrando a demonstracao. O

Outro tipo de convergéncia relevante para nossos propésitos é a convergéncia fraca de
medidas. Seja 2 C R" um aberto, C(2) o conjunto das funcdes continuas definidas em 2 e

consideremos o espacgo vetorial

BC(Q)= {u € C():|ulw=suplu(x)| < oo}
xeN
das fun¢des continuas em (2 e limitadas. Nele, selecionemos o subespaco
K(Q)={u € C(2):supp(u)c Q é compacto}

e seja Cy(92) o fecho de K(£2) em BC(f2) na norma uniforme

llulloo = sup |u(x)].
xef

Dada uma medida finita u em €2, defina o funcional linear continuo sobre Cy(2) dado por

u»—>(,u,u>=f u(x)du. (1.10)
)
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A norma da medida u é definida como

=, )

. (1.11)
0ZueCy(f2) ”uHoo

Seja ./ () o espaco vetorial das medidas finitas sobre (2.

Definicao 1.4 (convergéncia fraca de medidas). A seqiiéncia {u,} de medidas em _#(2) con-

verge fracamente para a medida y de #(S2) quando

(b @) = (1,0,

para toda ¢ € Cy(S2). Denota-se tal convergéncia por U, — U.

Teorema 1.5. Toda seqiiéncia limitada em #(Q2) possui subseqiiéncia fracamente conver-
gente em M ().

Demonstragdo. Ver, por exemplo, [Wil96]. O

A seguir colocaremos algumas propriedades dos espagos de Sobolev. Sera ttil apelarmos
as vezes para o que chamamos de notacdo de multi-indice, que consiste do seguinte: dado
a=(ay,...,a,) um vetor de coordenadas inteiras (ndo-negativas), considere o nimero nat-
ural |a| = a; +---+ a,. Para denotar as sucessivas a; derivacoes nas direcoes x; de uma dada
fungido ¢ € C*(Q) com k > |a|, escrevemos

aal aan
Da¢—

= —g.
dx,t  dxo

17
Em particular, D ¢ = %
i

Definic@o 1.6 (derivadas fracas). Sejam Q c R" um aberto e considere u € L, (). A fungdo

v e L, (Q) éditaaa-ésima derivada fraca de u se para toda ¢ € C*(Q),
qu“qbdx:(—l)'“f vodx. (1.12)
Q Q

Denotaremos a fungdo v (derivada fraca de u) pelo simbolo D*u. Nesse mesmo sentido, o

gradiente fraco de u é o campoVu =(v,...,v,) ondev; = D¢%u, paraj=1,...,n.

Notemos que se u e €2 sdo suficientemente regulares, entdo as derivadas fracas de u
coincidem com as suas derivadas no sentido usual. Para verificar isto, basta usar o teorema

da divergéncia.
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Definicao 1.7 (espacos de Sobolev). Sejam Q2 C R" um aberto, 1 < p < 00 e k um niimero
natural . O espaco de Sobolev
whr(Q)

é o conjunto de todas as fungées u € L, () tais que existe D*u € LP(R) satisfazendo (1.12)

para qualquer multi-indice a com |a| < k.

De forma sucinta, podemos dizer que dados k e p, a definicao acima retine as funcoes
p-integraveis com derivadas mistas parciais até ordem no maximo k também p-integraveis.
Vamos munir estes espacos com normas que fornecam boas caracteristicas, como comple-

tude e reflexividade.

Definicdo 1.8 (normas nos espacos de Sobolev). Dada u € W*»(Q), sua norma é definida

como

= =

lZJwampdx] ,1<p<oo
”u”kaP(Q): la|l<k v Q

Zsupesle“ul ,p=00

al<k @
A verificacao de que tais férmulas definem normas ndo oferece grande dificuldade, pois

tratam-se, basicamente, de somas de normas em espacos LP(£2). Ver Cap. 5 de [Eva98].

Definicao 1.9. Denotaremos por Wok'p (©) o fecho do conjunto C>*(Q2) no espago Wkr(Q) com

respeito a norma||-|| (o).
Temos o importante resultado de natureza métrica concernente aos espagos de Sobolev:

Teorema 1.10. Dados k um niimero natural e 1 < p < 00, 0 espaco W*r(Q) é completo na

norma definida acima.

Demonstrag¢do. Vamos admitir primeiro p # oo. Seja {u,,} uma seqiiéncia de Cauchy em
WkP(Q). Da definicdo da norma, temos que as seqiiéncias de derivadas fracas D?u,, sdo
de Cauchy em LP(2), qualquer que seja o multi-indice ¢ com |a| < k. J& que LP(R2) é de
Banach, {D%u,,} converge em LP({2) para u,. Tomando a = (0,...,0) (que corresponde a
nos resta mostrar entao é que u € W5?(Q2) e que dado um multi-indice «, vale D%u = u,.
Para verificar isso, usaremos a defini¢dao de derivadas fracas. Fixado um multi-indice a, seja
¢ € C(9). Se os célculos

J uD@dx = limJ un,D*¢dx
Q

m—0oQ

= lim (—1)""'} Ugpdx
Q

n—o0
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= (—l)laf ua¢dx
Q

fizerem sentido, de fato teremos D*u = u,. Para ver que fazem, é necessdrio justificar as
passagens de limites em (a) e (b). Mas isso é feito usando-se a desigualdade de Holder (A.4),

como segue:

qu“(pdx—JumD“(pdx = J(u—um)D“(pdx
Q Q

Q

< f lu— |- |D*@ldx
Q

» , &
< lu—unlPdx| - || |D¢|rTdx
Q Q

= Cllu—umllr@—0,

provando (a). Um argumento similar nos mostra (b). Com isso, D%u,, — D*u em L”(),
qualquer que seja o multi-indice fixado. Usando a defini¢io da norma em W*P(Q), temos
U, — uem W+r(Q). No caso p = oo, procedemos de maneira similar, usando a desigualdade
de Holder na versdo com expoentes conjugados 1 e co. Concluimos entdo que Wkr(£2) é de
Banach. O

Temos ainda o seguinte importante resultado acerca de densidade:

Teorema 1.11. Seja Q C R” um aberto com fronteira de classe C' e considere u € W5p(Q),

com 1 < p < oo. Entdo, existe uma seqiiéncia {u,,} em C*(Q) tal que u,, — u em W+P(Q).

Este resultado nos diz portanto que podemos aproximar qualquer funcdo u € W+r(Q)
por funcdes suaves em 2 definidas até 99.

Enunciaremos a seguir um teorema que nos permite estender para R” funcoes definidas
em conjuntos limitados com fronteira suave. Este resultado serd fundamental para provar-

mos a desigualdade de Sobolev (1.17).

Teorema 1.12 (teorema de extensao). Sejam 2 C R"™ um aberto limitado com fronteira de
classe C' e 1 < p < 0o. Considere um aberto V limitado tal que Q C V. Entdo, existe uma
transformacgao linear E : WHP(Q)) — WLP(R") tal que para toda u € W'P(Q) valem

1. Eu=u q.t.p. em§);
2. Eu tem suporte contidoem V;

3. |Eu|lwrr®n < Cllul|lwrr@), onde C = C(p, V,Q).
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Este teorema garante, portanto, que € possivel estender funcoes de W'?(Q2) para R” sem
que sejam perdidas propriedades de derivada fraca. Além disso, o item 3 nos conta que a
transformacao linear que associa uma funcao u a sua extensao Eu € continua.

Os problemas dos quais trataremos aqui trazem condi¢oes de fronteira em suas formu-
lacoes. Tendo isso em vista, é de praxe relegar condicoes de fronteira ao espaco no qual as
solucoes serdo buscadas. Nesse sentido, temos o seguinte teorema que atribui um valor para
u € WhHr(Q) sobre a fronteira de €

Teorema 1.13 (func¢des de traco nulo). Sejam 2 C R" um aberto limitado com fronteira de
classe C' e1 < p < n. Entao, existe T : W'P(Q) — LP(0) linear tal que

1. Tu = u|sq para todas as fungoes u € Wh-P(Q) N C(Q);
2. [[Tullr a0 < Cllullwir), onde C=C(p,)
A fungdo Tu é chamadatraco de u.

O que desejamos salientar agora é o seguinte: o conjunto de todas as funcdes de traco

1, 2 P .
nulo corresponde exatamente a W, ”(Q). Esse é o contetido do seguinte teorema:

Teorema 1.14. Sejam Q2 um aberto limitado com fronteira de classe C' e u € WHP(Q2). Entdo,
ue Vl{)l'p(Q) seesomentese Tu =0 em .

As demonstragdes dos quatro teoremas anteriores encontram-se no Cap. 5 de [Eva98].

Como mencionamos antes do Teorema 1.13, desejamos transferir as condicoes de con-
torno dos problemas para o espaco de fun¢des no qual buscaremos solugdes. O teorema
anterior € justamente o que nos permite fazer isso: se buscamos solucdes de problemas que
sejam “nulas” na fronteira de (2, basta restringirmos a procura ao espaco V\{,l'p ().

As proximas desigualdades nos mostrardo que os espacos de Sobolev estdo contidos con-
tinuamente em certos espacos LP(£2). Elas também sdo tteis na prova de existéncia e regu-

laridade de solucdes para alguns problemas variacionais.

Teorema 1.15 (desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev). Seja p tal quel < p < n.

Existe uma constante C que depende apenas de p e n tal que
|| u ”LI”*(R") S C”Vu ||LP(R”)

para toda u € CY(R"). Aqui, p* = % é 0 expoente critico de Sobolev.

Demonstragdo. Dividiremos esta demonstracdo em duas partes, a primeira delas quando

p =1eaoutra, o caso geral, seguird como conseqiiéncia deste primeiro. Seja u € C!(R"). Do
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teorema fundamental do cdlculo podemos reescrever © como

X
u(x):f uxi(xl’-"xi—l)yi:xi+1y---)xn)dyi-
—00

Ao considerar esta expressao em modulo, obtemos

o0
|u(x)| < f |uxi(x1y---»xi—l)yirxi-l-lr-~-)xn)|dyi

—00

< f |uxl(,yl,)|—|-+|uxn(,y,,)|dy,

< cf (72 G 700 O 78 GO VRS o B 4%

—00

< CJ IVu(...,yi,...)|dy;

—00

tome as desigualdades obtidas paran =1,...,n x;:

o0 . r"OO n o0 ﬁ
f |lu(x)|»-1dx;, < C H(J IVu|dyi) dx,

% Joooi=1 \J-0
r roo 7 a1 rOO n 00 n-1
= C IVuldy, 1 Vuldy; | dx
LJ -0 i Joxo i=2 —00
< C r Vuldy nff|Vu|dx1dyi , (1.13)
LJ —c0 _ i=2

—00 —00

sendo a ultima desigualdade acima devida a desigualdade generalizada de Holder (A.5)

: i
f|u1---un|dxs]_[ U |ui|Pfdx] : (1.14)
Q i=1 Q

com - +--- - =1,
p1 pr

Agora, integrando a desigualdade (1.13) em relacdo a variavel x,, obtemos

1
00 00 00 00 n-l1

ffm%dxldxzsc ffwumxldyz J [] 1 dx, (1.15)

—00 2#i=1
—00—00 —00 —00
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IFJ Vuldy, e Il:ff Vuldx,dy;,

para i =3,...,n. Ao produtério no ultimo integrando de (1.15) aplicamos novamente a de-

onde

sigualdade generalizada de Holder, obtendo desta vez

1
00 00 00 00 n-1 00 00

fflulnnldxldxg < C waumxldyz ffwumyldxz

—00 —0Q —00 —00 —00 —00

l_[ f f f \Vuldxdx,dy;
i=3

Facamos uma observacdo quanto a técnica aplicada: desde o inicio admitimos p =1 e do

1
n-1

n—-1

lado direito de nossa estimativa, estamos obtendo integrais em cada vez mais direcoes para
lu|77. Como |u|"7 =|ulP" (ja que p = 1), o que acabara por aparecer do lado esquerdo das
sucessivas estimativas é a norma L (R") de |u|. Do lado direito, conforme vamos aplicando
a desigualdade generalizada de Holder ap6s uma integracao em um novo eixo x;, obtemos
a integral em cada vez mais dire¢oes para |Vu| = |Vu|P. Realizando as demais integracoes

relativas aos eixos xs, ..., X,;, teremos

f lu|midx < C“U f Vuldx,...dy;...dx, (1.16)
RrR? i=1 —00 —00
= le IVuldxl 7
Rn

Elevando esta desigualdade a "—_1, obtemos o resultado desejado no caso p = 1. Para o caso
geral, considere y = £ (" 1) >1ev =|ul" € Cj(R"). Elevando a desigualdade (1.16) a ~— L

aplicando a de31gualdade resultante a v e usando Holder, temos

n-1

S [
U |u|”*dx] < C |Vu7|dx=C7’J lu|" " Vu|dx
Rn

JR” R"
p—1

r o ’
f Iul(r_l)v’ildx] lf |Vu|pdx]
LJRR" R”

i R ’
= C |ulP dx VulP| .
L Rﬂ Rn

Observe que 7 foi escolhido de forma que (y— 1)% = p*. Dividindo esta tltima desigualdade

/A
a
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p-1
por UW lul|P"d x] ” , encerramos a prova do caso geral. O

Teorema 1.16 (imersdo continua). Seja Q2 C R" um aberto limitado com fronteira de classe
C'. Sejam aindal < p <n eu € W'P(Q). Entdo u € LP"(Q) e vale ainda a desigualdade de
Sobolev

el o) < Cllullwrr o, (1.17)

onde a constante C depende apenas de p, n e Q.

Demonstragdo. O teorema de Extensao nos permite considerar uma fungao de suporte com-
pacto it = Eu € W'P(R") com as propriedades &t = u em Qe ||it ||y < Cllu||wrr@). Jd que
o suporte de iz é compacto (com supp(iz) C V para algum aberto V limitado), podemos usar
o Teorema 1.11 para aproximar & na norma de W'?(V) por fungdes u,, € C*(V), as quais

podem estendidas a fungdes u,, € C*°(R") com supp(u,) C V e, com isso, teremos
[t m — @l|lwrrgny — 0.
Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Soboley,
tm — well gy < ClIVUm — V|| rgn)

para todo ¢, m € N. Da convergéncia u,, — u em W'?P(R") e da tltima desigualdade, existe
u € LP"(R") tal que ||u,y, — @] p*(gey — 0. Como ja tinhamos ||u,, — it||»®) — 0, 0 Teorema 1.2
nos garante que & = i g.t.p. em R”. Podemos afirmar sem perda de generalidade, entao, ao

menos para uma subseqiiéncia de {u,, }, que
U, — i em L”" (R").
A desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev implica também que
ltmll p@ny < ClIIVUm | Lr ()
para todo n € N. Tomando o limite nesta desigualdade, temos
|l ey < ClIVE]| L @r).-
Agora, observando que
el oy < NNl gy < ClIV T ey < Cll@ |l wre@ny < Cllullwieg),

temos o que desejdvamos provar. O
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Observagido 1.17. Do teorema acima, [[u|;q) < Cllullwrr. Se 1 < g < p*, usando a de-

sigualdade de Holder obtemos

a
¥

f lulfdx < U 'u|”*dxr (Vol(Q))' ™7
Q Q

< Cllullfypgy (1.18)

donde ||u||r9@) < Cllu|lwrr), com C = C(p,n,Q2). Portanto, a inclusao W'P(Q) — Li(Q2) é

continua Vg € [1, p*].

A proxima desigualdade nos permite falar, em certas ocasioes, em normas equivalentes

nos espacos de Sobolev, como serd observado ap6s sua demonstracao

Teorema 1.18 (desigualdade de Poincaré). Seja 2 C R" aberto limitado com fronteira de
classe C' e 1 < p < n. Entdo, existe uma constante C tal que para cada u € M{)l’” (Q) tem-
se para cada q € [1, p*] que

el a0y < ClIVELl| oy, (1.19)

com a constante C dependendo apenas de p, q, n e do aberto ().

Demonstragdo. Dada u € W)l"’ (2), existem fungoes u,, € C(Q) que se aproximam de u na

norma de Wr(Q). Consideremos i, tais que

U,, sSexell);
Uy = .
0, sexeQt

Temos |||l p+0) = l|@m|l ) € @0 mesmo tempo ||V ||r@) = Vi |lr@n. Da desigual-

dade de Gagliardo-Nirenberg-Soboley,
||um||Lp*(Q) = ”L_‘m”Lp*(Rn) < C”vum”Ll’(R”) = C”VumHLP(Q)-

Da convergéncia u,, — u em W'7(Q), podemos tomar o limite na desigualdade acima,
donde

lull @ < ClIVull@),

que é a desigualdade desejada, mas apenas para g = p*. Para conseguir os demais casos,
basta observar que, sendo 2 de medida finita, vale ||| 1) < Cllul|;* ) para todo q € [1, p*],

pela desigualdade de Holder, concluindo a demonstracao do teorema. O

Convém observar que, como p* = —2 > "2 = p vale a seguinte importante versao do
n—p n
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teorema: paratoda u € Vl{)l”” (€2), com Q aberto limitado com fronteira de classe C!, tem-se
lullzr @ < ClIVul|r@. (1.20)

Como corolério da desigualdade de Poincaré, temos a equivaléncia de algumas normas em
Lp
Wy 7 (82).

Corolério 1.19 (normas equivalentes). Em Wol’p (Q2), onde Q2 C R" é limitado com fronteira de

classe C!, sdo equivalentes as normas

1. || : ”WLP(Q);
2. ||V- ”LP(Q);

1
G A1 [ v [

Demonstragdo. Primeiro, vamos mostrar que as normas em I e 2 sdo equivalentes. Notemos

que para cada a = e;, denotando D¢ u = u,,, temos

”ux, “Lp(Q) = f |uxi|pdx < f (lux1 | +-+ |uxn|)p dx
Q Q
< cf (T [P 4+ e, P ) dx =ClIVull},q)-
Q
Usando esta desigualdade e a desigualdade de Poincaré temos

1l iy < N1y + 1, iy oo+ 1
< CIVUll oy + ClIV Ul + -+ CIV
C“Vu”ip(g)-

Por outro lado, com um argumento semelhante ao dado acima e usando a desigualdade de
Minkowski (A.3) em (%) abaixo, vemos que

1
PP
IVullpe = U (|ux1|2+--~+|ux,,|2)2]
Q

1

P
< CU (|ux1|+"'+|an|)p]

Q
()
< C(llux v+ -+, @)
< nclrgig{lluxillmm}
1

< C (Nl + s e+ + Nt ey)”
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= C”””W”’(Q)-

Isso mostra que as normas em I e 2 sao equivalentes. Vejamos agora que as normas em 2 e

3sdo equivalentes. Uma primeira desigualdade é obtida pela simples constatagdo de que
IVl < ety + IV 20D -

A outra é conseguida usando a desigualdade de Poincaré em (xx) abaixo:

(o+)
1ll? 0y + IV el iy < CIV I ey + IV U0y < CIV U -

Isso completa a demonstragdo do coroldrio. O

Definicao 1.20. Dados dois espagos de Banach X e Y com X C Y e {x,} uma seqiiéncia em X
limitada na normal|-||x, dizemos que {x,} é pré-compacta em Y se{x,} possuir subseqiiéncia

convergente na norma|| - ||y.

Teorema 1.21 (imersdo compacta — Rellich-Kondrachov). Seja Q2 € R" um aberto limitado

com fronteira de classe C'. Admita também 1 < p < n. Entdo, a inclusdo
WhP(Q)— LI1(Q) (1.21)

é compacta para todo q € [1, p*), ou seja, WP (Q2) — Li(QQ) é continua e qualquer seqiiéncia

limitada em W'P(Q) é pré-compacta em L9(12).

Definicdo 1.22 (semi-continuidade inferior). Seja X um espago de Banach e F : X — R. Dize-

mos que F é semi-continua inferiormente quando
F(u)<liminfF(u,)
n—oo

sempre que u, — u na normade X.

O teorema seguinte serd usado para construir uma seqiiéncia minimizante para o fun-

cional (13).

Teorema 1.23 (principio variacional de Ekeland). Seja V um espaco métrico completo com
distanciad e F : V — R U {400} uma fungdo semi-continua inferiormente, limitada inferior-

mente e finita em algum ponto. Para todo € > 0, existev € V tal que

F(v)singjLs (1.22)

Fw)zF(v)—ed(v,w),YVweV. (1.23)
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Demonstragdo. Ver [Wil96]. O

A seguir, provaremos algumas propriedades do campo .</(x,£) = V:F(x, &) definido em

(8).
Proposicao 1.24. Para todo x €52, o campo .</(x,-) satisfaz:
1. d(x,) é(p—1)-homogéneo;

2. paratodo & € R"
o (x,8)-&=pF(x,<) (1.24)

Demonstragdo. Derivando emrelacao a £; aequacgdo F(x,Af) = APF(x, &) (veja a propriedade
4 do nucleo variacional F na introducao), temos por um lado que
0 OF

7%, [F(x, AS)] = Aagi

(x,A%)

e por outro lado que

0 JF
a—gik”F(x,i)lea—gi(x,i)-

Entao, AVF(x,A&) = APVE(x, &). Dividindo essa equacdo por A,
VE(x,A&)=AP"VE(x, &),

provando o item 1. Agora, derivando a equagdo F(x, A&) = APF(x, &) emrelagcdo a A e fazendo
A =1, obtém-se

ou seja, 2. O

Vemos pelo argumento acima que se f é uma funcao diferencidvel e p-homogénea, en-

tdao D* f é (p — k)-homogénea.

Lema 1.25. Existea >0 tal que para todo &,,&, € R"

(A (x,&1)— . (x,E2))(E1— &) = alei—cal?, sep>2 (1.26)

al1 =&,
Gy sel<p<2

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, vamos supor || < |£,|. Primeiro, afirmamos

1
que para0< 7 < ; vale

Ja-GlSIE G - <A+ IEL 1.27)
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De fato, a segunda desigualdade segue de

1Eo+1(E1 = &)l =t&1+(1—1)E <[]+ (&2

e a primeira de

&1 =& < 2/E]=2|E+ (8 — &) — (&1 — &)l
< 20E+1(&1 = &) 218 — &yl

ou seja
1-2¢

2

IS1 = &ol <SS+ 1(81 = 2l

Para que 2 > 1, é suficiente que 0 < ¢ < ;, provando nossa afirmacéo. Em seguida, con-
sidere a funcao real ¢ — (V:F(x, &, + (&) — £2)) - (&1 — &2), que € diferenciavel pela hipdtese
de F(x,-) ser de classe C?(R"\ {0}). Temos

d
=7 (VeF(n S+ 18— &) (G —&2)=DZF(x, &2+ £(&1 — &2))- (&1 — &),

onde DZF(x, &, + t(&1 — &,)) € uma forma bilinear. Por um lado, o teorema fundamental do

calculo nos fornece

1
f %(ng(x,m (&1 =) (81— E)dt
0

= (VeF(x, &+ t(E1—E2))- (&1 — §z)|é =(VeF(x,VE) = V:E(x, VE))(E1 — &2)
= (d(x,&1)—d(x,82)) (&1 — &)

Por outro, como F(x,-) é estritamente convexa, DéF(x, Ea+t(E1—&2) (&1 — &,)? é positivo

paratodo t € [0, ;11] Entao,

1

d
E(VgF(xfz-i‘ 1(E1—E&2)- (&1 —&)dt
Jo

[
= DéF(x,§2+t(§1—52))-(51—52)26”

NI

0
[
= ) DéF(X,gz'H‘(gl—52))'(51—52)26”-

0
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Entao, como DgF é (p —2)-homogénea com respeito a £, usando (9) vem que

(d(x,&1)—d(x,82))-(E1—&2) = J DEF(X,@"‘I(&—52))'(51—52)Zdt
0
1
= C|§1—§zlzf 182+ 1(E1—&)IP%dt,
0

onde a constante C é positiva e independe de x, por (11). Se p = 2, elevamos a primeira

desigualdade de (1.27) a p —2 > 0 e concluimos

(o (x,81)— . (x,82))- (&1 — &) = al&1 — &o".
Se 1 < p <2, elevamos agora a segunda desigualdade de (1.27) a p —2 < 0 e concluimos

al&, —&,lP

(o (x,&1)—.d(x,82)-(E1—&2) = W;

encerrando a demonstragdo do lema. O
A funcao F e o campo .¢/ possuem ainda as seguintes propriedades:
Lema 1.26. Considere o niicleo variacional F e o operador .<f . Entdo:

1. existem ks, ks €R com0 < k3 < kg < 00 tais que

ks|E1P~ < e (x, &) < kalEIP! (1.28)

2. existe C >0 tal que para todo x € ) e para todo &, € R" vale

F(x,&+n) <F(x, &)+ CIEIPn|+ Clnl. (1.29)

Demonstragdo. Para mostrar 1, por um lado a (p — 1)-homogeneidade e a continuidade de

(o)

Por outro, o Lema 1.25 com & e 0 nos fornece

./ nos dao

<kalglPt,

.o (x, )| =€~

(o (x,&)—.d(x,0)-&> aislr, - sep>2, (1.30)

lg:f_li,, sel<p<2.
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Novamente pela (p — 1)-homogeneidade, .</(x,0) = 0. Usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz e tomando k3 = a, vem que

./ (x,E)| - |€] = ks|EI”.

Dividindo essa desigualdade por ||, temos o item 1.

Para provar o item 2, usamos o teorema do valor médio e o item 1, obtendo

F(x,E+n)—Fx,8) < [F(x,&+n)—Fx,E)=VF(x,E+0n)-n
A (x,E+0n)-n<|d(x,+60n)nl
ksl&+0nlP~

CIEPP~ Inl+Clnl?,

N

N

para uma constante C adequada. O

Agora obteremos uma desigualdade, que serd utilizada para provar um dos principais
resultados do trabalho, o Teorema 1.28. Das limitacoes (9) de F e usando a desigualdade de

Poincaré, temos

1ull ) < ClIV Ul < C f Fx, Vie)dx,
Q

para alguma constante adequada C. Tomando

1 __ . p Lp
KO1_1nf{C€R,||u||Lp*(Q)SCf F(x,Vu)dx,Vu e W, (Q)},
Q

vale
r

P
lf |u|”*dxl SKO_IJ F(x,Vu)dzx, (1.31)
0 0

Definicao 1.27. A desigualdade (1.31) é uma desigualdade de Sobolev generalizada e K, é a
constante 6tima para esta desigualdade.

Dada uma funcgao positiva f Lebesgue-mensuravel definida em 2, podemos definir uma

medida em 2 (Qque também denotaremos por f) fazendo
fE)= f fx)dx,
E

para E C Q. Deste modo, Vu € Wol”’(Q) e EcCQ, temos

f u+p*dx<f Iul”*dx$f Iulp*dx<Cf IVulPdx < .
E E Q Q
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Portanto
u*?(E) ::J ut? dx
E

define uma medida finita em 2. Além disso, Como 0 < F(x,Vu) < k»|Vu|? e paratodo E C Q2
obtemos

J F(x,Vu)dx < f F(x,Vu)dx < sz [VulPdx < oo,
E Q

Q

entao

F(x,Vu)(E) ::f F(x,Vu)dx

E
define também uma medida finita em Q. Considere uma seqiiéncia {u,} em Vl{)l'p (€2) limi-
tada na norma deste espaco. Vamos mostrar que as seqiiéncias de medidas { u;p } e {F(x,Vu,)}

sdo limitadas na norma de . (). Primeiramente, note que

<u+’”*,f>‘ f |flut? dx
+r7| — " Q
’un = sup ——— < sup ———
feCo(Q) ”f”oo feCo() ”f”oo
+ g |, P
< Jﬂun dx—Hun Ln*(m<M1

para alguma constante M,. Analogamente, observando que F(x,Vu,) < k,|Vu,|P, temos
IECe, V)l < ClIV e}y < Mo,

para algum M, > 0. O Teorema 1.5 garante que existem subseqiiéncias de {u;”*} e de
{F(x,Vu,)} em #(2) que convergem fracamente no sentido dado pela Definicao 1.4. As-
sim, dada uma seqiiéncia limitada em WOI”” (€2), sempre podemos supor a existéncia de tais
seqiiéncias fracamente convergentes de medidas aqui citadas. Em particular, o mesmo se
obtém se u, — u em Wol’p (©2). Nesse sentido, enunciaremos e provaremos um resultado

crucial para nosso trabalho, o qual € uma adaptacao de um famoso teorema devido a Lions.

Teorema 1.28 (concentracdo de compacidade). Seja {u,} C Vl{)l'p (Q) tal que u,, — u em
I/l{)l'p (). Suponhamos ainda que para as seqiiéncia de medidas v, = |u,|P" e u, = F(x,Vu,)

ocorram as convergéncias fracas de medidas
Vpn—V e Up—u

onde v e u sdo medidas ndo-negativas limitadas em ). Entdo, existe um conjunto no mdx-
imo enumerdvel J, uma familia de pontos {x;; j € J} C Q, uma familia de niimeros positivos

{vj;J € J} e uma familia de niimeros positivos {u;; j € J} tais que
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1. v=|u|”*+2vj5xj;

jel

2. uz= F(x,Vu)+Z,uj5xj;
jeJ

3. K()(V]’)% < uj, onde K, é a constante em (1.31).

Aqui, 6,; é amedida de Dirac, definida por

0, x;&A;

1, Xj €A,

5xj(A):

também chamada medida atbmica. Chamaremos os pontos x; de a&tomos.

Demonstragdo. Primeiro mostraremos o item 3. Como u, — u em I/\{)l’p (€), esta seqiiéncia é
limitada na norma deste espago. Uma vez que p* > p, tem-se, pelo Teorema 1.21 que u,, — u
em LP(2). Desta convergéncia e do Teorema 1.2 temos que u,, — u q.t.p. em €2, a menos de

subseqiiéncia. Se definirmos a seqiiéncia de medidas
Wn = Vo = Ul =u,” —ul”,
podemos escrever
Wn = Vo= Ul = |un” = |ul” = up—ul” + f,

onde f, =|u,|”" —|u, — ulP" —|u|P". Entao, fE frndx — 0 para qualquer conjunto mensuravel
E c ), pois do teorema de Brezis-Lieb (Teorema 1.3)

p*
LP*(E)

p*
LP*(E)

p*

Neenll) o gy = lten — uall

para qualquer E C Q2 mensuréavel. Sejav, =u,—u € V\{,l'p (©2) e considere também a seqiién-
cia de medidas
A, =F(x,Vuv,).

Como v, é limitada em Wol'p (), pelo Teorema 1.5 podemos admitir que A,, — A, no sentido
de medida. Além disso, v, também é limitada em L”*(f2) pela desigualdade de Sobolev (1.17)
e entdo admitiremos que w, — w no sentido de medida. Além disso, A, w = 0.

Afirmamos que a medida w pode ter no mdximo um nimero enumeravel de &tomos. De

fato, sendo Zva o valor da medida w sobre o conjunto dos d&tomos, deve ocorrer Z Vo < 00,
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porque w é finita, pelo Teorema 1.5. Entdo, dado k natural, o conjunto

1
Mk:{x]';Vj > E}

é finito, pois a soma ) _v, é finita. Como o conjunto dos d&tomos é dado por U, My, segue
que o conjunto de &tomos é enumerdvel. Denotaremos por J o conjunto dos indices para os
quais v, > 0. Agora, vamos decompor a medida w usando o teorema da decomposicao de

Lebesgue (ver Teorema 16 do apéndice), escrevendo
w = Wy +Zvj5xj’
jeJ
onde
w(E), se ECOQ\{x;je]};

wo(E)= )
0, caso contrario .

Essa é de fato a decomposicao de Lebesgue de w com respeito ela propria, pois w, é nula
em {x;;j € J} eamedida Zje] vj0y; € nulaem Q\{x;; j € J}. Além disso, wo < w, ou seja, wy
é absolutamente continua com respeito a medida w. Vamos fazer uma comparacao entre
as medidas w e A. Dada qualquer & € C*(2), vale v, € V\{)l'p (). A desigualdade (1.31), a
desigualdade de Sobolev generalizada (1.29), a p-homogeneidade de F(x,-) e a desigualdade

de Holder nos dao
Nz

U |§vn|”*dx]p < KO‘IJF(x,ani—i-VEvn)dx
Q Q

< KO‘IJF(x,VU,,é‘)dx+CfIVUn§|”‘1|V§vn|dx
Q Q
+CJ|V€vn|”dx
Q

< KO_IJ F(x,Vv,)&Pdx
0

[nerad]” [ menras]
Q Q

+CJ v, |Pdx.
Q

Como v, = u, —u — 0 em L”(Q2), tomando o limite em n na desigualdade acima e usando

+C
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que |v,|P" — w e F(x,Vu,)— A, temos que

[ore

qualquer que seja & € C*(£2). Sendo x; um dtomo da medida w, fixe € e tome &, € C>(Q) tal
que0< &, <1, &(x;)=1e &, =0em B(x;,¢). Entdo,

Uﬂlﬁgl”*dw]

Ao fazer € — 0, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos da

P
*

=

sKO—lf IEIPdA, (1.32)
Q

P
£

=

< Ko‘lf £ P
Q

Ko(v))7" < A{x;}). (1.33)

Para toda 0 < ¢ € C*(£2), usando novamente (1.29), a desigualdade de Holder e a limitag¢ao
de |Vu,| em L”(£2), temos

J ¢F(x,Vv,)dx < J ¢F(x,Vu,)dx
Q Q
+ CJ ¢|Vun|”‘1|Vu|dx+Cf ¢|Vul?
Q Q

< J ¢F(x,Vu,)dx
Q

i
+ C[J PP|\VulPdx —|-Cf ¢|lVul|Pdx.
Q Q

Novamente fixe um dtomo x;, tome & >0, B(x;,£) e 0< ¢, <1 em CX(£2) tal que ¢.(x;)=1e
¢.=0em B(x;, el. ComoVu,—Vu=Vv, eF(x,Vv,)— A no sentido de medida, tomamos

o limite na desigualdade acima e obtemos

J qbgd?LSf ¢.du+C
Q Q

Ao fazer € — 0, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos d4 agora

1
P
+ Cf Q|VulPdx.
Q

J PPIVulPdx
Q

Adx; D <w(x;}).

Desta desigualdade e de (1.33), temos

w = px 1) = Ko(vy)”, (1.34)
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concluindo a prova do item (3).

Agora, provaremos a afirmacao (2). Comecamos afirmando que
u=FEx,Vu). (1.35)

De fato, dada 0 < ¢ € C°(9), defina o funcional f : Wol”’ (2)— R por

f¢(u)=f F(x,Vu)pdx.
Q

Como F(x,-) é estritamente convexa e ¢ € positiva, f, € convexo. Além disso, f € semi-

continuo inferiormente, pois é continuo. Como estamos supondo desde o inicio que u,, — u
1,

em W, 7 (), temos

f pdu = limf F(x,Vu,)pdx :liminff F(x,Vu,)pdx
= liminf fy(u,) 2f¢(u)=f F(x,Vu)pdx.
Q

Essa desigualdade mostra que u = F(x,Vu), V¢ € C*(Q). Seja E C 2 um mensurdvel qual-
quer. Como (2 tem medida finita, vale yp € L”(2), onde yr € a funcao caracteristica de E.
Como yr é uma funcdo ndo-negativa limitada, podemos supor a existéncia de uma seqiién-
cia uniformemente limitada 0 < ¢, < M em C>(Q) tal que ¢, — yr q.t.p. em €, pelos Teore-

mas 1.1 e 1.2. Entdo, como para todo n,

deu;f F(x, Vu)pndx
Q Q

o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue aplicado aos dois lados da desigualdade

acima nos conduz a
U(E) :f Yedu= J yeF(x,Vu)dx =F(x,Vu)(E)
Q Q

e isso prova a afirmacgdo (1.35). Observamos que as medidas F(x, Vu) e 6, sdo mutuamente

singulares, pelo que também sdo F(x,Vu)e ). ey M 0y,. Entao,

u= F(x,Vu)—i—Z,ujéxj,
jeJ

provando (2).

Vamos agora provar (1). Comegaremos mostrando que w, € relativamente continua com
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respeito a A (wyo < A), ou seja, que dado E C Q\ {x;; j € J} tal que A(E) =0, tem-se necessari-
amente wo(E)=0. Dado um mensuravel em E C Q\ {x;;j € J} tal que fE d A < Ky, considere

novamente uma seqiiéncia uniformemente limitada ¢, € C*(£2) convergindo q.t.p. em 2

[10.7a0]

para todo n € N. Tomando o limite em 7, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

para yg, por (1.32) temos

P
*

=

< Ko‘lf |Pul”dA.
Q

nos da )

U da)] < [ an
E E

Como tomamos E tal que fE d < Ky, entdo

IZKo‘lf dr> U dw
E E

Seja E C 2\ {x;;j € J} tal que A(E) = fE dA =0. A desigualdade (1.36) vale também neste

conjunto, donde wy(E) = f ,dw =0, ouseja, wy < A, como querfamos. Agora iremos provar

=

p
¥

= J dw. (1.36)
E

que w, = 0. Isso ja ocorre no conjunto {x;; j € J}. Como mostramos que w, < A, podemos
aplicar o teorema de Radon-Nikodym (ver Teorema 15 do apéndice) para encontrar uma

funcdo f ndo-negativa e A-integravel tal que

wo(E)= f fdx (1.37)
E

para todo E C Q\ {x;; j € J} mensurédvel. Tomando agoray € Q\ {x;; j € J}, temos

0=wo{y)=| [flx)dA=f(y)IA{y}.
i}
Como A tem eventualmente mais 4tomos que w, pode ocorrer A({y}) # 0 e neste caso vale
f(y)=0. Se ocorrer A({y}) =0, como do teorema da diferenciacdo de Lebesgue (ver Teorema
12 do apéndice) temos

d wo
f(y) — lim B(y,p) ’
p—0 f
B(y,p)



Capitulo 1. Resultados Preliminares

31

usando (1.32) encontramos

S

K d
Kof(y) =lim (o wo,,)

o (fB(y,p) d/l) "

<

lim
p—0

L.«

Isso mostra que f(y)= 0 para quase todo y € 2\ {x;;j € J}, com respeito a medida A. Us-

ando (1.37), temos wy = 0. Entdo, w contém apenas dtomos. Haviamos admitido w, —

w. Da definicao de w,, vem que w = v — |u|”".

Wo +Zj€]Vj6xj, temos

Como decompusemos a medida «w em

V:lulp*-i-ZVjéxj,

jeJ

e isso conclui a demonstracdo do teorema.



Capitulo 2

Problemas com Obstaculo

Nosso objetivo neste capitulo é estudar um problema variacional envolvendo funcoes ho-
mogéneas e obstdculos. Para introduzir e ilustrar algumas técnicas que serdo aqui apli-
cadas, iniciaremos tratando sucintamente de um exemplo bastante particular de desigual-
dade variacional cuja existéncia de solucdo é deduzida de uma maneira instrutiva e usando

técnicas relativamente simples. Este exemplo consta no capitulo 8 de [Eva98].

2.1 Problema nao-critico com obstaculo

Considere Q ¢ R” um aberto com bordo regular, f,1 : @ — R funcdes diferencidveis e o

funcional

I(u)=f 1|Vu|2—fudx, 2.1)
o2

definido sobre o conjunto convexo
Ky = {u € W (Q); u =y q.t.p. em Q}. (2.2)

Provaremos que existe uma tnica funcdo u € K, que minimiza I e em seguida mostraremos

que esta funcao satisfaz

f Vu-V(v—u)dx ZJ f-(v—u)dx, VvekKy.

Q Q

Teorema 2.1 (Existéncia de minimo). Existe uma uinica fung¢do u € Ky, tal que
I(u)=min{I(w); w €K,}.

Demonstragdo. Vamos primeiro mostrar que o funcional I é limitado inferiormente. Da

desigualdade de Holder em (&), de Poincaré (Teorema 1.18) em (#) e de Young (A.1) com

32
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p=q=2em (), temos

qudx (2 lf Iflzdx] E [f |u|2dxl E
) U ) ]
< C Vul|“dx

Q

para alguma constante C que nao depende de u. Entao,

=

@ 1 )
< C+- | |Vuldx,
2 Q

1
I(u):f —|Vul*- fudx > —C.
2
Q
Sabemos agora que o conjunto {I(w); w € Ky} € limitado inferiormente. Seja
c :inf{l(w); w eKlp}.

Pela defini¢ao de infimo, existe uma seqiiéncia {u,} em K, tal que I(u,) — c. Portanto, a

seqiiéncia de nameros reais {I(u,)} é limitada. Entao, existe M € R tal que
1 2
EIVunl —fu,dx <M.
Q

Usando as desigualdades de Holder, Poincaré e Young com ¢ nesta ordem, obtemos

1
—| Vu,l?dx < M+ | fu,dx
2 Q Q

| Iflzdxr-l | |un|2dx]2
Q )
f IVunlzdx]
0

para uma constante C adequada independente de n. Fixando ¢ < %, vem que

< M+

(NI

< M+C <M+C+£f|Vun|2dx,
Q

M+C
fmnﬁdxs 1
) T

2

Pela equivaléncia de normas em W,,"*(2) (Corolério 1.19) segue que

e
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é uma norma neste espaco. Entao, ||un||W01.z(Q) < C para algum C. Como WOI'Z(Q) é reflexivo,
podemos extrair uma subseqiiéncia convergindo fracamente em W,"*(Q2) para alguma u. O
Teorema 1.21 (imersao compacta) nos da u, — u em L?(9), ja que 2* > 2. Entao, usando o
Teorema 1.2, u, — u q.t.p. em (2, a menos de subseqiiéncia. Sendo u, = i/, a convergéncia
q.t.p.nos dd u =1, donde u € K,,. Basta mostrar agora que o minimo de I € atingido em u

ou, equivalentemente, pela definicdo de ¢, que I(#) < c¢. Como u, — u, temos
f IVulzdx:HVuIIiz(m $liminf||Vun||i2(m:liminff Vu,|l>dx.
Q Q

Entao,

I(u) = %qulzdx—ffudx
0 0

1
< —1imian |Vun|2dx—limsupf fu,dx
2 Q Q

= liminfI(u,)=lim I(u,)=c.

Como ja tinhamos I(u) = ¢, segue que u € um ponto de minimo de I em K,. Vamos verificar

que u € tnico. De fato, se houvesse u # @t € Ky, tal que I(#Z) = ¢, a convexidade de Ky, nos

“* e K, . Entao,

1 2 u-+u
I(w) = J— —f-( )dx
Q2 2

. ]
- f s (VuP+2vu-va+vap) - f- (”+”)dx.
Q

daria w =

Vu+Vi
2

2

Agora, observando que V&,n € R” vale 2& - =|&12 4+ |n|> — |£ — n/?, temos

1 +u
Iw) = f5(2|Vu|2+2|VL2|2—|Vu—Vu|2)—f-(uzu)dx
Q

11 1(1
< = | =IVulP-fudx+= | =|Val*- fadx (2.3)
2),2 2),2

1 1 c c
= —Iu)+=-I(i)==+-=c.
Sl +sl(@)=5+3
Note que em (2.3) a desigualdade é estrita, pois Vu # Vii em algum conjunto de medida

positiva. Mas isto contradiz o fato de I ter minimo c. Portanto, s6 ha uma funcao u € Ky, que

minimiza I. O
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Teorema 2.2. Seja u €Ky, a tinica solugdo de I(u)=min{I(w); w € Ky }. Entdo,

fVu-V(v—u)dxzf f-(v—u)dx, (2.4)

Q Q

paratodav €Ky.

Demonstragdo. Fixemos v € Ky,. Como u € Ky, a convexidade deste conjunto nos da
u+t(v—u)=0-1u+tveky,

para todo ¢ € [0,1]. Definai: [0,1] — R tal que i(t) = I(u + t(v — u)). Como u minimiza

I, i(0) < i(t) para todo ¢ € [0,1]. Entdo, por um lado, i"*(0) > 0. Por outro, calculemos

explicitamente a derivada lateral a direita em 0:

i(t)—i(0) %f Vut+ V(v = u)f - [Vul —f(u+tlv—u)—u)dx
Q

tr—0 2
1| 2tVu-V(v— t2|\Vv — ul?
_ _f u-Vv—u)+t*)Vv — u| Ctf(v—u)dx
tJ, 2
t _ 2
_ Jvu.V(U_u)—i_M_f.(U_u)dx.
Q

Ao fazer t — 0*, temos
0< i’+(0):f Vu-V—u)—flv—u)dx.
Q

Como v foi tomada de modo arbitrario, o resultado esta provado. O

Como pudemos ver, tratamos da desigualdade variacional (2.4) associando a ela um fun-
cional adequado definido sobre um conjunto convexo. Tal funcional é derivavel e a derivada
dele nos conduziu a solucdo da desigualdade. Estas mesmas idéias serdo usadas na préxima
secdo. Em resumo, o que faremos € associar um funcional adequado ao nosso problema e

em seguida iremos procurar um minimizador para este funcional.
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2.2 Problema critico com obstaculo

Seja 2 € R” um aberto limitado. Fixemos ¢ € W'P(Q2), com 1 < p < n, tal que |0 < 0
(no sentido do trago) e Yt seja positiva em um conjunto de medida (de Lebesgue) positiva.
Defina o conjunto

Ky = {v e W,"’(Q): v =1 q.t.p.em Q}.

Esse conjunto é fechado na topologia induzida pela norma de M{)l"’ (©2). De fato, se {u,} é de

Cauchy em Ky, entdo u, — u em LP(2) e u,, — u q.t.p. em Q2 a menos de subseqiiéncia. Uma

vez que u, =, tem-se que lim u, = u =) q.t.p.em¢), donde u € K;,. Nossa intengao ¢é
n—oo

estudar o seguinte problema:

Problema 2.3. Determinar u € Ky, tal que para toda v € Ky, seja satisfeita a desigualdade

1 .
;fﬁ(x,Vu)-V(v—u)dx??tJ ut” v —u)dx (2.5)
Q Q
onde p* = n”_p P € 0 expoente critico de Sobolev e .</ é o operador dado em (8).

Defina o funcional
1 A p*
I(u)=—| Fx,Vu)dx—— | u*" dx. (2.6)
p Jq P Jq

Note que a derivada deste funcional estd associada com a desigualdade (2.5). De fato, derivando

segundo Gateaux, temos

C I(u+tw)—1I(u)
lim

t—0 t

11 A « 1 A «
= lim—J—F(x,V(u+tw))——*(u+tw)”’ — —F(x,Vu)+—u*" dx
p p p p

t—0 f
Q
1 [ F(x,V(u+tw))—F(x,Vu) oA [ (u+tw)t? —ut?”
= lim— dx —1lim — dx
=0 p t t—0 p* t
Q Q

1 s
= Efﬂf(x,Vu)-dex—AJu”’ 'wdx =T'(u)w.
Q

Q

Se provarmos que I’(u)w = 0 para todo w, teremos, tomando w =v — u, que

%f A (x,Vu)-V(v—u)dx —/If ut?’ v —uw)dx=I'(u)v—u)=0,
Q

Q

para toda v € K. Nos moldes do que expusemos na se¢ao anterior, mostraremos que existe
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uma funcdo ndo-nula u tal que I’(u)(v — u) = 0 para toda v € K,. Nosso primeiro passo serd

encontrar uma seqiiéncia minimizante para o funcional (2.6) em K.

Proposicao 2.4. Existe Ay > 0 tal que para cada A € (0, Ay] fixado existe uma seqiiéncia {u,}

emK,, satisfazendo

1 o
EJ A (x,Vu,) - Vv—u,)dx —)Lf ut? "w—u,)dx = z,(v—u,), 2.7

Q

VveKy eVneN, ondez, éo funcional 1-homogéneo sobre Ky, dado por
1
zn(u):—EIIVuIILp(Q). (2.8)

Demonstragdo. Usaremos em V\{,l'p (2) anorma ||V - ||r). Vamos aplicar o principio varia-
cional de Ekeland (Teorema 1.23) ao funcional (2.6). Para isso, precisamos garantir uma

limitagdo inferior local para I. Por (9), temos

I(u) = 1fF(x Vu)dx——J P dx

= —f Vu Ipdx——J lulP dx
J lulrdx
= |Vu|’”dx
f \VulPdx
]C1 "7”’
> ”Vu”Lp(Q ——AC IVul’”dx ,
p Q

para algum C > 0, onde na tltima desigualdade usamos || | ;* ) < Cl|V || 1. Fixado o >0

tal que % — 0 >0, observamos que u satisfaz

MMM—oy%

HVummns( 7

se e somente se

Assim, denotando por
n—p

_((ki/p)—o\
pmy-(—7ff—) ,

e considerando o conjunto B, = {w € W)l’p (DA wllwol,pm) < p()u)}, temos, pela equivalén-
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cia de normas em Vl{)l’” () (Corolario 1.19), que
I(w)zolVull},q, Yue€Byw. (2.9)

Isso nos dd uma limitagao inferior local para I. Vamos escolher A de tal forma que y* € B, ;).

Isso é conseguido notando-se que ||[VY || @) < p(4) se e somente se
(ki/p)-0 -Z
AS (IT ”Vw*—“m(g‘g = )Ll-

Logo, I é limitado inferiormente nos conjuntos fechados
Ky (Bpwy) =Ky N Bpy

para todo A €(0, A,); além disso, esses conjuntos contém p+.

Notemos também que I é um funcional continuo e portanto semi-continuo inferior-
mente. Dado A € (0,4,), podemos agora aplicar o princicio variacional de Ekeland a I no
conjunto Ky (B,»). Seja

c= inf{I(u); ue Kw(Bp(A))} .

Existe {u,} C Ky(Byx) tal que
1
cSI(un)<C+E (2.10)

1
I(w)=I(u,)— ;”V(w —un)llr, Yw eKy(Byn)

Da ultima desigualdade, obtemos para todo w € Ky (B,(5)) que
1
Hw) = I(un) 2 = —lIV(w = un)llre)- 2.11)

Da definicdo de Ky (B,(»)), segue que {u,} € limitada. Da reflexividade de Wol’p (Q) existe uma
subseqiiéncia (nao faremos distincao de indices) {u,} tal que u, — u em Wol’p (©2). Fazendo
uma escolha adequada de A, € (0, A;), vamos mostrar que essa seqiiéncia é a procurada em
nossa proposicao. Essa escolha é motivada pelo seguinte: fixado v € Ky, usaremos a de-
sigualdade (2.11) para calcular a derivada de I nos pontos u,, e na direcao v —u,; precisamos
entao garantir que u, + (v — u,) € B, para todo n de modo que ¢ ndo dependa de n. Ge-
ometricamente, a escolha fornece condicdes de “nos movimentarmos” em volta de cada u,

sem depender de n e sim apenas de ¢. Das limitagoes (9) (com Vy'* no lugar de &), de (2.9),
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(2.10) e do fato de ¢ ser infimo de I em Ky (B,(;)), temos

I(u C 1 I
”VM”HZP(Q) < ( n)$—+—S (¢+)+_
0 o no 0 no

1
< —||vw+||mm+ —||w+|| o+,

para n suficientemente grande (daqui em diante, usaremos a subseqiiéncia a partir deste
n, novamente sem mudar os indices). Como p(A) — oo monotonicamente quando A — 0F,
escolhemos A, € (0, A,) suficientemente pequeno de tal modo que p(A,)? > % [IVY*|| ry+1.
Colocando k? := %lth/)*lle(g) + 1, temos

IVunllre <k <p(Ay), VneN.

Portanto, para quaisquer v € Ky, e A € (0, A¢] fixado, u, + t(v — u,) € Ky(B,(A)) para ¢ sufi-

cientemente pequeno e para todo n. De (2.11), temos
t
IHu,+t(v—u,)—I(u,)= —;”V(l} —Up)|lr -

Dividindo por ¢ e fazendo ¢ — 0, encontramos

1 .
;J A (x,Vu,) Vv—u,)dx— AJ u:p Yw—u,)dx > z,(v—u,),

Q

1
onde z,(u)=——||Vul|rr@)- Isso conclui a demonstracao da proposicgao. O
n

Fixado A € (0, A¢], mostraremos que o Problema 2.3 possui ao menos uma solu¢do nao-
negativa. Antes disso, vejamos um lema que nos permite definir uma norma no espaco ve-
torial dos funcionais f : Wol"” () — R que sdo 1-homogéneos, ou seja, f(tu) =t f(u) para
todo t = 0.

Lema 2.5 (norma de funcionais homogéneos). A expressdo

I7]= sup 1) (2.12)

Il g1

. . . A 1,
define uma norma no espago verorial dos funcionais 1-homogéneos sobre W, " () para os

quais (2.12) é limitada.

Demonstragdo. i) A desigualdade triangular segue imediatamente da definicao de sup e

da desigualdade triangular do médulo.

ii) Da definicao de sup, é imediato que ||
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iii) Se ||f|| =0, entdo para toda 0# u € W,"" ()

u u
Ifw)| = |f ity ——

=Nl |f
||W1,p(m [ty I

llry
< Mllyoy- |1 £] =0- (2.13)

O]

Observacao 2.6. Temos que z,(u) = —%IIVuII @) — 0 quando n — oo. De fato, basta notar
que dada u € W,"” () unitria,

1 1
l2n()l = —lIVullg < llullyrg =

ey 2 s 1,
e tomando o sup na esfera unitéria de W, ¥ (), vem

:I»—‘

lznll= sup |zn(u)l<

Il =1

Julgamos prudente alertar que tomaremos diversas vezes o procedimento de extrair uma
subseqiiéncia de uma dada seqiiéncia. Para evitar sobrecarregar a notacao, ndo reindexare-
mos as subseqiiéncias extraidas e, além disso, a ndo ser que haja mencao contraria, sempre
que nos referirmos a uma seqiiéncia, tratar-se-a da ultima subseqiiéncia extraida. Também

denotaremos por C as inimeras constantes que aparecerao e que nao dependem de n.

Lema 2.7. Fixado A €(0, Ay] e considerando a seqiiéncia {u,} obtida na Proposi¢do 2.4, existe
u € W' (Q) tal que:

1. u,—u em W, (Q);
2. u,—uemlLi(Q), paral < q < p*;

3. up—u qg.t.p.emsl;

4. ul’ —v=u*’ +E Vb,
i€l

5 F(x,Vu,)—u= F(x,Vu)+Z,uj6xj.
jel
onde v e u sao medidas ndo negativas limitadas, ] é um conjunto no mdximo enumerdvel e
P
Ko(V;)7" < ;.

Demonstragdo. 1. Por hipétese, ||u < M. Como Wol’p () é reflexivo, existe uma

n”{/[/ol‘p(ﬂ)
subseqiiéncia tal que u,, — u em Wol’p ().
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2. Do Teorema 1.21 (imersdo compacta), para cada q € (1, p*) existe uma subseqiiéncia
tal que u, — u em L9(2).

3. Pelo Teorema 1.2, para cada g € (1, p*) existe uma subseqiiéncia tal que u,, — u q.t.p.

em ().

4. Da desigualdade de Sobolev (1.17), temos ||t || ;o) < Clltn|lwir ). Entéo, {u,} é lim-
itada em LP'(Q). Portanto, |Vu,|? e |u,|P" formam seqiiéncias de medidas limitadas,
logo, pelo Teorema 1.5,

Vu,lP —u e |un’ —wv,

com u e v medidas finitas. Do Teorema 1.28 (concentracdo de compacidade), segue

que
v = Iul”*+217j5xj
jeJ
u = F(x,Vu)—l—Z,ujﬁxj.
i€l

Como fg u;”*dx < fQ |u,|P"dx para todo n, temos também

p* ~ ~
um —=v e v,

ou seja, ¥ absolutamente continua com respeito a v. Portanto,

%

P - i -
K()" <u; e ul’ —v=u*’ +E Vi6y,,

jeJ
provando 4 e 5.
O
Proposicao 2.8. A menos de subseqiiéncia, vale
f ﬂ(x,Vu,J-V(v—u)dx—»J‘ . (x,Vu)-V(v—u)dx (2.14)
Q Q

paratodav €Ky.
Dividiremos a prova desta proposicdo em lemas e corolérios:
Lema 2.9. Para a seqiiéncia{u,} da Proposicdo 2.7, o conjunto ] é finito.

Demonstragdo. Do Lema 2.7, temos u; = Ko(f/j)r%. Considere uma func@o corte ) € C*(R")
talque0<n<1,n=1em B(0,1/2),n=0em R"”\ B(0,1) e |Vn| < C para algum C. Fixado



Capitulo 2. Problemas com Obstaculo 42

€>0e j € J, denotaremos por ng(x) = (x ) Com isso, temos IVngl < C/e, para alguma

2¢e
constante C. Note que u,— ng(un Y) €Ky, De fato, como u,,— ng(un Y)=(1- ng)u +1751,/J

temos (1 — ng)un + r)gl/) = 1) nos pontos em que ng = 1. Se 0 < i)} < 1, basta observar que
(1- né) >0 e entao

U2y & (1—nHu,=01-nly
& I=-nDup+niy=Q-ny+niy=1y.

Tomando entdo u, — njf'(un — 1Y) no lugar de v em (2.7), obtemos
1 . 1 .
—J (%, Vu,)niV(u, —y)dx+ —J (X, V) u, —y)Vnldx
p Q p Q
< AJ niuip*_l(un—w)dx—zn(n’;(w—un))- (2.15)
Q

Quando n — oo temos

J
|en(ni@p —w))| = |en | [|ni = wn)]| o j nip — uy)
) W, ()
. i — u,) )
= |l —ua)]| oy |2 L .
’ Ne(y) — un) o)
S C||u||jll,lr}<)m=1 |2n(u)] = Cllznll = 0.

Entdo, podemos reescrever (2.15) como

lj ﬂ(x,Vun)n£V(un—¢)dx+lf o (x, Vi) u,—P)Vnldx
p o) P Q

N

AJ ngujl”*dx—/lj nlut’ pdx +o(1). (2.16)
Q Q

Agora analisaremos cada parcela da desigualdade (2.16). Para a primeira parcela do lado

direito, como n]; € C>(Q2), usando o Lema 2.7, temos

Af nut” dx—»/lf wt + 76y, | dx,
Q Q

jeJ

quando n — oo. Para majorar a segunda parcela de (2.16), usamos as desigualdade de Hélder
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e Sobolev, nessa ordem, e a limitacao de {u,} em Vl{)l’p (©) para concluir

f nut” pdx
Q

p*-1

*__ . * p*
< Ju;” Inlyldx < U ut? dxl
Q Q

>
f YlP"dx| —0
B(xj,2¢)

< C

quando ¢ — 0. Vejamos o lado esquerdo. Em primeiro lugar,

(=]
VA% V/A)

N

/AN
@)

I\
a

N
@)

f o (x,Vu,)u,—)Vnldx
Q

kes

ksf IVunP IV llw, —ldx
Q

p—1

& ‘ v
lf |Vun|pdxl U IVn{?lplun—z/JI”dx]
Q Q

f V1Pl — 1P dx

|B(x;,2¢)

J Vi |"dx

| B(x;,2¢)

=

J |, — " dx

B(xj,2e)\B(xj,£)
1

=

p

f lw, —y|Pdx|

|B(x;j,2¢)\B(x;,£)

: U Iniwl”*dxl

(2.17)

(2.18)

onde: a inequacao a vale por (1.28) (com Vu, no lugar de £); b e d seguem pela desigual-

dade de Holder; em ¢ usamos que u, € Wol”” e VT)£ = 0 fora de B(x;,2¢); e vale porque

IVniln < £ e portanto

f IVni|"dx < C.
B(xj,2¢)

e C ndo depende de ¢. Agora analisaremos duas situacoes:

1. se x; for um ponto isolado dos demais {x;}ire;, 3¢ > 0 tal que B(x;,2¢) ndo contém
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qualquer outro x;, i € J. Da desigualdade de Minkowski, temos

1

_ X
r *
|lu, —y|P dx
J
| B(x,2¢)\B(x},€)
_ 1 1
p* p*
r * *
< x|+ 1P dx
J
_B(Xj,zs)\B(Xj,s) B(Xj,zs)\B(Xj,s)

Passando o limite em n nesta desigualdade e como B(x;,2¢)\ B(x;, £) ndo contém ato-

mos, temos

-

1
r*

f lulP"dx| + f YlPdx| —0

B(xj,2e)\B(x;,¢) B(xj,2e)\B(xj,¢)
quando £ — 0.

2. agora suponhamos que x; seja um ponto de acumulacdo de {x;}e;. Usando nova-

mente a desigualdade de Minkowski e como no item 4 da demonstracao do Lema 2.7

temos
unl” — v =ul” + vy,
i€l
encontramos
1
P*
lim f |, —|P dx
n—oo
B(x;,2e)\B(x},¢)
L L
p* p*
< f ulPdx+Y vedx| + J P dx|
k
B(x;,2¢)\B(x;,&) B(xj,2¢)\B(x;,¢)

onde a soma acima ¢ feita sobre os indices k tais que x; € B(x;,2¢)\ B(x;,¢). Como
v € finita, a série Z jes Vi é convergente, ao fazermos ¢ — 0 restard apenas o “final” da

série, que vai para zero. Entao,

n—00

lim f lu, — Y|P dx| —0

B(xj,2e)\B(x,¢)
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quando ¢ — 0.

Usando (1.28) e a desigualdade de Holder, temos também que

f [Vpl?
B(xj,2¢)

quando ¢ — 0. Usando (2.19), a propriedade (1.25) e o Lema 2.7 obtemos, ap6s tomar o

< =

0< f o (x,Vu,) - nivipdx|<C —0 (2.19)
Q

limite em 7 na desigualdade (2.16), que
Jng F(x,Vu)—i—Z,ujéxj dxslf 0 u+p*+29j5xj dx+o(1),
Q jel Q i€l

onde o(1) — 0 quando ¢ — 0. Assim, ao separarmos os integrandos e fazermos ¢ — 0, o

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (9) nos da
Uj < Aﬁ]
Do Lema 2.7 junto com essa desigualdade, obtemos

AP = Ko7,

p*

donde v; > (%) 7 > 0. Isso mostra que a série »_ jey Vi deve ter um nimero finito de ter-

mos. OJ

O préximo resultado é um refinamento do lema anterior. Ele afirma que o conjunto de
», . . . * 2, . , e A .
atomos da medida limite de {u;p } € vazio, o que nos dard como conseqiiéncia que u} — u*
em L7 (Q).

Lema 2.10. O conjunto ] é vazio.

Demonstragdo. Para cada ¢ > 0 fixado, considere B(x;,2¢) uma bola centrada no 4tomo x; e
nﬂ € C*(R") tal que 0 < 77]; <1, ni =1lem B(xj,€)e nﬂ =0emR"\ B(x;,2¢). Da desigualdade

(2.7), substituindo v por u, — ni(un — 1), obtemos, como em (2.16),
1 . 1 .
—f o (x,Vu,) - Vnl(u,—y)dx+ —f o (x,Vu,) - (Vu, —Vy)nldx
p o) p Q
< Af ngu;'f‘dx—/xf nlut? pdx+o(1), (2.20)
Q Q

onde o(1) — 0 quando n — oo. Como pela Proposicao 1.24 ./ (x,Vu,)-Vu, = pF(x,Vu,),
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podemos reescrever esta desigualdade e encontramos

f F(x,Vu,)nldx < Af utP nldx - ;J o (X, Vu,)Vnl(u, —y)dx
Q Q Q

1 ; . .
EJ wef(x,Vun)Vl/midx—AJ‘ u?"'nlypdx+o(1).
Q

Q

Quando ¢ — 0, do lado direito da desigualdade acima temos que o segundo termo vai para
zero por (2.18), o terceiro termo vai para zero por (2.19) e, enfim, o quarto termo vai para
zero por (2.17). Portanto, tomando o limite em n e em seguida em ¢ na desigualdade acima

e usando o Lema 2.9 e o fato de os 4&tomos serem pontos isolados, vem que
Uj < 2,171‘.

Por outro lado, substituindo v por u,, + n];un €Ky em (2.7) encontramos
, £ 1 .
f F(x,Vu,)nldx > /IJ u’ nldx— ;J A (x,Vu,)-Vnlu,dx+o(1).
Q Q Q
O célculo feito para obter (2.18) pode ser repetido para mostrarmos que
lim J o (x, Vi) Vnlu,dx —0
Q

quando € — 0. Entdo, ap6s tomarmos limite em 7 e em seguida em € na tltima desigualdade,
teremos

Mj?ﬂﬁj.

Portanto,

pj=Avj.

Ao mesmo tempo, pelo Lema 2.7,
. [ A
¢ = limI(u,)=1lim |— | F(x,Vu,)dx—— | u,’ dx
n—00 n—0o0 p Q p Q

1 A «
= —limJF(x YVu )dx——hmf utt dx

p n—00 n—oo

pJF(x Vu)dx+— Z,u]— f ”’dx——Zv]

161 je]

= I(u)+— Zu] Z 2.21)

JGJ je]

WV
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Também note que I(u) = ¢, pois u € Ky,.. Usando que u; = A¥; em (2.21), temos

1 1 1
czoti| s | Sn=cran Y,
pp i€l n jel
Como A #0, segue que Zje] v; <0, 0 que s6 é possivel se v; =0. O

Uma vez que a medida ¥ ndo contém atomos, temos o seguinte resultado:
41 +_yt
Corolario 2.11. Hun u ”L”*(ﬂ)_)o quando n — 0.

Demonstragdo. Como

n

+P s P =
u’ —v=u +Ev]5x]..

i€l
em medida e do lema anterior v; =0, segue que
+[|P° ” +[|P*
H Unllore 7% llre:
. . Uy + Uyl p
Aidentidade u} = — — nos da

u'—u*q.tp.emq.

Do Teorema 1.3 (de Brezis-Lieb), temos H u:; - u+| — 0. O

p*
L (Q)

Lema 2.12. Para cada A € (0, Ay] fixado, temos
f (o (x,Vu,)—.o(x,Vu))-(Vu,—Vu)dx
Q

fQIVun—Vulpdx, sep=2;

WV

| 2 (2.22)
QIVun —Vul”dx] , sel<p<2.

a menos de subseqiiéncia.

Demonstragdo. Colocando Vu, e Vu no lugar de £, e &, respectivamente em (1.26) e inte-
grando em (2, obtemos o caso p = 2.

Por outro lado, usando Holder,

SIS

dx

Vu,—VulP
f Vu,—VulPdx = f Vu ul - .((|Vun|+|Vu|)2"’)
0 o ((IVu,|+IVul)*r)?

r 1-2
Vu,—Vul|? 2 2
< l | |2_p dx] lf(qunl—f-IVul)”dx] .
o (V[ +Vul) .
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Como ||[Vu,l|r) € limitada, aplicando o caso 1 < p <2 de (1.26) obtemos

p

2

f Vu,—VulPdx<C lf (A (x,Vu,)— o (x,Vu))-(Vu,—Vu)dx
Q Q

concluindo a demonstracao do lema. O

Com o Lema 2.12, provaremos que u, — 1 em V\{,l'p (©) para adiante demonstrar, enfim,
a Proposicao 2.8.

Lema 2.13. A menos de subseqiiéncia, temos
J (o (x,Vu,)—.<(x,Vu))-V(u, —u)dx — 0 quando n — oo. (2.23)
Q

Demonstragdo. Fazendo v = u na desigualdade (2.7), obtemos

N

f . (x,Vu,)-V(u,—u)dx p/lf u;p*_l(un—u)dx+0(1), (2.24)
Q Q
= p)LJ u ™ dx —p?LJ w ™ udx+o(1).

Q Q

Como u} — ut em L7 (), segue do Teorema 1.2 e do teorema da convergéncia dominada

de Lebesgue que

n—oo

limf u:p*_ludx:J ut"dx. (2.25)
0

Entdo, tomando o limite em 7 na desigualdade (2.24), temos
rlzl—r»?of o (x,Vu,) - V(u,—u)dx <0. (2.26)
Q
Por outro lado, do Lema 2.12 temos
0 < J(ﬁ(x,Vun)— o (x,Vu))-V(u, —u)dx
0
= f o (x,Vuy,) - V(u,—u)dx —f o (x,Vu)-V(u,—u)dx.
Q Q

Como

v-—>f . (x,Vu)-Vvdx
Q
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, . . . 1, 1,
é um funcional linear continuo sobre W, ”(Q) e u,, — u em W, "”(),

limf o (x,Vu)-V(u,—u)dx=0 (2.27)
n—oo
Q
Com isto,
0< limf . (x,Vuy,)-V(u,—u)dx,
n—oo
Q
ou seja
lim f o (x,Vu,) - V(u,—u)dx =0,
n—oo
Q
0 que junto com (2.27) encerra a demonstracao. O

Coroldrio 2.14. A menos de subseqiiéncia, ||Vu, —Vu||r) — 0 quando n — co.
Demonstragdo. Basta considerar os lemas 2.12 e 2.13. O
Coroléario 2.15. A menos de subseqiiéncia, Vu, — Vu q.t.p. em ) quando n — 0.

Demonstragdo. Como parai=1,...,n vale

|

pelo Teorema 1.2 existe uma subseqiiéncia de {u,} tal que

du, aJu

(’/’xi 6x,-

p
dx SJ Vu,—Vul|Pdx,
Q

du, Jdu ) Q
——— q.t.p.emf.
ax; ax;
Basta entdo extrair sucessivas subseqiiéncias paracadai=1,...,n. O

Vamos finalmente demonstrar a Proposi¢ao 2.8.

Demonstragdo da Proposigdo 2.8. Do coroldrio anterior, temos que Vu, — Vu q.t.p. em .

Da continuidade do campo ./, temos também que
. (x,Vu,)— . (x,Vu), q.t.p.em.

Usando o teorema de Egorov (ver Teorema 6 do apéndice), para todo ¢ > 0 existe 2, C {2 tal
que |Q\ Q| <ee
o (x,Vu,)— .«/(x,Vu) uniformemente em €.
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Entdo, usando as limitacoes (1.28) do campo .</ e a desigualdade de Hoélder,

J (A (x,Vu,)— o (x,Vu))-V(v—u)dx
Q

< (. (x,Vu,)—.ox,Vu)) V(v —u)|ldx+
Qe
f (e (x,Vu,)— .o/ (x,Vu))|- V(v —u)ldx
Q.
< Clsf V(v —u)ldx+
Qe

G,

J IVunl”_IIV(v—u)Idx+f |Vu|”‘1|V(v—u)|dx]

O\, ANQ,

< G+ G (IVuullr@+IVullrg) lf |V(v—u)|”dx] ,
Q

p
< Cie+Cy J IV(v—u)I”dx} . (2.28)
O\,

para constantes C; e C, adequadas. Fazendo n — oo e depois € — 0, segue a Proposicao 2.8.
O

Agora provaremos que o Problema (2.3) tem solu¢do ndo-negativa.
Teorema 2.16. A fungdo u é solugdo ndo-negativa do Problema 2.3.

Demonstragdo. Considere u A v =min{u,v}ev,=u,—u. Seja
wp=u,+W,— YV =u,+v,— v, AyY*.

Entao w, € W)l’p(ﬁ), pois v, AT estd em I/\{)l’p(Q). Além disso, w, € Ky, para todo n, pois

u, = . Substituindo v por w, em (2.7), obtemos
1 o
—f ﬂ(x,Vun)-andx—Af ut? ",dx (2.29)
P Jq Q

1 .
> Efng(x,Vun)-V(vn/\z/ﬁ)dx—)Lf ut? Yv, AYpH)dx +o(1),
Q Q

onde o(1) = z,(w, — u,) = z,(v, — v, AY*) — 0 com n, pois {w,} é limitada em WOI”D(Q).

Afirmamos que

lim f u;p*fl(vn AYH)dx =0. (2.30)

n—o0
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De fato, dado € > 0 e como v, Ayt — 0 q.t.p. em (2, segue novamente do teorema de Egorov

que existe um mensurdvel 2, C Q tal que |2\ Q| < e e

vy At —0 uniformemente em (..

Entao,
lim J u:p*_l(vn AYT)dx=0
n—oo
a+b—la-b
para qualquer ¢ > 0 fixado. Umavezque a Ab = %, temos
*__ *__ 14 + +— vV, — +
J u:p l(vn/\1,/1+)dx:J u;p 1( nF Yo=Y l)dx
0N\Q, O\Q, 2
]- * 1 *__
= —f ut? dx——J w P udx
2 O\, 2 O\
]- *__ 1 *__
+ —f ut? 1¢+dx——J w P v, —ytldx. (2.31)
2 O\, 2 O\
Como u; — u* em LP*(£2), encontramos
limf u:p*dxz limJ u;p*_ludx:f ut” dx. (2.32)
7 ) ova, 7 Jova, 0\,
Da desigualdade de Holder e como Y+ € LP' (), temos
p*-1
*_1 p* p*
f ut? “yYtdx<C J ut dx] (2.33)
Q\Q O\Qe

e também

s«

p*
f u;”*dx] : (2.34)
A\

Substituindo (2.32), (2.33) e (2.34) em (2.31) e tomando o limite em n obtemos

*—1
J !’ v, —ytldx<C
MN\Qe

p*-1

* p*
f ut? dx )
Q\Q,

lim < C

n—oo

*—1
J ut’ (vaAypH)dx
O\Q,
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Portanto,
il_rgo f u;”*_l(vn/\zp*)dx < }lg{)loj u:p*_l(vn/\lﬁ)dx +
Q Q

. p*—1

rlll_r)lolof u" (v AP T)dx
A\

p*-1
* 7
< Cie+GC, f ut’ dx )

0\,

Tomando o limite em ¢, segue (2.30). Agora afirmamos que
limf o (x,Vu,)- Vv, AyYpT)dx=0. (2.35)
n—oo
Q
De fato, observamos que

f o (x,Vu,) V(w, A\YyHdx
Q

= J ﬂ(x,Vun)-andx+J o (x,Vu,) - Vitdx.
vp <Yt

>yt

Pela desigualdade de Holder e das limitagdes (1.26) do campo .</, temos

1
p

J |th+|”dx] -0, (2.36)
>yt

<C

f o (x,Vu,)-Vytdx
vp>yt

quando n — 00, pois
|{x eN:v,(x)= z,/)+(x)}| —0 quando n — oo,

jadque u, — u em LP(f2) e entdo v, — 0 q.t.p. em 2. Novamente pela desigualdade de Holder,

juntamente com o Corolério 2.14 e com as limita¢oes (1.28) de .</, encontramos

< C f |\Vv,|Pdx
<¢+

Uns

p

f o (x,Vu,) -Vv,dx

n\ll7+

1

< C JIanI’”dx] -0 (2.37)
LJ Q

quando n — o0o. De (2.36) e (2.37) temos (2.35), provando nossa afirmacao.
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Usando (2.30) e (2.35), podemos reescrever (2.29) como

1 *
—f sz'(x,Vun)-Vundx—AJ ut? dx
p Q Q

WV

1 .-
—J Vef(x,Vun)-Vudx—)LJ ut? "udx+o(1). (2.38)
p Q Q
Por outro lado, de (2.7) temos
1 «_
—J (%, Vi) V(v —uy)dx — AJ wP T W —uy)dx = o(1).
p Q Q
Substituindo (2.38) nesta desigualdade, encontramos

1 .
—J Jz%(x,Vun)'Vvdx—Af ut? "vdx
p 0 Q

WV

1 .
—J sz(x,Vun)-Vudx—Af ut? 'udx+o(1)
p Q Q

ou ainda

%f A (x,Vu,) - Vv—u)dx > )LJ u:p*_l(v —u)dx+o(1). (2.39)
Q Q

Como u, — u em LP"(f2), o Teorema 1.2 e o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue

nos dao
lim AJ u P v —u)dx = )LJ ut’ (v —u)dx.
Q

n—0o
Q

Da Proposicao 2.8, temos
f . (x,Vu,)-V(v—u)dx —>f A (x,Vu)-V(v—u).
Q Q
Portanto, tomando o limite em (2.39), temos
1 +p*—1
— | dx,Vu)-Viv—u)dx=2A| u (v—u)dx
P Q Q
para toda v €Ky.
Verifiquemos agora que u = 0 em ). Se tomarmos v = u — u~ € K, na desigualdade

acima, sendo u~ = u A0, teremos

1 .
—f ﬁ(x,Vu)-V(—u‘)dx?)LJ ut? Y(—u)dx =0.
p Q Q
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Portanto,

f o (xVu)-Vu dx <0.
Q

Das limitacoes (1.28) do campo .</, da desigualdade acima e como

Vu ()= Vu(x), seu(x)<0,
0, seu(x)>0

temos, considerando Q- ={x € Q: u(x) <0},

0< k3J Vu~|Pdx SJ < (x,Vu)-Vu dx <0
Q- Q-

Assim, fQ_ IVu-|Pdx = 0, donde |Vu~| = 0q.t.p.em ™, ou seja, u~ é constante. Entdo,

u-=0q.t.p.em¢, pois u~ € WOI”D(Q), donde u >0 q.t.p. em . O

2.3 Solucoes para intervalos maximais

Na secao 2.2 provamos que existe A, > 0 tal que, para cada A € (0, A¢] fixado, o Problema 2.3

possui uma solucao ndo-negativa. Com isso, podemos definir o seguinte nimero positivo:
Definicao 2.17. A*=sup{A > 0; o Problema 2.3 tem solugdo ndo-negativa}.

Nesta se¢do, provaremos que para cada A € (0, A*) fixado, o problema 2.3 possui solucao
nao-negativa.
Defini¢do 2.18. Seja f € L"(Q), onde p* = pf—il. Diremos que u € Wol'p (Q) é uma super-
solucao da equagdo
—div.e/(x,Vu) = f(x) (2.40)

quando para toda0 < ¢ € Wol’p () valer

f . (x,Vu)-Vodx ZJ fx)pdx. (2.41)
Q Q

Nossa argumentacao a partir de agora serd diferente daquela usada na Sec¢do 2.2. Precis-

aremos do seguinte problema auxiliar.

Defini¢do 2.19. Seja u €Ky e f € LP”(Q). Dizemos que u é solugdo do problema

lf ﬂ(x,Vu)V(v—u)dx?f fx)v—u)dx, (2.42)
P Jq Q



Capitulo 2. Problemas com Obstaculo

55

se esta desigualdade é satisfeita para toda v € K.

Para estabelecer a ligacao entre nosso problema e o problema auxiliar que acabamos de

definir, temos os seguintes dois lemas:

Lema 2.20 (Le e Schmitt, [LS98]). Seja f € LP" (). Entdo o problema (2.42) tem solugéo tinica.

Lema 2.21. Suponhamos que u € Ky, seja uma solugdo do problema (2.42). Se v € Vl{)l’p Q) é

uma supersolugdo da equagdo (2.40) eu Av €Ky, entdov = u q.t.p. em<Q.

Demonstragao. Como u Av €Ky, temos de (2.42) que

lf ﬂ(x,Vu)-V(u—u/\v)deJ fx)u—-unv)dx.
p O Q

Por outro lado, tomando ¢ =u —u Av = 0, obtemos de (2.41)
J A (x,Vv)-V(u—uAnv)dx ZJ f(x)u—-unv)dx.
Q Q
Multiplicando (2.43) por (—1) e somando com (2.44), obtemos
0 < f(ﬂf(x,Vv)— o (x,Vu))-V(u—unv)dx
Q

= f ((x,Vv)—.d(x,Vu))-V(u—uAv)dx

{xeQv<u}

= —J (F(x,V(urnv)—.dx,Vu))-(V(urv)—Vu)dx.
Q

Do Lema 1.25 usando &; =V(u Av) e £, = Vu concluimos que
(' (x,V(unv)—.dx,Vu))-(V(urv)—u)=0
g.t.p. em €2. Usando novamente o Lema 1.25, vemos que
Vu=V(uAv)q.t.p.em.
Entdo, u e u A v diferem por uma constante g.t.p. em 2. Como
u—unvew, "),

esta constante deve ser nula, donde u =u Av < v q.t.p. em .

(2.43)

(2.44)
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O lema anterior estabelece um principio de comparacdo que € o ponto chave nesta secao.

O préximo teorema € o principal resultado desta sec¢3o.
Teorema 2.22. O Problema 2.3 tem solugdo ndo-negativa para todo A € (0, A¥).
Vamos dividir a demonstracao deste teorema em lemas e coroldrios.

Lema 2.23. Fixado A €(0,1*), existe uma seqiiéncia {u,} em Ky limitada tal que

n—1

1 .
Ef ﬂ(x,Vun)-V(v—un)deAJ ut PN v—u,)dx, (2.45)
Q Q

para toda v €Ky

Demonstragdo. Da defini¢ao de A%, existe A’ € (4, 1*) e u € Ky, tal que a desigualdade
1 .
_f Q,Qi(x,vuw)-V(U — u,y)dx = A/J' u;p l(U — u,y)dx
P Q Q
€ satisfeita Vv €K,. Tomando ¢ > 0 em Wol’p (Q) ev=uy+¢,segue desta desigualdade que

]. *__ k__
;J o (x,Vuy)-Vodx >)UJ ul” 1¢dx>)tf ul” gdx (2.46)
Q Q

Q

para toda ¢ = 0 em V\{)l’p (€2). Se considerarmos fi(x) = )Lu;[,p -t juntamente com (2.46),
temos entdo que u; é supersolucdo de (2.40) com f = f;. Ao mesmo tempo, sendo fi(x) =
ku;p*_l, do Lema 2.20 existe uma funcao u, € Ky, solugédo de (2.42). Como u; Auy €Ky, o
Lema 2.21 nos da que

U< uy.

Definindo f,(x) = Au” ! e tomando f = f> no Lema 2.20 e refazendo o processo, encon-
tramos u, € Ky, solucdo de (2.42) e

Up S UITS Uy

Prosseguindo com esse raciocinio, obtemos uma seqiiéncia de fungoes em K, tal que
Y SUpn KUy SUp S-S upy<uySuy (2.47)

e além disto

1 N
—J (%, V) V(v —u,)dx > /lf wt Vv -u,)dx,
p Q Q

para toda v €Ky.
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. oA e qe s 1, .
Vejamos agora que esta seqiiéncia é limitada em W, ”(©2). Usando v = u,  na desigual-
dade acima, temos

f o (x,Vu,) - Vuydx ZJ o (x,Vu,) - Vu,dx.
Q Q

Das limitacoes (1.28) de ./, de (1.24) e usando a desigualdade de Holder vem que

Pk1||Vun||€p(Q) = fPk1|Vun|de<fPF(X,Vun)dx
Q Q

= J o (x,Vu,) - Vu,dx sf o (x,Vu,)-Vuydx
Q Q

< k4f|Vu,,|”‘1|Vu,v|dx
Q

-1
< ky ”vunnfp(g) ’ ”vu)UHLP(Q)'

Portanto, ||V, |l 1ro) < ClIVuyll ). 0

Lema 2.24. Fixado A €(0,A*), existe uma seqiiéncia z, de funcionais lineares tal que

1 «
;J . (x,Vu,) - Vv—u,)dx = kf ut? T v—uydx+z,(v—1uy), (2.48)
Q Q

para todav €Ky, com||z,|| — 0.

Demonstragdo. De (2.47), temos que existe u; tal que

uy(x)= rlgn Uy(x). (2.49)

Como u; € LP'(Q) e u;’ — uj, q.t.p. em £, segue do teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue que
f u;p*dxef u;fp*dx.
Q Q

Defina sobre Wol’p (©2) os funcionais lineares
zn(f):)tf (u:_l”*_l — u;p*_l) fdx.
Q

Entao, ||z,|| — 0. De fato, dada f € V\{)l’p(Q) com HfHWl_pm) = 1, segue das desiguadade de
Holder, de Poincaré e da equivaléncia de normas em Wol’p (©) que

u

+ p=1_  +p-1
n—1 un

za(f)] < AJ |f|dx
Q
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p*-1 1

o p* o
+ Pl gpr-1| it ) } p*
< A f u, . u, dx lf fl" dx
Q Q
p*-1
e p*
+ Pl gpr-lf .
< C J ut ut dx £l (2.50)
o
Como
+ Pl aprelfpL + Pl gpt-lY
un—l un s un—l +un )
+ P +p
< C(un_1 +u, )
< Cuj’
p*
*—1 x_1|p*1 A s .
elu )’ —ut? ! — 0 g.t.p. em £, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue
nos da

p* p*
*—1 *—1|p*-1
lf ut P —ut? dx} —0.
0

Tomando o sup em (2.50) para ||f|| !

py=1 concluimos que ||z,|| — 0.

Como
)Lf wt PN v -u,)dx - AJ W TN —uy)dx =z,(v—uy),
Q

Q
de (2.45) temos

1 o
EJ . (x,Vu,)-V(v—u,)dx > /IJ u;’” "v=un)dx+z,(v—un)
Q Q

para toda v €Ky. O

Coroldrio 2.25. Para cada v € Ky, fixada, temos
zy(v—u,)—0 quandon — oo.
Demonstragdo. Como {u,} é limitada em Wol’p (©2), obtemos

120 (v = un)l < l|2nll-lv = Unlly1rq) < Clizull — 0 quando 7 — oo.

Lema 2.26. A menos de subseqiiéncia, temos

f (d(x,Vu,)— . (x,Vu,))-(Vu, —Vu,)dx -0 quando n — oo.
0
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Demonstragdo. Basta fazer v = u; na desigualdade (2.48) e seguir a demonstracdo do Lema
2.13. O

Como as desigualdades (2.22) dependem apenas das limitagdes de .¢/ e da limitacao de

{u,}, temos ainda o seguinte lema:

Coroldrio 2.27. A menos de subseqiiéncia, ||Vu, —Vu,||r — 0 quando n — co.
Demonstragédo. E suficiente usar (2.22) e o Lema anterior. O
Coroldario 2.28. A menos de subseqiiéncia, Vu, —Vu, g.t.p. em Q) quando n — oo.

Proposicao 2.29. A menos de subseqiiéncia,
f A (x,Vu,)-V(v—uy)dx —>J o (x,Vu,;)-V(v—u;)dx
Q Q

para todav €Ky.

Demonstragdo. Basta usar as mesmas idéias empregadas na demonstracao da Proposicdo
2.8 (pagina 49). O]

Agora provaremos que para cada A € (0, A*) fixado, u, € solucdo do Problema 2.3.

Demonstragdo do Teorema 2.22. A prova deste teorema segue em linhas gerais o mesmo
argumento do Teorema 2.16. Desta forma, omitiremos os detalhes. Seja v,, = u,, — u;. Sub-

stituindo v por u, +v, — v, Ayt €Ky em (2.48), obtemos
1 +p*-1
— | (%, Vu,)-Vo,dx—2A | u; v,dx (2.51)
PJq Q
1 x_
> ;f o (x,Vu,) -V, AyYT)dx — )Lf ut? Y, AYpH)dx +o(1).
Q Q

Pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

lim J ut’ (v, AYH)dx =0. (2.52)
Afirmamos que
limf o (x,Vu,) V(, A\yH)dx =0. (2.53)
Q

De fato,

f o (x,Vu,) V(w, A\YyHdx
Q
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= f ﬂ(x,Vun)-andx+J o (x,Vu,) Vytdx.
v, <yt

>yt

Pela desigualdade de Holder e das limitacdes (1.28) de .</, temos

p
f |V1,b+|"’dx] —0
vp>yt

<C

J o (x,Vu,)-Vytdx
>yt

quando n — 00, pois
|{x e:v,(x)= z,b*(x)}| —0 quando n — oo,

ja que u, — u; q.t.p.em e entdo v, — 0q.t.p. em 2. Novamente pela desigualdade de

Holder, juntamente com o Coroldrio 2.27 e com as limitacdes (1.28) de ./, encontramos

p
< C J IanI”dx}

LY vyt
_ 1
p
flenl”dx] -0
[ Ja

f . (x,Vuy,)-Vv,dx
v <yt

N
@)

quando n — oo. Isso prova nossa afirmacao.

Usando (2.52) e (2.53), podemos reescrever (2.51) como

1 .
—f Jzi(x,Vun)-Vundx—Af utt dx
p o) Q

WV

1 *,
—f o (x,Vu,) Vu,dx — )Lf ut? "urdx +o(1).
p Q Q
Por outro lado, substituindo esta desigualdade em (2.48), encontramos
1 *_
;J o (x,Vu,) V(v—uy)dx > )Lf uP (v —uz)dx +o(1). (2.54)
Q Q

Como u, — u; q.t.p. em 2, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue nos da nova-

mente

n—00

lim J u;’”*_l(v —uz)dx =f ujp*_l(v —uy)dx.
Q

Da Proposicao 2.29, temos que

f o (x,Vu,)-V(v—u,)dx —>J o (x,Vu;)-V(v—u,)dx.
Q Q
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Tomando o limite na desigualdade (2.54), concluimos que

1 .
;J sz'(x,Vug)-V(v—uA)de/lf us? Yv—u,)dx
Q Q

para toda v € Ky, ou seja, u, € solucdo do Problema 2.3. Para ver que u; é uma solugdo

nao-negativa, o argumento é o mesmo dado no final da demonstra¢do do Teorema 2.16. [
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Apéndice

Neste apéndice, enunciaremos, sem demonstrar, alguns resultados freqiientemente usados

no decorre do texto.

Teorema 1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer vetores u,v € R", vale
lu-v|<lul-|v|

onde- é o produto interno usual em R".
Demonstragdo. Ver por exemplo [Lim96]. O

Teorema 2 (Desigualdades de Young). Sejam 1 < p,q < oo tais que i + é = 1. Entdo, para

todo a,b > 0 vale

a? b1
a-bs—+— (A1)
p 4
e para todo € > 0 vale
a-b<e-a’+c(e) b, (A.2)
(e-p)a» R
onde c(¢)= ————. Esta ultima é a desigualdade de Young com ¢.
Demonstragdo. Ver p. 622 de [Eva98]. O

Teorema 3 (Desigualdade de Minkowski). Sejam QCR", 1< p <ooeu,v € LP(Q). Entdo,
lu +vllr@ < lullrqomega) + 1V r @) (A.3)

Demonstragdo. Ver p. 623 de [Eva98] ou o capitulo 6 de [Roy68] O
Em particular, a desigualdade de Minkowski assegura que os espacos L? sao normados.

Teorema 4 (Desigualdade de Holder). Sejam Q2 C R", 1< p <00 tais que % + é =1l uelr(Q))
ev € LP(Q). Entdo, u-v € L) e vale

lu-vipe < lullro - Y- (A.4)
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Demonstragdo. Ver o capitulo 6 de [Roy68]. O

Teorema 5 (Desigualdade generalizada de Holder). Sejam Q2 C R”, 1< py,...,p, <o0eu; €
Lri(QQ), parai=1,...,r, com i 4+ + pl. Entdo, u,---u, € L'(Q) evale

ey wrllp <l -l urller @)- (A.5)

Demonstragdo. Ver p. 623 de [Eva98]. O

Teorema 6 (de Egorov). Sejam Q2 C R" um conjunto mensurdvel de medida finita e uma se-
qiiéncia de fungoes mensurdveis u, : Q2 — R tais que u, — u q.t.p. em Q). Entdo, dado ¢ > 0,

existe (), C Q) mensurdvel tal que:
D) 0\ Q| <€
ii) u,— u uniformemente em,.
Demonstragdo. Ver capitulo 4 de [WZ77]. O

Lema 7 (de Fatou). Sejam Q2 C R" e u, : Q2 — R uma seqiiéncia de fungoes mensurdveis ndo-

negativas tais que u, — u q.t.p. em<. Entdo,

f udx < liminff u,dx.
Q Q

Demonstragdo. Ver, por exemplo, o capitulo 11 de [Roy68]. O

Teorema 8 (da convergéncia monoétona). Sejam QQ C R" e u, : 0 — R uma seqiiéncia de

funcbes mensurdveis ndo-negativas tais que u, — u q.t.p. emS2. Se u, < u para todo n, entao

J udx= limf u,dx.
Q e Q

Demonstragdo. Ver, por exemplo, o capitulo 11 de [Roy68]. O

Teorema 9 (da convergéncia dominada de Lebesgue). Sejam Q2 C R" e u, : Q@ — R uma se-
qiiéncia de fungoes mensurdveis tais que u, — u q.t.p. em ). Suponha que existav : Q) - R
integrdvel tal que para todo n

|un(x)] < v(x).

J udx= limf u,dx.
Q e Q

Demonstragdo. Ver, por exemplo, o capitulo 11 de [Roy68]. O

Entdo,
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Definicao 10. Dizemos que u : 2 C R" — R ¢é localmente somdvel quando para qualquer

J |uldx < oo.
A

Definicao 11 (medida de Radon). Uma medida u de Borel em R" é dita de Radon se ela é

A C Q limitado e mensurdvel tivermos

finita nos subconjuntos compactos de R".

Teorema 12 (de diferenciacdo de Lebesgue). Seja u : R" — R uma fungdo localmente inte-

grdvel segundo a medida de Radon u. Entdo,

1
_ udu— u(x (A.6)
1 (B 1) JB(XO,F) = Ulo)

para quase todo x, € R" segundo a medida .
Demonstragdo. Ver, por exemplo, o capitulo 4 de [DiB02]. O

Definicao 13. Seja(X, ) um espaco de medida, ou seja, X é um conjunto e 3 é uma o -dlgebra
sobre X. Se u ev sdo duas medidas definidas em (X, ), dizemos que u e v sdo mutuamente
singulares, e escrevemos u 1L v, quando existem A, B C X disjuntos, ndo vazios e mensurdveis
tais que X=AUB ev(A)=u(B)=0.

Definicao 14. Seja (X, B) um espago de medida e u ev duas medidas ndo negativas definidas
em (X, 8). Dizemos que v é absolutamente continua com respeito a u, e escrevemos v < |,
quando

U(A)=0=>v(A)=0.

Teorema 15 (de Radon-Nikodym). Sejam (X, B) um espago de medida, u uma medida o -
finita sobre (X, B) ev uma medida sobre (X, ) tal que v < u. Entdo, existe uma fungdo men-

surdvel ndo-negativa f tal que para cada A € 3, vale

v(A):J fdu.
A

Demonstragdo. Ver capitulo 11 de [Roy68]. O

Teorema 16 (da decomposicao de Lebesgue). Sejam (X, B) um espago de medida e u,v duas
medidas o -finitas definidas em (X, ). Entdo, podemos encontrar medidas v, e v, sobre(X, )

tais que:

D) volu;
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ll) Vv K u;
i) v=vy+11.

Além disso, v, e v, sdo tinicas.

Demonstragdo. Ver capitulo 11 de [Roy68]. O
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