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Resumo

Neste trabalho, inicialmente investigamos se fontes fermionicas com potenciais de auto-
interagao adequados podem ser responsaveis pelos regimes acelerados durante a evolugao
do universo, enquanto o campo de matéria responde pelo regime desacelerado do universo.
Processos irreversiveis de transferéncia de energia entre a matéria e o campo gravitacional
sao também considerados. Em seguida, testamos um acoplamento nao minimo entre o es-
calar de curvatura e um bilinear fermionico, e desenvolvemos um modelo cujos constituintes
sao: um campo fermionico, fazendo o papel da energia escura, um campo de matéria e
um de radiagdo. As equagoes do modelo sdo reescritas no dominio do redshift, e com isto
comparamos nossos resultados com dados observacionais disponiveis na literatura, tais como
parametros de densidade e distancia de luminosidade. Para encerrar o trabalho de tese, ana-
lisamos as consequéncias cosmoldgicas de campos fermionicos, para o regime inflacionério, no
contexto da teoria de Einstein-Cartan, onde a densidade de spin do campo esta relacionada
a torcao do espago-tempo. Estas andlises permitem-nos concluir que o campo fermionico
pode comportar-se de maneira apropriada tanto como inflaton no inicio do universo, como

energia escura em tempos posteriores, ou seja, em um universo velho.



Abstract

In this work, initially investigated whether fermionic sources with self-interaction potential
appropriate, may be responsible for accelerated regimes during the evolution of the universe,
where a matter field would answer for the decelerated period. Irreversible processes of the
energy transfer between the matter and gravitational fields are also considered. Next, we
tested a coupling non-minimally between the scalar of curvature and a bilinear fermionic,
and developed a model whose constituents are: a dark energy field modeled by a fermionic
field non-minimally coupled with the curvature, a matter field and a field of the radiation.
The equations of the model are rewritten in the red-shift, and we compare our results with
experimental data available in literature, such as the parameters of density, deceleration
parameter and luminosity distance. At the end, we analyze the consequences of cosmological
fermionic fields to those inflation in the context of Einstein-Cartan theory, where the density
of spin of the field is related to the torsion of space time. Such analysis to conclude that
fermionic field can behave in an appropriate manner so as inflaton at the beginning of the

universe as dark energy in times later, it means, an old universe.
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CAPITULO 1

Introducao

O modelo do Big-Bang é uma teoria bem fundamentada, porém existem fatos observacionais
que esta teoria nao consegue explicar, tais como, o problema da planura, do horizonte,
dos monopdlos magnéticos entre outros. Com o objetivo de solucionar estes problemas uma
teoria conhecida como inflagao foi proposta no inicio dos anos 80 por Guth, Linde, Albrecht e
Steinhardt [1]. De acordo com o modelo inflacionério, o universo sofreu uma rapida expansao
acelerada, devido a presenca de um campo escalar relacionado a energia do vacuo conhecido
como inflaton. Basicamente o que se supoe nestes modelos é que a energia cinética do inflaton
é pequena, e a maior parte da energia estd armazenada em seu potencial. Esta energia tem
uma pressao negativa, o que provoca uma expansao acelerada muito grande, em um intervalo

de tempo curto, a este fenomeno denomina-se inflagao.

Um outro problema em cosmologia, esta relacionado com as observagoes experimentais
recentes, pois existem evidéncias suficientes para se afirmar que o universo é espacialmente
plano, e estd se expandindo com uma aceleragao positiva [2]. A evidéncia de que o universo

¢é espacialmente plano estd relacionada ao parametro de densidade total, que é a soma dos
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parametros de densidade relacionados a energia escura, a matéria escura fria e aos barions.

Os valores mais recentes dos parametros de densidade obtidos através de medidas da
anisotropia da radiagao césmica de fundo, indicam que o parametro de densidade é aproxi-
madamente igual a um, e que a energia escura domina atualmente a composicao do universo,
e esta é responsavel pela expansao com aceleracao positiva. Por outro lado, as medidas do
desvio para o vermelho da supernova SN 1997ff do tipo Ia, indicam uma aceleracao presente

e uma fase de desaceleragdo no passado do universo [2].

Diante deste cendrio, varias propostas sao sugeridas, e na literatura muitos candidatos
sdo propostos para descrever a energia escura, tais como a quintesséncia [3], o gds de
Chaplyngin [4], os tdquions da teoria das cordas [5] e os campos fantasmas [6]. Levando-se
em conta este contexto cosmoldgico, consideramos nesta tese campos fermionicos como fontes
de gravitacao, para descrever os diversos regimes acelerados do universo. Inicialmente estes
sao introduzidos em alguns modelos cosmoldgicos nao homogéneos, com principal objetivo
de promover regimes de transicao da forma nao-homogéneo para homogéneo, e em alguns
trabalhos sao utilizados para resolver o problema de solugoes cosmoldgicas livres de singu-
laridades [7]. Em alguns trabalhos, questiona-se porque nao utilizar campos fermiénicos
como promotores do regime inflaciondrio, no lugar de campos escalares [8] pois, uma grande
variedade de situacoes podem ser exploradas com a utilizacao do campo fermionico como
responsavel de promover o fenomeno da inflacao. Nessas formulacoes a presenca da interacao
gravitacional indica a necessidade de se trabalhar com a dinamica de férmions no espaco-
tempo curvo, assim, a representacao espinorial tem de ser revista, pois o grupo de gauge
correspondente as transformagoes gerais de coordenadas (TGC) nao admite a representagao
de espinores [11]. Isto implica em trabalhar com o formalismo de tetradas [12]. A equacao
de Dirac que é invariante em relacao ao grupo TGC garante a correta interagao entre os

campos fermionicos e o campo gravitacional.
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Também é possivel encontrar na literatura, teorias que combinam a relatividade geral de
Einstein com a teoria termodinamica dos processos irreversiveis, com o propésito de descrever
os diferentes periodos do universo, pois levam em conta os processos dissipativos que ocor-
rem durante a evolucao do universo. Em particular os processos dissipativos originados pela
interagao de fluidos dissipativos com a quintesséncia (termo figurado para mencionar o cons-
tituinte responsavel pela atual aceleragao do universo), podem desenpenhar um papel muito
importante na expansao acelerada do universo [13]. Os processos irreversiveis num universo
homogeéneo e isotrépico, sao normalmente descritos pelos modelos cosmoldgicos viscosos, que
se baseiam nas seguintes teorias termodinamicas: a) teoria termodinamica de Eckart (ou de

primeira ordem) e b) teoria termodinamica estendida ou de segunda ordem [14].

Nesta tese, estudamos modelos cosmoldgicos onde o campo fermionico simula o papel
de inflaton e energia escura [15], ou seja, com o campo fermionico mostramos que ¢é possivel
simular, com um potencial de auto-interacao adequado, a unificacao das eras cosmologicas.
Neste contexto, o universo inicia-se com uma expansao acelerada, onde o férmion faz o
papel de inflaton e sua densidade de energia decai, enquanto a densidade de energia da
matéria cresce, ultrapassando a do férmion, e assim o universo entra no regime de expansao
desacelerada. Em seguida, o decaimento da densidade de energia da matéria se torna mais
rapido, e a densidade de energia do férmion volta a superar a da matéria, fazendo desta
forma o universo passar para um regime de aceleracao positiva, e o férmion faz agora o papel
de energia escura. Posteriormente, com a inclusao de um acoplamento nao minimo, entre o
escalar de curvatura e o bilinear fermionico 11, objetivando explorar as consequéncias deste,
reescrevemos as equagcoes do modelo no dominio do “redshift”. Desta maneira comparamos
nossos resultados com os dados disponiveis na literatura e com o modelo ACDM (Cold
Dark Matter, constante cosmoldgica e matéria escura fria). Obtivemos os parametros de
densidades, desaceleracao e a distancia de luminosidade. Estudamos ainda, a inclusao de

férmions dentro do contexto da teoria de Einstein-Cartan, onde agora o espaco-tempo além
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de curvatura é munido de torcao. Dentro deste cenario o spin tem um papel fundamental
na estrutura do espacgo-tempo, este é fonte de torcao. Teorias de gravitacao em espacos
com torcao surgem de maneira natural em teorias supersimétricas de gravitagao, sendo a
tor¢ao um ingrediente basico de uma esperada teoria quantica do campo gravitacional, pois
a mesma esta associada a uma propriedade bésica da matéria no nivel quéantico, o spin [16].
Com a teoria de Einstein-Cartan, analisamos a transicao de uma era acelerada-desacelerada,
ou seja, um regime inflacionario-desacelerado, onde a propria matéria fermionica massiva,
¢é responsavel pelo regime acelerado, agora nao através de um potencial de auto-interacao
associado a uma pressao negativa, mas sim, devido a uma propriedade fisica do campo, o

seu spin, que é fonte geradora de torcao.

Esta tese esta estruturada da seguinte forma: no capitulo dois mostramos as idéias
bésicas da teoria geral da relatividade; no capitulo trés, discutimos brevemente o modelo cos-
mologico padrao, alguns de seus problemas e a solucao inflacionaria, bem como o problema
da energia escura; nos capitulos seguintes, mostramos nossos resultados obtidos utilizando-se
campos fermionicos como fonte em modelos cosmoldgicos, e suas implicacoes; no capitulo
quatro, discutimos a inclusao de férmions na Relatividade Geral, e as consequéncias cos-
mologicas destes, levando-se em conta também processos irreversiveis de transferéncia de
energia entre o campo gravitacional e o campo de matéria; no capitulo cinco exploraremos o
acoplamento nao minimo e a comparagao com dados observacionais; o capitulo seis é dedi-
cado ao estudo do espaco de Riemann-Cartan, o papel dos férmions como fonte de tor¢ao e os
cenarios cosmologicos deste modelo. Por tltimo apresentamos nossas conclusoes e discutire-
mos a sequéncia de nossos trabalhos. A assinatura da métrica usada é (+, —, —, —) e também
escolhemos as unidades fundamentais, nos capitulos 3, 4 e 5, como 871G =c=k=h =1,
a menos no capitulo dois, onde as unidades sao preservadas, e no capitulo seis, onde neste

apenas tomamos ¢ = 1, conforme sera discutido.



CAPITULO 2

Teoria da Relatividade Geral

2.1 Introducao

A relatividade geral (RG) é uma teoria cldssica da interagao gravitacional, na qual o campo
gravitacional é descrito como consequéncia da curvatura do espago-tempo, devido ao seu

conteido de matéria-energia presente.

A RG implementa em sua estrutura o principio da equivaléncia (PE), que estabelece a
igualdade entre um campo gravitacional e um referencial nao inercial, através do chamado

principio da covariancia geral [12, 17].

O fato de uma fonte gravitacional, ou seja, qualquer forma de matéria e energia, curvar o
espaco-tempo, conforme veremos, é uma consequéncia direta do PE. A RG é uma extensao da
teoria da Relatividade Restrita (RR) pois a RG, ao contrario da RR, engloba referenciais nao
inerciais em sua formulagao, substituindo o grupo de Lorentz pelo grupo das transformacoes

gerais de coordenadas (TGC).
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Neste capitulo apresentaremos brevemente os conceitos fundamentais da RG, que ne-

cessitaremos posteriormente em nossas abordagens, para maiores detalhes ver [12, 17, 21].

2.2 O Principio da Equivaléncia

A RG fundamenta-se no PE, que afirma que em cada ponto do espaco-tempo sob a pre-
senca de um campo gravitacional é possivel estabelecer um sistema de referéncia localmente
inercial, onde valem as leis da RR. Este principio estabelece também, que um referencial
acelerado ¢ indistinguivel localmente de um campo gravitacional, ou seja, nao é possivel re-
alizar experiéncias dentro de um referencial acelerado, que permita diferencia-lo localmente
de um campo gravitacional. Por exemplo, se considerarmos um referencial em queda livre
em um campo gravitacional, verificaremos que as leis da fisica sao localmente idénticas a
um sistema inercial na auséncia de campo. A necessidade de considerar-se referenciais locais
é para que o campo gravitacional possa ser tomado como uniforme, e desta forma, para
qualquer experiéncia realizada neste, sera impossivel detectar diferencas em relagao a um

referencial na auséncia de campo gravitacional.

O PE pode ser estabelecido, a partir do fato experimental que garante a igualdade entre
a massa gravitacional e a massa inercial. Este fato experimental decorre da observacao de
que, no vacuo, todos os corpos caem com a mesma aceleracao, independente de suas massas,

ou formas.

Para formalizar estas afirmacoes, consideremos M sendo a massa da Terra, r seu raio
e m a massa gravitacional de uma particula de teste. Desta forma, o modulo da forca

gravitacional entre M e m é dada por,

(2.1)
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Por outro lado, pela segunda lei de Newton, a particula fica sujeita a uma aceleragao dada
por,

F=mla, (2.2)

onde F' é o médulo da forca que atua na particula e m’ é a massa inercial da particula de
teste. Note que em (2.1) a quantidade m é fonte do campo gravitacional, ou seja, m é uma
“carga gravitacional”ao passo que em (2.2) m’ tem outra interpretagao, isto é, m’ é a massa
inercial associada a resisténcia para alterar o estado cinematico da particula. Da igualdade

entre (2.1) e (2.2) temos,

m GM
a = ET—Q = Ct€, (23)
logo m/m’ = cte. Experimentalmente a igualdade entre m e m' se verifica. Devido a

este fato, podemos anular localmente os efeitos de um campo gravitacional com a escolha

adequada de referenciais, pois todos os corpos estao sujeitos a uma mesma aceleragao [21].

Na préxima segao veremos como o PE afeta a dinamica de uma particula sob a agao de

um campo gravitacional.

2.3 Dinamica da particula. Equagao da geodésica

Faremos uma aplicagao do PE para estudarmos a dinamica de uma particula em dois sis-
temas de referéncia. Entao, consideremos uma particula em queda livre em um sistema de
coordenadas &% que acompanha a particula. Este sistema é localmente inercial e de acordo
com o PE, neste valem as leis da RR e nenhuma aceleracao é observada, ou seja,
d2 ga
=0

dr2

(2.4)

2 7’ d . . . . d
onde dr? = dc% é o tempo préprio, ou seja, aquele medido no referencial da particula.

Consideremos agora um sistema de coordenadas arbitrario z* que esta imerso em repouso
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em um campo gravitacional. Podemos obter a dinamica da particula observada no referencial

" fazendo-se uma mudanca de referencial, assim, utilizando-se da regra da cadeia:

d o0&~ dzt
(Y — 2.
dT(&E“ dr ) =0, (25)
desenvolvendo obtemos:
>zt O 0% dx¥ dat
= 2-
dr? Ozt + Oxrdx? dr dr ’ (2:6)
multiplicando por
o’
g’
temos,
>z dz¥ dxt
— = 2.
dr? dr dr 0 (27)
onde F:\w ¢ a conexao afim definida como,
2¢a A
S (2.8)

W darday O
A equagdo (2.7) pode ser interpretada como sendo a lei de forga para uma particula em
um campo gravitacional. Esta equacao também é conhecida como equagao da geodésica,
pois esta associada a condigao que torna a distancia entre dois pontos estaciondria, em uma
variedade Riemanniana. Fica claro entao, que esta lei pode também ser obtida a partir de
um argumento geométrico, conforme segue: em um espago-tempo curvo o elemento de linha

assume a forma geral

2 A v
ds” = g (x7)dztdx”, (2.9)
onde g, ¢ o tensor métrico cujas componentes definem a variedade Riemanniana e, conforme
veremos, o comportamento dinamico do campo gravitacional também é determinado pelos
coeficientes da métrica. O comprimento da curva, descrita por uma particula imersa nesta
variedade, entre os pontos a e b é dado por

b dx* dz¥ 1
s= [ (gw TS0t (2.10)
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onde A é um parametro da curva, ou seja, x*(A). Variando (2.10) com respeito a g, e
impondo

dxt dx?
5s = 5/ (9 ) HdA = 0, (2.11)

obtemos exatamente a equacao (2.7) onde,

x| OGux  Oguw
oxv oz oxr

1 K
), = 50 ) (212)

é a conexao afim. Podemos obter (2.12) a partir da equagao (2.8) usando a lei de trans-

formacao do tensor métrico entre os sistemas £* e z# [12].

Percebemos que o implemento do PE nos conduz a uma dinamica na qual, o movimento
da particula é determinado pela geometria do espaco tempo, ou seja, o conceito de forca
pode ser substituido pela idéia de que a matéria e a energia curvam o espago-tempo, e
este determina quais sao as geodésicas que devem ser seguidas pelas particulas de teste.
Entdo, uma vez estabelecida a forma métrica (2.9), as fungoes g,,(2), sao determinadas
solucionando-se um conjunto de equagoes diferenciais conhecidas como equagoes de Einstein,
que relacionam a geometria do espaco-tempo com o conteiido de matéria e energia, fontes do
campo gravitacional. Este conteido é especificado através de um tensor de segunda ordem,
obtido pela variagao da acao total da matéria dos campos envolvidos no processo, conhecido
como tensor de energia-momento, e denotado por 7,,. Em resumo, conhecendo-se o contetido
energético das fontes, as equacoes de Einstein estabelecem a evolugao espaco temporal dos
coeficientes da métrica, e estes por sua vez nos informam as equagoes de movimento de um
corpo de teste no campo gravitacional, via solucao das equacoes da geodésica. No capitulo
seguinte estabeleceremos as equacoes de Einstein para um caso concreto, antes, nas préximas

secoes vamos ver a estrutura das equagoes de Einstein.
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2.4 Algumas relacoes fundamentais

Primeiramente vamos introduzir certas relacoes do campo da geometria diferencial funda-

mentais na construc¢ao das equagoes de Einstein. Para maiores detalhes ver [17, 18].

Dada uma certa métrica a simples inspecao da mesma, é por vezes insuficiente para
julgarmos se o espa¢o em questao é curvo ou nao, a quantidade geométrica que contém esta

informacgao é o tensor de Riemann definido como:

or? or’
A _ K v A o A o
RWH = a;} — —aatl; — FMFW + FUVFW. (2.13)

Pode-se demonstrar que a nulidade de todas as componentes do tensor de Riemann implica
que a forma métrica fundamental descreve uma variedade plana, fisicamente significando a

nao presenca de um campo gravitacional.

Outro tensor fundamental é conhecido como tensor de Ricci, sendo o tnico tensor de

segunda ordem que pode ser construido a partir da contra¢ao do tensor de Riemann [12],

R“H = gAVR)\,uw; = Rf;)\,.;- (214)

Cabe ressaltar que este é um tensor simétrico com um total de 10 componentes indepen-
dentes, isto devido a certas propriedades de anti-simetria do tensor de Riemann. Para um
maior detalhamento ver [12]. Agora, contraindo o tensor de Ricci definimos o escalar de
curvatura,

R = ¢"R,,. (2.15)
cuja interpretagao estd associada a curvatura Gaussiana do espaco-tempo no ponto consi-
derado. A partir do tensor de Ricci e da curvatura escalar, podemos montar um tensor de
segunda ordem com derivada covariante nula, que é conhecido como tensor de Einstein e

denotado por G, e definido como

1
G = (R" — Sg"R). (2.16)
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Este tensor possui derivada covariante nula, entao de acordo com a definicao da derivagao

covariante temos,
v,.G" =0,G" + FZAGA” + FZ/\G“’\ = 0. (2.17)
As equagoes (2.17) também sao conhecidas como identidades contraidas de Bianchi. Para

maiores detalhes ver por exemplo [12].

2.5 O tensor de energia-momento

Em teorias de campos é possivel obter um tensor de segunda ordem que condensa em sua
estrutura matematica, as informagoes referentes a energia e os momenta do campo. Tal

tensor, pode ser obtido por meio da densidade de lagrangiana £ do campo, através da

y_ 00 (0L N\
T = oz, (8(8u¢)> gL, (2.18)

onde ¢ representa um campo qualquer, seja escalar, vetorial ou espinorial. A equagao (2.18)

seguinte equagao [19],

possui divergéncia nula, ou seja,

T,
] 2.1
OxV 0 (2.19)

vale ressaltar que aqui estamos usando uma derivada ordindria, pois estamos considerando
um espaco-tempo plano. Esta equagao pode ser generalizada para campos em espagos curvos
via principio da covariancia geral (PCG), que estabelece a forma de implementar o PE em
sistemas fisicos. Basicamente este principio informa que devemos substituir as derivadas
ordindarias pelas respectivas derivadas covariantes, o tensor métrico de Minkowski pelo tensor
geral g, e o grupo de Lorentz pelo grupo das TGC [20, 11]. A equagao (2.19) em termos
de componentes, encerra as leis usuais de conservagao de energia e momento. Para maiores
detalhes ver [23]. Também é importante frisar a interpretacao fisica das componentes do

tensor de energia-momento:
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e Componente temporal: Ty —densidade de energia do campo.

eComponentes espaco-temporal: T;y = Ty, —densidades de fluxo de momento e energia

(quantidade de energia que atravessa a superficie ” = cte por unidade de tempo).
eComponentes espaciais: T;; —tensor pressao do constituinte.
Em cosmologia, o tensor de energia-momento de um fluido perfeito, conforme discutire-
mos no proximo capitulo, tem importancia central, a sua forma é a seguinte:
™ = (p+p)UU" — pg", (2.20)

onde p e p sdao no caso geral funcdes das coordenadas espago-temporais e representam a

pressao e a densidade de energia respectivamente e U*, é a quadrivelocidade do fluido.

Aplicando-se o PCG na equagao (2.19), esta torna-se:
v, T = 0. (2.21)

Esta equacao, mais a contribuicao do campo gravitacional, definem a conservacao do mo-

mento e da energia do sistema [23].

2.6 As equagoes de campo de Einstein

Vimos nas secoes anteriores como a geometria do espaco-tempo afeta o movimento das
particulas, nesta secao veremos como as fontes que caracterizam o campo gravitacional
relacionam-se com a geometria do espago-tempo, estas relagoes sao conhecidas como equacoes
de campo de Einstein. Podemos obter as equagoes de campo a partir da chamada acao de

Einstein-Hilbert:

S:/«/_—g G Y P (2.22)
167G ¢ ’ '
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onde L,, indica a densidade de lagrangiana referente a matéria fonte do campo gravitacional.

Escrevendo-se a agao total do sistema (2.22) genericamente como

A
167G

1
S, =S¢+ Sy = — /\/_—ng‘*a: + E/ =g Lmd"z,

onde o primeiro termo é referente ao setor gravitacional e o segundo indica a agao da matéria

fonte. Efetuamos assim, as variagoes das agoes Sg e Sy, em relagao a métrica g,,,. Para Sg

obtemos:
3
68G = —— /(\/—gg“”éRW + V=R 09" + Roy/—g)d'z, (2.23)
167G —
651 555 583

vamos calcular cada parte de Sg separadamente, assim primeiramente, utilizando-se de

(2.13):
SRy = 00T, — 0,00, + (L5010, + 6(I%, )T, — 6(Tp, )14, — 6(T0, )T, (2.24)

E possivel mostrar que, embora as conexdes afim nao se comportem como um tensor, as suas
variagoes se transformam como tensores [21]. Assim, utilizando-se da defini¢ao de derivada

covariante, a expressao anterior torna-se:
SRy = VaA(OT),) — V,(617,). (2.25)
Usando o fato de que a derivada covariante do tensor métrico é nula, escrevemos :

581 = [ A4V, [V=g9" (9T75,) — v/=g9" (OT2,)]. (2.26)

Os dois termos entre colchetes constituem densidades tensoriais de peso um, assim podemos
substituir as derivadas covariantes por derivadas ordindrias na auséncia de torcao, para
verificar este fato, consideremos o seguinte raciocinio: seja U° uma densidade tensorial,

lembrando-se que a sua derivada covariante é expressa por [21],

VU = U +T5U —ToU°. (2.27)
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Notamos que, no caso em que a conexao afim é dada por (2.12), também conhecida como
simbolos de Christoffel, temos uma simetria entre os indices inferiores, e assim (2.27) assume
a forma,

VU = de. (2.28)

Os casos em que as conexoes afim nao coincidem com os simbolos de Christoffel, indicam a
presenca de torcao que sera discutido posteriormente. De posse destas informagoes, podemos
transformar a integral de volume da expressao (2.26) em uma integral de superficie, que de
acordo com o principio variacional, se anula nas fronteiras de integragao, pois nestes pontos

temos que 0I' = 0, assim concluimos que .57 = 0.

Agora, usando o fato que d/—¢g = —%guyég“”\/—g, escrevemos (2.23) finalmente como,

3
167G

1
550 = — i [ A0V =G (R = 50 R)39". (2:29)

Procedemos agora a variagao na acao da matéria, assim,

1 1
58, = = / A'23(L/=5) = 5 / '/ =g T, 09", (2.30)
c c
onde T}, é o tensor de energia-momento dos campos fontes, que pode ser escrito como:

_ 2 6(V/—9Lm)
TW_\/__g S (2.31)

A partir das equagoes (2.29) e (2.30) escrevemos a variagao da agao total do sistema,

3 1 G
55 = ——— [dsy/=g (RV—— VR——TV>5“”:0, 2.32
167G J YT\ T )09 (2.32)
como as variagoes em g, sao arbitrarias temos,
1 8t
G“V = R“V — §g“l,R = 77—‘“”. (233)

Estas s@o as equagoes do campo gravitacional de Einstein [23], que s@o a base dos modelos

cosmoldgicos que serao discutidos nas préximas segoes.
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E interessante notar que as identidades de Bianchi garantem que a divergencia do tensor
de Einstein é nula, mantendo a coeréncia com o lado direito da equagao que também possui
divergéncia nula. Este fato permite-nos introduzir mais um termo linear com g,, na agao,

pois a derivada covariante do tensor métrico é nula [12], assim a equagao (2.33) torna-se:

1 8tG
R“V — ig“l,R — Ag“l, = 77—‘“”, (234)

onde A é a famosa constante cosmoldgica introduzida inicialmente por Einstein nas equagoes
de campo, para que suas solugoes provessem um universo estatico. Nos préximos capitulos

vamos estudar as solucoes dessas equacoes em cosmologia.

2.7 O formalismo de Palatini

Podemos derivar as equacgoes de campo de Einstein por um processo alternativo, conhecido
na literatura como formalismo de Palatini ou formalismo de primeira ordem [21]. Neste,
consideramos a conexao e a métrica como campos independentes, ou seja, nao consideramos
a principio, que a conexao seja dada pelas expressoes que definem os simbolos de Christoffel,
e efetuamos as variacoes na acao total do sistema com respeito a métrica e a conexao, de
formas independentes. Assim, quando a acao do sistema é dada pela acao de Einstein-
Hilbert, este procedimento nos conduz as equacoes usuais de Einstein. Contudo, em teorias
de gravitagdo onde a agado é modificada com termos nao lineares f(R), a variacao de Palatini
conduz a equagoes de campos diferentes em relacdo a variagdo na métrica. Ver [22], para

uma completa discussao.

Apresentaremos agora, como obter as equacoes de campo de Einstein via formalismo de
Palatini, pois este sera conveniente em nossas derivagoes em capitulos posteriores. Primeiro
pode-se mostrar que, em qualquer ponto do espago-tempo é sempre possivel encontrar um

sistema de referéncia, onde todas as conexoes se anulem. Este é conhecido como sistema
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geodésico de coordenadas [21]. Observamos a partir da equagao (2.7) que, estes pontos
correspondem fisicamente a regioes onde os efeitos do campo gravitacional sao anulados,
e valem as leis da relatividade especial, reafirmando desta forma o PE. Em coordenadas

geodésicas, podemos escrever a variagao do tensor de Ricci como :

Ry = 05(617,) — 0.(6T3,), (2.35)
neste sistema as derivadas covariante e a ordindria coincidem e escrevemos,

SRy = Vo (0T5,) — V,u(6T5,). (2.36)

Temos assim uma equacao tensorial que é valida em um sistema de coordenadas e que

também o é em todos os outros sistemas.

Consideremos a ac¢ao de Einstein-Hilbert (2.22) sem o setor relativo a lagrangiana da
matéria fonte, pois para este termo o célculo é andlogo ao anterior. Variando-se a mesma

com respeito ao tensor métrico, obtemos :

3
_ C 4 _l — iz — iz ) 2
55 = 167TG/da:< V90 RIS+ =G00" Ry ) (2.37)

Agora, as conexoes presentes no tensor de Ricci s@o consideradas como independentes da
métrica. Aplicando-se o principio da minima acao, adicionando-se o termo fonte e usando a
equagao (2.37) recuperamos a equacao (2.33). Em seguida, variando-se a acao de Einstein-

Hilbert com relagao a conexao, temos,
5S = / d'2\/=gg" 6 R,y = 0. (2.38)
Agora, com a equagao (2.36) temos,
58 — / A2/ =gg" [V, (6T%,) — V,,(6T3,)] = 0. (2.39)

Usando,
Volv/=99" 0T}, = Vo(\/=99" )T, + v/ —99" V4 (6T%,), (2.40)
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para o primeiro e o segundo termo do lado direito da equagao (2.39), e utilizando o teorema

de Gauss para eliminar o termo de superficie, temos

55 = [ d'e[Vo(v=g9"™)0% = Volv/=g9" 0T, = 0. (2.41)

Como a variacao em O0I' é arbitrdria, com a tunica restricao de ser simétrica nos indices

inferiores, assim, unicamente a parte simétrica é nula, ou seja,

Vi(V=99™)05 + V (vV=99™)35 = Vo(vV=gg") = 0. (2.42)

Contraindo esta equagao com respeito a o e p e realizando algumas manipulacoes, obtemos,

V.(g™) = 0. (2.43)

Estas equacoes definem a forma da conexao, ou seja, podem ser resolvidas para I', e obtemos
assim os simbolos de Christoffel, equacao (2.12), como as conexdes da teoria. Em resumo, no
formalismo de Palatini, considerando a acao de Einstein-Hilbert, a variacao com relacao ao
tensor métrico fornece-nos as equacoes usuais de campo de Einstein, e a variacao da conexao

fornece-nos a equacgao que as definem.



CAPITULO 3

Cosmologia

3.1 Introducao

No inicio do século XX, a cosmologia deixou de ser um campo pertencente a metafisica
para receber a qualificacao de uma ciéncia tedrica-experimental, em parte devido ao sur-
gimento da teoria geral da relatividade e por outro lado, da possibilidade experimental de
medir propriedades do universo como um todo, ou seja, de medi¢oes validas para todo o
cosmos. Dentre as principais observacoes astronomicas que fundamentam qualquer cenario
cosmoldgico, pode-se citar: a observagao de Edwin Hubble [24], segundo a qual, as galaxias se
afastam de nés com velocidades que crescem com as distancias que nos separam das mesmas.
Esta observacgao indica que o nosso universo estd em expansao, derrubando a visao tradi-
cional de um universo estatico, como acreditava-se. Curiosamente, as solucoes de universos
expansivos eram as previsoes naturais da teoria geral da relatividade, o que levou Einstein a
introduzir a constante cosmolégica em suas equagoes de campo, para assim tornar o universo

estatico, de acordo com a convicgao vigente.

18
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A segunda observacao experimental que revela propriedades do universo, é a radiacao de
fundo césmica, prevista por Gamow, Alpher e Herman no final da década de 40. De acordo
com esta previsao, quando o universo era jovem, sua temperatura era alta o suficiente para
os fétons ionizarem os atomos de hidrogénio (pois a densidade total de energia da radiagao
obedece a lei de Stefan-Boltzmann p, = ¢I'* e, por outro lado, a densidade de energia cai
com p, ~ 1/a*, onde a é o fator de escala que, conforme veremos é proporcional as dimensoes
espaciais do universo. Destas duas equagoes temos que 7"~ 1/a). Assim, a medida que o
universo expandiu-se ele se resfriou e os fétons nao mais possuiam energia suficiente para
ionizar os atomos. O universo tornou-se entao transparente e os fétons se desacoplaram da
matéria, passando a viajar livremente, formando a radiagao césmica de fundo hoje observada.
Esta radiacao foi constatada acidentalmente em 1965 por Penzias e Wilson, que notaram
que a mesma ¢é oriunda de todas as direcoes do espaco e se enquadra em um espectro de
corpo negro com temperatura de aproximadamente 2.7K. Estas constatagoes experimentais
somadas a outras [24, 25|, permitiram a elaboragao de modelos cosmolégicos que descrevem
a dinamica de evolucao do universo. A radiacao cosmica de fundo apresenta-se homogénea
e isotropica, salvo pequenas nao homogeneidades que deram origens as grandes estruturas
do universo tais como aglomerados e galaxias. Este fato é respeitado em cosmologia através
do estabelecimento do principio cosmolégico (PC), também refor¢ado pelas observagoes que
indicam um universo altamente homogénio e isotrépico em larga escala. Este principio afirma
que o universo em expansao deve ser homogéneo e isotrépico, quando visto por qualquer
observador, ou seja, todos os observadores de forma independente vao estar expostos a uma

mesma visao do universo.
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3.2 A métrica de Robertson-Walker e a medida de distancias

A forma da métrica mais geral que pode ser construida respeitando o PC, ou seja, verificando
as invariancias espaciais associadas a homogeneidade e isotropia, é conhecida como métrica

de Robertson-Walker (RW) [25]. Sua expressao em coordenadas esféricas é a seguinte:
dr?
1 — kr?

onde a(t) é conhecido como fator de escala, k é a constante de curvatura que indica as

ds* = dt* — a(t)*{ + 12(d6* + sen®0dp*)}, (3.1)

seguintes situagoes: k = 0, setor espacial plano, £ > 0, setor espacial esférico ou fechado,
k < 0, setor espacial hiperbélico ou aberto. A métrica de RW est4 escrita no chamado sistema
de coordenadas coméveis, onde cada particula (ou por exemplo galdxias) possui coordenadas
espaciais fixas 2° e um relégio que mede o tempo ¢, que é o tempo préprio da particula, este
¢ 0 mesmo para todas as demais particulas e é conhecido como tempo cosmologico. Com
isto a métrica de RW define uma familia de hipersuperficies, uma para cada instante ¢, onde
cada particula ocupa uma posicao z* nesta hipersuperficie. O sistema comével é definido pelo
conjunto de pontos (z°,t) de cada particula, e é assim chamado porque o sistema acompanha
o movimento coletivo do sistema de particulas, ou seja, as coordenadas sofrem uma reescala
em cada instante da expansao. Esta reescala é feita através da evolucao do fator de escala
a(t). Sintetizando, a métrica de RW estd escrita em coordenadas comdveis, ou seja, as
particulas nao alteram suas coordenadas espaciais ao longo da expansao do universo, estas
sofrem apenas uma reescala a medida que o Universo expande-se, assim o sistema acompanha

o movimento coletivo do fluido cdsmico.

Com este fato em mente, temos que definir como medir a distancia entre dois pontos
neste universo em evolugao, pois a distancia percorrida por um féton neste universo nao
é simplesmente cAt, pois durante a propagacao do mesmo o universo expandiu. Neste
contexto, definimos inicialmente a separacao espacial de dois pontos no universo, fazendo

dt? = 0 na métrica de RW. Como a direcao de nosso referencial é arbitraria, consideremos,
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sem perda de generalidade, o caso em que df = d¢ = 0, e também k = 0, assim,

[ = /OT a(t)dr = a(t)r. (3.2)

A distancia fisica, ou horizonte de particula é a distancia radial percorrida pelo féton [18, 25],

assim,
!
tcdt

d = a(t) /0 dr = a(t)/o e (3.3)

Podemos obter a lei de Hubble derivando (3.2) com relagao ao tempo,

mas como 7 = [/a, temos,

onde a constante de Hubble é identificada como,
a

H == 3.5

: (35

e o ponto significa a derivada com relagao ao tempo.

Outra consequéncia importante em um universo em expansao € o redshift cosmologico,
que ocorre nao devido ao efeito Doppler usual, mas sim devido a prépria expansao do fluido
coésmico, ja que este permanece praticamente imovel em suas posicoes comoveis. Conside-
remos inicialmente, uma frente de onda emitida no instante ¢, e na posicao r. detectada no
instante tg e na origem, ou seja, posicao r = 0, e uma segunda frente emitida na mesma
coordenada, no instante t. + At. e detectada na mesma coordenada anterior, e no instante

to + Atg, assim podemos escrever, para a emissao e recepcao

tetAte ot 0
‘/te @ = ,/7«6 d’f’ (36)

to+Ato cdt 0
[ .
/to a(t) / " (3.7)

e também,
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tomando a diferenca entre as duas equagoes, temos,

tetAte cdt tot+Ato cdt
— = — =0 3.8
/te a(t) /to a(t) ’ (3:8)

como os intervalos entre a emissao e a deteccao At e Atg, sao muito pequenos, e a expansao

neste intervalo é praticamente constante, temos,

cAt, B cAty
a(te)  alto)’

como At, e Aty é o intervalo entre a emissao e a deteccao de duas frentes de onda, e estes nada

(3.9)

mais sao que os periodos da onda emitida e detectada respectivamente, com isso podemos

escrever,
Ae aflte)
— = . 3.10
)\0 a(to) ( )
Da defini¢ao usual de redshift,
Ao — Ae
= — 3.11
= (3.11)
podemos escrever,
alto) _ ;. (3.12)
a(te)

Esta equacao nos mostra que, quanto mais distante um objeto se situa de nosso referencial,
consequentemente mais para o passado estamos observando-o, assim, maior é o redshift do
objeto em observacao. Desta forma podemos relacionar o redshift com a distancia que objeto
se encontra de nés . Como %y € o instante da deteccao, do féton que foi emitido no passado
em t,, podemos normalizar o fator de escala neste instante como a(tg) = 1. Sendo o tempo

da emissdo um instante genérico qualquer, ou seja, a(t.) = a(t), podemos escrever,

1
241

(3.13)

a =

Conforme mencionamos, podemos utilizar a medida do redshift para relacionéd-la com
distancias. Uma maneira conveniente na astronomia de fazer esta associacao, pela sua prati-

cidade observacional, é a partir da definicao de distancia de luminosidade do objeto em ob-
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servacao que se refere a quantidade de radiacao recebida de um objeto distante. Assumindo-

se que a intensidade luminosa decresce com o quadrado da distancia, temos por defini¢ao,

| P
N 14
dl 47Tp’ (3 )

onde P é a poténcia total emitida pela fonte e p a poténcia por unidade de area recebida no
ponto de observacao, esta é dada por,

P

T Ard2(1+ 2)2 (3.15)

p

onde d é a distancia fisica do objeto ao ponto de observacao, e o termo (1 + z) representa
o efeito de atenuacao de p, devido a expansao do universo. A distancia prépria, d = a(t)r,
medida no instante de observagao, é d = agry, levando-se em conta estas consideracoes e a
equagao (3.15) em (3.14), temos,

d; = agro(1 + 2). (3.16)

Para calcularmos ry, fazemos,

/Oto ac% — /Om dr. (3.17)

Procedemos agora, por conveniéncia, a seguinte mudanga de varidveis, sendo a(z(t)), temos

que
do_dad:
dt — dzdt’
assim de (3.13),
1 1 a(t)
dt = —————=dz = ———=dz. 3.18
a1+ H" (3.18)
Calculando-se rp, e substituindo em (3.16) com ag = 1, temos,
z dz
d; = c(1 . 3.19
=c+2) [ (319)

Do ponto de vista experimental, uma grandeza utilizada em astronomia é a diferenca entre

a magnitude aparente m e a magnitude absoluta M, ou seja, pyp = m — M, ou em outros
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termos,

Ho = 25 + 5lOglodl, (320)

para maiores detalhes ver [25].

3.3 O Modelo cosmolégico padrao

Os ingredientes do modelo padrao sao as equagoes de Einstein, o tensor de energia-momento
para um fluido perfeito com sua respectiva equagao de balanco, e as equagoes de estado
dos constituintes (matéria e radiagao). Usamos primeiramente as equagdes de Einstein para
obter as equacoes diferenciais da dinamica do universo, nesta secao usaremos 877G = ¢ =
k =h = 1. A partir da métrica de RW calculamos as componentes da conexao afim, dadas
pela equacao (2.12), levando em conta a simetria dos indices inferiores, os termos nao nulos

da conexao sdo:
aa

F(l]l = m, ng = aarz, (321)
IS, = aar’sen?, (3.22)
a kr
Loy =T, =Ty = 7 ISP T2 (3.23)
Iy = —r(1 — kr?), Iy = —r(1 — kr?)sen®d (3.24)
1
s, =TI, = o I3, =cotd, T3;=—senbcosh, (3.25)

onde o ponto significa a derivada com relagao ao tempo.

Utilizando-se das conexoes afim, determinamos as componentes nao nulas do tensor de
Ricei, equagoes (2.13) e (2.14):

ad + 2a* + 2k

i
Ry = 3— Ry = —
00 pE 11 12

(3.26)
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Ryy = —(ad + 2a* + 2k)r?,  Rsz = —(ad + 2a* + 2k)r?sen?0, (3.27)

e por fim, de (2.15), o escalar de curvatura:
R—odp(teyhy (3.29)

Utilizando agora a forma do tensor de energia-momento dada por (2.20) e utilizando o fato
de que, em coordenadas coméveis temos a quadrivelocidade sendo U* = (1,0,0,0), pois
U'=dx'/dr =0 e U° = da®/dr = 1, neste sistema, e a normalizacao U*U, = 1, a expressao

(2.20) torna-se :

p 0 0 O
0O —p 0 O
T" = , (3.29)
0 0 —p O
0O 0 0 -—p
assim obtemos as equagoes de Einstein (2.34) para o modelo :
aN> p k A
B [ U 3.30
(a) 3 a? * 3 (3:30)

Esta equacao conhecida como equacao de Friedmann, é oriunda da componente temporal da
equagao (2.34), e temos das outras trés componentes espaciais da mesma equagao, apenas

uma linearmente independente,

.o . 2 k‘
p (9> +——A=—p. (3.31)
a a a

Utilizando-se (3.30) e (3.31) obtemos a equagao da aceleracao,
a 1
—=—(p+3p—2A7). (3.32)
a 6

Agora utilizando a equagao de balango do tensor de energia-momento (2.21) temos:

p+3%(p—l—p) ~ 0. (3.33)
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Cabe notar que esta equagao nao é independente, pois ela pode ser obtida derivando a
(3.30) com respeito ao tempo e usando em seguida a equacao (3.31). Finalmente para
determinarmos a evolucao temporal do universo, precisamos especificar a equacao de estado

de seus constituintes. Assume-se usualmente equagoes barotropicas de estado, ou seja,
P =wp, (3.34)

sendo que a constante w caracteriza o constituinte. Assim obtemos a solugao geral de (3.33),

considerando a normalizac¢ao, ag = 1, como condicao inicial, temos,
p(t) = poa*“*Y, (3.35)

sendo pg a densidade de energia inicial do constituinte. Citamos alguns casos tipicos: para
matéria diluida, temos w = 0, para a radiacdo w = 1/3 e para a energia do vacuo w = —1.
Podemos obter a equacao de evolucao para as densidades de energia e pressao para cada
constituinte, substituindo-se a respectiva equacao de estado na lei de conservacao (3.33), ou
simplesmente através da equacao (3.35). Para a matéria diluida, ou seja, de pressao nula, e

para a radiagao obtemos respectivamente:
pm~al pe~ah (3.36)

e para a energia do vacuo temos a solucao py = ¢, onde ¢ é uma constante. Podemos
identificar a energia do vacuo com a constante cosmoldgica pois passando a mesma para o
lado direito da equacao (2.34) temos,

1
RHV - igHVR = (THV + Tﬁy)? (337)

com

A
T, =Aguw
e comparando com o tensor de energia-momento do fluido perfeito, ou seja,

T = (p+ p)Uqu — P9uv,
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temos que

pr = —pa = A.

Agora, o proximo passo serd determinarmos a evolucao temporal de a(t), e para isto
substituimos as relagoes (3.36) na equacao de Friedmann (3.30). Supondo inicialmente que a
constante cosmologica € nula, pois a priori no modelo padrao nao existe razao para supormos
a sua existéncia, e levando-se em conta que no inicio do universo, quando a(t) é pequeno,
temos que

p

3>> k/a?,

assim a equacao de Friedmann torna-se

@)2 ~ g. (3.38)

Esta equacao nos fornece,

a(t) ~ 23, a(t) ~tY? (3.39)

para as eras da matéria e radiagao respectivamente. Note que para t — 0 temos que a(t) — 0
e consequentemente temos uma singularidade nas densidades de energia (p — o0). Esta
singularidade inicial é conhecida como Big-Bang e representa o limite da cosmologia classica
(para escalas menores que a escala de Planck (~ 10733¢cm) efeitos quanticos se tornam
relevantes [26]). De acordo com este modelo o universo evoluiu de um estado de densidades
e temperaturas infinitas e resfriou-se a medida que expandiu. O modelo prevé a radiacao
coésmica de fundo, conforme ja discutido, e uma outra previsao importante do modelo é a

abundancia de elementos leves no universo atual [25].
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3.4 Parametros utilizados em Cosmologia

3.4.1 Parametros de densidade

Definimos a densidade critica p. como sendo o valor de p para tornar a curvatura do universo
plana k = 0, ou seja, da equagao de Friedmann (3.30), temos a seguinte expressao para seu

valor atual:
B 3H?
Pe = 8tG’

onde H = ¢ ¢ a constante de Hubble. Aqui nés restabelecemos as unidades para estimarmos

(3.40)

a densidade critica, uma vez que conhecemos o valor atual de H. Hoje esta densidade é da
ordem de 10726kgm~3. Definimos agora o parametro de densidade € de cada constituinte

como sendo

Q=" (3.41)
Pe

onde o indice 7 indica os diversos constituintes. A partir da equacao de Friedmann e da

definicao de parametro de densidade podemos escrever:
a*(Qor — 1) =k, (3.42)

com

Ptot
Qtot = .

c

Esta relacao permite-nos concluir que se k& = 0 implica que, pit = p. € a geometria do
universo € plana, se pir < pe entao, 4, < 1 e consequentemente k£ < 0 e assim o universo é

fechado, finalmente se piot > p. temos, €2 > 1 e assim £ > 0 e o universo é aberto.
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3.4.2 Parametro de desaceleracao

Define-se como parametro de desaceleracao ¢ a quantidade dada por,

ad

e utilizada para avaliar a taxa de expansao do universo. A mesma é definida com um sinal
negativo, para obtermos uma quantidade ¢ positiva, pois esperava-se que o universo seguiria
sua evolugao com uma taxa g decrescente, ou seja, o universo deveria estar em um processo

de desaceleragao em sua expansao.

Utilizando-se a equacao de Friedmann e a equacao da aceleragao, e considerando k£ = 0,
reescrevemos o parametro de desaceleracao para um universo espacialmente plano como:
1 3p
1= 5 + 2,
onde p e p representam a pressao total e a densidade de energia total dos constituintes do

universo.

3.5 Problemas com o Modelo Padrao e a Solugao Inflacionaria

Embora o modelo cosmoldgico padrao tenha méritos inquestionaveis em suas previsoes, exis-
tem algumas questoes, fruto de observacgoes, que nao podem ser respondidas ou resolvidas
com este, a citar:

1)PROBLEMA DO HORIZONTE: o fato é que a radiagao césmica de fundo, observada de
diferentes regioes, é altamente homogénea e isotropica. Mas o que é paradoxal dentro do
contexto do modelo cosmolégico padrao é que, no entanto, o horizonte de particula (distancia
que a luz percorre desde o inicio do universo até um tempo t) era muito pequeno no inicio

do universo, e assim, estas regioes que hoje observamos altamente homogéneas, nao teriam
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condicoes de terem algum contato causal no passado, antes da época em que a radiagao se
desacoplou da matéria e deu origem a radiacao césmica de fundo. Portanto nao ha como
explicar como regioes desconectadas causalmente no inicio do universo, evoluiram de forma
a se tornarem hoje, homogéneas e isotrépicas.

2)PROBLEMA DA PLANURA: as estimativas atuais para o parametro de densidade é
ot = 1, ou seja, a densidade de energia do universo estd muito préxima da densidade
critica e a geometria do universo é aproximadamente plana. Mas esta é uma solugao muito
particular da equagao de Friedmann, pois o parametro de densidade é uma funcao do tempo
e se 0 universo iniciou com {2 um pouco maior que a unidade este tende a crescer sempre, tor-
nando o universo aberto. Por outro lado, se o universo iniciou com €2 menor que a unidade,
este tende a decrescer mais, dito de outra forma, a solugao {2 ~ 1 representa uma condicao
de equilibrio instavel e para obté-la necessitamos de um ajuste com precisao da ordem de

10° no parametro de Hubble.

Existem outros problemas do modelo padrao, como dos monopdlos magnéticos, da co-
incidéncia das condigoes iniciais, entre outros que sao discutidos intensamente na literatura,

entdo, para uma discusdo mais detalhada ver [26].

3.5.1 A solugao inflacionaria

O chamado modelo do universo inflacionario, foi proposto por Alan Guth em 1981 como uma
possivel solugao para os problemas apresentados pelo modelo padrao. O regime inflacionario,
que é caracterizado por um periodo de curta duracao no qual o universo sofre uma violenta
expansao acelerada, inicia-se apds a era de Planck (¢ ~ h/mc?), onde assumimos que as
equacoes da relatividade geral sao validas. Devemos explicar como o universo pode sofrer
um regime de aceleragao. Uma primeira alternativa seria atribuir este papel a constante

cosmoldgica, assim ela seria o constituinte responsavel pelo mecanismo da inflagao. De
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acordo com a equagao (3.32) se 2A > p+ 3p, o universo expande-se em um regime acelerado.
Desta forma podemos encontrar a solugao da equacao de Friedmann, assumindo que no inicio
a densidade de energia da matéria é desprezivel (universo dominado pela energia do vacuo) e
o fator de escala cresce rapidamente de forma a desprezarmos o termo k/a* em (3.30), entao
temos:

a(t) ~ W/t (3.44)

Esta é conhecida como solugao de DeSitter e descreve um universo que expande-se de forma
acelerada para sempre. Obviamente, essa é uma caracteristica indesejavel para um modelo
cosmoldgico realista, entao procura-se algum mecanismo para encerrar a era inflacionaria
em algum momento. Para este objetivo, é utilizado em modelos inflacionarios vigentes
as propriedades e caracteristicas dos campos escalares, com um potencial conveniente que
garanta a duracao correta da era inflaciondria. Um campo escalar nao massivo ¢ em um

espaco-tempo curvo possui a seguinte acao:

5= [ (50000 ~ V() ad's. (3.45)

O potencial tipico V(¢) é do tipo exponencial ou V(¢) ~ ¢*, nao podendo portanto, ser
identificado como um termo de massa. Para uma discussdo completa ver por exemplo [1].
Variando-se a acao em relacao a ¢, obtemos a equagao de movimento para o campo escalar:
. AV

+3H)+ — =

6 8HG+ 0

onde levamos em conta a métrica de RW, que pelo fato de descrever um universo homogéneo

0, (3.46)

e isotrépico, implica que o campo é uma fun¢ao unicamente do tempo. Agora variando-se a

acao em relacao a g, obtemos o tensor de energia-momento para o campo,
1
T = 9"60"6 — g (50000"6 — V (9)). (3.47)

Calculamos agora, a partir de (3.47), as componentes diagonais do tensor de energia-momento,

e as identificamos com os termos de pressao e densidade de energia de um fluido perfeito em
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um referencial comével, assim temos:

p=5F+ V() (3.48)
p=45# V(o). (3.49)

Utilizando-se a conservagao do tensor de energia-momento (2.21), temos a equagao de balango

para a densidade de energia do campo:
p+3H(p+p) =0. (3.50)

Note que podemos obter a equacao de movimento do campo escalar (3.46), substituindo-se

(3.48) e (3.49) na equacao de balango (3.50).

Em cosmologia o campo escalar assume o papel do campo responsavel por gerar o
regime inflaciondrio e passa a ser conhecido como inflaton. Vemos pela equagao (3.32) que
desprezando-se a constante cosmolégica, podemos obter um regime com aceleragao positiva
se p = —p, e percebemos a partir de (3.48) e (3.49) que esta condigao é alcangada desde que
o termo cinético possa ser desprezado em relacao ao termo potencial. Esta condicao, em que

. ~ ’ , . : ~ «, 2
a variacao temporal do campo escalar é lenta, é conhecida como aproximacao “slow-roll”.

Esta condicao é satisfeita se o potencial verificar a seguinte propriedade,

e = W/

1. 3.51
5 < (3.51)

Para verificarmos esta relagao basta derivar H e obter

. . 2
] a
H:__(J.
a a
Assim para um regime acelerado, impomos,

a+u>=%>>0,
a

agora dividindo por H? e rearranjando os termos temos,

H
—p << 1. (3.52)
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Como V(¢) >> ¢2, pois o termo cinético é desprezado, entéo dV/dg >> ¢ assim a equacio
de Friedmann (3.30) e a equagao para o inflaton (3.46) tornam-se respectivamente,

H? = %V(gb) e 3H¢=—dV/de. (3.53)

Derivando a primeira equagao (3.53), em relagdo ao tempo, obtemos

dV/d)¢

-
H = = (3.54)

entdo substituindo-se (3.53) e (3.54) em (3.52) obtemos a condigao (3.51).

Quando a condi¢ao (3.51) ¢ satisfeita, o potencial varia lentamente [25], mantendo,
desta forma, o termo cinético desprezivel enquanto o inflaton evolui temporalmente a partir
de um estado de falso vdcuo, onde o seu valor esperado é nulo, para um estado minimo
de potencial. Entao, inicialmente o universo ¢ dominado pelo inflaton, que inicialmente se
encontra no estado de falso vacuo, onde p = —p = —V{, quando entao ocorre uma transi¢ao
de fase e o inflaton assim atinge o estado de vacuo verdadeiro, encerrando a fase inflacionaria
quando € ~ 1. A expansao acelerada resfria o universo, mas ao atingir o minimo potencial
a energia cinética nao é mais desprezivel, e o termo de amortecimento na equacao (3.46) faz
com que o inflaton sofra oscilacoes amortecidas, perdendo energia, reaquecendo o universo.

A partir de entdao o modelo padrao volta a ser a descri¢ao correta do universo.

O cenario do universo inflacionario resolve os principais problemas do modelo padrao,

vejamos como:

— PROBLEMA DA PLANURA: reescrevendo a equagao (3.42) como,

L

(3.55)

notamos que devida a inflagao, o fator de escala expande-se a uma taxa muito grande, sendo

assim o lado direito de (3.55) tende rapidamente a zero e com isso {2 — 1.
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—PROBLEMA DO HORIZONTE: em um espaco-tempo definido pela métrica de RW

com k = 0, a distancia percorrida pela luz do inicio do universo até um tempo t é:

dzqofgg% (3.56)

esta equacao define as regides que podem estar em contato causal. Para a luz temos que
ds = 0, com isso, a métrica de RW, torna-se, 0 = dt* — a*(t)dr?, vemos entdo que a equacao
(3.56) pode ser reescrita como

T

dzdﬂ/dﬂ

0
Entao regioes observadas hoje, que aparentemente nao estavam em contato causal, na ver-
dade estavam causalmente conectadas, mas devido a rapida expansao acelerada do universo,
estas ultrapassaram seu horizonte, pois a(t) cresce de forma exponencial, estas regides foram

esticadas com a expansao acelerada, para além de seus horizontes.

Na literatura, discute-se outros problemas resolvidos pelo modelo inflacionario, como o

problema dos monopdlos magnéticos entre outros. Para uma maior discusao ver [26].

3.5.2 A presente aceleracao do universo e a energia escura

Dentro do contexto do modelo cosmolégico padrao, acreditava-se que o atual estagio do
universo seria dominado por matéria diluida, com p = 0. Embora hoje sabemos da existéncia
de um tipo de matéria nao interagente com a radiagao, conhecida como matéria escura,
e sendo que mais de um quarto da constituicao do universo atual é dominado por esta
componente, introduzi-la no modelo padrao nao representa grandes dificuldades. Evidéncias
da existéncia da matéria escura sao sugeridas, por exemplo, nas formas das curvas de rotagao
das galdxias e na nao homogeneidade da radiacao césmica de fundo. A maior parte da
matéria escura estd na forma de matéria nao barionica de natureza ainda desconhecida.

Mas em termos da dinamica do universo, o fato é que mesmo de natureza desconhecida,
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a matéria escura pode ser equacionada como um fluido perfeito de pressao nula, e assim o

modelo padrao nao exigiria grandes alteragoes.

Este cenario teve de ser modificado, quando observagoes recentes das supernovas Tipo-
Ia (SNIa), somadas a outras observacoes como a medida da anisotropia da radiagdo césmica
de fundo, indicaram que o universo atual encontra-se em um regime de expansao acelerada.
Estudos das supernovas indicam que a velocidade de recessao destes objetos distantes sao
menores do que a velocidade que deveriam ter utilizando-se a lei de Hubble. De fato, se o
universo desacelera-se em sua expansao, e a lei de Hubble admite uma expansao constante,
¢é esperado que a taxa de expansao de objetos distantes sejam maiores que a prevista pela
lei de Hubble. Mas como verifica-se justamente o oposto, isto sugere que no passado (estas
supernovas estao muito distantes, o que significa que estamos observando eventos que ocor-
reram em um passado remoto) o universo estava se expandindo mais lentamente e portanto
o universo, hoje, deve estar acelerando. Para uma discussao mais detalhada dos resultados

das supernovas ver [2].

Considerando a equacgao (3.32) sem constante cosmoldgica, notamos que esta acelerac¢ao
deve ser provocada por um constituinte com pressao negativa, que satisfaca a condicao,
p < —%p. O constituinte com essa propriedade é conhecido na literatura como energia
escura, assim chamado pois este nao interage diretamente com a matéria, apenas com o
campo gravitacional e com ele mesmo. Medidas das flutuacoes de temperatura presentes na
radiagao cosmica de fundo [27], indicam que o parametro de densidade total do universo é
Ot ~ 1, e a contribuicao da matéria barionica, radiacao e matéria escura, nao passam de 0,28
do total, ou seja, Qnat +2rag+ Qam ~ 0, 28, indicando que Qener.eseura ~ 0, 72. Além do mais,
estes estudos indicam que o universo passou de um regime desacelerado para o atual regime
acelerado quando z ~ 0,46 e o parametro de desaceleragao hoje do universo é ¢ < —0,4 [28].
Assim hoje a energia escura é o constituinte dominante no universo. A natureza da energia

escura ainda é desconhecida, embora muitas possibilidades sao exploradas na literatura,
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como a cosmologia de branas [29], os taquions da teoria de cordas, equagoes de estados
exOticas como o gas de Chaplygin, entre outras. Os modelos mais explorados atualmente
sao sem divida os que empregam a dinamica dos campos escalares com potenciais adequados,
idéia emprestada de modelos inflacionarios, sao algumas vezes denominados de quintesséncia,
fazendo-se alusao ao quinto elemento da filosofia vigente na Grécia antiga. Vejamos agora
de forma muito breve os principais modelos para a energia escura encontrados na literatura,

principalmente aqueles que invocam o conceito de campo escalar.

3.5.3 A constante cosmoldgica

Um possivel candidato natural a descrever a energia escura é a constante cosmoldgica, pois
conforme visto na equagao (3.32), uma constante cosmoldgica com valor positivo pode levar
o universo a acelerar, desde que,

2N > p+ 3p,

para termos @ > 0. O modelo cosmologico que faz uso das propriedades da constante

cosmoldgica é chamado de modelo ACDM.

A dificuldade estd em uma interpretacao coerente para a constante cosmologica. Uma
possibilidade bastante explorada na literatura é interpretar a constante cosmoldgica como
uma quantidade associada a densidade de energia do vacuo, assim neste contexto o universo
estaria preenchido com a energia de vacuo dos diversos campos. O problema é que neste
caso, a energia de vacuo calculada a partir da fisica de particulas difere muito do valor
observacional de A, levando assim a um conflito com a fisica de particulas. Mesmo com
dificuldades em buscar um sentido fisico para a constante cosmoldgica, este modelo oferece
um 6timo ajuste com os dados obtidos das supernovas SNIa. No capitulo 5, voltaremos a

este ponto.
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3.5.4 A quintesséncia

Alguns problemas foram encontrados em admitir-se que a densidade de energia escura per-
maneceu constante ao longo da evolucao do universo. Estes problemas estao relacionados ao
ajuste fino necessario nas condigoes iniciais do universo, para compatibilizar o modelo com a
constante cosmolégica aos dados observacionais. Com o objetivo de resolver este problema,
apela-se a dinamica dos campos escalares para simular os efeitos da energia escura, idéia
emprestada da cosmologia inflaciondria. Assim a quintesséncia é um campo escalar, usual-
mente acoplado minimamente ao campo gravitacional, e variavel no tempo. Sua densidade

de lagrangiana é dada por uma equagao analoga a obtida de (3.45), ou seja,
1
L= 5@@8“@ - V(®),

onde ® é o campo escalar relacionado com a energia escura e V(®) é o potencial de interacao
deste campo. Temos, de forma analoga ao visto anteriormente, as densidades de energia e

pressao para este campo, respectivamente,

1. 1.
p= 5@2 + V (D), p= 5@2 — V().

Destas equagoes escrevemos, .
w=bt _32¥-V(©®
P iP24+ V(D)

Note que temos agora uma equacao barotropica de estado nao necessariamente constante,

(3.57)

com indice barotrépico podendo variar entre,
-1l <w<1,

conforme (3.57). Note que podemos escrever (3.32), utilizando a equacdo barotrépica de

estado, como

a 1
—=—=p(1+3 3.58
© = —2p(1+30), (359)
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assim para termos um regime de aceleragao positiva, devemos ter,

- 1
w< —z.
3

Vemos pela equagdo de movimento para um campo escalar, dada pela equagao (3.46),
que a dinamica do campo depende da forma do potencial, e este é escolhido de tal forma que
o campo evolua para o minimo do potencial, de forma muito lenta, ou seja ® ~ 0, e deste
modo, w tende lentamente a —1, e quando isto ocorre, temos o comportamento do campo

similar a constante cosmoldgica.

3.5.5 A K-Esséncia e o campo fantasma (Phantom Dark Energy)

O modelo ACDM da origem ao chamado problema da coincidéncia, ou seja, sabemos que a
transicao da era desacelerada dominada pela matéria, para a atual era acelerada dominada
pela energia escura, ocorreu recentemente dentro da escala césmica, z ~ 0,45. Nos primérdios
do universo a densidade de energia escura era desprezivel em comparagao com a matéria, e
a agora a situacao inverteu-se. Verifica-se que os valores de €2,,.; € €25, sao muito préximos
em comparagao as escalas usuais de energia presentes no nosso universo. Estes valores que
estao proximos hoje (z ~ 0), exigem um ajuste muito fino nos valores iniciais das densidades

de energia da constante cosmoldgica e da matéria, para tal transicao ocorrer em z ~ 0, 45.

Neste contexto os modelos de K-Fsséncia surgem como uma alternativa para a resolugao
do problema da coincidéncia. De fato, pode-se mostrar que a K-Fsséncia atua como um
atrator dinamico, no sentido de que quaisquer conjuntos de condicoes iniciais levam-nos aos
mesmos valores atuais para as densidades. Temos assim uma alternativa para a solucao do

problema da coincidéncia [30].
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A K-Esséncia é¢ um campo escalar ¢, cuja dinamica é obtida de lagrangianas da forma [30],
1
£ = V(O)F(50,60"6).

De tal densidade de lagrangiana, podemos calcular a densidade de energia e pressao para

a K-Esséncia, através do tensor de energia momento, e mostrar que o indice barotrépico é

dado por
B F
YT OXFy — F
onde
dF’ 1
- - = "
Fx X X 28“¢8 .

Assim a razao entre a pressao e a densidade de energia depende do potencial V(¢) e da

forma da fungao F(X).[30]

Existem indicios observacionais que sugerem que o indice barotrépico w para a energia
escura pode estar a um valor abaixo de —1 [6, 31]. Campos que descrevem a energia escura
com essa caracteristica sao chamados de campos fantasmas. Assim podemos pensa-lo como
um caso particular de quintesséncia onde w < —1. Um fato indesejavel é que uma equacao de
estado com indice barotrépico constante e menor que —1 leva-nos, de acordo com a equagao
(3.35), a uma densidade de energia crescente com a expansao do universo. Podemos utilizar
novamente um campo escalar para modelar o campo fantasma, utilizando uma densidade de

lagrangiana da forma,
1
L = ~50,00"6 — V(0).
Esta densidade leva-nos a um indice barotrépico da forma,

TtV

2 V()

.2 /7 .
onde observamos que para o caso em que V(¢) > %, temos o indice w menor que —1.



CAPITULO 4

Modelos com campos fermidonicos

4.1 Introducgao

A procura por constituintes que possam ser responsaveis pelos periodos de aceleragao do uni-
verso é um toépico fundamental em cosmologia. Como ja mencionamos, muitos candidatos
tém sido testados para tentar descrever o periodo inflacionério e o atual estagio de aceleracao
de nosso universo. Uma possibilidade é considerar campos fermionicos como fontes gravita-
cionais em um universo em expansao. Estes campos tém sido investigados com o intuito de
promover regimes de anisotropia para isotropia, solugoes livres de singularidades e cenarios

de cosmologias ciclicas.

Em nosso trabalho, utilizamos a dinamica dos férmions para estabelecermos um modelo
cosmoldgico que descreva as propriedades observadas do universo ao que se refere aos periodos
acelerados, (inflagdo e era da energia escura), e suas transigoes. Com este propdésito, temos

que introduzir a dinamica de campos fermionicos dentro da gravitagao, assim, a conexao entre

40
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a relatividade geral e a equacao de Dirac é realizada através do formalismo das tetradas.
A interacao entre os constituintes serd realizada via a presenca de um termo de pressao
dindmica no tensor de energia-momento. Também consideramos um potencial de auto-
interacao para o campo fermionico e assim verificamos que a fonte fermidnica pode ser
responsavel pelos diferentes regimes de aceleragao apresentados em nosso universo. Num
universo jovem, o férmion produz uma rapida expansao que dura até que a densidade de
energia da matéria ultrapasse a do férmion. Desta forma, o férmion atua como o inflaton,
em seguida o periodo de aceleragao termina e uma fase desacelerada dominada pela matéria
surge. Depois novamente, o campo fermionico volta a predominar e temos entao uma nova
fase acelerada, e neste caso o férmion faz o papel da energia escura, sem a necessidade da

constante cosmoldgica ou campo escalar.

Neste e nos capitulos seguintes, consideramos um campo fermionico cldssico. Devemos
entender por um campo fermionico cldssico um conjunto de quatro niimeros complexos de-
pendentes do tempo e que se transformam de acordo com a representacao espinorial do grupo
de Lorentz. Em teorias quanticas de campos, os espinores formam um conjunto de quatro
operadores que anti-comutam, para satisfazer o principio de exclusao de Pauli. No contexto
semi-classico, o campo fermionico esta associado ao valor esperado destes operadores em um
estado apropriado, com isto, sao tidos como nimeros complexos e nao variaveis Grassmani-

anas, para maiores detalhes ver|[8][9][10].

4.2 Equacoes de Dirac no espacgo-tempo curvo

As teorias de campos sao fundamentadas nos principios da relatividade especial e da mecanica

quantica. Sendo assim os campos se transformam de um sistema de referéncia inercial para
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outro sistema inercial de acordo com as seguintes representacoes do grupo de Lorentz:

¢'(2') = ¢(z), (4.1)
AM(z') = A AY (), (4.2)
T (2') = AEAYT (), (4.3)

onde AY sao as matrizes de Lorentz, que conectam diferentes eventos observados a partir de

referenciais inerciais distintos.

A equagao (4.1) é a lei de transformagdo de um campo escalar ¢(z), a equagao (4.2)
representa a lei de transformagao de um campo vetorial e, finalmente, a equagao (4.3) mostra-
nos como as componentes de um campo tensorial 7+ se transformam. Estes campos podem
ser estudados no contexto de um espago-tempo curvo, ou seja, podemos estuda-los na pre-
senca de um campo gravitacional, para isto basta usarmos o principio da covariancia Geral,

PCG, para implementarmos o PE no sistema fisico, assim usamos as seguintes prescricoes:

a) Substituimos o tensor métrico de Minkowski 7, pelo tensor métrico geral g, ou

S€Ja, Muv — Guuv,

b) O grupo de Lorentz (GL) passa a ser substituido pelo grupo TGC, ou seja, A# — g%,
onde £ representa as coordenadas do referencial inercial local e 2* as coordenadas do sistema

nao inercial.

c¢) Substituimos as derivadas ordinérias por derivadas covariantes. O GL, além das
representagoes citadas, admite a chamada representagao espinorial [19], um espinor ¢ (z) se

transforma de acordo com a lei:

) — ea:p[%)\aba“b]w, (4.4)

b

onde Ay, s20 0s parametros da transformagao de Lorentz (velocidades) e 0% sdo os geradores
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da representacao espinorial do GL, definidos como,

o 7

- =7l “7. (4.5)

Os colchetes significam o comutador entre as grandezas e v* sao matrizes 4x4 que satisfazem

a chamada algebra de Clifford, ou seja,
{72 ="+ =2 (4.6)

Na representagao de Pauli-Dirac estas matrizes possuem a seguinte forma:

10 0 0 0 0 0 1
., |01 0 o ) 0 0 1 0 W
T 0 21 0|0 T T o 210 0l '
00 0 -1 1 0 0 0
0 0 0 —i 0 01 0
, 0 0 i 0 , 0 0 0 -1
v = , = , (4.8)
0 i 0 0 100 0
—i 0 0 0 0 1.0 0
e finalmente,
0 0 -1 0
. 0 0 0 -1
N = , (4.9)

0 -1 0 0
com 7% = —iy/—17°v19%43, onde n é o determinante da matriz de Minkowski 7).

A equag@o de movimento do espinor ¥(x), é a equagao de Dirac, e a mesma pode ser
derivada, dentro do contexto da RE, através das propriedades de transformagcao dos espinores
sob o grupo de Lorentz [19]. Nao podemos aplicar diretamente o PCG para obtermos a
equacao de Dirac no espaco-tempo curvo, pois o grupo TGC nao admite a representacao

espinorial, ou seja, um espinor transforma-se como um escalar por TGC.
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Em vista deste problema, utiliza-se o formalismo das tetradas para estudar férmions em
um espaco-tempo curvo. A idéia é que de acordo com o PE, podemos associar a cada ponto
do espaco-tempo um conjunto de coordenadas £ localmente inercial e com isto teremos
neste ponto o tensor métrico como sendo igual a 7,,. Estes referenciais inerciais conectam-se

com g, através das relagoes;

Gy = €€y, (4.10)
onde
8 a
et = 8—5“, 0=01.23 (4.11)
xXr

é chamada de tetrada ou “vierbein”. Aqui estamos utilizando indices em latim para designar
componentes no referencial local e em grego para o referencial nao inercial. Sob TGC, uma

tetrada se transforma como um vetor covariante,

Jx¥
en(z) = S (4.12)

Sob uma transformagao de Lorentz,
a __ Aa b
e = Ape,, (4.13)
como um vetor contravariante. Contraindo-se um quadri-vetor A, com a tetrada,

A, = el'A,, (4.14)

obtemos uma grandeza que se transforma como uma colecao de 4 escalares sob TGC, e
como um quadri-vetor sob transformagoes de Lorentz. Deste modo, podemos transformar
tensores gerais em tensores locais de Lorentz com a ajuda das tetradas, transferindo assim

a dependéncia do espago-tempo para as tetradas.

A equacao de Dirac pode ser englobada no contexto de um espago-tempo curvo, ou
seja, podemos analisar a dinamica de espinores na presenca de um campo gravitacional

utilizando as tetradas como graus de liberdade gravitacionais. Assim escrevemos os espinores
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no referencial inercial local, e via tetradas estudamos seu comportamento na presenca do

campo gravitacional [11, 20].

Partindo da lagrangiana de Dirac no espaco-tempo de Minkowski;

Lo = L0t — a0} — mibp — V. (1.15)

Conforme comentamos na introducao, os espinores sao tratados como campos classicos que
comutam [8]. Na lagrangiana, m é a massa do férmion, 1) = )77 denota o espinor adjunto,
e o termo V descreve a densidade do potencial de auto-interacao do campo fermionico que é
uma funcao exclusiva de 1 e ¥. Impondo a invariancia pela transformacéo de Lorentz local,
ou seja:

v = eapl o™ (@)W, (4.16)
onde agora os geradores dependem da posicao espacgo-temporal, com
ot = %[F“, ], (4.17)
ondel'*e sao as novas matrizes de Dirac definidas como:
T = ela®, (4.18)
que generalizam a algebra de Clifford,
{T*, T} = 29, (4.19)

A imposi¢ao da invariancia da lagrangiana nos leva a definir novas derivadas, ou seja,
derivadas covariantes, como usualmente ocorre em teorias de gauge [19]. Dito de outra
forma, podemos escrever, nestas condigoes, um espinor na presenca de um espago tempo-
curvo usando um principio de gauge. Para preservar a invariancia por transformagoes locais,
substituimos as derivadas ordinarias da teoria de campos correspondente, pelas respectivas

derivadas covariantes, e assim ganhamos nesta imposi¢ao de invariancia um campo de gauge
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acoplado[19]. Assim, um espinor tem suas derivadas ordindrias substituidas pelas seguintes

derivadas covariantes,

l
D“w = 8“’¢1 — szbgabw

- -
Dy = D1 + Zwubwaab.

wfjb sao as conexoes dos referenciais locais, e podem ser obtidas a partir do conhecido postu-

lado das tetradas[16], ou seja,
ap __ a, a, ab B __
D,e™ = de™ + 1" ,e™ + wy e, = 0.
Desta equacao obtemos,
ab __ _pv_a b
w, = g"e Ve
Levando estas expressoes nas defini¢oes de derivada covariante, obtemos apds algumas ma-

nipulagoes as seguintes equacoes,

(9“1/1 - Duw = 8p - Quwa (4-20)
0yt — Db = duih + S, (4.21)
onde 2, é a conexao de spin definida como [7, 20]:
1 v v log
0 = ~ 1000 (T — c§ (D)) (4.22)

Assim, a generalizagao covariante da lagrangiana de Dirac torna-se:
i - _ _
Lo = {dT" Dy — (D))"} — mipyp — V. (4.23)

Agora podemos escrever a acao de Dirac no espacgo-tempo curvo com o objetivo de obter a

equacao de movimento e o tensor de energia-momento. A acao torna-se:

S = / J=9Lpd'z, (4.24)

e variando a acao com respeito a 1) e 1, obtemos respectivamente,
av

TP Dyap — miap — w0 (4.25)
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iD, T 4+ map + Z—Z = 0. (4.26)

As equagoes (4.25) e (4.26) representam a equagao de Dirac e a sua equagdo adjunta,
acopladas ao campo gravitacional. Agora variando a equagao (4.24) em relacdo ao campo

de tetradas, obtemos
a Z Ia Ia
T = —eape,Lp + eaug{ﬂw Dy — Dy}

Para a deducao da equagao acima usamos a definigao do tensor de energia-momento

€ap O
T, =—%& elp),
I e an( D)
e as seguintes relacoes
de = 665(562), 562 = —6262(565)

a b b
Guw = 6;161177&17 = €ubCy,

onde e é o determinante do campo de tetradas. Apds a simetrizacao, o tensor de energia-

momento para o campo fermionico se reduz a:

TP = LQIDAD"y 4 T D'y — DTy — DHIT) — gL, (4.27)

4.3 Equacoes de campo para o modelo

As equagoes de campo sao obtidas da acao completa do sistema ou seja,

S(g9.¢,¢) = / V—=gLrd'z, (4.28)
onde L7 é a densidade de lagrangiana total do sistema dada pela soma,

,CT:,CD—I-,Cm—I-,Cg.



CAPITULO 4. MODELOS COM CAMPOS FERMIONICOS 48

Na equacao acima Lp é a lagrangiana de Dirac, £,, é a lagrangiana do campo de matéria, e
L, = R/2 é a lagrangiana do campo gravitacional. A variacao da equagao (4.28) em relacao
aos espinores conforme ja vimos, nos leva as equagoes de Dirac, agora, variando a agao total
em relacao a g,,,, conforme o que discutimos no capitulo dois, temos as equagoes de Einstein,

1
R,ul/ — §QW,R = Tl“”

com

TH = TH 4 TH

ou seja, o tensor de energia-momento total é a soma da contribuicao da matéria e do férmion.

Vamos utilizar a métrica de RW espacialmente plana para descrever o universo ho-

mogeéneo e isotropico, assim:
ds® = dt* — a(t)*(dx® + dy* + dz?). (4.29)
Neste cendrio o tensor de energia-momento total (composto pelo campo fermionico e de
matéria) é:
TV = diag(p, —p — @, —p — @, —p — @), (4.30)

onde a quantidade w é a pressao dinamica que é relacionada a processos dissipativos durante
a evolucao do universo e que representa um processo irreversivel de transferéncia de energia
entre a matéria e o campo gravitacional [32]. A densidade de energia total e a pressao sdo a

soma correspondente aos termos fermionico e da matéria, isto é,

p=ps+pm

P =Df + DPm-

A partir da lei de conservacao do tensor de energia-momento

v, T" =0,
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e usando-se (4.30) e (4.29), segue a equagao de evolucdo da densidade total de energia,
p+3H(p+p—+w) =0. (4.31)

Das equagoes de campo de Einstein obtemos a equacao de Friedmann e da aceleracao, assim

temos, respectivamente:

1 a1
H? = 2p, L= _Z(p+3p+3w). (4.32)
a 6

Para a métrica de RW, calculamos as componentes das tetradas, obtendo-se:
el =0o, el'=—=0" (4.33)

As matrizes de Dirac tornam-se:

) 1 .
PO — ,}/0’ It = m,}/l’ P5 = —4 /_gFOF1F2P3 — ,}/5’ (434)

e as conexoes de spin calculadas a partir de (4.22), ficam:

Para um universo homogéneo e isotrépico, o campo fermionico é uma funcao exclu-

sivamente do tempo, assim a equagao de Dirac (4.25) e a sua adjunta (4.26), tornam-se

respectivamente:
¢+§Hw+im °w+z'°d—v—o (4.36)
2 f}/ f}/ d'lZ - N
= 3 - av
SH —i 0 _—~%=0. :
P+ 5 U — imabry zdwv 0 (4.37)

As componentes nao nulas do tensor de energia-momento para os férmions, onde utilizamos

(4.27), (4.34) (4.36) e (4.37) sdo, (Ver apéndice A)

(Ty)g = m(vy) +V, (4.38)
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(Trh =Ty =(Tp)5=V——3 — 5. (4.39)
Podemos identificar as componentes do tensor de energia-momento dos férmions com um
fluido perfeito,
(Ty)y = diag(pgs, —ps, —ps: —Ds),
com isto obtemos, utilizando-se (4.36), (4.37), (4.38) e (4.39), ap6s algumas manipulagoes a

lei de conservagao para a densidade de energia do campo fermionico
ps+3H(ps +ps) = 0. (4.40)

Levando-se em conta (4.31) e (4.40), vemos que a equagao de evolugao do campo fermiénico

se desacopla da equacao da densidade de energia do campo de matéria,
Pm + 3H(pm + pm) = —3Hw, (4.41)

e o termo —3Hw pode ser interpretado como a taxa de producao da densidade de energia
do campo de matéria. A pressao dinamica estd associada a viscosidade volumétrica de um
fluido, e esta esta associada a processos irreversiveis que ocorrem em fluidos em expansao
ou contragao fora do equilibrio. A viscosidade é o tinico processo irreversivel possivel numa
métrica de RW [33], e importante em cosmologia, pois simula a interagao entre os constitu-

intes e a producao de particulas, que por sua vez sao processos irreversiveis.

De acordo com a teoria termodinamica de segunda-ordem, a pressao dinamica w(t)

obedece uma equagao de evolugao [33], escrita como:
Tw +w = —3nH, (4.42)

onde 7 é o tempo caracteristico e n é o coeficiente de viscosidade volumétrica, que caracteriza

o fluido.
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4.4 Solucgoes cosmoldgicas

Para obtermos as solucoes cosmoldgicas do modelo, temos que especificar a densidade de
potencial (simplesmente potencial) de auto-intera¢ao V. De acordo com o teorema de Pauli-
Fiertz [34], V é uma funcio exclusiva do invariante escalar (¢1/)? e do invariante pseudo-

escalar (i1y°1)%. Assim analisaremos, o potencial de auto-interacao da forma:

V = A[B1(U)? + Ba(iy*y)?]", (4.43)

onde A\ é a constante de acoplamento e n é um expoente constante. NoOs verificamos trés
casos, (i) #1 = 1 e B =0, onde V' é uma fun¢ao unicamente do invariante escalar; (ii) 5, = 0
e 2 = 1, onde V é uma funcao exclusiva do invariante pseudoescalar, e (iii) f; = 2 = 1 na
qual V' é uma combinacao dos invariantes escalar e pseudoescalar. O conhecido potencial de

Nambu-Jona-Lasinio [35] é obtido, neste caso, quando n = 1.

A densidade de energia e pressao para os férmions em funcao dos invariantes pode ser

obtida a partir das componentes do tensor de energia- momento (4.38) e (4.39), entao,
pr = m() + A[Bi () + Ba(iny )", (4.44)
pr = (2n = DABI(0)? + Ba(ipy*)?]". (4.45)

De acordo com a equagao (4.45) os férmions podem ser classificados em fungao do
expoente n do potencial, assim para (n > 1/2) os férmions representam um campo de
matéria com pressao positiva (n > 1/2) um fluido com pressao nula (n = 1/2), para o caso
em que (n < 1/2) a pressao dos férmions é negativa podendo assim representar o inflaton

ou a energia escura.

Para férmions nao massivos, a pressao é conectada com a densidade de energia através

de uma equacao barotrépica de estado, ou seja, py = (2n — 1)p; e levando este fato na lei de



CAPITULO 4. MODELOS COM CAMPOS FERMIONICOS 52

conservagao (4.40), obtemos que py ~ 1/a®". Esta equagdo é andloga a que pode ser obtida
para o caso bosonico e para o caso de matéria barionica usual. Ver por exemplo [36]. Assim,
o comportamento para férmions nao massivos nao difere do comportamento de um campo de
matéria para (n > 1/2), e nao difere do caso bosonico para (n < 1/2). Para o caso massivo,
a equacao de estado nao se reduz simplesmente a uma equacgao barotrépica de estado. Este
fato pode ser constatado observando-se que a razao entre as equagoes (4.44) e (4.45) nao é
uma constante. Nos analisaremos a situagao em que o férmion possui uma massa nao nula,
pois esta é uma situacao distinta do caso bosonico, e como estamos interessados em regimes
acelerados, vamos verificar o caso em que o férmion se comporta como inflaton ou energia

escura, ou seja, n < 1/2.

Para o campo de matéria adotamos uma equagao barotréopica de estado, p,, = Wmpm
com indice barotrépico variando entre 0 < w,, < 1. O coeficiente de viscosidade n e o tempo
caracteristico 7 sdo associados a densidade de energia p através de n = ap e T = n/p, onde

« ¢ uma constante.

Entao, o sistema de equagoes a ser investigado para encontrarmos as solugoes cos-

moldgicas é constituido de sete equacoes diferenciais acopladas, estas sao:

(i) a equacao da aceleragao

(ii) a equacao de evolugao para a densidade de energia do campo de matéria

Pm + 3H(pm + ppm + @) = 0, (4.47)

(iii) a equag@o de evolugao para a pressao dinamica

Tw+w = —3nH, (4.48)
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(iv) a equacao de Dirac (4.36), em termos das componentes do espinor ¢ = (1)1, ¥, 13, 14) 7.

Podemos escrever esta equagao como,

W (1 (G
v | 3| v
o [ || |2t vl — el — vl
Wy (O —4
(1 V3
Y it + ol — ol —wlen | | v =0,
—3 -
—4 —o
onde usamos as seguintes abreviagoes:
ov ov
Vi= — Vi= ———. 4.49
o JOoEmE 49

Estas sao as equagoes que devemos resolver, que consistem num sistema de sete equacoes
diferenciais acopladas para os campos, a(t), pm(t), @(t), ¥1(t), ¥a(t), P¥3(t) e ¥y4(t). Vamos

analisar agora as solugoes estabelecendo um conjunto de parametros e de condic¢oes iniciais.

4.4.1 Regime acelerado-desacelerado-acelerado

Vamos primeiramente analisar o caso que corresponde a um universo jovem, onde o campo
fermionico simula o inflaton e a matéria é criada por processos irreversiveis através da pre-
senga da pressao dinamica. As condigoes iniciais foram escolhidas para ¢t = 0 (por ajuste de
relégios) sao:

a(0) =1, pn(0)=0, w(0) =0, (4.50)
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FIG. 4.1: Aceleracao d em fungao do tempo t. Ocorréncia de uma transi¢ao acelerado-desacelerado.

para o fator de escala, a densidade de energia da matéria e da pressao dinamica respectiva-

mente. Para as componentes do espinor escolhemos

¥1(0) = 0.014, 15(0) =1, 13(0) = 0.03, 4(0) = i. (4.51)

As condigoes iniciais assim escolhidas caracterizam qualitativamente a proporcao inicial en-
tre os constituintes na correspondente era, ou seja, no inicio da era inflacionaria o campo
fermionico predomina sobre o campo de matéria. Como a equagao (4.46) é de segunda ordem
temos, entdo, que especificar a condigao inicial para a(0). Esta condi¢ao segue da equagao

de Friedmann,

a(0) = a(O)\/ 'Of(o)g—pmm), (4.52)

com p;(0) dada por (4.44). A fim de obtermos as solugbes numéricas do nosso sistema de
equacoes diferenciais, precisamos ainda especificar o conjunto de parametros, A, (1, (2 e

n, para definir o potencial de auto-interacao e m, w,,, para especificar a massa do férmion e
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FIG. 4.2: Aceleracao ¢ em funcao do tempo para instantes posteriores a t > 50.

a equacgao barotropica de estado da matéria, p,, = wn,pm, € ainda a que estd conectado ao

termo de viscosidade, n = ap. Estes parametros foram escolhidos como,
A=01, Bi=p=1 w,=1/3, m=0.001, aoa=10 a=12 e n=0.3.

Estes parametros caracterizam um campo fermionico com pressao negativa, descrito por um
potencial de auto-interacao que depende dos invariantes escalar e pseudoescalar, e um campo

de matéria correspondente a radiagdo caracterizado pela escolha de w,, = 1/3.

Na figura 4.1 a aceleracao a é mostrada em funcao do tempo, para tempos iniciais, onde
consideramos dois diferentes valores de a« = 1,0 e « = 1,2 e, na figura 4.2, representamos o
mesmo grafico para instantes posteriores a t > 50. Nas figuras 4.3 e 4.4 temos o comporta-
mento para as densidades de energia do campo fermionico py e para a matéria p,, em fungao

do tempo.
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FIG. 4.3: Densidades de energia do férmion py e matéria p,, em termos do tempo t.

Podemos concluir destas figuras que existe um periodo onde o campo fermionico é
dominante e a matéria é criada a custa de um processo irreversivel de transferéncia de
energia entre o campo gravitacional e a matéria. Também notamos que o periodo com
aceleragao é seguido por uma era de desaceleragao dominada pelo campo de matéria. Devido
ao fato do potencial de auto-interacao tender para uma constante para grandes valores de
t, a energia do campo fermionico volta a superar a da matéria, e o universo retorna a uma
era de regime acelerado. Em contraste, em alguns modelos com campos bosonicos, temos
potenciais que tém a forma exponencial ou decaem com uma lei do inverso de poténcia,
nestes casos adiciona-se ao potencial um termo constante para o modelo retomar o regime
acelerado [37]. Aqui, o mesmo potencial de auto-interagao simula inicialmente o inflaton
e para grandes valores de ¢, o mesmo comporta-se como constante cosmoldgica e pode ser

identificado como energia escura.
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FIG. 4.4: Densidades de energia do férmion py e matéria p,,, para instantes posteriores ¢ > 20.

Nés podemos notar a partir dos gréficos que (i) para grandes valores do coeficiente «
a densidade de energia do campo fermionico decai mais rapidamente causando um longo
periodo acelerado e (ii) a densidade de energia do campo de matéria tem um crescimento

mais significativo, e isto conduz a um longo periodo de desaceleracao.

As mesmas conclusoes sao obtidas para um potencial que dependa unicamente do invari-
ante escalar (§; =1, [ = 0), ou do invariante pseudoescalar (5, =0, (2 =1). Em todos
os casos, existe uma forte dependéncia com o expoente n do potencial de auto-interacao, as-
sim, diferentes comportamentos podem ser obtidos como, universos com somente um periodo
de aceleracao ou universos iniciando-se com periodo desacelerado. Alguns destes casos sao

analisados na proxima subsecao.

E importante mencionar que o comportamento destes campos nao se restringe as condigoes

iniciais utilizadas ou no conjunto de parametros escolhidos, sendo que estes representam va-
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lores tipicos que descrevem qualitativamente os regimes investigados em cada caso, com

solugoes cosmoldgicas com clara interpretacao.

4.4.2 Regime desacelerado-acelerado

Vamos agora investigar um universo velho, dominado por matéria nao relativistica ou pé
(wm = 0), onde o campo fermiénico esta presente, mas com uma densidade de energia menor

em comparacao com a densidade de energia da matéria.

Nés consideramos as mesmas condigoes iniciais para a(0) e ¥4 (0) até 14(0) (por ajustes
de relégios) da subsegao anterior, mas para a densidade de energia da matéria consideramos
pm(0) = 2ps(0), assim o universo é dominado inicialmente pela matéria. Escolhemos os
mesmos valores para A, 31, (2, e n, mas modificamos os valores de «, usamos o = 0,1 e
0,05. Também consideramos o caso onde os processos irreversiveis estao ausentes durante a
evolucao do universo, para este caso a equagao para a pressao dinamica (4.48), é descartada
do sistema de equacoes. A aceleracao e densidade de energia em funcdo do tempo estao
representadas nas figuras 4.5, 4.6 e 4.7. Nés podemos observar a partir destas figuras que
existe uma transicao de um regime desacelerado, onde o universo é dominado pela matéria,
para um regime de pequena aceleragao onde o universo ¢ dominado pelo campo fermionico

que faz o papel de energia escura.

Quanto a importancia do papel dos processos irreversiveis neste regime, concluimos que
o campo fermionico nao é sensivel a variacao da constante a, mas o campo de matéria,
ao contrario, decai de forma mais lenta retardando assim o regime acelerado do universo.
Conclusoes andlogas sao obtidas com alteracao do potencial de auto-interacao, conforme

discutimos na subsecao anterior.
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FIG. 4.7: Densidades de energia p da matéria e do campo fermionico vs tempo t. Para t ~ 2,5 o

campo fermidnico passa a ser dominante.



CAPITULO 5

Férmions acoplados nao minimamente

5.1 Introducao

No capitulo anterior, mostramos que o campo fermionico pode ser responsavel pelos regimes
acelerados apresentados no universo, assim, este comporta-se como o inflaton nos seus
primoérdios, e como a energia escura na presente época. No presente capitulo, pretende-
mos seguir investigando as consequéncias cosmologicas dos campos fermionicos. Contudo,
vamos considerar agora que os férmions se acoplam nao minimamente ao campo gravitacio-
nal durante a evolucao do universo, ou seja, existe um termo de interacao direta do tipo
Ryn) na acdo do sistema. Faremos uma andlise andloga a realizada com campos escalares

existentes na literatura [38].

Assim, consideramos o universo descrito pela métrica de Robertson-Walker, espacial-
mente plana, com os seguintes constituintes: os férmions representando a energia escura e

campos de matéria (baridnica e escura), radiagdo e neutrinos, representados por equagoes

61
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barotrépicas de estado. Os campos de radiagao, neutrinos e matéria sao supostamente nao

interagentes.

Faremos um estudo do comportamento dos parametros de densidade e desaceleracgao,
bem como da distancia de lumunosidade. Todos estes parametros serao expressos em fungao
nao mais no dominio do tempo, mas em funcao do redshift. Compararemos os resultados

numéricos obtidos do modelo com dados experimentais apropriados, e também com o modelo

ACDM.

5.2 Equacoes de campo para o modelo

O nosso interesse é investigar a dinamica do universo, cujos constituintes sao os campos de
radiacao (fétons e neutrinos), matéria (barionica e escura) e energia escura representada pelo

campo fermionico. A acao para o modelo é,

§= [ VAL~ GUIR+ Ly + L+ L), (5.1)

onde L,, e L, denotam as densidades de lagrangiana da matéria e da radiacao respectiva-
mente, £ é a constante de acoplamento entre o campo espinorial e o escalar de curvatura
R. Finalmente, L ¢ a densidade de lagrangiana do férmion, que para o caso nao massivo ¢

dada por,
7

£f2

[T Dyt — (D)) T"4] — V. (5.2)

Nesta lagrangiana, V' (1, 1) representa o potencial de auto-interacdo do campo fermionico.

Variando a acao com relagao aos campos ¢ e 1, obtemos a equacgao de Dirac e a sua

adjunta, respectivamente, agora modificadas em relagao as equagoes (4.25) e (4.26) com
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m = 0, por um termo extra nas equacoes devido ao efeito do acoplamento nao minimo,

v ¢

o dV _
iD, YT + w + ng = 0. (5.4)

Vamos agora proceder as variagoes em relagao ao tensor métrico. Comecamos efetuando

a variacao em relagao a matéria e a radiacao, que fornece-nos,
1 m T v
5(Sn+ ) = 5 / (T 4+ T7,)\/—gdg™ d'z. (5.5)
Para L; obtemos, de forma andloga ao capitulo anterior,

5Sf = /{%['J}F(MDV) - D(MZFV)W - guuﬁf}\/__gégldell" (56)

Agora, a variagdo da acao para o setor gravitacional, e para o termo associado ao

acoplamento nao minimo, resulta em
1 _
5 [ d'e [ = €v)s(v/=gg" Ro)] = (5.7)

5 [ 2l — €010 Ruu(V=5) + (1 — E00)V =GR+

_ - 1
(1~ €00 =g0 SRy = 5 [ A1~ E50)(~ 50 R)0 +

(1 - &zw)RW(SQW + gHV(;R“V —5@??9“”53;“/]\/—— =
—_———

=0
= 5 [ VT = €00) (R — 500 RIS — E509" 6 R,

O termo que falta calcular a variacao, ou seja §@wg“”5R“,,, resulta em (ver apéndice B),

&Z’wéngw = 25{_9Ap9uv [D/\(D/ﬂ/;)w + (DPQZ’)(DAQ/’) + (D/\QZ)(DM/’)



CAPITULO 5. FERMIONS ACOPLADOS NAO MINIMAMENTE 64

+YDA(Dyh) = T3, (Det0)th = T30 (D)) + [Dy (D))t + (Dot )(Dyt))
+(DH'J]) (Duw) + 'J}DM(Duw) - PZV (DMZW - PZV'J}(DHw)]}éguya (58)

que reescrevemos comao,
EGUO R g™ = 2 | =99 Trp + Tiw| 09", (5.9)
onde usamos a notacao,

Top = (DD )¢ + 2D, Dyyip + O(DaDyytp) — I (Dbt — L5 ib (D).

Assim, completamos a variagao da acgao (5.1) com relacao ao tensor métrico, e finalmente
obtemos a equacao de campo seguinte,

1 T,
R v — —g VR = 7“117 . (510)
vt (1 —&yy)
T, € o tensor de energia-momento de todas as fontes presentes, a fermionica, a de matéria
e radiagao, ou seja,

TR = T LT 4 T,
com T}" dada por,

1 = L[STUDIy - DGO - gL (T - T, (1)

5.3 Equacoes de Campo para a Métrica de Robertson-Walker

Vamos investigar solugoes cosmologicas de nosso modelo, considerando um universo isotrépico

e homogéneo, para isto usamos a métrica de RW espacialmente plana. Dentro desta descri¢ao

a equacao de Dirac e a sua equacgao adjunta, acopladas ao escalar de curvatura, ou seja, as

equagoes (5.3) e (5.4), tornam-se respectivamente,
3

. dv
v+ SHY + iy’ — i

0., __
7 S =0, (5.12)
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= 3 - dV £+
“Hy —i—r" —i2Ryy° = 0. 5.13
Y+ SHY ") T vy (5.13)
O tensor de energia-momento, respeitando a homogeneidade e isotropia do universo,
é escrito como TH = diag(p(t), —p(t), —p(t), —p(t)), onde p e p, denotam a densidade de

energia e pressao totais dos campos fontes do sistema, ou seja, a soma das densidades e

pressoes do campo fermionico, do campo de matéria e do campo de radiagao, assim,

Usando as equagoes de Einstein (5.10), obtemos a equagao de Friedmann e da aceleragao,

respectivamente, modificadas pelo acoplamento nao minimo,

2 P a p+3p

H = ———F+— =
3(1-&py)”  a 6(1 — &yv)

Diferenciando a equagao de Friedmann (5.15) com relagao ao tempo, e utilizando-se a equagao

(5.15)

da aceleracao, obtemos a seguinte equacao de evolucao, para a densidade de energia total
das fontes do campo gravitacional, ou seja,

p&v
(1-¢9)

Esta equagao de balanco também pode ser obtida através das identidades de Bianchi, apli-

p+3H(p+p) =— (5.16)

cadas na equagao de campo (5.10). Cabe também notar, que derivando a equagao de Fried-
mann, dada em (5.15), com respeito ao tempo, e utilizando a equacgao de balango (5.16),
obtemos a equacao da aceleracao, dada também em (5.15). Assim, como é conhecido, apenas

duas destas equacoes sao linearmente independentes.

E interessante notar também que devido ao acoplamento nao minimo entre o campo
fermionico e o campo gravitacional, o lado direito da equacao (5.16) é diferente de zero,
e este fato esta associado a transferéncia de energia entre eles, algo semelhante a equacao

(4.41).
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Assumindo que o tensor de energia momento dos constituintes possuem a mesma forma
do tensor de energia-momento total, ou seja, a forma de um fluido perfeito, obtemos a
partir da equacao (5.11), a densidade de energia e pressao para o campo fermiénico, dados

respectivamente por, (ver apéndice C),

pr =V +3EHD, (5.17)
vy Pdv ¢
PI= +§@—V+ 2R — £+ 2HD). (5.18)

O fato do campo espinorial e o escalar de curvatura estarem acoplados na equacao da pressao
(5.18), leva a uma dependéncia da pressao do campo fermiénico com as densidades de energia

e pressao de todos os constituintes, via o escalar de curvatura R e o parametro de Hubble

H.

Ap6s o desacoplamento da radiacao com a matéria, estes campos deixaram de interagir.

Diante deste fato, as equacoes de balanco, para a radiacao e a matéria, tornam-se,
pm 4+ 3Hpm =0,  p, + 4Hp, = 0. (5.19)

Agora segue de (5.12), (5.13) (5.17) e (5.18), a equacdo de evolugdo para a densidade de

energia do campo fermionico,
p&v
(1- &)

onde o lado direito representa a transferéncia de energia do campo fermionico e o campo

pr+3H(ps +pr) =— (5.20)

gravitacional, devido ao acoplamento nao minimo com o escalar de curvatura. Ver apéndice

D para maiores detalhes.

5.4 Equacoes de Campo em Fungao do Redshift

As medidas astronomicas dos parametros utilizados em cosmologia sao expressos frequente-

mente em termos do desvio para o vermelho, ou simplesmente “redshift”. Com o objetivo
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de comparar os resultados obtidos através de nosso modelo com alguns dos dados observa-
cionais disponiveis, faremos uma mudanca de varidveis em nossas equagoes de campo, para
expressa-las em termos de uma nova variavel, z, que representa o redshift. Assim de acordo
com a equagao (3.13), que relaciona o fator de escala em um instante qualquer com o red-

shift, podemos escrever uma grandeza observavel f, com a seguinte dependéncia funcional,

f(z(a(t))), entao,

d dzda d d
T _H((1 —. 5.21
dt ~ dadi dz I+27 (5.21)
Operando com esta derivada duas vezes, temos
d? N 1 H'\ d d?
a L Hay e @ 22
dt? (1+2)°H [<1+Z+H>dz+dz2 ’ (5:22)

onde H’ representa a derivada com relacdo a varidvel z. Este termo pode ser escrito em ter-
mos de quantidades conhecidas, para isto procedemos da seguinte maneira: seja o parametro

de Hubble expresso como, H(t(a(z))), entao,

dH dt da a a\?l 1 d 1
R ey e ) ——— . 2
dt da dz [a (a) ] aH dz (1 +z> (5:23)

Utilizando-se agora a equacao de Friedmann e da aceleragao, equagoes (5.15), obtemos final-

mente,
1 p+Dp
"= . 5.24
2H(1+ z) (1 — &) (5.24)
Integrando as equagoes (5.19), e passando-as para a variavel z, obtemos,
pm(2) = pm(0) (1 +2)°,  pr(2) = pr(0)(1 + 2)*, (5.25)

onde p,,,(0) e p.(0), sdo os valores das densidades de energia no instante presente, ou seja,
z = 0. Para um céalculo com maior precisao devemos incluir na equacao para a radiagao,
uma fun¢ao ¢(z) definida como [25],

(o { 12100
T =168, 2> 1000
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Esta funcao representa os graus de liberdade efetivos das particulas que compoe a radiagao.
Assim o intervalo z < 1000 corresponde ao periodo dominado pelos fétons e para intervalos
z > 1000 corresponde a era cosmoldgica onde temos que incluir a contribui¢ao dos neutrinos

relativisticos. Para maiores detalhes ver por exemplo,[39].

Utilizando-se agora das equagoes, (5.21), (5.22), (5.23) e (5.24), nas equagdes para a
densidade de energia do campo fermionico e na equagdo da pressdo, ou seja, em (5.17) e

(5.18), obtemos estas equagoes em termos da varidvel z, assim, ap6s algumas manipulagoes,

pr =V —3EH*(1+ 2)¥, (5.26)
e para a pressio, -1
by — l%l (5.27)

onde o potencial de auto-interacao depende unicamente do bilinear, ¥ = ¢). Para o campo
fermionico sem acoplamento com o escalar de curvatura, obtemos equacoes andlogas ao

capitulo anterior, ou seja,

av
pr=V, pr=——-V

av
Com o objetivo de obter-se uma equacgao diferencial de segunda ordem no bilinear W
(para atribuir condigoes iniciais apropriadas a derivada primeira WU’ conforme discutiremos
na analise numérica das solugoes) multiplicamos a equagao de Dirac (5.12), a esquerda por
1, derivando-a novamente em relacdo ao tempo. Em seguida multiplicando-se a equacio
adjunta (5.13), por 1 pela direita e também derivando-a com rela¢ao ao tempo, obtemos,

somando-as posteriormente, a seguinte equacao de segunda ordem no dominio temporal,

U+ 3HU 4+ 3HVU = 0. (5.28)
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Utilizando-se agora das equagoes (5.21) e (5.22), escrevemos (5.28) em termos do redshift z,
(14 2)HY" — [2H — (1 + 2)H'| V' — 3H'T = 0. (5.29)

Assim nossas solugoes cosmoldgicas sao obtidas a partir das equagoes, (5.29) e (5.24), que
foram obtidas a partir da equacao da aceleracao, da equacgao de Friedmann, da equacao de
Dirac e de sua adjunta, juntamente com as relagoes (5.26) e (5.27). Estas entdo, formam um
sistema de duas equagoes diferenciais acopladas. Para obtermos entao, solugoes cosmologicas,
elegemos um potencial de auto-interagao entre os férmions, através de uma lei de poténcia

da forma,

(5.30)

sendo A e «, dois parametros livres.

5.5 Solugoes cosmoldgicas

Para investigar as solugoes numéricas do sistema de equagoes diferenciais, formado pelas
equagoes (5.24) e (5.29), e pelas relagoes, (5.26), (5.27) e (5.30), necessitamos, especificar as
condigoes iniciais para, U(z), ¥'(z) e também para o parametro de Hubble H(z). Supomos
que durante o perfodo dominado por particulas relativisticas em 2y = 10, o valor do bili-
near era muito pequeno, entao adotamos, W(zp) = 107°. Também admitimos que o campo
fermionico varia muito lentamente a partir deste periodo, durante a evolucao do universo.

Assim, adotamos para a sua derivada, como condicao inicial, o valor W'(zy) = 10713,

Os parametros de densidade podem ser escritos em funcao da densidade total de energia,

pois como temos que, Qiorar = prot./pe = 1, entao resulta que,

Qi(2) = pi(2)/ pror.(2).
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Os valores presentes para estas densidades, no atual estagio de evolugcao do universo, ou seja,
em z = 0, sao os seguintes: Qf = 0,72, Q,, = 0,259916, e para radiagao, 2, = 8,4 x 1077,

conforme [40].

O wvalor inicial para o parametro de Hubble pode ser obtido a partir da equacao de
Friedmann (5.15), juntamente com (5.26). Desta forma obtemos a seguinte equagao para a

condicao inicial de H(zp),

Hz) = J ()1 + 20)° + 2 (0)(L+ 20)* + M [U(z0)]° (5.31)

3(1 = €W(20)) + 3€(1 + 20) ¥ (20)

Para encontrar as solugoes numéricas para o sistema de equacgoes formado pelas equagoes
(5.24) e (5.29), fixamos valores para os parametros livres, ou seja, para A e a, e analisamos
diversos regimes para alguns valores de . Assim adotamos A = 0,6 e @« = 1/10 onde estes
valores foram encontrados impondo 2y = 0,72 para o valor do parametro de densidade do
campo fermionico. Procurar valores para estes parametros mudando as condic¢oes iniciais é

um trabalho exaustivo, dada a sensibilidade as condigoes iniciais apresentadas pelo modelo.

Na figura 5.1, temos os parametros de densidade representados em funcao do redshift,
no intervalo de 0 < z < 2. Na figura 5.2, estes parametros estao representados no intervalo de
1000 < z < 4000. Notamos a partir da figura 5.1, que a constante de acoplamento £ controla o
decaimento na densidade de energia escura, {2y na figura, e o correspondente crescimento na
densidade de energia do campo da matéria. Entretanto, o parametro de densidade do campo
de particulas relativisticas, €2, é desprezivel para pequenos redshift. Para & = 0, notamos
que praticamente nao existe diferenca entre as densidades de energia do modelo com campo
fermionico e o modelo AC'DM. Percebemos também que aumentando o valor da constante de
acoplamento &, o decréscimo da densidade do campo fermionico e o respectivo acréscimo da
densidade da matéria, com o redshift, € menos acentuado. Este fato pode ser compreendido

observando-se que, de acordo com a equagao (5.20), parte da energia do campo fermiénico
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FIG. 5.1: Parametros de densidade em termos de z para o modelo ACDM e para o modelo
fermionico. Nas figuras €2y e ), indicam as densidades da energia escura e da matéria respectiva-
mente. O parametro para o campo de radiacao, §2,., é desprezivel neste intervalo. Representamos

as curvas para diferentes valores de £.
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FIG. 5.2: Parametros de densidade para grandes valores do redshift 1000 < z < 4000. Campos de
radiagoes representados por €2, e matéria €2,,,. O parametro de densidade para a energia escura ¢é

desprezivel para estes redshift.
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FIG. 5.3: Parametro ¢ em fungdo de z para o modelo ACDM e para o modelo fermiénico
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é transferida para o campo gravitacional devido ao acoplamento ndao minimo. Assim para
valores de £ maiores, mais energia é transferida ao campo gravitacional, e menos ao campo
de materia. E de se notar também que o sistema dinamico em questao é muito sensivel
a pequenas mudancas da constante de acoplamento. O parametro de densidade do campo
fermionico torna-se desprezivel quando z ~ 5, para o caso em que £ = 0, e em torno de
z ~ 45 para os outros casos, ou seja, £ = 0,0180 e £ = 0,0195. O parametro de densidade
para as particulas relativisticas e para o campo de matéria esta representado na figura 5.2,
e mostra que a igualdade entre estas densidades ocorre por volta de z ~ 3300, onde os graus

de liberdade dos neutrinos relativisticos foram incluidos[25].

O parametro de desaceleragao dado por ¢ = 1/2 + 3p/2p, esta representado na figura
5.3 em funcao do redshift. Podemos notar que a constante de acoplamento nao minimo &
tem um importante papel no comportamento deste parametro. E de relevancia notar que o
modelo ACDM comporta-se de maneira diferente ao caso do férmion sem acoplamento nao
minimo, £ = 0. Entretanto, para grandes valores do redshift, z > 3, o valor do parametro de
desaceleracao para o caso nao acoplado e o modelo ACDM coincidem. Os valores presentes
do parametro de desaceleragao hoje, ¢(0) e os correspondentes valores do redshift na época
da transi¢ao do regime desacelerado para acelerado, z; sdo os seguintes: (a) modelo ACDM
q(0) ~ —0,60 e z; ~ 0,76 e (b) modelo fermiénico com & = 0 ¢(0) ~ —0,72 e z ~ 0,88.
Para os demais valores de &, temos: (c) para & = 0,0180 ¢(0) ~ —0,62 e z; ~ 0,68 e para,
(d) £ =0,0195 q(0) ~ —0,57 e z; ~ 0,61. Todos os casos concordam relativamente bem com
os dados observacionais para o parametro de desaceleragao [41], ou seja, ¢(0) = —0, 74%0, 18

ez =0,46%0.13.

Na figura 5.4, representamos a diferenca entre a magnitude aparente m e a magnitude

absoluta M de uma fonte. Denota-se esta diferenga por p, assim [25]:

dz
H(z)

to =m — M = 5Log [(1 + 2) /OZ ] + 25. (5.32)
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FIG. 5.4: pg em funcdo de z para o modelo ACDM e o modelo fermiénico. Na figura menor temos

a faixa 0 < 2<0,5.

Os pontos no grafico referem-se aos dados observacionais das supernovas tipo la, tomados
como base o trabalho de Riess et al. [42]. E importante observar o fato de que diferentes
valores para a constante de acoplamento £ nao acarretam em mudangas significativas para .
Entao na figura (5.4), apresentamos uma unica curva para o modelo fermionico. Notamos
deste grafico que tanto o modelo ACDM quanto o modelo fermionico apresentam uma boa
concordancia com os dados observacionais, para valores entre 0 < z < 0,5 . Para valores
maiores de z, ou seja 0,5 < z < 1, observamos uma diferenca entre o modelo ACDM e o
modelo com férmions. Nao podemos concluir qual modelo concorda melhor com os dados

devido as incertezas de ordem observacional.
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Para concluir este capitulo, é importante observar que podemos reinterpretar as equagoes
do modelo, de forma que este coincida com as equacoes de campo usuais da relatividade geral,

assim a partir da equagao (5.10), escrevemos,

1 ~
R,uz/ - ig,uyR = pr, (533)
com
N T
(6

T;“’ = % [’(/ZF(“DV)’(/J _ D(HQZ]FV)w} — gLy — (T —T7 g™)

D Ry — 500 R). (5.34)
Neste caso temos que V,,T " — (0 de acordo com a identidade de Bianchi. Se escrever-
mos o tensor de energia-momento diagonal, ou seja, Tlf‘ = diag(p, —p,—D,—p) com p e p
representando a densidade de energia total e a pressao total respectivamente, segue que,

a o+p - L
i A (RS OE (5.35)

H? =

W™

temos a forma usual das equacoes de Friedmann, da aceleracao e do balango da energia

respectivamente.

As equagoes (5.35) nao contradizem as equagoes (5.15), pois pode-se provar que a den-
sidade de energia e a pressao de (5.35) estdo conectadas as mesmas oriundas de (5.15),

por,
P p

T R ) (230

Os principais pontos que destacamos do modelo s@o: (i) o modelo proposto apresentou-
se muito sensivel a escolha das condigdes iniciais e dos parametros &, A e a; (ii) o parametro
de densidade do campo fermionico e do campo de matéria decai mais rapidamente com

o redshift, para o caso em que o campo fermionico esta acoplado ao escalar de curvatura,



CAPITULO 5. FERMIONS ACOPLADOS NAO MINIMAMENTE 76

(& #0), existindo uma maior transferéncia de energia entre o campo gravitacional e o campo
fermionico; (iii) aumentando o valor de &, a transigao do regime desacelerado para acelerado
ocorre em redshift menores; (iv) notamos que a diferenca de magnitude jp nao é sensivel
a mudancas no valor do parametro &, nao havendo uma mudanca significativa entre o caso

com e sem acoplamento.



CAPITULO 6

Férmions no contexto da Teoria de

Einstein-Cartan

6.1 Introducao

A inclusao de férmions na Teoria da Relatividade Geral leva-nos a refletir sobre o papel do
spin na teoria, ou seja, quais seriam os efeitos desta propriedade da matéria sobre a estrutura
do espago-tempo, pois a massa nao é a unica propriedade da matéria. Como sabemos no
nivel microscépico, os efeitos do spin devem ser considerados, porque uma possivel extensao

de uma teoria de gravitacao a este dominio deve levar em conta esta propriedade da matéria.

Como é sabido, na Relatividade Geral a massa e consequentemente a energia estao
associadas a curvatura do espaco-tempo. Assim, para manter uma descricaio do campo
gravitacional em termos das propriedades geométricas do espacgo-tempo, o spin, de acordo

com o contexto da teoria de Einstein-Cartan, deve estar associado a propriedade de torgao.

77
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Resumindo, na teoria de Einstein-Cartan, a massa esta relatada a curvatura do espago-
tempo e o spin a torcao. Neste sentido, a teoria de Einstein-Cartan é uma generalizacao
da Relatividade Geral, pois além da curvatura temos a inclusao dos efeitos de uma possivel
tor¢ao. Este espaco-tempo, com curvatura e torcao nao nulas, é conhecido como espaco-
tempo de Riemann-Cartan [43],[44]. No caso de fontes gravitacionais sem spin, o termo de
torcao € nulo e recuperamos a descricao da Relatividade Geral usual. Outro caso particular
da gometria de Riemann-Cartan é o espaco-tempo de Weitzenbock [45], onde a curvatura é
nula e temos apenas tor¢ao. A teoria de gravitacao construida nos principios deste espagco-
tempo, apresenta-se como uma teoria equivalente a Relatividade-Geral usual, conhecida
como teleparalelismo, tendo a tor¢gao como uma alternativa a curvatura. Uma das motivagoes
para seu estudo, é o fato de que nesta formulacao a gravitacao pode ser descrita como
uma teoria de gauge [45], aproximando a descrigao da gravitagao com as demais interagoes

fundamentais.

O espaco-tempo com torcao abre a possibilidade de explorarmos novas consequéncias
cosmoldgicas, e até mesmo de buscarmos novas interpretacoes e alternativas para problemas
no contexto da cosmologia inflacionaria, e uma possivel alternativa ao problema da energia
escura [46]. Em recente artigo, explora-se o problema da atual aceleracdo do universo den-
tro do contexto de uma teoria gravitacional com tor¢ao nao nula [46], e verificaram que os
resultados obtidos mostram-se compativeis com os dados observacionais e parametros conhe-
cidos. Assim, neste trabalho os autores argumentam a favor da nao necessidade da inclusao
de campos extras com pressoes negativas para promover o fenomeno da aceleracao, sendo
que esta passa a ser descrita como sendo um efeito que advém do fato de que o espaco-tempo
possui torcao. Assim, a aceleracao de nosso universo seria uma das consequéncias indire-
tas da torgdo. Analogamente em [47] o problema da era inflaciondria também é explorado
no contexto de um espaco-tempo com torcao, onde nao existe um campo que promova tal

regime, este agora é descrito dentro da propria estrutura do espaco-tempo, com a inclusao
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de conexoes nao simétricas, ou seja, utilizando-se a torgao.

Neste capitulo estudamos o regime inflacionario, para isto consideramos um universo
cujo constituinte é um campo fermionico, acoplado minimamente a curvatura, que faz o
papel de matéria ordinaria. Dentro do contexto da teoria de Einstein-Cartan, mostraremos
que o efeito de torcao pode ser o responsavel pela inducao de um regime de rapida expansao
acelerada do universo primordial. Usaremos como convencao, indices do alfabeto grego para
indicar quantidades relacionadas ao espaco-tempo e o alfabeto latino, para indices referentes

a quantidades associadas ao espago tangente.

6.2 Relatividade Geral com torcao

Nesta secao desenvolveremos as equagoes gerais de campos no contexto da teoria de Einstein-
Cartan. Para maiores detalhes ver [16, 49]. Nesta teoria, admite-se que a conexao afim é nao
simétrica em seus indices inferiores. A diferenca entre duas conexoes afim definem o tensor
de torcao,

cr,=r, -1, = QFﬁw]

(6.1)

entao, nesta formulacao concluimos que as conexoes afim nao sao mais os simbolos de
Christoffel usuais. Contudo, podemos encontrar a relagao entre a nova conexao e os simbolos
de Christoffel, para isto impomos que a teoria preserve a condi¢cao de metricidade, embora
em situagoes mais gerais esta condi¢do pode ser violada [48]. A condi¢do de metricidade ¢é a

nulidade da derivada covariante do tensor métrico, ou seja,
Vaguw =0, (6.2)
assim da equagao (6.2), podemos escrever as relagoes,

Vag,uz/ = aag,uz/ - angcw - Pzag,ucr = 07
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V,ugua = a,ugua - Ff,rugm - Fg“gucr = 07
Vuga,u = auga,u - nggcr,u - Fzygcra = 0.

Multiplicando-as por 1/2 e adicionando-as, e levando-se em conta a definigdo do tensor de

torgao, dado por (6.1), obtemos,

a)\l(

Fi\,u =9 5 aag,uz/ - a,ugua - auga,u)

1 A 1 A 1 A
—501, P 50“ L — 50 e

Assim podemos escrever as novas conexoes em termos dos simbolos de Christoffel, logo,
A DA A
Ly, =T, +K,, (6.3)

onde F{}“ sao os simbolos de Christoffel usuais, e K AW ¢ um tensor, conhecido como tensor

contorc¢ao, definido como,

1
A A A A
K, =3 (Ch+C,0+C0) . (6.4)

vp

Notamos que o tensor contorcao é anti-simétrico nos seus dois primeiros indices pois,

1
K)\V/J, = 5(0)\141 + Cl/,u)\ + C,uz/A),

mas,
1
_K)\V,u = 5(_0)\11;1 - Cl/,u)\ - C,uz/A),
€
1
KV)\/J, = 5(011)\“ + C)\,uz/ + C,u)\z/)-

Agora trocando a posicao dos dois ultimos indices da segunda equacao,
1
_K)\V,u = 5(0)\;”/ + Cl/)\,u + C,u)w),
assim podemos facilmente concluir que,

_K)\V,u = KV)\/J,'
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Com o proposito de derivar as equacoes de campo para o modelo, torna-se conveniente
escrever a acao de Einstein-Hilbert usando o formalismo das tetradas, ja que nosso objetivo

é a posterior inclusao de férmions na teoria. A partir do postulado das tetradas [49],

Dye™ = d,e™ +Th,e™ +w, el =0, (6.5)

b sao0 as conexdes de spin, isto é, as conexdes relativas ao espaco tangente a variedade,

onde w,*
e e}, sao as tetradas que definem um conjunto de referenciais inerciais locais a variedade
espago-temporal. Podemos inverter as relagoes (6.5) e escrever as conexoes afim em termos
das conexoes de spin, estas relacoes levadas ao tensor de Riemann fornece-nos o mesmo

escrito em termos das conexodes de spin,

ab o ab ab ac b ac b
R”, = 0,w,"” —0w,” +w/ v, —w W, , (6.6)

e o tensor de Ricci é dado por R, = egebl,R“bcm. A partir do postulado das tetradas (6.5) e

da equagao (6.3), podemos escrever,

ab _ ~ ab ab
w,” =W, +Ku'

b

A conexao de spin denotada por w,* ¢ uma fungao exclusiva das tetradas, dada por,

~ ab e’ b b 6bp a a
wu = 7(8“6p — 8p6“) — 7(8;16;) — 8,)6“)%—
e’ c c\ bo
7(&,6[) — 0pes)e"ecy.

Podemos expressar o tensor de Ricci, este agora nao mais simétrico, e a curvatura
escalar, em termos dos simbolos de Christoffel e do tensor contor¢ao definido pela equacao

(6.3), da seguinte forma,

Nestas equacoes e nas proximas, utilizaremos o tilde para expressar objetos matematicos

com respeito aos simbolos de Christoffel. A expressao para a curvatura escalar torna-se,

R= R+ VK" —V,K™ + K K" — K K%,. (6.8)
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Podemos escrever o tensor de Einstein como,

1 ~
R“,, — §QHVR + R“y, (69)

onde,

R = VAK?,, — V, K\ + Ky K°, — K7y K\ — (6.10)

1 . .
o5 Juw (V/\K/\l:/ — VL, KM\ + KO K™, — K/\GVKGV,\) :

6.3 Equacoes de campo do modelo

Vamos considerar um modelo cosmoldogico com um unico constituinte, representado pelo
campo fermionico acoplado minimamente com o campo gravitacional, dentro do contexto da

teoria de Einstein-Cartan. Assim, a acao deste sistema, pode ser escrita da seguinte forma:

S = / e [— - 6; G ehey R, + % (%“Dm — Duﬁv“w) — man) — V] diz, (6.11)

onde m é a massa do férmion, e V' é um potencial de auto-interacao. As derivadas covariantes

D,y e D, podem ser escritas como,

i - R
Dy =0, — ijbaabw, Db =0, + Zwﬂabwaab. (6.12)

wﬂab sao as novas conexoes de spin, relatadas as conexoes nao simétricas via postulado das
tetradas (6.5), e o4 sd0 os geradores da representacao espinorial, definidos como,

Oab 7

o = 1 [Va> M) - (6.13)

Y. sa0 as matrizes de Dirac no espaco-tempo de Minkowiski e os colchetes indicam uma

operacao de comutacao entre as mesmas, temos também que G4, = 04p.

Para procedermos a variacao da acao tratamos os campos das tetradas e conexoes de

spin como independentes e usamos o formalismo de primeira ordem, ou seja, o método
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variacional de Palatini, para obter as equacoes de campo da teoria. Assim a variacao no

campo das tetradas fornece-nos (conforme apéndice E),

1
R, — §gw,R = 87GT ., (6.14)

com
T,uz/ = %(QZ}’}/VD,uw - DMZ%?M - g,uwcf

onde utilizamos o principio variacional de Hamilton, ou seja §S7 = §(S¢ + Sm) = 0. Nesta

equacao T}, é o tensor de energia-momento, que é obtido da variacao do setor de matéria da

acao em relacao as tetradas. Convém observar que o tensor de Ricci R, nao é simétrico, pois

estd escrito em termos das conexoes nao simétricas, o mesmo vale para o tensor de energia-

momento, que também é nao simétrico. Agora variando a acao com relacao a conexao de

spin, obtemos:
1
167G
onde o termo 5%, , € obtido da variagao da agdo da matéria em relagao as conexoes de spin.

(e, +C,,00 = C7,00) = S"

op”v ovp vp) (615)
Este termo é a densidade de spin do campo de matéria associado e para o nosso caso este é
dado por,

d 1

S“z/p = €§€p§&{7“7 O-Cd}wy (616)

onde as chaves indicam a operagao de anti-comutacao. Podemos escrever a equagao (6.16)

numa forma mais conveniente, utilizando-se a seguinte identidade,

{’}/ca Uab} = _2€abcd757d> (617)

onde €454, € 0 tensor totalmente anti-simétrico de Levi-Civita, que possui as seguintes pro-
priedades,

(& 56
eadeeabcd = —4!, e“deeabcf = —3!(5?, e“deeabef = —2| (52 52) . (618)
e °f

Usando-se a identidade (6.17), reescrevemos (6.16), da seguinte maneira,

1 _
S = —163626“6 (¢757d¢) €abed- (6.19)
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A equagao (6.15) ainda pode ser escrita como,

| |
ch, = 167G (S“Vp 57,0 = 58" 5#) . (6.20)

po v vo©p

Substituindo-se nesta a equagao a densidade de spin (6.19), e utilizando-se das propriedades

do tensor de Levi-civita, obtemos a seguinte equagao para o tensor torcao,
OH/@)\ = _47TG€()1\626€“ (&’7576%) €abed - (621)

De posse desta e a partir da equagao (6.4), podemos agora expressar o tensor contor¢ao para

o campo fermionico. Apds algumas manipulagoes podemos concluir que,

K = —QWGeZegec’\eabcd (@%ﬁdw) . (6.22)

vp

Levando-se em conta a forma do tensor contorcao para o campo fermionico, ou seja, a

equagao (6.22), podemos escrever (6.14) como,

- 1 - ~ 1
RHV - §g,uuR = _VAKAMV + KAGVKGMA - §gHVK>\9chGU>\ + 87TGT#“"

Desenvolvendo-se os produtos de tensores de contorgao utilizando a equagao (6.22), temos

- 1 . - _ _ _
RW_E%JL:—VJQW+SMGVMWW%wwf—OMMMWW%%wﬂ

—12(7TG)29W(?Z75%¢)2 + 81GT),,.

Utilizando as equacoes para as derivadas covariantes que surgem no tensor de energia-
momento 7}, juntamente com wuab = (IJ“ab + K H“b, podemos decompor o tensor de energia-
momento em um termo que nao depende da torcao e um termo dependente. Entao a equacao

de Einstein torna-se,

~ 1 - - .
Ry = 50w R = =VAK?,, +8(7G) T + 12(7G) g0, (6.23)

com 02 = (Yy571%)%.
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Nesta expressao temos que,

= %(’JVYVDM/} - Du@%?ﬂ) - gHVZD‘

Devemos notar que (6.23) pode ser separada em uma parte simétrica e uma parte anti-

simétrica. Consideramos inicialmente a parte simétrica de (6.23), com isso obtemos,

1

R, — 5gwffz = 12(7G)? g0 + 87GT ). (6.24)
Da parte anti-simétrica resulta
@)\KA“V = 4Gl (QZ’}/[VDH]’(/J — D[H’Jj’yy]’l/}) . (625)

Desenvolvendo o setor anti-simétrico verificamos que a equagao (6.25), para o caso da métrica
de RW, fornece-nos apenas relagoes de identidades, nao constituindo para este caso, em
nenhuma restricao para a dinamica do sistema. Ou seja, as informacoes dinamicas estao

contidas no setor simétrico, ou seja (6.24).

Podemos considerar o lado direito da equagao (6.24), como sendo as componentes de

um tensor de energia-momento efetivo,

~ 1
ef
R, — §gw,R = &1 T(W (6.26)
com,
Tef = 8 [T(W + WGgH,,a ] (6.27)

Consideramos a métrica de RW com o setor espacial plano,
ds* = dt* — a(t)* (do® + dy® + dz*) ,

desta forma pretendemos descrever o universo na era inflacionéria, a partir do momento em
que a curvatura do setor espacial é desprezivel, devido a rdpida expansao acelerada. A partir

da equagao (6.26) a equagao de Friedmann, torna-se

a 2
3 (5> = 87 Gpey, (6.28)
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ou ainda, )
3 (9> = 127G (st + STG (it + V),
onde utilizamos a notacao
_ 3 _
pes = mipth +V +=7G(y57:0).
—_— 2

Py
Obtemos a partir das componentes espaciais da equagao (6.26) e da equagao de Friedmann,

considerando a métrica de RW, a equacao para a aceleracao, assim,
—=—— [mww—l—V—l—?)(———l———— ) —37TG0’2], (6.29)

onde usamos novamente a notacao o2 = (w%%w) . Notamos que este termo proporcional a
o? contribui com um sinal global positivo na equacao para a aceleracao, sendo assim o mesmo
pode contribuir para um regime de aceleracao positiva no universo. Ainda, a equacao para

a aceleracao pode ser escrita de forma usual, definindo a pressao total como,

_pdv  dvy 3 G Dmem)?
Py

com estas defini¢oes a equagao para a aceleracao (6.29), pode ser escrita como,
a —4nG

a 3

(Pef + 3pey) -

Variamos agora a acao (6.11), com rela¢do aos campos 9 e 1, e obtemos assim a equagao

de Dirac e a sua respectiva equacao adjunta, ou seja,

dv dv
iy Db — map — - =0, iD,oy" + map + — 0 = 0. (6.30)

Nestas equagoes, podemos escrever as derivadas covariantes (6.12) como,

i Y . ~ a,
D,uw = (%w —y O'abw _K “baabw, Duw (%w ‘l' bwaab + K bwaab

Para o caso em que a torcao esta ausente, as derivadas covariantes tornam-se,
_ _ g _
o ~ ab
D=0, — —wu "oath,  Dutb =0+ 1% YO ap,

e assim as equagoes (6.30) tornam-se as equagoes de Dirac usuais utilizadas no capitulo 4.
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6.4 Solucgoes cosmolégicas e analise dos resultados

Vamos procurar solugoes cosmoldgicas, usando o sistema de equagoes constituido por (6.29)
e a primeira equagao de (6.30), ou seja a equagao da aceleracao e a equagao de Dirac.
Considerando-se um universo de um tnico constituinte, o campo fermionico. Neste contexto
o campo fermionico vai assumir o papel de matéria barionica. O termo de interacao tipo
spin-spin, o? serd encarregado de promover os possiveis regimes com aceleracao positiva.
Estudamos o caso em que o potencial de auto-interacao é nulo, ou seja, V' = 0. Situagoes
com V # 0 foram testadas, e nao foram encontradas solugoes fisicamente aceitdaveis, dentro

da janela de condigoes iniciais e parametros utilizados.

Com o objetivo de resolver numericamente o sistema de equacoes, é conveniente redefinir

a varidvel temporal como ¢ = wGt, com isto a equagao (6.29) fica:

i 4,
-=-3 (Py + 3Dy — 302). (6.31)

Nesta equagao py e Dy representam a densidade de energia e a pressao para o campo
fermionico livre, sem o termo de interagao spin-spin. Para o caso em que V = 0 e com

a mudanca de variavel temporal, temos
Pp=0 e py=m
com m =

m.
TG

Desenvolvendo explicitamente a equagao de Dirac (6.30), para a métrica de RW e com
a normalizacao citada, obtemos o seguinte conjunto de equacoes diferenciais de primeira

ordem, ou seja,
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U P P b3
W 3 | v W W
Qé +SH w: —im _;3 — Bi(— ey — Gl — Pl — i) wj
o Py —4 o
o o
o i i t G o i i t —¥
—3i (Vg1 + V1P + Yyibs + P3iy) " — 3i(Vgthr — P1be + Pyhs — PY3hy)
4 4
—13 —13
P
o t t t —Y2 _
_32(7/’17/’1 — Pathy + P3Pz — Q/147/’4) y =0 (6-32)
3
—y

No desenvolvimento destas equacoes usamos a relacao,

ey = —6insy?,

que pode ser obtida de (6.17) e (6.18). Passamos agora a andlise das solugoes cosmolégicas

para o modelo.

Para os graficos 6.1 e 6.2 foram escolhidas as seguintes condi¢oes iniciais para as com-
ponentes espinoriais; ¥y = 1,9y = 0,02,v¢3 = 0,03 e ¥4, = 0,01. Foram testados o caso em
que o campo fermionico é massivo, neste caso com m = 0,0001 e também, m = 0,0003 e

consideramos também o caso nao massivo.

Na figura 6.1, temos o comportamento da aceleracao do universo para os seguintes
casos: i) um universo onde o unico constituinte é o campo fermionico sem massa. Neste

caso observamos (linha continua) que temos um universo sempre acelerado, com aceleragao
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aceleragao/10”

FIG. 6.1: Aceleracoes d vs tempo t para diversos valores de m.

decrescendo com o tempo, apés um periodo de grande aceleragao. Como o campo fermionico

¢ nao massivo, o universo nao possui um regime desacelerado;

ii) a linha pontilhada indica também um universo onde o unico constituinte é o campo
fermionico, mas agora massivo, com m = 0.0001. Neste caso temos inicialmente um periodo
inflacionario, caracterizado pela aceleragao inicial seguido de um periodo de desaceleracao
crescente-decrescente. Em ambos os casos o periodo inflaciondrio é induzido pelo termo o
que contribui para o referido regime, este por sua vez decai com o aumento do fator de

escala. Isto indica que apenas no inicio do universo podemos encontrar uma densidade de

spin capaz de acelera-lo;

iii) no caso representado pela linha tracejada, temos o campo fermiénico massivo com
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FIG. 6.2: Figuras representando a densidade de energia do campo fermionico e o termo 302 em

funcao do tempo. No quadro menor temos a aceleracao v.s tempo
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termo de massa maior (m = 0.003). Observamos que o fato do campo ser mais massivo faz
com que o universo entre no regime desacelerado mais rapidamente que no caso do campo
com menor massa. Além disto, produz-se uma maior desaceleracao. Para tempos posteriores,

as curvas da aceleragao convergem assintoticamente para zero.

Na figura 6.2, representamos a densidade de energia do campo fermionico, linha trace-
jada, juntamente com o termo responsavel pelo regime acelerado, ou seja, 302. Notamos
que inicialmente o termo referente a densidade de spin do férmion é dominante e o universo
estd no regime acelerado. Este termo decai mais rapidamente que a densidade de energia
do campo fermionico. Como a densidade de energia contribui para um regime desacelerado,
quando esta supera o termo 302 o universo entra em um regime desacelerado. Observamos
também no grafico anexo a figura 6.2, a aceleracao em funcao do tempo. Observamos que
no ponto onde py = 302, ocorre o fim do regime inflaciondrio. As situagoes representadas

na figura 6.2, referem-se ao caso em que m = 0.0001.

6.5 Conclusoes

Vimos no presente capitulo que dentro do contexto da teoria de Einstein-Cartan, um campo
fermionico massivo pode gerar o regime inflacionario e posteriormente vir a se comportar
como matéria ordindria. Inferimos que no inicio do universo quando o fator de escala é
pequeno, a densidade de spin do campo fermionico é grande o suficiente para promover uma
rapida expanssao acelerada. Com a rapida expansao do universo, a densidade de spin decai,
assim o termo m1), que contribui para desacelerar o universo, domina a sua evolucao.
Deste modo temos o inicio de uma era desacelerada. A densidade de spin é responsavel
pelo regime inflacionario, e o termo massivo pelo regime desacelerado. Concluimos entao

que a inflagao pode ser gerada por uma propriedade da matéria, o spin, nao necessitando
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neste modelo da inclusao de um campo extra para gerar este regime. Notamos também que
para um campo fermionico nao massivo, temos apenas um regime inicialmente acelerado, e

o posterior decaimento desta para um valor assintoticamente nulo.



CAPITULO 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Em nosso trabalho vimos que um campo fermionico, com um potencial de auto-interacao
adequado, que é uma funcao dos invariantes escalar e pseudoescalar, pode ser responsavel
pelo atual periodo de expansao acelerada do nosso universo, comportando-se como ener-
gia escura. Além dessa possibilidade, o campo fermidnico pode também ser o responsavel
pela curta expansao acelerada que ocorreu no inicio do universo, ou seja, o campo pode
simular o comportamento do inflaton, e para tempos posteriores, o potencial fermionico de
auto-interacao tende a um valor constante, comportando-se desta forma como um termo
de constante cosmolégica, provocando entao a atual era acelerada. A matéria é criada em
nosso cendrio cosmoldgico através de processos irreversiveis (associados a presenga de um
termo de pressao dinamica no modelo) de transferéncia de energia do campo gravitacional
para o campo de matéria. Desta forma conseguimos estabelecer a unificagao dos regimes
cosmoldgicos, do periodo inflacionario, passando pelo regime de desaceleracao e atingindo a

era de dominio da energia escura.

Por outro lado, vimos que o campo fermionico quando acoplado nao minimamente com

93
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o escalar de curvatura, pode simular os resultados observacionais relativos aos parametros
de densidade, distancia de luminosidade, época de transicao do regime desacelerado para
acelerado, em termos do redshift. FEntao a atual era acelerada do universo, a partir de

campos fermionicos tende ao modelo AC DM quando o acoplamento é minimo.

Podemos também considerar o campo fermionico no contexto da teoria de Einstein-
Cartan, e concluimos que o regime inflacionario pode ter sido induzido pela interacao tipo
spin-spin, que surge devido ao efeito de um espago-tempo com conexoes nao simétricas, ou
seja, devido a tor¢ao. Este termo de interacao, que estd associado a tor¢ao, decai rapidamente
com a expansao do universo, e o férmion entao faz o papel de matéria ordinaria desacelerando

assim o universo.

Pretendemos dar sequéncia a essa linha de pesquisa em cosmologia analisando o efeito
de termos quadréticos em R na agao, dentro do contexto de um espago-tempo com torgao.
Para este caso teremos uma equacao dinamica para o campo de tor¢ao, e nao mais uma
relacao algébrica como no caso analisado nesta tese. Como consequéncia de um campo
dinamico para a torcao, temos a propagacao desta, devido aos termos proporcionais a R2.
Estes surgem no limite da teoria de campos das strings, ao estudar o processo de interagao do
tipo espalhamento graviton-graviton [16]. Estas teorias com tor¢do dinamica implicam em
aspectos macroscopicos da tor¢ao, que valem ser estudados sob o ponto de vista cosmolégico.
Investigaremos o modelo fermionico dentro do formalismo de Palatini, formalismo este que
considera o tensor métrico g,, e as conexoes F:\w como campos independentes. A acao do
sistema fornece-nos as equacoes usuais de campo de Einstein quando variamos a mesma em
relagao a esses campos, mas no caso geral a agao pode depender de funcoes da curvatura

escalar f(R), e assim as equagdes de Einstein sdo modificadas. Neste contexto investigaremos

as consequéncias cosmoldgicas destas equagoes quando o campo fermionico estd presente [50].



Apéndice A

As componentes do tensor de

energia-momento

A partir da equacao (4.27), escrevemos para a componente 711
T % (J)FIDlw + lel?/) N ijlﬂw N Dlz/jflz/)) N gnﬁ,
levando-se em conta a homogeneidade do espago-tempo, ou seja, a métrica de RW, temos
T = @ [2 (5% = o) — miy — V] . (A1)
Usando-se a equagao de Dirac e a sua adjunta dadas por (4.36) e (4.37), multiplicando (4.36)

a direita por 17" e a equacdo (4.37)por 7% pela esquerda, obtemos,
av

U+ gHWw imnp i) g =0, (A-2)
N 3 - - av
09 SHUY W — imib — i = 0. (A.3)
Subtraindo-se A2 de A3, temos,
s - -dV dV
VYO — Py b = —2mihyp — i <¢@ + @?/}) ; (A.4)
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que substituida em Al resulta em

’lZJ av dv
Ty = a? — vV
R Y I
Levando-se em conta que
by = _T11>
concluimos finalmente que,
w av. dvy
-V
PI=9 T

De maneira andloga, vemos que 111 = 15y = T33. Para a componente, Toy = py, temos
que,
i - _ _ _
Too = 5 (07 000> — 00" — 97° 00t + 0o ") — (A.5)

i,

i a - a - a -
[§<—vao—w — Wv%l—w — WWW — Py’ ”

W’” L 07"y =) — mibep — V],

2a

usando a algebra das matrizes v, obtemos,

Too = py = mpip + V. (A.6)



Apéndice B

Deducao da equacao 5.9

Variagao do termo
EVPO R, g™ = g™ g [V Vo (69x,) — ViV p(0ga,)
_Vuvk(agpl/) + V,;V,\(égw,)].
Fazendo

sz [V,u(égAp)'J)w} = ?/WVHVV((SQA,)) + V,u(égAp)sz('J)w)a

usando o teorema de Gauss concluimos que o primeiro termo desta equacao é nulo, assim

QWVNV(&JA/)) = _Vu((;g/\p)vu(ww)>

entao

EVYORG" = Ebbg™ g [ =V u(093p) Vo (V1)) +
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VV((SQAH)VP('J}w) + VM(CSQPV)VA(QZ”/’) - Vﬁ(égul/)vk(i”/’)]-

Fazendo agora,

V,u [5g>\pvu('¢;w)} = V,u(égAp)sz('J}w) + 59APVHVV(?Z¢)>

usando o teorema de Gauss novamente concluimos que,

Vu(égx\p)vv(?z?ﬂ) = —59/\pvuvz/(&w)-

Assim

VPSR g™ = EVPg gV WV (895,) — VoV, (1010) S g,

_V,uv)\ ('J]w)égpu + VPVA ('J}w)égﬂl’] .
Utilizando,

59r0 = —9079op09"",
com isto obtemos apés algumas simplificagdes,
§UYORwg"™ = € [~20" 900V AV ,(0) + 2V Vo (Y1) 9™
Mas V,,(¥1)) = 0,(0)) = (9,8)0 + (D, e usando agora (4.20) e (4.21), temos,
V() = (Dpt))t + (D).

Agora, as duplas derivadas covariantes que surgem tornam-se,

VoVu(¥v) = 0,(0u (%)) — 17,05 (¥0),

de tal forma que

VoV (@) = 0,[(Dup)y + (D)) = T7, (Do) + P(Dg )]
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Agora fazendo,
Dy(Dyp) = 0,(Du) + (D), Du(Dyth) = 0u(Dyth) — QU (Dyth),
e levando estes resultados na equacao anterior, temos apos algumas simplificacoes,
VoVu(@y) = Dy(Du)t + (Du0)(Dytp) + (D) (Dyth)

+'J}DV(DM'¢) - FZV(DU@W - FZV&(DH@-

Retornando ao calculo original, temos,
&Z’wéngw = 25{_9Ap900 [D/\(D/ﬂ/;)w + (DPQZ’)(DAQ/’) + (DAQZ) (D/ﬂ/’)
+DA(Dp) = T3, (D) — T5,0(Det))] + [(Do( Do)t + (Do) (Do)
+(Dgt)(Dot)) + 9 Dy(Dotp) — T, (Dt — T, th (D)) g™
Definimos
Tp = (DD )1 + 2(D(, 0 Dayth) + 9(Dn D)) — T, (Detp)tp — T5, (D)),

e assim obtemos (5.9).



Apéndice C

Deducao das equacoes 5.17 e 5.18

Primeiramente calculamos as quantidades 7,,, com a métrica de RW. Assim usando a equagao
T = (Du D) + (DuDutp)p + 2D, Dytp + 2D, Dyt (C.1)
+Y(Dy D) + Y (DyDytp) — 217, (Do) — 215, Dyp,
obtemos os seguintes resultados,
Too = 200 + 440 + 204), (C2)
Ty = Too = Ty = 2aa(ip + ),

ou ainda de forma compacta,

Too = 20 (C.3)
T =Ty =T33 = 2ad‘i’>

onde definimos o bilinear ¥ = ).

Agora da definicao do tensor de energia-momento,
T — i [T D¥4p + GT" D' — DT — DFgTVe)] —
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gLy + g (7" =T gorg"),
entao,
T =V + g [—711911 —T% gy — 733933} ;

usando as relagoes dadas em B.3, obtemos a equagao (5.17)
T = pp =V + 3¢HU.

Cabe lembrar que nestes calculos, usamos as equagoes de Dirac para eliminar as derivadas

de 9 e 1, conforme apéndice A.

De forma analoga, obtemos a pressao do campo fermionico acoplado nao minimamente
a partir do cdlculo da componente T = T2 = T3 do tensor de energia-momento do campo

fermionico, assim por exemplo,

(v S S

2dp A2 2 (711 — T gorg1) - (C.4)

Usando o fato que py = —T7, substituindo-se as relagoes B.3, obtemos a equagao (5.18),

C(dV AV € y :
pr = <§@+ st 53\11-1/) — & (U +2HY). (C.5)



Apéndice D

Deducao da equacao 5.20

A pressao para o campo fermionico acoplado ndao minimamente é dada por,
B P dV N dv 3
C2dYy dy 2 2

Pusual

Py —V42Ry) — &0 — 26HU,

e a densidade de energia é

py =V +3EHV,
Agora fazendo a operacao,
Py + 3H(py +py) =V +36HY + 3¢HY + 3Hp, + 3Hpy,

substituindo-se D.1, temos

po +3H(py +py) =V + 3EHY + 3H?EV + 3Hpysyar + SHRg\If.
Usando,
V= QLZ—Z + Z—Zz/} = —%wal—‘; + z'ngOZ—Z
—Z—Z%Hw — Z—Zigm%
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temos apds algumas simplificagoes,

av
po+ 3H1(ps + o) = iR (075 — o) 0.3

+3¢(H + H*)V + 3HR§\I!.

Usando a equacao da aceleracao

U 3
Py + 3H (py + py) = —%(fjgg) + 3HRg\If—|— (D.4)
£ v av )
iz R (W 7 wv Y,

utilizando-se agora as equacoes de Dirac acopladas nao minimamente, destas resulta que,

Odv 0
3H\If——\If—z<w 7 dw w)

substituindo-se em D.4 temos apos algumas manipulacoes,

§Up
1—cu

Py + 3H(py +py) = —



Apéndice E

Variacao das conexoes e tetradas

Partimos da acao para o campo gravitacional,

— 4 w, v pab E.1
Sy 167rG/d zleehey R™ ], (E.1)

variando esta com relacao a conexao de spin, w?, temos,

08 = —

4 o ab
167TG/d veeley{0,(0w,™) — v (0w,")

+ow,* ‘w,k + w, (0w, by — 5wyacwﬂcb - wyacéwﬂcb}. (E.2)
Agora usando o fato de que,

Ou(eeteydw, ™) = 0, (eelel)ow,™ + eeteyd, (6w, ™), (E.3)

onde podemos usar o teorema da divergéncia para concluir a nulidade do primeiro termo de

E.3. A acao torna-se,
T G/ d'w{—0,(echey)dw,™ + 9, (eeliey)dw,+

ac i v ac v b b, ac, p v
e[dw,“elefw,, bt dw, hepw, " — dw,ellejw ., — dw, . w, “ele]}. (E.4)

vc CL
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Fazendo agora

Oy(ectich) = —ec (Bcl)elich + ech (D,e) + eel(D,ch), (E.5)

utilizando-se o postulado das tetradas escrevemos a equacgao E.5, apds algumas manipulagoes

como,
dy(eehey) = e Ty, ehey — eejell’s —I—eeZeZef,egwucd — eeZewad
~— —_———
(o—p) (k—p,p—1)
—elW elef — eelielw,,’. (E.6)
Com isto podemos escrever,
= eche,C”), +eepelw, S — eeZewad — eeZefjwubd —eepen T, (E.7)
onde C*) ¢ o tensor torgao. Usando a relagao,
ehey I = §6Z€§FZH — iefjeffzp = 5656{; "
obtemos finalmente,
Ou(eehey) = eehey CF) — %ee’geg‘C”W—l—
eeheyw, S — eepelw, | — eelelw . (E.8)
De forma anéloga,
Oy(eetey) = eehe,CP, — %eeZeZC“py%—
eeledw, © — eehelw b — eelerw, O (E.9)

Agora escrevemos E.4 como,

1

05 =- 167G

1
1 b b b
/d z{—eeheyCh ow,™ + 5662‘6210”[)“5%“ — eepehw, 0w, +

1
[T d ab vV d ab VP ab _ — v _prip ab
eeyeqw,, 0w, + eegehw ow,* + eeyel CF dw, 2eebea0 0w, "+

VL c ab VI d ab v _p d ab v _p b ac
€)W, 0w, €€ ey W,y 0w, eepeqw,, 0w, + elepelw,  ow M+

v W ., ac b v, u b ac _ UV ac b
epehw,“ow,. — ejehw, Jow, ejetw, 5(“}“0]}‘
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Agora procedendo com os termos,

ocleyCP 0w, = elefCr 0w, = —elehCP 0w,

==

onde trocamos a por b na iltima passagem, de forma andloga

HoP Y ab — H VP (TH
ec;c,C", 0w, = epepCh 0w, = —eyehCh 5w
p—vy—p
wov d ab _ v 1 d ab _ v _p d ab
ecleqw ow, = erehw, &uﬂ = —ejehw,, &uﬂ
p—vp—p

wov b ac _
ecicyw,. 0w, =
c—b,b—c

o ab
etelw &uﬂ

v b ac _ v c ab
ecl W, 0w, =, €new,;, 0w,
c—b,b—c

Substituindo-se estas relagoes na agao, e apos algumas simplificagoes levando-se em conta as

propriedades de simetria e antisimetria da conexao de spin temos,

— 4 P ab o ,u__ m
59 87TG/d:Beebe 0w, {~C%, 8 — 5Ch}, (E.10)

ov¥p

e levando em conta que

1 1
epelow “bC”mﬁ;‘ = _56“6 Pow “bC”m,c?;‘ + 2eZe ow “bCUUpéf,‘,

obtemos finalmente a expressao final,

— 4 v_p ab ,u__ ,u Yo s
59 87TG/d:Bee efow, {0 o — 5C 0 5 (E.11)

ov-p op v

Agora, efetuando a variacao do setor fermionico da acao, com relagao a conexao de spin

oblemos,
5Sf = /d Ie—i ['1/1’7“(8 'l/f — —i ow abO’ bw) (8 w j 5“‘*(;1{)'(/]0' b)’}/“w] (E 12)
2 /J, 1 L al /J, al ) .

assim

6S; = / d'zedw, [—%(m“aabw + waaw*‘w)] ,
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e finalmente,

58, = / d'zedw, ™", (E.13)
com a densidade de spin definida como,
St = _w{V O}
Aplicando-se o principio da minima agao na acao total do sistema, ou seja
3(Sy+Sp) =0305,+305,=0
obtemos de E.11 e E.13, a equacao,

Cl, +C7 5t — C7, 8" = 167GS”,,. (E.14)

E.1 Variagao das tetradas no setor gravitacional e fermidénico

Variando-se o setor gravitacional da acao dada por E.1, em relacao ao campo das tetradas,

obtemos

58, = —

4 o ab wov ab
167TG/d :17[ e)elley R™ , + ed(eley )R ;w} : (E.15)

Usando as relagoes,

de = eegéeg, dell = —e 6“566,

obtemos apods algumas manipulagoes,

0S, = /d4l’566{666‘u6gRa —eyel e“R“b eg‘efe;’LR“bW}.

16G

Entao temos

0S8y = — /d%eéeﬁ{eﬁR 2R 1, (E.16)

16G

onde usamos o fato de que R? = RS .
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Agora da acao de Dirac, variando-a em relacao ao campo de tetradas, temos,
58, = / d*z8(e) Ly + / d4a;e;$ [08ety" Dyitb — Dyibbelin v} (E.17)
Usando as relagoes dadas em E.15, obtemos,
555 = [ diad(ep) {0y + 5 [~eliin” Dut + ehDuin 0]} (E.15)
aplicando-se o principio da minima agao, na acgao total do sistema, temos
0S5, + 0S5y =0.

A partir de E.16 e E.18 obtemos a equacao,

1 1 - -
4 n 8 vB B 8 B
/d redey {— e [enR —2R m} +en Ly + 3 [—eﬁjwv D, + el D,y w” . (E.19)
multiplicando-a por e? ™", temos finalmente,

RO _ %gﬁpR e {%[¢76Dp¢ _ D”QZ'yﬁw] _ gﬁﬁﬁf} ] (E.20)
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