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Abstract

In this Work we found explicit rates of decay of the energy associated to a problem
with partial viscoelasticity. Problems with partial viscoelasticity were studied by
many authors, for example: [2], [10], [11], [13], [16], [17]. In particular, we cite the
work of Rivera & Salvatierra [13] where exponential kernels for the memory are con-
sidered, obtaining exponential decay for the energy, however the technics used in this
work cannot be used to establish decay of the energy for kernels with polinomial de-
cay. It was the stimulus for work in that address. Using a suitable multiplier technics
we got to find estimates which can be used to establish the decay of the energy for
exponential and polinomial kernels. For Complete this work, we also prove existence

and uniqueness of solution.

Palavras-chave: Viscoelasticity, Decay, Multiplier technics, Memory and Localized

dissipation.
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Resumo

Neste trabalho obtemos taxas explicitas de decaimento da energia associada a um
problema parcialmente viscoelastico. Problemas parcialmente viscoeldsticos foram
estudados por véarios autores, dentre os quais podemos citar: [2], [10], [11], [13],
[16], [17]. Em particular, mencionamos o artigo de Rivera & Salvatierra [13] no qual
nicleos exponenciais com a meméria sao considerados, obtendo decaimento exponen-
cial da energia; porém as técnicas usadas nesse trabalho nao podem ser aproveitadas
para estabelecer o decaimento da energia quando o nicleo decai polinomialmente.
Este fato foi o que nos motivou a trabalhar nessa linha de pesquisa. Usando técnicas
multiplicativas de forma apropriada conseguimos encontrar estimativas que podem
ser usadas para estabelecer o decaimento da energia por nucleos exponenciais ou
polinomiais. A titulo de completar o trabalho, também demonstramos existéncia e

unicidade de solucao.

Palavras-chave: Viscoelasticidade, Decaimento, Técnicas multiplicativas, Memoéria

e Discipagao Localizada.



Introducao

Consideramos o problema de uma corda oscilante fixa em seus extremos, com uma
dissipacao localmente distribuida, mais precisamente, um corpo unidimensional com-
posto por uma parte elastica e uma viscoelastica. A dissipacao é dada por um efeito
de memoria, que trabalha sobre uma parte do material. A modelagem do problema

¢ dada pelo seguinte sistema:

Uy — KUy + /Otg(t — s)[e(x)ug(s)]ds =0, x€]0,L[, t>0,
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0,
u(x,0) =u’(z), z€]0,L],
u(x,0) =ul(z), =z €l0,L]

Na expressao acima, k é uma constante positiva relacionada com a densidade e a
elasticidade do material. A funcao g, a qual chamamos de nicleo ou funcao de re-
laxacao da memoria, é uma funcao suave, positiva e decrescente. Além do mais, se
comporta como as fungoes e #* ou (1 +¢)7?, p > 2. O efeito dissipativo é dado pelo

termo de convolugao

/0 g(t — s)[e(x)ug(s)]. ds,

que pode ser interpretado como um fator que descreve o envelhecimento da corda, ou

seja, a perda de suas propriedades elasticas, que faz a corda parar a medida que o
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tempo passa. Assumimos que o material é formado por duas partes: a parte elastica,
na qual a memoria nao afeta, e a viscoelastica, aquela em que afeta produzindo um
efeito dissipativo. Isto significa, em nosso modelo, que a fungao ¢ que aparece no
termo de convolugao é estritamente positiva em uma vizinhanca de L (para fixar as

idéias) e zero fora dela. Além disso, também assumimos

Kk — c(x) /000 g(s)ds >0, Vze|0,L]

condigao valida para soélidos viscoelasticos. Uma vez que supomos a corda com os ex-
tremos fixos, estabelecemos as condigdes u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0. Também supondo
uma configuracao e uma velocidade inicial para a corda, tem-se como dados iniciais

u(z,0) = u’(z) e w(x,0) = u'(z), respectivamente.

Antes de atarcarmos o problema, faz-se necessario algumas observagoes com relagao
a notagao, como ler o trabalho e alguns resultados béasicos.

Sempre que aparecer o simbolo “ := " leia “igual por definicao”. As vezes, para
indicar que uma expressao “B” é conseqiiéncia de “A”, escreveremos “A - B” (os
trés pontinhos podem ser traduzidos pela palavra “donde”). No trabalho existem
uma série de pequenos detalhes, que se fossemos explicitar todos poderiamos acabar
perdendo a linha de raciocinio e as idéias principais. Por exemplo, em varios mo-
mentos consideraremos fungdes continuas em conjuntos compactos «(z), o/ (x), 5(zx),
p(x), etc. Sabemos que fungoes continuas em conjuntos compactos possuem maximos
e minimos ( Weierstrass ); sendo assim, quase todo instante utilizaremos este fato.
Estejamos atentos a isto.

Com relacao as constantes, é bastante comum, em trabalhos semelhantes a este,
denotarmos com uma mesma letra as varias constantes diferentes. Em boa parte das

majoragoes, o que consideramos com relacao a estas constantes é basicamente o fato

de ser constante, depender ou nao de alguma variavel e nao necessariamente qual o seu
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valor. Sendo assim, justifica-se o fato de se usar uma tnica letra. No entanto, embora
as vezes facamos isto, nao seguiremos muito esta pratica e consideraremos vérias
constantes. A justificativa para proceder assim, é simples. Estando o trabalho pronto,
denotar varias constantes diferentes com uma mesma letra dificilmente causara algum
problema, visto que ja conhecemos o resultado. Mas, no desenvolver deste trabalho
surgiram algumas dificuldades técnicas que, pelo menos para um principiante, denotar
as constantes com letras diferentes normalmente sugestivas, ajudam e muito sabermos
de onde sairam determinadas expressoes podendo, assim, retornar ao ponto de origem
e fazer as adaptacoes que por ventura forem necessarias, visto que os funcionais e as
majoragoes, que aparecem no trabalho, nao ocorrem de maneira tao natural.

Duas desigualdades muito utilizadas, que apresentaremos no préoximo capitulo,
serao a desigualdade de Young e a desigualdade de Poincaré. Como nem sempre di-
remos quando estas desigualdades estao sendo aplicadas, o aparecimento dos niimeros
¢ e 0, que posteriormente serao fixados de maneira adequada, indicara a aplicacao da
primeira e o surgimento de uma constante C,, a da segunda. Levando em considera-

cao estas observagoes, damos continuidade.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Algumas Nocgoes de Analise Funcional
Defini¢ao 1.1 (Norma) Seja E um espago vetorial sobre o corpo R. Uma aplicagao
I :F—R

¢ dita uma norma em E se, para quaisquer u,v € E e para qualquer X\ € R, as

sequintes condicoes sao satisfeitas:

a) |lull = 0;
b) A relagao ||u]| = 0 implica v = 0;
¢) [[Aull = (A lull;

d) |Ju+ vl < luf + o]

Observacgao: Um espaco vetorial normado é um espago vetorial no qual esta dada
uma norma. Sendo v € E, em todo o trabalho, denotaremos por ||v||g a norma do
vetor v do espacgo vetorial . No entanto, em algumas ocasioes, para nao sobrecar-
regar a notacao, denotaremos simplesmente [|v|| deixando subentendido que se trata

da norma do espaco vetorial ao qual v pertence.



Defini¢ao 1.2 (Espago de Banach) Um espaco normado E é dito um espago de
Banach se E é um espago métrico completo relativamente a métrica (nogao de distincia)
proveniente de sua norma. Em outras palavras, toda seqiiéncia de Cauchy € conver-

gente com relagdo a métrica dada por: d(u,v) = ||[u — v||.

Defini¢ao 1.3 (Produto Interno) Um produto interno num espaco vetorial E €

um funcional bilinear simétrico e positivo em E. Mais precisamente, é uma funcao
()g: ExE—R
para qual sao vdlidas as sequintes propriedades: para quaisquer u,v,w € E e a € R,
Bilinearidade:
(u+v,w)g = (v,w)g+ (v,w)p, (au,v)p=a(u,v)g,
(v,v+w)g = (u,v)p+ (u,w)p, (u,av)p = a(u,v)g;
Comutatividade(simetria): (u,w)p = (w,u)g;
Positividade: (u,u)g > 0 se u # 0.

Observagao: Semelhantemente ao caso da norma, as vezes podemos omitir o subindice
FE da notacao (,)g, levando em consideracao que provavelmente o contexto nao cause

confusao com a notagao de par ordenado.

Defini¢ao 1.4 (Espago de Hilbert) Um espa¢o com produto interno é dito um
espaco de Hilbert se ele € um espaco de Banach com respeito a norma proveniente de

seu produto interno, ou seja, com rela¢ao a norma dada por ||v||g = +/(v,v)E.

Defini¢ao 1.5 (Imersao) Sejam V' C H espagos de Hilbert. Ao operador linear,
ingetivo, 7 : V. — H, que a cada v € V' faz corresponder Tv como elemento de H,

chamamos imersao 7 de V. em H. Quando existe k > 0, tal que
[Tvlle < Ellvllv, VoeV,

dizemos que T € uma imersao continua. Quando o fecho da imagem de conjuntos

limitados de V', por T, forem compactos dizemos que T € uma imersao compacta.



Definicao 1.6 (Espago Separavel) Um espag¢o normado E € dito separdvel se
existe um subconjunto enumerdvel D de E tal que D é denso em E (isto é, para todo

v € E e para todor >0, Blv,r)ND #0).

Notacao: Designaremos por E’ o dual (topoldgico) de E, i.e, o espago de todas as

formas lineares continuas sobre E. Quando f € E' e x € E denotaremos < f, £L'> em

vez de f(x).

Sejam E um espago de Banach e f € E’, designamos por ¢y : E — R a aplicacao

dada por py(z) = (f,z).

Defini¢ao 1.7 A topologia fraca o(E, E") sobre E € a topologia menos fina sobre E

que torna continua todas as aplicagoes (@) rep .

Notacao: Dada uma seqiiéncia x, em E denotaremos por x, — x a convergencia
, A . . ,
em o(E, E'), convergéncia fraca, e por x,, — = a convergéncia forte, isto é, na norma

de F.

Proposicao 1.1 Se x,, € uma sequéncia em E entao
ez, ~x emo(E F)<— <f,:vn> — <f,x>, VfeFE,
o v, »zr emFE =z, —~xemo(EE).

Demonstracao: Ver [1].

Observacgao: Sendo F um espaco normado, podemos definir uma imersao canénica
J dada da seguinte forma:
J: F — E"
xr — Jxr: EF — R
fo—= {2 g = H0)pw
onde, <J:I;, f>E,,XE/ denota Jr € E” aplicadaem f € E’. A imersao J é uma isometria,

e, |Jaler = [lz]le. (veja [1])



Defini¢ao 1.8 (Espago Reflexivo) Um espaco normado E ¢é reflexivo quando a

imersao canonica J € sobrejetiva.

Para cada x € FE considere a aplicagao ¢, : £/ — R definida por ¢,(f) = <f,ac>,
Vf € E'. Quando z percorre E obtem-se uma familia de aplicagoes (¢, ).cp de E’

em R.

Defini¢ao 1.9 A topologia fraca x (lé-se: fraca estrela) denotada também por o(E', E),

¢ a topologia menos fina sobre E' que faz continuas todas as aplicagoes (¢y)zck-

~ TN . * ~ .
Notagao: Dada uma seqiiéncia f,, em E’, denotaremos por f,, — f a convergéncia

de f, a f na topologia fraca .

Proposigao 1.2 Se E € um espaco de Banach e f, uma seqiiéncia de E' entdo:

o [, > femo(E E) <fn,9c> — <f,x> Ve e EB;

fao—=f= fo—femao(E E");

fo— femo(F E") = f, X fem o(E' E);

fo = f emo(E, E) = ||fl

¢ limitado e || f|| < liminf || f,]|;

fo>femo(E E)ex, —xemE— (forzn) — (f, ).
Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.1 Sejam E um espaco de Banach separdvel e f, uma seqiiéncia limitada

em E'. Entao, existe uma subseqiiéncia (fnr) que converge na topologia o(E', E).
Demonstracao: Ver [1].

Teorema 1.2 Sejam E um espaco de Banach reflexivo e (x,,) uma seqiiéncia limitada

em E. Entdo, existe uma subseqiiéncia (x,1) que converge na topologia o(E, E").



Demonstracao: Ver [1].

(Desigualdade de Young) Dados € > 0 e dois nimeros reais a e b, é vélida a

seguinte relagao
2, 19
ab < ea” + —b°.
4e
Prova: Para todo par de nimeros reais A e B, sabemos que
0<(A- B>~
Desenvolvendo o quadrado,
2 2 Lo, 15

Como a ultima desigualdade é valida para todo par de ntimeros reais, em particular,

podemos tomar A = v/2cae B = \/LQT-:’ donde segue o resultado.

1.2 Os Espacgos L?

Supomos que o leitor tenha uma nocao basica de Teoria da Medida e compreenda
expressoes como func¢oes mensuraveis, integraveis e conjuntos de medida nula. No

que segue, denotaremos por I um intervalo aberto de R.

Definigao 1.10 Seja 1 < p < co. Definimos o espago LP(I) como o conjunto das

(classes de) fungoes u : I — R mensurdveis tais que |u|” € integrdvel. Em simbolos:
LP(I) :=={u: I — R;u é mensurdvel e /|u|p dr < oo}.
I

Neste espag¢o podemos definir uma norma associando a cada u € LP(I) o nimero

real:

lull, = ( JALs daz) .
I

Para p = oo, temos



LP(I) :={u: I — R; u é mensurdvel e 3C tal que |u(z)| < C q.t.p em I}
||tt]|co := supess |u(z)| = inf{C; |u(z)| < C q.t.p em I}.
xel

Notacao: Se 1 < p < oo; designaremos por p’ o conjugado harmonico de p, i.e,

1 1
lit=1

Teorema 1.3 (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(I) e v € LY (I), com

1 <p<oo. Entiouv e L'(I) e

/I o] d < Jull,llglly- (1.1)

Demonstragao: Ver [1].

1.3 Distribuicoes

Seja Cg°(I) o espago vetorial das fungoes reais definidas em I, infinitamente derivaveis,
com suporte compacto contido em /. Considerando a seguinte nogao de convergéncia

em C§°(I):

Uma seqiiéncia de fungdes (¢, )nen converge para ¢ em C5°(/) quando

(1) todas as ¢, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de I;
(77) a seqiiéncia (p,)pen converge para ¢ uniformemente em K, juntamente
com suas derivadas de todas as ordens.
Ao espaco C3°(I), munido desta nogao de convergéncia, denotamos por D(I), o

qual chamamos espaco das fungoes testes.
Definicao 1.11 Uma distribuicdo sobre I é uma forma linear continua sobre D(I).

Explicitamente, é uma forma T : D(I) — R satisfazendo as seguintes condigoes:



(1) T(ap + y) = oT'(p) + BT (), Vo, €Re Ve, ¢ € D(I);
(13) T é continua, isto é, se (¢, )nen converge para ¢ em D(I) entao (T'(n))nen
converge para T'(¢) em R.
Representamos o valor da distribuicao 7" em ¢ por <T , g0> e o espaco vetorial das
distribuigoes sobre I por D'(I). A notacao L} .(I) serd usada para designar o espaco
vetorial das fungoes u : I — R localmente integraveis em I, i.e, integravel sobre

qualquer compacto contido em 1.

Lema 1.1 (Du Bois Raimond) Seja u € L} (1), tal que

/I w(@)p(x)de =0, Ve € D).

Entao uw= 0 quase sempre em I.
Demonstragao: Ver [§].

Exemplo 1.1 Se u € L}, .(I) entio a forma linear T, definida em D(I) por

(T9) = [ul)pla)da. Vg € D), (12)
I
€ uma distribuicao. Além disso, T, € univocamente determinada por u.

De fato, como ¢ possui suporte compacto contido em I e u € L} .(I), a integral
acima ¢é finita e, portanto, T, esta bem definida. Sendo T}, linear, é suficiente mostrar
que ela é continua. Seja (,, convergente para ¢ em D(I). Entao, V§ > 0 existe um
compacto fixo K C I e ng € N tal que
n > ng = sup |e(x) — pn(x)| < 9.
zeK

Dado € > 0, para n > ng temos

um@—@wmséwmwm—%@mswnczéwmm.

Fixando § = § na tltima expressao segue que T, ¢ continua e, conseqiientemente,

uma distribuigao. Supondo T, igualmente definida por u e v € L} .(I), do Lema 1.1



segue que u = v. s

Observacgao: Freqiientemente, identifica-se u a distribuicao definida por ela, dizendo

a distribuicao u de L}, (I).

Definicao 1.12 (Derivada de uma distribuigao) A derivada de T € D'(I) € a

distribuicao representada por %, definida em D(I) por
dr dy
—., 0y =—(T,—), VpeD).
<da: SO> < dx> 7 (D)

Uma grande vantagem desta nogao de derivada é que uma distribuicao possui derivadas
de todas as ordens. Representando por £L (ou T™) a derivada n-ésima de T' € D'([)
temos

arr B e
(Fomw) = ()T, —2), Ve € D).

Para finalizar esta segao fagamos algumas consideragoes sobre distribuigoes vetoriais.
Sejam 1 < p < oo e V um espaco de Hilbert real, separavel. Sendo 0 < T < o0,
representamos por LP(0,T; V) o espago vetorial das fungoes vetoriais v :]0, T[— V'
que a cada s €]0,T faz corresponder um vetor v(s) € V, tal que s — (v(s),w)y

¢ mensuravel, Vw € V e s — |lv(s)||v pertence a LP(0,7). Quando 1 < p < oo

define-se em L?(0,7; V) a norma

: s
I ( [ ol ds)

€ 110 caso p = O

[0][Loe0,1v) == sup_ess][v(s)]]v-
0<s<T

Tem-se que LP(0,7; V) é um espago de Banach e quando p = 2, um espago de Hilbert

com o produto interno

(UaU)L2(0,T;V):/O (u(s),v(s))v ds.

Defini¢ao 1.13 Uma distribui¢iao vetorial sobre |0,T[, com wvalores em V, é uma

aplicagao linear continua sobre D(0,T) com valores em V.



Exemplo 1.2 Semelhante ao Exemplo 1.1, dada v € LP(0,T;V), T, definida por

7, = / v(s)p(s)ds, Vg € D(0,T),

¢ uma distribucao vetorial.

Observacao: Analogamente a Definicao 1.12, estabelecemos a derivada de uma dis-
tribuigao vetorial simplesmente trocando a notagao D’(I) pela do espago L(D(0,T),V)
das aplicagoes lineares continuas de D(0,7T") em V e acrescentando o adjetivo “veto-
rial”a palavra distribuicao. As demais notagoes continuam as mesmas.

Sejam V' C H dois espagos de Hilbert reais, sendo a imersao de V' em H continua.

Representamos por
W(0,T) = {vlv e LP(0,T;V), % € LP(0,T;H)}
o espaco de Banach com a norma
lollwom = maz{[|vll e vy, 10| oo, }-

Proposigao 1.3 Se v € W(0,T), entio v € C°([0,T); H), i.e, v € igual em quase

todo ponto de |0,T[ a uma fun¢do continua de [0,T] com valores em H.

Demonstracao: Ver [§].

1.4 Espacos de Sobolev

Definicao 1.14 Sejam I =la, b um intervalo (limitado ou ndo) e p € R com

1 < p < oo. Definimos o espago de Sobolev W(I) por
WEP(I) = {u € LP(I); g € LP(I) tal que /ugp’ dr = —/g(pda:, Vo € D(I)}.
I I

Quando p = 2 escrevemos H'(I) = W2(I).

Observagao: Na definicao de WP(I) aparece a igualdade

/ugp’da:——/ggodx Vo € D(I).
I I
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Note que isto é equivalente a dizer que g é ( a fungao que define) a derivada da dis-
tribuicao (que identificamos a) u; por isso, denotaremos g = u’. Além disso, quando
we CYI)NLr(I) e w € LP(I), a derivada usual de u coincide com a derivada no
sentido de W1P(I). Levando em consideracio esta observagiao, podemos caracterizar
WP(I) como o espaco das distribui¢oes de LP(I) com derivada de primeira ordem

também em LP(I).
No espaco WHP(I) podemos estabelecer as normas equivalentes

1
[ullwrr = llullee + [0 lle e Nullwre = (Jullze + 1W]17)7.

Normalmente trabalharemos com a primeira e se em algum momento utilizarmos a
segunda, caso seja relevante, explicitaremos. Em H'(I) temos o seguinte produto

interno
(u,v) g = (u,v) 2 + (v, 0") p2;
e a norma associada
lallzr = (a2 + 1o 172)=.

Proposigao 1.4 O espago W'P(I) é de Banach para 1 < p < oo; reflexivo para
1 < p < oo e separdvel para 1 < p < oo. Ao passo que, H'(I) é um espaco de Hilbert

separdvel.
Demonstracao: Veja [1].
Teorema 1.4 Se u € W'P(I) entdo existe uma funcio v € C(I) tal que

u=v qtpeml

v(z) —v(y) = /y u'(t)dt, Vz,y €l
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Demonstracao: Veja [1].

Segundo o Teorema 1.4, toda funcao de WP (I) possui um representante continuo.
Desta forma, quando conveniente podemos supor que estamos trabalhando com este
representante ou, por abuso de linguagem, dizemos que as fungoes de W'P(I) sao

continuas.

Definigao 1.15 Dado 1 < p < oo, designamos por WyP(I) o fecho de D(I) em
Wh(I). Quando p =2, denotamos HL(I) = Wy (I).

Observagao: O espaco W, ?(I) é dotado da norma induzida por W'?(I) e H}(I)
do produto interno de H'(I). Além disso, W, (I) é de Banach separével, e reflexivo

para 1 < p < oco. O espaco H}(I) é um espago de Hilbert separavel.

O préximo teorema d4 uma caracterizacio as funcoes de Wy (I).
Teorema 1.5 Se u € W'P(I) entdo u € WyP(I) se, e somente se, u= 0 sobre OI.
Demonstracao: Veja [1].

Proposigao 1.5 (Desigualdade de Poincaré) Se I ¢ limitado entio existe uma

constante C' (dependendo de |I| =b— a) tal que
lullwrnay < Clll| oy, Yu € Wo™(D).
Dito de outro modo, a norma ||u'||sry em Wy *(I) é equivalente a norma de W*(I).

Demonstracgao: Primeiramente observamos que

u € WoP(I) = Ju(@)| = |u(z) —u(a)] =

/ u’(t)dt‘ < |1 ||y = pela de-

sigualdade de Holder, ||u/||r» < |]|§ W e = ||u]loo < |]|ﬁ ||| z». Finalmente,
1

b » 1
[ullwrr = llulle + [0l r = (/ ‘“($)|pdm) + Wl < U7 flullso + (/]| 2o
a
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1,1
<[P [ o+ [0 < Ol |z, C =1 +]1]. &

Observagao: A desigualdade de Poincaré continua vélida se u for uma funcao que
se anula somente em um dos extremos do intervalo. Em virtude da desigualdade
de Poincaré e de |[u||gr) > [|W/]|Lr(1), 0 espago Hy(I) serd equipado com o produto

interno

(u, V) gy = /Iu’v’ dx (1.3)

e com a norma, decorrente deste produto interno:

%
) = ( / |u’|2dm) .
I

Definigao 1.16 Sejam m > 2 e 1 < p < 0o. Definimos por recorréncia
W) = {u € W"HP(I);u" € WTHP(I)}
e denotamos
H™(I) = W™(I).

Pode-se verificar que u € W™P(I) se, e somente se, existem m fungoes gy, ..., gm

€ L*(I), tais que

b b
/ugp(i)de(—l)i/ gipdr, YpeDI)eV1<p<m.

Na expressao anterior, (¥ denota a i-ésima derivada de ¢ e verifica-se que ¢; = u(¥.
Ou seja, W™P(I) é o espaco das distribuicoes de LP(I) tais que suas derivadas u®

até a ordem m também pertencem a LP(I). Em W™P(I) consideramos a norma:

m
lellwms = Jullze + Y u®|s
i=1

e em H™(I) o produto interno

(U, ’U)Hm = (U, U)Lp + Z(U(i),'l}(i))[/p.

=1
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Definicao 1.17 Dados m > 2 e 1 < p < oo, designamos por Wy*(I) o fecho de
D(I) em W™P(I).

Observagao: Existe uma diferenca entre W ?(I) e W, P (I)NW?P(I). Demonstra-se
que Wg"P(I) = {u € W™P(I);u =1 = --- = ul™V = 0 sobre dI} (veja [1]). Sendo
assim, WoP(I) = {u € W??;u = 0 = ' sobre dI} enquanto que Wy (I) N W?2P(I)
= {u € W?P;u = 0 sobre 9}



Capitulo

Existéncia e Unicidade de Solucao

2.1 Existéncia

Nosso problema consiste em provar que existe uma tUnica funcao u que descreva as
oscilagoes de uma corda com memoria parcial, de extremos fixos, satisfazendo uma
configuracao inicial u° e uma velocidade inicial u'. O modelo considerado é dado pelo

seguinte sistema:

( — Kl + / (t — 8)e(x)ug(s)]ads =0, x €]0,L[, t>0,
L u0,t) =0=u(L,t), t=0,
u(z,0) =u’(x), = €[0,L],
w(z,0) = ul(z), z€l0,L).

onde u = u(x,t), u(s) = u,(x,s); K é uma constante positiva; g : [0,00[— R é
uma funcao suave, positiva e decrescente, i.e, g possui derivadas de todas as ordens
continuas; ¢ é uma funcao suave estritamente positiva em uma parte do intervalo

[0, L], que para fixar as idéias escolhemos

c(x) >co >0, Vrelly,LlCl]0,L] e c(z) /Oog(s)ds <k, Vzel0L].

14
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Inicialmente, a fim de simplificar a notagao e facilitar a analise do trabalho, definimos

os operadores bindrios x, { e O através das férmulas:

(g% R)(1) = / g(t — $)h(s) ds; (2.1)
(9om(t) = [ gt =) {ht) = h(s)} s (2:2)
(¢gahn)(t) = /0 g(t — s)|h(t) — h(s)|2ds. (2.3)

Com isto, as principais relagoes entre estes simbolos sao dadas pelo

Lema 2.1 Para g,h € C'(R) e 6 € [0,1], temos as sequintes relagoes

(g )(t) = ( / g<s>ds)h<t>—<g<>h><t>; (2.4)
lgOR[ () < (/0 lg(s)* 7 dS) (lg]*°Oh)(t); (2.5)

29+ 10 = o — gl — g~ ( e e 2o
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Demonstracao: de (2.4). Partindo de (2.1), segue

(g% h)() = /Otg(t—s)h(s) ds
- (/Otg(t—s) ds)h(t) —~ /Otg(t— s){h(t) — h(s)}ds
_ ( / "9 ds)h<t> ~ (gom) ().

Fazendo a mudanga de varidvel = ¢ — s na expressao anterior, obtemos (2.4).

Prova de (2.5) : Por (2.2) e propriedade da integral tem-se

(goh)(D)] < / gt — )| B(t) — h(s)| ds
< [latt =" gte =) hit) = hio)l s

Como g,h € CY(R) ¢ 6 € [0,1], temos que wy := |g(t — )| € L2(0, L) e w,
:= |h(t) — h(s)| € L*(0, L). Aplicando a desigualdade de Holder chegamos a (2.5).

Prova de (2.6) : Note que, assim como (2.4) e (2.5), estamos olhando (2.6) co-
mo uma igualdade de fungoes na variavel . Sendo assim, para nao sobrecarregar a

notagao, omitiremos a variavel ¢ nas contas a seguir. Partindo de (2.3), temos

gOh = /Otg(t —5) |h(t) — h(s)[*ds = (/Otg(s) ds) h? — 2h(g * h) + g * h?,

isto é,
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gOh — (/Otg(s) ds> h? = —2h(g * h) + g * h?. (2.7)

Derivando a expressao (2.7) em relagao a ¢, obtemos

d ! d d
— | ¢gOh — ds |h?| = —2K h) —2h— h] + — h?
7|9 (/09(8) S) } (9 h) = 2h—[g* B + —[g ]
= —21/'(g*h) —2h[g(0)h + ¢' * h] + g(0)h* + ¢’ * h®
= —2h(g*h) — g(0)h* —2h(g * h) + ¢’ = h?
t
= —2W(gxh)— (g — / q'(s) ds) h?
0
—2h(g" * h) + ¢ * h?
= —2h'(g*h) — g|h* + ¢'Oh.
Portanto,

d

t
pr gOh — (/ g(s) ds) hz} = —2h'(g * h) — g|h|* + ¢'Oh.
0

Reordenando os termos desta equagao, o lema esta demostrado. )
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Lema 2.2 (Dissipagao da Energia) A energia E(u(t)) associada ao sistema % €
dada por

1 b
E(u(t)) = 5/ [u? + b(x, t)u2 + c(z)g0u,] dr, (2.8)
0
t
onde b(z,t) == Kk — c(:c)/ g(s)ds. Além disso, obedece a sequinte lei de dissipa¢ao
0

al’(u(t)) = +§/0 c(:v)g’Duxd:U—%/o g(t)c(z)u? dx. (2.9)

Observagao: Antes de demonstrarmos o Lema 2.2 note que, como ¢'(t) < 0, Vt > 0,
a expressao (2.9) é negativa, ou seja, a energia E(u(t)) é uma funcdo, na variavel t,

decrescente. Este fato, permite constatarmos sua caracteristica dissipativa.

Demonstragao: Multiplicando a primeira equagao do sistema % por u,; e integrando

de 0 a L obtemos

L L L
/ Uty AT — / KlppUs AT + / [e(x)g * ug]ue dr = 0. (2.10)
0 0 0

Desenvolvendo separadamente as trés integrais anteriores, segue

L L
iz vt
° UppUy AT = —< — wr dx .
/0 e a2/, *
L L d(1 t
) —/ /iumutdx:/ /ﬁuxuxtdx:—{—/ /suidx}.

. /0 " (e()g # usl,uy dr = /0 )y e dr

— _% /OL {c(x)glmuw —c(z)g(t)u? — %{c(x)gﬂux —c(x) </Otg(s) ds) ui] } dz.
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Retornando a expressao (2.10), resulta que

%{% /OL {ug + ku? + e(x)g0u, — c(x) (/Otg(S) d8> ui} dx}

1

L 1 L
= —/ c(z)g'Ou, dx — —/ g(t)e(z)u? do.
2 Jo 2 Jo

t
Pondo b(z,t) := k—c(x) (/ g(s) ds) , definimos a energia associada ao sistema *, por
0

E(u(t)) = %/0 [u? 4 b(x, t)u2 + c(z)g0u,) dr.

Neste caso, a identidade anterior pode ser escrita da forma

d 1 [* , 1 [t )
—FEu(t) = 4= [ c(x)gBuydr—= [ g(t)c(z)usdx.
dt 2/, 2/,
Como queriamos mostrar. &

Para nao sobrecarregar a notagao as vezes omitiremos as variaveis x,t da expressao
b(x,t). Além disso, partindo da definigao de b e denotando max c(x) por ¢z, ndo é

dificil verificar que
0 < by <b <k, (2.11)

onde

boo 1=K — C2 /OOO g(s)ds (2.12)
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¢ uma constante.

Agora, antes de demonstrarmos a existéncia e unicidade de solucao, estabelece-
remos as nogoes de solugao fraca e forte do problema . Provaremos a existéncia de
solucao, e, a unicidade sera feita somente para solucoes fortes, uma vez que, nosso
principal objetivo é provar o decaimento de solugoes atravez do uso das técnicas mul-
tiplicativas e, para isto, faz-se necessério ter solucgoes fortes. A distincao entre estes

dois tipos de solugao sera o nosso proximo passo.

Formulacao Variacional: Utilizando a notacao de convolucao, a equacao dada
em x toma a forma
Uy — Klge + [c(2)g * ug]s = 0. (2.13)

Agora, se multiplicarmos (2.13) por v € H}(0, L) e integrarmos, obtemos

d [r L L

— / wv dx + Ii/ Uy Uy dT — / c(x)(g * ug)v, de = 0. (2.14)

dt Jo 0 0
Entédo, introduzindo as formas bilineares K, G: H} (0, L) x H}(0, L) — R onde,

L L
K(u,v) = li/ uvdr e Glu,v) = / c(x)(g * ug)v, dx
0 0

e denotando u = u(t) e u; = u/(t), (2.14) pode ser reescrita da seguinte forma:

—(u'(t),v) + K(u(t),v) = G(u(t),v). (2.15)

A formulagao variacional de nosso problema * consiste em trocarmos a igualdade
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pontual (2.13) pela igualdade variacional (2.15).

Chamamos de solucao fraca de % as fungoes que verificam a igualdade funcional
(2.15) e de solugoes fortes as que verificam a igualdade pontual (2.13). Pela maneira
como obtemos (2.15) vemos que toda solugao forte também ¢ fraca. Além disso, assu-
mindo maior regularidade para fungdes que satisfagam (2.15) verifica-se que também
satisfazem (2.13). De fato, toda solucao fraca sob certas condigbes que veremos no
Teorema 2.2, também ¢ forte.

Note que o funcional bilinear K, define um produto interno em H}(0, L) (veja

(1.3)).

Teorema 2.1 (Solugoes fracas) Se ug € H}(0,L) e u; € L*(0,L), entdo, existe

uma fungao u : [0, L] x [0,T] — R tal que

u € L0, T; Hy(0,L)); (2.16)
u' € L™(0,T; L*0,L)); (2.17)
u” € L0, T; H (0, L)); (2.18)
d

—(u'(t),v) + K (u(t),v) = G(u(t),v), Yv & Hj no sentido de D'(0,T); (2.19)

uw(0) = uy e u'(0) = uy. (2.20)

A idéia da demonstracao consiste em projetar o problema do Teorema 2.1 em

subespacos de dimensao finita, idéia esta, introduzida por Faedo-Galerkin.
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Demonstragao: Sendo H}(0, L) uma espago de Hilbert separdvel, este possui uma
base de Hilbert enumeravel. Ou seja, existe uma seqiiéncia de fungoes w,, € H}(0, L)

satisfazendo:

e para cada m o conjunto de vetores {wy, wy, ..., w,,} é linearmente independente;

e as combinagoes lineares finitas dos w,, sao densas em H} (0, L).

Problema aproximado: Seja V,, = [wy,ws, . .., w,] o subspago de H}(0, L) gerado

pelos m primeiros vetores de (w,)nen. O problema aproximado consiste em determi-

nar u,(t) = Z R (£)wy, € Vi, tal que

n=1

(! (t),v) + K(un(t),v) = G(un(t),v), Yv € Vy; (2.21)

m

U, (0) = Ugm, sendo U, € Vi, e lim ug,, = ug em Hy(0, L); (2.22)

m—0o0

u! (0) = Uy, sendo uy, € Vi, e lim uy, = u; em L*(0, L), (2.23)

m—00

m m
onde g, = E Wy, € Uy = g BramWy . Note que u,,(0) = ug,, equivale a
n=1

n=1

e que u, (0) = uy, significa

h;lm<0) = Bpm, n=12,...,m.
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A existéncia de soluc¢ao aproximada w,,(t), para t em [0, t,,[, resulta do sistema (2.21),
(2.22), (2.23) ser um sistema linear de equagoes diferenciais ordindrias, nas condigoes
do teorema de existéncia, que pode ser encontrado em [7]. O resto da demonstracao

consiste em:

e obtengao de estimativas a priori para as solugoes u,,(t) do problema aproxima-

do, permitindo prolongar a solugao ao intervalo [0, T';

e obtencao de uma subseqiiéncia cujo limite seja solucao do problema do Teorema

2.1.

Estimativas a priori: Observando que (2.21) é valida Yv € V,,, em particular,
tomando v = u/,(t), nesta expressdo, e repetindo as contas do Lema 2.2, para o

problema aproximado, obtemos que

Eun(0) 5 | {[u;<t>]2 b D (O] + c@)gu[um%} e (2.2)

e satisfaz

L Eum(t)) 0. (2.26)
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Tomando 0 < t < t,, e integrando (2.26) de 0 a t, obtemos
1 K
Eun(t) < Ewn(0) = SOz + FllumO)l o  (227)

De (2.22) conclui-se que s, = ||un(0) ) ¢ convergente e, conseqlientemente,

2
HH&(O,L
limitada. Analogamente, de (2.23) resulta que r,, = Hu;n(O)HQLQ(O’L) também ¢é limita-
da. Desta forma, a limitacao (2.27) garante o prolongamento da solugao aproximada

um(t) ao intervalo [0, 7] (veja [18]). Portanto, temos que
o |luy,(t)]|L2(0,r) € limitada em [0, T} independente de m.
o |lun(t)| g1,y ¢ limitada em [0, 7] independente de m.

Logo, da compacidade fraca %, existe uma subseqiiéncia, que assumiremos ser a ori-

ginal, com as seguintes propriedades:

Uy, = u em L®(0,T; HL(0, L)), (2.28)

ul, =’ em L®(0,T; L0, L)). (2.29)

Identificando, via Teorema de Representacao de Riesz, L?(0, L) com seu dual e no-
tando que o dual de L'(0,T; H=1(0, L)) ¢ L>(0,T; H}(0, L)) e o de L*(0,T; L*(0, L))
6 L>(0,T; L*(0, L)), a convergéncia (2.28) equivale a dizer que para todo w perten-

cente a L'(0,T; H} (0, L)) tem-se:
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/0 K (un (1), w(t)) dt — /0 K (ult), w(t)) d: (2.30)

e (2.29), que para todo w € L*(0,T; L*(0, L)),

/o (ul,(t), w(t)) dt — /0 (W' (), w(t))dt. (2.31)
Da convergéncia (2.28), segue que

u™ >, em L(0,T; L*(0, L))

xT

e conseqilentemente,

c(x)g* u™ = c(x)g * up em L(0,T; L*(0, L)).

x

Ou seja,

/OT /OL c(z)g * uMw dzd(t) dt — /OT /OL c(z)g * ugw dzd(t) dt, (2.32)

Vw € L*(0,L) e V0 € D(0,T).
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O proximo passo é demonstrar que u é solucao da equagao (2.19) no sentido de
D'(0,T). Ou seja, que cada termo daquela expressao define uma distribuigao e tem-

se a igualdade para toda v € H(0, L).

Com efeito, fixemos mg € N e consideremos m > mg. Multiplicando a equacao

aproximada (2.21) por § € D(0,T) e integrando de 0 a T' obtemos:

/0 (). 0)6() di + /0 " K wn(t), 0)(t) dt /0 Gl (). 000 dt. Vo € Vi

Integrando por partes a primeira integral temos:

_ /0 (), 0)6 (1) dt + /0 K (un(t), 0)0(¢) dt = /0 Glum (1), 0)0(1) dt.

Passando ao limite quando m tende a infinito e observando (2.30), (2.31) e (2.32),

segue que

—/O (u’(t),v)@’(t)dt—i—/o K(u(t),v)e(t)dtz/o G(u(t),v)d(t)dt.  (2.33)

Sendo ¢t — (u/(t),v) uma funcao de L*(0,T), ela define uma distribuigdo sobre
10,T[. A primeira integral de (2.33) é a derivada desta distribuigdo. Sendo assim,

resulta que

<%(u'(t),v),9>+ /0 K (u(t),0)0(t) dt = /0 G(u(t),0)0(1) dt, (2.34)

para todo v € V,,, e @ € D(0,T). Como my foi fixo arbitrariamente, a tltima igual-

dade é valida V V,,. Sendo {V;, }men denso em H} (0, L), conclui-se que (2.34) é vélida
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para todav € Hj(0,L) e § € D(0,T). Provando assim a igualdade (2.19) do teorema.

Verificagao de que u” € L2(0, T;H (0, T)): De u € L>(0,T;H}(0,L)), lem-
brando a definigao de norma de H}(0, L), é imediato que u, € L>(0,T; L*(0, L)).
Donde, g * u, € L>(0,T; L*(0,L)). Sendo ¢ € L*°(0, L), continuamos com cg * u,

€ L>=(0,T; L*(0,L)) e devido & caracterizagiao do espaco H~1(0, L), segue [cg * ],
€ L>(0,T; H (0, L)). Como u € L*>(0,T; Hy(0, L)), pelo mesmo argumento anteri-
or, Uz, € L>®(0,T; H (0, L)). Finalmente, de u; = Kz, — [cg * ug],, no sentido das

distribuigoes, resulta uy € L>(0,T; H~'(0,L)).

Verificagao das condigoes iniciais: Seja 0 € C'(0,T;R) com §(T) =0,0(0) =1e

v € L*(0,L). Da convergéncia (2.31) resulta que

/0 (o (1), 6(t)0) dt — / (W (0), 0(0)0) .

Integrando por partes e notando que u € C°([0,T]; L*(0, L)), temos

— (um(0), v) — /0 (£, 0/ ()0) dt — —(u(0), v) — /0 (u(t), 0'v)dt.  (2.35)

Observe que (u,,(0)) converge para ug forte em H}(0, L), logo forte em L?(0, L), con-
seqiientemente fraco em L?(0, L). Também, da convergéncia (2.30), resulta que (u,,)

converge para u fraco estrela em L°°(0,7T; L?(0, L)). Decorre entao que

(0, v) — /O (£, 6 (#)0) dt — — (g, v) — /0 WO dt. (2.36)

Da unicidade dos limites (2.35) e (2.36), segue que (u(0),v) = (ug,v). Como v
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€ L?(0, L) foi arbitrario, concluimos que u(0) = uy. Para provar u/(0) = u;, procede-

mos de maneira semelhante (veja [8]).

Lema 2.3 Consideremos a equagao de Volterra

v(x,t) — /0 g(t — s)a(x)v(x,s)ds = f(x,t),

onde a € C°([0, L]) e g € C([0, 00|) satisfaz

g(t) >0, alleo / g(s)ds,
0

com f € LP(0,T;L*0,L)) e p > 1. Nestas condicoes, existe uma tnica solugdo, v,

satisfazendo
v e LP(0,T; L*0,L)).
Além disso, existe uma constante positiva C' independente de T, tal que

[vllzror:220.0)) < Cll fllLe0,1:22(0,1)-

Demonstragao: Veja [5].

Teorema 2.2 (Solugodes fortes) Sejam ug € H*(0,L) N Hy(0,L) e u; € Hy(0,L).

Entao existe uma unica solugao u de x satisfazendo
u € L*(0,T; H*(0,L) N Hy (0, L)); (2.37)
uy € L(0,T; Hy (0, L)); (2.38)

uy € L°°(0,T; L*(0, L). (2.39)
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Demonstracao: A demonstracao deste teorema é andloga a do teorema anteri-
or. Naquele, a idéia principal foi limitar a energia de primeira ordem, FE(u,,(t)),
e conseqilentemente, as seqiiéncias |luy,(t)[|r20.0) € [[um ()| g1z, garantindo des-
ta forma, que u € L*(0,T; H}(0,L)) e ' € L*>(0,T;L*(0,L)). Agora, limitare-
mos a energia de segunda ordem ZE(ul,(t)), para obter u' € L>(0,T;Hj(0,L)) e
u" € L*(0,T; L*(0, L)).

Demonstragao: Derivando a expressao (2.21) em relagdo a ¢t obtemos

(U (1), 0) + K (1, (1), 0) = =G (um (1), v).

Como
G600 = 4 [ cado s lun(®) Yo do
_ / () [t ()] (£) + 9 % [t (1)] 1 o it
= G (1), v) + g(t) / (&)t (O)] 0 i,
segue que

(U%@%lﬁ%-KKU;U%v)==GU%A07U)+£KUUA (@) [um(0)]ovg dz. (2.40)

Fixando v = w (t) em (3.4), por contas andlogas as feitas para obter (2.25), agora

com v = u! (t) ao invés de v = u/ (1), segue que
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GEGW) = 3 [ Ol 0Lde =5 [ o0e@l, (0 do

Tg(t) / () [t (O " ()] .

Donde, denotando por M (u,,(t)) := E(u,(t))—g(t) /0 () [um(0)]x[ul, (t)]. dz, segue

M) = 5 [ @Ol Olde =5 [ atel)i, O ds

() / () [t ()]t (8)]

IA

—g'(t) / ()t (O] [t (8)]

Usando a desigualdade de Young e integrando de 0 a ¢

L

M) < 0, 0) = [ 306 [ et 02 o+ [t 0] as. 241

0 0 0

Como,

ainda pela desigualdade de Young, temos
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Por outro lado, também pela desigualdade de Young, de (2.42) temos

t)?

Ely0) - 25 [ caPlun O | ol @de < M 0)

SE ) = 28 [Pl O de < M)

Donde, segue

28 [ o) ds

< S o)+ L [ Pl O do
-/ ;g/@{ [ ctarlumorz e+ | [u’m@nid:ﬁ] ds
+40 / () [t (O
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Conseqlientemente, existem constantes C' e p tais que

O préximo passo é estimar a energia de segunda ordem inicial. Fazendo v = u! (t)

em (2.21) e t = 0 obtemos

/OL [u;7,(0)]? d = K/OL [1(0)]4z [u”. (0)] dz.

Logo, a desigualdade de Young implica que (u/,(0)) é limitado em L?(0, L) e assim
E(ul,(0)) também o é. Logo,

m

E(ul (t)) é limitado para todo m € N. (2.44)

m

Disto e da limitacao da energia de primeira ordem, concluimos que existe um sub-

seqiiéncia (u,,), denotando como a prépria seqiiéncia, tal que

o uy = ue L¥0,T, Hy(0, L));
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o u, oy, € L2(0,T, H}(0,L));

o u! Xy € L=0,T, L*0,L)).

A seguir, mostraremos que u,, € L>(0,T; L*(0, L)), dando por concluida a demon-

stracao do Teorema 2.2. Partindo da primeira equagao do problema x, obtemos

c(x)

Ugy — /Otg(t - s)ilj)um(s) ds = % + /Otg(t —3) uz(8) ds.

K

c(x)

c(z)

t

Fazendo v(z,t) = U, a(z) = —= e f(x,t) = o +/ g(t —s) u.(s)ds €
K K 0 K

L>(0,T; L*(0, L)), do Lema 2.3, resulta que u,, € L>(0,T; L*(0, L)). )

2.2 Unicidade

Uma maneira de mostrarmos a unicidade de uma funcao que satifaz algumas pro-
priedades, é supondo que existem duas que verifiquem estas mesmas propriedades e
provando que sao necessariamente a mesma. Neste caso, supondo que existem duas

funcgoes 7 e 9 safisfazendo a propriedade de ser solugao de x, mostraremos que n = .

Demonstracgao: Sejam 7 e 9 solugoes de . Isto significa que

(ntt—/mm / (t = $)c(a)na(s)ads =0, z€]0,L], ¢>0,
(i) n(0,t) = n(L,t), t>0,
n(2,0) = (x), z €0,
n(z,0) = ul(z), =€ 0,I).
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( ¢
Uy — K0pp + / g(t — s)[e(x)V:(s)].ds =0 x€]0,L], t>0,
0

Subtraindo membro a membro as igualdades dadas em (i) de suas correspondentes

em (ii) e denotando w = ¥ — ), obtemos

(

Wiy — KWy + /Otg(t — s)[e(z)wy(s)].ds =0 =z €]0,L], t>0
(id) w(0,t) =0=w(L,t), t>0,

w(xz,0)=0, z€]|0,L],

we(z,0) =0, z€]0,L]

\

Multiplicando por w; a primeira igualdade de (ii7) e integrando de 0 a L, verifica-se

que a energia

1 L
E(w(t)) = 5/0 w? dz + bw? + c(x)gDw,,

t
onde b := k — ¢(x) (/ g(s) ds), satisfaz
0

d 1

%I(w(t)) = +§/0 c(x)g' Ow, doe — %/0 g(t)e(z)w? dx. (2.45)

Note que, por hipdtese, as funcoes ¢ e g sao positivas e ¢’ negativa. Além disso, o

sinal de ¢'0Ow, depende simplesmente de ¢’ (veja defini¢ao de O). Portanto, de (2.45)
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segue que

Integrando (2.46) de 0 a t obtem-se
0 < E(w(t)) < E(w(0)).

Mas, observando as condigoes w,(0) = 0 e w;(0) = 0 em (44i), vemos que

L
E(w(t)) = —/ w? + bw? + c(x)g0w, dr = 0.
0

Por outro lado, visto que 0 < by, < b, a desigualdade

I 1 [* I

—/ wfdx—i—boo—/ w? dw < —/ w? 4 bw? + c(z)g0w, do = 0

2 Jo 2 Jo 2 Jo
implica

Hwt||L2(0,L) + ||w:r||L2(0,L) =0

35

(2.46)

(2.47)

conseqiientemente, w; = 0 e w, = 0, o que implica, w = n — ¥ = 0, donde resulta

n=4.

L3



Capitulo 3

Decaimento Uniforme

Neste capitulo demonstramos que a energia associada ao sistema * decai uniforme-
mente para zero quando o tempo tende a infinito. A rapidez do decaimento sera
determinada pelo niicleo ¢(t), isto é, se g decai exponencialmente entdo a energia as-
sociada ao mesmo também decai exponencialmente; da mesma forma, o decaimento
polinomial de g implica o decaimento polinomial da energia. Para fazer isto utilizamos
a técnica de multiplicadores para construir um funcional £, convenientemente, dado

por
L(t) == NE(u(t)) + F(t), (3.1)

onde N > 0 serd escolhido a posteriori. Na primeira secao deste capitulo estabele-
cemos os termos presentes na expressao acima, e nas duas seguintes os decaimentos

exponencial e polinomial, respectivamente.

3.1 Técnica de Multiplicadores

A técnica utilizada consiste basicamente em multiplicar a equagao do problema *
por uma funcao adequada, de forma que através de algumas manipulacoes podemos
obter uma igualdade em que de um lado temos a derivada de um termo e, do outro, a

expressao que corresponde a esta derivada. Os termos cujas derivadas encontramos,

36
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por este método, serao parte do funcional a ser construido posteriormente.

Do capitulo anterior, Lema 2.2, sabemos que

1

E(u(t)) := 5/0 [u? 4 b(x, t)u2 + c(z)g0u,] dr,

t
onde b(x,t) == Kk — c(x)/ g(s)ds, e que
0

GEu®) = +5 [ dagOude=3 [ geeniar

O préximo passo serd construir o funcional F', que aparece em (3.1), no entanto, para
demonstrarmos os decaimentos exponencial e polinomial, esta parte do funcional £

deve satisfazer

%F(t) < —uF(t) +R(), (3.2)

onde F(t) é uma “parte da energia”, u é uma constante positiva e R(t), um “resto”que
sob certas hipdteses pode ser controlado (majorado) por F(u(t)). Quando dissermos
“parte da energia’significa parte da integral (2.8) e “resto”, termos extras que em
algum momento eliminaremos. Para conseguirmos (3.2) definiremos funcionais auxi-
liares que, ao majorarmos, aos poucos vao nos fornecendo os termos de —uF(t), em

intervalos menores de [0, L], até constituirmos toda a expressao (3.2).
1

Seja p : [0,L] — [0,1], uma fungao C*(0, L) tal que p(x) = % Vo € [0, L],
1

Lo < Ly < L e p(L) =0 (Lembre que c¢(z) > ¢y > 0, Vx € [0, Lo]). Denotaremos por

Ry o funcional definido por

Ry(t) := /0 wp|ku, — c(x)g * u,] de.
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L1 Ll
O lema seguinte nos fornece termos em que aparecem — / u dr e — / u? dz e
0 0

que servirao para obtermos —uF(t) no intervalo [0, L4].

Lema 3.1 Dado 0 € [0, 1], existem constantes positivas p; e Cy tais que

d L L L L
—Ry(t) < —ul/ u? dx—,ul/ u? d:v+01/ u? d:zH—Cl/ u? da
dt 0 0 Ly Ly

+01{ /0 Y ot do + /0  (2)gOu, dm}. (3.3)

Demonstragao: Seja ¢ := p(z)[ku, — c(x)g*u,|. Multiplicando a equagao do prob-

lema x por ¢ e integrando sobre o intervalo [0, L], tem-se

L L L
/ U dr — / Klgep dr + / [c(x)g * ug)p da = 0. (3.4)
0 0 0

Desenvolvendo separadamente as integrais de (3.4), segue que

L L L
° / o dr = dit{/ wp[kuy — () g * ug] dx} — / wplkuy — c(r)g * ugl do
0 0 0

L L L
= { [ wolens = ety ude} = [ prnsdt [ peatg s
0 0 0

d L L
- —{/ up[ruy — c(x)g * uy) da:} + / P ku? dz
dat /o 0

+/0 pe(x)[g(t)uy — ¢’ Qug|uy da.

N[ —
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L L L
°* — / Klugeodr = — / KUy PRU, dX + / Ry pc(2)g * uy dx
0 0 0

1

L L
= —/ 0 (Kug)? da;—/ Kug[pe()g * Uy, dx
2 Jo 0

1

L L
= —/ 0 (Kug)? dm—/ 0 kugc(x)g * ug do
2.Jo 0

L
- / Kugple(x)g * uy), dx.
0

. / e(@)g * walupde = — / " ele)g * wplpmusl, de + / " cla)g s lpelx)g » ], da

= — /0 LC(I)g * Uy [Pl dT + /0 Lp’ [e(2) g * ug)® da + /0 LPC(x)g * Uy [(2) g * U], da

= — /OL c(z)g * ug|prug], dr + /OL p'le(x)g * ug) do — % /OL p'le(x)g * ug)® da

1

L L
= / puzklc(x)g * Uy, do + 3 / p'le(x)g * ug)* d.
0 0

Retornando a equagao (3.4) resulta que
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d 1 [* L
%Rl (t) = —5/ Pkl do — / pe(x)[g(t)uy — ¢'Quguy da
0 0
1 L L 1 L
5 / P (ku,)® do + / O kugc(x)g * u, doe — = / p'le(x)g * ug)* dov
2 Jo 0 2 Jo
1 [t L
= —5/ p'[%uf + (Kuy — c(x)g * ux)2] dx — / pc(x)[g(t)uy — g’<>ux]ut du
0 0
1 [ L
- _5/ p'lrud + (bug + c(x)gdus)?] do — / pe(x)[g(t)uy — ¢'Quguy da
0 0
1 L

L
— —5/ o[k + b*u?] das—/ p'be(x)u,gdu, do
0 0

1

-5 /0 ) () (gou,)? de — /O ) py(t)e(x)uguy dx

L
+/0 pc(x) (g Gug )ug da.

Para majorarmos a derivada de R;(t), dominaremos cada um de seus termos e depois

a expressao completa. Denotando max |p'| por P’ e levando em consideragao (2.11),

segue que
| T R N _1L1222

o — — [ plru; +bu]de = — p'[kug + b uy) dx p'[kug + b uy| d
2 Jo 2 Jo 2 )L,

IA

Ly b2 L1 Pl L
- uf de — =2 u? dr + n/ uf dr

P’ 2 L
420 / u? dx.
2 Iy

1
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L L L
o — / p'be(2)upgdu, de < 6/ o] be(z)u2 do + 4—6; / o] be(x)g* Ou, do
0 0 0

Ly L
< P’/{@e/ u? dr + P’nczs/ u? dx
0 L

1

P'rC
4e

L
/ c(x)g* Ou, dx.
0

1 L P L
°o— 5/ ' (x)(gou,) dr < ;20 / c(x)g* Ouy, dx.
0 0

. / po(De(@)usu de < 6 / palt)eryud dr + 12 / pg(t)c(z? dz

L 1 L
< 9(0)025/ wdr+ — [ g(t)c(z)uldx
0 49 Jo
L L
< g(O)c25/ ufd:t+g(0)025/ u? d
0 Ly
b [ atetana
7, g(t)e(x)us dx.
L L o [t
O/ pe(x) (g’ Qug)ugde < 5/ pc(x)ufdx—i—E c(x)g* 0u, dx
0 0 0
Ly L
< 025/ ufdx—i—cy;/ u? dx
0 Ly
L
+4—§ i c(x)g* Ou, dx.

Considerando estas majoragoes e retornando a expressao original, tem-se

41
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d K = b2 L
ERl(t) < (—2—[/1 + g(0)e20 + 025> /0 u? do + (—2—2’1 + PIHCQ€) /0 u? dx

P’ L P2 L
+< "4 g(0)ead + 625) / up dx + ( ; + P’ncze) / u? dx
L L1

2 1

L / / L
0

_ t 24 il
1z ), Il dr+ { —2 T,

Para finalizar a demonstracao do lema, fixemos € e 9, tais que

K

—— 0 o = ———

5L, + (g(0)c2 + c2) AL,

2 b2
Yoo P/ _  _ "o )
_2L1 + P'KCoE _4L1
. K b2 .
Com isto, denotando maxq ———, ——= » por —u; e por C; a maior das constantes
4L, 41,4

em frente das integrais em (3.5), apés fixados € e ¢, resulta

d Ly Ly L L
—Ri(t) < —ul/ ufdx—,ul/ uidx—i—Cl/ u?dx—i—Cl/ u? dx
dt 0 0 Ly Ly
L L
—i—C’l{/ g(t)e(z)u? dx + / c(x)g* Ou, dx}.
0 0
Como queriamos mostrar. &
= Vo € [0, L] e

Seja a = [0, L] — [0,1], uma fungao C?*(0,L) tal que a(z) = 0,

o(z) >0, Vzx €]Lg, L[. Definimos o funcional Ry por

L
Ry (t) :—/ augu d.
0
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L

Ao majorarmos Ry(t) conseguiremos o termo — / u? dr que ajudard a constituir
Ly

—uF(t) no intervalo [Lq, L].

Lema 3.2 Dados ¢ > 0 e 0 € [0,1], existem constantes positivas p, ps e Ce (Ce

dependendo de €), tais que

d L L L
—Ry(t) < / o} dx—l—ue/ uidr+C. | o'udzx
dt Lo 0 Lo
L L
— 1o / u? dx + C’E/ c(x)g* Ou, dx. (3.6)
Ly 0

Demonstragao: Utilizando o multiplicador a(z)u e repetindo o processo anterior

(multiplicar a equagao de x e integrar) obtemos a expressao

L L L
/ ugou dr — / Kgzou dx + / [c(x)g * Uy qudz =0, (3.7)
0 0 0

na qual as integrais tomam as seguintes formas:

L d L L
° / Ugou dr = — / awudr p — / au? dzx.
0 dt | Jo 0

L L L
° — / KUgroth dx = / o Kuug dx + / omui dx.
0 0 0
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. /OL le(2)g * a0 dz = —/OL c(@)g * uglon, da

S (/Ot q(s) ds) /OL c(z)[ou) u, dz + /OL co(z)|oul,gQu, dx

_ _< /0 "4(s) d5> /0 ¥ (o)t dr ( /0 "4(s) ds> /O )t dr

- " o) aulgu, de.

Retornando a (3.7), temos

d L L t L
—Ry(t) = / o} dx —/ o' Kuu, dz + (/ g(s) ds) / c(r)a'uu, dx
dt 0 0 0 0
L ¢ L L
_/ aku? dr + (/ g(s) ds) / ac(x)u? dr — / c(z) o) gdu, dx
0 0 0 0
L L ¢
— / au? dr — / o (/ﬁ —¢(x) / g(s) ds) U, dx
0 0 0
L ¢ L
- / o (/1 —c(x) / g(s) ds) u? dr — / c(x)[au]gdu, dz
0 0 0
L L L
= / au? dr — / o'buu, dv — / abu? dx
0 0 0

L L
- / o' c(x)ugdu, dr — / ac(z)uygu, de.
0 0

Considerando as notacoes A’ := max o/, oy := Iflin ]Oé e lembrando que
z€[L1,L

0 < by < b < K, 0 funcional anterior é majorado por
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d L L o L
—Ry(t) < / au} dr + A’ms/ uwrde+— | duldx
dt L 0 4e Lo

0

L L / L

A'C

—booty / u? dr + @ / o/u? dx + / c(x)g* Ou, dx
Ly 2 Jr 2 Jo

L

L C
—|—025/ wldr + — | e(x)g*Ou, dr.
0 4e Jo

AC C
Pondo i := A’k + ¢, pg = bo; € C. = max r + %, —— + — 7, resulta:
4e 2° 2 4e

d L L L
—Ry(t) < / au? dr + ,us/ uZ dx + C. / o'u? dx
dt Lo 0 Lo

L L
— o / u? dw + Ce/ c(x)g* Ouy, dx.
L 0

1

Finalizando a demonstracao. &

Agora, para juntarmos em uma Unica expressao os termos negativos que conseguimos

com os dois lemas anteriores, definimos

Ry(t) = Rl(t)+(“1:201>32<t),

onde p, ps e Cp sao as constantes garantidas pelos lemas. Nestas condigoes,

Lema 3.3 Dado 0 € [0, 1] existe uma constante positiva Cs tal que

d mo [, f
CRyt) < - dz — 21
gt = -5 | wdr=2 |

L L

u? dw + Cg/ au? d

Lo

L L L
+C3 / o/u? dv + Cg{/ g(t)e(z)u? dw + / c(x)g* Ou, dm}.
L 0 0

0
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Demonstracao: Denotando «; := r%lLinL} a, das desigualdades (3.3) e (3.6) segue
z€|Lla,

que

d Ly Ly L L
—Rs(t) < —ul/ u? d:z:—,ul/ u? dx—i—C'l/ u? dx—i—C'l/ u? dx
dt 0 0 L

1 Ly

L L L
Cl{/ g(t)e(z)u? d +/ c(x)g* Du, da:} + ('ul i Cl) / au? dx
0 0 H2 Lo

L L
+(M1+Cl),u£/ uidx+(”1+cl)05/ o'u? dw
K2 0 K2 Lo

L

C L
—( —I—C'l)/ u? dx + (Ml i I)CE/ c(x)g* Ou, da
Ly H2 0

Ly L C L
—ul/ ufdac—,ul/ uidm+(”1+ 1)#8/ u? dx
0 0 H2 0

L C L
—l—(ﬁ+ul+cl>/ aufdas#—(m—i_ 1)05/ o/u? dx
(631 M2 Lo 2 Lo

w + Ch
2

IN

+<Cl+ CE) /0 Lc(x)g%Duxdx—l—Cl /0 ’ g)e(z)u dz.  (3.8)

Fixando ¢ de forma que satisfaca

+C
—H1t (%)/ﬁ? = _%7 (3.9)

temos
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d Ly L L
—Rs(t) < e ul dr — %/ u? dx+03/ au? d
0 L

0

L L L
+C5 / o'u? dx + C’s{/ g(t)e(z)u? dw + / c(x)g* Ou, daj}.
L 0 0

0

onde C3 é a maior das constantes que multiplica as integrais em (3.8), apés fixado ¢

m (3.9). »

A medida que completamos —uF(t) devemos ter um certo cuidado com os ter-
mos extras que vao aparecendo. Afinal, queremos elimina-los em algum momento
(majorar ou cancelar com outra expressao de sinal oposto). Esta eliminacao é feita

construindo um outro funcional que, apds majorado, ja nao tenha este termo e esteja
L

mais proximo de ser F'. Neste sentido, para eliminar o termo Cj / o'u? dx, que
Lo
aparece na ultima desigualdade, consideraremos os dois préximos lemas.

Lema 3.4 A solucao v do problema de Dirichlet:

—[bvg], = 'u (3.10)
v(0) = 0=v(L) (3.11)

satisfaz

L
/bvxuxdx = /o/u dz; (3.12)
0
C

L L
/ vidr < / (3.13)
0

L L L
/ vidr < / o/ul dv + C’/ g(t)e(z)u du, (3.14)
0 0

onde C' € uma constante positiva.



CAPITULO 3. DECAIMENTO UNIFORME 48

Demonstracao: A igualdade (3.12) é imediata. Basta multiplicar a equagao (3.10)

por u, integrar por partes e utilizar (3.11).

Para demonstrar (3.13), multiplicamos a equagao (3.10) por v, integrando por partes

e usando a condigao (3.11), obtemos

L L
/ b2 dx = / o'uv dz. (3.15)
0 0

Observando que 0 < by, < b < ke A’ = max o/, aplicamos as desigualdades de Young

e de Poincaré em (3.15) chegamos a

L 1 (L L
boo / vidr < — / o/u? dr + A/Cpa/ v2 dz,
0 4e Jo 0

onde C, ¢é a constante de Poincaré. Para terminar a demonstragao deste item, sim-
L
plesmente separe os termos em que aparecem / v2 dx na expressdo anterior, e fixe
0

e > 0 tal que by, — A'Cpe > 0.

t
Lembrando que b = k — ¢(x) (/ g(s) ds), ao derivarmos (3.10) em relagao a t,
0

multiplica-la por v; e integrarmos de 0 a L obtemos

L L
_ / [e(x)g(t)vy + bug] v do = / o upvy do
0 0
L L L
—/ c(2)g(t)vpvy, da +/ b, dx :/ o'ugvy dx
0 0 0

L L L
/ bUtQ;c dx = / & upvy de + / c()g(t)vpvy, d.
0 0 0
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Donde

L L L
boo / v2 dr < / augvy dr + cog(t) / |vz| |Vge| de.
0 0 0

Aplicando a desigualdades de Young e notando que g(0) > g(t), por hipétese, temos

g 2 t cog(t) [* 2 t 2
oo / v, dr < / & ugvy de + ——= / v; dr + 029(0)5/ v;, dx
0 0 4 Jo 0

L L L
t
(boo — CQg(O)e)/ vi dr < / ' uvy d + c29(1) / v2 da.
0 0 de  Jy

Fixando € > 0, tal que by, — c29(0)e > 0 podemos escrever

L L L
/ vg, dr < u/ augvy dr + pg(t) / v2 du, (3.16)
0 0 0

onde i é uma constante. Desta desigualdade, juntamente com as de Poincaré e

Young, chegamos a

1 [T uo [ L L
—/ v? dr < —/ o/u? dw+A’5/ v? dx—l—ug(t)/ v2 dz,
Cy Jo 4e Jo 0 0

L
na qual, separando os termos em que aparecem / v? dr, fixamos ¢ > 0 tal que
0

1
— — A’e > 0, obtendo
Cp

L L L
/ v dr < u/ ouf dr + pg(t) / v2 da, (3.17)
0 0 0
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onde p é uma constante (ndo necessariamente a mesma que tinhamos antes). Agora,

como o = 0 fora do intervalo [Lo, L], de (3.17) e (3.13) segue

L L L
/ v?dw < ,u/ o/ul dr + ,uC'A'g(t)/ u? dr. (3.18)
0 0 Lo
Donde, utilizando a desigualdade de Poincaré e a relagao 1 < @, Va € Lo, L], segue
Co
L

L L
/ vidr < u/ o'u? dx + pCA'g(t)C, / u? dx
0 0 L

0

c(z)u? dx

pCAg(t)C, / t
L

L
< u / o/uf dr +
0 Co

0

L CAC L
< u/ o/u? dv + u/ g(t)e(z)u du,
0 0

Co

que completa a demonstracao do Lema 3.4. &

Finalmente, utilizando a funcao v do resultado anterior, definimos

L
Ry(t) ::/ wv dx
0

L

e enunciamos o seguinte lema, com o qual poderemos eliminar o termo Cj / o'u? dx,
Lo
do funcional Rs(t).

Lema 3.5 Dados e > 0 e 6 € [0,1], existe uma constante C. (C. dependendo de ¢)

tal que

d Ly L 1 L L
—Ry(t) < 5/ u? dv + C. / uldr — - / o/u? dr + C. / c(x)g*° Ou, dx.
dt 0 Lo 2 Lo 0
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Demonstracgao: Multiplicamos a equagao do problema * por v dada em (3.10) —

(3.11) e integramos sobre o intervalo [0, L], obtendo

L L L
/ Upv dx + / — KUV dz + / [c(x)g * uy),vdx
0 0 0
L L
/ Uy dr — / [ku, — c(x)g * ug],vde
0 0

d [t L g
o / wvdr — / wvy dr — / [bug + c(2)gdus] v dx
t 0 0 0

Donde segue que

L L
—Ry(t) = /0 Uy dx—i—/o [buy, — c(2)gduy]vde

L L L
= / upvy dx — / bu,v, dx + / () (gus)
0 0 0

Do lema anterior e de (2.5) obtemos

d L1 L C L C L
—Ry(t) < 5/ u2dx—|—6/ w?dr + — o/qux—i——/
L L
—/ o'u? dw—l—C(S/ ou? dx
Lo LO
C L
—i—E i c(x)g* Ouy dx.
. 1 - :
Fixando 6 = — e notando que, por definicado o/ > 0 no intervalo

2C

v, dT.

g(t)c(x)u? do

[L1, L], podemos
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escrever

d L

Ly
—Ry(t) < 5/ ul dz + C.
0

L
uf dr + C. / g(t)e(z)u2 dx
di ;

Lo

1 (L L
—= / o/u? dr + C., / c(x)g* Ou, de,
2L 0

0

onde C. uma constante que depende de ¢.

52

A seguir definiremos o penultimo funcional auxiliar na construgao de F'(t). Com

a ajuda dos dois lemas anteriores, apds majorarmos este funcional nao mais teremos

L
o termo Cj3 / o’u® dz. Considerando Rz e R, ja definidos, seja
L

0

Lema 3.6 Dado 0 € [0, 1], existe uma constante positiva Cs, tal que

d o [ o [* g
—R5(t) < —=— ulde — "~ [ uidr+ Cs / (o + o' )u? dw
L

N 4 Jo 4 /o 0

L L
+C5 / c(x)g* Ou, dx + Cs / c(x)g(t)u dx.
0 0
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Demonstracgao: Utilizando os Lemas 3.3 e 3.5 obtemos

Cp) < (<o) [ uae— e+ [ aud
i s(t) < —7—1— 3€ u? x—? uZ dx + Cy auy dx
0 0 L

0

L

L
+20305/ o ’LLt dx + (03 + 20305) / c(x)gwmuz dr
Lo 0

+2C5C, / r)u? dx.
Com isto, pondo ¢ = ——, resulta
03
iRg,() < I Zdib‘—Ml u dx+C5/L(a—|—o/)u2dx
dt - 4 Jo 4 Jo L t
L L
+C5 / c(2)g*° Ou, dx + Cs / c(x)g(t)u? dz,
0 0
onde C5 = C5 + 2C5C.. &

Neste ponto, acredito que cabe o seguinte comentério e opiniao: A maior dificul-
dade para construir F' é constituir F(¢) controlando os termos extras pararelamente;
que se nao forem eliminados no momento certo podem ocasionar um bom trabalho.

Acredite!

205(06 + Oé/>
9(0)

L 1 L
—/ Bug[g * ul; de — = / B¢"Ou dx
0 2 Jo

1 t / 2 1 t 2
— | Jt)pude+ = [ c(z)B|g*u.|” dz.
2 Jo 2 Jo

Seja (5 garantida pelo Lema 3.6. Pondo § := , definimos

+
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Lema 3.7 Dado 6 € [0, 1], existem constantes positivas p e Ce, tais que

d L L
—Rg(t) < — / 205(a + o' )ui do + ue/ u? dx
dt Lo 0

+(J€{ /0 ’ c(a)g(t)u? do + /0 " o(2)g? O, dm}.

Demonstragao: Multiplicando a equagao do problema * por (3[g * u]; e integrando

sobre o intervalo [0, L], obtemos

L L L
/ ugBg * ul; dx + / — K Blg * uly do + / [e(x)g * uy).0]g * uly de = 0.(3.19)
0 0 0

Analisando separadamente cada uma destas trés integrais.

L d L L
. /0 g * uly de = a{/o Buyg * u]td:c} —/0 Bug[g * uly dx, como

[9* ulu = [g(0)u + ¢" * u]s = g(0)uy + ¢g'(0)u + g” * u, segue que

L L L L
/0 B * uly de = %{/0 Buyg * u]tdx} — 9(0)/0 Bui dr — g’(())/o Suuy dx

L
- / Blg" * u]us dx, notando que
0

d d
2" s i = "= 1l = 3 { ot + S0 - 29/ 0
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resulta

/OL uyflg * ulyde = %{/OL Buy(g * ) dw} —9(0) /OL Bui dx — ¢'(0) /OL Buuy dx
—% /OL Bg" O dx + % /OL g"(t)Bu’ dx
A agona - L[ aa)
+4'(0) /0 " By dr

d( [t 1 [F 1 [
= G4 sulasaaz s [ sgrouan - g’(t)ﬁUQd:v}
at \ J, 2 J, 2 J,

L 1 L 1 (L
—g(0) / pu dr — = / Bg"Oudr + = / g (t)pu’ dx.
0 2 Jo 2 Jo

L L
o — / Rz Blg * uly do = / Kug[B(g * u)¢], dx
0 0
L L
= / kugz3'[g * ul; dr + / Rug[[g * uly, d
0 0
L L
= / kg3 g * ul; do + / kg Blg(0)u, + ¢ * u,] do
0 0

L L
= / kug3'[g * uls dr + / kugBlg(t)u, — g'Quy) de.
0 0
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L L
o[ @y udbly s alids = [ cla)lg s ) 5o 5w ds
0 0
L L
= —/ c(x)(g *ug)f (g% u)dx — / c(x)(g * ug) (g * ug) do
0 0
L d L
—— [C et unstor e - 53 [ e s i)
Retornando a (3.19) segue
L L L
GRet) = =o0) [ putde—3 [ sgroudes 5 [ grmiao
L L
—l—/ [kugy — c(2)(g * ug)] B (g * u) do + / kugflg(t)uy — g'Quy) da
0 0
L L L
= —g(O)/O Bu? dr — %/ﬂ B¢" Oudr + %/0 q"(t)Bu? dx

" / (b, + c(2)gus) (Fg(t)u — Fg ) da

L
+ / ks (Bg(t)us — B9 Ouy) da. (3.20)

Para majorar a derivada de Rg(t), primeiramente analisemos os dois ultimos termos

de (3.20). Convencionando 3] := max |#'| e (1 := max [3,
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o /0 (bu, + c(x)gdug) (B g(t)u — B'g' Gu) dx

L L L
—/ bﬁ’g(t)uwudx—/ bﬁ’uw’@udm%—/ B'g(t)e(x)ugdu, dz
0

0 0

/ B e(x)gusg Guda

Utilizando o fato de que 1 < ( ) , Va € [Lo, L], segue que
Co

/O (buy + c{a)gOus) (Fg(tyu — Bg'u) da

KB b kP10 2 / t 2
< /0 g(t)e(z)u? do + 2 /0 g(t)e(x)u; d$+fiﬁ1€/0 us dz

200 260
/ L / L
C
+/1610/ c(x)g* Ouy, d:c—l—ﬁlc2 p/ g(t)e(z)uZ dx
4e 0 200 0

/ L /
+%/ c(x) g Ou dx+620/ c(x)g*° Ou, dx
0 0

/ L
—l—M/ c(x)g* Ouy, dx. (3.21)

Co 0

L L L L
. / KugBg(t)u, dr + / KBUyg Ouy dr = / KBg(t)u? dw + / KBuLg Ouy d.
0 0 0 0

c(x)

Co
que a fungao g, assim como as fungoes e # e (1 +¢)7P, safisfaz |¢/'(t)| < Cyg(t), segue

Lembrando que 1 < , Vo € [Ly, L], aplicando a desigualdade de Young e supondo

que
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L L
/ KugBg(t)u, do + / KBy g Oy dx
0 0

k2320

Co

"fﬁl L L
</ / g(t)c(x)u? dw + 8/ u? dx +
0 0

L
/ c(x)g* Ou, dx. (3.22)
Co 0

De (3.20), (3.21) e (3.22), resulta

L L
—Rs(t) < —/ 205(oz+a')u?dx+,u€/ u? dx
L 0

0

+CE{/OL c(z)g(t)u? dx + /OL c(x)g* Ouy, dx},

onde u := 1+ k0] e C. é uma constante que depende de &.
H 1

Finalmente, definimos o funcional F' por
F(t) :== Rs(t) + Re(1)
Desta forma, verifica-se que
—F(t) < —pF(t)+ R(t), (3.23)
onde pu, C7 sao constantes positivas e

F(t) = {%/OLuvabuidx}, (3.24)

R(t) := C%{/OLg(t)c(:c)ui dx + /OL c(x)g* Ouy, d:c}. (3.25)



CAPITULO 3. DECAIMENTO UNIFORME 29

3.2 Decaimento Exponencial

Lema 3.8 Seja £ uma funcdo real positiva de classe Ct. Se existe uma constante

i >0 tal que

E'(t) < —pE(t), (3.26)
entdo

E(t) < E(0)e M. (3.27)
Demonstragio:
E'(t) < —pE) = E'(t) +uE) <0 = E'(t)e" + pne&(t) <0 = %[e“té’(t)] <0.

Integrando a ultima desigualdade de 0 a ¢t e multiplicando ambos os lados da mesma

por e " obtém-se (3.27). &

Teorema 3.1 Se o niicleo resolvente g € C3(R) € uma fungdo nao-negativa e existe

uma constante k1 > 0, tal que

9(0) >0, ¢'(t) < —rg(t), (3.28)

entao, existem constantes positivas p e C tais que

E(u(t)) < Ce .
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Demonstragao: Utilizando a hipétese (3.28) na lei de dissipagao da energia (2.9),

temos

d K1 L

E.Z'(u(t)) < 3, c(a:)gDuzd:r—%/O g(t)e(z)u2 dr. (3.29)

Por outro lado, fixando § = % em (3.25) segue de (3.23) que

%F(t) < —,u7}“(t)+(]7{ /OLg(t)c(x>ugdx+ /0 Lc(m)gDuxda@}. (3.30)

1 [* 1 [*
Somando o termo 0 = —,u7{§/ c(x)gDu, d:c} + u7{§/ c(x)g0uy, d:c} a de-
0 0
sigualdade anterior, observando a definicao de ZE(u(t)) e denotando C' = £ + C

temos

%F(t) < —u7£(u(t))+C{/OLg(t)c(x)uidva/OLc(x)gDuxdx}. (3.31)

A seguir, definimos o funcional £ por:
L(t) := NE(u(t))+ F(t).

Para N suficientemente grande, as desigualdades (3.29) e (3.31) implicam que

D L(0) < —peE(u(t). (3.32)

Além disso, dado que |F(t)] < CZE(u(t)), para N suficientemente grande temos
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também que

gm(m < L(t) < 2NE(u(t)). (3.33)

Combinando (3.32) e (3.33), concluimos que

d M7

donde, pelo Lema 3.8, segue o decaimento exponencial de L(t) e, conseqiientemente,

o da energia. &

3.3 Decaimento Polinomial

Lema 3.9 Se g € C([0,00[),h € L}, .(0,00), 0 < ¢ <1 eqe(0,00), entdo

[ smras < { [laor - ns |ds} 1o msas} "

Demonstragao: Para t fixo, temos

1-1=90 _q_
/|g |ds—/|g (55 () [ g (5[~ 55F [ o) 7 s,

Denotando w; := \g(s)|ﬁ]h(s)\qfll e wy = |g(s)\l_%|h(s)]qfql, temos que w;

a+l

€ L},.(0,00) e wy € Lloc(OJ o), onde p = qg+1ep = Aplicando a de-

sigualdade de Holder, obtemos

[amias < { [ mentasy ™ { oo o)
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Como queriamos demonstrar. &

Lema 3.10 Sev € L>(0,T; L*(0,L)), g € C([0,0[) e ¢ € (0,0), entdo

p

k ' 2 2 P t 1+ P
[ amode < vl [ 1R ds+ el } [ oo}
0 0 0

Além disso, se existe 0 < ¢ < 1, tal que / g(s)'?%ds < 00, entdo
0

op

L o0 g ) BT Lo o+
[ omvds <o ([T a0 ) 1o P irin } [ o o0ae
0 0 0

Demonstragao: Primeiramente notemos que

/o gtvdr / / (t=s) —v(s))(v(t) — v(s)) ds dz.

Denotando (v(t) — v(s))(v(t) — v(s)) por h(s) e utilizando as hipdteses sobre v, jun-

tamente com o Lema 3.9, segue que

L gy ey
/gD’Uda: < {// *(t — s)h dsda:} {// p(t—s)h )dsda:}
0
L wr (L, it
< {/ gl_¢Dvdx} {/ g1+PDvdx} . (3.34)
0 0

Agora, para 0 < ¢ < 1 temos
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/OL ¢ Ovdr = /Otgl—¢(t —3) /OL (v(t) — v(s))(v(t) — v(s)) dx ds

t
_ 2
4( [ ds)nvu P

donde segue a segunda desigualdade deste lema. Quando ¢ = 1 obtemos

IA

/OLledx = /Ut/OL(v(t)—U(S))(U(t)—v(s))dxds

L t L
< 2t/ |v(t)|2dx+2// lo(s)[2 da ds.
0 0 0

Substituindo esta desigualdade em (3.34) concluimos a demonstragao. [

Lema 3.11 Seja £ uma funcdo real positiva de classe C'. Se existe uma constante

>0 tal que
Et) < —pE'r (1) (3.35)
entao

E(t) <Ot +1)77, (3.36)

Demonstracao: De
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Integrando de 0 a t, segue que

Denotando m := min{%, 8(0)7%}, da tltima desigualdade segue
E) > >mt+m
e portanto
Et)y<C(t+1)7,
onde C = m™P. &

Teorema 3.2 Se o niicleo resolvente g € C3(R) € uma fungdo nao-negativa e existe

uma constante k1 > 0, tal que
9(0)>0 e g(t) < —mg)*s (3.37)

para algum p > 2, entdo existe uma constante positiva C' = C(E(u(0))), tal que

E(u(t)) < C(t+1)7".
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Demonstragao: Utilizando a hipdtese (3.37) em (2.9) temos

Fazendo 6 = (1 + %) em (3.25), segue que

e < —urr+ [ otetantan+ [ et uds ). 039

A seguir consideramos L, introduzido anteriormente, dado por
L(t) == NE(u(t)) + F(t).

Para N suficientemente grande, as desigualdades (3.38) e (3.39) implicam que

L
%E(t) < —urF(t) — u7/ c(x)g' T Ouy, de. (3.40)
0

Fixando ¢ = %, para p > 2 a hip6tese (3.37), juntamente com o Lema 3.11, implica

que / g(s)'"?ds < co. Da segunda parte do Lema 3.10 temos
0

¢p+1

L ) 1 L 2t
/ c(z)g" v Ouy do > —{/ c(x)g0u, daz} : (3.41)
0 C o
Como F ¢ limitada, visto que F ¢ limitada,
1 opt1
F(t) 2 5F ()% . (3.42)
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Observando a defini¢ao (2.8), substituimos (3.41) e (3.42) em (3.40) e obtemos

d 1 op+1
< .

Por (3.33) existe uma constante p = p(N), tal que

%ﬁ(t) < —pL(t) "5 = —ul(t) e,

donde, pelo Lema 3.11, segue
L(t) < Ot + 1)"%" conseqiientemente E(u(t)) < C(t 4 1)7.
L. . o
Parap >2e ¢ = 27 a ultima desigualdade implica que

/ ) o + () 2ao.) < c{ / " () + tf(u(t))} < oo.

Nestas condigoes, da primeira parte do Lema 3.10, obtemos

p+1

L ) 1 L -
/ c(x)g' T Du, de > —{/ c(x)g0u, dx} .
0 ¢ o

Como F ¢ limitada, visto que FE ¢ limitada:

F(t) >



CAPITULO 3. DECAIMENTO UNIFORME

Das duas desigualdades anteriores, juntamente com (3.40), obtemos

Donde, por (3.33),

Logo, pelo Lema 3.11, resulta

L(t) < C(t+1)P conseqiientemente E(u(t)) < C(t+1)77.

Finalizando.
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