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Abstract

In this work we observed that Quasi-Cyclic Codes of length n = Im and index [ over

a finite field F of characteristic p are submodules of (R,,)!, where R,, is the quotient

Flz]
=
important problems in Coding Theory is to find self-dual codes, since among these

This fact motivated us to work in this line of research. One of the

ring

one finds some of the best codes known to date. An approach proposed by San Ling
and Patrick Solé in 2001 shows how to use a well-known algebraic decomposition
for Cyclic Codes in studying Quasi-Cyclic Codes. The main idea is to use algebraic
techniques in a suitable manner in order to construct self-dual Quasi-Cyclic Codes
over F'™ starting from self-dual codes in (R,,)!. With the objective of presenting a

complete work, we also show some applications.

Keywords: Codes, Cyclic Codes, Quasi-Cyclic Codes .



Resumo

Neste trabalho observamos que Cddigos Quase-Ciclicos de comprimento n = Im in-

dice [ sobre um corpo finito F de caracteristica p sio submédulos de (R,,)! onde

Flz
R, = 2] T Este fato foi o que nos motivou a trabalhar nessa linha de pesquisa.Um
xm

dos problemas relacionados a teoria de cédigos é encontrar codigos auto-duais, pois
entre estes encontramos alguns dos melhores cédigos conhecidos.Uma abordagem pro-
posta por San Ling e Patrick Solé em 2001 mostra como utilizar uma decomposicao
algébrica para Cédigos Ciclicos, ja conhecida, para estudar Codigos Quase-Ciclicos.
A ideia base é usar técnicas Algébricas de forma apropriada a conseguirmos encontrar
um meio para construir Cédigos Quase-Ciclicos auto-duais sobre F'™ com relacao ao
produto interno euclidiano a partir de Cédigos auto-duais em R’ . Afim de completar

o trabalho, mostramos algumas aplicacoes.

Palavras-chave: Codigos, Cédigos Ciclicos, Codigos Quase-Ciclicos,
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Introducao

Cédigos Quase-Ciclicos tem sido estudados ha mais ou menos 35 anos. Estes codigos
constituem uma generalizacao de codigos ciclicos. Como veremos no decorrer desse
trabalho, esses codigos tem a propriedade de se reduzirem a muitos cédigos de menor
comprimento.

Neste trabalho, estaremos estudando codigos quase-ciclicos de comprimento [ - m

e indice [ sobre um corpo F como cédigos sobre o anel polinomial

r  Flil
xm —1

Quando m é coprimo com a caracteristica de F, este ultimo pode ser decomposto
em uma soma direta de corpos. Esta decomposicao pode ser obtida a partir do
teorema chinés dos restos ou da transformada de Fourier discreta, também conhecida
como transformada de Mattson-Solomon para cédigos ciclicos de comprimento m
sobre F. A vantagem desta abordagem ¢é que podemos estudar cdédigos quase-ciclicos
auto-duais por um caminho sisteméatico e podemos decompor cédigos quase-ciclicos
em cédigos de comprimento menor.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 1 fizemos uma
abordagem bésica da teoria de codigos, demonstramos alguns resultados algébricos
que serao de grande importancia para o desenvolvimento do trabalho, como o teo-
rema chinés dos restos para anéis de polinomios: se h(x) € F|x] é tal que h(z) =

p1(x) - - pr(z), onde os pjs satisfazem mdce(p;(x), pj(z)) = 1, sempre que i # j. Entao:

vil
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~ o L2
h(z)  pi(z) pr(z)

Também enumeramos alguns resultados como a Unicidade dos Corpos Finitos e o

Teorema dos Isomorfismos para anéis, cujas demonstragoes podem ser encontradas
em livros elementares de algebra e teoria de cédigos. No capitulo 2, passamos a
abordar a teoria de c6édigos quase-ciclicos, mostramos a correspondéncia entre codigos
quase-ciclicos sobre F de indice [ e comprimento n = Im e cédigos lineares sobre o
anel R,,, e usamos a decomposicao de R,, dada pelo teorema chinés dos restos para
decompor os codigos quase-ciclicos em somas diretas de codigos lineares sobre corpos
finitos. Ao término do capitulo abordamos o problema utilizando a transformada de
Fourier discreta que resulta em uma representacao trago para codigos quase-ciclicos.
Ja no capitulo 3 aplicamos a discussao precedente a codigos quase-ciclicos de indice
2, 0caso m = 3, 0 caso m = b e o caso m = 7. Mostramos que, se m é coprimo
com ¢ e [ impar, entao nao existem codigos auto-duais [-quase-ciclicos sobre F, de
comprimento Im. Além disso, quando ¢ = 3mod 4, cédigos I-quase-ciclicos sobre F,
de comprimento [Im existem se, e somente se [ = O0mod 4. Também mostramos que

se ¢ ¢ impar e C; e Cy sao cédigos de comprimento [ sobre F, entao

C={(u+v|u—v)|ueC,vely}

¢ um cddigo quase-ciclico de comprimento 2! sobre F,. Além disso, C' é auto-dual se,
e somente se (' e (5 sao auto-duais. Os resultados subsequentes sao semelhantes a

€sses.

viil



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Cébdigos

Fundada por C.E. Shannon, em 1948, a Teoria de Cédigos Corretores de Erros foi em
principo desenvolvida por matematicos nas décadas de 50 e 60. Com as viagens espa-
ciais e popularizacao dos computadores na década de 70 os engenheiros comegaram
a interessar-se pela teoria. Atualmente, codigos corretores de erros sao utilizados na
transmissao e armazenamento de dados. A exemplo disto, pode-se considerar as fotos
de marte enviadas em 1965 e 1972 pela Mariner 4 e Mariner 9 respectivamente, além
das fotos coloridas de Jupiter enviadas pela nave espacial Voyager em 1979 [1].
Observacao: Os resultados elementares da teoria de cédigos e corpos finitos aqui
enunciados, como defini¢oes, teoremas, lemas entre outros poderao ser encontrados

em [1].

Definicao 1.1 Seja A um conjunto finito com q elementos. Um codigo corretor de
erros sobre A de comprimento n € um subconjunto proprio qualquer nao vazio de A™.
O conjunto A € chamado de alfabeto de C. Os elementos de C' sao chamados de

palavras-codigos ou simplesmente palavras.

Seja C' C A™ um codigo a qual denominaremos cddigo fonte. Supondo que uma

palavra v de C' seja transmitida e que no decorrer do caminho sofra interferéncia,



gerando vetor v/. Uma das idéias basicas para se obter o vetor v original é introduzir
redundancias que permitam a detecgao e correcao dos erros; a tal processo denomina-
remos recodificagao. O novo cédigo obtido nessa recodificagao é chamado de codigo
canal.

Observacao: Para estudarmos a teoria matematica relacionada a coédigos corre-
tores de erros é necessario conhecer algumas estruturas algébricas basicas que permi-
tem tratar varias situagoes matematicas concretas. Ressaltamos também que quando
usarmos a noc¢ao de proximidade entre palavras, estaremos nos referindo a distancia

de Hamming.

Definicao 1.2 Dados dois elementos u,v, € A", a distancia de Hamming entre u e
v € definida como

dlu,v) =|{i:u; £Zv;,1 <i<n}.

A distancia de Hamming entre elementos de A™ tem as propriedades que carac-
terizam uma métrica e por isso é também chamada de métrica de Hamming.
Dado a € A™ e um numero real ¢ > 0, definimos a bola e a esfera de centro a e
raio t como sendo respectivamente os conjuntos
D(a,t) ={ue A" : d(u,a) < t},
S(a,t) ={ue A" : d(u,a) = t}.

Definicao 1.3 Seja C' um coédigo. A distancia minima de C' € o niumero

d =min{d(u,v) :u,ve C eu#v}.

Dada distancia minima d de um cédigo C, definiremos

e

onde [a] representa a parte inteira de um numero real a.

Lema 1.1 Seja C um codigo com distancia minima d e seja t como acima. Se c e
c’ sao palavras distintas de C, entao

D(c,t)n D(c',t) = @.



Demonstragao: De fato, se x pertencece a D(c,t)ND(c’,t) = @, terfamos d(x, ¢) <

t e d(x,c’) <t,e portanto, pela desigualdade triangular,

d(c,c') <d(x,c)+d(x,c)<2t<d—1

absurdo, pois d(c,c’) > d.
]

Chama-se decodificagcao ao procedimento de deteccao e correcao de erros num
determinado codigo, isto é, se recebemos r, tomamos a palavra v de C' que tem a
menor distancia de r, se houver mais de uma a decodificagao nao é feita. O teorema
a seguir mostra que se cometerem menos que t erros, a palavra decodificada é igual

a palavra enviada.

Teorema 1.1 Seja C' um codigo com distancia minima d. Entdao C' pode corrigir

d—1
t= [T] erros e detectar até d — 1 erros.

Demonstragao: Se ao transmitirmos uma palavra ¢ do cédigo cometemos k erros
com k < t, recebendo a palavra r, entao d(r,c) = k < t; enquanto que, pelo lema
anterior, a distancia de r a qualquer outra palavra do cédigo é maior que t. Isso
determina c univocamente a partir de r.

Por outro lado, dada uma palavra do cédigo, podemos introduzir nela até d — 1

erros sem encontrar outra palavra do cédigo, e assim a detecgao do erro sera possivel.

OJ

d—1
Definigao 1.4 Seja C' C A™ um cddigo com distancia minima d e seja t = [T] :

O codigo C' serd dito perfeito se

U D(c,t) = A™.

ceC



1.2 Nocoes de Algebra

Supomos que o leitor tenha uma nogao basica da Teoria de Corpos e Anéis e com-
preenda expressoes como classes residuais, dominio de integridade e subcorpo. Res-
saltamos também que em todo trabalho, quando nos referirmos a anéis, estaremos
nos referindo a anéis comutativos com unidade.

E possivel trocar o alfabeto de um codigo por outro alfabeto qualquer com um
mesmo numero de elementos sem alterar os parametros do cédigo. Considere A e B
dois conjuntos finitos e seja

f:A— B

uma bijecao. A partir de f podemos definir a fungao

o : A" — B
(1, ey zn) = (f(21)y s f20))

Essa fungao ¢é bijetora e preserva as distancias de Hamming. Sendo assim, um
codigo C' em A" da origem a um cddigo C" = ¢(C) em B"™ com mesma distancia
minima e, portanto, mesma capacidade de correcao. Por isso podemos considerar,
sem perda de generalidade, que A tem estrutura de anel, o que nos permite usar mais
ferramentas matematicas. Mas ainda, costuma-se impor que o alfabeto seja um corpo
finito, o que restringe sua cardinalidade a potencias de primos.

No que segue enunciraremos resultados fundamentais para o estudo dos cédigos

quase-ciclicos.

1.2.1 Anéis, Mdbdulos e Decomposicoes

Definicao 1.5 Um subconjunto I ndao vazio de um anel A é um ideal de A se forem
verificadas as condigoes:

(i)Va,bel,a+bel; e

(ii)Va el eVee A, cae .



E facil ver que um ideal I sempre contém o elemento zero de A, uma vez que dado
um elemento a € I(# @) qualquer, temos que 0 = 0a € I. Também é claro que [ =0
e I = A sao ideais de A. Se a € A, entao o conjunto (a) = {ca : ¢ € A} é um ideal
de A, mais conhecido como ideal principal gerado por a.

Para representar a decomposicao de um codigo quase-ciclico, precisamos de re-
sultados sobre decomposicao de anéis e mdédulos. As definigoes e resultados a seguir
foram adaptados de [7] para o caso que nos interessa, onde R é um anel comutativo

com unidade.

Definicao 1.6 Seja R wm anel. Diremos que e € R ¢é idempotente se €2 = e. O

conjunto {eq,...,en} C R € um sistema ortogonal completo de idempotentes de R se

e? =e; Vi
e;i-ej=0sei#]j
l=e+...4e,

Teorema 1.2 Seja R um anel com unidade, S = {e1,...,en} um sistema orto-
gonal completo de idempotentes, e seja R; = (e;) o ideal principal de R gerado por
e;. Entao:

(()R=Ri®---®R,

(17) Se I < R entdo I; = e;1 éideal de R;, e [ =1, & --- B I,

Demonstracao: (ii) Vamos provar que I; é um ideal de R;. Primeiramente, temos
que I; C R; pela prépria defini¢do, pois se € [; entdo = = e;a’, com 2’ € I. Se
r=e;x', y=-e;y, com ',y €I, temos que z +y = e;(z' +7y'). Como I é um ideal
' +y' € I e portanto x +y € I;. Finalmente, se ¢ = e;r € R; e v = e;a’ € I}, entdo
cx = ejre;r’ = (e;)?ra’ = ejra’ € I, donde I; é um ideal.

Seja I; = e;I = {ejx;x € I}, note que I; C I pois € I implica e;x € I, daf

I +---+ 1, C I. Mostremos que essa soma ¢é direta. De fato, seja

ety + -+ ey, =0,



multiplicando ambos lados dessa igualdade por e; vem que

2
0=ejerx1+...+ €T+ ...+ ejemTm = €;T;,

logo Iy ®---® I,, CI. Tome x € I, podemos escrever

r = 1.2
= (er 4+ em)T
= e r+ - tenr
eeix+--4+epx el @---®l,,dil =1 P &1,
(1) Segue de (i7), com R = I.

Corolario 1.1 Se Ay, As, ..., A, sdo anéis comutativos com unidade tal que
R=A; x...x A, entdao todo ideal I de R ¢ da forma
I=1 x---x1,

com I; QA

Definicao 1.7 M ¢é um R-mddulo (a esquerda) se M € um grupo abeliano com

relacao a operacao

(m,n) — m+n

que € dotado de uma aplicagio A : R x M — M, denotada por \(r,m) =r-m, que
satisfaz:

(i))1-m=mVme M

(it) r(m+n) =rm+rn, Vr € R, Ym,n € M

(11i) (rs) - m=r-(s-m), Vr,s € R, Vm e M

() (r+s)-m=rm+sm, ¥r,s € RVm e M



Definigao 1.8 Seja M um R-mddulo. Diremos que N C M, com N # &, € um
R-submaodulo se

(i) ;,ye N=x+y €N,

(i) N\e Rox e M = dx e M

Para um anel comutativo R com unidade, um cédigo linear C' de comprimento n

sobre R é um R-submédulo de R™.

Teorema 1.3 Sejam R anel e M um R-mddulo. Se S = {ey,...,e,} € um sistema
ortogonal completo de R, com R, = e¢;R e R= R, ® ... ® R, a decomposicao de R
associado a S, entao:

(1) ;M = M; é R-submddulo de M e M = My @ ... D M,.

(ii) Se N é R-submddulo de M, entao N = Ny @ ...® N,, onde N; = e¢;N C M,.
(1ii) Se N; € R;-modulo de M;, entao N = N1 & ...® N,, é R-submddulo de M.

Demonstracao: As demonstragoes dos itens (i) e (i7) sdo andlogas ao ja feito no
teorema 1.2. Demonstraremos entdo o item (i7é). Claramente N # (), pois cada N;
contem pelo menos o vetor nulo, e portanto 0 = 04+0+---+0 € N. Sen = nj+---+n,,

en'=nj+---+n;, €N, entao

n+n =(ni+ny) -+ Ny, +n,,).

Como N; é R;-médulo de M;, n; +n} € N;, para todo i. Portanto, n +n’ € N.

Sen=n1+---+n, € Ner € R, temos

™M =1Tn;+ -+ 1Ny

onde rn; € M;, ja que n; € M; e M; é R-submédulo de M por (7).
Agora temos
r=er+---+e,r, comer € R;

dai



rn; = ern;+ -+ eprn;
= remn; + -+ reyn;

Como n; € N; C M;, existe m; € M; tal que n; = e;m;. Portanto,

rn; = r(ere))m; + - +r(ee)m; + - +r(ene;)m;
= ren;

que esta em NN, pois N; é R;-submodulo de M;. Portanto

rm=1rny+- - +rn, €N,

e N é R-submodulo de M.
O

Lema 1.2 Seja S = {ey,...,e,} um sistema ortogonal completo de R e seja R =
Ry & ...® R, a decomposicao associada. Se N; ¢ R;-modulo parai=1,...,m entdao

o grupo abeliano

N=N&...® N,

tem estrutura de R-mddulo com o produto

(rMi+ .. )@+ ) =rz+ . T

Demonstragao: Mostraremos aqui os itens (ii) e (iv) da defini¢ao. Note que, para
x=@+...42n),y=W+ ...+ Yn)r=(1+...+7mm)es=(s1+ ...+ Sn),

temos que:



(i)

r(x +y)

(iv) (r+s)(x)

(7"1 +.
(7‘1 +

Teorema 1.4 Se S ={eq,...,

(e;)) e R=R1 @ ...® R, a decomposicio de R associada a S, entdo:
(i) M =R, & ...® Rl é R-mddulo por
(ri+...+rm)(@+ ...+ xy) =rx + .o+ Ty,
(i1) A aplicagao
$p: R — R ®..0R
(ri4+-+m) — (ea(ri+-+r),e(ri+--+r),...,en(r1 +---

¢ um isomorfismo de R-maodulos.

(iii) N é R-sumddulo de R} @ ...

N; sendo R;-submddulo de Ri.

(ri+...
(r1+ ...
ri(xy +y) + ...
(rzy +ryn) + .
(rzx+...
X +1ry

(
(

= (ri+s)r+...
(rixy + s1wq) + ...
(

Ty + ..

+r) (1 + .o xm) + (y + ..

+rm) (21 + 1) + o+ (T + Ym))
+ o (T + Ym)
+ (rmxm + Tmym)

+rmx) + (ry+ ...+ rny)

ot ) F(s1F o s)) (2

$1)+ .o+ (rm+8m)) (1 + ...+ 1)
+ (rm + Sm)xm
+ (TmTm + SmTm)

A ) + (5121 F o F STm)

X + sx

® R se, e somente se, N = N; @ ...

+ Ym))

+ x)

O

en} € um sistema ortogonal completo de R, com R; =

+7“l))

® Ny, com
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Demonstracio: (i) E consequéncia do lema 1.2 , com N; = R!. (ii) Verificaremos

para o produto por escalar, note que

d(s(ri+--+m))=(exs(ri+---+mr),eas(r1+ - +71),...,ems(r1 +---+1m))

= (1871 + - Fersr e98r + o 28Ty, L e STL s €y8TY)
= ((ere1)sr1 + -+ - + (ere1)sry, (eaea)sry + -+ + (eg€2)sry, . .., (€mem)ST1 + + -+ + (Em€m)ST1)
= ((ers)erry + -+ + (e1s)erry, (ezs)ears + - - 4 (eas)eary, . . ., (emS)emrs + -+ 4 (emS)emT)

=s(el(ri+---m),...,en(r1+-+m))
=sp(r1+ - +m)

Mostraremos agora que ¢ € injetora. De fato, note que

Qb((?"l‘l""?"l)) = (0,,0)

se, e somente se

(ex(ri+-4r)e(ri+-+r),...;en(ri+--+m))=(0,...

ou seja

ef(ri+---+m) =0
es(riy+---+m) = 0

em(ri+---+m) = 0
Somando as equagoes, temos
(erri 4+ +enr)+---+(er+ - +epr) =0
Agora, r; = eyr; + - -+ + e,1; para todo i, e temos

T1+"'+7’l:0,

o que mostra que ker(¢) = {0}. Logo ¢ é injetora. Resta provar que ¢ é sobrejetora.

Para facilitar a escrita, provaremos o caso em que [ = 2, uma vez que a demonstracao

do caso geral ¢ andloga. Considere (r{ + ...+ r}, 72 + ... +r?) € R & R,. Tome

z=(r{ +r})+...+ (r} +r}), temos que:
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¢(x) = (ea((ri+r])+...+(rf +17)) e2(ri +1]) +... + (r] +717)))
= (ex(ri+...+rj+r3+.. . +rd)e(ri+...+r}+ri+...+71}))
= (e(ri +... 1)) e+ +17))
= (617“%—1—...4—617“1,627“1—I—...+627“l)
= (ri+...+r}, %+ +1})

donde ¢ é sobrejetora.

(iii) Segue do teorema 1.3 com N; = R..
U

Observagao: Se I é um ideal do anel R, e R/ é o anel quociente correspondente,

denotaremos os elementos de R/I por a + I ou [a).

1.2.2 Corpos Finitos

Apresentaremos agora algumas propriedades dos corpos finitos.

Proposigao 1.1 Seja K um corpo e P(x) € K[z]|. O elemento [f(x)] € K[z]/P(x)
¢ invertivel se, e somente se, MDC(f(z), P(z)) = 1.

Teorema 1.5 O anel K[z|/P(x) é um corpo, se e somente se, o polinomio P(x) €

wrredutivel sobre K.

Seja K um corpo finito com elemento unidade 1. Considere o conjunto

Ak = {n € N:nl = 0}.

Definicao 1.9 Define-se a caracteristica de um corpo finito K, como sendo o inteiro
Positivo

car(K) = min Ak = min{n € N: nl =0} C N.

Se o corpo F é um subcorpo de um corpo K, entdo Ap = Ak e, portanto car(K) =

car(F).
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Definicao 1.10 Diremos que F ¢ uma extensio de K se K € subcorpo de F. Se
F, considerado como um espaco vetorial sobre K, € de dimensao finita, entdo F €
chamado uma extensdo finita de K. A dimensao do espaco vetorial F sobre K €

entao chamada de grau de F sobre K, em simbolos [F : K]
Proposicao 1.2 Seja K um corpo finito, entdo car(K) é um nimero primo.

Demonstracao: Seja m = car(K) e suponhamos que m nao seja primo. Entao

m = myq - my, onde my e my sao inteiros maiores do que 1 e menores do que m. Logo,

0=ml = (my-mg)l =my(mal) = (myl) - (mal)

Como K é dominio de integridade, temos que m;1 = 0 ou my1 = 0, 0 que contradiz

a minimalidade de m.
O

Proposicao 1.3 Seja K um corpo finito de caracteristica p, e seja ¢ = p" para algum
inteiro positivo r. Se a,b € K, temos que

(a£0)7=a?+b7.

‘A

Corolario 1.2 Se K é um corpo finito entao | K| =p
r=[K:Z).

, onde p = car(K) e

Proposicao 1.4 Sejam F um corpo de caracteristica p > 0 e ¢ uma poténcia de p.

O conjunto K = {a € F: a? —a =0} € um subcorpo de F.

Lema 1.3 Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo o € K*, onde K* =
K\{0}, temos que

al~t =1

Demonstracao: Seja a € K* e considere a aplicagao
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0o Kf¥ — K~
a — aa
E imediato que ¢, € injetora, e, como K* é finito, segue que ¢, é bijetora. Se
K* = {a,...,a,-1}, temos que

{aay,...,cap 1} ={a1,...,a0-1},

e portanto, para cada a; existe um a;(; tal que

aa; = Aj), 221,2,,(]—1

Multiplicando estas equacgoes, temos
—1 _
allay ... ag—1 = ay ... aq-1,
e consequentemente,

a1l =1
O

Corolario 1.3 Seja K um corpo finito com q elementos. Para todo o € K e para

todo i € N, temos que al = a.

Corolario 1.4 Seja K um corpo finito de de caracteristica p com q elementos. Seja
F uma extensao de K. FEntdo os elementos de K sao os elementos de F que sao
raizes de v — x = 0, enquanto que os elementos do subcorpo Z, de F sao raizes do

polinomio xP —x = 0.

Demonstracgao: Segue do corolario anterior que os elementos de K sao raizes do
polinomio z¢ — x. Mas esse polinomio, tendo grau ¢, tem no maximo ¢ raizes, logo,
as suas raizes sao todos os elementos de K. A segunda demonstra-se analogamente,

considerando Zj, no lugar de K.
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Seja K um corpo finito e seja @ € K*. Sabemos do lema 1.3 que

{neN:a"=1} #2.

Definicao 1.11 A ordem de v € K* € o inteiro positivo

orda = min{n € N: a" = 1}.

Proposicao 1.5 Seja K um corpo finito com q elementos e seja a € K*. Se para

algum inteiro positivo m temos que @™ = 1, entao ord olm. Em particular, ord a|g—1.

Demonstracgao: Pelo algoritmo da divisao, existem inteiros s > 0 e r, com 0 < r <

ord a, tais que m = (ord a)s + r. Portanto,

1=«

o que pela minimalidade de ord o, implica que r = 0; logo, ord & | m. Pelo lema 1.3

temos que a?~! = 1. Logo, pelo que acabamos de provar, ord v | ¢ — 1.
O

Teorema 1.6 Seja K um corpo finito qualquer. Para cada nimero natural n, existe

pelo menos um polinémio irredutivel de grau n em Klz].

Teorema 1.7 (Existéncia de Corpos Finitos) Para nimeros inteiros positivos p e n

com p primo, existe um corpo com p" elementos.

Demonstragao: Para todo primo positivo p e todo inteiro positivo natural n, existe,
pelo teorema 1.6, um polindmio irredutivel f(z) € Z,[z] de grau n; logo, pelo teorema

1.5 0 anel K = Z,[z]/f(z) ¢ um corpo com p" elementos.
0

Teorema 1.8 Seja K um corpo finito com car(K) = p, onde p é um nimero primo.
Entao, K contém um subcorpo isomorfo a Z,. Em particular, K tem p" elementos

para algum niumero natural n.
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O subcorpo de K que ¢é isomorfo a Z, ¢ chamado de subcorpo primo de K.

Teorema 1.9 (Unicidade dos Corpos Finitos) Dois corpos finitos com mesmo nimero

de elementos sao isomorfos.

Definicao 1.12 Um elemento o de um corpo finito ¥, € chamado de elemento pri-

mitivo se ordaw = q — 1.

Proposicao 1.6 Seja K um corpo finito. Sejam « e [ elementos de K tais que

MDC(ord v, ord ) = 1. Entao ord aff = ord aord 3.

Demonstragao: Sejam m = ord o e n = ord 3. Temos entao que

()™ = (™) ()" = 1.

Por outro lado, se (af)" = 1, entédo

1 = ((a@)f)" = aompm = 1™ = g™ e
1 = ((af)h)" = ao"p" = a"1 = o,
Logo, pela proposig¢ao 1.5, temos que n | tm e m | tn. Como MDC(m,n) = 1,
segue que m | t e n | t. Novamente usando o fato que de que MDC(m, n) = 1, segue
que m | t, o que prova que mn = min{t > 0 : (af)" = 1}; concluimos assim que

ord aff = mn.

O

Proposigao 1.7 Seja K um corpo finito e sejam o € K* e i € N. Suponhamos que

ord a = m, entao
m

doi = —
Y = NIDC(m, )

Teorema 1.10 Todo corpo finito possui elementos primitivos.

Demonstragao: Suponha que K tenha ¢ elementos. Sabemos pelo lema 1.3 que

y?~! =1 para todo K € K*. Logo, todos os elementos de K* tém ordem < ¢ — 1.
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Tome a € K * um elemento de ordem méxima m, queremos mostrar que m = g—1
o que prova que K* possui um elemento de ordem g — 1. De fato, em principio
provemos que se b € K*, entao ord b divide ord a = m. Escrevamos ord b = ds, onde
d = MDC(ord b,m). Segue que MDC(s,m) = 1. Queremos entao provar que s = 1.
De fato, se s > 1, terfamos pela proposicao anterior que ordb? = s > 1 e, portanto,

pela proposicao 1.6, temos

ord(ab?) = ms > m

contradizendo a maximalidade de m = ord a.
Segue, entao, que todo elemento de K* satisfaz a equacao
" —1=0,
e portanto, ¢ — 1 =| K* |< m.

Como m < ¢ — 1, pois todos os elementos de K* tém ordem < ¢ — 1, segue que

m=orda=q—1.
O

Teorema 1.11 Seja K um corpo finito e n um inteiro positivo que divide | K | —1.
Entao, existe um elemento v € K tal que
X' =1= (X=X =X =9 (X =9"7),

com 1,7v,4%, ...,v" ! dois a dois distintos.

Demonstragao: Seja a elemento primitivo de K e ¢ =| K |. Logo, a? ! =1e

am™#1, se0<m<qg—1 (1.1)

Se n = 1, nada temos a provar. Suponhamos n > 2.

1 sdo raizes de

—1 ~
Definamos v = o= € K. Temos, entdo, que 7°,~,72,--- , 7"~
X" — 1, e sao duas a duas distintas; pois, caso contrario, se ' = 4/ para algum par

de inteiros (i, 7) tais que 0 <i < j <n — 1, entdo
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QU5 = =i = 1,
o que contradiz (1.1) pelo fato de (j — z)q%l ser um inteiro positivo menor do que

q— 1.
O

Corolario 1.5 Seja K um corpo finito com q elementos e, n, um inteiro primo com
q. Entao, existem uma extensao F de K e um elemento v € F tais que
X"=1=(X =X =X =% (X ="

com 1,7v,v%, ...,v"" ! dois a dois distintos.

Demonstracao: Novamente, se n = 1, nada temos a provar. Suponhamos n > 2.
Como n e ¢ sdo primos entre si, entdo a classe residual [¢g] médulo n é invertivel em
Z,. Como Z, é finito, entao, no conjunto
{la). [a)%, [d]®,- - -},

ha certamente repetigoes. Digamos que [¢) = [¢]* com j > i. Como [q] é invertivel em
Ly, segue que [q]~" = ([¢|™)" € Z, e, portanto, existe um inteiro positivo d (= j — i)
tal que [¢]¢ = 1.

Seja m um inteiro positivo tal que [¢]™ = 1. Em virtude do teorema 1.7, sabemos
que existe um corpo F, extensao de K, com ¢" elementos. Como [¢]™ = 1, isto é,

q"™ = 1 mod n, temos que n divide ¢"* — 1. Sendo assim, o resultado segue do teorema.
O

Nao de menor importancia € a teoria de trago sobre corpos, uma vez que essa se
torna necessaria para abordarmos a transformada de Fourier discreta. Os resultados

a seguir podem ser encontrados em [4].

Definicao 1.13 Para o € F = Fym e K = F,, 0 traco Trr k(o) de a sobre K é
definido por:

Tre k(@) =a+al - +al™"
se K € o subcorpo primo de F, entio Trg k(o) € chamado tragco absoluto de o e

simplesmente denotamos por Tr(«).
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Teorema 1.12 Sejam K =F; e F = Fyn. Entao a fungao traco T'rp jx satisfaz as
sequintes propriedades:

(1) Tr(a+ B) =Tr(a) + Tr(8) para todo o, 3 € F;

(2) Tr(ca) = cTr(a) onde c € K,a € F;

(3) A fungio Tr de F em K € uma transformacao K-linear sobrejetora;

(4) Tr(a) = ma para todo a € K;

(5) Tr(a) = Tr(a) para todo o € F.

Demonstragao: Demonstraremos aqui os itens(1) e (5). Primeiramente (1). Como

F é um corpo finito, para todo «, 5 € F temos que

qm—l

Tria+p) = a+ B+ (a+B) !+ +(a+0)
= Oz—l—ﬁ+o¢q+ﬂq—|—---—|—aqm_l—|—ﬁq
= Tr(a)+Tr((6)

m—1

De modo andlogo para (5). Como F é um corpo finito com ¢ elementos, temos

que para todo @ € F tem-se o?" = a, logo Tr(a?) = af +a? + - + " =

al +a? + - +a=Tr(a).
0J

Teorema 1.13 ( transitividade do trago) Seja K um corpo finito, F é uma ez-
tensao finita de K e E uma extensdao finita de F. Entdo:

Trg k(o) =Tre/x(Tre/r(®))
para todo a € E.

1.2.3 Anéis de Polindmios e o Teorema Chinés do Resto

Dois resultados de grande importancia para o desenvolvimento desse trabalho, o
teorema do resto chinés e a decomposicao de K[z|/(h(z)) como soma de anéis, serao
tratados nesta secao. Antes disso apresentamos resultados técnicos basicos que serao

utilizados adiante.
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Teorema 1.14 ( Teorema do Isomorfismo) Sejam A e A" anéis e f: A — A" um
homomorfismo.

Entao

(1) Imf ={f(a):a € A} é um subanel de A’.

(1)) N(f) ={a € A: f(a) =0} é um ideal de A, e [ € injetiva <= N(f) = 0.

(111) Os anéis A/N(f) e Imf sao isomorfos.

Demonstracao: Ver [2].
O préximo teorema e seu corolario sao fundamentais para o estudo de cédigos

quase-ciclicos.

Teorema 1.15 (Teorema chinés dos restos): Seja K corpo e fi(z), fo(z), ..., fr(z) €
K{[z] dois a dois coprimos. Entao, dados ay(z), ..., a,.(x) € K|x], existe uma solug¢ao

g(x) do sistema

g9(x) = a(r)mod(fi(x))
g(x) = ay(x)mod(fy(x))

g9(x) = ar(x)mod(f(x))
que € unica modulo (fi(x)fa(z)...fr(2)).

Demonstragao: Consideremos o polindomio

a1 (x)y1(x) + ... + a.(2)y,(v)

onde

Lmod(fi(«))
0mod(f;(x)), j #1

Considerando a primeira equagao do sistema temos que y; = 0 modf;(z) para

yi(x) =

todo j # 1, daf asys + ... + a,y» = 0 modfi(x). Ainda y;(z) = 1 modf;(z), logo
y1(z)a(z) = a1 (x) mod(fi(z)), sendo assim temos

yi(x)ai(z) + ... + yra.(z) = a1 (x) mod(fi(z)).
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De modo analogo se verifica para as outras equacgoes.

Resta encontrar um sistema de polinomios que cumpra o papel dos y;. Facamos
f(z) = fi(z)...fr(z). Entao mde(f(x), f(x)/fi(x)) = 1, pois um divisor irredutivel
de fi(x) e f(z)/fi(z) teria também de ser divisor de algum f;(x), com j # 1, o que
é impossivel, pela hipdtese.

Portanto, a congruéncia linear

(f(@)/ fi(x))z1(x) = 1 mod(fi(x))
tem solugao. Se z1(x) = by(x) é uma de suas solugdes, entao:

(f(@)/ f1(x))by () = 1 mod(fy(x))
mas, como fo, f3,..., [ sdo divisores distintos de f(x)/fi(x), entdo f(z)/fi(x) =0

mod(fa(x)), f(z)/fi(z) =0 mod(fs(z)),..., f(z)/fi(x) =0 mod(f,(x)) e, portanto,

(f (@)/ f1(x))br () Omod(f2(z))
(f(x)/ fu(2))br(x) = Omod(fs(x))

(f@)/fr(@)bi(z) = Omod(f(z))
De modo andlogo, se by(x) é solucao de de (f(z)/f2(x))22(z) = 1 mod fa(x), entao

(f(x)/ fa(2))ba(x) = Omod(fi(x))
(f(@)/ fa(x))bo(z) = Tmod(fz(z))
(f(@)/ fa(x))ba(z) = Omod(f3(x))

(f(x)/ fa(2))ba(x) = Omod(f,(x))
E assim por diante. Portanto, (f(z)/fi(z))bi(z), ..., (f(z)/f-(x))b.(z) cumprem
o papel exigido pelos y.s, conforme colocagao inicial, e
b= (f(x)/ fi(x)br(x)ar(z) + (f (2)/ fa(2))bo(2)az () + ... + (f(2)/ [ (2))br (z)ar ()
é uma solucao do sistema.
Se ¢(z) é uma outra solugao entao c¢(x) = b(z) mod(f;(x)), (i = 1,...,r). Portanto,

fi(z), ..., f-(z) sdo divisores de ¢(z) — b(x) mas como fi(x),..., f-(z), sdo dois a dois
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primos entre si, entao fi(x).fa(x)...f-(z) também é divisor de c¢(x) — b(x). De onde
c(z) = b(z) mod(fi(z). f2()... fr(2)).
Portanto a solucao geral do sistema é

f(x) = b(z) + h(x) f(z), h(z) € K[z].
0

Proposicao 1.8 Se ¢ : A — B ¢ homomorfismo de anéis e b(x) € B, existe um

tinico homomorfismo ¢ : Alx] — B talque

Sla = ¢
¢(x) = b

Demonstracao: Primeiramente suponhamos que ¢ exista e demonstremos a unici-
dade. Se ¢(x) = b segue por indugao que ¢(z™) = b" para todo n € N. Do fato que,

¢ |a= ¢ temos que

¢ (Z aixi> = ¢(ap+arx +...+a")
1=0

= ¢(ag) + ¢(a1)d(x) + ... + ¢(an)p(z")
= d(ao) + ¢la)b+ ... + ¢(a,)b"

Vamos provar que a fungao ¢ definida como acima ¢ um homomorfismo (existéncia).
m

n
Sejam a(x) = Z a;x’ e c(z) = Z c;z'. Temos que
i=1 i=1

dla(a) +c(x)) = ¢ (X(ai+c)a’)

= Y o(a; + ¢;)b

= > (ai) + ¢(ci) v’
= 2 o(a)b' + 3 o(c)b!
= ¢ (a(2)) + ¢ (c(2))

e ainda
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segue dai que ¢ é um homomorfismo.
O

Corolério 1.6 Se h(x) € F[z] € tal que h(x) = p1(x) - - - p.(x), onde os p;s satisfazem
mdc(p;(x),pj(x)) = 1, sempre que i # j. Entdo:

A funcdo ¢ é um homomorfismo sobrejetor. De fato, dados f, g € F[z], temos que
o((f +9)(@) = (f(z) + g(x) + (p1(2)) , ..., f(2) + g(z) + (p(2)) =
= (f(@) + (1(@)) ... f(2) + (pr(2))) + (9(2) + (Pr(2)) - -, 9(@) + (pr(2))) =

= o(f(z)) + o(g(x))
e ainda,
o((f-9)(@) = (f(z) - g(x) + (1(2)) ..., f(2) - g(x) + (p,(2)) =
= (f(@) + (n1(@)) ... f(2) + (pr(2))) - (9(2) + (p1(2)) , ..., 9(2) + (pr(2))) =
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Tome (a1(x) + (p1(2)) + -+ + ar(x) + (pr(2))) € ]% DD Z%’ queremos
determinar h(x) € F[z] tal que ¢(h(z)) = (h(z) + (p1)(z) + - + h(z) + (pr(x))) =

(a1(z) + (p1(z)) + -+ + ar(x) + (p-())), 0 que acontece se, e somente se, o sistema

=
=
I

ay () mod(p (x))

=
&
I
Q
[N}
8
SN~—
=
S
=
3
[\
=

hz) = a(z) mod(p:(x))
tem solugao. O que é consequéncia direta do teorema chinés do resto. Logo, a funcao
¢ ¢ um homomorfismo sobrejetor.
Note que ker(6) = (p1(x) - - p,(x)), visto que (£(z)+(pr(2), ., f(@)+(pr())) =

(0,...,0) se, e somente se,

f(z) = Omod(p:(z))
f(z) = O0mod(pa(x))

f(z) = Omod(p(z))

o polinomio g(z) = 0 é solugao do sistema e, pelo teorema do resto chinés, toda
solugdo f(z) do sistema satisfaz f(z) = Omod(pi(z)---p.(x)). Portanto, ker(¢) =

(p1(x) -+ pr(x)). Segue do teorema do isomorfismo que

1.3 Cébdigos Lineares

Os resultados apresentados nesta segdo podem ser encontrados em [1].
Considere o corpo finito K com ¢ elementos tomado como alfabeto. Sendo assim,

para cada numero natural n, existe um K-espacgo vetorial K" de dimensao n.
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Definicao 1.14 Um codigo C C K" serda chamado codigo linear se for um subespaco

vetorial de K™.

Definicao 1.15 Dado x € K", define-se o peso de x como sendo o numero inteiro
w(z) = [{i:z; #0}.
Seque dai que
w(z) = d(x,0),

onde d representa a métrica de Hamming.

Definicao 1.16 O peso de um codigo linear C' é o inteiro

w(C) = min{w(z) : x € C\{0}}.

Proposicao 1.9 Seja C' C K" um cddigo linear com distancia minima d. Temos

que
(i) Y,y € K" d(x,y) = w(z —v).
(it) d = w(C).

Note que podemos descrever um codigo C' de dimensao k através do nicleo de
uma tranformacao linear. Considere um subespago C’' de K" complementar de C,
entao,

CoC =K",
considere tambem a aplicacao linear
H:CaC —K"*
utve—v
cujo nucleo é C. Segue dai que para determinarmos se v € K" pertence ou nao a C,

basta verificar se H(v) é ou nio o vetor nulo de K" ",

Definicao 1.17 Seja K um corpo finito. Uma transformacao linear T : K" — K"
¢ chamada de isometria linear se € bijetora e se d(u,v) = d(T'(u),T(v)) para todos

u,v € K". Dois cédigos lineares C e C" sao linearmente equivalentes se existir uma

isometria linear T : K" — K" tal que T'(C) = C".
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Note que se C e C' sao equivalentes entao ambos tém mesma dimensado e distancia

minima.

Seja K um corpo finito com ¢ elementos e C' C K" um cddigo linear. Seja
B = {vy, ..., v} uma base ordenada de C' e considere a matriz G, cujas linhas sdo os
vetores v; = (Vi1, oo, Vin), @ = 1, ..., k.

A matriz G é chamada de matriz geradora de C' associada a base B.

Considere a transformacao linear definida por

T:K" — K"
x— xG
se x = (w1, ..., Tx), temos que
T(x) =2G = 21V + ... + Vg,

logo T(K*) = C. Sendo assim podemos considerar K* como sendo o cédigo da fonte,
C, o cédigo de canal e a transformacao 7', uma codificagao.

Observe que a matriz G nao é univocamente determinada por C, pois ela depende

da escolha da base B.

Definicao 1.18 Diremos que uma matriz geradora G de um codigo C' estd na forma
padrao se tiwermos
G = (Id|A),

onde Idy € a matriz identidade k X k e A, uma matriz k x (n — k).

Teorema 1.16 Dado um cddigo C, existe um cddigo equivalente C' com matriz gera-

dora na forma padrao.

Demonstracao: Ver [1].

Este resultado é uma interpretacao do escalonamento de G. As operacoes de
permutar linhas, multiplicar linha por escalar e multiplicar linha por escalar e somar
com outra linha deram a nova base de C', a operacao de trocar colunas corresponde
a permutar coordenadas, que é uma isometria linear, e a matriz obtida é a matriz

geradora de um cédigo C’ equivalente a C'.
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Dados u = (uq,...,u,) e v = (vy, ...,v,) elementos de K", definiremos o produto
interno de u e v como sendo
(W, v) = ugv1 + ... + u,vp,.
Essa operagao possui as propriedades usuais de um produto interno, simetria e biline-
aridade, mas note que podemos ter (u,u) =0 e u # 0. O que vale é que (,) é uma
forma bilinear nao-degenerada, isto é, dado u € K", se (u,v) = 0, Vv, entao u = 0.
Seja C' C K" um cédigo linear, define-se

Ct={veK": (v,u)=0VueC}.

Lema 1.4 Se C' C K" € um cddigo linear, como matriz geradora G, entdo
(i) C+ € um subspago vetorial de K";

(i) x € C*+ < Gz' = 0.

Proposicao 1.10 Seja C C K" um cddigo de dimensdao k com matriz geradora
G = (Idi|A), na forma padrao. Entdo

(i) dimC*+ =n — k;

(ii) H = (=AY Id,_}) é uma matriz geradora de C*+.

Proposigao 1.11 Sejam C e D cddigos lineares em K". Se C e D sao linearmente

equivalentes, C*+ e D+ sdo linearmente equivalentes.

Corolario 1.7 Se D ¢é um cddigo linear em K" de dimensao k, entdo D+ é um

codigo de dimensdao n — k.

Lema 1.5 Suponha que C' seja um codigo de dimensao k em K" com matriz geradora
G. Uma matriz H de ordem (n — k) X n, com coeficientes em K e com linhas

linearmente independentes, é uma matriz geradora de C* se, e somente se,

G- -H'=0.

Corolério 1.8 (C4)*+ =C.
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Proposicao 1.12 Seja C' um codigo linear e suponhamos que H seja a matriz ge-
radora de C*+. Temos que

veEC < Hvt =0.

A matriz geradora de H de C*t é chamada matriz teste de paridade de C ou
simplesmente matriz teste. Para verificar se um determinado v em K" pertence ou

nao ao cédigo C' basta verificar se é nulo o vetor Hv'.

1.4 Cébdigos Ciclicos

Os codigos ciclicos constituem uma importante classe de cédigos lineares devido a
viabilidade de seus algoritmos de codificacao e decodificagao. No que segue, K é um

corpo finito e representaremos as coordenadas de K" por (g, ..., Z,_1).

Definigao 1.19 Um cddigo linear C' C K" serd chamado de cédigo ciclico se, para

todo ¢ = (cg, 1, ..., cn_1) pertencente a C, o vetor (¢p_1,Co, ..., Cn—2) pertence a C.

Equivalentemente, se T : F" — F" é tal que T'(co,....,cn_1) = (Cn_1, .-y Cn_2),
entao C' C F" é ciclico se dado ¢ € C entao Tc € C.
Em sintese, a técnica base ao se lidar com cédigos ciclicos é enriquecer a estrutura
do espaco vetorial K".
Seja R, o anel das classes residuais em K[z] mddulo 2" — 1, ou seja,
R, = K[z]/(z™ - 1).
Sendo assim, um elemento de R,, é um conjunto da forma
[f(@)] = {f(x) + g(x) (=" = 1) : g(x) € K[z]};
usaremos a soma e multiplicagao usual em R,,. Ressaltamos ainda que R,, esta munido
de multiplicacao por escalares A\ € K, definida por
Alf(@)] = [Af(2)],
e que é um K-espaco vetorial de dimensao n com base {1, [z], ..., [z""!]}, isomorfo a

K" como K-espaco vetorial pela transformacao linear
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v:K"— R,
n—1
(agy ..oy Qp_1) — lap + a1z + ... + ap_12™ 1.
As vantagens de estarmos trabalhando sobre R, é que, além de ser um espaco
vetorial, este conta com a estrutura adicional de anel e a imagem de um codigo ciclico

por K" tem uma estrutura algébrica de ideal, o que sera mostrado posteriormente.
Proposicao 1.13 Todo ideal de K[z] € da forma (F(z)), onde F(z) € K|x].

Demonstragao:

Seja I um ideal de Klz]. Se I = 0, tomando F(z) = 0, temos que I = (F(z)).
Se I # 0, seja F(z) # 0 em I tal que F(x) seja de menor grau possivel, o objetivo é
provar que I = (F(x)).

Uma vez que F(z) € I, temos claramente que o ideal principal gerado por F'(x)
estd contido em I. Resta provar a outra inclusao. Tome G(x) € I. Segue do algoritmo
da divisao que existem polinémios Q(x) e R(z) com R(x) = 0 ou gr(R(z)) < gr(F(z))
tais que

G(X) = F(x)Q(z) + R(z).
Como —F(z)Q(x) € I, segue que
R(z) =G(z) — F(2)Q(x) € I.
Da expressao acima, se R(x) # 0, terfamos um elemento R(z) em I de grau menor
do que o grau de F(z), o que contraria o fato de F'(z) ter grau minimo. Portanto

R(xz) =0e dai G(z) = F(2)Q(x) € (F(x)).
0J

Corolario 1.9 Seja I # {0} um ideal de K[z]. Entdo, existe um tnico polinomio

monico F(x) em I (de grau minimo) tal que I = (F(z)).

Demonstragao: A existéncia de F(z) é resultado direto da proposicao 1.13. Pro-
vemos a unicidade. Se F'(x) é um gerador de I, entdo, para toda constante nao nula
¢ € K, temos que c¢F(z) é um gerador de I. Por outro lado se F(x) e G(x) s@o

geradores de um ideal I, isto ¢, se
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I'=(F(x)) = (G(x)),
entdo F(x) e G(z) sado associados. De fato, na situagao acima temos que
F(z) = A(z)G(z) e G(z) = B(z)F(x).

Se F(z) = 0, entdo G(x) = 0, e o resultado segue nesse caso. Se F(x) # 0, das
relacoes acima entre F(x) e G(z), segue que F(x) = A(x)B(z)F(z). Como K]z]
é um dominio, segue que A(x)B(x) = 1 e, portanto, A(x) e B(x) sao invertiveis,
provando que F'(z) e G(z) sao associados. Segue dai que, se F(z) é monico e G(z) é
outro gerador, entdao G(x) = aF'(z) e G(x) é monico se, e somente se, « = 1 o que

acontece se, e somente se G(z) = F(x).
UJ

Definicao 1.20 Um anel onde todo ideal é principal serd chamado anel de ideiais

PriInCipais.

Logo, segue da proposi¢ao 1.13 e da definigao acima que o anel de polinomios K|[z]
é um anel de ideias principais. O anel R, também é um anel de ideais principais,

como mostra o resultado a seguir.

Proposicao 1.14 Todo ideal de K|x]/(P(z)) € da forma ([F(z)]), onde F(x) é um
divisor de P(x).

Demonstragao:

Seja I um ideal de K[z]/(P(x)). Considere o conjunto

J ={G(z) € K[z] : [G(z)] € I}

Em principio, provemos que J é um ideal de K|z]. De fato, se G1(z), Ga(x) € J,

entao [G1],[Gs] € I. E portanto,
[G1(2) + Ga(2)] = [Gi(2)] + [Ga(2)] € 1,

consequientemente, G1(x)+Gay(x) € J. Ainda, se G(x) € J e H(x) € K|x], temos que
|G(z)] € I, e portanto, [G(x)H(x)] = [G(z)][H(x)] € I. Segue dai que G(x)H (x) € J.

Temos que J # 0, pois P(z) € J, segue da proposi¢ao 1.13 que existe
F(z) € K[z] \ {0} tal que J = (F(x)).
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Uma vez que P(x) € J = (F(x)), segue que P(x) é um miultiplo de F(x), sendo
assim, F'(x) é um divisor de P(z).
Como [ = {[G(2)] : G(z) € J} e J = (F(x)), tem-se
I = {[H@)[F@) : [H@) € K[2)/P@)} = (F@).

O

Para determinarmos matrizes geradoras e matrizes teste de paridade de cédigos
ciclicos é necessério caracterizar os codigos ciclicos em R,,, o que sera feito na sequéncia.

Note que a acao de T" em K", por meio da aplicacao v, é equivalente a multi-
plicacdo por [z] em R,,.

Tome ¢ = (¢, ..., Cp_1), temos

T(C) = (Cn—la ey Cn_g)

U(T(C)) = [Cn—l +coxr + ...+ Cn_anfl] _
= [zlco + a1z + ... F gz =

= [z]u(c)
Lema 1.6 Seja V' um subespaco vetorial de R,. FEntao, V € um ideal de R, se, e

somente se, V € fechado pela multiplica¢ao por [x].

Demonstragao:

Suponhamos que seja um ideal de R,,. Da definicao de Ideal, segue que [z|[f(z)] €
V para todo [f(x)] € V.

Reciprocamente, suponhaque V' é fechado pela multiplicacao por [z]. Como V
é subspaco ¢é suficiente mostrar que [g(z)][f(z)] € V para todo [g(z)] € R, e todo
[f(z)] eV,

Seja [f(z)] € V. Como V' é um subespago de R, é claro que a[f(z)] € V, para
todo a € K. Da hipdtese,

[2f(x)] = [2][f(x)] € V,
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logo
[2?f(x)] = [2][zf(x)] € V
e segue por inducao que
[z f(2)] = [="[f ()] € V
para todo m € N.
A partir disto, segue que, se escrevermos [g(z)] = [ag+a12+ ... +a,_12""], temos

que

lg@)[f(@)] = lg(x)f(z)] =
= [(ao + a1z + ... + ap_12" ) f(2)] =
= aolf(@)] + alz][f(@)] + .. + ana[z" ()] €V

visto que V' é um subespaco e cada parcela da ultima expressao pertence a V.

O

Teorema 1.17 Um subespago C' de K" é um cddigo ciclico se, e somente se, v(C')

€ um ideal de R,,.

Demonstragao: Dado (ay, ...,a,_1) € C, temos que [ag+a1x+...4+a, 12" ] € v(C);

como v(C') ¢ um ideal temos que

[2][ao + a1z + ... + A 12" = [An_1 + aoT + ... + ap_oz™ ] € v(C)
e como v é bijetora temos que (a,_1,aq,...,a,2) € C.
Reciprocamente, se (ag, ...,a,_1) € C temos que (a,_1,aq,...,0, o) € C, entdo

para todo [a(x)] € v(C) temos [za(z)] € v(C), pelo lema anterior v(C') é um ideal
de R,

O

Logo, da proposicao 1.14 temos que um cédigo C' em K" é ciclico se, e somente

se, v(C) = ([g(x)]), onde g(x) € K|x] é um divisor de 2™ — 1.
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Se p = car(K) e n = mp® com m e p primos entre si, temos que
2" —1=((z™)P —1) = (z™ - 1)¥".
Afirmamos que 2™ — 1 admite uma decomposicao na forma
a™ —1= fi..fr,
onde os f; sao irredutiveis e dois a dois distintos.

De fato, temos que (z™ — 1) = ma™ ' # 0. Se mde(ma™ !, 2™ — 1) = g(x) # 1,
entdo = | g(z) e dai x | 2™ — 1, e 0 é raiz de 2™ — 1, o que é um absurdo. Portanto
2™ — 1 nao tem fator em comum com sua derivada.

Suponhamos 2™ — 1 = (g(z))*h(x), com k > 2, entao

ma™ ! = kg(x)*h(z) + (g9(@))*H (2),
o que implicaria em 2™ —1 ter fator em comum com sua derivada, o que é um absurdo.

Consequentemente, a decomposi¢ao de ™ — 1 em irredutiveis em K[z| nao tem
fatores repetidos e podemos escrever

a™ —1= fi..fr,
onde os f; sao irredutiveis e dois a dois distintos. Logo, a decomposicao em fatores
irredutiveis de 2™ — 1 é,

at—1=

Segue, entao, que o polinémio ™ — 1 tem exatamente (p®+ 1)" divisores monicos.
Como existe um bijegao entre os ideais de Klz]/(z™ — 1) e os divisores monicos de
™ — 1, temos que R, possui precisamente (p® 4 1)" ideais.

Observe que R, nao é um dominio de integridade. Daqui por diante, g(x) denotara

um divisor de " — 1, e poremos

Teorema 1.18 Seja I = ([g(x)]), onde g(x) é um divisor de z" —1 de grau s. Temos

que [g(z)], [xg(2)], ..., [z"*"1g(x)] € uma base de I como espaco vetorial sobre K.

Demonstragao: Os elementos acima sao linearmente independentes. Suponhamos
que

aolg()] + arxg(x)] + ... + ap_s_1 [z 571 = [0].
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Logo,
lg(x)][ao + a1z + ... + ap_s_12" 7] = [0].
Portanto, existe d(z) € K]z], tal que
g(z)(ap + a1x + ... + ap_s 12" 57 = d(x).(2" — 1).
Dai , temos que
(ap + a1z + ... + s 12" 7Y = d(x)h(x).
visto que o grau de h(z) é n — s, devemos ter d(x) = 0, e consequentemente, ay =
ap=..=ap_s—1 = 0.
Os elementos acima geram [ sobre K. De fato, se [f(z)] € I, temos que
f(x) = d(z)g(z) mod (2" — 1).
Pelo algoritmo da divisdo, temos que d(x) = h(x)e(x) + r(z), com r(x) = ag +
a4 ... + ap_s_12" L. Logo,
f(z) =d(z).9(z) = c(x).h(z).g(x) + r(x).g(x) mod(z"™ — 1).
e portanto,
f(z) = c(x)(a™ = 1) + r(z)g(x) = r(r)g(r) mod(2" — 1).

Consequentemente,

[f(@)] = aolg(@)] + ar[zg(x)] + .. + an_oa[s" " g(2)].

Corolario 1.10 Dado um cddigo ciclico C, existe v € C tal que C' = (v).

Demonstragao:
Seja I = v(C'). Logo, I é gerado como K-espago vetorial por [g(x)], [zg(x)], ..., [z" 5 1g(z)],
onde g(x) é um divisor de " — 1. Portanto, colocando v = v~!([g(z)]), temos que C

é gerado por v,T'v,...,T"*"lv e portanto, C = (v).

Corolario 1.11 Seja g(z) = go+ 12 + ... + gsx° um divisor de 2™ — 1 de grau s. Se
I = I([g(x))), ento
dimg =n — s,

e o cddigo C = v~Y(I) tem matriz geradora
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v ([g(x)]) g9 o gs 0 0
o v ([zg(x)]) |0 go o 9s 0
v [z g(2)]) 0 -+ 0 gy - 9s

Demonstragao: Ver [1].

Definigao 1.21 Sejam K um corpo e f(x) € K[z] de grau n. Define-se o polinémio
reciproco de f(x) como sendo o polinémio
1
o= (),

Proposicao 1.15 Dados polinomios f e g temos que:
(i) (f9) =9
(ii) (f) =1

Segue dai que se um polindémio h(x) = hg + hyx + ... + hya' divide 2™ — 1 entao
seu reciproco também ¢é um divisor de x™ — 1, e portanto gerador de algum cédigo

Cliclico.

Teorema 1.19 Seja C = v=(I) um cddigo ciclico, onde I = ([g(x)]), com g(x) um
divisor de z™ — 1. Entao C* € ciclico e C*+ =v7(J), onde J = ([h*(z)]).

Demonstragao: Ver [1].

Coroldrio 1.12 A matriz teste de paridade de C = v='(I), em que I = (|[G(x)]), é

dada por
hn—s h’n—s—l hO 0 0
H— 0 hnfs hnfsfl hO 0
0 0 hys ho
onde
" —1

Demonstracao: Ver [1].



Capitulo 2

Cdédigos Quase-Ciclicos

2.1 Cdbdigos Quase-Ciclicos

Seja F um corpo finito . Quando for necesséario especificar a cardinalidade ¢ de F,
escreveremos F = F,. O dual C* de um cédigo C serd entendido com relagao ao
produto interno padrao. Um cédigo C é auto-dual se C' = C*. Denotaremos por T

o operador deslocamento (“Shift”) padrao em F", isto é,

T(co,C1y-- - Cn) = (CnyCoyenyCrt)

Definicao 2.1 Um cddigo linear é dito quase-ciclico de indice | ou l-quase-ciclico se,

e somente se, € invariante por T".

O caso em que | = 1, coincide com o caso que o codigo é ciclico. Durante todo
trabalho assumiremos que o indice [ divide o comprimento n.

Seja F um corpo finito e m um inteiro positivo coprimo com a caracteristica de
F. F[z] denotara os polinémios em uma varidvel x com coeficientes em F. Como j4
visto, o anel R = R(F,m) = F[z]/(z™ — 1) é usado na representagao polinomial de
cédigos ciclicos de comprimento m sobre F, uma vez que esses sao ideais de R(F, m).

Observagao: Daqui para frente neste trabalho, denotaremos o elemento ¢(z) +

(f(x)) de F[z]/(f(x)) por [¢(z)] ou mesmo c(x).

35
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Seja C' um codigo quase-ciclico sobre F de indice [ e comprimento Im. Denotare-
mos uma palavra em C' como
C = (€00, CO1s -+ 5 COI—15CL0 -+ s CLiTs+ -3 Cm—1,0s- - - Cm—1]—1)-
Seja ¢ : F'™ — R! definida por
o(c) = (co(x),ci(z),...,cr1(x)) € R

onde
m—1

Cj(ZL') = Z cijxi S Rl.
i=0
No que segue ¢(C') denota a imagem de C' por ¢.
Lema 2.1 ( San Ling e Patrick Solé ) A funcao ¢ induz uma bijecao entre cédigos

quase-ciclicos sobre F de indice | e comprimento Im e codigos lineares sobre R de

comprimento [.

Demonstragao: ¢ é claramente bijetora. Como C' é um c6digo linear finito, ¢(C') é

fechado pela multiplicacao por escalares de F e por soma de vetores, isto é, ¢(v) e ¢(u) €

»(C), entao ¢(v) + ¢(u) = ¢p(v+u) € ¢(C) (pois v +u € C). Como 2™ =1 em R,

temos que
m—1 m—1
_ S o ot
xcj(x) = cjx' = g Cio1,2".
=0 1=0
onde o indice i — 1 é tomado em {0,1,...,m — 1} médulo m.
A palavra

(rco(z), wei(x), ..., e (7)) € R
corresponde a palavra
(Cm—1,0> Cm—1,15""" yCm—1,1—1, €00, Co15 - - -, COI—-15 """ , Cm—2,0y - - - 7Cm—2,l—l) € Fm
que estd em C, visto que C' é quase-ciclico. Portanto, ¢(C) é fechado pela multi-
plicacdo por x e desde ja ¢(C) é um R-submdédulo de R
Revertendo o argumento acima, vemos imediatamente que todo cédigo R-linear

R de comprimento [ vem de um cédigo quase-ciclico de indice [ e comprimento [m

sobre F.
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Afim de estudarmos a dualidade de cddigos lineares sobre R, e a relacao com

cédigos lineares sobre F, definiremos a funcao conjugacao ~ em R. Note que como

1 m—1

m=1 — 1 em R, x é invertivel em R, com 27! = x

m = xx

x . Definimos a funcao

conjugacaof(z) +— f(x) como o isomorfismo de R em R que fixa os elementos de F

e envia z em z7'. Ou seja, se f(z) =ap+ a1z + ... + ap_12™ 1, entdo

olag +a1x+ ...+ ap_12™ ) = agt+ax + ..+ ap ™
= aqp+a " '+ .. Fa,_1x

Em F'™ usaremos o produto interno Euclidiano usual, isto é, se

a= (CLOOa aopt, - --,Q00-1,410 - - -, A11—15+ -+, Am—1,0y - - - am—l,l—l)-
e
b = (boo, bo1, - - -, bog—1,b10 -+, b1a-15 -, ba10, -+ Din—1-1)-
entao
m—1 [—1
a-b= @;ibij.
i=0 j=0
Em R!, definiremos o produto interno Hermitiano: para x = (xg,---,7;_1) e
x = (xg,...,x_1), teremos

m—1
z,y) = Z 75
i=0

Proposigao 2.1 (San Ling e Patrick Solé) Se a,b € F'™. Entio (T"%(a)).b = 0
para todo 0 < k < m — 1 se, e somente se, (p(a),p(b)) = 0.

Demonstracao: A condigao (¢(a), (b)) = 0 é equivalente a

-1 -1 m-—1 m—1
0 = a;b; = Z(Z @izy )(Z by ™)
=0 i=0 =0 k=0
g—l m—1 m—lj (21)
= awbkjyz_k (*)
j=0 i=0 k=0
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comparando os coeficientes de y" em ambos lados , temos que

I—

—_

1 m—
> arnybr; = 0,para todo 0 < h <m — 1 (2.2)
i=0 i=
onde o indice i + h é tomado modulo m. Da equacao acima temos mais precisamente

que (T~"(a)).b = 0. Como T~ = TUm=h) segue que (p(a), p(b)) = 0, é equivalente
a (T™(a)).b = 0 para todo 0 < h < m — 1.

O

Da proposicao 2.1 com a pertencente a um codigo [-quase ciclico C' de compri-

mento [m sobre F', obtemos o seguinte.

Corolario 2.1 Se C' é¢ um codigo quase-ciclico sobre F de comprimento lm e de
indice | e se ¢(C) € a imagem em R’ por ¢, entio ¢(C)*t = ¢(CL), onde o dual em
F'™ ¢ tomado com respeito ao produto interno euclidiano, e o dual em R' é tomado
com respeito ao produto interno Hermitiano. Em particular, um codigo quase-ciclico
C sobre F' é auto-dual com respeito ao produto interno euclidiano se, e somente se,

o(C) € autodual sobre R com respeito ao produto interno Hermitiano.

Demonstragao: Tome v € ¢(C)*, como ¢ é sobrejetora existe b € Fflm tal que
v = ¢(b). Dai, se (¢(a), (b)) = 0Va € C, entao T%(a).b = 0 Va € C e Vk, em
particular para k = 0, a.b = 0, Va € C, logo b € C* implica ¢(C)* C ¢(C*). Por
outro lado, se b € C+, dado a € C temos que a.b = 0. Como a € C e C é quase-
ciclico, temos que T (a) € C, Vk, dai e do fato que b € C*, vem que T%(a)-b =0,
Vk, logo (¢(a), #(b)) = 0 para todo a e portanto ¢(b) € (¢(C))* .
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2.2 Decomposicao de Cdodigos Quase-Ciclicos

e Dualidade

Quando m > 1, o anel R = R,, = F[z]/(z™ — 1) nao é um corpo. No entanto, do
teorema chinés do resto, temos que se m é coprimo com a caracteristica de F, entao
o anel é um soma direta de corpos finitos. De fato, sob essa hipdtese, o polinomio
™ — 1 fatora-se em fatores irredutiveis distintos em F[z], isto é, podemos escrever
z™ — 1 € F[z] como
e —=1=fifar- fr

onde os fis sao polinomios irredutiveis nao associados dois a dois. Este produto é
unico no sentido que, ™ —1 = f{.f5 -+ f! é outra decomposi¢ao em polinémios, entao
r = s e, depois de reenumeracoes adequadas dos f7, temos que f; é um associado de
f; para cada 1 < j < r. Pelo coroldrio 1.6 temos

Flz]  Flo Fz]

e -1 (h@) Y @)

onde cada anel F[z]/(f;) é um corpo pois f; é irredutivel.

Para um polinémio f, se f* denota o polindémio reciproco, entao (f*)* = f. Como

(@™ —=1)*=—a™+1e (f.g)" = f*.g% temos que
B — L= —fify e I

Se f é um polinémio irredutivel, f* também é irredutivel. Da unicidade da de-

composi¢ao de polindmios em fatores irredutiveis, podemos escrever
™ —1=gy---gshi.hi---hih}.

onde gi,...,gs sa0 os fis associados aos seus reciprocos, e hy, hy, ..., hy, hi sao os
remanescentes f;s agrupados em pares.

Segue do corolario 1.6 que podemos escrever

Pl (nFll\ (A (Fle] | Fla
=1 <@ <gi>> ¢ (@ (e <h;>>> 23)

i=1 j=1

Por simplicidade de notacao, fixado m, denotaremos F[z|/(g;) por G;, F(x)/(h;)
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por H} e F(z)/(h}) por HY.

Segue da decomposicao 2.3 e do teorema 1.4 que

R' =~ (E:]? Gﬁ) o (é (H! @H;.'l)>

j=1
como R-modulo.

Por defini¢ao, se C' é um cédigo R-linear de comprimento [ entao C' é um R-
submédulo de R'. Segue do teorema 1.4 que existem subespacos Cj,i = 1,...,s,

Chj=1,..,teC] j=1,..1 tais que

C= (@ OZ-> o (é (C;a O}’))

j=1
onde, para cada 1 < i < s, C; é um cddigo linear sobre G; de comprimento [ e, para
cada 1 < j <t, C} é um cédigo linear sobre H de comprimento [ e C7 é um cédigo
linear sobre H}' de comprimento [.

Todo elemento de R pode ser escrito como c(z) para algum polinomio ¢ € F|x].

A decomposigao 2.3 prova que c(z) pode também ser escrito como uma (s + 2t)-upla

(cr(x),. .. co(x), i (x), d(x),... c(x),c(x)) (2.4)

onde ¢;(z) € Gi(1 < i < s), c(x) € Hje df(x) € H(1<j<t)
Para qualquer elemento r € R!, podemos definir a conjugacao r € R', induzida
pela funcao  — 27! em R. Suponha que r possa ser expresso em termos da decom-

posicao (2.3), como

. roon oo
T = (71, Py T, T e ey T T )y

onde r; € Gi(1 <i < s),r; € HJ’-,e r;-’ € HJ’-’(l <j<t).

Nosso objetivo agora é descrever T em termos da decomposicao dada por

(@a) e (@umam)

j=1



CAPITULO 2. CODIGOS QUASE-CICLICOS 41

Em principio note que se f divide 2™ — 1, entao 2™ — 1 = g(z) f(z). Dai 2™ —1 =

Omod(f) em cada anel F[z]/(f), e portanto [z] é invertivel em F[z]/(f) com inverso

Teorema 2.1 Se f € F(z] é um fator irredutivel de x™ — 1, entao a aplicagdo

€ um isomorfismo de corpos.

Demonstragao: Considere ¢ tal que

R
)+

c(x) — clz™) + ()
segue da proposicao 1.8 que ¢ é um homomorfismo.
Mostremos agora que ¢ é sobrejetora. De fato, dado c(x) + (f*) € F[z]/(f*),

considere o polinomio c(z™!), entao

o(c(x™ 1) = ela™ ™)+ (f*) = c((@ )T H() = e((@)THH() = el@)+ (),

donde ¢ é sobrejetora. Por tltimo temos que ¢(c(x)) = 0 se, se e somente se, c(z ™)+
(f*) =0, isto ¢, se c(z™') = 0mod(f*). Fagamos f(r) = a, 2" + a,_ 12" ' + -+ ag

entao:

o(f(x)) = fa™)

&nl’_n + anflxl_n + cte + alx_l + aoxm mOd(f*)
@™+ Ay @™ a2 agz™ mod ()

™" 4 a2 g™+ aer™ mod (f)

= 2™ (ayp + ap1z + -+ a2 + agx™) mod( f*)
™" f*(x) = 0 mod(f*)
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a ultima passagem se deve ao fato que f* = 0mod(f*).
Dai, como f é irredutivel, temos que ker(¢) = (f), logo segue do teorema do
isomorfismo que
Flz] Flz]
_—
(f) (f*)
c(w) + (f) — ela™) + ()

8

é um isomorfismo.
O

Desde ja, o fato de f e f* dividirem 2™ — 1 implica que 2™ = 1 em ambos estes
anéis. No caso em que f e f* sao associados, vemos da aplicagao 2.5 que a aplicagao
r — x~ ! induz um automorfismo de F[z]|/(f). Quando o grau de f é 1, o isomorfismo
¢ a aplicagao identidade, isto é 7 = r. Denotaremos por 7 a imagem de r € F[z]/(f)
pelo isomorfismo 2.5.

Como os g;s sao os fjs associados aos seus recfprocos, temos que o ideal gerado
por g; é igual ao ideal gerado por g;. Logo, dado r; € G;, temos do isomorfismo 2.5

que
Pl Fli]

) (o)
ri(x) + (g;) — ri(z™) + ()

isto é, a imagem de r; pelo isomorfismo 2.5 é igual a seu conjugado.

A partir do isomorfismo 2.5 definiremos a aplicagao v, dada por

o (80)- (o) — (80)-(Buem)

j:l j:l
onde

(@) +(91), (@) 4 (9s), () + (ha), (@) + (A1), (@) + (he) () + (B7) =

= (r(@)+(g1), -, r(@)+(gs), (@) + (ha), (@) +(B7), . (@) + (he) r(270) + (hp))
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Segue que temos uma nova decomposi¢ao

R= (Q? G,-) o (é (H; @H;.)) (2.6)

Jj=1
1 é claramente um isomorfismo, da maneira como foi definida.

Note que

r(@) +(ff) — @)+ )
Conjugando r temos que o elemento T pode ser expresso como
F= (1@ ) 4 (91), . or(a ) + (92, r(@ ) + () (@) + (B (@) + (he), (@) + (7))
Aplicando 9 a T temos que
U(r) =
= (rl@™) + (g1),- - r(@™) + (gs), r(@™) + (ha), r (@) 1) + (A7), - e (@) + (he), r((271) ™) + (R7))
= (r(@™) +(g1), - or(@™h) 4+ (gs), r(@™h) + (), r(@) + (h7), ... r(@7™h) + (), () + ()

Comparando 9 (r) e 1(T) vemos que, se

! 1 / 1
T = (71, ey sy Ty e ey Ty T )

com relagao a decomposicao 2.6, entao

- P — P ! ! " /
T = (T,...,T5, 7,70, 1 1})

/

Quando f e f* sdo associados, para vetores ¢ = (c1,...,¢), ¢ = (c¢},...,¢) €

(F[z]/(f))", definiremos o produto interno hermitiano em (F[z]/(f))' por

(e,d) =) cd (2.7)

Sejam a,b € R escreveremos

a = (a0>a17 s 7al71)
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b= (bg,b1,...,b_1)
Decompondo a;, b; usando 2.4, podemos escrever

. ! 1! ! 1/
a; = (i, .-, Qis, Qhpyaly, ... ah, all),

_ / / //
bi - (bib-' b287 il zl?"'?bit7bit)7

onde a;j, bi; € Gy, a;;,b;; € Hi. Entao

-1
7 7 7 / /! /XA /! /AN
= E aibi = ( E aﬂbﬂ, cey E a,-sbl-s, E CL“bil, E aﬁbil, .. E altbzt, E aitbit>
i=1 i i i i
Em particular, (a,b) = 0 se, e somente se,

ZaijE=0(1§j§8)

/ /! N1/
Zaik ikzozzaik w (1<k <)
i i
Uma consequéncia imediata é a seguinte caracterizacao de codigo auto-dual sobre

R, em termos da decomposicao de R em soma de corpos finitos.

Teorema 2.2 Um cédigo linear C' sobre R(F, m) de comprimento | é auto-dual com
respeito ao produto interno Hermitiano, ou equivalentemente, um codigo [-quase-

ciclico de comprimento Im sobre F € auto dual com respeito ao produto interno eucli-

(@) (@)

onde para 1 < i < s, C; € um codigo auto-dual sobre G; de comprimento  (com

diano, se e somonte se,

respeito ao produto interno Hermitiano) e, para i < j < t, C% € um cddigo linear
de comprimento | sobre HJ’- e C’f ¢ o dual de Cj com respeito ao produto interno

Euclidiano.

2.3 Classes de Ciclotomia

Um conceito importante no estudo cédigos ciclicos e quase-ciclicos é o estudo da

classes de ciclotomia. Apresentaremos este conceito no contexto de acoes de grupos.
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Definicao 2.2 Se X ¢ um conjunto e G é um grupo, entao G age em X se existe
uma fung¢io G x X — X, denotada por (g,z) — gz, tal que
(1) (gh)x = g(hz) para todo g,h € G e x € X;

(i) 1-x =z para todo x € X, onde 1 € a identidade em G.

Se um grupo G age em um conjunto X, entao fixando a primeira variavel, digamos
g, teremos uma funcao oy : X — X, tal que, ay : ¥ — gx. Esta funcao é uma
permutacao de X, cuja inversa é ay-1: dado x € X,

(g1 )(2) = (a1 (2)) = g(g™(2)) = (997 1) (@) = 1o = @
e temos o ;-1 = 1x. Analogamente, o105 = 1x.

Note que o : G — Sk, definida por o : ¢ — ay, ¢ um homomorfismo. De fato,
dado g,h € G e x € X temos que a, 0 ap = ay(ay(x)) = g(h(z)) = (gh)(z) = agu(z)
Portanto, aya, = agp paratodo g, h € G. Dado qualquer homomorfismo ¢ : G — Sk,
defina gz = ¢(g)(x). A agdo de um grupo G em um conjunto X é outra maneira de

vermos um homomorfismo G — Sx.

Defini¢ao 2.3 Se G age em X e x € X, entao a orbita de x, denotada por O(zx),

¢ o subconjunto de X dado por

O(z) = {gz:9 € G}

O estabilizador de x, denotado por G, é o subgrupo G, = {g € G : gr = x} do
grupo G.

Se G age em um conjunto X, definiremos uma relacao em X por x = y no caso
onde existe g € G com y = gx. Esta é uma relacao de equivaléncia sobre X cujas

classes de equivaléncia sao as orbitas.

Proposicao 2.2 Se G em um conjunto X, entao X ¢é a uniao disjunta de orbitas.

Se X ¢€ finito, entdo

X| = > (0
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onde um x; € tomado em cada Jrbita.

Demonstragao: Como mencionado anteriormente, a relacao em X, dada por z =y
se existe ¢ € G com y = gr, é uma relagao de equivaléncia cujas classes sao as
6rbitas. Portanto as 6rbitas particionam X. A contagem dada na segunda declaracao
é verdadeira visto que as Orbitas sao disjuntas, nao ha elementos em X contados duas

vezes.

Estabeleceremos agora a conexao entre orbitas e estabilizadorares.

Teorema 2.3 Se G age em um conjunto X e x € X, entao

0(z)| =[G : Gy

isto € o numero de elementos na orbita de x € igual ao indice do estabilizador G, em

G.

Demonstragao: Se G/G, denota a familia de todas as classes laterais a esquerda
de G, em G. Exi biremos uma bijecao ¢ : G/G, — O(x), e dai teremos provado o
resultado, visto que |G/G,| =| G | / | G» |= [G : G,] pelo teorema de Lagrange.
Defina ¢(gGx) — gz. Agora mostraremos que ¢ estd bem definida. Se ¢G, = hG,,
entao h = gf para algum f € G; isto é, fx = x; desde ja hx = gfxr = gx. Temos
que ¢ ¢ injetiva; de fato, se gr = ¢(g(G,)) = ¢(hG,) = hz, entao h~ gz = x; desde
j4, h™lg € G, e gG, = hG,. Resta provar que ¢ é uma sobrejegao. Se y € O(z),
entdo y = gx para algum g € G, e além disso y = ¢(g9G,).

0J

Corolario 2.2 Se um grupo finito G age em um conjunto X, entdo o numero de

elementos em qualquer drbita é um divisor de |G]|.
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O conjunto de todos os elementos inversiveis de Z,, ¢ um grupo com a operagao do
produto induzida de Z,,; denotamos este grupo por U(Z,,). De fato, se a e b estao em
U(Z,,) entdo existem ¢ e d em Z,, tais que a¢ = bd = 1. Logo, (ab)(cd) = (ac)(bd) = 1,
0 que mostra que este conjunto é fechado para o produto. As propriedades de grupo
seguem das propriedades do produto em Z,, e da prépria definicao de U(Z,,).

Os elementos de U(Z,,) sao conhecidos; prova-se em teoria de nimeros que
U(Zy,) = {la] € Zy,; mdc(a,m) = 1}.

Seja agora ¢ = p", p primo, tal que mdec(q, m) = 1. Entédo [¢] € U(Z,) e G = (q)
é um subgrupo ciclico de U(Z,,). Como U(Z,,) é finito, a ordem de [g] ¢ finita e

G={1,¢.¢....47"}

onde 7 = o([¢]); na literatura, costuma-se chamar r de ordem multiplicativa de ¢
modulo m.

Dado j € Z, 0 < 7 < m—1, a classe g-ciclotomica de j é definida como o conjunto
C; ={lj¢'] € Zmm : t € Z,t >0},

Claramente, C; ¢é a drbita de [j] em Z,, sob a agao de G. Como as érbitas sao as

classes da relagao de equivaléncia definida pela agao de GG, temos

Proposicao 2.3 Os conjuntos C; possuem as sequintes propriedades:
(1) Se C; N C; #0, entao C; = Cj.
(11) A unido de todos C; € igual a Zy,.

Pelo corolario 2.2, o nimero de elementos em cada classe ciclotomica divide a

ordem multiplicativa de ¢ médulo m.

2.4 Traco e Transformada de Fourier

Seja F = F, e assuma m e ¢ coprimos. No caso em que m € F* = F—{0}, o
isomorfismo 2.3 pode ser descrito mais explicitamente via transformada de Fourier

discreta (DFT), também conhecida como transformada de Mattson-Solomon.
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Na decomposicao 2.3, a soma direta do lado direito corresponde aos fatores irre-
dutiveis de 2™ — 1 em F[z].
Existe uma bijecao entre esses fatores e as classes g-ciclotomicas de Z/mZ dada

pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4 Se f é um polinomio irredutivel em F, de grau k, entao f tem uma
raiz & em Fy. Além disso, todas as raizes de f sao simples e sao dadas pelos k

elementos distintos £,€9,€°, ..., €7 de F ..
Demonstracao: Ver [4].

Corolario 2.3 Sejam m e q coprimos, K um corpo com q elementos, F D K
extensao de K contendo uma raiz m-ésima primitiva da unidade &, e 2™ — 1 =
fi(z) - ...+ fu(x) a fatora¢ao de x™ — 1 em irredutiveis sobre K. Entao a aplica¢ao
que associa a cada fi(x) o conjunto C(i) = {l € Zy; f(€) = 0} € uma bijecio entre

os fatores irredutiveis de x™ — 1 e as classes q-ciclotomicas de Z,,.

Demonstragao: Pelo teorema anterior, se fi(£') = 0 entdo as raizes de fi(z) em F

Sao

k—1

£l7£lq7"'7£lq )

onde k; = O(fi(x)). Logo, se I € C(i), entao

C(i)={llq,...,1¢" "}

Como f;(¢) = 0 implica em f;(£7) = 0, C(i) é fechado pela ac¢do do grupo multi-
plicativo G = (¢). Logo, C; é a 6rbita de [ por G, ou seja é a classe g-ciclotomica de

l em Z,,.
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Retomando a fatoracao na forma

2" —1=gy - gshi.hi---h.hy

denotaremos por U; (1 <i < s) a classe g-ciclotomica correspondente a g;, V; e W;
as classes ciclotomicas correspondentes a hj; e h} respectivamente.
Como (m, q) = 1, existe uma extensdo K O F onde ha uma raiz m-ésima primitiva

da unidade €.

Para

c= Y ¢y €Fla]/(a™ — 1)

9E€ZLm

a transformada de Fourier é ¢ = E éna™ € K[z], onde o coeficiente de Fourier &, é

hEZm
definido como

Ch = Z g€ = (€M)

QEZm

Lema 2.2 ¢, = &, para todo h € Zy,.

Demonstracgao: Com efeito,

G = el =Y )"

QEZm geZm
= 2 [0 =D e = &

O
Assim, a cada divisor irredutivel de ™ — 1 corresponde uma classe g-ciclotomica.

Proposicao 2.4 A transformada inversa é dada por

=mt Y Ge

hEZLm,

Cg
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Demonstragao:

doag = ), (Zczélh) &

hEZ’!TL heZWVL ZEZ’IIL

_ Z Z Clg(l—g)h
I h
= mecy+ Z q (Z §(l_g)h>
! h

Agora, se t #£ 0

Z gth _ 1+£t+(§t)2+'”+(£t)mfl

hELm,
= 0

pois & éraizde 2™ — 1= (x —1)(1+a+---+2™ ') e ¢ # 1. Portanto

mcy = Z eneIh,

h&€Zm

Note agora que, dado [ € C(i), temos um isomorfismo

F(x)/(fi(x)) — F[¢"]
c(z) + (filz)) — (&) =0
Sendo

2™ — 1= fyeo fohy l byl

20

como na decomposigao 2.3, chame de U; a classe associada a f;, de V; a classe associada,

a hjeW; ade h;. Fixe um elemento u; para cada U;, v; € V; e w; € W;. Temos

entao isomorfismos
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Por isso, identificaremos estes corpos daqui em diante.

Do lema 2.2 segue que se v € C; entdao ¢, € G;, pois v = u;q" € ¢, = Cyyqt =
(¢y,)" € G;. Analogamente para H] e H/'.

Observamos também que estes isomorfismos induzem uma decomposicao de R(m, q)

em soma de anéis, dado por

s t
roa — (@) s (Dorom)
i=1 j=1
c(x)+ (@™ —=1) — (Cuyy- -+ Cusr Coys Cuys -+ - 5 Coys Cuny )
(onde novamente identificamos G; com F[ﬁ“i], H! com F[{'”i] e H! com F[g“’i]). A
vantagem de decompor desta forma R(m, q) é que temos uma forma explicita para o

isomorfismo inverso.

Sejam ¢; € G, é\j’GHj’-ecAjHEHJ’»’ parai=1,...,sej=1,...,t. A s+ 2t-upla

-~ ~ o~ o~ ~! ~I .
(Cl,. . CsyC1 501 ey Cr Gy ), associamos o elemento
Fl|z
E cqr? € 2]
zm — 1
9€Lm
onde

mey, = Z CpeI"

9ELm

Mostraremos agora que

Lema 2.3 Se K D F,, £ € a raiz m-ésima primitiva da unidade em K entao

meg =Y Tree e, ")

=1

onde 2™ —1= fi(z)-...- f(x).

Demonstragao: Seja b= {C},C,,...,C,} o conjunto das classes g-ciclotomicas em

Zyy,. Tomando u; € C;, com ¢ = 1,2,...,7 e denotando f;(x) = polindmio minimal
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de &% sobre K, temos que k; = [F(a™) : F] = 0(f;(x)). Dai, a transformada inversa

¢ dada por
me, = Z cr&I

9E€Lm

- ¥ (e
ceb \heC

= Zﬁh59h>
=1 h:Cl

- $ (B
i=1 I;O

= 2 Z@)ql(f-g“i)ql)
=1 =0
r k;

=, Z@é—g“f)ql)
i=1 \I=0

= ) Tree (@)
i=1

O
Temos que

r

N FE A
" Diay — OFE

=1 i=1

¢ um isomorfismo de anéis, em coordenadas

(Cl(z) + (fl(x))v s ,CT(ZL‘) + (fr(z)) — (cl(€m)7 s 7Cr(€ur))

Ainda, segue do corolério 1.6 que

o N Fld]
o — D)

¢ um isomorfismo de anéis. Compondo, obtemos o isomorfismo

$pob:R— PF(E")
i=1
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Considere agora

v:PFrE) — K"
=1

k1—1

(c1,...,¢,) — (cp, et .., ct 7...’erc?7.“’cgkr—1)

A menos de permutacao de coordenadas em K™,

bobod(c(r) + (@™ —1)) = (G, ..., 0n)

que ¢ a transformada de Fourier de ¢(z) + (™ — 1) escrita vetorialmente.
m

coordenada ”tipica”de v o 0 o ¢(c(z) + (x

—1))é

D

I

o
—~
m
S
e
2

Seja S C K™ a imagem de 1.

23

Chame de S = v o f o ¢. J& temos a expressio de ! : S — R em termos de

tracos. Compondo I! e ¢ obtemos um isomorfismo

S loq): EBF(S“”) — R
i=1

Logo,
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(S~ oy)o(@og)(c(z)+ (@™ —1) = S (Yobog)(c(x)+ (™ —1) =
=3 toQ(c(x) + (2™ —1)) = c(x)+ (z™—1)

mostrando que I~ o 1) é a inversa do isomorfismo § o ¢ : R — @ F(£“), que é o

i=1
m—1

que procuramos. Calculando St o) em (¢1, ¢y, ..., ¢,) obtemos o elemento 5 cyx?
g9=0

dado por

ng = ZTTF(guz)/F(/C\ulf_gul)
=1

Considere novamente

2™ —1=qiga...9shihy ... hhi;

Seja U; a classe ciclotomica associada a g;, V; a classe ciclotomica associada a h;
e W a classe ciclotomica associada a hj.

Sejam u; um representante de U;, v; e w; representantes das classes ciclotomicas
V; e Wj respectivamente, ¢ = 1,...,s, j =1,... 1.

: : , " : . .
Sejam G; (1 <i<s), H; e H} (1 <j <t) como antes, e identifique os corpos

G; = FlE"]
H; = F[¢"]
HY = Flev]
Entéo temos (o ¢)~ <@G ) <@ (H; © H) ) — R dada por
m—1
(00d) ' @,....0) =) cea?
g=0

onde
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t t
mcg = ZTTGZ-/F@ffgui) + Z(TTHJ'./F(gjffgvj) + TTH;//F(/C}fgwj))

i=1 j=1

Deste modo, a transformacao de Fourier inversa fornece uma férmula para a in-
versa do isomorfismo 2.3 dado pelo teorema chinés do resto. E com esta formula
que podemos aplicar os resultados de caracterizacao de cédigos quase-ciclicos na con-

strucao de exemplos.

Teorema 2.5 Se F = F, e m e q sao coprimos, entao, para qualquer I, o codigos
quase-ciclicos sobre ¥ de comprimento Im e indice | sao dados pela sequinte con-
strugao: FEscrevemos x™ — 1 = dg1...g9shhT... D}, onde 6 é um elemento nao
nulo de ¥, g1,...,9s sao o0s fJ’s associados aos seus reciprocos, e hy,hy,... hy, hy
sao os remanescentes fjs irredutiveis agrupados em pares. Tome G; = F[x]/(g:),
H} = F(x)/(h;) e Hf =F(x)/(h}). Seja U; (respectivamente V; e W;) a classe cic-
lotomica de Z/mZ correspondente a g; ( respectivamente b e h}), e seja u; € U; (
v; € V;, w; € W;) elemento fizo para cadai=1,...,t (para cada j =1,...,t). Para
cada i, seja C; um cdédigo de comprimento | sobre G;, e para cada j, seja C} é um
codigo de comprimento | sobre H; e C7 um cddigo de comprimento | sobre H}. Para

x;i € Gy, yj € O}, ey;” € Cf, e para cada 0 < g <m — 1, tome

co((x1), (vj), (¥f)) = (ST owp(xe,. ., Xe,¥1, - Y0V YY)
s t
= > Tra e ) + > (Traywlyy’ € ) + Tras ey ™))
i=1 j=1
e seja C o codigo F-linear
C = {co((x1), (¥5), (¥§)), - -+ em—a((x3), (3), (¥5)) |
x; € Ci,yj € Cj eyl € CJ}
Entao
(1) C' € um cddigo quase-ciclico sobre F de comprimento lm e de indice l. Recipro-

camente, todo codigo quase-ciclico sobre F de comprimento Im e de indice | € obtido

desta construcao.
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(11) Além disso, C é auto-dual com respeito ao produto interno Euclidiano se, e

somente se C; sdo auto-dual com respeito ao produto interno Hermitiano e C7 =

(C'J’-)L para cada j com respeito ao produto interno Euclidiano.



Capitulo 3
Aplicacoes

Aplicaremos a discussao precedente a algumas situacoes. Serao abordados nesse
capitulo cédigos quase-ciclico de indice 2, o caso m = 3 e a Construcao de Turyn, o

caso m =5, o caso m = 7 e a Construcao de Vandermonde.

3.1 Cdbdigos Quase-Ciclicos de Indice 2

Seja | = 2 e F = F, um corpo finito qualquer. Suponhamos em principio m e ¢
coprimos. A decomposicao 2.3 mostra que R pode ser escrito como a soma direta de
extensao finitas de F,.

Cédigos auto-duais (com respeito ao produto interno Euclidiano) de comprimento
2 sobre um corpo finito F existem se, e somente se —1 ¢ uma raiz em Fy, que é o
caso em que uma das afirmacoes é verdadeira:
(1) g é poténcia de 2;
(2) ¢ = p®, onde p é um primo congruente a 1 mod 4; ou
(3) ¢ = p*, onde p é um primo congruente a 3 mod 4.

Este resultado pode ser encontrado em [8]. Neste caso existe um unico codigo
auto-dual de comprimento 2 sobre F,, a saber um com matriz geradora (1, 1), onde i
denota a raiz quadrada de —1 em F,.

Isto permite uma caracterizagao de cédigos quase-ciclicos sobre F, de compri-
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mento 2m e de indice 2, onde m é coprimo com ¢, onde os fatores irredutiveis de

™ — 1 sao conhecidos.

Proposicao 3.1 (San Ling e Patrick Solé) Seja m coprimo com q. Entao cddigos
quase-cilicos auto-duais de indice 2 sobre ¥, de comprimento 2m existem se, e so-
mente se uma das condigoes € satisfeita.

(1) q € poténcia de 2;

(2) q=1p°, onde p é um primo congruente a 1 mod 4; ou

(3) q = p**, onde p é um primo congruente a 3 mod 4.

Demonstracao: Se existe um cédigo quase-cilico auto-dual de indice 2 sobre F, de
comprimento 2m, entao a decomposicao 2.3 prova que existe um codigo auto-dual de
comprimento 2 sobre G = F,, donde as condicoes na proposicao sao necessarias.
Reciprocamente, se qualquer uma das condicoes na proposicao ¢é satisfeita, entao
existe i € F, tal que i*+1 = 0. Consequentemente, toda extensao finita de F,, tambem
contém tal i. Desde jd, o cédigo gerado por (1,7) sobre qualquer extensao de F, é
auto-dual (com respeito ao produto interno Euclidiano e Hermitiano) de comprimento
2. Desde ja, o teorema 2.2 assegura a existéncia de codigos quase-cilicos auto-duais

de indice 2 e comprimento 2m sobre F,.
OJ

Proposicao 3.2 (San Ling e Patrick Solé) Seja m coprimo com q el impar. Entdo
nao existem codigos autoduais l-quase-ciclicos sobre Fy de comprimento Ilm. Além
disso, quando ¢ = 3mod4, cddigos [-quase-ciclicos sobre F, de comprimento lm

existem se, e somente se | = 0mod(4).

Demonstracao: Desde ja Y — 1 ¢ um fator de Y™ — 1, F, é sempre um fator
direto de R na decomposicao 2.3. Como [ é impar, nao existem cédigos auto-duais de
comprimento [ sobre F,. O resultado menor segue do fato que, quando ¢ = 3 mod 4,

um codigo auto-dual de comprimento [ existe somente quando [ é divisivel por 4.
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3.2 m=2em=3

Considereramos nesta secao codigos quase-ciclicos de comprimento 2[ sobre o corpo
finito F,.
Sabe-se que se (' e Uy sao cdédigos lineares sobre F, de comprimento [, entao o

codigo

C={(ut+v|u—v)ueCvely}

¢ um codigo quase-ciclico de comprimento 2/. Mostraremos a seguir que se ¢ ¢ impar
entao todo cédigo quase-ciclico de comprimento 2! sobre F, é obtido deste modo,
usando a construcao trago.

Quando ¢ é fmpar e m = 2 entao Y? — 1 fatora-se em fatores lineares distintos,
sendo que cada um é auto-reciproco. Da decomposicao 2.3, R pode ser decomposto
na soma direta F, ®F,, e um cddigo l-quase-ciclico de comprimento 2! sobre F; pode
ser expresso como C; @ Cy, onde () e Cy sao cédigos sobre F, de comprimento .
Além disso, sao auto-duais com respeito ao produto intermo Euclidiano. As classes
de ciclotomia médulo 2 sao Cy = {[0]}, C; = {[1]}. Utilizando o teorema 2.5 temos
que se § ¢é raiz 2-ésima primitiva da unidade em F, entao £ = =1 ese u € C) e

v € (9, entao

Co = TTFq/Fq(Ugo)+TTFq/Fq<U§O)
= u+v

ainda

cT = TTFq/Fq<U£O)+TTFq/Fq(U£_1)
= u—v
logo a correspondéncia C' < C; @ Cy é equivalente a construcao (u + v | u — v).

Portanto, temos a seguinte proposicao.
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Proposicao 3.3 Seja g um inteiro positivo impar. Se Cy e Cy sdo codigos de com-

primento | sobre F,, entao

C={(utv|u—v)|ueC,vely}

¢ um cddigo quase-ciclico de comprimento 2l sobre F,. Todos os cddigos l-quase-
ciclicos de comprimento 2l sobre ¥, sao construidos desta forma. Além disso, C' é

auto-dual se, e somente se Cy e Cy sao auto-duais.

Assumiremos agora que m = 3 e que ¢ nao é uma poténcia de 3. Estudaremos
codigos [-quase-ciclicos de comprimento 3! sobre F.
Seja ¢ = 2mod(3). Quando ¢ = 2 mod (3), Y2 +Y + 1 é irredutivel em F, e

ainda

V3P-1=(Y -1D(Y?+Y +1)

da decomposicao 2.3 temos que

F[Y] o F,Y] F Y]
-1 -0 0y Te®Fe

Este isomorfismo da uma correspondéncia entre codigos [-quases-ciclicos de com-

primento 3! sobre F, e um par (Cy,C3) onde C; é um cddigo linear sobre F, de
comprimento [ ( com respeito ao produto interno Euclidiano) e Cy é um cédigo linear
sobre Fp2 de comprimento [ ( com respeito ao produto interno Hermitiano).

As classes de ciclotomia médulo 3 sao Cy = {0} e C; = {1,2}. Na primeira classe
de ciclotomia Cy s6 podemos fixar 0, fixemos 1 na segunda classe de ciclotomia C;
e seja £ uma raiz 3-ésima primitiva da unidade em Fp2 = {a + 0§;a,b € F,}, entdo

E+¢6+1=0.Sexze€CyexeCyentiaoy = a+ b, e obtemos do teorema 2.5 que
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co = Tre,/vqg(@) +Tre, /pg(ys™)
= x+T?“Fq2/Fq(<a+§b)§0'l)
= z+[(a+ &)+ (a+&b)
= z42a+ (E+END
= x+2a-0b

e ainda

¢ = Trp,pq(x& %) + Tre,, yra(y§ )
= oy + (W) + (W)
= -+ (—2a+2b) — a(¢ +£9)
= 4+ (—2a+2b) —a(-1)
= z—a+2b

De modo analogo se mostra que,

cs=x—a—>
Portanto, C = {(z+2a—b|z—a+2b|z+a+b) |z € C,a+ &b € Cy} éum
cédigo quase-ciclico sobre F de comprimento 3[ e de indice [. Segue que todo cédigo

quase-ciclico sobre F de comprimento 3/ e de indice [ é obtida da construcao acima.

Em particular, quando ¢ = 2' (¢ {mpar ) e para qualquer [

C={(r+a|lz+a|lx+a+bd)|zeCa+lbe Cy} (3.1)

Se a,b € C) para algum cédigo linear C} sobre F,, entdo Cy = {a+b¢ | a,b € C}}
¢ um cddigo linear sobre F .
Portanto, se comegarmos com dois cédigos F-lineares Cj e C4, a construcao 3.1

¢ a prépria (a +x | b+ x| a + b+ x)-construgao de Turyn. Em particular obtemos

Teorema 3.1 A (a+x | b+ x| a+ b+ x)-construgdo, aplicada a dois codigos sobre
Fye (t impar) de comprimento 1, resulta em um Fqi-linear cédigo de comprimento 3l

que € quase-ciclico de indice [.
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33 m=5em=7

Teorema 3.2 Suponha que m =5 e q é tal que Y* + Y3 + Y2 +Y + 1 € irredutivel
em Fy,. Seja & € Fpu tal que &'+ &+ +&+1 =0 e se Tr denota o trago de
F;1 em ¥y, entao para um cddigo Cy de comprimento | sobre F, e Cy um cddigo de
comprimento | sobre Fga, o cddigo

C={@+Try) =+ Trys") o+ Trys?) | o+ Tr(ye™?) | o+ Tr(yé™) |
z e Chye Oy}
¢ um codigo l-quase-ciclico de comprimento 5l sobre F,. Todo codigo l-quase-ciclico
de comprimento 5l sobre F, é construido desta forma.

Alé disso, C' € auto-dual se, e somente se Cy € auto-dual com respeito ao produto

interno Fuclidiano e Cy € auto-dual com respeito ao produto interno Hermitiano.

Sejam = T7eF = F,. Temos que Y —1 fatora-se em (Y —1)(Y34+Y +1)(Y3+Y?+
1) como um produto de fatores irredutiveis. Seja & uma raiz primitiva de Y2 +Y +1
em Fgs, entdo & + ¢+ 1 = 0. Temos que as classes de ciclotomia médulo 7 sao
Co = {0}, Cy = {1,2,4} e C3 = {3,5,6}, logo se y,z € F,, entao y = a + b + &% e
2z =d+ ef + f€%, segue do teorema 2.5 que

c = Trp, /Fa (x50) + TTFQS /Fa (yg()) + TTFQS /F2 (250)
= s+ W+ +y)+(z+2+2) =r+a+d

de modo analogo pode-se provar que

cg = x+at+b+te
g = z+a+btc+d+f
cg = rx+b+c+d+e
g = rx+a+ct+d+e+ f
cs = x+bt+e+f
g = x+c+f

dai



CAPITULO 3. APLICACOES 63

C:{Co,...,c6}

3.4 A Construcao de Vandermonde

Se F é um corpo finito e m um inteiro coprimo com a caracteristica de F. Assuma
para secao somente que F* contem um elemento & de ordem m. Entao o polindomio

Y™ — 1 decompoesse completamente em fatores lineares

(" == (Y =Y =€) (V="

onde f; € F para 0 <7 < m — 1, entao

fo fo
TN B
fm—l fm—l

onde os f; sao os coeficientes de Fourier e V = (5”) com 0 <i,7 <m —1 ¢ a matriz

de Vandermonte m x m.

Dado um inteiro positivo [ e m vetores ag, ..., apn_1 € F'. A construcao
Qo
V*l
Q;

dara um elemento de R'. Se C; (0 < i < m — 1) s@o cdédigos lineares sobre F de
comprimento [, e a; € C; para 0 < i < m — 1, entao obteremos um cddigo linear
sobre R de comprimento [, que entao corresponde a um cédigo quase-ciclico sobre F
de comprimento [m e indice [.

Dessa construcao obtemos o seguinte teorema
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Teorema 3.3 (San Ling e Patrick Solé) Se F é um corpo finito e m uwm inteiro
coprimo com a caracteristica de F. Assuma que F* contem um elemento & de ordem
m. Se Cy,...,C,_1 sao cddigos lineares de comprimento | sobre F. Entdo o produto
de Cy,...,Chp_1 pela matriz de Vandermonde é um cddigo quase-ciclico sobre F de
comprimento Ilm e indice l. Além disso, quando ¥ e m sdo como a cima, todo codigo

[-quase-ciclico de comprimento lm sobre F € obtido via construcao de Vandermonde.

3.5 Conclusao

Neste trabalho, mostramos que cédigos quase-ciclicos de comprimento Im e indice
[ sobre um corpo F podem ser tratados como R-submoédulos de R,, a partir do
isomorfismo ¢ : F'™ — R definido por

d(c) = (co(),ci(),...,ci1(x)) € R!

onde
m—1

cj(x) = Z cijv € R
E a partir disto provamos que um C(’)ii:iogo quase-ciclico C sobre F é auto-dual com
respeito ao produto interno euclidiano se, e somente se, ¢(C') é auto-dual sobre R
com respeito ao produto interno Hermitiano.

Também mostramos que quando m é coprimo com a caracteristica de F', este

ultimo pode ser decomposto em uma soma direta de corpos dada por

_ Pl o (yFlal n (Flel , Fla
R—xm—l—@? <gi>>@(§91(<hj>@<h;>>>

utilizando-se o teorema chinés dos restos. E utilizamos este resultado para mostrar

que um cédigo linear C' sobre R(F, m) de comprimento [ é auto-dual com respeito
ao produto interno Hermitiano, ou equivalentemente, um cédigo [-quase-ciclico de
comprimento [m sobre F é auto dual com respeito ao produto interno euclidiano, se
e somente se,

C = (@ CZ) ® (EB(C@ ® (C§)L)>

j=1
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onde para 1 < i < s, (; é um cddigo auto-dual sobre G; de comprimento [ (com
respeito ao produto interno Hermitiano) e, para i < j < t, C% é um cédigo linear
de comprimento [ sobre H; e C'jL ¢ o dual de C; com respeito ao produto interno
Euclidiano.

Nas paginas posteriores utilizamos a teria relacionada a classes de ciclotomia e

trago para expressar a transformada inversa de Fourier na forma

t

co((x1), (¥)), () = D Tra, p(x:& )+ Y (Tro p(y €+ Tre v (y"6 "))
=1

j=1
e a partir disto mostramos que C' é auto-dual com respeito ao produto interno Eucli-
diano se, e somente se C; sao auto-dual com respeito ao produto interno Hermitiano
e O = (C’]’A)L para cada j com respeito ao produto interno Euclidiano.

A vantagem desta abordagem é que podemos estudar cédigos quase-ciclicos auto-
duais por um caminho sistematico e podemos decompor codigos quase-ciclicos em

codigos de comprimento menor.
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