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Resumo

Neste trabalho, estudamos o comportamento assintotico da equagao de onda nao-
linear dada por

Uy — Au A+ a1+ Ju ™ Huy = bululP2,

onde a funcao g(u;) = a(l + |ug|™ ?)u; é um termo nao-linear de amortecimento
e f(u) = bulu[P~2 é um termo fonte, também nao-linear. Ambos estdao relacionados
com as propriedades do material envolvido no modelo. Para dados iniciais arbitrarios,
mostramos a existéncia de solugao local do problema, em seguida para dados iniciais
suficientemente pequenos, a existéncia de solugao global e o decaimento exponencial
de energia. No caso em que a energia inicial é negativa, obtemos um resultado de

explosao da energia em um tempo finito.

Palavras-chave: Equacao de Onda, Decaimento Exponencial, Estabilidade, Termo

Dissipativo.
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Abstract

In this work we study the asymptotic behavior of the nonlinear wave equation

Uy — Au+ a1+ Jug ™ Huy = bululP2,

where the nonlinear function g(u;) = a(1 + |ug|™ ?)u, is a damping term and f(u) =
buluP~% is a source term, also nonlinear. Both are related to the properties the ma-
terial involved in the model. Existence of a local solution is obtained for arbitrary
initial data. Existence of the global solution and exponential decay of energy, is
proved if the initial data are small enough. In the case of negative initial energy, a

blow-up result in finite time is also proved.

Keywords: Wave Equation, Exponential Decay, Blow-up, Stability, Dissipative

Term.
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Introducao

A estabilidade da solucao da equacao de onda com termos nao-lineares, ha muitos
anos tem interessado vérios pesquisadores tais como Messaoudi [2],[11], Todorova,
Georgiev [5], Nakao [13], dentre outros. Neste trabalho estudamos a equacao de
onda envolvendo um termo de amortecimento g(u;) e um termo fonte f(u), ambos

nao-lineares, considerando o seguinte problema:

uy — Au+ g(ug) + flu) =0, z€Q, t>0,
w(z,t) =0 zed, t>0, (1)
u(z,0) = p(x) u(x,0)=¢(x), =€l

em um dominio € limitado do R" (n > 1), com fronteira 002 suave. Em nosso
contexto g(u) = a(l + |us|™?)u; e f(u) = —bulu[P~2 com a,b contantes positivas
e m,p > 2. Os objetivos do trabalho sao: Mostrar que para uma devida escolha
dos dados iniciais ¢ e 1, o problema (1) tem solucao fraca global, isto é, a solugao
do problema estd definida para todo ¢ > 0, e sua energia decai exponencialmente,
também mostrar que se a energia inicial do sistema é negativa, temos um resultado
sobre solugoes nao globais. Primeiramente mostramos a existéncia de uma tnica
solugao fraca local de (1), para quaisquer dados iniciais (p, 1)) em Hg () x L*(Q), ou
seja, a solucao esta definida num intervalo de tempo finito. Posteriormente supondo
dados iniciais relativamente pequenos, provamos que a solucao é global e sua energia
decai exponencialmente de maneira uniforme. A existéncia de solugao global porém,
nao necessariamente depende dos dados iniciais, em [5] os autores estudam a relacao

entre o termo de amortecimento g(u;) e o termo fonte f(u) e mostram que se p < m,



para quaisquer dados iniciais a solugao ¢ global.

No capitulo 1, apresentamos uma breve base tedrica a ser ulitizada no desenvolvi-
mento do texto. Mostramos alguns resultados de andlise, como o teorema do ponto
fixo de Banach, que sera utilizado na prova da unicidade de solugao, definimos os
espacos LP, as distribuicoes e espacgos de Sobolev, provando alguns resultados so-
bre estes (Veja [3], [4], [9] e [10] para uma exposigdo mais completa). No capitulo
2, fazendo uso do resultado provado por Todorova e Georgiev em [5], mostramos
a existéncia e unicidade local de uma solugao fraca de (1), utilizando um método
aproximativo de solugdes de um problema auxiliar provado por Lions em [8]. No ter-
ceiro capitulo, mostramos que sob certas condi¢oes para os dados iniciais a solugao ¢é
global, a prova ¢é baseada na teoria do “Potencial”introduzida por Sattinger e Payne
(Veja [15] e [16]), em seguida para a mesma condi¢ao dos dados iniciais, provamos o

decaimento exponencial de energia do problema (veja [2]).

Finalmente no quarto e ultimo capitulo, apresentamos um resultado sobre solucoes
nao globais do problema (1), para isto mostramos que a solugao explode em um tempo
finito, quando a energia inicial é negativa e p > m, tal resultado segue a idéia de
Messaoudi em [12], de um problema semelhante & (1), cujo termo de amortecimento
é dado por g(u;) = aug|u;|™ 2, a prova deste, melhora o resultado de Georgiev e
Todorova (veja [5]), onde os autores mostram que a explosao ocorre para dados iniciais

grandes, de modo que a energia inicial seja suficientemente negativa.

vi



Capitulo 1

Fundamentos

Omitiremos aqui, defini¢oes e alguns conceitos basicos de analise funcional, sobre
espagos métricos, normados (espagos de Banach e de Hilbert), bem como seqiiéncias
de Cauchy, dentre outros. O objetivo do capitulo é apontar resultados ja conhecidos,
principalmente da teoria dos espacos LP, distribuicoes e espagos de Sobolev, os quais
serao fundamentais para mostrar nossos principais resultados. Algumas vezes somente

indicaremos onde se encontra a demonstracao dos teoremas aqui citados.

1.1 Resultados de Analise

Desigualdades tipo Gronwall

Lema 1.1 (Gronwall) Sejam w,a e f fungdes reais continuas, tais que f >0 e
o) < a)+ [ F)to)ds,

entao
t
w(t) < alt) +/ f(s)a(s)els (DI qs,
to

No caso particular que o(t) = C constante, temos

w(t) < Cexp (/t:f(s)ds) :
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Demonstracao: Seja g(t / f(s)w(s)ds, entao ¢'(t) = f(t)w(t) e da hipdtese

temos

§(1) = FOlt) < F@alt) + F09) = [glt)eO) < f(Daltye O,
onde A'(t) = f(£). Portanto,
0 < [ flo)atsreas
¢ da hipétese, segue que )

w(t) < a(t) + e /f e ds

o que implica o resultado. No caso que «a(t) = C' constante, basta utilizar

5) exp ( / f(T)dT) - —Eexp ( / f(T)dT> .

O
Lema 1.2 Se w e f sao fungoes reais continuas e positivas, tais que
t
wt)?<C +/ f(s)w(s)ds, C;t>0 (C constante)
0
entao
1 t
w(t) <VC + 5/ f(s)ds
0
Demonstragao: Seja F(t) = C+ / f(s)w(s)ds, portanto como f e w sdo continuas
F'(t) = f(t)w(t) < FOF ()2,

ou seja, F(t)"V2F'(t) < f(t), entdo temos que 2(F(t)*/2)" < f(t) e integrando de 0 &

t esta desigualdade obtemos,

2F (1) = F(0)?) < / F(s)ds
logo .
F(H)Y2 < F(0)Y? + %/ f(s)ds

1/2

finalmente como w(t) < F(t)/#, chegamos ao resultado. O
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Teorema do ponto fixo de Banach

Definicao 1.1 Seja X = (X, d) espago métrico. A aplicagioT : X — X denomina-
se aplicagcdo contractante ou contra¢io em X, se existir um nimero real o € [0,1)
tal que Vo, y € X

d(Tz, Ty) < ad(z,y).

Um ponto fixo da aplicacao T : X — X, é qualquer elemento x € X, tal que

Ty =x.

Teorema 1.1 (Ponto fixo de Banach) Considere X = (X,d) # @ um espago
métrico completo com respeito a sua métrica d. Se T : X — X € uma contragao

em X, entao T possut um unico ponto fixo em X.

Demonstragao: Seja zo € X, definimos a seqiiéncia iterativa (z,),ey em X da

seguinte forma
Ty, x1=Txg, x3=Tx; =T, ... Tp=Tr,1=T"0,
Mostremos que esta seqiiéncia é de Cauchy em X. Suponha por conveniéncia n < m,

d(xp, ) = d(T"xo, T"x¢) = d(Txp_1,TTp_1)

IN

ad(Tp—1,Tm-1) = ad(Txp—g, TTp—2)

IN

OéQd(xn—%xm—Q) S S Oénd(l’mfm—n)

IA

a"d(xg, z1) + d(x1,22) + oo + d(Tm—n—1, Trm—n)]

IA

ad(zg,v))[1+a+a®+ ... +a™ "
1
l—a

IN

ad(xg, 1)

Como a € [0,1) e d(zg,x1) estao fixos, temos que o lado direito da expressao acima
tende a zero se m cresce muito, entao (z,)nen ¢ de Cauchy em X, que é completo,
logo x, converge para algum x em X, isto é, para qualquer € > 0, existe ng € N tal
que, para todo n > ngy temos

d(xp, x) <
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Portanto,

d(xz,Tz)

IA

d(z,xp1) + d(wpe1, Tx) = d(z, xp41) + d(Txp, T)
< d(x,xng1) + ad(xn, ) < d(z, Tpi1) + d(xn, T)
e €

< —4+=-—=€ se n>n
9 2 0,

entdo d(z,Tz) = 0 = = = Tz, isto é, x é ponto fixo de T em X. Seja x = Tx e
y =Ty, como d(Tz, Ty) < ad(z,y), concluimos que d(z,y) < ad(x,y), o que implica
d(z,y) =0=z=y. O
Para facilitar a posterior leitura da demonstragao do teorema de existéncia, provare-

mos nesta se¢ao o seguinte resultado.

Lema 1.3 Sejam m > 2 e 0 < ¢ < constantes, entao € vdlida a sequinte

2m—2
desigualdade

(a+ala[™? = 8= B|B" ) (@~ B) 2 ela— 8" Va,B €R.

Demonstracgao: Escrita de outra forma a desigualdade fica

(= B)* + (ala™™* = BB *)(a — B) = ela — B,
como (o — 3)? > 0 Va, 8 € R, entao basta mostrar que

(ala]™ 2 = B8 ) (a — B) > ela— 8| Va,B €R.
Se a = 3 ou § = 0 é direto, suponha entao a # (e § # 0, logo

(™ = BIBI™*) (o = B) > el — B
0

(alo] ™2 = BI5"2) (@ = B) _ ela— "
Bl 5o

0

_ m o
(Y™ 2 = 1)(y —1) > ely — 1™ onde ~= 3
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Como (y]y|™2 —1)(y — 1) > 0, a desigualdade anterior é equivalente a
"2 = 1= ey — 1"
Entao, o problema resume-se em provar que a funcao
F) =™ 2 =1 —ely—1"" 20, VyeR

Observe que f é uma funcao continua em toda reta.

Caso 1: Se v <0, temos f(y) = (—y)" 1 +1—-c(l—vy)" e

F(y)=(m=1l—)""72— (=",

. €m72
fazendo f’(y) = 0, encontramos o ponto critico g = —— < 0, e se
gm—2 —1
1
—gm-2 1 1
Y <= — = (1 —em7) < —gm—2,
1—egm=2

portanto

_1 m— m—
(I—y)em2 < —y= (1—y)" e < (=)

segue que f'(v) < 0, logo a funcao é decrescente em (—o0,7p). Usando o mesmo
raciocinio para v > 7, teremos f’'(y) > 0, ou seja, f é crescente em (p,0). Vimos

que o é um ponto de minimo em (—o0,0). Verifiquemos que f(7y) > 0. Da hipdtese

1 1 1 1
0<e< —= 2m < l=em2<]—gm?=e<(l—gmz)"2

9gm—2
Portanto, (1 — 5ﬁ) <(1- sﬁ)m_l, 0 que implica & — em=2 < (1— gﬁ)m_l, ou
seja, (1 — em2)m=1 4 gm2 — ¢ > 0, entdo

m—1 1 m—1
em—2 em—2
o = ()

(1—¢em—2 1 —egm-2

m—1 1
m—2 1 — m—2 m—1 —
(1 —gm-2)m-t

ficando provado que f(v) >0, Vv < 0. Observe também que f(0) =1—¢ > 0.
Caso 2: Se0<v <1, f(7) =1 -7 —e(l—vy)™ e

f'()=(m =1l —y)"? =",
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fazendo f’(y) = 0, temos que v, = gm—_; < 1 é um ponto critico em (0,1), e
usando mesmo raciocinio do caso antlelﬂi—oin:;remos f crescente para 0 < v < v e
decrescente para 7y, < 7y < 1, isto é, 71 é ponto de maximo em (0,1). Como f é
continua e f(1) = 0 temos que f(y) >0se 0 <y < 1.

Caso 3: Sey>1, f(y)=(y™ 1 —=1)—e(y—1)""!. Sendo € < 1,

o) =m-=1)""2—cly=1)"?) > (m=1)(" 7 = (v = 1)"7?) >0,
portanto f é crecente em (1,400), entao f(y) >0 Vy > 1. a

Teorema 1.2 Seja V' um espago de Hilbert separdvel. Considere o espago das fungoes
continuas de [0, T] tomando valores em V', denotado por C([0,T];V). Se B é um
subespago denso em V , entio C*([0,T); B) € denso em C([0,T];V).

1.2 Espacos L*

Usaremos daqui em diante termos de teoria da Medida, tais como fungoes men-
surdveis, integraveis, igualdade (desigualdade) em quase todo ponto (q.t.p), conjunto

de medida nula. No que segue, €2 serd um aberto do R".

Definigao 1.2 Seja 1 < p < o0 e Q C R™.  Definimos o espago LP() como o

conjunto das (classes de) fungoes u : 0 — R mensurdveis p-integrdveis em €, i.e.:

LP(Q) :={u: Q — R;u € mensurdvel e / |u(z)|P < oo},
Q

com a sequinte norma ||lul, == (/ |u(:v)|p> . Para p = oo, temos
Q
L>®(Q) :={u: Q — R; u é mensurdvel e IK tal que |u(x)| < K q.t.p em Q},

com a norma ||ul|s = sup ess|u(z)| = inf{K; |u(z)| < K q.t.p em Q}.
€N

Teorema 1.3 Os espagos LP(2), com 1 < p < oo sdo espagos de Banach.
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Demonstragao: Veja [3] pagina 57.
Observagao: No caso p = 2, temos que L*(§2) é um espago de Hilbert, munido do

seguinte produto interno
(u,v)q := / u(z)v(z) de.
Q

Teorema 1.4 (Desigualdade de Holder) Sejam u € LP(Q) e v € LP(Q), com

1 1
1<p<ooe=+— =1 Entiouvec L'(Q) e
p p

/Q ol dz < Jul,llglly- (1.1)

Demonstragao: Se p = 1, temos que p’ = oo, entao basta observar que

/ru \dx<uvuoo/\u )| d.

Para p > 1, da desigualdade de Young temos que

ﬁp
Oéﬁ<—+—, VQ,BZO,
p P

logo supondo que u € LP(Q) e v € L (Q), com |jull, # 0 e ||v]|y # 0 e tomando

_ Ju(=)] [v(2)]

e = na desigualdade de Young, chegamos a
[l [0l
u@v(@)] _ @) o)
lullpllvlly = pllulls — plo)t
integrando em (2,
1 1
/ lu(z)v(z)|de < —+ — = 1.
||U||p||U||p p
Segue que wv é integravel e (1.1) acontece. a

Lema 1.4 Seja 2 C R™ um conjunto limitado, isto €, Q0 possui medida finita, entdao
temos que LP()) esta imerso continuamente em L1(Q2) para 1 < q < p, ou seja, existe

uma constante C' (dependendo de ), tal que

Jullg < Cllull,, Yuel’(Q) e 1<qg<p.
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Demonstragao: Seja u € LP(f2), queremos mostrar que u € L9(2) onde ¢ < p. Se

p = q é direto. Seja ¢ < p, entao

1 1
- ——>0,
q9 P
Definindo s := — — —, teremos ¢s + 4_ 1, conseqiientemente
q p
1 1
Tt = 1.
qs q

1 )
Como 1 < L e gs = 1 — g, temos que 1 < —. Por outro lado, |ul? € Li(Q) e
q p qs

g=1e¢ L%(Q) De fato

/(|u|Q)’5dx:/|u|pda;<oo e /|1
Q Q Q

onde u(Q2) denota a medida de 2. Logo da desigualdade de Holder,

[wrar= [gar < ( /Qqu,q)gdﬁb);‘i ([ a)"
- (/Q(|U|”)du)zu(9)qs

= Q) ull; < oo

= dv = () < oo,

Entao u € L), e segue que ||ull, < Cllullp, onde C' = u(2)*, o que mostra a

continuidade da imersao. O

1.3 Distribuicoes

Espaco de funcoes teste

Seja o = (v, g, ..., v, ) € N™, denotemos por

olel

= a1 Qoo Y
O0z1 O3 ...8%7;

D* onde |a|=a;+as+ ...+ a,

o operador diferencial de ordem «.
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Se u é uma fungao mensurével sobre Q e (w;);c; é a familia de todos subconjuntos

abertos de €2, tal que u = 0 q.t.p em cada w;, temos que v = 0 q.t.p. em w = Uwi,
iel
e o suporte de u (supp u) é definido como o subconjunto fechado

supp u = Q\ w.

No caso em que u seja continua

suppu={z € Q; wu(zr) # 0}.

Dizemos que uma funcao u tem suporte compacto em (2, se existir K C 2 compacto
tal que
supp u C K.

Representa-se por C§°(§2) o espago vetorial das fungoes reais definidas em €2, com
suporte compacto e derivadas parciais de todas as ordens. Em C§°(£2) considera-se a
seguinte nocao de convergéncia:

Uma seqiiéncia de fungoes (., )nen converge para zero em C3°(2) quando:

(1) Todas as ,, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de Q;
(7i) A sequiéncia (i, ),en converge para zero uniformemente em K, juntamente
com suas derivadas de todas as ordens.
Seja ¢ € C§°(£2). Dizemos que (p,)nen converge para ¢ em C§°(£2) se (@, — ©)nen
converge para zero como definido acima. Ao espaco C§°(€2), munido desta nogao de

convergéncia, denotamos por D(€2), o qual chamamos espago das fungoes testes.
Exemplo 1.1 A funcdo p: R" — R definida por:

oo { erleta) < e
0 se ||lz|l2>1

pertence a D(R™), e supp u = {x € R™; ||z|2 < 1}.

Teorema 1.5 O espaco C3°(Q2) € denso em LP(§2) para 1 < p < oo.
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Demonstragao: Veja [3] pagina 71.

Definicao 1.3 (Distribuigao) Uma distribui¢ao sobre €2, € uma forma linear T

sobre D(Q2) que € continua no sentido da convergéncia definida em D(S), i.e.
T:D(Q) — R

(1) T(ap + By) = aT(p) + BT (¥), Va,B R eVp, ¢ € D(Q);

(17) Se (pn)nen converge para @ em D(Q) entao (T'(pn))nen converge para

T(p) em R.
Representamos por <T ) 90> a distribuigdo T em ¢, e por D'(2) o espago vetorial das
distribuigoes sobre €. Dizemos que (7},),en converge para T em D'(€2), quando a
seqiiéncia (<Tn, <p>)n€N converge para <T, <p> em R para toda ¢ € D(Q).

A notacao L7 () serd usada para designar o espago vetorial

Lp

loc

Q) ={f:Q—R;, felP(K) VK compacto K CQ}.

Pode-se comprovar sem dificuldades que L?(Q2) C L}, .(Q), para todo p > 1.

loc

Exemplo 1.2 Se u € L}, (Q), entdo a forma linear T, definida em D() por

loc
(T = [ w@)eta)ds, Vo€ DO,
€ uma distribuicao.

Prova: Como cada ¢ possui suporte compacto em €2, esta integral existe, logo T,
estd bem definida. Além disso, T, é univocamente determinada por u. Como T
¢ dada por uma integral, é linear, logo para provar que é uma distribuicao basta

demonstrar que é continua.

(L)l < [ ool de < (maxlota)) [ fu@lds,
isto é,

(Tu: )| < Clmax|p(z)]). (1.2)
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Logo se (¢n)nen converge para @ em D(2), para todo 0 > 0 existe um compacto fixo

K CQengeN, tal que
se 1> ng = max lo(x) — @n(x)] < 0.
BAS
Tomando 6 = %, da relacao (1.2) temos que dado € > 0, se n > ng

(Tus0) = (Ts )| < Clmax|ipu(a) = p(@)]) < O =2,

O

Lema 1.5 (Du Bois Raymond) Se u € L}, (Q), entao T, = 0, se e somente se

loc

u=20 q.t.p. em .
Demonstragao: Veja [10] pagina 10.

Exemplo 1.3 Seja xy € 2, entdo a forma linear 6, definida por

(329, ) = @(x0), Vo € D(),

€ chamada de distribuicao de Dirac concentrada em xg.

A distribuigao d,, nao é definida por uma fungao u € L} (Q). De fato, seja u €

loc
Ll

loc

(2), suponha que
| uelola)do = pla0) = (B 0), Ve € D)
logo se ¢ € D(Q) temos que F(z) = ||z — zo||%p(z) € D(Q), entdo
| u@le —anlPet@yde = [ u@)E@)de = Fao) =0 Vo€ DO,

e pelo Lema de Du Bois Raymond, u(x)||x — z¢[|?> = 0 q.t.p. em €, o que implica que

u(z) =0 q.t.p. em €, isto é, d,, = 0, contradigao.
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Definigao 1.4 (Derivada de uma Distribuicao) Considere T € D'(Q) e a €
N". A derivada de T de ordem « € a distribuicao representada por D*T, definida em

D(Q) por

(DT, ) = (—1)*NT, D*p), Vp € D(Q).

Exemplo 1.4 (Fungao Heaviside) A funcao definida da sequinte forma: u(zx) =1
sex >0 eu(r) =0 sex <0, é chamada de fung¢io Heaviside. Ela pertence a L, .(R),

loc

mas sua derivada no sentido das distribuicoes é

(@) = —(u, ) = / T @)dr = p(0) = (d0¢) ¥ € D(R),

logo u' = 0y nao pertence a L (R). Este fato motiva a defini¢io dos espacos de
Sobolev, uma classe de espacos de Banach muito importante no estudo que seque

deste trabalho.

1.4 Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao introduzimos os espagos de Sobolev, e algumas propriedades que serao
usadas posteriormente. Como visto na segao anterior, se u € LP(2), 1 < p < oo, entao
u possui derivada de todas as ordens no sentido das ditribuicoes, porém sua derivada
também chamada de derivada fraca, nao é em geral uma distribui¢ao definida por
uma fungao de LP(£2). Representamos por W1P(Q) o espago de Sobolev das fungoes

u € LP(£2) tal que a derivada fraca Du € LP(€2), ou ainda:

Definicao 1.5 Seja 1 < p < 0o. Define-se o espaco de Sobolev

W(Q) = {ueLP(Q); Duc LP(Q)}
= {ue LP(Q); Fuy,vy,...,v, € LP(Q); tal que/ u@g@ dr = —/vicpdx
o Oz Q
Vo e D(Q) Vi=1,2,....,n}.
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No caso em que u € WHP(Q), temos v; = Ou
Ty
Ju Ou ou
Vu = :
Y (axl’axz’ ’8xn)

Denotamos com H'(Q2) = W2(Q).

Proposicao 1.1 O espaco WP, para 1 < p < oo é um espaco de Banach munido

da norma
fullwss =l + 3 [[ 2
Ul|lwir = ||U D P
i=1 Oz; P
ou da norma equivalente
s = (212210
1,p = .
e b - Ox;
=1 p

Para p = oo, temos que
lu|lwie = Z sug ess|Du(x)|.
Te
O espago H'(Q) € um espago de Hilbert com o segquinte produto interno
" [ Ou Ov
u,v) g = (u,v —, ] .
(V) = (1, 0); +; (3:61-’ 8:61)2
Demonstragao: Veja [3] pagina 150.

Definigdo 1.6 (O espago W,7(Q)) Seja 1 < p < oo; definimos

WyP(Q) :==C°(Q) em WM (Q).
Denotamos com H}(Q) = Wy (Q).
Teorema 1.6 Suponha € de classe O, tal que
u € WH(Q)NC(Q), com 1<p< oo,

entdo sao equivalentes as sequintes afirmacoes:
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(1) u =0 sobre 0§);
(i1) u € Wy P(Q).
Ou seja, de maneira “grosseira”podemos considerar que os elementos de Wol’p(Q),

sio as funcoes de WHP(Q) que se anulam na fronteira de .

Demonstracao: Veja [3] pagina 171.

Teorema 1.7 Seja Q de classe C*. Se uw € LP(Q) com 1 < p < oo. Entdo as

sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) u € Wy (Q);

(17) Existe uma constante C' > 0, tal que

Oy
/Quﬁxi dz
u(x) se z e

(1i1) A funcao u(z) = , pertence a WIP(R") e
0 se ze€R"\Q

<Clolly YoeD®Q), Vi=1,.,n;

du  Ou

neste caso

Demonstragao: Veja [3] pdgina 172.
Como conseqiiéncia deste teorema, temos um resultado muito importante, que sera

utilizado com freqiiéncia neste trabalho.

Corolario 1.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 aberto e limitado em R™.

Entao existe uma constante C' (dependendo somente de Q2 e p) tal que
lull, < ClIVull, YueWe(Q) (1<p<oo).

A expressio ||Vul|, define uma norma para W,?(Q), e para H(Q) definimos o

seguinte produto interno

(u, )y = /QVqud:B.



CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 15

Os Espagos W"™P(Q))

Seja m > 2 inteiro e 1 < p < o0o. Definimos por recorréncia os espacos de Sobolev

WmPQ) = {ueWm Q) gg_ewm—lip(m Vi=1,2,..,n}

= {uell(Q); VYaeN'coml|a|<m, IJuv, € LP(Q), talque

/uDacpdx = (—1)|a/vagpdas, Vo € D(Q)}.
Q Q

Denotamos por v, = D*u. O espago W"P(Q2), munido da norma

S =

wl|ywme = D%u(x)P dx se 1<p<oo, ou
] > Q|

laj<m

Il w]|yrmoe = Z supess|D%u(z)|, se p=oc
la]<m e

¢ um espago de Banach. Quando p = 2 temos o espago de Hilbert H™(€2).
Imersoes de Espacos de Sobolev

Estamos interessados aqui na imersao dos espagos de Sobolev WP(Q)). Temos trés
casos a considerar, mp < n, mp > n, e mp = n. Verifica-se entdao que W™P(Q) estd

imerso continuamente em L9 (), para um ¢* especial, visto a seguir.

Teorema 1.8 Sejam >1 el <p<oo. Sen > 2, verifica-se:
e Se mp < n, entdo W™P(R™) C LY(R") para p < q < ¢* onde % 1 —;
e Se mp =mn, entio W™P(R") C LY (R") Vq* € [p, ) ;
e Semp > n, entao W™P(R") C L>®(R").

com imersoes continuas.

Demonstracao: Ver [3] pdgina 168.

No caso em que 2 C R"™ é um aberto de classe C*!, com fronteira 02 limitada tem-se:
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Corolario 1.2 Seja 1 < p < oo. Entao

1 1
o Sel<p<mn,entio WP (Q) C LIYQ) para p < q < ¢* onde — = — — —;
q n

1
p
o Sep=mn, entdo W'P(Q) C LT () Vq¢* € [p,00) ;
o Sep>n, entio WHP(Q) C L>(Q).
com imersoes continuas.

Demonstracao: Ver [3] pagina 168.
No caso em que n = 1, temos uma melhor regularidade para as fungoes de WP,
Para I C R é valida a inclusao

o W™P(I) C C™ Y(I) com imersdo continua (Veja [3] pagina 132).

Observacao: Usaremos a notacao Y — X para designar que o espago Y estd imerso
continuamente em X.

Seja X um espago de Hilbert real e separavel.

Defini¢ao 1.7 O espago LP(0,T;X), com 1 < p < oo, consiste nas fung¢oes men-

surdveis w : [0,T] — X, tal que

T P
||w||Lp<o,T,X):( / ||w<t>||§<) < oo.
0

|lw||oor,x) = sup ess||w(t)]|x < oo.
0<t<T

=

Para p = oo temos

Definicao 1.8 (Distribuigao Vetorial) Uma distribuicdo vetorial sobre (0,1"), com
valores em X, é uma aplicagao linear continua sobre D(0,T) com valores em X. De-

notamos o espago das distribui¢oes vetoriais com L(D(0,T), X).

Exemplo 1.5 Semelhante ao Exemplo 1.2, dadav € LP(0,T; X), a aplicagao definida

por

(Tg) = [ wo)ets)ds, Vo e DO.T)

€ uma distribuicao vetorial.
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Analogamente a Defini¢ao 1.4, dada S € L£(D(0,T), X) definimos sua derivada de

orden n por
drsS B o dMp
<—dtn o) = (—1)"(S, ey ), VYo eD(0,T),

n

sendo — também uma distribuigao vetorial. Dizemos que S; — S em £(D(0,7), X)

quando:

<Si7 S0> - <S> 90>7 VQO € D<O7 T)
Definicao 1.9 Seja w € LP(0,T,X). Se existe v € LP(0,T,X) tal que
T T
| v =— [ virewi veeD0.7)
0 0

Entao temos a derivada fraca W' =1 (derivada no sentido das distribuicoes vetoriais)
e definimos o espago de Sobolev W'P(0,T, X), das fungoes w € LP(0,T, X) tal que

W e LP(0,T, X), munido da sequinte norma

T P
[wllweomx) = (/ lw(®% + ||w'(7f)||§<dt) se 1 <p<oo,
0
[wllwrecorx) = sup ess([[w(t)|x + [ (t)][x) se p=oc.
1<t<T
Teorema 1.9 Sejau € W'P(0,T; X) para 1 < p < co. Entdo
e ue C([0,T]; X),

o sup |lu(t)|lx < Cllut)|lwirorx) onde a constante C depende somente de T
<t<T

Demonstragao: Veja [4] pagina 286.



Capitulo 2

Existéencia e Unicidade

O objetivo deste capitulo é mostrar que existe uma unica funcao u, solugao fraca

do problema da equacao de onda nao-linear, dado pelo seguinte modelo:

uy — Au+ a(l + |u ™ uy = bululP~2, z€Q, t>0,

u(z,t) =0, €0, t>0, (2.1)

w(z,0) = ¢(z), w(r,0) =), zel
em um dominio €2 C R”, limitado com fronteira 0f2 suave, sendo a,b > 0 e m,p > 2,
constantes. Provaremos a existéncia e unicidade de uma solucao local do problema
(2.1), e no préximo capitulo, para dados iniciais ¢ e 1) pequenos, a existéncia global.

Usaremos a existéncia e unicidade de solucao do seguinte problema auxiliar:

g — Au+a(l+u|™ uy=h, z€Q, t€(0,T),a>0e m>2,
u(z,t) =0, z€dQ, t>0, (2.2)
u(z,0) = up(x), w(zr,0)=u(x), xe€.

Teorema 2.1 Seja T > 0. Se h,ug e uy sao funcoes dadas, tal que

he 1207 @), O e 0.7 ()

uy € H*(Q) N HN(Q), w € HH(Q) N L*™ D (Q);

com  C R™ limitado de fronteira 02 suave. Entao existe uma tinica solug¢ao u(z,t)

do problema (2.2), tal que

18
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w e L™(0,T; H*(2) N Hy(Q2)),
ug € L0, T; Hy(2)) N L™(Q x (0,7)),
uy € L®(0,T; L*(R)).

Demonstragao: A prova deste teorema é semelhante a do Teorema 3.1 de [8] pagina

38, a qual omitiremos aqui.

Quando nao houver confusao usaremos a notagao u(t), ou simplesmente u no lugar
de u(x,t), também u' e u” ao invés de u; e uy. Para simplificar e facilitar a leitura do
texto, muitas vezes denotaremos com o mesmo simbolo varias constantes diferentes,

quando estas nao interfirirem no resultado procurado.

2.1 Formulacao variacional

A fim de introduzir um conceito de solugao fraca do problema (2.1) multiplicamos

a equacao
Uy — Au A+ a1+ Jug ™ H)uy = bululP~? (2.3)
por k € H}(Q) N L™(Q), e integrando em ) chegamos &

%(ut’ k)2 + (Vu, Vk)g + (auy + augu ™2, k)g = (bulu|P~?, k)a,

onde esta igualdade variacional consiste em “substituir’a igualdade pontual (2.3).

Chamaremos de solugao fraca do problema (2.1), toda funcao u que satisfaz

%(ut, K)o + (Vu, VK)y + (auy + augu, |72, k)g = (bululP~2, k),
u(z,t) =0, ze€d, t>0, (2.4)
u(z,0) = p(x), w(x,0)=1(z), ze.

para toda £ em H}(Q2) N L™(Q).

Consideremos o espago energia H = H}(Q) x L?(2) munido do seguinte produto

mterno

(U, V)H = (Vul, V’Ul)Q + (UQ,UQ)Q,
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e a norma associada

1/2
10Ul = (IVaa]f3 + Jluall3)

onde

Teorema 2.2 (Existéncia e Unicidade) Sejam m > 2 e
n—1
p>2 quando n<2 ou 2<p< 2—2 quando n > 3. (2.5)
n —
Se

(p,¥) € H, (2.6)

entdo o problema (2.1) tem unica solu¢ao fraca u, tal que

u u
ceYr=XU=| "|; Uec(0,T);H), useL™Qx(0,T)),

Ut U2

para um T suficientemente pequeno.

Antes de provar o teorema acima, usaremos a equacao de evolugao abstrata do pro-

blema (2.1) no seguinte sentido: Seja

o= " |,
Uz
0 1 0 0
A= , 9U) = e f(U)=
A0 a(usy + ug|uz|™?) buy |y |P~2
U
Entao, se U = o problema (2.1) pode ser escrito da seguinte forma:

Uy

U — AU +g(U) = f(U), U(0)=

Provaremos primeiro a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.1 Suponha que as condigies (2.5) e (2.6) do Teorema 2.2 sejam vdlidas.

Entao dado U € C([0,T]; H), existe um unico V € Yr solu¢do fraca de
OV — AV +g(V) = f(U), V(0) = , (2.7)

onde

V= :

Ut

e vale a sequinte identidade de energia

VOl = 5IVOIE+ [ 0 V)ndr = [ (1), V)

Demonstragao: Por definicaio H}(Q2) := C5°(2) em H'(Q), e como C5°(2) é denso
em L*(9)) temos que

1 H

H=Cr@)" xerE@” =cre

logo para os dados iniciais (p,1)) € H, existe uma seqiiéncia ((¢;,1:))ien C CS°(Q)?,
tal que
(i) — (p,¢) em H.

Do Teorema 1.2 do Capitulo 1, para cada elemento U € C([0,T]; H), existe uma
seqiiéncia (U");eny € CH([0,T]; C5°(R2)?), tal que

U — U em C(0,7);H).

Usaremos daqui em diante a notagao u’ para designar o indice da seqiiéncia (u');cy €
nao o expoente da funcao u.

Para cada ¢+ € N, consideremos o problema
v, — Av' + a(l + [l )l = bud|ut P2, 2 e, t>0,
vi(z,t) =0 €09, t>0, (2.8)
v'(0) = ¢" €C(Q) e vi(0) =" € CF (),
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i

A u
eU' = 1 a seqiiéncia que aproxima U em C([0,T]; H).
U
Verifiquemos que ug = ', u; = ' e h = bu}|u}|P~? satisfazem as hipSteses do

Teorema 2.1, e portanto existe um tnico v* solu¢ao de (2.8) com as seguintes carac-

teristicas
o' € L™(0,T; H*(Q) N Hy(Q)),
v € L(0,T;5 Hy(Q)) N L™(Q x (0,T)),
vy € L(0,T; L*(Q)),
, vl
ou seja, existe um tnico V' = | solugao do problema abstrato
vt
AV — AV g(Vh) = U, Vi) = . (2.9
wl

De fato, temos que ¢, 9" € C°(2), portanto o' € H*(Q) N HY(Q) e ' € HI () N

LXm=(Q). Verifiquemos entdo que
h=bupluy [’ € L*(0,T; Hy) e B =b(p— 1)u|""*(uy)" € L*(0, T L*(2)).
Como a fungao G(s) = bs|s|P~2 € C}(R) e u!(t) € C5°(Q), temos que
G o (t) = bui (1)]ui ()~ € G (),

entdo, h = bujluj|"=* € C([0,T};Cy(R)) C L*(0,T,Cy(%)). Por outro lado, como
CA(Q) C H}(Q), segue que h € L*(0,T;CH()) C L*(0,T; HL ().
Observe agora que G'(s) = (p — 1)b|s|P~2 € C(R), entao

(G our(t)]' = G'(uy () (uy (1)) = (p — Dbluy (1) [P~ (ua () € Co().

Portanto ' = (p — D)blui[P~2(u}) € C([0,T];Co(2)) € L*0,T;Co(R2)). Como
Co(Q2) C L*(Q), segue que h' € L*(0,T;Co(Q)) C L*(0,T; L*()).

Entao, para cada ¢ € N existe uma tnica solucao V* do problema abstrato (2.9).
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Mostraremos que esta “ seqiiéncia de solugoes ” (V*);cy do problema (2.9), converge

em Y7 para uma solugao fraca V' de (2.7).

(V');en converge para alguma V' em Yr

Verifiquemos que V* € Yz para cada i € N. Como v* € L*>(0,T; H*(Q)NH(Q)) C
L>(0,T; H{ () e vi € L*(0,T; HL(Q)), temos que v’ € W*(0,T; H}(Q)), entao
pelo Teorema 1.9 do capitulo 1, concluimos que v € C([0,T], H}()). Analoga-
mente v; € L>(0,T;H}(Q)) C L®(0,T;L*Q)) e vi, € L*(0,T;L*)), entao
vi € Wheo(0,T; L*(Q)), logo vi € C([0,T],L*(f2)), e como vi € L™(Q x (0,T))

segue que V* € Y. Definimos uma norma para Y7 da seguinte forma

Uy
1Ullve = 1Ulleqom:my + lluzllom@x ), paratodo U = € Yr.
Uz

O espaco Yr munido desta norma é um espaco de Banach. Entao para provar
que (V%);en converge para algum V em Yr, basta que (V?);cy seja de Cauchy em

C([0,T]; H) e (v})ien seja de Cauchy em L™(Q x (0,T)).

(V)ien é uma seqiiéncia de Cauchy em C([0,T)]; H)

Denotemos por W = V* — V7 onde V' e V7 sao solugoes de (2.9), entao
i 3y i j . @' — @
OW — AW +g(V*) — g(V7?) = f(U") = fF(U?), W(0)= b

Portanto
QW W) — (AW, W) + (9(V') = g(V?), W) = (f(U") = f(U?),W)u. (2.10)
Estudaremos separadamente cada termo da equacao acima. Observe que

Ui - Uj Ut- — Uy
atW - 8,5 ) =

i J
Vy — Uy Vg — Uy
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entao,

i Jo J
+ (Utt — U, Uy — Ut)g

OW, W)y = (V(v] —v]), V(' —17))

— / Vo, (v' — )V (v' —v?) dx —|—/ (v8 —v])0y(vi — v)) dx
Q

Q

- 20 (/Qw(vf—vj)mx) + 50 (/Q [(U;‘—vﬂ')mx)

1 i j i j
— S0 (190 = )3+ Il - 1)

1
= SO @)z (2.11)
Por outro lado,
0 1 vt — v vl — Uf
AW = = ]
A0 v — v} A(vt —07)
Logo, desde que vi(t),v!(t) € H}(R), e usando integracio por partes em , temos

(AW, W)y = (V(v) — v!), V(v — vj))2 + (A" =), v — vf)Q

= (V0 =) V0 =), + [ (o =) - v

- / V(v — v )V —v/)dz =0, (2.12)
Q

onde v é a normal unitdria externa a 0. Substituindo (2.11) e (2.12) em (2.10) e

integrando 0 a ¢, obtemos

SO = 5IWOIE + [ 0 =), W)udr

- [ U - fU) Whwdr (2.13)
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e Verifiquemos que (g(V?) — g(V7), W)y > 0.

De fato, a fungao real f(s) = s|s|™ 2 para m > 2 é crescente em R, entdo

(sls|™" =2 = r[r["*)(s = 1) = (f(s) = f(r))(s —=1) 20, Vs,r€R,
logo, é valida a seguinte expressao

(i, O) vy ("2 — o] (2, O] (, 1)) (vi (2, 1) — v] (2, 1)) 2 0,
portanto, segue que

o [ il = el ) ol — ) d 20,
Q

Assim,

(9(V) = g(V), W) = (alvf +viloy™ % — o] —o[of["2),0f — o)),

= allv; = o] 13+ a (viloy ™2 = o |2, 0 = w]), > 0.

t
Entao, em (2.13) temos que / (g(V*") — g(V?),W)gdr > 0. Logo
0

1 1 0o |
WO < SIWOR+ [ G0) = /o) Windr. @14
e Se U,U,V eV € H, vejamos que

[(F(U) = fO),V =V)u| < CUUu +TN2)" U = TUllullV =V (2.15)

onde C' é uma constante que depende de €2. De fato, sejam

U1 U1 uy v

U= y V = s U: e V: ,

U2 %) U2 V2

e consideremos a fungao f(s) = s|s|P~2 para p > 2, assim f'(s) = (p—1)|s["72, e para

a < s < b temos |s| < max{|al|; |b|}, entao

(p=DIsl"? < (p = D(laf™ + b]"7), Vs € [a,b].
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Considerando a < b, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos
02— ala = [ (o= Dl < (o= Db~ a) =+ ),
entao, para quaisquer a,b € R vale a seguinte relacao
06"~ — alalP~?] < (p = 1)[b — al(Ja["~* + [pP72),
usando esta desigualdade, obtemos que

V| = bf(ur|ual’™? = w[@ [, vy — 0a)s

[(f(U) = f(U).V —

S b/]u1|u1\p_2—ﬂl\ﬂllp_QHvQ—Eﬂdx
Q

< (-0 [ fus = wl(ual o+ ) - ol do
Q

= (p— 1)b/ |U1 —ﬂ1||ul|p_2|"02 —@2|dﬂf+
Q

4 (p—l)b/ = [T 2s — Tl dz. (2.16)
Q

Neste ponto, suponhamos que n(p —2) > 1. Assim, fazendo uso da desigualdade de

Holder em cada integral de (2.16), tem-se

1 1
2 2
/ |U1 —ﬂ1||u1|p_2|vg —@2| dl‘ S (/ |U1 —E1|2|U,1|2(p_2) dl’) (/ |UQ —@2|2 de)
Q Q Q
1
2

[(/9““1‘%’ “dx) (/lu 2% )] v = Tl

= Jluy — | 2o ||U1||p g llv2 = D22 (2.17)

IN

Analogamente

/ ur =T |[@ [P 2oy = To| dr < Jur =T || 2o ([T [, 02 = Do lo.
Q
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Assim, da expressao (2.16) chegamos a

((FU) = f(O),V = V)ul| < cllur =l 2o [Jvs = ool o) + Nl 5)(2:18)

onde ¢ = (p — 1)b.
2
Se n > 2, temos que H'(Q2) — LI(Q) para 2 < q < ¢*, onde ¢* = _n2 Usando

estas imersoes concluimos que
_ . _
[ur = 2o < C¥lug = W[ o)
Como uy,u; € HF (), da desigualdade de Poincaré temos

Juy =Tl 2o < CHllun =Wy < C[V(ur — )2

(NI

< CUIV (u = @)|5 + lluz — walf3)
= C|U-Ullx (2.19)

Agora, estimaremos a norma || - ||,(p—2) em relacdo a norma || - ||. Caso tenhamos

—1 2
n(p —2) > 2, entao da hipétese p < P 5 sen > 3, implica que n(p — 2) < n2’
n— n—

e se n < 2 basta que n(p — 2) > 2. Entao das imersoes de espagos de Sobolev temos

que HY(Q) — L"P=2(Q). Caso n(p —2) < 2, como 2 ¢ limitado sua medida é finita,
entdo L*(Q) — L"P=2) porém H'(Q) — L3*(), entdo também é valida a imersao

HY(Q) — L"P=2(Q)). Assim, usando raciocinio semelhante & (2.19), segue que
lurllnp-2) < CIUNE e NTllap-2) < CIU|a.
E destas desigualdades acima, através de calculos simples, obtemos
sl gy + Nl oy < CUUNa + [T]a)" 2. (2.20)
Também ¢ valida a seguinte desigualdade
lvz = Tall2 < IV = V]|a. (2.21)

Portanto, substituindo (2.19) — (2.21) em (2.18) obtemos (2.15).
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Observagao: Caso se tenha 0 < n(p —2) < 1, nao faz sentido trabalhar com a

norma || - ||np—2y em (2.17), porém observe que a idéia usada no processo foi majorar

1
(/ |u1]”(p_2) dx>
Q

em relacdo & norma ||U||% 2 (veja 2.18 e 2.20). Verifiquemos que é possivel obter esta

a integral

1
majoragao sendo « 1= n(p — 2) < 1. De fato, temos que ¢ = — > 1, ¢’ = T 1
Q{ J—
1 1
e — + — =1, logo pela desigualdade de Holder
q

q
o ) 11—«
/ |u1|adxs( / |u1|dx) (/ wdx) _ o (2.22)
Q Q Q

onde C* é uma constante envolvendo a medida finita do conjunto 2. Por outro lado,
2n

das imersoes de espagos de Sobolev, temos que H!(Q)) — L4(Q) para 2 < g < p—1
caso n > 3, ou simplesmente ¢ > 2 quando n < 2. Como €2 é limitado tem-se que
Li(Q)) — LY(2), donde concluimos que H'() esta imerso continuamente em L*(),
isto é, existe uma constante C' > 0 tal que ||uy|l; < Clluq||g1, portanto usando esta

estimativa em (2.22) chegamos a

1
[l de <l <l — ( [l dx) < Cllull2

Entao desta desigualdade e observando (2.19) segue que a integral ( / |y |02 dx)
Q

pode ser majorada por ||U||% . Para
1
([
Q

Observe também que se n < 2 em (2.17), nao faz sentido a expressao ||u; — H1||27n2,

o raciocinio é idéntico.

entdo usamos p ao invés de n na desigualdade de Hoélder, obtendo ||u; — @yl 2, €
p—2

2 p
como p2 > 2 temos que H'(Q) — Lﬁ(Q), logo também ¢é vélido (2.19).

p —
Para concluir, como U" — U em C([0,T]; H), existe R > 0 tal que

sup |U(t)ly < R Vi€N,

0<t<T
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entdo, usando a estimativa (2.15) em (2.14), temos que

Wl < ||W(0)||12LI+2/0(f(Ui)_f(Uj)aW)HdT
= 20/0 UV ()l + 1T Ol U () = U Ol W ()
+ [WO)l%

t
< W)l +CR/0 1O () = U ()| al[W (7) ] - (2.23)
Pelo Lema 1.2 do Capitulo 1, obtemos

WOla < HW(O)HHJr%/O [U*(7) = U7 (7) | et

< W)l + TTIIU — U|lcqomym)-

Observe que o lado direito da desigualdade acima nao depende de ¢, entao

C
sup [W(Hlla < [W(O0)|lu+ ="

TTHUi - Uj“C([UaT];H)a
0<t<T

como as seqiiéncias (U%);en e (V¥(0))ien convergem em C([0,T); H) e H respectiva-
mente, da desigualdade acima concluimos que (V%);eny ¢ uma seqiiéncia de Cauchy

em C([0,T]; H).

(v))ien 6 uma seqiiéncia de Cauchy em L™(Q2 x (0,7))

Do Lema 1.3, vimos que existe 0 < ¢ < tal que V a, f € R e tem-se

2m—2
(a+ala|™™ = B = B8 *)(a — B) = cla— B|™
Usando a desigualdade acima, temos que

[0i(t) +vi(Oloi (&)™ = o] () = ol ()1 ()" 2] [vi(t) — ] ()] = elvp(t) — v ()™
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Integrando em €2 a expressao anterior resulta

cllo(t) = vl @)l < (v +oplv]™ 2 = vl = o] "2, 0) = )

= (g(V*) —g(V?), Vi = V),

1
em seguida, integrando de 0 & T' e multiplicando por — = C, de (2.13) obtemos
c

. . T . . T . . . .
Iof = dllemacory = [ 160 = O < € [ (67 - g2, V* = Vi)
1 T , ,
< (WOl + [ ) - 1) W)
0

1 o o
< C (§HW(0)H%{ + CRT||U* = U7l com)|| V' — V]HC([O,T];H)> '

Donde segue que (v});en é de Cauchy em L™(Q x (0,7)). Resumindo, provamos que

V9ier é uma seqiiéncia de Cauchy em Y7, entdao V* converge para algum V em Yr.
Yy g g

v .
Seja V = = Yr o limite de (V");cg, entdo vy = v}, isto é, V tem a seguinte
V2
forma
v
V= . (2.24)
Ut

De fato, temos que v’ (para cada i € N) e v; pertencem a C([0,T]; H}(Q)) C
LP(0,T; Hy(9)), logo podem ser representados por uma distribuigdo vetorial sobre

(0,T). Uma vez que o — v; em £(D(0,T), H(Q))
(v', ) — (v1,9), Yo eD(0,T).
Em particular
—(vf,0) = (v, ") — (v1,¢') = =(v},9), Ve € D(0,T),
o que implica que

vi — 0] em L(D(0,T), H(Q)) c L(D(0,T), L*(Q)).
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Porém

vi — vy em  C([0,7T]; L*(Q)) € L(D(0,T), L*(2)).

Da unicidade do limite, v} = v, no sentido das distribui¢oes vetoriais.

Solucao fraca

Vejamos que v dado por (2.24) é a solucao fraca de (2.7) no sentido dado por (2.4),
isto é, Vk € H}(Q) N L™(Q) vale

d
dt(vt’ k)2 4+ (Vv, VE)g + (av, + avy|v|™ 2, k)2 = (buy|ui P2, k)2, (2.25)

sendo esta igualdade no sentido de D’(0,T"). De fato, para cada i € N vimos em (2.8)

que existe um tnico v’ solucao de
i i iym=2y,i _ 7, i|p—2
vy — AV + a(l + o ™)y = buj|uy P

Multiplicando a equagao acima por x € Hg(2) N L™(Q) e integrando em € teremos

/fiv;ft dr — / KAV dx—l—a/ k(1 + o™ )l do = b/ rul |ut [P~ du,
Q Q v 0

como k € Hg(Q), temos que

//@Av dm—/ /{—vzdm—/VﬁVvidx:—/VﬁVuidm,
oo OV Q Q

onde v é a normal unitaria, externa a 0f). Portanto,

d
dt(vt, K)o + (Vv', Vk)y + (avt + avt|vt|m 2 K)g = (bulul P2, K)s. (2.26)

Analisaremos separadamente a convergéncia dos termos da equacao acima.

d

E(vt’ k)2 no sentido de D'(0,T).

(Uw )2 —

*at
De fato, da desigualdade de Schwarz |(v(t) — ve(t), K)2| < [[vi(£) — ve(t)[|2]|%]|2, temos

para cada t € [0,7] a seguinte convergéncia (vt(t), KJ)Q — (v4(t), k)2. Como a fungao
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t — (vi(t),k)2 € L'(0,T), ela pode ser representada por uma distribuigao sobre

(0,7"). Entao da convergéncia em D’(0,7")

(v}, 8)2,0) — (v, k)2, 0) Ve € D(0,T),

segue que
d i 7 / ! d
_<£(Ut7 "{)2790> = <(Utﬂ '%)27 4 > <(Ut7 I{))Q,QO> - _<E(Ut7/{)2a 90> VSO € D(OaT)a
portanto
k) — Lwak)s em D(O,T)
E— % E— .
dt Ut7’l<v' 2 dt V¢, K)2 e1m )

e (Vv',VK)y — (Vv, VKk),.

Basta observar a seguinte expressao |(Vv' — Vv, Vk)y| < [|[Vv' — Vo|lo||VE]|2, € o

fato de v* — v em C([0,T]; H}(Q)).

o (buyfui|"=?, k)2 — (burur P72, K)a.

0
Seja K = , entdo K € H e usando (2.15), teremos
K
|(bui1|uzi‘p72 — buy |l [P, 5)2‘ = |(f(UZ) — f(U), K)H‘

< C(IU N +Ua) U = Ullu| K a,
e desta expressao obtendo a convergéencia desejada.

o (av) + avi|vi|™ 2 Kk)y — (avy + av|vy|™ 2, K)a.

‘(avz + av vl 2 — av; — avg|vg ™2, K)g‘

< al(v — v, k)2| + al(vivy|" 7 = velu ™R K)a|

< a/ |(vi — v)k| dz + a/ |(v§|v§\m_2 - vt|vt|m_2)/<;| dr. (2.27)
Q 0
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Estudemos separadamente as integrais do lado direito da desigualdade anterior. Ob-

serve que

/ (v — v)rl de < [[of — velallAl,
Q

por outro lado, com o mesmo raciocinio usado em (2.16), teremos

[l = w2l de < m=1) [ Joi =l (o2 + al™ )] o] da
= (m=1) [ Joi = ol do +

Fm—1) / i — w2 d.
Q

Aplicando a desigualdade de Holder com g =

>1le 1_@>1 temos que
5 q B ) q

m—2

2
/|v§—vt|]vt|m_2|ﬁ;|dx < (/ |v§—vt]2|m|zda:) </(]vt|m—2)mzdx)
Q Q Q
1 1 m=2
) 2 2
[(/ \Uz—vt]mdx) (/ ]/<a|md:z:) ] </ ]vt|mdaj)
Q Q Q

= vy = vellm Il el 17

3o

IN

Analogamente, obtem-se
/Q o = wel vy 6l do < oy = vl ozl

Logo, usando estas majoracoes em (2.27), chegamos a

‘(avi + avi vl 2 — av; — avg|v ™2, Ii)g‘
< allv; — vllallkllz + alm = D)o = vllm || &llm (o™ + lloglm ™),

o que implica a convergéncia desejada. Portanto quando i — oo em (2.26) obtemos

(2.25).
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Unicidade

Mostramos que para cada U € C([0,T]; H), existe V' € Y solugao fraca de

OV — AV + (V) = f(U) V(0) = o) (2.28)

onde V ¢ o limite em Y7 de uma seqiiéncia (V%);cy de solugoes do problema abstrato

%

OV — AV 1 g(Vi) = F(U") Vi(0) = :Z' (2.29)
vt € L®(0,T; H*(Q) N Hy(2)), (2.30)
vi € L0, T; Hy(Q)) N L™(Q x (0,7)). (2.31)

Mostraremos a unicidade da solugao no sentido do método aproximativo construido
na prova de existéncia. Sejam U e U € C([0,T]; H) em (2.28), entdo existem V e
V € Y7 solucdes fracas de (2.28) no sentido dado acima, isto ¢, existem seqiiéncias

(V)ien € (V')ien satisfazendo as condicoes (2.29) — (2.31) para cada i € N, tal que
Vi VeV —V em Yy Considere Wi = Vi — Vi, entao

1) —1

QW' = AW' 4 g(V') = (V') = f(U) = f(T),  WH(0) = Zi _21

portanto faz sentido a seguinte expressao
OW Wy — (AW W+ (g(V) = g(V'), Wi = (f(U') = F(U), W)n.

Como (g(V*) — g(vi), Wy >0, e com o mesmo raciocinio usado em (2.11) e (2.12),
chegamos a

SOV < (P07 — FT), W
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Integrando de 0 a ¢t obtemos

WO < [ = 1O Wi+ SO
< 0 [ AT+ 1T P10 ) =T @llalW ) lnde

1 .
+ IR,
entao, da expressao acima quando ¢ — oo, teremos

WO < € [ U@l + 1T 210) = T W) udr

< Cn [ 10 =Tl W) (232
onde W =V —V, e usando o Lema 1.2 do capitulo 1, concluimos que
W@l < C [ 106) - T
logo
IW)lla < CRTIU = Ulleom-

Segue que, se U = U entdo V = V, ou seja, para cada U € C([0,7]; H), existe um

tinico V' solucao fraca de (2.7). O

Identidade de energia

Vimos que para cada i € N, existe um tinico V* solucao do problema

)

'

OV = AV g0V = f0) VO = | 7

e temos que ¢ valida a seguinte expressao

1d

5 dt||Vi(t)||%1 + (g(VI), Vi = (fF([U), Vg,
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entao, integrando de 0 a ¢ a identidade acima, obtemos

1,0, J t , , t . ,
SV = IV + [ @O, Vindr = [0 Vudr. (239
Usando o fato de V* convergir para V em Yr (V solugdo fraca de (2.7)), analisemos

separadamente a convergéncia dos termos de (2.33). Como V() e (¢, 1) convergem

para V(t) e (¢,%) em H respectivamente, obtemos
V'Ol — IVOIE e [VIONE — IV
Mostremos agora que

o [ Ve — [ Viur

De fato, observe que

[0 Vur ~ [0, Vyar

¢ ¢
= a / (Uz +U§|U§!m72,v§)zd7 _/ (v +Ut‘vt’m727vt)2d7—
0 0

t t t t
= a /(vz,vz)QdT—i—/ (vg|vg m_2,v§)2d7—/(vt,vt)ng—/(vt|vt|m_2,vt)2d7
0 0 0 0

t t t t
/0 lvilBdr — / ll2dr| + a / lwillmar — / lorlimar

t t
— o [ Meilldr — [ lBdr|+ o fllzm@son  Iulmenon
0 0

IN
S|

IN
S|

t t
/ i3 — / lenl2dr| + allvi — vllzmxcon)
0 0

t t
< / lvil2dr — / lenlBdr| + alloi — vellmaxomy. (2.34)
0 0

Como v; — vy em C([0, T]; L*(Q)) temos que [[vj(t)]|3 — [lv(t)]|3 uniformemente,
entao

t t
/O i (r)|3dr — / lon(r) 2dr
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também v! — v; em L™(Q2 x (0,7)), logo da expressao (2.34) temos o resultado

procurado.

o [Vt — [V

Com efeito,

(SO V) = (FO),V)a| = b (ui|ui 72002 — (urfur 72, v

IA

b/ |t |ul [P 20) — wyug [Py | da
Q

= b/ | [ [P~20; £ ul Ul [P0 — wgua [Py | da
0

IA

/| u1|u1|p 2|dx—|—

+b/ (i ui P2 = ugun P2 vy da. (2.35)
0

Usando a desigualdade de Holder, da expressao acima temos:

. 2 , :
/! v )ui|ui [P7? de - < (/Q |v;—vt|2dx> (/ﬂ |u;|2<p—1>dx)

= lof = vellalluilisgy -

n
Por outro lado, da hipdtese temos que 2 < 2(p — 1) < 5 caso n > 3, entao das

imersoes de espacos de Sobolev e da desigualdade de Poincaré chegamos a
[uillap-1) < C*[[Vuills < CIIU |4 (2.36)
Logo, teremos a seguinte majoracao

L\(vf—vt)uzilﬂlp‘?\dﬂf < OV =VlialU'y " (2.37)
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Ainda da desigualdade (2.35), com o mesmo raciocinio usado na obtengao da estima-

tiva (2.15) (Veja desigualdade (2.16)), obtemos

/Q{(UiWﬂp_Q—U1|U1|117_2)711t|61lm < C(NU e + U )P 2 U = UllallV || &,
(2.38)

portanto substituindo (2.37) e (2.38) em (2.35), obtemos a seguinte expressao

((FU), Ve = (f(U), V)]
< ClV = VIt + (0N + U210 = UllalV 4],

entao

IN

/O (FU).Vi)g — (FU).V)uldr < C / V= ViU dr

t
+ C/O(||Uz||H+||U||H)”_2||U’—U||H||V|!Hd7

< CgT sup |[V'(t) = V(t)||a

0<t<T
+ CgT sup [[V()||la sup [U*(t) = U®)u,
0<t<T 0<t<T

onde Cr denota uma constante que depende de R, j4 que sup ||[U'|y < R, para
0<t<T
todo 7 € N. Assim temos que o lado direito da expressao acima tende a zero quado i

tende ao infinito. Por fim, para obter a convergéncia procurada, basta observar que

< /0 (AU, V) — (), V)| dr.

[ @)Vt = [ (). Vyuar

Entao, quando i — oo em (2.33) obtemos a seguinte identidade

VOl = 5IVOIE+ [ 00V Vindr = [ (10, V)
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2.2 Prova do Teorema 2.2

Demonstragao: Na proposi¢ao anterior vimos que para cada U € C([0,7T]; H),

v
existe um tnico V = € Yr, sendo v solucao fraca de
Ut
OV — AV +9(V) = (), vOy=| " ). (2.39)
(G

Definimos entao a aplicacao ® da seguinte forma
o: C(0,7T;H) — Yr
U — OU)=V,
onde V' é solugao fraca de (2.39). A proposigao 2.1 prova que ® esta bem definida.
Seja

Xr = XT(Ta(P?w) =qU ¢ C([OaT]a H); U(O) = "

Provemos que:

(1) @ transforma a bola fechada Br = {U € Xr; sup ||[U®M)||g < R} nela mesma.
(74) ® é uma contracao em Bp. ==

Veremos mais adiante que 1" deve ser suficientemente pequeno e R suficientemente
grande, para que (i) e (i7) sejam satisfeitas.

Prova de (i): Se U € Bp entao OiltlgT WUt ||y < R, e V=2>(U) é a tinica solugao

de (2.39). Da identidade de energii da proposicao anterior, temos que

VOl = 5IVOIE+ [ 0 V)ndr = [ (10, V)

Observe que

(V) Vg = (av; + avgv ™2, v0)2

o (ol + [ tulde) = aQlud + l) = 0,



CAPITULO 2. EXISTENCIA E UNICIDADE 40

\(fU),V)u| = bl(w]uiP~? vp)a| Sb/ﬂ\ullullp_Qvt!dx

1 1
< b</ |y |2P~1) dx) </ ]Ut|2dx>
Q Q

= bz el
Usando a expressao (2.36), chegamos & |(f(U), V)| < C|U®) |5 |V (2)] . Assim
1 2 1 2 ' ! -1
VO = SVOIE < [ (7). Viwdr < [0V Oladr
e portanto
t
VO < VO +20R [ 1V (0)ldr
Pelo Lema 1.2 (Gronwall) do Capitulo 1, temos
t
Ve < VO)[lx +/ CR'dr < |V(0)||m + CRIT'T, (2.40)
0

onde a constante C' ndo depende de t,7" e R. Tomando R > 2||V(0)||z e uma vez
1
fixado R, considerando T pequeno tal que <§ + C’RP_QT) < 1, de (2.40) segue que

1
V) |n < (5 + CRP2T> R<R Vte|o,T].

Conseqiientemente temos que

sup [[V(t)|lu < R,

0<t<T

ou seja, V € Bg e a condigao (¢) é verificada.
Prova de (ii): Considere U, U € Bg, V = ®(U) e V = ®(U) as correspondentes
solugoes de (2.39), seja W =V — V, entdo da desigualdade (2.32) teremos

W @)% < C/O T+ 1T UE) = UOIlW () | rdr. (2.41)
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Logo, pelo Lema 1.2 (Gronwall)

WOl < %/O CUUOa + 102 U(T) = )| ndr

< CTR"Z|IU = Ulloqorym),
portanto, como a constante C' nao depende de t, temos que

sup [[V(t) = V(t)llg < CTR|U = Ullcqorym)-

0<t<T

Da forma que T e R foram estabelecidos anteriormente, temos que CTRP™2 < 1,
portanto @ é uma contracao em Br C Xp, e como Bi é um subespaco métrico
fechado em C([0,T]; H), logo é completo, entdao pelo Teorema 1.1 (Ponto fixo de

Banach), existe um tnico ponto fixo de ® em Bp, isto é,
U=3o),

e como definida, ® toma valores em Y7, portanto temos que U € Yr, provando que

U
existe uma unica U = € Yr tal que u é solucao fraca local de
Uy
oU — AU + g(U) = f(U), U@ =" ]. (2.42)
(8



Capitulo 3

Decaimento Uniforme

No capitulo 2, mostramos que a solugao do problema (2.1) é local, para quaisquer
dados inicias (¢, %) em H, ou seja, a solugao estd definida em um intervalo de tempo
finito [0, 7]. Neste capitulo mostraremos que para uma escolha de dados iniciais
pequenos em relagao a norma de H, a solu¢ao do problema (2.1) é global e sua energia
decai exponencialmente de maneira uniforme. Para provar os principais resultados

consideremos:

I(t) = I(u(t) = [Vu(®)ll2 — bllu®)},

I = I(u(t) = 5Vt - 7 @)

1
E(t) = B(u(t), ui(t) = J(6) + S u @],
F={we H;(Q); I(w)>0}uU{0}.
Lema 3.1 Do problema (2.1), a segquinte identidade € vdlida,

E'(t) = —a([lu (&) |7, + [lue(®)]]3). (3.1)

U
Demonstracao: De fato, no capitulo anterior vimos que U = satisfaz a
Ut

seguinte identidade de energia
1 1 t t
SOl = 5100+ [ @).V)ndr = [ (#0), V)

42
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derivando a equacao acima com respeito a ¢ obtemos

S ST + (6(V), Uy = (F0), V). (32)

Porém,

U = / Vu() do + / fun(1)[? d (3.3)

(Q(U)a U)H = (aut + aUt|ut‘m727ut>2 =a (/ ‘UtP dx +/ ‘Ut’mdx> . (3-4)
Q Q

1
Por outro lado, considere a funcao real G(s) = —|s|?, logo G'(s) = s|s[P72, assim
p

d

G u(®)) = G'(u®)u' (1) = w®)u®) P *u(t),

1
e como G(u(t)) = —|u(t)|P, temos que
p

& Ytoras = [ump-tug

portanto

(FU), V) = (u(D]u(®)P 2, (1)) = b / a2l dr = 5 / ()P d.

(3.5)
Substituindo (3.3) — (3.5) em (3.2) chegamos &
( /|ut\ de + - /\Vu\ da:——/ \u]”da:) =—a (/ || dw+/ \utlm>
donde segue o resultado procurado
E'(t) = —a([Jue(t)ll7 + e (t)]12)-
O

¢
Da identidade anterior, obtemos / E'(s)ds < 0, o que implica E(t) < E(0) para

0
todo t € [0,7]. O funcional E(t) definido anteriormente serd chamado energia do
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problema (2.1).
Das imersoes de espagos de Sobolev, se n > 2 entao H'({2) esta imerso continuamente
em L9(2) para 2 < g < ¢* sendo

1 1 1 n-2
g 2 n 2n

isto ¢, ||wllq < Cllw|mi), Yw € H' Q). Por outro lado, da desigualdade de

Poincaré ( Proposicao 1.1)
||w||H1(Q) < C()HVUJHQ, Yw € HS(Q)

Portanto, para toda w € H}(Q2) vale a relagao

lwllg < Cuf[Vwll2 para 2 <¢ < (caso n > 3). (3.6)

n E—
No caso em que n < 2, temos que H'(Q2) — L%(Q) para ¢ > 2, entao também &

vélida a relagdo (3.6).
Lema 3.2 Suponha que
—1
p>2 quando n<2 ou 2<p< 2n_2 quando n > 3. (3.7)
n _—

Sep e F e e L*Q) tal que

8= bew (])2—7913(0)) T (3.8)
entdo u(t) € F, Vte[0,T].
Demonstragao: Primeiro mostremos que I(t) é continua em [0, 7). De fato, seja
g: Hy() — R
v — o)

definida por g(w) = [|[Vw|l3 = b||lwl|[s . Como u € C([0,T]; Hy(£2)), basta provar que
g é continua em H}(Q), o que implica que g o u = I é continua em [0, 7.

Da hipétese temos que 2 < p <

n2 se n > 3, logo vale a relagao (3.6), isto é,

lully < CllVull u € Hy(€).
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Considere a seqiiéncia (w;);eny C Ha(Q), tal que w; — w em H} (), entao
IVwi = Vwllz = [[V(w; —w)l2 — 0,

e portanto ||Vw;|3 — [[Vw||3. Desde que ||w; — wl|, < C.||V(w; — w)]|2, segue que

||wz~||§ — ||w||£. Assim

9(wi) = g(w)| = [IIVwillz = bllws [} — IVwl3 + dllw]|

IA

[IVwillz = IV wll2] + B[ llwi I} — llwl3]

de onde segue que g(w;) — g(w), isto é, g é continua em HJ ().

Se ¢ € F, temos que I(u(0)) > 0, entdo pela continuidade de I, existe ao menos
um 0 < 7; < T tal que I(u(t)) > 0 Vt € [0,7}] , seja entdo T, = maxT}, logo
I(u(t)) >0 Vtel0,T,]. Suponhamos que T, < T. Observe que ]

a0 = FIvul -

= (3-3) IvuoIz +

5 (IVu®)1z = bllu®)lI})

1
p

p—2 2 1
= =5, IVul®l + - Tu(®)

v

p—2
Lo Va3 ve€ 0.7, (3.9)

Conseqlientemente

V()2 <~ 7t < 2P Bt < Pop0), Vel T,  (310)

p—2

donde segue que

IVu(t)|p? < (%E(O))Q vt € [0,T,].
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2
Como 2 < p < —nz, de (3.6) temos ||u(t)||, < C.||Vu(t)||2, portanto
n J—

bllu()ll; < bCYIVu®)l

= bCE|Vu(t)lly (I Vu(t)ll3

p—2

< v (]%Em)y Va2

= BIVu®)l; < IVu®)]; - (3.11)

Conseqiientemente || Vu(t)[|3 — bllu(t)|[5 > 0, isto é, I(u(t)) > 0, ¥t € [0,T,,]. Entao
por continuidade temos que existe ¢ > 0 tal que T,,, + ¢ < T e I(u(t)) > 0 para todo

t € [0, T, + €], o que contradiz a definigao de T, assim T,,, sé pode ser T O

3.1 Solucao global

Vimos no Teorema 2.2, que as solugoes estao definidas em um intervalo [0, T, para
T pequeno. Seja T < Ty, onde T} e T sao pequenos tais que existam U; e U, solugoes
fracas do problema (2.1) em [0,7}) e [0, T,) respectivamente, isto é, U; € C([0,711); H)
e Uy € C(]0,T3); H). Pela unicidade sabe-se que U; = Us em [0,7}). Considere a
familia (U,(t));es de solugdes fracas de (2.1), onde para cada j a solucdo U; estd
definida em um intervalo [0, 7}). Definimos T,,, = sup T}, e também a fungao U({) em
[0,T,,), dada por <

U(t)=U;(t) se te[0,T3), je.

Esta funcao estd bem definida pela unicidade de solu¢ao. Temos que U € C([0,T,,); H)
¢ chamada solu¢ao maximal de (2.1), ou seja, [0,75,) é o maior intervalo onde existe

solugdo fraca do problema (2.1).
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Neste ponto, mostramos que dependendo dos dados iniciais ¢ e 1, a solugao
maximal do problema (2.1) é global, ou seja, a solugao estéd definida para todo ¢ > 0.
A prova deste resultado é baseada na teoria do “Potencial”introduzida por Sattinger
e Payne em [15] e [16], onde a solugdo maximal U de (2.1) satisfaz uma das duas

propriedades
T, =+0cc ou T, <ocoe tlTi%n NU@)||z = +o0.

A notacao t T T,, significa, quando t tende a T,, pela esquerda. Ou seja, a solucao é

global ou explode num tempo finito.

Teorema 3.1 Suponha que (3.7) acontece. Se p € F e p € L*(Q) satisfazem (3.8)

entao a solucao é global.

Demonstracao: Para mostrar a solugao global, é suficiente mostrar que
1
1T = (Va3 + llu()]3)2
¢ limitada independentemente de t. Com efeito,

BO)2 Bt) = IV~ uld)l + 5llu(0)]?

p—2 1 1
= WHVU(t)H% + oI+ Sl (I3

v

p—2 1
S IVu@®)I; + 5 llu(t)]l2
2p 2

> Co(|[Vu®)|3 + [lu(t)]13),
-2 1 1
onde Cy = min {%, 5}, logo para C = 50 temos
[Vu(®)]3 + [lu(t)]3 < CLE(0),

portanto tlTi¥1 |U(t)||lz < 400, entao a solugao do problema (2.1) é global. O
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2n

Lema 3.3 Seja 2 < m < quando n > 3, ou simplesmente m > 2 quando

n =1 ou 2, entao sob as mesmas condicoes do Lema 3.2, a solugao global satisfaz
[u()[l; < CE(t), vt =0,
onde C € uma constante independente de t.
Demonstracao: Da hipdtese e de (3.6), temos que |[u(t)|n < Cil|Vu(t)||2, logo
lu@®)lim < CRIVu)l3 = CR Va3 Vu(t)]l3. (3.12)

Da expressao (3.10) temos

Va2 < (p?TpE(O)>’%

logo a desigualdade (3.12) fica

ol < v (S2360) T 2 B0 = .

Mostremos agora que a energia
1 5 1 5, b »
EB(t) = 5lIVe®lz + 5llu@llz = Zllu®1,

associada ao problema, decai exponencialmente.

3.2 Decaimento Exponencial

Teorema 3.2 Sob as condi¢oes dos Lemas 3.2 e 3.3, existem M = M(FE(0)) e k

constantes positivas tal que a solugdo global de (2.1) satisfaz

E(t) < Me™™ vt >0. (3.13)
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Demonstragao: Observe que para mostrar (3.13), bastaria que

E'(t) < —kE(t), para k>0 (k constante). (3.14)

Entao multiplicando pelo fator integrante e* e integrando de 0 & ¢, terfamos
E(t) < E(0)e "
Porém, vimos do Lema 3.1 que
E'(t) = —a([ut)[7, + [u(B)]12),

onde no segundo membro desta equagao faltam termos da energia E(t) com sinal
contrario, de modo que nao conseguimos a expressao (3.14). Procuremos entdo um

funcional R(t), de modo a perturbar a energia no seguinte sentido
F(t) :== E(t) + eR(1),

para € positivo suficientemente pequeno, tal que a energia E(t) seja equivalente a

F(t), isto é, existam duas constantes positivas a; e as tal que
a1 F(t) < BE(t) < aoF(t). (3.15)
Conseqiientemente se F'(t) satisfaz

F(t) < F(0)e ™™, para k>0,

obtemos (3.13). Definimos entao o funcional

F(t) = E(t) +¢ /Q (u(t)ut(t) + gu2(t)> dz . (3.16)

[\ J/

R(¢)

Verifiquemos que este funcional satisfaz (3.15), para algum ¢ > 0 pequeno. De fato,

da desigualdade de Holder, temos que

|R(t)| < /Q\u(t)ut(t)Jrguz(t)]d:c

< ( /Q W2(t) dx) . < /Q W2(8) dx)1/2+g /Q W2(t) da,
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logo pela desigualdade de Young e a desigualdade de Poincaré, obtemos

1 1 a

RO| < Sl + 5 ()3 + 2u(r)3
_ (a+1) 2 1 2
= D+ o
< COD a3+ S (o) < CEQ),

entao, ¢ valida a seguinte relagao
—eCE(t) <eR(t) <eCE(t), para &> 0.
Somando E(t) em cada parcela da expressao acima, chegamos a

(1-C)E(t) < F(t) < (1 +£C)E(t) .

1 1
eay = :
1+eC 2 1-¢C
e obtemos a relacao (3.15), ou seja, existe € positivo satisfazendo (3.15), porém ¢ serd

Portanto para e pequeno, tal que 1 —eC' > 0, tomamos o =

estabelecido posteriormente.

Derivando a equagao (3.16) em ¢, e substituindo (3.1), temos que

d

Fi(t) = Et)+eo /Q <u(t)ut(t)+gu2(t)> dz

= —a (/Q |ug ()™ d + /Q |ut(t)]2dx) —l—a/ﬁ(uf(t) + u(t)uy(t))dx +

+ea /Q u(t)u(t)de. (3.17)

Do problema (2.1), temos

w(t)ug (t) = u(t) Au(t) — aw(t)u(t) — awt)|u(8) ™ 2w, (t) + blu(t) P,
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Da expressao (3.17), substituimos a identidade acima na integral

. /Q (2() + ult)un())dr = e /Q () + ¢ /Q w(®)Au(t)dz — az / w(t)u(t)dz

Q

—ag/Qu(t)|ut(t)|m_2ut(t)d$+b5/ﬂ|u(t)|pdzv.
(3.18)

Por outro lado, observe que
/uAudx:/ u—dx—/ |Vul?dr = — /|Vu| dx, (3.19)
Q

onde v é a normal unitdria externa a 02. Entao substituindo (3.18) e (3.19) em

(3.17), chegamos a

F(t) = —a / (1) Pz — a / fun(t)| " + / (&) — |Vu(t) P)dx

—ae/gu(t)]ut(tﬂm2ut(t)dx+€b/9\u(t)]pdx

—a/ﬂ|ut(t)|mdx—(a—e)/Q|ut(t)|2dx—e/Q|Vu(t)|2dx

+a5/Q|ut(t)\m_1]u(t)]dx+5b/9\u(t)\pdx. (3.20)

IN

Para facilitar o desenvolvimento dos calculos, analisemos separadamente alguns ter-
mos de (3.20).
Do Lema 3.2, multiplicando a expressao (3.11) por (1 — «) para algum a € R, tal

que 0 < a < 1, temos

(1-— a)b/Q lu(t)|Pde < (1 — 04)6/9 |Vu(t)|?dr,



CAPITULO 3. DECAIMENTO UNIFORME 52

conseqiientemente

b [P = ab [ uopds+ 1 -ap [ juopds
= af [Ju®Pds+of [ [vutPas
= a5 [ Ivuoras =2 [utopa g [ uiopa)
= (1-ap [ s

o (b [ utopds+ % [ 1vupis - pe)

+ (1—04)6/Q|Vu(t)|2dx. (3.21)

IN

Por outro lado, da desigualdade de Young, para todo § > 0 existe Cjs tal que

/ 1 1
af <oa?+ Csp%, sendo —+—=1 e a,820,

q q
entao, tomando g = ] e ¢ = m, da desigualdade de Holder segue que
m —
1 m—1
[utortias < ([ wora)” ([ o)
Q Q Q

< Olfu®)llm + Csllu(®) 17 (3.22)

Substituindo (3.21) e (3.22) em (3.20), temos

—a/|ut )|"dr — (a —€ /\ut |dx—5/\Vu )|?dx
tea (g/ﬂ|ut(t)|2dx+g/ﬂ|Vu(t)|2dx—pE(t)> —i—s(l—oz)ﬁ/g[Vu(t)de

+ea(dllu)|l7, + Cosllu(t)]]77),
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e colocando termos semelhantes em evidéncia, obtemos

Fi(t) < —a/Q e (1) — [a i (% n 1)} /Q|ut(t)|2dx — aspE(t)

ve[Spr-a)s—1] / [Vu(t)Pda + ea(8|u(t) |2 + Csllur(1)]I)

Denotemos com 1 = (1 — f3), logo %p+ (Il-a)f-1=« (g — 1) —1n(1 — ). Entao

escolhendo « tal que
2n

— <1
p—2-+2n

O<a<

?

teremos « (g - 1) —n(1 —a) <0, logo

F'(t) < —a/Q e (8) e — [a e (% + 1)} /Q|ut(t)|2d:c — aepE(t)
+ea (5/{2 |u(t)|mda:—|—C(s/Q |ut(t)|mdx) :

F'(t) < —a(l—eCy) /|ut |dm—[a—e /|ut )|*dx

isto é,

—aepE(t) —|—€a5/ lu(t)|™dx.
Q
Do Lema 3.2, temos que ead||u(t)||7 < eadCE(t), logo

Flt) < —a(l—eC’g)/Q|ut(t)|mdx— [a—g(%ﬂﬂ/gmt(t)m

—¢ (ap — adC) E(t). (3.23)

Escolhendo d tal que

ap
0<d<—
aC’

e uma vez escolhido ¢, tomamos e positivo e pequeno, tal que

1—eCs >0, e a—s(%

1>>0,
Sz
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entao da desigualdade (3.23), chegamos a seguinte expressao

F'(t) < —e(ap — adC) E(t) < —aie (ap — adC) F(t),

k>0

isto é,
F'(t) + kF(t) <O0.

k

Finalmente, multiplicando por e* e integrando de 0 & t a desigualdade acima, obtemos

F(t) < F(0)e ™,
logo da relagao (3.15) segue que

E(t) < asF(t) < aaF(0)e ™™ < Z2B(0)e
an

ou seja,

E(t) < —=E(0)e ™™ vt>0.

Esta desigualdade caracteriza o decaimento exponencial de energia. a



Capitulo 4

Solucoes nao globais

O resultado que provaremos a seguir, trata de solugdes nao globais no seguinte
sentido, para dados iniciais ¢ e ¥, cuja energia inicial F(0) é negativa, a energia F(t)
associada ao problema (2.1) explode num tempo finito, desde que p > m. Este resul-
tado segue a idéia de Messaoudi em [12], onde ao contrario de Georgiev e Todorova

em [5], o autor mostra que a energia do problema dado por

g — Au+ alug|"2uy = buluP7?, €, t>0,

u(z,t) =0 €0 t>0,

u(@,0) = p(z) w(z,0)=1y¢(), zeQ,
com mesmas condigdes do problema (2.1), explode num tempo finito, independente
da energia inicial ser suficientemente negativa, isto é, basta que a energia inicial
seja negativa para que aconteca uma explosao da energia. De forma semelhante
conseguimos mostrar que acontece o mesmo para o problema (2.1), para quaisquer

dados iniciais, desde que a energia inicial seja negativa.

Lema 4.1 Sejam (3 e I' constantes positivas e L uma funcao tal que
L(t) > TL (1),

onde L(t) > 0 para todo t > 0, entao eziste k € R, satisfazendo ltlTr}cl L(t) = +o0.

95
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Demonstragao: Da hipotese, observe que

50 L)
[ 5 } =T

integrando de 0 a t a expressao acima, e pelo teorema fundamental do célculo, obtemos

1
=3 (LP@t)—L7P(0) >Tt = L°@t) <L P?0) - prt,
entao,
_ 1
L(t) > (L72(0) — gre) "’ = . 41
02 (L0 - pr) ™ = (@1)
, L0 3 .
Seja k = ar entao quando t tende a k pela esquerda, tem-se que
) 1
lim 5 — +00
fh (L=P(0) — AI't)
Da expressao (4.1) segue o resultado. O

Lembrando que a energia é dada por

Blt) = %/ﬂ 2 + [Vul] (t) da:—g/ﬂ\u(tﬂpdx,

definimos entao,

Lema 4.2 Sejam m > 2 e

—1
p>2 se n<2 ou 2<p§2n—2 se n >3,
n_

entao existe uma constante C > 0, dependendo de €2 tal que
lully < C (IVulls + ) |
para qualquer u € HY(Q) e2 < s < p.

Demonstracao: Com efeito, se ||ul|, < 1, entao da relagao (3.6) do capitulo anterior

existe uma constante positiva C', tal que

lully < llully < ClIVullz < C (IVull3 + [full}) -
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Podemos considerar C' > 1, entao se ||lul|, > 1
lully < Tlullp < C (IVullz + ullp) -
O

Corolario 4.1 Sob as condi¢oes do Lema anterior, existe uma constante C' > 0, tal
que

lully < C (1@ + lluell3 + [lull}) ,

para qualquer u € HY(Q) e2 < s < p.
Demonstracao: Observe que, da definicao de H, temos

b
IVull; = 22l = luaell3 — 2H (2)

b
2]—9|IUII£ = [luel3 = 2H (2)

IN

b
< 2o llully+ el 13 + 21 (2)]

<y (lellp + lwllz + [H@®))
b .
onde vy =max < 2—, 1, 2 5. Entao pelo Lema 4.2, segue o resultado. O
p

Teorema 4.1 Nas condigoes do Teorema 2.2 (Ezisténcia e Unicidade), se os dados
niciais ¢ e P satisfazem

E(0) <0,

e também p > m, entao a solucao u explode num tempo finito.

Demonstracao: Vimos no Lema 3.1 do capitulo anterior, que a seguinte igualdade
¢ valida

E'(t) = —a (Ju ()l + [lu(0)]3)



CAPITULO 4. SOLUCOES NAO GLOBAIS 58
logo
H'(t)=—FE'(t)>0 Vte|0,T),

e da hipdtese, temos que H(0) = —FE(0) > 0, conseqiientemente
b
0< H)<H(t) < 5||u|]g vVt e [0,7). (4.2)
Definimos entao o funcional

L(t) == H™(t) + 5/ uuy(x,t) de, (4.3)
Q
para € > 0 pequeno a ser estabelecido posteriormente e
p—2 p-m }
2p 'p(m—1)J°

0 < a <min {
Derivando (4.3) obtemos

L(t) = (1— a)H (O H'(t) + / [W2(8) + ugu(t)) da,

multiplicando a equacao (2.1) por u, integrando em €2 | e substituindo na igualdade

acima, segue que

y@::a—@ﬁwmﬂwm/

[ 1020) = [Vult) Pl o+ < / u(t)|P da

——%LM@W%WM@M—%LW@WMm (4.5)

Agora, analisaremos separadamente alguns termos da equagao (4.5). Observe que,

[ 1 1 b P
eb [l o = = |p (=gl - SITul3+ 2hulz) + 5 (lul3 + 90l
Q i p 2

= ¢ :pH(t) +

N3

(lwali3 + 1Vul3) ] (4.6)

Por outro lado, da desigualdade de Young,

A" BY 1 1
AB<—+— onde r,¢>1, -+-=1 e A B>0,
T q r
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entao para qualquer ¢ > 0 é valida a seguinte expressao

o 04
AB = ASB§ ! < A’"+—Bq
q

Usando a desigualdade acima e a desigualdade de Holder, temos que

/Q e (0) s (1) 2u(t) dz < / fun(8) [ () it

< ([t |mda:) (/|u )
9]
om -1
< Sl 4 B O
m m

Multiplicando a desigualdade anterior por —as < 0, obtemos

m

o
_ag/ ue ()]s (8) " Pu(t) do > —ae—||ul|}; — as
Q m

m—1

(57m/(m71) Hut ”m

m

Considere agora A > 0, entao para quaisquer X,Y > 0 vale a estimativa

1 1 1
XY = <X )\) Y < IAXZ 4+ —Y2
VA VT2 + 2\

Tomemos

—1
A=2t T S S 00 X = w2 e Y = [ul?
m

entao da desigualdade de Holder e da estimativa acima, chegamos a

m—1 m 1

D g

[ e < el <
Q

P

Como p > 2 e Q ¢ limitado, existe uma constante Cq tal que [lul|3 < Collul|?
m—1 m Co
dr < 5—m/(m—1) 2
[ s < ol + g s T
donde obtemos
-1 Co
—as/uut dx > —ae 5/ M=) ||, |2 — aem |||
Q

4(m — 1) 6—m/(m=1)

Consideremos a constante ¢ dependente de cada ¢t da seguinte forma

o/ = EH(t),

2
+ 4(m . 1) 5,m/(m,1) HUHZ

99

(4.7)

, logo

(4.8)

(4.9)
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onde k é uma constante positiva a ser estabelecida posteriormente. Substituindo
(4.6) — (4.9) e a identidade H'(t) = a(||u¢||3 + |Jue||™) em (4.5) e juntando termos

semelhantes, obtemos

+1) Jlull

agm 9

p_ 2 Co
+ e (5= ) Ivall = g Ty e el

1-m

+ € {pH(t) - aH"‘(m_l)(t)HuHZ] . (4.10)

Da expressao (4.2) temos que

C Co (b\*
asm agm —OHO‘ acm_ Gy (_) 2.

2 _aem _aem
p—2 _p—2

Por outro lado, da condicao (4.4) temos que o < W < T logo s=ap+2<p
e pelo Corolario 4.1 a expressao anterior fica da seguinte forma

acm Cy o acm Cy

e sl < eSS (2) O+l + ulg)

C
= 8?1{151(75) + [luel3 + [lullp},

b «
onde C; = C&C’o <—> (constante fixa), e C' é a constante do Corolario 4.1.

4(m — 1) p
Portanto
asm Cy C
" 4(m— 1) kH- ol > e () + ud3 + ullf} (4.11)

Substituindo (4.11) em (4.10) obtemos

m—1
m

sk} H(t)H'(t) + ¢ (g + 1) [ E

U > [(1—a>—

» C
+ e (5= 1) IVally — eZH{H®) + w3 + [[ull)

klfm

+ ¢ {pH(t) — aHa<m—1>(t)||u||z] . (4.12)
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1-m

aH*™ =D (1)||ul|™. Da expressio (4.2),

Neste ponto, estimaremos o termo —e

temos que

b a(m—1)
Hom (1) < <—) Jufleren,
p

e como €2 ¢é limitado e p > m, existe uma constante positiva Cy satisfazendo ||ul|} <
Co|ul}, portanto multiplicando a expressao anterior por esta desigualdade, temos
que

b a(m—1)
Ha(m—l)(t)“unﬁ < <Z_?) 02||u||;n+ap(m—1)7

1-m

e em seguida multiplicando por a > 0, obtemos

E1-m - El-m b a(m—1) B
aHm 1)(t)HuHm < a <_> C2Hu”zz+ap(m D)
m m D

m
Da condicao (4.4), temos que a < i entdao s = m + ap(m — 1) < p e pelo

p(m —1)
Corolério 4.1, obtemos
k,lfm kjlfm b (m-1)
aHa(m—l)(t) “qu < a (_) C«Q“uH;erap(m—l)
m m p

< sk {H () + w3 + [lullp}

e multiplicando por —¢, segue que

klfm B . .
—e——aH* " (@)|Jull; > —eCak ™ {H(E) + [lul3 + [Jull}} (4.13)
onde C3 = C— | — (constante fixa), e C' é a constante do Corolario 4.1.

p
Substituindo (4.13) em (4.12) chegamos a

m—1 _ p p
!/ > _ _ « ! e 2 r 2
o > [(1 @) - " gk]H OH @)+ (5 +1) a3+ (5 1) IVul}
Cl 1-m 2 4
+ e |pH(t) — — T Csk {H®) + lludlls + lullp}H - (4.14)
Agora, observe que
_p+2 p—2 pt2 p—2(b, . 1 S T
pi(e) = 252 0+ 25 200 = 222 a0+ 252 (2l - 519l - Fll)
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substituindo a equagao acima em (4.14), obtemos

m—1

v = |a-a -2 ta] meom e (5= 237 ulg

2 4

m

p p—2
4

p+2 p—2 —-m -m
e (22 a0) + 2 2ol — (S oot ) B 0+l + )|

(4.15)

Colocando em evidéncia os termos semelhante em (4.15), temos que

-2
4

m— 1

IV7ull3

m

L > [(1—a)— gk] H()H'(t) + &

+ ¢ s (? +C3k1_m> [kl

H(t b— | — k= b
o +e |22 (5 o) |l

(4.16)
Tomamos k suficientemente grande, tal que os coeficientes de H(t), [lul|3 e [Jull?

sejam positivos, e em seguida consideramos v > 0 o menor destes coeficientes, entao

da expressao (4.16), chegamos a seguinte desigualdade

m—1

L'(t) > |(1-a)- Sk‘} H=(OH'(t) +ye{H(t) + luellz + ulb}.  (4.17)

m

Uma vez fixado k, tomamos € > 0 pequeno tal que, (1 — a) —

L(0) = H™*(0) + 5/ oY dr >0
Q
e chegamos a

L'(t) 2 ye{H(t) + [Judl3 + Jull;} > 0 (4.18)



CAPITULO 4. SOLUCOES NAO GLOBAIS 63

entdo, temos que L(t) > L(0) > 0, V¢ € [0,7"). Mostremos agora que existe uma

constante I'y > 0, tal que
Lo LU= (t) < H(t) + [Juel3 + [,

e portanto concluimos de (4.18), que existe uma constante I' > 0, dependendo de ¢ e

de C (constante do Corolario 4.1) satisfazendo
L'(t) > TLY=) (1), (4.19)

De fato, como 2 é limitado e p > 2 existe uma constante positiva C, satisfazendo

|lull2 < Cllu||,, também pela desigualdade de Hélder, temos que

‘/ uuy dx
Q

o que implica a seguinte expressao,

/ uUy dx
Q

Observacao: Nas majoragoes que seguem, usaremos a letra C para designar vérias

< ullzflulls < Cllullplludll,

1/(1-a)
< OV [ |1/ A= g, 5/ (4.20)

constantes distintas, com objetivo de simplificar os cédlculos.

1 1
Sejam p e 6 > 1, tal que — + 5= 1, entao da desigualdade de Young, temos que
1

Ar B
AB<——|—7 onde A, B >0,
]

entao, tomando A = HuH}J/(l_a) e B= ||utH;/(1_a) na desigualdade (4.20), temos que

/ uly dx
Q

1/(1-«
[ < O 1/(1—a) 1/(1—a)
< Cllul, ™ ull

p/(1-a) 0/(1-a)
c (Hul! a2 )
1 0

IN

< O (Il @)+ el ). (4.21)
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-2 1
Como a < p—< < —, definimos
2p 2
2(1 —a)
0:=2(1—a)>1 = 1.
I-a)21 e p=——0bm
Por outro lado, como a < 172;7 temos que
p
1—-2a _ 1 _ 7 2
> —, entao = <p
2 P l—a 1-2«a

ou seja, s = % < p, entao pelo Corolério 4.1 em (4.21), obtemos
-«

/ uUy dx
Q

1/(1-a) )
< C{llully + llull5}

< C{H(t) + [lull} + fluell3}- (4.22)

Finalmente da identidade (4.3), temos que

1/(1—-a)
Ll/(lfa)(t) — (H1a+5/uutda;> , (4.23)
Q

por outro lado, para quaisquer a,b € R, existe uma constante positiva C, tal que

(la] +[b)" < C(lal’ + [b["), onde p=>1,

1
entdo, tomando p = s >1,a=H"™t)eb = e/uut dr de (4.23) e da

desigualdade (4.22), temos que

1/(1-a)
L) = (Hl_a—i-e/uutdx)
Q

1/(1—a)
/ uly dx
Q

< C{H(t) + llully + fluel3},

IN

C (H(t)—i—s

1

ou seja, existe 'y = ol > 0, tal que

Lo LY=o (t) < H(t) + |[ug]|3 + [|uln.
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Observe que I'y depende da constante do Corolario 4.1. Portanto é valida a desigual-

1
dade (4.19), entao pelo Lema 4.1 se = IL’ temos 14 3 = 1o donde segue o
-« -«

resultado. O
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