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RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é analisar modelos matemaéticos que
descrevem as interagdes entre espécies no caso predador presa num meio nédo
limitado. Isto se traduz em termos matematicos na existéncia de uma solugéao
de equilibrio ndo trivial, que sera a densidade limite desses individuos, e a
forma de aproximacdo da densidade desses individuos para esta solucéo esta-
ciondria através de ondas viajantes.

Este estudo é realizado ao utilizarmos o modelo local e ndo local da equacéo
Fisher, onde observamos que a introdugédo do efeito ndo local nao altera os esta-
dos de equilibrio deste sistema. Além disso, os tipos de estabilidades também
permanecem os mesmos, sendo que a tnica diferenca no caso ndo local é que
no estudo da existéncia de ondas viajantes a aproximacao destas solugdes para
o estado de equilibrio em todos os casos é da forma oscilatéria. A introdugdo
desse efeito, portanto, resulta numa maior dificuldade das espécies envolvi-
das em alcancar a coexisténcia, o que é de se esperar, haja vista que uma das
interpretagdes do efeito ndo local é a restricdo dos recursos consumidos pela

populagdo correspondente.
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ABSTRACT

The aim of this work is to analyze mathematical models which describe
the interactions among species in the prey-predator case in a unbounded en-
vironment. This can be stated, in mathematical terms, in the existence of an
non-trivial equilibrium solution, which will be the steady state density of these
individuals, as well as the way the density solution of these individuals ap-
proaches the stable steady state, in the traveling wave form.

This study is performed when we make use of local and a non-local models
of the Fisher equation, where we note that the non-local effect feature does not
alter the steady states of the former local system. Besides, the sorts of stability
remain the same, although the sole difference noted in the non-local case is
that the pattern of traveling waves is only noted in the oscillatory form. The
introduction of this effect, therefore, turns out to impose a greater difficulty for
the involved species to achieve coexistence, a fact which was expected, since
one of the interpretations of the non-local interaction is the restriction of the

resources consumed by the corresponding population.
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INTRODUCAO

O objetivo deste texto é o estudo de modelos mateméticos que podem
ser lteis para determinacdo de chances de coexisténcia de duas espécies no
modelo predador presa cujas dindmicas de reprodugdo e locomogdo sdo con-
hecidas.

Uma populacdo é constituida pelo conjunto de individuos de uma mesma
espécie que ocupam um territério comum e que sdo capazes de interagirem en-
tre si. Com freqiiéncia as diversas popula¢des de uma espécie ndo sdo isoladas
umas das outras. Elas se comunicam entre si e trocam genes por intermédio de
individos migradores que se dispersam constituindo, assim, metapopulagdes.

As comunidades sdo conjuntos pluriespecificos que ocupam um territério
determinado e que correspondem a estruturas intermedidrias entre as popu-
lagdes. Em geral, sdo definidas por sua composicdo especifica. Os roedores de
um campo, as formigas de uma savana ou as aves de um bosque constituem
comunidades. Estas sdo mais faceis de estudar do que as comunidades, cujo
inventdrio completo constitui uma tarefa quase impossivel.

As interagdes entre populagdes podem ser classificadas de varias formas,
dependendo a relagdo entre espécies e chance de sobrevivéncia na convivencia
em ambiente. Eis alguns exemplos:

e Intera¢des negativas entre espécies, como competicdo direta sobre os re-
cursos ou predacdo onde uma espécie (predador) consume a outra espécies
(presa).

e Interacgdo positiva entre espécies como comensalismo onde existéncia de
uma espécie ndo afetua a outra espécie, ou mutualismo onde as duas espécies
tém beneficios uma com a outra.

Os dois itens anteriores sdo a motivagdo de obter respostas sobre as pos-
sibilidades de sobrevivéncia de organismos em situa¢cdes como as descritas
acima. E a forma através da qual faremos tal andlise serd via estudo da existén-
cia e estabilidade de solugdes de equagdes a derivadas parciais de evolucdo que

modelam a dinamica vital de sistemas predador-presa.
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A primeira e mais simples formulacdo matematica da competicdo e predador-
presa foi desenvolvida, independentemente, pelo biofisico Americano Alfred
James Lotka (1880-1949) e o matematico Italiano Vito Volterra (1860-1940) no
ano de 1920. Estes modelos sdo uma extensao natural do modelo logistico de
crescimento continuo desenvolvido pelo matemaético Belga Pierre F. Verhurst
em 1837. Sdo conhecidos por sistema competicdo e por sistema predador-
presa de Lotka-volterra, respectivamente. O modelo predador-presa de Lotka-
Volterra foi estudado também por Dunbar em 1984, onde considerou a di-
tusibilidade entre espécies no sistema e com crescimento logistico para predador
onde os predadores possuem uma tnica fonte de alimentos. Mais tarde o
modelo de crescimento logistico foi desenvolvido por Fisher em 1937 e de-
pois Gourley em 2000 fez uma generaliza¢do deste modelo, considerando com-
peticdo intra-especifica da forma nédo-local.

Tais equagdes que serdo objeto de nossa analise no presente trabalho, apre-

sentam as seguintes formas gerais,

ou u 2
o= = AU(1— %) = BUV + D VU (1)
WV _ cuv-pv + D,V?V,
oT
e,
u_ ully _1/ qUdy | | — BUV + D, V2U 2)
oT kJ oo
g_‘T/ = CUV — DV + D,V?V.

Onde no sistema das equagdes (1) obtemos um caso local do modelo predador-
presa, apresentado por Dunbar nos anos 80. As fung¢des V e U representam,
respectivamente, as densidades de individuos das espécies predador e presa
em estudo no instante ¢ e no espago unidimensional.

Observando a primeira equagdo de (1), temos que a primeira parcela do
segundo membro descreve a forma de reprodugdo da presa (crescimento logis-
tico). A constante positiva A é conhecida como coeficiente de crescimento
intrinseco, e denota o ritmo do crescimento de U para valores pequenos de

densidade. A constante K, conhecida como capacidade de suporte do meio,
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indica um limite para o crescimento da populacdo de presas, como reflexo das
limitag¢Oes de espaco e alimento do meio a ser colonizado por U. Na segunda
parcela da mesma equagdo temos intera¢des entre predador e presa e na ter-
ceira obtemos o termo de difusdo da presa com coeficiente de difusdo D;. Na
segunda equacgdo de (1) podemos ver que o predador possui como tnica fonte
de alimento os individuos da populacdo de presas. A populagdo de predadores
possui movimento também difusivo, com coeficiente de difusdo respectivo D,.

A equagdo (2) apresenta o sistema predador presa com difusdo no dominio
ndo limitado. A diferenca entre os dois modelos acima é que temos a presenca
de um termo ndo local na equacdo da presa. O termo integral da primeira
equagdo de (2) possui uma funcdo g, chamda de ntcleo, o qual é uma fungéo
par, positiva e tem decaimento rdpido. As hip6teses acima vém da situagdo
ecolégica que estamos estudando: a fun¢do ¢ mede a forga de interagdo de
individuos que estdo a uma certa distdncia um do outro. Como desejamos
que tal influéncia seja sempre prejudicial, a fun¢do g é naturalmente positiva.
Também desejamos que tal influéncia dependa somente da distancia entre os
individuos, e ndo de sua posicdo exata, e que tal influéncia diminua com o
aumento de distancia entre os individuos. Isso justifica o fato de a funcdo g ser
par e possuir decaimento rapido.

Os estudos dos dois modelos revelam os pontos de equilibrios (0,0,0),
(1,0,0) e (b,1 —b,0) onde sdo os mesmos em dois casos e os dois primeiros
sdo pontos de equilibrio instavel e a tltima serd estavel. As dependéncias das
possibilidades de coexisténcia das espécies V, U (predador e presa) sobre algu-
mas limita¢des nos varivdveis dos sistemas, por exemplo no caso local existe

um valor critico dado por,

1 b
= X5 = X3 c— =) — Xub| —c,
" =g [ (o) )
comb = % onde, para qualquer a no intervalo 0 < a < a*, e velocidade de
onda suficientemente grande (¢ > /4a(1 — b)) obtemos um estado de equi-
librio estavel (b,1 —b,0) e um tipo de aproximagdo de forma monétona das

populagdes do ponto de equilibrio instdvel (1,0,0) para (b,1 —0.0). E caso



a > a* temos situagdes contrdrios, isto é, aproximacgao de densidade das popu-
lagbes dos predadores e das presas no ponto instavel (1,0,0) para (b,1 —b,0)
serd oscilatoria e do ponto instavel (0,0,0) para (b,1 — b.0) serd mondtona.
No caso nédo local temos os mesmos pontos de equilibrios com este difer-
enca que todas as aproximagdes de densidade das populag¢des para ponto equi-
librio estavel (b,1 — b,0) sdo da forma oscilatdria, e ndo existe coexisténcia en-
tre as espécies se tivemos um indice baixo das populagdes no meio, isto é obter

a condicdo de contorno como
U(—c0) =0, V(—0) =0, U(o)=be V(o)=1-b. 3)

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 1 estudare-
mos brevemente as dindmicas de populagdes simples como dinamica de pop-
ulagdo com crescimento exponencial e com crescimento logistico e veremos os
modelos matematicos destas dindmicas, analisando os comportamentos de-
les em relacdo do tempo e a taxa de crescimento de populagdes. No capi-
tulo 2 analisamos a¢des mutuais entre duas espécies em casos de competicdo
e predador presa, no capitulo 3 obtemos uma defini¢do para reacdo de difusao
e deduzimos uma forma matematica para ele, no capitulo 4 conhecemos as
ondas viajantes e o modelo matemético que podem apresentar estas ondas e
importancia delas na andlise de existéncia de espécie no plano de Fase, no capi-
tulo 5 estudamos alguns modelos mateméticos de predadores e em seguida
o modelo da dindmica populacional do Budworm, no capitulo 6 analisamos
a existéncia das ondas viajantes no modelo de equacdo predador presa com
reagdo-difusdo para multi-espécies e finalmente no capitulo 7 analisamos o

modelo reagdo de difusdo para multi espécies com interagdo ndo local.






Capitulo 1

DINAMICA DE POPULACOES

Resumo do capitulo:

Neste capitulo veremos brevemente sobre as dindmicas de populag¢des
simples, como a dindmica com crescimento exponencial, e com crescimento
logistico e em seguida o modelo da dinamica populacional do Spruce Bud-
worm. Veremos também os modelos matemaéticos destas e analisamos os com-
portamentos das solu¢des em relacdo do tempo e a taxa de crescimento de

populacgdes.
1.1 Introducao

O matematico belga Pierre F. Verhurst propos em 1837 um modelo onde
supde que uma populagdo podera crescer até um limite méximo, a partir do
qual tende a se estabilizar. O modelo proposto por Verhurst atende a uma
condi¢do em que a taxa de crescimento de uma populagdo varia ao longo do
tempo. Esse modelo é uma alternativa ao modelo de crescimento exponencial
em que a taxa de crescimento é constante e ndo ha limitacdo para o tamanho
da populagdo. Esta variacdo de taxa de crescimento depende de vérios fatores,
por exemplo, as limitagdes de recursos que resultam competigdes entre as espé-

cies que alimentam dos mesmos recursos, ou efeito de predagdo que controla
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4 CapiTUuLO 1 DINAMICA DE POPULACOES

a densidade da populacéo.

1.2 Crescimento Exponencial e Crescimento Logis-
tico

Em uma populagao, seu crescimento resulta da agdo de vérios fatores an-
tagdnicos: a taxa de natalidade (b), taxa de mortalidade (d), a taxa de imi-
gracdo (i), e a taxa de emigracdo (e) . Se descartamos provisoriamente os dois
altimos fatores, a taxa de crescimento (r) da populagdo éiguala b —d . Em um
meio ndo limitado pelo espaco e pelos recursos, pode-se supor que r seja con-
stante e que o efetivo N em populagdo evolua da fun¢do do tempo t e segundo
a equacao:

dN

E:(b—al)N:rN (1.1)

o que pode ser expressado por, r = % = (InN)’, onde ap6s integragao
obtemos:

N (t) = Noet=9t = Nye' (1.2)

Ny é o efetivo no tempo t = 0 (condicdo inicial Ny = 0) e r é taxa intrinseca
de crescimento (ou seja a grosso modo a velocidade de crescimento na auséncia
de quaisquer fatores limitantes) natural, b taxa de natalidade e d a taxa de
mortalidade. Esse crescimento exponencial é raro. Tem apenas uma duragdo
limitada e ocorre quando o intervalo de tempo em estudo é suficientemente
pequeno tais que limitagdes ambientais ndo sdo relevantes.

Mas de acordo com a realidade é admitir que a resisténcia do meio aumenta
com a densidade da populagdo, e que existe uma carga bioldgica maxima k
correspondente ao niimero méximo de individuos que o meio pode suportar.

(k=N)

A resisténcia do meio € representada pelo termo ~——, e o crescimento ocorre,

entdo segundo a férmula:

AN (k—N) N
W _NEN <1_—) N (13)
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0 que equivale a:

k
(1 + eafrt)
sendo a uma constante determinada a partir do valor N para t = 0. Quando

N (t) = (1.4)

N = k, o crescimento torna-se nulo. De fato pode-se observar, na equacdo
(1.3), que quando a populagédo tende a capacidade de suporte (k), tem-se que
dN/dt = 0, e o tamanho da populagdo permanece estavel. O que espera ocorer
uma elevacdo da taxa de mortalidade devido a competicdo por alimento e
abrigo ou uma reducdo da taxa de natalidade.

Para encontrar os estados de equilibrios da populacdo apos longo tempo

calculamos os pontos criticos da equagdo (1.3), para isto basta encontrar as

N
r(l—?>N—0,

N=0ouN =k.

solugdes da equagdo,
portanto temos,

Considerando f (N) = r (1 — %) N, temos que N = 0 é um estado de equi-
librio instével pois f' (0) = r > 0 e que N = k é estado de equilibrio estavel
pois f' (k) = —r < 0.

Fazendo o grafico da fun¢do f em termos de N temos uma pardbola com

concavidade voltado para baixo interceptando eixo N em pontos (0,0) e (k,0) .

Ela possui ponto de maximo em (%, 74—k> , como mostra a Figura 1.1.

Observamos que dd_zy > 0para 0 < N < klogo N é uma fungdo crescente

de t neste intervalo e para N > k, dd_ly < 0 assim N se torna uma funcdo

decrescente.

Observamos também que no intervalo 0 < N < % a concavidade do gréfico

d°N
dar?

temos concavidade voltada para baixo. De fato sendo,

AN N
E—TN(l—?>,

d*N N 1\] dN
=) e ()]

. 2
>0enomtervalo§ < N < kcomo £N < 0

é voltada para cima, pois s

temos,
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populagdo( N a4t Maturidads
500

00

300

Ciclo de vida

e i 1 il i 0 Ell
ta@poit) popilagHo( N )

Figura 1.1: Os graficos populagdo vs tempo e populagdo vs dN/dt em pop-
ulagao para modelo logistico (1 — &) N com constantes k = 500, r = 0,2 e

N(0) = 5.

onde nos d4
N 2N N
—— =1r"N(1—— ] (1——).
a =’ ( k ) ( k )
Isto pode ser visto na Figura 1.1.

Observe na Figura 1.2 os comportamentos das popula¢des nos crescimentos

logistico e exponéncial.

N 4
K Carga popul agdo méxima
1500 | ]
Crescimento
exponencia
%\‘, =N Fase de desacel eracio
1,000 |
% <— Ponto de inflexao:crescimento méximo
500 Fase de aceleragdo
Crescimento logistico
No G
1 1 1 t ;
0 50 100 150

Figura 1.2: Crescimento exponéncial e crescimento logistico de uma populagdo
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1.3 Modelo da dindmica populacional do Spruce Bud-

worm

No primeiro se¢do nos vimos o modelo Logistico de crescimento de uma
populacdo com auséncia de outras especies. Para que este modelo seja mais re-

alistico acrescentamos um termo de predacdo, onde obtemos a seguinte equagéo:

Z—’Z =r.n (1 — %) —p(n). (1.5)
Observe que o lado direito da equacdo diferencial possui dois membros a
saber: o primeiro r.n (1 — %), termo de crescimento logistico com r (coefi-
ciente de crescimento intrincico) e k (Capacidade de suporte do meio), e se-
gundo termo p (n) representa termo de predagdo. Observe na Figura (1.3.a)
que as fungdes de predagdo geralmente saturam para grandes valores de n
entdo existe ponto aproximado onde para valores menor do que este ponto
temos pequenas quantidades de predadores, enquanto com valores acima os
predadores estdo perto de seu valor de saturagdo, portanto podemos consid-
erar este ponto como um interruptor critico para pequenas densidades de pop-
ulacdo (n). Por exemplo a populagdo de insetos num jardim, e os péssaros,
onde para pequenas densidade de populacdo de insetos os passaros tendem a
buscar alimentos em outros lugares e assim o p (1) cai mais rapidamente. Isto

nos dd uma expressao matemadtica para p (1) sugerido por Ludwig em 1978.

"2
pn)=p 55 (1.6)
Existem também outros modelos para termo de predagdo como,
ey _ pn
pln) =p——2 p(n) = wnoup(n) = L,

onde &, B e a sdo constantes positivos e os graficos sdo ilustrados nas Figuras

13e14.

Considere a equacao,

dn
dt

n n?

D) P (1.7)

=r.n <1 —
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Pl 1
P (b2
4 (a) 4t
31 3+
21 e
1+ 1
1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1
1 2 3 4 s 6 n 1 2 3 4 s

Figura 1.3: Os gréficos das fung¢des de predagéo, a)p (n) = B e b)p (n) =

(1-e-) o
1—e—
B.

— com constantes« =3 e f = 4.6

Pl ptrd

fed )

Figura 1.4: os graficos dos predadores, ¢) p (n) = an e d) p(n) = % com

constantesa =3 e f = 4.6

onde consideramos o termo de predagdo como:
n2

n) =p——-
pim) =P 75
com « e B constantes positivos. Na andlise desta equagdo para encontrar os
pontos de equilibrio (onde ’zl—? = O> e suas estabilidades a equagdo (1.7) dever

satisfaze,
2

n n
rn(l— —> —B———==0
( k p a? + n?
E claro que n = 0 é um dos pontos de equilibrios é os outros pontos satisfazam

a equagao,

. <1 - %) g . (1.8)
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O ntmero de pontos de equilibrios depende de quatro pardmetros, r, k, B e «
onde na préxima etapa adimencionalisamos a equacéo (1.8), para isto consid-
eramos u = 7 e temos:

(1= Yy

W2+ u2a?

2

Multiplicando a equagdo acima por % e considerando,

re k
F =Re E = Q
obtemos:
u u
Considerando
g () :R(l—%> eh(u) = —(1fu2), (1.10)

obtemos os gréficos na Figura 1.5.

glu) h(ul

0.5
oad |

R=0.5 , §=10.0
0.3

0.2+

0.1

o = E & = 100

Figura 1.5: intersecgdo dos graficos R (1 - %) e ﬁ e pontos de equilibrio

de equacgdo Budworm com constantes R = 0.5e Q = 10.0.

Observe que os pontos criticos uy , uy e uz sdo dependentes dos valores de
Qe R, isto é quando Q varia e R fixo, ou R varia e Q fixo na equacéo (1.9) obte-

mos no minimo um e no méximo trés pontos de equilibrio denominado neste
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f(u)t

Figura 1.6: Grafico da funcédo f(u,R, Q) = R (1 - %) — ﬁ

caso tem 11 como ponto superior 1y ponto médio e 13z como ponto inferior de
equilibrio também temos que os pontos de equilibrio u; e u3 sdo estaveis. De
fato,

of

— <O para u=1uj e u=1u;s
ou p ’

de modo andloga u; e 0 sdo instaveis pois,

d
£>O para u =0 e u = uj.

Podemos afirmar que neste modelo a densidade u pode convergir para estado

de equilibrio u; ou u3 (Figura 1.6) onde isto depende dos dados iniciais.
Observe na equagéo (1.7) que existe um dominio para os pardmetros R e Q

onde a equagdo possui trés raizes. Podemos mostrar este dominio no plano R

vs Q como na Figura 1.7.

Regific X FRegific X Reg i8oFTE

o ey
= = '? = 10 = . S %\18,

Figura 1.7: Estados de equilibrio para o modelo de Budworm (4.4) com varia-

gdode 5 < Q < 10 e a constante R = 0.5 onde equilibrio sdo dados pelas

interse¢des das linhas R(1 — %) e

2
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Se na equacdo (1.9) fixamos o parametro R e diminuimos o valor do parametro
Q observamos que os pontos de equilibrio (u; e u3) tendem coincidir em um
tnico ponto. Portanto existe um dominio no plano R vs Q para os parametros

R e Q onde a equacdo (1.7) possui trés raizes (Figura 1.8).

Zm a=s tadds oda
Region | S illbaric

TrESsS a9 TadoesS oda
agumllibric=

Fegion 1l

Uy T U=

= =0 a0 = =0 100 1Z0 140 1a0 120 =200

Figura 1.8: Os dominios para os parametros R e Q para que a equacao (1.11)

possui um ou trés pontos de equilibrio.

rw ~

Figura 1.9: Estado de equilibrio e tipo de estabilidade para variacdo de para-

metros 6 < Q < 10e R = 50.
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1.4 Equacao de difusdao no modelo de Spruce Bud-

worm

Considera-se a equacao de difusdo no modelo de Budworm (1.7), obtemos

ou ou

onde,

f(u):Ru<1—%)—1i—zuz.

Ja vimos na secdo anterior que existe uma relagdo entre R, Q e f(u), isto é
existe um intervalo para os parametros R e Q onde f (u) possui trés solugdes
ndo nulas.

A nossa intencdo nesta parte do trabalho é também de encontrar a exis-
téncia de solucdes de ondas viajantes entre pontos de equilibrio da equagéo
(1.11) . Para isto, usando a variavel de onda, (u(x,t) = U(z) com z = x — ct)

na equagdo (1.11) e obtemos,

au dz du /
Uur = Ea = E (—C) =—cU , (112)
- du dz - du - /
Uy = d—za = d_z = U P
au’
Uxx = Az =u’, (1.13)
onde apo6s substitui¢do obtemos:
u”+cl' + f(U) =o. (1.14)

Reescrevendo a equacdo (1.13), como um sistema de equagdes de primeira

ordem, temos:

u=v
(1.15)
Vi=—cV—-f(U).
Como ja foi visto no capitulo anterior os pontos {0, u1, up, 3} sdo raizes do

f(U), portanto as solucdes do sistema serdo (0,0) , (11,0), (up,0) e (u3,0).
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Agora procuramos os comportamento das solu¢des na vizinhanca dos pon-
tos criticos pelos autovalores do matiz jacobiana. Para isto consideramos f (U, V) =

V,g(U,V)=—cV — f(U) e obtemos,

fUy)  fuy) o 1
J = (ZUV) (ZVV) = : (1.16)
S S —f'(u) —c

Portanto o polindmio caracterfstico serd,

A -1
det (AI —J) = det =0, (1.17)
fru) Ate
ou seja,

A2+ A+ f'(u) =0,

que nos dé autovalores,

A = —c+ /2 —4f" (u) —c—\/c2—4f’(u)' (118)
2

e/\zz 5

No ponto critico (0,0) obtemos autovalores como:

po VIO e O

2 4

considerando ¢ > 0 temos, pelo Figura 1.6 que f’ (0) > 0 portanto para valores
de f/(0) > % ou seja,

c < 24/f"(0),

obtemos autovalores complexos (¢ +ifea —ifcoma < 0e f < 0), portanto
o ponto critico (0,0) é um ponto de espiral estdvel no plano de fase nesse caso.

Se ¢ — 4f' (0) > 0 ou seja,

c>24/f"(0),

temos autovalores reais um positivo e o outro negativo portanto, o ponto critico(0, 0)
serd um no estavel. Como nosso raciocinio para valores de u < 0 ndo tem sen-
tido (densidade negativa) logo o ponto critico (0,0) é um né estdvel e ¢ >

24/f"(0). Portanto para valores de ¢ (velocidade da onda) suficientemente
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grandes (maior do que 2+/f’ (0) ) existe possibilidade de onda viajante en-
trando neste estado de equilirio. Analogamente para o ponto critico (0, up)

temos f (1) > 0 (Figura 1.6) e portanto se

¢ > max {4 [f (0),f (w2)]} (1.20)

o ponto (0,uz) é ponto espiral no plano de fase. Os pontos criticos (0,u7) e

(0, u3) sdo pontos da sela. De fato temos os seguintes polindmios caractristicos

det (Al — ] (0,uq)) = det A - =0, (1.21)
f'(u1) A+c
A2+ A+ f (ug) =0,
e
A -1
det (AT —J(0,u3)) = det =0, (1.22)
f'(uz) A+c

A2+ A+ f (u3) =0,
onde nos dé os seguintes autovalores,

o VI e T

— 2 _4f! —Cc — 2 _4Af!
pUp—— — 1) o gy = =€ — 1) 0

como f' (1) < 0e f' (u3) < 0 (Figura 1.6) isto implica auto valores reais com

sinais opostos.

A Figura 1.10 mostra o possivel plano de fase para c satisfazendo a in-
equacdo (1.19) avaliando os pontos criticos (0,0), (u1,0), (u,0) e (u3,0).

Se dividimos este plano de fase em trés faixas d; , dy e d3 como mostra a
Figura 1.10 temos na faixa di que estd no intervalo de (0,0) e (u1,0), as ondas
viajantes se deslocam para (0,0) isto é U (—o0) = uy e U (o0) = 0, onde a
existéncia desta onda depende do valor de c isto é ¢ > 2./f’ (0). N6s temos
situag¢des andloga nas faixas d e d3, assim como mostra a figura 1.11, as ondas

viajantes correspondente em cada intervalo.
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Figura 1.10: O plano de fase para equagdo (1.6) com constantes R = 0.5, Q =

10 e ¢ = 3, e divisdo dominio em regides d1, d, e d3.

Figura 1.11: a)As ondas viajantes no regido dino plano de fase. b) As ondas
viajantes no regido d, no plano de fase.c) As ondas viajantes no regido dz no

plano de fase.

Como vimos a equagdo (1.8) pode obter trés pontos criticos como (0,0),
(u1,0) e (u3,0) variando os parametros R e Q Figura (1.7). Neste caso temos no
plano de fase a origem como no6 estavel para c suficiente grande (c > 2,/f"(0) )
e (u1,0), (u3,0) como ponto da sela pois f' (u1) < 0e f' (1) < 0, e temos auto-
valores como (1.23) e (1.24) respectivamente, portanto obtemos os graficos da

Figura 1.12.
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-0 o 10 20 30 40 B0 B0 Fooog0 90 00
t

(b}

Figura 1.12: a) O plano de fase para equagdo (1.6) caso s6 existem dois pontos
de equilibrio #1 e u3z com constanters R = 0.5, Q = 7.414 e ¢ = 3. b) Ondas

viajantes para equagdo Budworm com dois pontos de equilibrios.

1.5 Influéncia da Convec¢ao na Possibilidade de on-

das Viajantes

Se na segdo anterior consideramos a dindmica de popula¢do como:

+a.—+r|{1——

ou_ e su u
0T  6X2 0X k)’

(1.25)

Dividindo a equagdo (1.25) por r e considerando as seguintes mudangas de

variaveis,
u:%,t:rT eX:xw/%,
temos,
) 02 0
_u:_u+m—u+u(1—u) onde m = “1. (1.26)
ot dx? ox (rD)2

Analogamente aos se¢des anteriores, para encontrar a solu¢do de onda viajante
usaremos a varidvel deonda [u (x,t) = U (x — ct) = U (z) onde ¢ é Velocidade de onda]

na equagéo (1.26) obtemos,

;

_dU dz _ U _ i
=95 = 9 (—¢) = —cl

_dU odz __JdU _ 3y
Uy = 97-9x — 9z = U (127)

ou .

u=1UU,
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portanto a equagdo (1.25) se tornara:
U'+(m+c)d’+U(1—-U) =0. (1.28)

Observe que m é um parametro dado em problema .

A questdo é que, dado m quais sdo as possibilidades de existencia das on-
das viajantes. Ou seja, serd que existe alguns valores de m tal que as ondas
viajantes ndo existem. Por isto escrevemos a equagdo (1.28) em sistema de
primeira ordem, para encontrar os pontos criticos e as estabilidades destes

pontos no plano de fase. Portanto obtemos,

u=v
Vi=—(m+c)V-UuU(@1-U),

(1.29)

para encontrar os autovalores, calculamos a matriz jacobiana a seguir,

e polindmio caracteristco:

det (AT —J) = = 0.
1-2U A+ (m+c)

p(A) =A%+ A(m+c)+(1-2U),

e autovalores,

— (m4¢)+ 1/ (m+c)* —4(1—2U)

=
2

— (m4c) =/ (m+c)* —4(1—2U)

Ay = . .

No ponto critico (0,0) temos auto valores,

m+c m+c

A=

m+c m+c

Ay =
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. 2 .
Onde os auto valores tem valores reais se (m +c)” —4 > O ouseja |m +c| > 2.
Neste caso temos dois autovalores reais negativos, portanto temos as seguintes

limitag¢des para o valor de ¢ (velocidade de onda).
cz22—mouc<—(2+m) (1.30)

onde para este limitagdo na velocidade de onda o ponto critico (0,0) é um
ponto estavel.

Analisamos a existéncia das ondas viajantes em relacdo com o sinal do m.
Caso m > 0 temos deslocamento das particulas a favor do movimento logo
em (1.29) a existéncia de ondas viajantes ficam mais facil. Caso m < 0 temos
deslocamento das particulas em sentido contrario de onda logo em (1.29) a ex-
isténcia de ondas viajantes ficam cada vez mais dificil. Portanto, a velocidade
critica nesse caso é 2 — m.

Para ponto critico (1,0) temos as seguintes autovalores,

\ —(m—+c)+/(m+c)?+4
| =

2
\ —(m—+c)—/(m+c)+4
2= > -

onde possui sempre valores reais ( pois |(m+c)+2| > c+m ) com A; > 0

e Ay < 0 para todo valor de m , logo as ondas viajantes sempre existem se
c>2—m.
Portanto na influéncia da convec¢do as ondas viajantes vdo existir para

valores de c suficiene mente grande.



Capitulo 2

MODELO DE INTERACAO DAS
POPULACOES

Resumo do capitulo

Neste capitulo analisamos agdes mutuas entre duas espécies em casos
de competicdo e predador presa, onde observamos os modelos matemaéticos
que aproximadamente correspondem a situagdo de cada um dos casos. No
caso de competicdo analisamos também coexisténcia permanente de espécies

que competem entre si na utilizagdo de um recurso limitado [2].

2.1 Introducgao

Nenhuma populagdo existe isoladamente, exceto, talvez, em condicoes lab-
oratoriais muito particulares. As populagdes interagem de diversas maneiras
e, na verdade, ndo é possivel compreender muitos fendmenos populacionais
sem considerar estas interagdes. Duas espécies em coexisténcia, permanente
ou temporaria, podem interagir segundo seis maneiras fundamentais, corre-
spondentes as seis possiveis combinag¢des dos trés simbolos: 0, 4+ e — , toma-
dos dois a dois. O simbolo 0 significa que a espécie ndo é afetada pela presenca
da outra. O simbolo + significa que a espécie é favorecida ou requer a presenca

da outra. E o simbolo — que a espécie é prejudicada pela presenca da outra.

19
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como se esquematiza na Tabela 6.1. A Tabela ndo pretende ser exaustiva, pois

existem vdrias formas de parasitismo, de competi¢do indireta etc., mas consti-

tui um sumario 1til das principais a¢des mutuas numa comunidade biolégica

[3].

Tipos de interagdo

1.Neutral

InteracOes negativas

2.Competicao direta

3.Competicao indireta

4 Predacao

Interac¢des positivas

5.Comensalismo

6.Mutualismo

Espécie 2

Exemplo

Nenhuma das duas espécies

afeta a outra

Predagdo mutua,etc.
Consumo de recursos
limitados comuns as

duas espécies.

A espécie 1, predador,
consome a espécie 2, presa.
A espécie 1, comensal, se
beneficia da presenca da 2,
que ndo é afetada.

As duas espécies se favorecem
mutuamente e requerem a

presenga de outra.

Tabela 2.1. A¢des mutuas entre duas espécies (1 e 2) diferentes.

0 a espécie ndo é afetada pela presenca da outra

+ a espécie beneficia ou requer a presenca da outra

- a espécie é prejudicada pela presenca da outra

Quanto a competigdo, cabe perguntar se serd possivel a coexisténcia perma-

nente de espécies que competem entre si na utilizacdo de um recurso limitado,

e, em caso afirmativo, em que condig¢des tal se pode verificar.

Observe na Tabela 2.1, quando as espécies interagem a dinamica de pop-

ulagdo de cada espécie é afetada. Em geral ha uma rede inteira de espécie
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interagindo. No6s consideramos aqui sistemas que envolvem duas espécie e
analisamos dois tipos principais destas interagdes.
I) Se a taxa de crescimento de cada populacdo diminui (situagdo de com
peticdo) tabela 2.1 itens 2 e 3.
IT) Se a taxa de crescimento de uma populagdo diminui e a outra aumenta

(esta é uma situacdo de predador—presa) tabela 2.1 itens 4.

2.2 Modelo de Competicao

Existem diferentes defini¢des, refletindo a maior ou menor énfase colo-
cada pelos autores nos mecanismos de interagdo competitiva, nas respostas
das populagdes a testes experimentais, ou em qualquer outro aspecto particu-
lar.

Keddy em 1989 abordou a competicao e, definiu que existe competicdo en-
tre organismos sempre que um deles exerca um efeito negativo sobre outro,
quer consumindo quer controlando o acesso a um recurso cuja disponibili-
dade é limitada. Observe que para existéncia de competicdo é necessario que
pelo menos um recurso seja limitado. Pode suceder que duas espécies po-
tencialmente competidoras estejam tdo restritas por outros fatores (por exem-
plo, mortalidade por predagdo) que nunca se tornem abundantes ao ponto de
poder considerar-se que existem um recurso limitado para elas. Nestes casos
podera ndo haver qualquer efeito negativo destas espécies entre si. Portanto,
em termos absolutos, qualquer recurso é sempre restrito e, por isso, podem-se
esperar que em muitos casos haja recursos que obriguem espécies a competir.

Existe um critério de classificagdo de tipos de competigdo, utilizado pela
maioria dos ecologistas. Neste critério, a classificac¢do é feita quanto ao tipo de
entidades que competem. A competicdo diz-se intraespecifica se ocorre entre
individuos da mesma espécie e diz-se interespecifica se ocorre entre individuos
de espécies diferentes. Seguem-se alguns exemplos.

O caso mais 6bvio (e mais investigado) de competigdo é a competicdo in-
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terespecifica, isto é aquele em que populagdes de duas espécies (diga-se A e B)
competem. Observe que neste caso raramente o efeito de A sobre B é igual ao
efeito de B sobre A.

Na natureza, contudo, uma populagédo é afetada por muitas populacdes (de
espécies diferentes) que partilham os mesmos recursos. Introduziu-se o termo
competicdo difusa, para designar o efeito cumulativo destes competidores so-
bre a populagdo de interesse. Pressupde-se, neste caso, que nenhum competi-

dor particular tem um efeito claramente predominante sobre a populagéo.

2.3 Modelos Lotka-Volterra de Competicao

A maioria dos estudos teéricos de interagdes populacionais foi formulada
em termos de tempo continuo, usando equagdes diferenciais. A principal razdo
é amaior simplicidade matemdtica permitida pelas equagdes diferenciais. Nesta
secdo comecando com o mecanismo de competicdo mais simples que tem um
tratamento matematico: a competigdo puramente consumista com utilizagao
coletivista do espago. Se duas ou mais espécies partilham (um ou mais) recur-
sos num espago coletivo e estdo limitadas por esses recursos, entdo prejudicam-
se mutuamente pela simples razdo de que uma unidade de recurso consum-
ida pela espécie 1 ndo pode ser usada pela espécie 2. Um par de espécies
pode, portanto, entrar em competi¢do consumista mesmo em situagdes em
que os individuos de uma ndo se apercebam da existéncia dos individuos
da outra. A primeira e mais simples formula¢do matemaética da competicdo
contempla o consumismo puro e foi desenvolvida, independentemente, por
biofisico americano Alfred James Lotka (1880-1949) e o matematico Italiano
Vito Volterra(1860-1940) no ano de 1920.

O modelo tradicional de competicdo é uma extensdo natural do modelo
logistico de crescimento continuo. Neste modelo, a contribuicdo por individuo

para a variagdo instantanea da densidade populacional (%) é uma fungdo
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decrescente da prépria densidade. Representando por Nj a densidade popu-

lacional e obtemos,

le - r
Nldt =Tr— ENl (21)

Observamos na equacdo (2.1), a constante ¢ mede a competigao intraespeci-
fica.

Se existe uma segunda espécie, com densidade populacional N, que com-
pete com a primeira, a taxa de crescimento per capita da primeira é diminuida
de uma quantidade adicional, devido a presenca da segunda espécie. Portanto
temos,

le 1

r
- — — —N+—Ci»N>—. 22
N1 T 1 Kl 1 124N2 Kl ( )

Na equagéo (2.2) as primeiras duas parcelas do segundo membro sdo idén-
ticas a equacao logistica (2.1), a tinica diferenga reside num indice introduzido
que permite identificar a densidade e os pardmetros da espécie N;. Apenas
a terceira parcela é nova. Esta parcela inclui um parametro novo, Cip, que se
designa por coeficiente de competicdo e representa, neste caso, o efeito de um
individuo da espécie Nj sobre um individuo da espécie Nj. Note-se trés coisas
importantes desta forma de representar a competigao:

(i) Na simbologia utilizada para representar coeficientes de interacdo en-
tre espécies (neste caso competicdo) convenciona-se colocar a identificagdo da
espécie que recebe o efeito "do lado de dentro"em subscrito. A identificagdo
da espécie que causa o efeito (neste caso a espécie N;) coloca-se do "lado de
fora"em subscrito. Assim, C;; € o "efeito de j sobre i".

(ii) A constante 12—11 estd presente na parcela que representa diminuicdo do
crescimento em conseqiiéncia da competicdo. Assim sendo, Cj, representa a
forca da competigdo interespecifica com a espécie Ny, relativamente a forca da
competicdo intraespecifica dentro da espécie Nj. Note-se que se C1p = 1, entdo
o efeito da presenca de um individuo da espécie N; sobre a taxa de crescimento
da espécie Nj, é exatamente igual ao efeito da presenca de um individuo da
propria espécie Nj isto é a competigdo interespecifica é tdo forte quanto a com-

petigdo intraespecifica. Contudo, se C1» < 1, a competicdo interespecifica tem
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menos efeito negativo sobre o crescimento da espécie N; que a competicdo
intraespecifica. Se Cip > 1, a competicdo interespecifica é mais forte que a
intraespecifica.

(iii) O coeficiente de competicdo mede o efeito per capita (i.e. por indivi-
duo) dos individuos da espécie N, sobre os da espécie Nj, relativamente ao
efeito per capita dentro da propria espécie N; (medido por %). Notemos que
o produto de Cj, pela densidade da espécie N, mede o efeito total da espécie

N, sobre o crescimento por individuo da espécie Nj.

A representacdo matemdtica da competicdo entre as duas espécies, devera
ter em conta ndo apenas o que sucede ao crescimento da espécie N (2.2) mas,
simultaneamente, o que sucede ao crescimento da espécie Np. Assim, pode-se
escrever uma equagdo equivalente a (2.2) para a espécie N, dando origem a

um sistema de duas equagdes diferenciais:

le r
—— = — (K1 = N1 —C;oNp) N 2.3
dt Kl( 1 1 12 2) 1 ( )
sz_T’z

— = == (Ky — Ny, — N7) N>.
T Kz(z » — CiN1) Ny

Estas equagdes sdo nomeadas por equagdes Lotka-Volterra de competigdo. Rela-
cionam a taxa de crescimento de cada populagdo com a densidade de ambas e
é 6bvio que, quando Cip = Cp; = 0, ambas as populagdes crescem de acordo
com o modelo logistico.

Observamos que as equagdes (2.3) sdo facilmente estendidas a uma situ-
acdo em que exista um namero qualquer, 11, de espécies em competicdo. Repre-
sentando por N; a densidade da espéciei (i = 1,2,3, ..., 1) a equacdo generali-

zada de Lotka-Volterra para qualquer espécie i escreve-se:

dNi ¥ .
T, = K <kl — Ni — Zl;é]cl]N]> Ni onde i = 1; 2,...,7’1
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2.4 Analise Grafica do Sistema de Competicao Lotk-

Volterra.

O principal objetivo do estudo das equagdes de Lotka-Volterra é estabelecer
o que determina se duas espécies podem coexistir e, se ndo podem, qual delas
eliminara a outra sendo os tnicos parametros das equagdes, os s e os K's e
os coeficientes de competicdo. A solugdo a obter serd dada em termos destes
parametros.

Inicialmente analisamos as equagdes (2.3) por meio de um método grafico.
Se bem que esta forma de andlise ndo seja extensivel a trés ou mais populagdes
competidoras, a andlise gréfica é simples e intuitiva.

Considere-se um gréfico que tenha a densidade da espécie N; em abcissas
e a da N, em ordenadas. Cada ponto neste gréfico representa, em simultaneo,
a densidade populacional das duas espécies. Considere-se agora a equagdo
(2.3) da espécie N;. A populacdo péra de crescer (% =0ou % = O> nas
situagOes triviais em que N; = 0 ou 71 = 0, e em todo um conjunto de valores

de Nj e de N; que anula o termo dentro do paréntesis.

Isto é, quando
Ki — Ny —CipNp =0= Ny =K; —CpN, (24)

Ky — Np —CyiN; = 0= N = Ky — Cy1 Ng.

O lugar geométrico dos equilibrios ndo triviais é uma reta no plano N; vs Np
de inclinacdo negativa, que corta as ordenadas em é‘—llz e as abscissas em K;j
(Figura. 2.1).

Um espaco euclidiano, como nas Figuras 2.2 e 2.3 cujos eixos sdo as varia-
veis dependentes do sistema de equagdes (2.3) e (2.4) designa-se por plano de
fase do referido sistema. Cada ponto neste espago corresponde a um possivel
estado do sistema. Se, com o passar do tempo, as densidades populacionais
forem mudando, esse ponto desloca-se no plano de fase, tragando uma tra-

jetéria do sistema formado por Nj e N,. Como as densidades populacionais
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nunca podem ser negativas, o espaco de fase neste exemplo estd definido ape-
nas no quadrante em que os dois eixos sdo positivos. Uma linha (reta ou ndo)
no espaco de fase, sobre a qual a taxa de variagdo de uma das varidveis (por

exemplo, Np) seja nula (d% = 0), designa-se por nulidade dessa varidvel.

N,

KiCo | —

—_—

Figura 2.1: Segmento de reta ao longo do qual dd—l;] = 0. Esta reta é anulidade da
varidvel N. As setas indicam o sentido de deslocamento de N nas duas regides

do plano definido pela nulidade.

A nulidade de N; divide o espaco em duas zonas (Figura 2.1). Acima da
nulidade, a taxa de crescimento da espécie N € positiva, e abaixo desta reta é
negativa. De fato, considere-se o caso em que N, = 0, (abaixo da nulidade).
Sendo N; < Kj e, portanto, a taxa de crescimento da espécie N; € positiva, ja
que N tende para K na auséncia de outra espécie. A medida que N, cresce, a
taxa de crescimento da espécie Nj abaixo da nulidade continua a ser positiva,
simplesmente o seu K; decresce, devido a competicdo com a espécie 2. Por
uma razdo andloga a taxa de crescimento da espécie N; é negativa acima da
nulidade.

Analogamente na equagdo (2.4) da espécie N, temos que a nulidade (2.4)
pode ser representada em espaco de fase, como uma reta com inclinacdo neg-
ativa, que corta as ordenadas em Kj e as abscissas em 5—221 Existem, eviden-
temente, quatro formas diferentes de posicionar, relativamente uma a outra,
duas retas com inclinagdo negativa num plano euclidiano (Figura 2.2). Tudo

depende de as retas se intersectarem, ou ndo, e, em qualquer dos casos, de
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qual delas corta o eixo das ordenadas (ou das abscissas) mais perto da origem.
Quando as nulidades nédo se cruzam (Figuras 2.2,1 e 2.2,2), ficam definidas trés
regides no espago de fase. Quando as nulidades se cruzam (Figuras 2.3,3 e
2.3,4), ficam definidas quatro regides.

As setas pequenas indicam as dire¢des de deslocacdo da espécie N; , N e
a resultante pelas duas espécies em cada regido do plano de fase. Na Figura
2.2,1 equilibrio s6 é possivel com extingdo da espécie N,. E na Figura 2.2,2
equilibrio s6 possivel com extin¢do da espécie N, enquanto na 2.3, 3 existe um
ponto de equilibrio estavel: Coexisténcia possivel e na 2.3, 4 existe um ponto
de equilibrio instavel: Competigdo contingente.

Qual dos quatro casos (das Figuras 2.2 e 2.3) ocorre, em cada situacado par-
ticular de duas especies em competicdo, é algo que depende inteiramente do
valor relativo das intercessdes das nulidades nos eixos coordenados.

Assim, as condigdes para que se verifiquem cada um dos casos (das Figuras

2.2 € 2.3) sdo as seguintes:

K

X 2 1
Casol: Ki> 5y, Ko < =555
K K
Caso2: Ko > enly Ki < onimg (2.5)
K K '
Caso3: Ky <enhy Ki <o
K K
Casod: Kp > Tllz\lz’ Ki < ‘CN22N1
N N
2 1 ? 2
2 /C 2 - A
N TANS
K,/Cy, K, Nl K Ka/Cu Nl

Figura 2.2: O grafico 1, N, extingue-se. O grafico 2, Nj extingue-se.

Em seguida veremos analise de cada um dos casos.
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N, 3 N, 4
K,/Cp K.
=N A e, LN A
A Y o
K, KyCo N, K,/Cu K, N,

Figura 2.3: No grafico 3, N; e N, tendem para o ponto equilibrio e coexistem.

O grafico 4 N1 ou N, é eliminada.

2.4.1 Os equilibrios triviais

Consideramos a figura 2.2,1 onde possui trés zonas no plano de fase, um ponto
abaixo das nulidades de N; e N, tem a taxa de crescimento das duas espé-
cies positiva, A resultante da deslocacdo das duas espécies indica a diregdo de
deslocacdo do sistema de duas espécies, como podemos ver na figura 2.2,1 a
deslocac¢do da densidade populacional das duas espécies na dire¢do das suas
nulidades e a for¢a de resultante. Onde esta resultado indica a dire¢do do
sistema de duas espécies. Assim se o sistema encontrar situa¢des abaixo das
duas nulidades, com o passar do tempo tenderd a deslocar-se em direcgdo a
nulidade da espécie N, (o que sucede na zona acima das duas nulidades é o
oposto, mas tem conseqiiéncias idénticas).

Portanto ap6s um tempo todos os pontos ai estdo abaixo da nulidade da
espécie N (crescimento na espécie Nj) e acima da nulidade da espécie N, (de-
crescimento na espécie N,). Portanto, o sistema tem um equilibrio trivial (N
= Kj, N = 0) para o qual tende quaisquer que sejam as condigdes iniciais
(desde, evidentemente, que N; > 0 no inicio): a espécia Nj elimina a espécia
N».

O caso 2 esta representado na Figura.2.2,2. Seguindo raciocinio idéntico ao
anterior, concluimos que qualquer ponto fora da zona entre as nulidades tende
igualmente para o interior dessa zona. Uma vez ai, N; diminui até a extingao,
enquanto a espécie N, aumenta até K. O sistema tende para o equilibrio trivial

(N2 = K3, N1 = 0). Neste caso foi a espécie N, que eliminou a espécie Nj.
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2.4.2 Equilibrio ndo-trivial: com coexisténcia e sem coexistén-

cia

Nos casos 3 e 4, representado nas Figuras 2.2, 3 e 2.2, 4, as duas nulidade intersectam-
se, dando origem a 4 zonas no espago de fase. Tal como anteriormente, a
posicdo das setas nas Figuras. 2.3.3 e 2.3.4 indica o sentido de deslocagdo das

dencidades populacionais em cada uma das zonas do espago de fase.

Consideramos o caso 3. Como as setas indicam existe um ponto de equi-
librio globalmente estavel, esse ponto encontra-se na intercessdo das duas nul-
idades e atrai todas as trajetérias do sistema. Este resultado significa que no
caso 3 é possivel a coexisténcia entre as duas espécies, as suas densidades de
equilibrio, na presenca uma da outra, sdo dadas pelas coordenadas do ponto

de intercessdo das nulidade onde sdo

NF — K1 — C12K3

Ky — C1Kq
=— "2 < eN;=
11— CpCy

27 1-CpCy’

isto recorre pelo sistema escrito pelas equagdes (2.5).

O caso 4 (Figura 2.3,4). Recorde-se que o sistema acaba sempre por entrar
numa das duas zonas entre nulidades, com extingdo, da espécie N ou da es-
pécie N;. A spécie que se extingue depende da zona entre nulidade em que o
sistema entra, o que, por sua vez, depende das abundancias iniciais das espé-

cies. A coexisténcia ndo é possivel.

Yodzis (1989) designa este tipo de competicdo por competi¢do contingente,
na medida em que o destino final do sistema é contingente as condi¢des iniciais

do sistema [2].

Observe alguns exemplos numéricos para sistema de competigdo (2.3) onde

envolve os quatro casos (2.6) .



30 CarfTuLo 2 MODELO DE INTERACAO DAS POPULACOES

E, =225 ,C, =0.53,r = 0.9
K, =610 ,C, =1.37 ,», =0.5

Figura 2.4: Alguns exemplos numéricos onde envolvem os quatro casos de

competicao.
2.5 Modelos de Predator-Presa: Sistemas de Lotka—

Volterra

Alfred James Lotka e Vilto Volterra de forma independente propuseram um
mesmo modelo, denominado Lotka-Volterra, para explicar as intera¢des entre
populagdes de presas e predadores. As equagdes de Lotka-Volterra retratam
um sistema presa-predador de duas espécies onde uma espécie, o predador,
determina a abundancia da outra, a presa.

Como exemplo podemos citar a interacdo entre raposas e coelhos, joanin-
has e pulgdes, tubardes e peixes, linces e lebres, e etc.

Devido a interacdo entre as espécies, basicamente podem ocorrer trés situ-
acoes:

1. coexisténcia de presas e predadores;

2. presas sdo extintas e em conseqiiéncia predadores também.

3. apenas predadores sdo extintas.

E importante lembrar que um modelo que contempla a interagdo de apenas
duas espécies ndo é capaz de descrever completamente as relagdes que existem
em um ecossistema. No entanto o entendimento de modelos mais simples é o

passo inicial para a compreensdo de outros mais complicados.
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Se denotarmos por N(T) e P(T) as populagdes, respectivamente da presa

e do predador em momento T entdo o modelo de Lotka- Volterra é:

dN
dP

onde 4, b, c e d sdo constantes positivas, a e d sdo respectivamente a taxa de
crescimento da presa e a taxa de mortalidade do predador, b e ¢ sdo medidas
dos efeitos da interacdo entre as duas espécies.

As suposi¢des no modelo Lotka—Volterra sado:

I) A presa na auséncia de qualquer depredacao cresce a uma taxa propor-
cional a populagdo presente, isto é o um termo aN em (2.7).

IT) Os nimeros de encontros do predador com a presa é proporcional ao
produto das respectivas populac¢des, cada encontro tende a promover o
crescimento do predador e inibir o crescimento da presa. Assim a taxa
de crescimento do predador é acrescida por parcela cNP em (2.7),
enquanto a taxa de crescimento da presa é diminuida por uma parcela
—bPN.

IIT) Na auséncia de qualquer presa para alimentar o predador, a taxa de
mortalidade do predador resulta em decadéncia exponencial a sua pop
ulacdo atual, assim se N = 0, ‘;—f =—Pd,d > 0.

Note que as equagdes Lotka-Volterra formam um sistema néo linear.

Obtendo o modelo, a préxima etapa é extrair informagdes dele. Uma maneira

6bvia de fazé-lo seria resolver as equacdes diferenciais encontrando N(T) e
P(T), através de uma solugdo numérica, por exemplo. entretanto, é possivel
conseguir informagdo sobre o comportamento das solu¢des de forma analitica
sem necessariamente resolver as equagdes o que constitui uma boa abordagem
inicial para o problema, pois ndo existe uma abordagem tnica e sistematizada
para resolver equagdes ndo lineares (diferentemente de equagdes lineares).

Portanto na anélise do modelo de Lotka—Volterra nés adimencionalisamos

sistema, com as seguintes mudangcas de varidveis,
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u(t) = , v (t) = ,t=aT e oczg. (2.7)

obtemos:

o que ap0s as simplificagdes obtemos:

du
i u(l—o).

Analogamente para equagdo do predador no sistema (2.7)

dp
ﬁ = P(CN—d),

temos:

bdt'dT b

onde apds simplifica¢des e divisdo por d obtemos,

ado dt  av(t) (cd_u_d>

c

dv

E—(w(u—l).

Portanto o sistema (2.7) serd escrito como

du
do
5 = (u—1),

dv v(u—1)
du = u(l1-0)

|
2

(2.9)

Logo temos pontos singulares u = v = 0 e u = v = 1. Integrando a equacao

(2.10) temos solugdes periddicas,

au+v—Inuv = H. (2.10)
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De fato a equagéo (2.10) pode ser escrita da forma

a(u—1)du N (v—1)dv
u v

=0,
onde possui a seguinte integral,
a(u—Inu)+v—Inv=H (2.11)

que pode ser escrita como (2.11) .

Observe que H é constante, determinado pelos condig¢bes iniciais u (0),
v(0)eu(l),v(l)ecasou = v = 1temos Hyin = 1 +a.Se H > 1+« as
trajetorias (2.11) no plano de fase sdo fechadas como ilustra em Figura 2.5.a.

Uma trajetéria fechada no plano de fase u , v implica solugdes periddicas
em f para u e v em (2.9). As condi¢des iniciais, #(0) e v(0), determinam a
constante H em (2.12) e conseqiientemente a trajetria no plano de fase na
Figura 2.5.a. Solugdes periddicas de u (t) e v (t) sdo mostrados na Figura 2.5.b.

De fato examinamos inicialmente as solugdes do sistema (2.9) nas vizi-

nhancas da origem, pelos autovalores da matriz jacobiana. Considerando

fuwv)=u(l—v)eg(uv)=av(u—1)

temos,
of of
] _ 3% oo _ (1 — 'U) —Uu
0 0
ﬁ a—§ %) a(u—1)

Portanto no ponto critico (0,0) temos

](0/0) = = A,
0 —«a

a qual possui polindmio caracteristico,

1—A
|A— Al = =0,
0 —x—A

e os autovalores como:

AM=1leA) = —a.
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Como um dos autovalores A; é positivo e o outro, Ay, negativo, o ponto critico
(0,0) é um ponto da sela inestavel.
Vamos agora considerar o ponto critico (u,v) = (1,1). Neste caso temos a

matriz A como:

A= , (2.12)
a O

que, aqual possui polindmio caracteristico,
A
|A— Al = =0,

e os autovalores como:

M =ivael, = —iva.
Portanto o ponto critico (u,v) = (1,1) é Centro estavel, pois auto valores sdo
imagindarios puros, e as solugdes sdo da forma,

= [V 4 MoV

y () ’

onde I e M sdo autovetores, portanto as solu¢des na vizinhanga u = v = 1 sdo
periddicas com periodo \2/—% considerando (2.8) temos periodo T = 27 (%)% ,
observamos que este periodo de oscilag¢do é independente das condigdes inici-
ais.

Foram observadas na natureza variagdes ciclicas de populagdes de predador
e de presa previstas pelas equagdes (2.7). Com base nos registros da Hudson
Bay Company, do Canad4, as populagdes de linces e de lebres (lebres amere-
canos), indicadas pelo ntiimero de peles recolhidas durante periodo de (1845-
1935), mostram variagdes periddicas nitidas, com periodo de nove a dez anos.
Os picos de abundéncia sdo seguidos por declinios muito rapidos, e os picos
de abundéncia de linces e de lebres estdo fora de fase, com o das lebres prece-

dendo ao dos linces por um ano ou mais.
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O modelo de Lotka-Volterra para problema do predador e presa revelou
uma variagdo ciclica que poderia, talvez, ser antecipada. Por outro lado, a uti-
lizagdo do modelo Lotka-Volterra em outras situagdes pode levar a conclusdes
que ndo sdo intuitivamente evidente.

Uma critica as equacdes de Lotka-Volterra é a de que na auséncia de predador
a populagdo da presa cresce além de qualquer limite. Este fato pode ser cor-
rigido introduzindo um efeito de inibi¢do natural que uma populagdo muito

grande teria sobre a taxa de crescimento da populagao.

Figura 2.5: (a) Trajetorias do plano de fase (u, v) para (2.11) com vérios valores
de H, para o sistema de Lotka—Volterra, com a = 3.(b) Solucdes periddicas do

sistema Lotka-Volterra.

2.6 Modelo Realistico de Peredador e Presa

O modelo Lotka-Volterra ndo é realistico embora sugere interagdo entre

predador simples pode obter resultados periédicos nas populagdes. De fato
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quando a populacdo de presas aumenta isto estimula crescimento da popu-
lagdo de predadores. E quando os predadores consomem mais presas essa
populacdo comega reduzir, e com menos comida ao redor do predador a pop-
ulagdo de predadores diminui. Este acontecimento permite o crescimento da
presa, e o ciclo inteiro recomeg¢a novamente, onde dependendo do sistema de-
talhado tais oscilagdes crescem ou se decrescem ou tendem a uma oscilagao de
limite ciclico estdvel. (uma solugdo de limite ciclico é uma trajetéria fechada,
no espaco de Predador-Preso, que ndo é de uma familia continua de trajetérias
fechadas, como as solugdes do modelo de Lotka-Volterra ilustrado em figura
(3.1). Mas é uma trajetéria que qualquer perturbacdo pequena, a distancia
entre as trajetOrias se tende para zero).Um exemplo esquemdtico de uma tra-
jetéria com limite ciclico é em um predador (P) de duas espécies e presa (N) .

Uma das suposig¢des irreais nos modelos de Lotka-Volterra (2.7) é que o

crescimento de presa é ilimitado na auséncia de predadagao. Nesta forma nés

escrevemos este modelo onde este crescimento é mais realista;

‘;—Ij = NF (N, P) (2.13)
dpP
— =PG(N,P),

onde as fungdes de F e G dependem da interagdo entre as espécies. Como
primeiro passo nés poderiamos esperar que a presa tivesse um crescimento
logistico na auséncia de qualquer predador ou alguma dindmica de cresci-
mento semelhante, que tem algum ponto méximo de reprodutividade. Com

esta condi¢ao nds temos;

‘;_Ij = NF(N,P) com F(N,P)=r <1 - %) — PR(N).

Onde R (N) é um termo de predacdo e K é constante (capacidade de suporte
para presa quando P = 0).

Alguns exemplos de termo de predagdo NR (N) estdo sendo mostrados nos
proximos capitulos. A equagdo do predador no sistema Lotka-Volterra tam-

bém pode ser mais realistica. De fato, podemos escrever (modelo de Leslie);

G(N,P) =K (1 - %) ou G(N,P) = —d +eR (N), (2.14)
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onde K , h , d e e sdo constantes positivas e R (N) termo de predagdo. A
primeira equagdo do (2.15) nos diz que a capacidade de predador é direta-
mente proporcional a densidade de presa.

Os modelos como estes sdo exemplos de muitos que foi propostos e estu-
dados, eles sdo mais realista que o modelo cléssico de Lotka-Volterra.

Todo estudo ao longo desta segdo sobre sistema presa-predador leva em
conta equagdes nas quais a interagdo entre as espécies considerada como acon-
tecendo em uma mesma regido do espaco. Este tipo de modelo, dito sem estru-
tura espacial, trata de populagdo de toda uma regido, e que sabe-se ser extensa
espacialmente, como uma entidade tinica, desprezando as variagdes locais das
populagdes. Isto seria equivalente a supor que as populagdes se distribuem
homogeneamente no espago. Assim, ja que na natureza observa-se a ocorrén-
cia de populagdes distribuidas heterogeneamente nos seus habitantes, estes
modelos deixam de lado esta questdo importante:

Qual é a influéncia desta heterogeneidade sobre a dindmica das populagdes?

Nos préoximos capitulos nos desejamos modelar a dinamica de um sistema
predador-presa de um determinado ambiente, sendo que é importante con-
hecer, além da dindmica temporal, a dindmica espacial das populag¢des tam-
bém.

Uma maneira de abordar este problema seria dividir o ambiente em diver-
sas regides e adotar modelo local para cada regido. Quando maior nimero de
divisdes maior seria a precisdo do modelo. Para alcancar a precisdo maxima
terfamos que supor o tamanho de cada regido como sendo uma infinitesimal
de espago, por conseqiiéncia o modelo resultante seria de natureza continua
em relacdo do espaco.

Note que o modelo (2.13) ndo contempla a migra¢do de individos. Para
acrescentar isto a modelagem, serd considerado que o movimento dos indivi-
dos ocorre da forma aleatéria, o que corresponde a considerar que as densi-

dades populacionais obedecem a equagdes de difusao.
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Capitulo 3

EQUACOES DE REACAO
DIFUSAO

Resumo do capitulo:
Neste capitulo faremos um estudo sobre equagdes reagdo de difusdo,
deduzindo uma férmula matematica em relacdo a densidade das particulas no

espaco unidimensional e tridimensional.

3.1 Introducao

Em conjunto dos individos (como bactérias, células, produtos quimicos,
animais e etc.) cada particula tem movimento, onde estes movimentos ndo
sdo regulares, por exemplo no caso de células. Quando estes movimentos mi-
croscopicos irregulares juntam obtemos um grande movimento regular que
chamaremos de processo de difuséo.

E claro que existe alguma influéncia do meio ambiente no movimento regu-
lar das particulas, que ndo pode ser dito simplesmente difusdo. Analisaremos
o comportamento microscopico para obtengdo do modelo de equagdo global
em termo de densidade de particula ou concentracéo.

N6s mostramos a probabilidade de movimento em uma particula a um de-

terminado modelo. Para simplificar consideremos inicialmente s6 com espago

39
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unidimencional, generalizagdo de dimensao superior é analogamente simples.

3.2 Simples Excursao Aleatério e Derivada de Equacao

de Difusdo

Suponhamos que uma particula movimenta para frente e para atrds, fix-
amos um deslocamento (Ax) em determinado tempo(At), existem duas prob-
abilidades, a particula pode parar do lado direito ou esquerdo do ponto inicial.

Se ponto inicial de movimento seja origem ap6ds n.At tempo a particula
pode se localizado em —nAx ou nAx.

Portanto se nés liberamos muitas particulas na posi¢do x = 0 a probabil-
idade de encontrar uma delas em posigdo x = nAx apds n etapas é muito
pouco comparando com pontos mais préximos de x = 0, nds queremos a prob-

abilidade de encontrar uma particula na posi¢do m apds tempo n (p(m,n))

onde x = mAx et = nAt. Portanto temos m = a—b , n = a+ b logo
a=""b=n—a.

O ntimero de possibilidade de caminhos para uma particula chegar ao
ponto x = mAx é
n! n!

— _ n
ald!  a'(n—a) Ca.

isto é o total posibilidade de uma particula chegar no ponto n ap6s a etapas

de deslocamento onde C] é coeficiente de binomial,

n

(x,y)" = Zng”*”y”. (3.1)
a=0

Por exemplo um dos caminhos para que uma particula localizada no ponto
x = 0 chegar em ponto x = —2 apdés n = 8 etapas de deslocamentos é

mostrada na Figura 3.1 onde neste caso temosm =a—b = —2en =a+b = 3§,
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Figura 3.1: Nocasoa =3 eb = 5.

Total possibilidade em n-esima etapa é 2" logo temos:

n!

_ possibilidade, favoritas  ai(n—ay n! _n+m
Plm,n) = total, possibilidade 2" 2"gl(n —a)! onde a =
(3.2)
Sen =mtemosa = =neb = 0 entdo,
n! 1\"
p(mn)=—r—s (n—a)] (5) , (3.3)
portanto;
n
Y, plmn)=1, (3.4)
m=—n
de fato:
1 1 1\"" /1\* 1 1\"
_ O ) =(z2+=2) =
Zron=xelz) (3 =(Gra) =

Agora se n for suficiente grande entdo n 4 m e n — m sdo grandes também,

entdo temos esta aproximacao,

NI—

n!' ~ (2nn)2n"e”" quando n — oo. (3.5)

Obs:considerando a fungdo Gama (I') que esta definido como:

I'(n+1) = /0 e~'t"dt = n!,

onde pode ser considerado como uma generalizagdo da funcdo fatorial.
Observe que quando n — oo obtemos aproximagdo (3.6) .

Usando as equacdes (3.3) e (3.5) obtemos,

7 .2
p(m,n) ~ [—] eXp{ 272 } (3.6)



42 CariTuLo 3 EQUACOES DE REACAO DIFUSAO

comm>>1len>> 1

Se n6s consideramos m — oo, n — oo, entdo Ax — 0, At — 0 quando x e ¢
sdo limitados, entdo isto ndo é adequado para ter p (m, n) pois para m — oo,
n — oo a probabilidade mostra zero. Por isto consideramos u = 7k logo u2Ax
é probabilidade de encontrar uma particula no intervalo (x, x + Ax) em tempo

t, portanto sabendo que m = & e n = %; na equacéo (3.7) obtemos:

1 2
t 2 -
P (az a1) -~ 2 exp A
2Ax 27t Ax 202Ax |’

ou seja,
AV R B 7Y
2t (ax2) | P | 21(ax)2
portanto,
P (a5 a1) At ]2 —x2At
~ ——| - 3.7
2Ax 27tt(Ax?) P 2t(Ax)? 37)
it
Se assumimos que limp(éz—'x“) =D # 0quando Ax — 0e At — O a

equagdo anterior nos obtemos,

o P (35 ar) 1 2 —x*
u(x,t) =1lim oAy 10l P |15 | (3.8)

onde D é chamado de coeficiente difusdo ou difusivilidade de particula com

(comprimento)?

unidade de fempo

, e medida de D varia com particula espalhar com
auto ou baixo de densidade. Por exemplo as moléculas de Hemoglobina de
sangue tem difusivilidade de ordem10_7% e oxigeno no sangue tem ordem
10752,

Portanto, se consideramos ¢ (x, t) como concentragdo de particula entdo a

difusdo instavel (]) é dado por;

d
= —Dé. (3.9)

: ‘x4 5~ O [X1 _
Agora para generalizar se regido é xg < x < x1 entdo: & | %, € (x,t)dx =

J (x0,t) — J (x1 — t) se x1 = x9 — Ax tomando Ax — 0 e sabendo a igualdade
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(3.10) nos temos equagao difusdo classica em espago unidimensional,

3
%__ﬂ_a@i) _pdk (3.10)
ot  oJ9x  Jdx ox% ’

Se nos liberamos uma quantidade N de particula em posi¢do x = 0 em
t = 0isto é c(x,0) = NO(x) onde 9 (x) é funcdo Delta, entdo a solugdo da
equacdo diferencial (3.11) é:
N 52

c(x,t) = ——e®7, t >0 (3.11)
2 (ntDt)2

Portanto a probabilidade de que uma particula em x = 0 e t = 0 desloca
x em t tempo onde em t — At a particula esteja em x — Ax ou x + Ax. Con-
siderando « e B como probabilidade de particula se mover para direita ou es-

querda, é:
p(x,t) =ap(x—Ax, t —At) + Bp (x — Ax, t — At), (3.12)

onde w + B =1, o caso estas probabilidades sejam iguais (x = f = 1) temos,

ap [ (Ax)*]| Pp (A Pp
9~ | oar | 9x2 + 5 ) 92 + ..., (3.13)
Se Ax — 0e At — o lim (%22 = D logo temos,
dp  p

se total niimero de particulas sdo N entdo a concentracdo das particulas é,

c(x,t) = N.P(x,t), (3.15)
de fato
ac 0%c
5 =Di (3.16)
de (3.16) e (3.17) obtemos
% _p. (3.17)

ot
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Figura 3.2: Distribuicdo de concentracdo de particula para N particulas

lancadoem x = 0 a t = 0, e difusdo de acordo com equagdo de difusdo 3.12
3.3 Equacao de Reacao Difusao

Considere agora a difusdo no espago tridimencional e seja S um subespaco

com volume V .

o [ ctnax== [ jas+ [ fao, (3.18)

com | fluxo de material, e f fonte material onde pode ser em relagdoc, x e t.
Aplicando o teorema da superficie integral, e assumindo que ¢ (x, f) é continua
obtemos,

d 0
/v [a—i—i—V]—f(c,x,t)} do=0= a—iJrV]—f(C,X,t) =0, (3.19)

desde que volume (V) é arbitrario integral deve ser zero e equacdo de conser-

vagao para ¢ €;
dc

5+ V] =f(cxt). (3.20)
Esta equacdo generaliza forma geral de fluxo | tanto para difusdo como para
outro processo. Como | = —DVc entdo temos,

oc

5% f+V(DVc), (3.21)

onde D é fungdo em relacdo de x e ¢, e f funcdo de ¢, x e t. O termo de fonte

f em um contexto ecolégico poderia representar o nascimento, e ¢ densidade
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de populagdo, portanto no crescimento logistico de populac¢do (1.3) onde r é a
taxa de reproducdo linear e k a capacidade de suporte, nos resulta,

%—f =r.N (1 — %) + DV?N, (3.22)
conhecido como a equagdo de Fisher-Kolmogroff analisado detalhadamente
no capitulo 4.

Exisre uma generalizacdo da equagdo (3.22) onde existe varias espécies ou
substancias quimicas interagindo . Temos um vetor u; (x,f) comi = 1,2,...,m
de densidade ou concentra¢des com seu préprio coeficiente de difusdo D;, in-

teragindo de acordo com f, portanto a equagdo (3.22) se torna como,

aa—btl:erV(DVu).

Nos préximos capitulos usamos termo de difusdo nos modelos apresenta-

dos para que sejam mais realisticos.
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Capitulo 4

ONDAS VIAJANTES

Resumo do capitulo:

Neste capitulo estudaremos a mudanca da densidade de uma popu-
lagdo de uma espécie em longo tempo em uma equacado de reacdo difusdo, e
definimos as ondas viajantes, onde nos mostra a mudanca da dencidade apos
longo tempo. E apresentamos um modelo matematico que pode representar
estas ondas e a importancia deles na analise de existéncia da espécie, também

serdo estudados o modelo de Fisher-Kolmogorov no caso local e ndo local.

4.1 Introducao

Nesta parte, estamos interessados nas rela¢des entre os pontos criticos e os
comportamentos das trajetérias no plano de fase na dinamica da populagéo.
Para isto consideramos a equacdo de reacdo de difusdo no espaco de unidi-

mensional,

ou 0u

— =f(u)+D—,

ot fw) dx2
onde u é concentracgdo de espécie, f (1) representa as cinéticas e D é coeficiente
de difusdo (neste caso constante). Neste capitulo definimos ondas viajantes
como uma onda que viaja sem mudanca de forma. Assim se u(x, t) representa

uma onda viajante, entdo a forma da solugao serd o mesmo em todo tempo e a

47
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velocidade de propagacdo desta onda é uma constante, que denotamos por c.

O modelo matemdtico que podemos apresentar para esta onda é:
u(x,t)=U(x—ct)=U(z) com z=x—ct (4.1)

entdo u (x,t) é onda viajante, onde move com velocidade constante ¢ na di-
recdo de x positivo. Observe que se x — ct é constante, entdo u também sera
constante onde mostra a coordenada de movimento do sistema com veloci-
dade c. Quando c estd na direcdo de x negativo, entdo temos U (x +ctf). A
varidvel dependente z é chamada de varidvel de onda. Quando nés procu-
ramos solu¢des de ondas viajantes numa equagdo em x e t na forma (4.1), nés

temos

ou du ou du

o~ dz Cox dz
Observe que as equagdes parciais em x e t, tornam-se como equagdes diferen-
ciais ordindrias em z, e por outro lado u (z) deve ser sempre positiva pois o
caso realistico sob ponto de visto ecolégica (u (z) representa densidades como
substancias quimicas, populagdes, bactérias,...).

Embora a maioria dos modelos realistas de interesse biol6gico envolve mais
de uma dimensdo espacial e mais de uma varidvel dependente, nés por sim-
plicidade, consideramos o modelo de Fisher-Kolmogorov numa dimenséao es-
pacial e analisamos a existéncia de ondas viajantes entre os pontos de criticos

deste modelo.

4.2 Equacao e propagacao das solu¢oes de ondas via-

jantes no modelo Fisher-Kolmogorov

Considere o caso clédssico de equacdo de difusdo sugerido por Fisher em

1937 com crescimento logistico na dindmica da populagéo:

ou u %u
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onde os parametros k e D sdo reais positivos nomeados capacidade de suporte
do meio e coeficiente de difusdo, respectivamente.
Adimensionalisamos a equacao (4.2) para reduzir o nimero de pardmetros

com as seguintes varidveis:
1
kT X k)
t=kTex= = -
D

ou ou
g—u(l—u)wLﬁ.

Com isso, nds obtemos,
(4.3)

Como j4 foi visto no primeiro capitulo, temos que o primeiro termo da equagdo
(4.3) possui dois pontos de equilibrio (# = 0 e u = 1) onde o ponto equilibrio
u = 0 é instadvel e u = 1 estdvel. Portanto devemos procurar a possibilidade
de ondas viajantes da equacdo (4.3) no intervalo entre os pontos de criticos.

Neste caso as solugdes de ondas viajantes podem ser escritas como,
u(x,t)=U(z) , z=x—ct.

Assumimos que ¢ > 0 (velocidade da onda) e fazendo a mudanca de varidvel

para variavel de onda em (4.3), isto é:

dudz du, .,
Ur = EE = E( C) = —cU , (44)
xx — dz - 7

onde apoés substitui¢do em (4.3) temos:

u'+cd’'+u(1-u)=0. (4.5)
para obter mais informagdes do ponto de vista qualitativo escrevemos a equagao

(4.5) como um sistema de equagdes de primeira ordem, isto é:

u=v
Vi=—cV-U(@1-1U),

(4.6)
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que nos d& o comportamento das solugdes no plano de fase como,

au %

AV —cV-Uu(1-U)

O sistema (4.6) possui dois pontos singulares (0,0) e (1,0). Para estudarmos o
tipo de estabilidade destes pontos no plano de fase calculamos os autovalores
da matriz jacobiano do sistema (4.6). De fato, se consideramos f (U, V) =V e

g (U, V)= —cV—-U(1-U) entdo temos,

of  of 0 1
J=1% % | = . 4.7)
Analisando o polinémio caracteristico no ponto (0,0), obtemos,
A =1
det (AI —J(0,0)) = det =0, (4.8)
1 A+c
ou seja,
A2 +cA+1=0,
que nos dé os autovalores
— 2 —4 —Cc— 2 _ 4
PV Ll P VOl At (4.9)

2 2
portanto, o ponto (0,0) é um né estavel se ¢ > 4, pois os autovalores serdo
reais com sinais negativos, e serd um no espiral estavel se c? < 4.Portanto, para
obter solugdes realisticas, em ponto de visto ecolégico, consideramos ¢ > 2
pois no caso contrario obtemos —2 < ¢ < 2 que é um no espiral e obtemos
valores negativos para densidade da populagdo ou ¢ < —2 sendo a velocidade
de onda é nao negativo esta possibilidade também nao serd possivel.

No ponto critico (1,0) obtemos o seguinte polindmio caracteristico:
-1

A
det (Al —J(1,0)) = det =0, (4.10)
-1 A+c

ou seja,

A2t cA—1=0,
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com autovalores.

—c+ V2 +4
/\1 f e

Ay (4.11)
portanto o ponto (1,0) é um ponto da sela instdvel para todo valor de ¢ >
0, pois os autovalores sdo reais com sinais opostos. Logo, considerando os
resultados em pontos criticos, existe a possibilidade de onda viajante do ponto

de equilibrio instével (1,0) para o ponto de equilibrio estavel (0,0) na forma

monotona se ¢ > 2. Assim, como pode ser visto na Figura (4.1).

\ T \ T
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} \\\\ \ \ \ i \\ \\\
’ Lok ‘ \
al \\\ \\ \\ \ \ \\\\\ \
i\ TR
0 \\\ \ ' \ \\ \\ ‘\‘ \\\\\
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23t \\\ \\\ \\ : \ \\ ,\\‘ \\
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u (a) (b) tempo

Figura 4.1: a) O plano de fase para equagdo (5.3) com velocidade de onda

¢ = 7.b) Onda viajante para corespondente a equagao (5.3) .
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4.3 Solucdes de Ondas Viajantes Para Equacao de
Fisher Nao Local

O nosso objetivo é analisar a pergunta da existéncia, e perfil qualitativo das
solugdes por ondas viajantes da equagdo nao local de Fisher com uma espécie.

P o
a_btl - a_£+”(x'f> (1 —/_oog(x—y)u(y,t)dy>, (4.12)

em dominio x = (—o0,0).

O motivo de estudo este tipo de equacdo é pela hipdtese de recursos limi-
tados e analise desta equagdo é baseada no artigo de Gourley [5] com maiores
detalhes.

A fungédo g, conhecido como a fungdo ntcleo, faz parte do termo nao local

da equagdo. Supomos que,

g=>0,
IIg(x)=g(—x), (4.13)
) [ g(x)dx=1.
De fato como a influéncia dos individus dessa espécie entre si somente de-
pende de distancia entre eles e ndo do sentido, consideramos a fung¢do nicleo
g uma funcdo par e para simplificagdo das contas e obter os pontos de equi-
librios semelhantes & equagdo de Fisher local, consideramos [ ¢ (x)dx = 1.

Um caso particular para g pode ser considerado, a titulo de ilustragdo como:
1
g(x) = er*W‘ com A >0, (4.14)

que é chamada de Distribuigao de Laplace ou distribui¢cdo exponencial bilate-

ral. (Figura 4.2)



SECAO0 5.5 Persisténcia DAs ONDAs. 53

a.s

0.45

0.4 -
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015
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Figura 4.2: O gréfico da distribui¢do exponencial bilateral (4.14) com A = 1.
4.4 Persisténcia Das Ondas.

No6s sabemos que solugdes do tipo ondas viajantes existem para a equagdo
de Fisher (4.2). Nesta se¢do analisamos a equagdo de Fisher nédo local (4.12)
e os pontos de equilibrio, estabilidade e a existéncia de ondas viajantes entre
estes pontos. Matematicamente entdo n6és mostremos nesta secdo a existéncia
das ondas viajantes entre as solugdes de equacédo (4.12) conectando estados de
equilibriou =0eu =1.

Para isto consideramos a varidvel de onda [u (x,t) = U (z) = U (x — ct)| na
equacdo (4.12) para obter
o

u’"+cl +u (1 — / g (w)U(z — w)dw) =0. (4.15)

Para simplificar a equagédo (4.15) com termo integral, aproximamos esta equagéo
em série Taylor sobre termo ndo local U (z — w) sobre varidvel z, onde este série

é representado como:

u'(z)
1!

u’ (z)
2!

u/// (Z)

3 (—w)* + ...,

U(z—w)=U(z)+ (—w)? +

(—w) +

substituindo na equagdo (4.15) e notando que [°. w"g¢ (w) = 0 se n é Impar

(pois g(w) é uma fungio par e temos w?" !

¢ (w) uma fungdo Impar) portanto
a equagdo (4.15) se reescreve como,

o0

u”+cu’+u{1—/

—00
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ou seja,
o0 1 o0
U'+el' +Uq1= Y (oo [ w¥g(w)dw| U (z) =0, @16
+cl + { ELH! LY g (w)dw (z) (4.16)
onde temos um equacéo diferencial de ordem infinito.

Nosso objetivo é escrever o nticleo g, de tal forma que para algum parametro
pequeno ¢ o ntcleo se aproxime da fun¢do Delta de Dirac quando ¢ — 0 de
forma que as equagdes (4.15) e (4.16) se reduzam para a equacdo de Fisher.

Neste caso assumimos que o ntcleo satisfaz as propriedades P definidas

comao:

I) g édaforma g (w) = 1g* (2)
I 7 ¢ (w)dw=1

I1) |g* (w)| < Ae~M®| para algumas constantes A, M positivas.

Portanto para qualquer & > 0 temos,

/oog(w)dwzl,

e quando w # 0 obtemos,
e (D= F ()

1
Note que 4 (e‘MW‘) ° — 0 quando ¢ — 0, com w # 0. Portanto g tende

g (w)] =

para a fungdo Delta logo a equagéo (4.16) pode ser escrita, considerando g (w)

1g* (%), como:

" / S 2n % 2n
u'+clu +U{1—2 [2—11'/ g (e)de}u (z)}:O. (4.17)

n=0 -
Observe que a equagdo (4.16) pode ser aproximada truncando a soma in-
finita para os primeiros termos desta série pelo fato de que a funcao g ter decai-
mento rdpido quando |w| — oo . Portanto os primeiros termos de desta fungao

j& fornecem uma boa aproximagdopara g.

2
u’"+cd +u {1 — Y eay, U (z)} =0,
n=0
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onde 6 = &2 e ay, = 55 [, €¥'g (€) de. Ou seja,

"

U + e’ + U [1 = agUl (2) = aoUl” () — %asll"” (2)] =0,

Reformulamos a equagdo acima como um sistema de primeira ordem,

(

u' =v

V=V,

V=T,

da UV =Vo+cVi+U(1—U—daxVa).

(4.18)

\

A solugdo deste sistema estd no espago 4-dimensinal (U, V3, V3, V3). portanto

as solucdes (4.18) sdo da forma, (0,0,0,0) e (1,0,0,0), portanto o sistema tem
dois estados de equilibrio (ponto Critico), (0,0,0,0) e (1,0,0,0).

Se uma conexdo heterociclica pode ser encontrada entre estes pontos entdo
temos chance da existéncia de uma solugdo em (4.15) .

Note que quando § = 0 sistema acima se reduz a duas equagdes. Neste

caso a solugdo do sistema tem como suporte variedade My definida como,
My = {(u, Vi, Vo, V3) € R4 Vs =0e Vot cVy + U(1— U) = 0}, (4.19)

que é bidimensional.
O que nos afirmamos é que quando § > 0 temos pequenos perturbagdes de

Mjp em uma variedade M; que também possui os dois pontos de equilibrio,

U, Vi, Vo, V3) € R, V3 = ¢(U, V4, 0) e
M; = ( 1, V2, V3) 3 = g( 1,0) ’ (4.20)
V2 = —CV1 — U(l — U) +h (u, Vl,(S)

onde g e h satisfazem,
g (U, V,0) =h(U,V1,0) =0. (4.21)

Substituindo as igualdades (4.20) no sistema (4.18) obtemos na 3 equagdo

desta sistema que;

Sl—cVi —U(1-U)+h(U,V,0] =gV, V),
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onde nos da:

Sh Sh

S|(—c+ =) [-Vi4+U@A-U)+h+ ==V — (1-2U)Vi| =g (U, V1, V),
5Vi su

(4.22)

e na 4" equagdo,
Sa,UVy =Vo+cVi+U(1—U - baxVs),
obtemos,

sasti d 28 v 4 08 ey —u(1— )+ ]\ = h— el [—eVy — U (1 - U) +h).
Ut sy,
(4.23)

No6s supomos que as fungdes g e h sdo bem comportadas em relagdo ao termo J.
Logo podemos buscar solu¢des em termo de série de perturbac¢des em J devido

a (4.21) . Assim, nds temos:
g (U, Vy,0) = g1 (U, V) +6*¢(U, V) + ..., (4.24)
h(U,Vq,6) = ohy (U, Vy) + 8% hy(U, Vi) + ...,

embora tenhamos, g e h nos so precisamos de & para encontrar as solugdes da

sistema. substituindo e comparando as potencias de § achamos,

I (U, V) = apU [—cV4 — U (1 - U)], (4.25)
hy (U, Vi) = U [—cV; — U (1—U)] {agu + ay (02 14 2u)}

+ a,UVy [2V1 + C(l - ZUJ ,

a dindmica no multiplo M; é determinada pelas primeiras duas equagdes
de(4.18) junto com equagdo & relativo com outros varidveis na defini¢do de M,

assim,
u=v
(4.26)
Vi=—cVi —U(1—U)+hy (U, Vy) + 6%y (U, V)

onde 11 e hy sdo como dado em (4.25). Note que (4.26) ainda possui dois

pontos de equilibrio (U, V;) = (0,0) e (U, V;) = (1,0) quando 6 = 0. Como ja



SECAO0 5.5 Persisténcia DAs ONDAs. 57

foi visto no inicio do capitulo na equacdo (4.5) o ponto critico (0,0) é um né
estavel para valores grandes de ¢ e o ponto critico (1,0) é um ponto de sela,
e existe uma conexdo entre os estados de equilibrio (0,0) e (1,0). Portanto
para 6 > 0 mas pequenos, também pode ser mostrado que plano de fase para
(4.26) ainda inclui esta conex¢do. nds temos que provar a equagdo (4.12) tem
solugdes de ondas viajantes para regides bem localizadas.

O sistema (4.26) no ponto de equilibrio (1,0) tem um autovalor satisfazendo

a seguinte equacdo (polindmio caracteristico),
A4 ar—B =0, (4.27)

onde:

a=c—darc—+ 52a%c + 8%a,4c® 4 26%cay

B=1—day+ 5 [a%—{—a;l (cz—i—l)} .
De fato este sistema possui a seguinte matriz jacobiana:

0 1
2u—1-0% 4y 2% o5y 520
sendo que 1y, hy sdo dados na equagdo (4.25), onde apos encontrar as derivadas
parciais (hi,hy) e substituicdo do ponto (1,0) na matriz jacobiano temos o
polindmio (4.27) . Note que os autovalores sempre sdo reais e com sinal opos-
tos, isto confirma que o ponto equilibrio (1,0) é ponto da sela.
Consideramos A como autovalor positivo relacionado ao ponto critico

(1,0) com 6 = 0, portanto para 6 > 0 porém suficientemente pequeno temos

autovalor,

A= AL +6A +0(82)

substituindo A = A4 + 6A1 em (4.27) nos dé

_ (1 —cAy)

A
1 2)\++C

é visto facilmente que A < % da forma que A1 > 0, e efeito de § é aumentar

autovalor posetivo e corespondentimente autovetor (1, )\)T .
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4.5 Analise assintética para grandes valores de ¢

Nesta se¢do nos analisamos uma aproximacado assintética para solugdo

%—?:%Jru(x,t) {1—/0:Og(x—y)u(y,t)dy , (4.28)
no limite quando ¢ — co onde agora o nucleo é qualquer fungdo que satisfaz
as propriedades (4.13) na equagdo de ondas viajantes (4.15) com condic¢do de
contorno

U(—o0) =1 e U(+o0) =0.

Para fixar a posi¢do de onda consideramos U (0) = %, e assumimos c (veloci-

dade de onda ) suficientemente grande e introduzimos pequeno parametro

€ = é, onde olhamos para as solu¢des de (4.15) de forma U (z) = f({) e

[ =¢lz= & Portanto a equagéo (4.15) pode ser escrita como,

of +f 1= [e (ST oL =0, am

De fato,

onde f(—c) =1, f(c0) =0e f(0) = %
ou odf oe of 1
T ooz

0z oe C
logo,
*Uu 82 f 1
22 T P22
e

w C
uw) =15 = £ (L) = st
Se substituimos em equagdo (4.15) obtemos (4.29). O modo singular no qual
e surge no integral pode ser removido pela substituigdo (8;\/5) = w, depois do
qual a integral se torna:
/_ g(w) f (e — Vew) dw
que pode ser aproximado, aplicanda em f uma série de Taylor sobre o termo

{. com isso obtemos;

Fe—vaw) = £+ 38 (vew) + T (a1
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sendo [* w"g (w) = 0 quando 1 é impar. Logo,

[ s [r 0+ 18 (- vew) + 18 (- veuy’] e
Ap6s distribuicdo de integral temos:

[ee]

@ [ sawe O [ gy (—vaw) dwt LU [ g @) (- vew) du+.

— 0 —00
onde a primeira integral é um e a segunda é zero pois a poténcia de (—+/ew) é

impar. Logo a equagdo (4.29) pode ser escrita na forma aproximada como:
1 (]
e(l=v9f)f"+f +f(1—f)=0 onde y= 5/ w?g (w) dw. (4.30)
No6s buscamos uma solugao para (4.30) da forna

f@Q)=f@ +efi@Q+0(2),

substituindo este solugdo em (4.30) e considerando f’ ({) = f;(0) +¢ef{ (0) +

O (%), e f"(¢) = f"() +¢fy (0) + O (€?) temos,
o+ fo(l—f) Y +el(M=vf0) i + fi+ (1 =2f0) fi} + .. =

logo a poténcia € nos dé f; + fo (1 — fo) = 0 com condicao inicial f (0) = 3,

resolvendo desta equacédo (pelo método Bernoulli) temos:

—feu' + fo— fG =0 ondeu = f; !, (4.31)
logo temos,
u'=—fy*fo,
ou seja,
fi= AR

Dividindo a equacéo (4.31) em f? temos,
—u'+u=1,

onde nos da:

u(t) =cet +1,
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como fo (0) = 5 entdo

u(0)=c+1=2,

portanto, c = 1. Logo,

u(t)=e+1
fo(t):ﬁ~

Para a poténcia de ¢ temos f; + (1 —2fo)fi = (vfo—1) f; com f; (0) =0

que possui a solugao:

fi(e) = (68%1)3[7(&—1)—<e€+1>{<v—1>s—<rr—z> (In (e +1) — In2)}].

Logo a solugdo (4.28) para valores grandes de c é

u(z) = fo (;) + Clzfl (%) + . (4.32)

Os graficos da Figura 4.3 ilustram o efeito do termo ndo local.

20 =0

Figura 4.3: Onda viajante dado pelo equagdo (5.48) com valores de c = 2 e

v=012e4.



Capitulo 5

ONDAS VIAJANTES, COM
MODELO DE REACAO DE
DIFUSAO PARA
MULTI-ESPECIES

Resumo do capitulo:

Neste capitulo analisamos a existéncia das ondas viajantes no modelo
de sistema predador presa com reagao-difusdo para multi-espécies e observa-
mos que as ondas viajantes existem entre os pontos de equilibrios, para veloci-
dades acima de um determinado valor critico. Verificamos que a maneira com
a qual solugdo se comporta nas proximidades do ponto critico, que representa
coexisténcia das espécies pode ser monotonica ou oscilatéria, como veremos a

seguir.

5.1 Introducao

O modelo especifico que nés estudamos é a modificagdo do modelo de

Lotka-Volterra, onde ha crescimento logistico da presa na auséncia do predador

61
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e na presenca de ambos com difusdo, que foi analisado anteriormente por Dun-

bar (1983 - 1984). Mais especificamente, o modelo que nés consideramos é

ou u 5
g—‘; = CUV — DV + D,V?V.

Onde U e V sdo respectivamente as densidades das populagdes de presas
e predadores, como fun¢des do tempo e espago. Por abuso de notagao, repre-
sentamos as populac¢des de presa e predador também pelas letras U e V. As
constantes envolvidas sdo: A (taxa intrinseca de crescimento da presa), B e C
(medidas dos efeitos da interacdo entre as duas espécies), D (a taxa de mor-
talidade do predador) e K (a capacidade suporte da presa), as quais sdo todas
constantes positivas. Além disso, supomos que D; e D; (coeficiente de difusdo
da presa e do predador respectivamente) possuem valores diferentes e posi-
tivos (D1 # D;). Observe que neste sistema, a tnica fonte de alimentagdo do
predador é a presa, pois de fato na auséncia da mesma (U = 0), a populagdo de

predadores diminui tendo em vista que a segunda equagédo do (6.1) se torna,

1%
- = —DV + D, V?V.
3T + DoV
Analogamente na auséncia do predador (V = 0) as presas tem crescimento

logistico, pois nesse caso a equagdo (6.1) se reduz a

au u )
57 = AU(1— =) + D1 VUL

Nos consideramos aqui o problema no espago unidimensional pela sim-
plicidade em notagdes, e pois estamos focados na obtencdo de resultados do

ponto de vista qualitativo, conforme veremos a seguir.
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5.2 Existéncia de onda viajante em sistema de predador

presa.

Considerando o sistema (6.1) , apds adimensionaliza¢do do sistema com as

seguintes variaveis,

1
u BV A\?
M—E, U—T,t—AT,x—X<D—2) ’ (52)
Dy _CK D
d—D—2,a—A , b_CK 5.3)
obtemos pela regra de cadeia o sistema:
ou 0%u
ov 0%
N —av(u—b)—kw.
De fato:
ou oduot oU  duox 9*U A 9%u
— =K—=— , s =K+—5 e =5 =K—==
oT ot T ~ 90X dx0X ~ 0X? D, 0x?
portanto,
ou _ o
or = KAG
ou _ A\29
ax =K (D_2> o
U _ A0
e = Ko, 5z
Usando o varidvel de onda no sistema (6.4) isto é:
u(x,t)=u(z) ev(x,t)=v(z) ondez = x+ct,
obtemos,
ouoz JU ,
Mf—ga—g((:)—cu
ouodz dU ,
S azax ez Y
portanto as equagdes (6.4) tornam:
cAU'=Uu(1-UuU-v)+du”
( ) 5.5)

V' =avV(U-0b)+ V",



64 OariTuLO 5 ONDAS VIAJANTES PARA MULTI-ESPECIE

onde a derivada é em relacdo a z .

A andlise deste sistema envolve o estudo de plano de fase de dimensdo
quatro. Por simplicidade, nds consideramos aqui o coeficiente de difusdo da
presa D muito pequeno em relacdo com coeficiente de difusdo do predador

D; com isto obtemos aproximadamente:

d= Dy ~ 0,
D,
o que nos ajuda a diminuir a dimensao do espago de fase sendo que razoavel-
mente o comportamento das solugdes do sistema com d # 0 mais ou menos
similar com d = 0, de acordo com Dunbar [D]. Onde podemos ver o caso
prético desta situagdo nos lobos (predadores) e os coelhos (presas), observando
que a coeficiente de difusdo do lobo é maior que o do coelho. Agora encon-
tramos as populagoes de equilibrio do sistema (6.5), observamos condicoes
necessdrias para estabilidade das populagdes nos pontos de equilibrio, e veri-
ticamos a existéncia de ondas viajantes entre estados de equilibrio. Para isto re-

escrevendo sistema (6.5) como um sistema de equagdes ordindrias de primeira

ordem, temos:

V=W (5.6)
W=cW—-aV (U-b).

O nosso objetivo nesse ponto se concentra na possibilidade de solugdes do tipo
ondas viajantes, ligando os pontos equilibrio (1,0,0) e (b,1 — b,0) , onde repre-
senta no meio com densidade de populacdo da presa no limite maxima onde
foi introduzidos os predadores, e ap6s longo tempo se estabilizam (coexistén-
cia) as populagdes de predador e presa. E os pontos (0,0,0) e (b,1 — b,0) . Onde
mostra que as duas espécies foram introduzidas no meio ao mesmo tempo.
Assim nés olhamos para solugdes do sistema (6.5) como (U (z),V (z))com

condig¢des de contorno:

U(—c0) =1, V(—00) =0, U(c0) =b e V(e0) =1—b (5.7)

U(—0) =0, V(—00) =0, U(co)=b e V(o) =1—b. (5.8)
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Nosso interesse é encontrar estabilidade de pontos criticos no sistema (6.4)
e encontrar uma solugdo do tipo onda viajante que satisfaz condi¢des de con-
torno (6.7) ou (6.8) .

Primeiramente analisamos as condigdes de contorno (6.7). Neste caso anal-
isamos existéncia de valores de ¢ para esta condi¢do de contorno.

O sistema (6.6) possui trés pontos de equilibrio: (0,0,0), (1,0,0) e (b,1 —b,0).
Em seguida analisamos a estabilidade e comportamento das solucdes nas vi-
zinhangas destes pontos para obtermos informagdes sobre a possibilidade de
existéncia de ondas viajantes ligando pontos de equilibrio com as condi¢des de
contorno(6.7) e (6.8).

Inicialmente analisamos o estado de equilibrio (1,0,0) no sistema linear
(6.6) : Temos que a matriz jacobiana para este sistema é a seguinte:

1-2U0-V —Uu
— - 0

] = 0 0 11|,
—aV  —alU+ab c

logo, para o ponto de equilibrio (1,0,0), temos que os autovalores da matriz

jacobiana nesse ponto satisfazem a equacao
A+1

det[AI —J(1,0,0)] = det 0
0 a(l-b) A—c

D N
|
—_
I
o
~

c

ou ()\ + l) (A2—cA —ab+a) = 0, que nos d4 os autovalores

1 2 4a(1-0 /a2
AlzT,/\ZZC—i_\/C Za )6)\3 ¢ \/C >

—4a ( 1—b)

Portanto notamos instabilidade do ponto critico (1,0,0) para todo ¢ > 0, sendo
que os autovalores A, e A3 sdo reais positivos para todo ¢ > \/m . Logo,
existe a possibilidade de onda viajante saindo neste ponto de forma monétona
se ¢ > (/4a(1—1), o que constitui o nosso interesse, pois dessa maneira a
solucdo nao se torna negativa nas proximidades desse ponto critico.

Agora noés analisamos estado de equilibrio (b,1 — b,0) no sistema linear

(6.6) : os autovalores da matriz jacobiana calculada nesse ponto sao raizes da
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equagao
b =b
—A-c T 0
p(A) = det[] (b,1—b,0) — Al] = det 0 A1
—a(l-=b) 0 c—A
=A% — (c—%) AZ—bA——”b(lc_ b o (5.9)

Como o polindmio é de grau trés, temos que o célculo explicito de suas raizes
é uma tarefa dificil, e que ndo nos interessa, sob o ponto de vista qualitativo.
De maneira mais especifica, desejamos saber o sinal das raizes, ou se sdo raizes
complexas, e quantas raizes sdo de cada tipo. Essa informacdo pode ser obtida
mediante o comportamento dos pontos criticos do polindmio caracteristico em
funcdo das constantes adimensionais que estamos considerando. Para isso,
calculamos os pontos de maximo e minimo locais do polindmio caracteristico
p (M) através de sua derivada p’ (1) = 3A2 —2 <c - %) A —b = 0. Portanto,
temos que o ponto de maximo Xy e o ponto de minimo Xy, de p (A) sdo re-

spectivamente

G D R G R L e ey

3 3

Observe que Xy e X, tém sinais opostos (Xyr < 0 e X, > 0) e sdo indepen-
dentes de valor 4. Também temos que a constante a do polindmio caracteristico
(6.9) somente influi no deslocamento vertical de seu grafico, pois essa cons-
tante somente aparece no seu termo independente. E portanto para valor de
a = 0, o polindmio caracteristico (6.9) tem uma solugdo negativa e a outra
positiva, logo existe um valor critico a* de a4 onde o polinémio (6.9) possui

uma raiz real dupla negativa. De fato,

c

p(A) =A% -2 (c—?) — Ab,

onde tem auto valores:

M =0 A=
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Isto pode ser visto nos graficos da Figura 6.1, onde podemos ver o valor critico

a* e comportamento das solugdes de (6.9) paraa > a* e 0 < a < a*.

Figura 5.1: As raizes do polindmio caractristico (6.9) com diferentes valores de
a com respeito ao valor critico a* e constantes b = 0.5,c = 02,1 <a < a*e

a* =2.1.

Observe que o valor critico a* é tal que X seja raiz do polindémio (6.9).
Com isso, obtemos uma férmula explicita de a em funcdo de Xy, a saber:

a*b(1—b)
C

p(XM):X%A—X%A(C—§>—XMb— =0,

ou
1

b
* 3 _ 2 _ ) _

Portanto para qualquer 0 < a < a* existem duas raizes negativas e uma raiz
positiva e se a > a* as raizes negativas do caso anterior se tornam complexas

com parte real negativa.
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A existéncia do valor critico a* significa que para a > a* as solugdes de
ondas viajantes (U, V) em relagdo as equagdes (6.6) e condi¢des de contorno
(6.7), chegam ao estado equilibrio (b,1 — b,0) na forma oscilatéria; e para a <
a*, esta aproximacgdo ao ponto equilibrio (b,1 —b,0) é monétona, de acordo
com Dunbar [D]. As Figuras (6.2,4) e (6.2,b) mostram estas duas possibili-

dades.

08r

0&r

07r

06

0&r

04r

03r

02r

01r

Figura 5.2: (a)Aproximagao oscilatéria para estado de equilibrio (b,1 — b) com
a > a* com constantes de b = 0.75 e ¢ = 2. (b)aproximagdo monétona de (u, v)

em (b,1 —b)coma < a*, [6].

Agora consideramos a condic¢do de contorno (6.8) onde existe a baixa den-
sidade do predador e da presa no sistema (6.6) . Isto representa a situagdo onde
as duas espécies foram introduzidas no meio em mesmo tempo. E verificamos
as condicdes necessarias para existéncia de onda viajante entre os estados de
equilibrios (0,0,0) e (b,1 —b,0) para este, analisamos o comportamento das
solugdes nas vizinhangas do ponto de equilibrio (0,0,0) . A matriz jacobiana

calculada neste ponto critico é

det[J (0,0,0) —AI]=det| 0 —-A 1 =0,
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Portanto obtemos o polindmio de caracteristico,

p(A) = (1—)\) [AZ—cA—ab] —0,

c

que possui raizes:

M=-,MA

1 c+ v/ c?+ 4ab A c—/c?+4ab
J— f— ’ 3: .
c 2 2

Logo temos dois autovalores positivos reais e autovalor real negativo para

todo ¢ > 0. Portanto, o ponto equilibrio (0,0,0) é instavel. Observe que

nessa situagdo os autovalores nunca sdao complexos, portanto as solugdes obti-

das sdo sempre razodveis do ponto de vista ecol6gico. Como esse ponto critico

é instavel entdo existe a possibilidade de crescimento da populacdo nas viz-

inhancas deste ponto critico. Para verificar se existe um equilibrio no cresci-

mento desta populagdo, observamos a estabilidade linear do ponto critico (b, 1 — b, 0).
Como vimos anteriormente, as raizes do polindmio caracteristico da matriz

jacobiana calculada no ponto (b, 1 — b,0) sdo dadas por:

Az = (=) +\/2(C§)2+4b
As = (=) _\/(C—§)2+4b

2

Entdo, para valores de @ > a* as solucdes de ondas viajantes (U, V) em
relagdo a (6.6) e condi¢gdes de contorno (6.8) chegam ao estado de equilibrio
(b,1—0,0) sob a forma oscilatdria, e para a < a* esta aproximagdo se dd de

forma monétona como mostra a Figura 6.3.
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Figura 5.3: a) aproximagdo oscilatéria para estado de equilibrio (b,1 — b) com
a > a* e condicdo inicial (6.8). b) aproximag¢do monoétona de (u,v) para estado

de equilibrio (b,1 —b) com a < a*.

5.3 Existéncia de solu¢des num sistema com difusao

rapida da presa

Se no sistema predador presa Lotka-Voltera consideramos coeficiente di-
fusdo do predador (D;) muito menor do que o da presa (D7) entdo temos que
a razao entre o coeficiente de difusdo do predador com a presa é aproximada-
mente zero (L = B—f o~ O) , onde podemos ver o caso prético desta situagdo
nos sapos (predadores) e os mosquitos (presas), observando que a coeficiente
de difusdo do mosquito é maior que o do sapo. De maneira andloga a se¢do an-
terior, encontramos as populac¢des de equilibrio do sistema (6.1), observamos
condicdes necessdrias para estabilidade das populagdes nos pontos de equi-
librio, e verificamos a existéncia de ondas viajantes entre estes pontos. Para

isto adimensionamos o sistema (6.1) com as seguintes varidveis:

u BV A
u X’ v a , t , X _Dz'
Dy CK D
L=p," "= a4 ' ¢k
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obtemos:
ou o%u
E;; = U (1 —-14-—-0) —+ Ei;E
v 9%v
g —av(l/l—b)‘i‘Lw

Usando as fungoes auxiliares,
u(x,t)=U(z) ev(x,t)=V(z) ondez = x +ct,
temos:

AU'=U(1-U-V)+U"
V' =aV (U-b)+ L%

ox2’

Analogamente a se¢do anterior, andlise deste sistema envolve o estudo de plano

(5.10)

de fase de dimensdo quatro e pela simplicidade consideramos o coeficiente de
difusdo do predador D, suficientemente menor em rela¢gdo com coeficiente de

difusdo da presa D, para obter,

L= Dy ~ (,
D,
o que nos ajuda a diminuir a dimensdo do espago de fase sendo que razoavel-
mente o comportamento das solu¢des do sistema com L # 0 é similar com L =
0, de acordo com Dunbar [D]. Onde pode ser visto o caso pratico desta situagdo
nos sapos (predadores) e os mosquitos (presas), observando que a coeficiente
de difusdo do sapo é maior que o mosquito. Agora encontramos as populagoes
de equilibrio do sistema (6.5), observamos condi¢des necessdrias para estabil-
idade das populagdes nos pontos de equilibrio, e verificamos a existéncia de

ondas viajantes entre estados de equilibrio. Para isto reescrevendo sistema

(6.10) como um sistema de equagdes ordindrias de primeira ordem, temos:

W =cW —U(1—U-V).

Os pontos criticos do sistema acima sdo (0,0,0), (1,0,0) e (b,1—0,0). Ob-

serve que a mudanca de hipétese da razdo entre os coeficientes de difusdo do
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predador e da presa ndo altera os pontos criticos obtidos na secdo anterior.
Analisando a estabilidade dos pontos criticos pela matriz jacobiana, temos os
seguintes resultados:

aV all—ab
c c 0

J= 0 0 1
2U—-14+V U ¢

Para o ponto critico (0,0, 0) nds temos o polindmio caracteristico

AT
p(A) =det]AI-](0,0,0)]=(0 A -1 |=0,
1 0 A—c
ou seja,
A3 —cA? — % =0. (5.11)
Observe que p (0) = —% < 0, e 0os pontos de maximo e minimo local do
gréfico p (A) sdo respectivamente Xy = =2 e X,; = 0 (calculado pelos zeros

do polindmio p’(A) = 3A% — 2cA ). Portanto existe um autovalor positivo,
pois lim,_,. p (1) = o0, 0 que nos mostra que o ponto (0,0,0) é instavel. E
para qualquer valor de ¢ > 0 os autovalores A; e A3 sdo complexos; logo,
o comportamento da solug¢do na vizinhanga do ponto critico (0,0,0) é a forma
espiral. Logo temos valores negativos para as func¢des U e V, onde é impossivel
em ponto de vista ecolégico, portanto ndo existe onda viajante partindo do
ponto (0,0,0). Isto mostra indice baixo da populagdo do predador e da presa
e ndo existe estabilidade entre as espécies apds longo tempo.

Analogamente para estado de equilibrio (1,0,0) temos a seguinte equagéo

caracteristica,

A g

c
p(A) =detiAl -] (1,0,0))=| 0 A -1 |=0,
~1 -1 A-c

ou seja,

PERIS v Sl

= 0. (5.12)
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ep' (A) =312 —2Ac —1 com Xy = # e Xm = C“L‘/:S—Cz? as raizes da
derivada do polindmio caracteristico (maximo e minimo locais respectivamente).
Observe que a forma de p (A) também ndo depende de a (pois a constante a
estd localizada no termo independente). Portanto se no polindmio de caracter-
istico consideramos a = 0 entdo os autovalores seraio Ay =0, A, =ce A3 = —c¢
com ¢ > 0 (observe que neste caso temos uma raiz positiva e a outra negativa
o0 que garante a instabilidade do ponto (1,0,0) ). Como para valores diferentes
de a temos deslocamento vertical no gréfico do polindmio caracteristico (6.12),
concluimos que existe um valor critico a* onde p (A) possui uma raiz real du-
pla negativa. O valor de a* também pode ser encontrado explicitamente aqui,

considerando o fato de que no caso a = a* temos P (Xj;) = 0. Isto nos da:

F(b-1)

a
p(Xp) = X3y — X3y — Xp + =0,

onde obtemos:
. c
R =Y [Xﬁ/I — X200 XM] —c. (5.13)

Portanto para qualquer 0 < a < a* (onde a* e dado por (6.13) ) obtemos duas

raizes A1 e A negativas e A3 real positiva, como pode ser observado na Figura
6.1.

Se a > a* temos duas raizes complexas com parte real negativa e uma raiz
positiva, o que é inaceitavel do ponto de vista ecolégico, pois o comportamento
das solugdes na vizinhanga do ponto critico (1,0,0) é a forma espiral, e por
isso obtemos alguns valores negativos das fungdes U e V. Logo existem ondas
viajantes se 0 < a < a*, onde é mostrado na Figura 6.1 .

Para o ponto critico (b,1 — b,0) com 0 < b < 1 temos,

p(A) =det]AI—J(b,1—-0,0)] = 0 A =1 | =0
—b —b A—c
—A% 4 <c + M) A2+ a(2b— 1A+ w = 0. (5.14)
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Desejamos saber o sinal das raizes, ou se sdo raizes complexas, e quantas raizes
sdo de cada tipo. Essa informacdo pode ser obtida mediante o comportamento
dos pontos criticos do polindmio caracteristico (6.14) em funcado das constantes
adimensionais que estamos considerando. Para isso, observamos,

b (0) = ab(b—1)

c
elimp(A) = —coquando A — coelimp (A) = oo quando A — —oo, portanto

<0

existe uma autovalor real negativo. Considerando Aj, A; e A3 0s autovalores
da equagdo (6.14), temos
A <O (5.15)

e supor que Ay e A3 complexos (Ay =a+ibe A3 =a —ib), pelo metodo de

Girard-Viete temos,
a(l1—"0)
c

MA+Ar+A3=c+ (5.16)

MAr + AMA3 4+ AA3 = 11(1 - Zb)

MAgA; = M.

Subistituindo os valores de A; e A3 em sistema (6.16) obtemos:

A1+2a:c+@

A1 (2a) + a® + b = a(1 —2b)

A (a2 07) = 2021,

Observe na terceira equagdo que,

_ab(b—1)
Al = —c(a2+b2) >0

isto contradiz o nosso resultado obetido no (6.15). Portanto, os outros auto-
valores sdo reais posetivos, logo temos aproximagao das ondas viajantes partindo
do ponto critico (1,0,0) para (b,1 — b,0) da forma monétona.

O estudo deste modelo nos incentiva a ampliar este modelo com a intera¢do
ndo local da presa. No préximo capitulo estudamos o modelo de equagdo nao
local de Fisher e procuramos as solucdes de ondas viajantes e comportamento

destas ondas.



Capitulo 6

ONDAS VIAJANTES NO
SISTEMA PREDEDOR-PRESA
COM MODELO DE EQUACAO
NAO LOCAL DE FISHER.

Resumo do capitulo

Neste capitulo analisamos o modelo reagao de difusdo para duas espé-
cies com interagdo ndo-local da presa. Observamos que os pontos de equilibrio
do sistema predador-presa com difusdo ndo mudam em relagdo ao sistema
presa-predador local analisado no capitulo anterior. As solu¢des de ondas via-
jantes entre os pontos de equilibrio continuam a existir; porém, essas solu¢des
se comportam de maneira oscilatéria nas proximidades do ponto critico que
representa a coexisténcia das espécies, independentemente dos variagdes de

parametros ao modelo, como veremos a seguir.

6.1 Introducao

O modelo especifico que nés estudamos é uma modificagio do modelo

predador presa Lotka-Volterra com difusdo analisado no capitulo anterior, onde

75
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o termo de crescimento logistico da presa serd de forma integral. assim como
ja foi visto no capitulo 4 nas equacdo ndo local de Fisher. Para visualisarmos

melhor essa nova situagdo, consideremos o sistema predador presa ndo local

abaixo:
au 1 e )
Fi AU || 1- E/ g(x—y)U(y,t)dy | | — BUV + D;V°U (6.1)
oV By
5T = CUV — DV 4 D,V-V.

Onde as fungées U = U(X,T)e V = V(X,T) representam, respectiva-
mente, as densidades das populac¢des de presa e predador. As constantes A ,
que representa a taxa intrinseca de crescimento da presa em densidades baixas
da mesma; B e C, medidas dos efeitos da interagdo entre as duas espécies; D,
a taxa de mortalidade do predador; e K, a capacidade suporte da presa onde
sdo todas positivas. Além disso, as constantes positivas D e D;, denotado
como coeficientes de difusdo da presa e do predador, respectivamente, pos-
suem valores diferentes e positivos. Observe na segunda equagédo de (7.1) que,
tal como no capitulo anterior, a tinica fonte de alimentagdo do predador é a
presa.

A fungdo g, denotada aqui como ntcleo, faz parte do termo néo local da
equagdo da presa. Supomos que g é uma funcdo par e positiva. Isto significa
que estamos tratando de uma situagdo que sempre existe uma contribui¢do do
tipo competicgdo intra-especifica dependente somente da distancia dos indivi-
duos da espécie da presa. Além disso, supomos que g tem decaimento rdpido.

Em suma, supomos que g satisfaz as seguintes propriedades:

i)g>0,
i) g (x) = g (—x), (62)
i) [© g (x)dx=1.
No6s consideramos aqui o problema no espago unidimensional pela simplici-
dade em notagdes, e pois estamos focados na obtencdo de resultados do ponto

de vista qualitativo, conforme veremos a seguir.
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6.2 Existéncia de ondas viajantes no sistema presa

predador com intera¢do nao-local

Adimensionalizando o sistema (7.1) com as seguintes mudangas de varia-

veis:
u VA Ds
u—?, U—?, t—AT, d—D—2,
A\2 Ck D
"—X(D—z) pa=geb=m

de maneira similar ao capitulo anterior obtemos,
ur=u (1 — [T g(x—y)uly, t)dy) — UV + dilyy
v = (U —Db)av+ vy .
Usando a varidvel de onda z = x + ct e as fungdes U (z) = u (x,t) e V(z) =
v(x,t) obtemos o seguinte sistema de equagdes diferenciais ordindrias:
cl'=U (1 — [T g(w) Uy — w)dw) —uv+d4u”
V' =aV(U-0b)+V".

(6.3)

A anélise deste sistema envolve o estudo de espaco de fase com dimensédo
quatro. Por simplicidade consideramos inicialmente que D; (coeficiente de
difusdo do predador) seja suficientemente maior do que D; (coeficiente de di-
fusdo da presa), para que posamos assumir que d = % ~ 0. Para simplificar
a andlise do sistema (7.3), faremos uma aproximagdo do termo integral, apli-
cando a série de Taylor em U (z — w) em torno de z, isto é:

u” (z)

5 (—w)? + ...

Uz—w) = U () + L3 () +

Substituindo o desenvolvimento acima em (7.3) e notando que [* w"g (w) dw =

0 se n = 2k 4 1 temos que o sistema pode ser re-escrito como:

' = U [1 —Y, (ﬁ [ wg (w) dw) Nyl (z)] —uv
V' =avV(U-0b)+V".

(6.4)

Assumindo que o nucleo g, além das propriedades (7.2) , satisfaz as propriedades
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i) g é da forma g (w) = 1¢* (2)

3
i) [T ¢ (w)dw=1
iii) |¢* (w)| < Ae~Ml®| para algumas constantes A, M positivas.

Se ¢ satisfaz a propriedade P entdo para qualquer e > 0,

/Oog(w)dwzl,

e quando w # 0

IS <Q>) < é <e—M|w|>i — 0 quando & — O,

1
€ € €

g(w)| =

logo g define uma seqiiéncia de Dirac quando ¢ — 0. Essa propriedade nos diz
que o caso local analisado no capitulo anterior é o caso limite da situagdo que
estamos estudando, pois quando ¢ — 0, retornamos ao modelo presa predador

local. Reescrevendo o sistema (7.4) temos,

' =U[1-YTp e aU* (z)] — UV

(6.5)
V' =aV(U—-b)+ V",
onde,
1 i N
apy = W/—oo e2'g* (e) de.

Observamos que, se a ndo-localidade ndo for muito forte, ou em termos mais
especificos, se a fungdo ¢ for suficientemente localizada em torno da origem, o
sistema (7.5) pode ser aproximado truncando a soma infinita, para o seus dois

2

primeiros termos. Considerando § := e* e ap = | fooo ¢* (w) dw = 1 obtemos:

' —U(1—U-daU")+UV =0
cV' —aV(U—-b)-V"=0.

(6.6)

Reescrevendo o sistema (7.6) na forma do sistema de equagdes de primeira

ordem e considerando é, = da, temos:

(

U =W
V=W

f_ =W 1 U _ VvV
Wl_52u+§2 oy oy

W =cW-+aV (b—-U).
\

(6.7)
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Observe que o sistema acima tem trés solugdes (pontos de equilibrio):

i) (U,V,W;,W)=(0,0,0,0),
i) (U,V,W1,W)=(1,0,0,0), (6.8)
iiit) (U, V,W;,W)=(b,1-15,0,0),
e que a ndo localidade nao interfere nos pontos de equilibrio do sistema, con-
forme foi visto no capitulo anterior. Aqui, tal como capitulo anterior, também

consideramos as condicdes de contorno como:

U(—o0) =1, V(—00) =0, U(w) =b e V(o)=1—-b (6.9)

U(-00) =0,V (—00)=0, U(c0)=beV(0)=1-0. (6.10)

Em seguida, analisaremos a estabilidade e comportamento das solugdes nas
vizinhangas destes pontos para obtermos informacgédo sobre a possibilidade de
existéncia de ondas viajantes ligando pontos de equilibrio com as condi¢des de
contorno (7.9) e (7.10).

Inicialmente analisamos o sistema acima com condic¢des de contorno (7.9),
as quais representam o meio com a densidade de populacdo da presa préxima
da capacidade de suporte, e no qual foram introduzidos os predadores. Anali-
sando a estabilidade e comportamento da solu¢do na vizinhanga do ponto
de equilibrio (1,0,0,0) e calculando o polindmio caracteristico da matriz ja-

cobiana, temos:

0 0 0 1
0 0 1 0
/= Wi _ 1 -1 0 —=¢
52 2 02 U
| —aV ab—al ¢ O |

(A 0 0 -1]
0 A -1 0
det[AI —](1,0,0,0)] = det =0.
1 1 A <
) 5 5
0 —ab4+a —c A
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Isto nos da:

2 _ _

c+1A2+c(ab a+1)A+ab a 611)
) ) )

Temos que a equacéo caracteristica

p(A) =A%+

241 b—a+1 b—
/\4+C(;2r /\z+0(a (52a+ )/\+a52a:0, 6.12)

possui pelo menos uma raiz real positiva e pelo menos uma raiz real negativa.

De fato:

p(o):”b(s_”<o pois 0 < b < 1.
2

Além disso lim p(A) = +oco0 quando A — oo ou A — —oo. Para facilitar o nosso

analise consideramos as seguintes variagdes nos coeficientes do polindmio (7.12),

2+
==

clab—a+1
gl e )
_ab—a
Y= 5

Observamos que o coeficiente 8 serd positivo quando a < 11717 e serd negativo

sea > 11717 Portanto pela Regra de Sinais de Descartes, no caso a < 11717, temos

no maximo uma raiz positiva, pois existe somente uma mudanca de sinal nos
coeficientes do polindmio caracteristico (7.11). Logo, como ja sabemos que
existe de fato uma raiz real positiva, concluimos que ela é tnica.

Por um raciocinio similar, temos que p (—A) tem também uma mudanga de
sinal para seus coeficientes, quando a < 11717. Portanto tem exatamente uma
raiz negativa.

Usamos os métodos de (Girard-Viete) e a regra de mudanca de sinal para
obtemos informagdes sobre os zeros do polindmio (7.12). Consideremos A,

A, A3, Ay como os zeros do polindmio (7.11). Temos os seguintes resultados:

YA =0
if) [TA = 5 < 0
ii)CAA; = S > 0
i) YAiAjA = 57 (ab—a+1) comi,jk=1,234.

(6.13)
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Reescrevendo as equagdes (7.13) no sistema obtemos os seguintes resultados,

{considerando A1 > 0, A; < Oreaise A3, Ay complexos (A3 = a +if, Ay = a — iB)}

M+ A+ (20 +1) (A + Ag) + a2+ p2 = S5
(6% + ) (A1 + A2) + Mg (2a) = 5 (ab—a+1)
MAz (a2 + p2) = 201,

Logo ap0s substitui¢do temos:

MAz — (20 +1) 20 +a? + g7 = St
[— (0% + %) + MiAg) (20) = 55 (ab—a + 1)
MAy (a2 + B?) = —a(lgl),
onde a segunda equagdo nos dé o valor de « (parte real dos autovalores A3z, A4),

—c 1
_2_c52[ab_a+1] T (@B

Como « é parte real dos autovalores complexos, para existéncia das solugdes

(44

(6.14)

de ondas viajantes partindo no estado equilibrio (1,0,0,0) é necessério que «

seja negativo. Para isto e pela igualdade (7.14) temos a seguinte relacao:
ab—a+1<0.

Ja que os outros dois termos sdo negativos, existe possibilidade de onda via-

jante saindo do ponto critico (1,0,0,0) quando,

1
Sabendo que
a=Kepo D
A - CK

a desigualdade (7.15) pode ser escrito como,
A <CK-D.

Sendo A a taxa de crescimento Intrinseco da presa e CK — D o crescimento
Intrinseco méximo do predador, temos que as ondas viajantes entre os pontos
criticos (1,0,0,0) e (b.1 —b,0,0) vao existir se a taxa Intrinseco da presa seja

menor do que a taxa maxima do crescimento Intrinseco do predador.
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Agora analisamos o ponto critico (b,1 —b,0,0) através da matriz jacobiana,

0 0 0 1
0 0 1 0
/= Wi 1 =1 0 =¢
suz n 5 U
| —aV ab—al ¢ O |

Seu polindmio caracteristico é

A 0 0 -1
0 A =1 0
det[AI —J(b,1—1,0,0)] = det =0,
b LN <
2 2 52
a—ab 0 —c A
2 _
p(A) = A%+ bte + (a — ab) A2+%A+M. (6.16)
2 %) )
Observe que no polindmio caracteristico (7.14) obtemos:
HA,-:M>O pois 0 <b <1
2

YA =0 parai =1,2,3,4.

Portanto, se todos os autovalores forem reais obrigatoriamente teremos pelo
menos um autovalor negativo. Isto mostra que existe possibilidade de onda
viajante partindo dos pontos criticos (1,0, 0,0) para ponto critico (b,1 —b,0,0).

Caso polindmio (7.14) possui solugdes complexas,

M=wa1+if1, Ay =a1 —if1,A3 =az +ifo, Ay = ap —if2,

temos,

YA =201 420 =0= a1 = —ay, (6.17)

portanto temos os autovalores complexos com parte real negativa, o que con-
tirma analogamente a existéncia de ondas viajantes. Observe que a equagdo
(7.14) ndo pode admitir todas as raizes imagindrias puras (a7 = ay = 0), pois
caso contrario deveremos obter o produto de autovalores dois a dois como,

2 —
[b+e +((Sa ab) &;) <0,
2
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mas por outro lado,

MA2 + AA3 LA AL 4+ ApA3 4+ ApAs 4+ A3y
= B1 — B1f2 + P12 + P1B2 — P1P2 + 3 > O,

onde é uma contradicgéo.
Caso existam autovalores complexos, portanto o seu complementar tam-
bém é como outro autovalor, considerando x; e x, como autovalores reais e A;

e Ay autovalores complexos portanto temos,
YAi=x1+x20+ A1+ A =x1+ x4+ 207 = 0.

Portanto existe um autovalor real negativo ou autovalor complexo com parte
real negativo, logo em qualquer caso sempre existird um autovalor negativo,
onde confirma a existéncia de ondas viajantes.

Vamos analisar o tipo de aproximacdo destas ondas no ponto equilibrio

(b,1—0,0,0) para isto olhamos para as raizes da equagdo caracteristica,

2 _
b+c 4 (a—ab) AZ-I—%)H—b(a ab)

4
A ) ) o2

=0 (6.18)

Consideremos A1, A2, A3, A4 como as raizes da equagdo, temos os seguintes re-

sultados,

) YA =0

if) [TA; = 52 > 0

iii) TIAAj = < + (a — ab)

iv) [TAA AR = 3£ <0 comi,j,k=1,2,3,4.

(6.19)

Observe que na quarta equagdo (os produtos das raizes trés a trés) [JA;A;Ay €
negativo, portanto pela lei de Decart temos no maximo zero raizes positivos,
pois ndo existe mudanca de sinal nos coeficientes do polindmio caracteristico
(7.14) , como o valor de polindmio na origem é positivo (p (0) > 0). Por um
raciocinio similar temos que p (—A) tem uma mudanga de sinal para seus
coeficientes, portanto tem no maximo uma raiz negativa (autovalores nega-

tivo). Portanto podemos concluir que as raizes sdo complexas e como vimos
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no (7.15) estes autovalores possuem parte real negativo, logo aproximagédo das
ondas viajantes no ponto equilibrio (b,1 — b,0,0) com condigdo inicial (7.9) é

da forma oscilatéria.

Agora considerando a condi¢do de contorno (7.10) onde represente indice
baixo de densidade das populagdes (predadores e presas), e analisamos o es-
tado de equilibrio (0,0,0,0), observamos que quando d; = 0 o sistema (7.7) se
reduz na forma:

Vi=W
u=wu-u-uv) (6.20)
W =cW+aV(b-U),

onde possui o seguinte polindmio caracteristico:

A0 -1
det[AI—J(0,0,0)] =det | -1 A 0 =0 (6.21)
0 —ab A—c
3 ,p ab
pA)=A" =A% ——=, (6.22)
Observe que p (0) = %‘w < 0. Como ja foi visto no capitulo anterior este

polindmio possui maximo e minimo local nos pontos,

2
XM:Oeszg,

sabendo que lim p (A) = +oco0 quando A — +o0, entdo existe uma raiz real posi-
tiva. Como p (0) < 0 temos os outros autovalores complexos, o que nos con-
firma que nas vizinhancas da origem o comportamento da solu¢des no plano
de fase é a forma espiral, e portanto impossivel do ponto de visto ecolégico.
Logo para é = 0 ndo existem ondas viajantes, e como ja vimos no Capitulo
5, via argumentos de continuidade, para valores de §, > 0 suficientemente

pequenos temos o mesmo resultado.
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6.3 Existéncia de solu¢des num sistema nao local

com difusao rapida da presa.

Se no sistema (7.1) consideramos coeficiente difusdo do predador (D)
muito menor do que a presa (D7) logo temos a razado entre o coeficiente de di-
fusdo do predador com presa é aproximadamente é zero (L = % o~ O> . Adi-
mensionalizando este sistema com as seguintes varidveis:

u:%, vz%, t=AT , x=XD£2,
L:g—j, a:%, b—CRK
obtemos:
%—?:u(l—/_oog(x—y)u(y,t)dy>—uv+gz—lé
%z(u—b)av—l—L%.

Usando variavel de onda,
u(x,t)=U(z) ev(x,t) =V (z) ondez = x +ct,

obtemos:

(ee]

' =U (1 — Y gy, U (z)> —uv+4u”

n=0

cV'=aV (U-b).

Para simplificarmos as contas, tal como fizemos na sec¢do anterior, trun-
camos o somatério para n = 1 e consideramos § = ¢* para obtermos as
equagoes:

cU'—U(1-U-éaU")4+Uv-U"=0
V' —aV(U-b)=0,
que podem ser re-escritas como:

U’ — c'—U+Uu?*-uv
- 1—(5a2U
! _ aVU—abv
V —_— T.
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Reescrevendo este sistema como sistema de equagdes ordindrias de primeira
ordem, nds obtemos

u=w

V(Uu-b
V' =2 (c )

W — cwfgljégllfﬁuv.
Onde temos pontos criticos (0,0,0), (1,0,0) e (b,1—b,0). Analogamente a
secdo anterior consideremos as condi¢des de contorno (7.9) e (7.10) para este
sistema. Na condi¢do de contorno (7.10) onde temos baixas densidades das
populagdes de predadores e presas, analisamos a estabilidade dos pontos criti-
cos e o comportamento das solugdes nas vizinhangas destes pontos para veri-

ficarmos a existéncia de ondas viajantes entre os estados de equilibrio pela

matriz jacobiana. Temos os seguintes resultados:

0 0 1
= Q o0
(—142U+V) (1-6U)+5 (cW—U+U+UV) u c
(1—(5211)2 1-06U 1-6U
—A 0 1
det[J (0,0,0) —AIl=| 0 =2t_A 0o |=0,

com polindmio caracteristico,

p(A) = (_—”b—)\) (A2 =ca+1),

c

onde temos os seguintes autovalores:

—ab c+Ve2—4 c—Vc2—4
M=—71 , )=—F—eA3=—"7—".
c 2 2
Observe que o ponto critico (0,0,0) é um ponto de equilibrio instdvel. Para
existéncia de ondas viajantes realisticas neste ponto é necessdrio que os au-
tovalores sejam reais. Para que isso ocorra, devemos ter a seguinte limitagdo
para a velocidade da onda:

c> 2.
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Portanto para ¢ > 2 sempre existem ondas viajantes partindo do ponto critico
(0,0,0).

Analisemos agora os comportamentos das solu¢des na vizinhanga do ponto
critico (b,1 —b,0) . Para isso calculamos polindmio caracteristico da matriz ja-

cobiana neste ponto:

—A 0 1
det[J (b,1—b,0) — AI] = | 20-b) 200 _ ) 0 =0,
b b c A

10,0 T-6,6 1-0,0

ab(1+0)
1—(5217 A+C(1—52b).

C2— a — a
p@):—ﬁ+( (jigﬁ¢m>ﬁ+b@-+n

Observamos que:

(6.23)

ab(1+0b)
0) = ——"%.
PO = a5
Primeiramente analisamos o caso onde p (0) > 0. Este caso ocorre se 1 — dyb >
0 ou seja,
1

(52 <E.

Temos que lim p (A) — —oo quando A — oo, 0 que garante a existéncia de um

autovalor positivo. Se ¢ > 2ab (1 — 5,b) entdo o coeficiente de A? serd posi-
tivo e pela Regra de Sinais de Descartes temos somente uma raiz real positiva.

Entdo, os outros autovalores sdo reais negativos ou complexos. Caso os outros

autovalores sejam complexos (A; = a +if e A3 = a —if3), temos:

A+ A3 =2

(6.24)
AMAs = a® + ‘52

observamos que a soma das raizes é

¢ —2ab (1 — 5,b)
c (1 — (Szb) ’

AMF+ A+ A3 =

que sempre é positiva (com 0 < b < 1). Por (7.22) obtemos:

oy — c? —2ab (1 — 5,b)
C (1 — 52[?)

- )Lll
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e por outro lado, na soma das raizes dois a dois temos,

—b(2a+1
AAs + A3+ Aodg = —b(2a+1)
1— 620
ou seja,
—b(2a+1)
AM(A+A MA3 = ————F
1(A2 +A3) + A2A5 1—60
onde ap0s substitui¢do em (7.22) temos:
—b(2a+1)
20M + 0t + B = ————
M=
Observe neste caso, que
—b(2a+1)
20 = ———+—+ <0,
T A

portanto as raizes complexas (A, e A3) tém parte real negativa. Logo, podemos
concluir que aproximagao das ondas viajantes no ponto equilibrio (b,1 —b,0)
é da forma oscilatoria.

Caso p (0) <0,istoé,

. 1
1 —d2b > 0 ouseja b > B
existe um autovalor negativo. Neste caso temos que os coeficientes de A2, leo
termo independente no polindmio caracteristico (7.21) sdo todos negativos, o
que nos garante que nado existe raiz real positiva. Como temos nesse caso, que

p(0) < 0, obrigatoriamente as outras raizes sdo complexas. Se considerarmos

Ay = +if e Az = a —if, temos os seguintes resultados:

A+ Az =2a (6.25)
AAz = a® + B2

Por outro lado temos:

¢ —2ab (1 — 6b)

AM+Ar+ A3 = C(l—(szb)
—b(2a+1
)\1/\2+/\1/\3+/\2A3 = 1(sz)
Aidads = ab(1+Db)

c (1 — 521’))’
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Se considerarmos (7.23) na primeira equagdo, obtemos:

¢ —2ab(1—6D)

20 = A
: c(1— oab) b
e na segunda equagdo temos,
—b(2a+1
2a); + (0&2 +/52) - —1(_ 5 )

Analogamente de terceira equacao,

_ab(1+b)
A <0¢2 + [32> = c(=6b)

que apos substitui¢do resultam em

§ —ab(1+b)  b(2a+1)
©2M3c(1—-52b)  2A1 (1—62b)

< 0.

Com isso, obtemos que para J; > %, a aproximacdo da onda viajante ao estado
de equilibrio (b,1 — b,0), também se dd de maneira oscilatoria.

Portanto temos a seguinte resultado: existe uma solu¢do de onda viajante
entre estados de equilibrios (0,0,0) e (b,1—15b,0) se ¢ > 2 onde estas on-
das saem no ponto (0,0,0) de forma monétona e chegam no ponto critico
(b,1—1b,0) de forma oscilatéria, independemente dos valores das constantes
envolvidas no problema.

Agora consideramos a condic¢do de contorno (7.9) . Onde representa o meio
com a densidade de populagdo da presa préxima da capacidade de suporte, e
no qual foram introduzidos os predadores. verificamos os comportamentos
das solugdes nas vizinhangas do ponto critico (1,0, 0) e existéncia de onda via-
jante entre este estado de equilibrio e ponto de equilibrio (b,1 — b,0) . Para isto
calculamos os autovalores da matriz jacobiana pelo polindmio caracteristico

no ponto de equilibrio (1,0,0) isto é,

—A 0 1
— 1-b —
det[] (1,0,0)—AIl=| o 2B _) ¢ =0,
1—152 1—152 1—C52 —A
_(a(1-b) ’ c 1
p(A) = ( - A) [A 5 15| (6.26)
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onde possui autovalores:

c c 2 4 c c 2 4
_a(l-b) , _T& (t%)'*ﬁ@ 5T (f%)'*ﬁz

M=—r— 2= 2 e M= 2

(6.27)
Observe que sempre existe um autovalor real positivo A, ou seja existe possi-
bilidade de onda viajante partindo no ponto (1,0,0) de maneira monétona, se
os outros autovalores forem reais, isto é A, A3 € R.

Observe na equagao (7.25) que os autovalores A, e A3 serdo reais se,

¢ 2+ t o
1-5,) T1=6," "

Note que esta condigdo é satisfeita para qualquer valor de ¢ > 0 caso tenhamos

a ndo-localidade suficientemente grande, a qual é representada aqui pela con-
stante d,. Sob o ponto de vista da ecologia do modelo, note que a grande néo
localidade implica, sob a interpretacdo contida em Gourley 2000, que hé ex-
cassez de recursos de alimentagdo da populagdo de presas. Isto implica que em
virtude, a populagdo dessas presas ndo se encontram em quantidade suficiente
para sustentar a populacdo de predadores introduzida no meio, ndo sendo pos-
sivel a conducgdo para a populacdo de equilibrio da coexisténcia. Cabe notar
aqui que no caso onde 6, < 1, onde a ndo localidade é muito pequena, um
resultado similar de instabilidade do ponto critico (1,0,0) é obtido aqui (con-
forme foi visto no Capitulo 6), o que reflete o fato de que a populagado de presas

é suficientemente grande para o desenvolvimento dos predadores em andlise.



Capitulo 7

Conclusoes e Problemas em Aberto

No inicio deste trabalho, estudamos o processo de modelagem de sistemas
dindmicos, mais especificamente, sistemas de competicdo e predador-presa.
Deu-se destaque aos conceitos importantes para o entendimento de sistemas
dindmicos, como pontos criticos, trajetérias e estabilidade, que foram aborda-
dos. No passo seguinte, discutimos e definimos um modelo predador-presa es-
truturado espacialmente com difusao. Foi estabelecido também que as condigdes
iniciais do sistema seriam escolhidas de duas formas diferentes, sendo que a
primeira representa o meio com a densidade de populagdo da presa préxima
da capacidade de suporte, e no qual foram introduzidos os predadores. E a
segunda, representa baixa densidade do predador e da presa. Isto representa a

situagdo onde as duas espécies foram introduzidas no meio ao mesmo tempo.

Foram analisados dois modelos de sistema do predador-presa com termo
de difusdo, um com forma local e o outro com forma nao local, e com as
condigdes iniciais acima. Observamos que em ambos os modelos os pontos
de equilibrios continuam sendo os mesmos, e para modelo local obtemos as

seguintes resultados:

No caso em que tanta presa e tanta predador foram introduzidos no mesmo
tempo, temos a existéncia de onda viajante entre os pontos de equilibrios. A
aproximacdo das ondas serd da forma mondétona ou oscilatoéria, isto é a den-

sidade das populacdes sempre tende para equilibrio de modo monétono ou
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oscilatério, dependendo o valor de a . Temos para valores de a (cociente de ca-
pacidade suporte com Taxa de Crescimento.) suficientemente grandes (acima
de um valor critico a*) a solugao é oscilatdria e no caso contrério, a solucédo se
aproxima monotonicamente do ponto de equilibrio da coexisténcia.

O caso que representa o meio com a densidade de populagdo da presa
préxima da capacidade de suporte, e no qual foram introduzidos os predadores,

obtemos a existéncia de ondas viajantes, para a velocidade minima de:

CZ\/‘m-

Neste caso também temos formas monétonas ou oscilatérias paras ondas

viajantes no ponto de equilibrio estével se,
O<a<a* ea>a", (7.1)

respectivamente.

No sistema ndo local quando ambos as espécies sdo introduzidas, ndo existe
nenhuma onda mas se consideramos o meio com a densidade de populacao
da presa proxima da capacidade de suporte, e no qual foram introduzidos os

predadores, nenhuma onda existira se

e se obtemos

a>—1_b

existe a solugdo de onda viajante para todo valor de c e as densidades das
populagdes sempre tendam para estado de equilibrio da coexisténcia de modo
oscilatério.

A determinagdo numérica das trajetdrias dos sistemas presa-predador difu-
sivos considerados acima ¢ dificil, mesmo no caso local. Isto se da pelo fato de
que o plano de fase respectivo possui muitas trajetdrias ilimitadas, e poucas
(talvez uma tinica) trajetdria limitada, ligando os pontos criticos do sistema.

Portanto, um estudo mais detalhado do ponto de vista computacional seria
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interessante para verificarmos se alguma caracteristica interessante, e ndo ob-
servada em nossa andlise teérica, pudesse ser obtida, visando um melhor en-
tendimento da situacdo ecolégica que modelamos.

Em um dos modelos estudados acima, o termo ndo-local de interacao entre
a populagdo de presas foi estudado. Uma pergunta natural que segue é o que
acontece, no que diz respeito a pontos de equilibrios, trajetérias ligando esses
pontos, etc. no caso no qual a interacdo ndo local ocorre na interagdo entre
presas e predadores. Mais especificamente, uma andlise de uma situagdo na
qual a atuagdo de uma espécie de predador com longo alcance sobre as presas
(por exemplo, populagdes de aranhas) poderia ser estudada.

A modelagem matematica aplicada a problemas em ecologia visa conhecer-
mos melhor as interagdes entre espécies com determinadas caracteristicas. Apli-
cagdes desses modelos existem em tentativas de se preservar espécies ameacadas,
bem como controlar populacdes que sdo prejudiciais a determinadas ativi-
dades humanas (como pragas em plantagdes). Ao final desse texto, esperamos
ter dado informagdes relevantes sobre dindmicas de populag¢des, e que nos
auxiliem, de uma maneira ou de outra, a compreender a natureza, seja para

nosso bem, ou para aqueles que nos sucederdo.
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