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RESUMO

A busca por uma melhoria do desempenho de erro de algoritmos de decodificacao
algébrica por decisao suave de codigos de Reed-Solomon de altas taxas motivou o de-
senvolvimento desta dissertacao numa tentativa de se determinar a real capacidade de
correcao de erros da decodificacao algébrica por decisao suave na presenca de apagamen-
tos. E mostrado através de simulagoes como ¢ possivel conseguir aumento de desempenho
significativo quando os bits nao confiaveis recebidos na saida do canal sao considerados
como bits apagados. Uma estratégia de atribuicao de multiplicidades através do mape-
amento das probabilidades a posteriori do canal é desenvolvida no sentido de se atribuir
multiplicidades iguais para simbolos com o mesmo padrao de bits apagados. Na direcao
oposta é mostrado através de simulagoes que tentar declarar como apagamentos simbo-
los nao confiaveis recebidos do canal nao leva a nenhum ganho de desempenho podendo

inclusive levar a perdas de desempenho.
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ABSTRACT

The search to increase the error performance of algebraic soft-decision decoding of
high rate Reed-Solomon codes motivates the development of this work in an attempt
to determine the ultimate error-correcting capabilities of algebraic soft-decision decoding
with erasures. It is shown trough simulations that a significant performance improvement
can be obtained when the unreliable bits received from channel output are declared as
erased bits. A multiplicity assignment strategy is developed through the mapping of the
a posteriori channel probabilities in order to assign equal multiplicity for symbols with
the same erased bits patterns. In the opposite way, it is shown through simulations that
trying to declare the unreliable symbols received from the channel as erasures does not
lead to any performance gain and in some cases it would lead to a decrease of the decoder

performance.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

Em junho de 1960, Irving Reed e Gustave Solomon publicaram o artigo "Polynomial
codes over certain finite fields”[1], onde descreveram uma nova classe de codigos corretores
de erros que se baseam no mapeamento de um espaco vetorial de dimensao k sobre um
corpo finito F em um espago vetorial de dimensao maior que k sobre o mesmo corpo.
Através desse mapeamento a distancia de Hamming entre cada palavra coédigo tornou-
se a maior possivel em relagao aos demais coédigos aumentando assim a capacidade de
correcao de erros do codigo, além do fato de tratar os simbolos como grupos de bits, o que
tornou o codigo particularmente bom para casos de erros em bits consecutivos. Entao em
1968, Elwyn Berlekamp desenvolveu um algoritmo de decodificacao que tornou possivel a
implementacao dos cédigos de Reed-Solomon (RS), como ficaram conhecidos atualmente,
em aplicacoes praticas. Hoje, aparelhos de reproducao de DVD ‘s e CD s, por exemplo,
utilizam uma variacao do algoritmo de Berlekamp para corrigir erros consecutivos de
até 4000 bits; o que equivale a um risco na superficie de um CD de 2.5 milimetros de
comprimento. Além de sistemas de armazenamento digital, podemos encontra-los sendo
usados em comunicagoes via satélites, comunicacao sem fio de terceira geragao (3G) e
CDMA2000.

Embora recentes descobertas, como os coédigos Turbo, por exemplo, e outros tenham
atraido a atencao de varios pesquisadores, os codigos de Reed-Solomon sao empregados
em cerca de 75% dos circuitos de corregao de erro em operacao hoje.

Na recepcao ou leitura de uma seqiiéncia de dados binarios modulados corrompidos
por ruido, pode-se tomar dois tipos de decisao para escolher a seqiiéncia mais provavel
transmitida ou gravada: decisao abrupta e decisao suave.

Na decisao abrupta, a saida do demodulador ou leitor é quantizada para o simbolo mais

préximo, assim a decisao é feita baseada apenas no simbolo transmitido mais provavel.
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Devido a esse tipo de abordagem, a decisao abrupta acaba nao usando toda a informacao
disponivel no sinal recebido, deixando de lado o objetivo principal de um sistema de
comunicagao ou armazenamento que é utilizar o maximo das informacoes recebidas do
canal.

Na decisao suave é levada em conta a confiabilidade, a probabilidade e a verossimi-
lhanca da informagao recebida. Ou seja, nesse tipo de decisao, além da informacao do
simbolo mais provavel transmitido, temos também o grau de confiabilidade que podemos
ter dessa decisao. De maneira geral pode-se dizer que a decodificagao por decisao suave
pode ter até 3dB de ganho de codificacao em relagao a uma decodificagao por decisao
abrupta.

Apesar da sua grande aplicabilidade, a decodificacao de cédigos de Reed-Solomon
ainda é feita utilizando decisao abrupta o que nao explora toda a capacidade de correcao
do codigo.

Nos ultimos anos novos avancos ocorreram nesse campo iniciando-se em 1997 quando
Madhu Sudan utilizando-se da conseqiiéncia do teorema de Bezout [2] mostrou em [3] que
era possivel fazer a decodificacao por decisao abrupta de codigos de Reed-Solomon além
da capacidade de corregao classica (n — k)/2 utilizando-se um método de decodificacao
por lista e abordando-o como um problema de interpolagao de duas varidveis. Assim,
para um codigo de comprimento n e dimensao k, o algoritmo apresentado na referéncia
[3] produz todas as palavras-cédigo cuja distancia do vetor recebido nao excede n —v/2kn.
Uma anédlise mais cuidadosa mostrou que o método de decodificagao apresentado em [3]
era assintéticamente melhor que a decodificagdo padrao de até (n—k)/2 erros se a taxa do
codigo (ou seja, k/n) fosse menor do que 1/3 . Contudo cddigos com taxas menores que
1/3 néo sao de interesse do ponto de vista pratico. Em 1999, Venkatesan Guruswami jun-
tamente com Madhu Sudan [4] conseguiram melhorar o método de decodificagao proposto
anteriormente mostrando que poderiam se corrigir ainda mais erros se fizessem com que
a interpolacao em cada ponto ocorresse nao apenas uma vez, como ocorria anteriormente,
e sim m vezes, onde m é uma variavel inteira arbitraria. Para m — oo , o algoritmo

de decodificacao por lista de [4] corrige até [n — v'nk| erros, o que é melhor que o valor
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(n — k)/2, e desta vez para todas as taxas k/n. Todavia, do ponto de vista pratico,
este novo aperfeicoamento na decodificagao tinha uma deficiéncia: o desempenho assinté-
tico demonstrado em [4] era reduzido a zero quando aplicado a cédigos de Reed-Solomon
de altas taxas e comprimento finito. Logo depois, Ralph Koetter e Alexander Vardy
[5], adaptaram a nova técnica de decodificagdo de Guruswami-Sudan mostrando como
as multiplas interpolagoes, ou multiplicidades, de [4] poderiam ser utilizadas para que
se alcancasse a decodificagao por decisao suave de codigos de Reed-Solomon, produzindo
assim um algoritmo algébrico que permite utilizar todas as informagoes probabilisticas
disponiveis no receptor. No algoritmo apresentado na referéncia [5] apresentou-se um es-
quema de atribuicao de multiplicidades assintoticamente 6timo que maximiza a taxa de
transmissao e que pode reduzir a probabilidade de erros a valores muito baixos desde que
o comprimento do codigo tenda ao infinito. Entretanto é mostrado que o algoritmo de
[5] j& apresenta um substancial ganho de desempenho na decodificacao de cédigos RS de
altas taxas e comprimento finito razoavelmente grandes (como por exemplo, o cédigo RS
(255,239) sobre um corpo de Galois F(28)). Devido a esse aumento significativo de desem-
penho obtido, os algoritmos de decodificacao algébrica por decisao suave, ou algoritmos
de decodificagao ASD (Algebraic Soft Decision), como ficaram conhecidos, despertaram
um grande interesse de pesquisas de toda a comunidade académica da area. Do ponto de
vista pratico, varias técnicas [6],[7],[8],[9],[10] e [11] foram propostas tentando conduzir a
decodificacao ASD no caminho de uma implementacao que venha a ser uma alternativa
a decodificagao convencional de Berlekamp-Massey muito utilizada em aplicagoes prati-
cas como CD, DVD, leitores de cédigos de barras, telefones celulares, comunicacao via
satélite, televisao digital e modems DSL.

Entretanto ainda nao se descobriu uma técnica de atribuicao de multiplicidades étima
para a decodificacdo ASD. Nas referéncias [12],[13] e [14] apresentam-se esquemas de
atribuicao de multiplicidades otimizados para cédigos RS de comprimento finito, através
de algoritmos numericos.

Um apagamento é um erro no qual a localizacao do erro é conhecida, porém o valor

¢é desconhecido. Eles podem acontecer de varias maneiras. Em alguns receptores, o sinal
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correspondente a um ou mais simbolos recebidos é analisado e se estiver fora de limites
aceitdveis, aquele simbolo(s) é declarado estar apagado.

Na referéncia [15] é caracterizado o raio da decodificagdo ASD sobre canais com apa-
gamentos e o canal bindrio simétrico, e é investigado qual seria a estratégia de atribuicao
de multiplicidades para esses tipos de canais, além de mostrar como a decodificacao ASD
pode obter desempenhos melhores que a decodificacao convecional de Berlekamp-Massey
sobre canais com apagamentos.

Com o intuito de se buscar cada vez mais melhoras no desempenho da decodificacao
algébrica por decisao suave de cddigos de Reed-Solomon de dimensao finita e altas ta-
xas buscou-se, neste trabalho, implementar uma técnica para apagar bits nao confiaveis
no sentido de se obter ganhos de desempenho sobre as técnicas de decodificacao ASD
propostas atualmente. Baseado no trabalho de [15], propoe-se um meio de se apagar os
bits nao confidveis e atribuir a mesma multiplicidade para os simbolos que tém a mesma
configuracao de bits apagados. A validade e ganhos de desempenho deste método sao con-
firmados através da implementagao de simulagoes. A proposicao de se apagar os simbolos
nao confiaveis recebidos do canal, também é investigada através de simulacoes, entretanto
mostra-se que devido a grande quantidade de possibilidades de simbolos que podemos ter
em virtude de um apagamento nao se consegue melhora no desempenho e sim uma piora
do mesmo.

O resto dessa dissertagao esta organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2, apds
uma breve introdugao sobre a construcao classica de cédigos de Reed-Solomon, comenta-
se sobre os tipos de algoritmos de decodificacao que podemos ter e em seguida é mostrada
a idéia motivante que deu origem ao novo algoritmo de decodificagao algébrica por lista
de decisao abrupta de Guruswami-Sudan, através de exemplos informais e didaticos. No
Capitulo 3, é feita uma revisao minuciosa nos conceitos fundamentais e de nosso interesse
que envolvem polinomios de duas varidveis. Sao apresentados os Teoremas de Interpola-
¢ao e Fatoracao, fundamentais para a decodificagao de GS, continuando-se na seqiiéncia
explorando em detalhes aspectos dessa decodificacao, como sua capacidade de correcao,

nimero de polinomios retornados e algoritmos de interpolagao e fatoragao. No Capitulo
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4, apés uma breve introducao na decodificacao por decisao suave, partimos para a revisao
de conceitos de canais discretos sem memoria e suas consequéncias nas probabilidades
condicionais que serao os conceitos basicos para a introducao da matriz de confiabilidade.
Uma vez visto estes conceitos iniciais partimos para uma analise mais aprofundada do
algoritmo de Koetter-Vardy para decodificagao ASD, bem como as principais mudangas
que ocorreram nas fases de interpolacao e fatoracao do algoritmo de GS para que se atinja
a decisao suave. No final do capitulo, apresenta-se o potencial do algoritmo de decodifi-
cagao ASD sobre os outros algoritmos de decodificagao convencional por decisao abrupta
através de simulacoes de desempenho. No capitulo 5, é feita uma andlise do desempenho
do algoritmo de GS quando se tem apagamentos presentes mostrando como o mesmo tem
seu desempenho degenerado quando o ntimero de apagamentos vai crescendo. O canal
binario simétrico com apagamentos é caracterizado e seu desempenho analisado para que
mais adiante se possam extrapolar os resultados obtidos para um canal Gaussiano com
erros e apagamentos. E assim por fim propor um método de atribuicao de multiplicidades
para o algoritmo de KV quando se tem a presenca de apagamentos de bits. Os resultados
obtidos para apagamentos de bits entao sao extendidos para apagamentos de simbolos. O
desempenho da decodificacao com o método de atribuicao de multiplicidades proposto é
obtido através de simulagao computacional, mostrando-se como é possivel ter ainda maior
ganho de desempenho na decodificacado ASD quando sao declarados bits nao confidveis
como bits apagados e também que se pode obter o mesmo desempenho ou até perda de
desempenho se tentarmos apagar simbolos nao confiaveis. As conclusoes do trabalho bem

como sugestoes para trabalhos futuros sao apresentadas no Capitulo 6.



CAPITULO 2

VISAO GERAL DA TEORIA

2.1 Corpos de Galois

Os cédigos de Reed-Solomon, em geral, sao codificados e decodificados através do
uso de matematica sobre corpos finitos. Os corpos finitos foram descobertos por Evariste
Galois, e por isso, é geralmente utilizado o termo corpo de Galois quando nos referenciamos
aeles. Um corpo finito com ¢ elementos é geralmente denominado como GF'(g). O ntimero
de elementos num corpo finito, ¢, deve ser da forma p™, onde p é um ntmero inteiro primo
e m é um inteiro positivo [16],[17]. Um corpo de Galois GF(¢q) sempre contém pelo menos
um elemento chamado de elemento primitivo e denominado usualmente por «. A ordem
de um elemento o de um GF(gq) é o menor inteiro positivo n, tal que, o = 1. O
elemento primitivo « deve obrigatoriamente ter ordem igual a (¢ — 1). Assim podemos

2 ...,a?7%} devem ser distintas,

perceber que as (¢ — 1) poténcias de «, ou seja, {1, o, «
formando assim os elementos diferentes de zero que compdem o corpo de Galois GF(q). A
representacao dos elementos do corpo de Galois na forma {0, 1, o, a?, ..., a9} é chamada
de representacao exponencial e é utilizada principalmente quando precisamos multiplicar
dois elementos do corpo GF(q) pois nela basta utilizarmos a regras de multiplicagao a
qual estamos acostumados: a® - a¥ = a* Y.

Ja para o caso da adigao é necessario utilizar uma outra forma de representagao dos
elementos, chamada de representacao polinomial. Nessa representacao o elemento primi-
tivo, no caso «, deverd ser a raiz de um polinémio primitivo de grau m, p(z). Considere
um corpo GF(2%), se p(x) = 3+ x+1 for um polindémio primitivo bindrio (com coeficien-
tes sobre GF'(2)), e a o elemento primitivo e por conseqiiéncia a raiz de p(z), isto implica
que @ +a+1=0oua® = a+ 1 (nio existe subtragao na aritmética binaria). Usando

esta tultima relacao podemos obter a representacao polinomial dos demais elementos do

corpo, como mostra a tabela:



Tabela 2.1
Representacao Representagao Representagao
Exponencial Polinomial Binaria

0 0 000

1 1 100
Q « 010
a? a? 001
a’ a+1 110
ol o+ a 011
a® a?+a+1 111
ab a?+1 101

Entao para calcular a+a® em GF(8), basta substituir a representa¢ao exponencial para

a representagao polinomial, fazer a soma e reconverter para a representagao exponencial:

a+®=a+a’+a+1l=a’+1=0af

2.2 Construcgao Classica de Cdédigos de Reed-Solomon

Em 1960, Irving Reed e Gus Solomon, publicaram um artigo [1] que mostrava a desco-
berta de uma nova classe de codigos, que mais tarde ganhou a alcunha de seus descobri-
dores. Assim o método proposto em [1] foi chamado de construgao classica de cédigos de
Reed-Solomon. Esta construgao é muito importante e leva a uma série de generalizagoes
que serao mostradas mais adiante.

Neste artigo, Reed e Solomon mostram que para se construir ou codificar basta que se
tomem quaisquer k simbolos de informagao (equagao 2.1) e transforme-os em coeficientes
de um polinémio de grau até k — 1 (equagao 2.2) . Entao determina-se o valor deste
polinomio para uma quantidade fixa de n elementos distintos de um corpo (equagao 2.3).

Os valores encontrados formarao a palavra cédigo (equagao 2.4).

Uy ULy oeey Uk—1 (21)

4

f(z) = ug + gz + ... + up_q 2! (2.2)



U

1 = f(x1),ca = f(z2),...,cn = f(zn) (2.3)
U

(c1,¢2, ..., Cn) (2.4)

O numero de simbolos de informacao k é chamado de dimensao do cédigo. Este termo
vem do fato de que as palavras cédigo de Reed-Solomon formam um espago vetorial de
dimensao k sobre o corpo GF(q), enquanto que n é denominado de comprimento do
cédigo. Assim, quando nos referimos a cédigos de Reed-Solomon, caracterizamo-os pelo
seu comprimento n e dimensao k, utilizando a forma RS(n, k).

Colocando de maneira formal temos:

Definicao 2.2.1 Seja o um elemento primitivo de um corpo de Galois F(q™), com n =
q" — 1. Seja u = ug,uy, ..., up_1 € F(¢™)* um vetor de mensagem e f(x) = ug + wyx +
o+ up_ 281 € F(g™)[z] o seu polinémio associado. Entdo o processo de codificagdo é

definido pelo mapeamento p : f(z) — ¢:

(€0, €1, v cnm1) = p(f(2)) = (F(1), f(e), f(?), ..., f(@"7)). (2.5)

2

O conjunto 1, a, o2, ..., a1 formado por n elementos distintos de F(g™), menos o ele-

mento 0, ¢ denominado de conjunto suporte.

2.3 Paradigmas da Decodificacao de Cdédigos de Reed-Solomon

Como visto na se¢ao anterior cada palavra de um cédigo de Reed-Solomon C(n, k)
nada mais é que os valores que o polinomio mensagem f(x) assume para um conjunto de
n valores distintos de x. Entao para resolver o problema de decodificacao de cédigos de
Reed-Solomon basta encontrar a equagao f(z) que interpole os n pontos (z,y) da palavra

codigo recebida. Como o grau de f(z) é menor que k é possivel determinar f(z) utilizando
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apenas k pontos dos n que formam a palavra cédigo, dessa forma utilizando interpolacao
numa equagao de uma variavel podem-se corrigir até n —k simbolos apagados ou (n—k)/2
erros.
A decodificacao vista acima também pode ser interpretada de outra maneira; o decodifica-
dor busca por palavras codigos na esfera de Hamming de raio tg = (n—k)/2 com centro no
vetor recebido. Se no interior desta esfera se encontrar somente uma palavra cédigo, esta
serd a palavra transmitida e a decodificacao tera sido realizada com sucesso. Caso contré-
rio havera uma falha na decodificacao. Este paradigma de decodificagao é denominado de
decodificagao por distancia limitante, (ver figura 2.1(a)), no qual se baseia a maior parte
dos algoritmos de decodificagao por decisao abrupta de cédigos de Reed-Solomon, como o
algoritmo de Berlekamp-Massey [18], por exemplo. Contudo podemos também utilizar um
decodificador por lista (figura 2.1(b)), que ird retornar todas as palavras c6digo que estao
a uma distancia de Hamming r da palavra recebida. Neste caso podemos tentar aumentar
o raio de decodificacao ty, e é possivel que dentro da esfera de decodificacao tenhamos
mais de uma palavra cddigo e consequentemente o decodificador ira falhar. Entretanto se
analisarmos a probabilidade de que a esfera contenha mais de uma palavra, ao invés da
possibilidade, pode-se chegar numa conclusao diferente. Considere, por exemplo, o codigo
RS(32,8), sobre o corpo F(2°), que tem raio de decodificagio ¢ty = 12. Se aumentarmos o
raio de decodificacao para t = 13, e a palavra transmitida sofrer 13 erros é possivel que
a esfera de decodificagao contenha mais de uma palavra cédigo: a palavra transmitida e
uma outra palavra cédigo qualquer com distancia 12 ou 13 da palavra recebida. Entre-
tanto se assumirmos que todos os padroes de 13 erros sao igualmente provaveis, pode ser
mostrado que a probabilidade disso acontecer é 2,08437 x 10712, Ou seja, pode-se dizer
que o codigo é capaz de corrigir praticamente todos os padroes de 13 erros, apesar dele
ter uma capacidade de correcao convencional de somente 12 erros.

Entretanto mesmo sabendo que é possivel atingir uma capacidade de correcao maior
que a convencional, nao se consegue atingir essa capacidade utilizando a estratégia de

interpolacao numa equagao de uma variavel descrita inicialmente.
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Figura 2.1: Paradigmas de Decodifica¢ao: Em (a) a palavra cédigo deve estar na mesma
esfera de Hamming para que ocorra sucesso na decodificagdao. Ja em (b) todas as palavras
codigos que estao a uma distancia de Hamming r da palavra recebida sao retornadas.

2.4 Ultrapassando a Capacidade de Correcao Usual

Para ultrapassar a capacidade de correcao usual continua-se utilizando a interpolacao,
porém agora passamos a usar uma equacao de duas variaveis ao invés de uma varidvel
apenas. Essa foi a solugdo encontrada por Sudan em [3]. Neste trabalho, Sudan mostra
que a palavra recebida pode ser representada pela equagao algébrica y — f(x) de grau

k — 1 e a partir dai ele se baseia no teorema de Bézout [2]:

Teorema 2.4.1 Duas curvas algébricas de graus d e § se interceptam em dd pontos, e
nao podem concorrer em mais de dd pontos a nao ser que as equagoes que as definam

contenham um fator comum.

Entéo se pudermos construir uma equagao de duas varidveis Q(z,y) € F,[z,y] que
tenha grau 0 e intercepte y — f(x) em mais do que (k — 1)d pontos, incluindo pontos no
00, entdo y — f(x) pode ser recuperado como um fator de Q(z,y).

Para se compreender melhor como isso acontece, considere o seguinte exemplo. Supo-
nha que a dimensao do cédigo seja dois (k = 2), dessa maneira os polinémios mensagens
serao simples retas, ou melhor dizendo, polinomios de grau um do tipo f(z) = az + b,

onde a e b pertencem ao corpo dos reais. Digamos que tenhamos 14 pontos recebidos e que
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queremos encontrar todas as retas (polindmios mensagem de grau um) que passam por
pelo menos cinco desses pontos. Para fazer isso Sudan mostra que primeiramente deve-se
obter um polinomio de duas variaveis de grau menor que o nimero de intersecgoes, cinco,
e que passe por todos os 14 pontos, e ele prova que esse polinomio sempre vai existir.

Entao podemos, por exemplo, encontrar o polindmio:

Qa,y) =y' —a' —y* +2° (2.6)

Pelo préprio critério da construcao da equacao 2.6 sabe-se que ela passa por todos os 14
pontos; porém ela tem mais zeros além desses 14. Na figura 2.2(a) temos a representagao
grafica da equagao 2.6. Ja na figura 2.2(b) temos o grafico de todas as raizes do polinomio,
e nesse grafico vemos que aparecem as retas, ou os polindbmios mensagens; isto acontece

porque a equagao 2.6 pode ser fatorada, resultando em :

Qz,y) = (y+ )y —x)(a® +y° — 1) (2.7)

Como pode se ver na equacao 2.7, temos os polinomios de cada uma das retas e a
equagao de uma circunferéncia. Isto ocorre devido ao Teorema de Bézout, pois o produto
dos graus do polindomio mensagem (grau um) e da equagao 2.6 é igual a quatro, e como
as duas equagoes se interceptam em mais de quatro pontos elas obrigatoriamente devem
ter um fator comum, e como o fator comum do polindmio mensagem é ele préprio, pois
nao tem como ser fatorado, ele aparece como raiz da equacao de duas variaveis.

Apesar dessa nova abordagem de decodificacao de codigos RS, proposta por Sudan,
parecer ser muito promissora, esse resultado foi recebido com muita cautela na época, pois
esse novo método de decodificacao utilizando interpolacao de polinomios de duas variaveis
somente apresentava aumento na capacidade de correcao de erros para coédigos de baixas
taxas, mais especificamente c6digos de taxa inferiores a 1/3, os quais ndo tém importancia
pratica nenhuma, pois carregam muito mais redundancia do que informacao propriamente
dita. Como o nimero exato de erros que podem ser corrigidos nesse algoritmo ¢é dificil de

ser determinado [19], é definido um limitante inferior para o nimero de erros corrigidos,
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Figura 2.2: Grdfico de Q(x,y) e corte do mesmo no plano z=0, mostrando a suas raizes
e 0s pontos a serem interpolados.

que é n — \/2kn (ver figura 2.3).

Dois anos mais tarde, Sudan em parceria com Guruswami mostravam em um novo
artigo [4] como conseguiram melhorar o método anterior fazendo com que o desempenho
se mantivesse para todas as taxas de codigos. A solugao encontrada continuava com a
idéia de utilizar interpolacao dos pontos em uma equacao de duas varidaveis. Contudo
agora ja nao bastava apenas que o grafico da equacao passa-se por cada um dos pontos
desejados, mas sim que cada ponto fosse uma singularidade da equagao. De maneira
informal, uma singularidade é um ponto onde a curva Q(z, y) = 0 interseciona a si mesma.
Esse novo requisito faz com que cada um dos fatores que compoem () fosse elevado a uma
poténcia m, denominado multiplicidade, que numa analise inicial pode parecer que serve
apenas para elevar o grau de Q(z,y); entretanto quando tentarmos fatorar ), sabemos
que o polindmio mensagem ird passar por muito mais singularidades de ) do que somente
pontos. Neste caso precisaremos apenas de metade das singularidades em comparacao
aos pontos e é dai que vem a vantagem, pois isso faz com que a capacidade de correcao
se mantenha mesmo para cédigos com altas taxas, atingindo a capacidade de corrigir até
n — v/nk erros, que é melhor para todas as taxas, superando a capacidade de correcio

do algoritmo de Berlekamp-Massey (figura 2.3), que é o algoritmo de decodificacao mais
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Figura 2.3: Comparativo da fracao de erros corrigidos x taxa do cédigos para varios tipos
de algoritmos de decodificagao de cédigos de RS.

utilizado atualmente.

Com o término dessa visao geral do algoritmo de decodificacao de GS, podemos per-
ceber os fatores motivantes desse novo algoritmo de decodificacao que vieram para mudar
completamente os paradigmas de decodificacao de cédigos de Reed-Solomon até entao
existentes, e que fez do mesmo uma fonte para derivagao de varias pesquisas sobre o as-
sunto. E como veremos mais para frente serd o passo inicial para atingir a decodificacao
por decisao suave de cdédigos de Reed-Solomon com forte embasamento algébrico. No
proximo capitulo veremos com mais profundidade a teoria por tras da decodificagao de

Guruswami-Sudan.
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CAPITULO 3

O ALGORITMO DE DECODIFICACAO DE
GURUSWAMI-SUDAN

3.1 A Correcao de Erros por Interpolagao

Como dito anteriormente, a idéia fundamental do algoritmo proposto por Guruswami-
Sudan é que, através da construcao classica dos cédigos de RS, um conjunto de pontos
(i, ¢;),1 = 1,...,n sao gerados através da relagdo ¢; = f(x;), para um polindmio mensagem
f(x) qualquer, mas que tem que ter grau no maximo k — 1. Os pontos ¢; serdo utilizados
como base para a modulagao dos simbolos de canal os quais serao corrompidos por algum
processo de ruido, entdo teremos um novo conjunto de pontos (z;,v;),7 = 1,...,n, no
qual poderemos ter até um niumero e de erros em y;. O problema agora é encontrar um
polinomio p(x) de grau < k, que passe por todos os pontos de dados, tal que p(z;) = y;.
Entretanto, como podemos ter pontos que estao com valores corrompidos pelo ruido; na
realidade devemos buscar um polinomio p(x) que passe pelo menos por n — e pontos.
Assim este polindmio que passa pelos pontos corretos tendera a passar também pelos
pontos mais provaveis de representar os simbolos transmitidos, e dessa maneira os pontos
em erros serao recuperados.

O algoritmo de decodificacao de Guruswami-Sudan é baseado na idéia de interpola-
¢ao. O polindmio interpolante é construido utilizando-se um polinomio de duas variaveis,
Q(z,y), que satisfaz a condigdo Q(z;,y;) = 0. Além de simplesmente interpolar em cada
ponto, um nimero inteiro m;, denominado multiplicidade de interpolacao é introduzido,
o qual define a ordem de interpolacao para cada ponto. Ele é equivalente a dizer o valor
da funcao naquele ponto e das suas m; — 1 derivadas. Esta multiplicidade de interpolagao
ird aumentar a capacidade de correcao para todas as taxas de cddigo. Além disso, serd

visto posteriormente que a multiplicidade serd fundamental para atingir a decodficagao
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de c6digos de RS por decisdo suave. A partir do polinomio de duas varidveis, Q(x,y), os
polinémios p(x) sao obtidos através de fatoragao, e irdao satisfazer a condi¢ao p(x;) = y;
para uma quantidade suficiente de pontos (z;,y;). Entao cada polinémio p(z) representa
uma possivel palavra transmitida, e o conjunto de polinéomios é uma lista de possiveis

palavras-cédigo decodificadas.

3.2 Polindmios em Duas Variaveis

Nesta secao sera apresentada uma série de conceitos algébricos associados a polinémios
de duas variaveis que serao fundamentais para o entendimento do algoritmo de decodifi-
cacao de codigos de RS por decisao suave. Estes conceitos basicos vao desde ordenacao
de monomios, grau de polinomios de duas variaveis até raizes multiplas de polinomios de

duas variaveis.

3.2.1 Grau Ponderado e Ordenacao de Monoémios

Para um polinomio de uma varidvel a no¢ao de grau é intuitiva. Entretanto quando se
passa a trabalhar com polindmios de duas variaveis, fica bem mais complexo pois agora
temos duas incégnitas e temos que levar em conta a contribuicao de cada uma delas para
se determinar o grau do polindmio. E essa discussao das contribuicoes de cada variavel
faz com que existam varios métodos ou algoritmos para se obter o grau de uma equagao
a duas variaveis.

Antes de entrar mais fundo nessa questao devemos definir o corpo e o formato geral
da equacao de duas variaveis:

Seja F um corpo, e seja F[z,y] o anel comutativo de polindmios nas varidveis x e y
com coeficientes em F. Um polinémio Q(z,y) € F[z,y| é por definicio a soma finita de

monomios com coeficientes diferentes de zeros da forma:

Qla,y) =Y aa'y’ (3.1)

4,520



16

Para esclarecer a dificuldade da obtencao do grau de um polindmio de duas varidveis

considere o seguinte exemplo: Seja F =R e

Q(x,y) = 22"y + 3zy® + 72° (3.2)

Qual deve ser o grau desse polinémio? Qual é o termo de maior grau de Q(x,y)? E como
ordenariamos os monomios dessa equacao de forma que fiquem em ordem crescente de
grau?

Nao é dificil de perceber que se resolvermos a tltima questao as outras estarao respon-
didas, pois se encontrarmos um meio de ordenarmos os monomios, o termo de maior grau
e o grau do polinomio serao obtidos através do coeficiente e expoente do tltimo termo,
por isso vamos nos ater a entender o conceito de ordenagao de monomios nesse primeiro
momento. A ordenac¢ao de monomios é um assunto bem extenso e serao abordados so-
mente os topicos imprescindiveis para o entendimento desta dissertacao; sugere-se que se
leia a referéncia [20] caso se deseje aprofundar mais no assunto. A questao da ordenagao
de monomios com duas incégnitas nao ¢ nada mais do que dizer que 2%yt é menor que
22972 através da comparacao dos graus dos coeficientes de z e y. De maneira intuitiva
podemos ordenar os monomios utilizando a seguinte regra: se i1 < 13 € j; < Jjo entao
iyt < 22972 Porém quando temos expoentes iguais ou para a variavel x ou para v, fica
a duvida de como ficaria a ordenagao. Com o intuito de criar um critério de desempate
para esse tipo de situacao foi criado uma ordenacao de monomios por pesos ponderados,
usualmente denominada por ordem WD (WD: weighted degree). A ordenagao WD é ca-
racterizada por se dar pesos para a contribuicao de cada um dos expoentes das variaveis
x e y. Esses pesos sao determinados pelo par ordenado (u,v), onde u e v s@o inteiros nao
negativos que representam os pesos dos expoentes das incégnitas x e y, respectivamente.

O peso ponderado, w, de um monomio qualquer é definido como:

deg,x'y’ = i + vj; (3.3)

Esse tipo de ordenagao ainda nao é suficiente para ordenar todas as variagoes de
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monomios pois existem casos onde teremos graus ponderados iguais; basta lembrar que a
ordenacao intuitiva analisada anteriormente é um caso particular da ordem WD quando
(u,v) = (1,1). Existem duas formas que sao de nosso interesse que criam critérios de
desempate que possibilitam ordenar totalmente os monomios de uma equacgao de duas
variaveis. A primeira é denominada ordem w-lezicographic, ou abreviadamente w-lex, que
estabelece que se wi; + vj; = uiy + vjy, entdo Yyt < 12972 se i; < iy. A segunda é
denominada ordem w-reverse lexicographic, ou w-revlex, que estabele o critério inverso da
segunda, ou seja, se wi; + vj; = Uiy + Vjo, entao xylt < 22y se i; > is.

Por exemplo, consideremos como pesos (u,v) = (1,3) e seja ¢1(z,y) = 2*y* um
monoémio de grau ponderado igual a 9, dega s = 9. Seja também ¢o(z,y) = 2%
um monomio de grau ponderado igual a 9, deg 3¢ = 9. Entao na ordenacao w-lex,
D1 <wiew P2, ja se for utilizada a ordenacao w-revlex, ¢o <uwrever @1. A tabela 3.1 mostra
os primeiros 26 monomios, ¢;(z,y), ordenados de acordo com o critério w-lex, junto com
o seu grau ponderado e seu indice na ordenacao. Os primeiros 26 monomios ordenados

pelo critério w-revlex sao mostrados na tabela 3.2.

Tabela 3.1: Monomios Ordenados segundo a ordem w-lex com (u,v) = (1, 3)
2 3 1 5 2 3 G 2

Monomio

1 =z x y x xy ot 2ty «x y*  x’y a2’ xy

Peso 0 1 2 3 3 4 4 5 5 6 6 6 7
Indice (7) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Monomio aty 27 2%y? 2%y 2% P 23y? 2y 2° ayd My 2Ty 20
Peso T 7 8 8§ 8 9 9 9 9 10 10 10 10

Indice () 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Tabela 3.2: Monomios Ordenados segundo a ordem w-revlex com (u,v) = (1, 3)

Monomio 1 oz 2 a3 y 2t wy 2 2%y 2% 2Py 2 2l
Peso 0 1 2 3 3 4 4 5) 5) 6 6 6 7
Indice(j) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Monomio zty axy? 2 2%y 2%y? 2% 2% 2Py? P 20 2Ty 2% a2y
Peso 7 7 8 8 8 9 9 9 9 10 10 10 10

Indice (j) 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Se adotarmos qualquer um dos métodos de ordenacao relacionados acima, podemos

representar qualquer polinomio com duas variaveis do tipo exposto na equagao 3.1, da
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seguinte forma:

Q(x,y) = Zaj¢j(x7y> (34>

Onde os coeficientes a; € IF, e a; # 0. O inteiro j representa o indice do monomio de
acordo com as tabelas 3.1 ou 3.2, dependendo da ordem adotada. O inteiro J indica o
ultimo monomio da equagao que é denominado de monomio lider. Assim o grau ponderado
de uma equacao Q(z,y) é dado pelo grau ponderado do seu monomio lider ¢;.

Por exemplo, sejam os pesos (u,v) = (1,3), e considere o ordenagao utilizando o

critério w-lexicographic, entao a equagao:
Qz,y) =1+y+a" +zy+a'y + 2%y +2° + 2%y (3.5)

depois de ordenada de maneira crescente, utilizando o critério w-lex, fica:

Qz,y) =1+y+ay+a' + 2%y + 2%y +2° + 2’y (3.6)

Assim o grau ponderado de @), ou degree; 30, é igual ao grau ponderado do monodmio

lider, no caso z'y, entao o degree;3Q =1-4+3-1="17.

3.2.2 Numero de Monomios

Com a intencao de se caracterizar o desempenho do decodificador, é necessario conhe-
cer quantos monomios de até um certo grau ponderado podem existir. A formula abaixo
permite encontrar o valor exato do nimero de monomios de grau ponderado menor ou
igual a 0, para o caso especifico (e de nosso interesse) onde os pesos dos coeficientes z e

y, é (u,v) = (1,v), ou seja, fixando o peso 1 para os expoentes da incégnita .

wo-(ge)eosll) e

Esta féormula provém diretamente da andlise da ordenacao de monomios e é indepen-

dente do critério utilizado (w-lex ou w-revlex). A prova da mesma pode ser encontrada
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em [4].
A equacao 3.7 pode ser simplificada na seguinte inequagao que nos da um limitante

inferior:

52

Ny, (0) > %

(3.8)
Utilizando as equacoes 3.7 e 3.8 para o exemplo dado anteriormente, que tem grau
ponderado 7, e peso (1, 3), teremos:

Nyg(7) = 15 (3.9)

)

Nys(7) > 8 (3.10)

)

Resultado que pode ser verificado através das tabelas 3.1 ou 3.2.

3.2.3 Raizes Multiplas

O conceito fundamental por tras do algoritmo de Guruswami-Sudan para decodificagao
de cédigos RS estd em se obter um polindomio que tenha raizes de ordem multipla nos
pontos recebidos. Nesta secao veremos o que é uma raiz de ordem multipla e como
fazemos para reconhecé-la.

Em Matemadtica, uma raiz (ou um zero) de uma funcdo f é um elemento = do dominio

de f tal que f(z) = 0. Seja @Q(x) um polindmio de uma varidvel e o uma raiz de @, entao:

Q(x) = (r — )" P(x) (3.11)

Onde m é um inteiro ndo negativo e P(x) ¢ um polindmio qualquer com P(«a) # 0.
Diz-se entao que « é uma raiz de () com multiplicidade m, e para o caso particular em
que m = 1 entao « é denominado como uma raiz simples de Q).

Considere o polinomio do exemplo abaixo:
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Q(z) = 2° + 2° (3.12)

Colocando 2% em evidéncia e ressaltando os fatores que a compdem, temos:

Qz)=2*(x+1)=(z - 0>z +1) (3.13)

Analisando a equacao 3.13, podemos dizer que ela tem raizes em z = —1 e z = 0, pois
se substituirmos qualquer um dos dois valores em () o resultado da expressao sera zero. E
podemos dizer também que a raiz no ponto r = —1 tem multiplicidade 1, ou seja é uma
raiz simples, enquanto que a raiz em x = 0 tem multiplicidade 2.

Um polinémio Q(x) que possui uma raiz de multiplicidade m maior que 1 num ponto
« apresenta uma caracteristica muito importante, que é o fato de que se aplicarmos m — 1
vezes o operador derivada de forma sucessiva em (), as equagoes resultantes continuarao
tendo o como raiz. Essa propriedade é muito importante e sera bastante explorada mais
adiante. Voltando ao exemplo da equagao 3.13; podemos notar que se calcularmos o
valor da derivada primeira do fator (z + 0)?, a derivada primeira no ponto z = 0 serd 0
(d(z*)/dx = 2z =2 -0 = 0); isto acontece pelo fato da raiz ter multiplicidade 2.

Para se estender os conceitos expostos até aqui para polinomios de duas variaveis,
primeiro ira se estudar como se obtém a multiplicidade de uma raiz para um polinémio

qualquer de uma variavel e depois isto serd estendido para polindomios em duas variaveis.

Definicao 3.2.1 Para m < n, o polinomio:

Q(r) = ama™ + Appra™ + -+ aga” =) a,a”, (3.14)
onde 0s coeficientes ag = a1 = -+ = a1 = 0, € dito ter uma raiz de multiplicidade

ou ordem m no ponto x = 0.

Seja D, o operador formal de derivada de ordem r, entao pode-se afirmar que:

Q(0) = D1Q(0) = - = D1 Q(0) = 0 (3.15)
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Onde podemos notar que a multiplicidade da raiz pode ser expressa em termos das
derivadas do polinomio no ponto da raiz.

A Definigao 3.2.1 somente trata do caso para uma raiz na origem. Pode-se utilizar
dela para se obter um resultado geral onde podemos ter raizes de multiplicidade m em
qualquer lugar do eixo .

Seja Q(x) um polinomio qualquer, para analisar se ele possui uma raiz com multipli-
cidade m em = = «, basta verificar se a sua versao transladada para a origem, ou seja,
Q(z + «), tem uma raiz de multiplicidade m em = = 0. Essa solugao a primeira vista pa-
rece simples, contudo analisando-se mais detalhadamente pode-se perceber a dificuldade
para se obter Q(z + «), pois se simplesmente aplicarmos uma substituigdo da varidvel x
por x + « na equacao 3.14, sera altamente trabalhoso para casos onde n é muito grande.
Para resolver este problema ira recorrer-se ao Teorema de Hasse [21], que equaciona a

translacao de um polindmio qualquer com coeficientes vindos de um corpo F qualquer.

Teorema 3.2.1 Se Q(z) = >, a;z" € Fz], entdo para qualquer o € F, temos

Q(z+a) =) Q) (3.16)

onde

Qr(x) = (Z) az'" (3.17)
e ser > 1 entao faz-se (:,) =0.

A equacdo 3.17 é chamada de r-ésima derivada formal de Hasse de Q(x). Por isso
denomina-se Q,.(z) por D,Q(z). E importante ressaltar que o operador formal de derivada
nao ¢ igual ao operador derivada utilizado normalmente, mas pode ser relacionado ao

operador usual através da seguinte equagao:

_la
orlder

@r(z) = D,Q(x) Q(x) (3.18)

onde pode-se perceber que D, parece muito com o operador derivada usual tendo a

diferenga na introducao de um fator de escalonamento 1/r!.
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Pode-se entao escrever que:

n

Qz+a)=)Y D,Q(a)a". (3.19)

r=0
Assim se Q(z) tiver uma raiz em « de ordem m, entdao devem-se ter os primeiros m

coeficientes desta soma iguais a zero:

Qo) = DiQ(a) = ... = Dyp1Q(a) =0 (3.20)
Desta forma pode-se estender a Definicao 3.2.1 para:

Definigao 3.2.2 Um polinomio Q(x) tem uma raiz de multiplicidade m em x = « se:

Qo) = D1Q(a) =+ = Dyp1Qar) =0 (3.21)

Os conceitos apresentados aqui podem ser facilmente estendidos para polinomios de

duas variaveis.

Definigao 3.2.3 Seja um polinomio Q(x,y) € Flz,y|, e sejam a e § tais que Q(a, ) = 0.
Entao dizemos que Q) tem uma raiz em («, [3).

Seja Q(x,y) = Zm’zo a; jx'y’. Dizemos que @ tem uma raiz de multiplicidade ou
ordem m em (0,0) se os coeficientes a; ; = 0 para todos os i e j tais que i + j < m.

De maneira similar dizemos que Q(x,y) tem uma raiz de multiplicidade ou ordem m

em (o, 3), se Q(x + o,y + ) tiver uma raiz de ordem m em (0,0).

Considere o seguinte exemplo, seja Q(x,y) = z'y + 23y? + 2'y* entdo utilizando a
definigao 3.2.3, podemos concluir que este polinémio tem uma raiz em (0,0) de multipli-
cidade 5, pois a equacao nao tem nenhum monomio cuja soma dos seus expoentes seja
menor que 5. J& o polindémio Q(x,y) = x + y tem uma raiz na origem com multiplicidade
1. A equacao Q(z,y) = (v — a)'(y — ) + (v — a)’(y = B)* + (v — a)'(y — )" tem uma
raiz de ordem 5 em («, f3).

Uma importante relacao que pode ser observada é que para se ter uma raiz de ordem

m é preciso que m(m + 1)/2 coeficientes sejam zero. Por exemplo, para uma raiz de
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multiplicidade 3 em (0, 0) é necessario que 3(3+ 1)/2 = 6 coeficientes sejam zero, ou seja,
que ago = Gp,1 = Qo2 = a1 = a1 = azo = 0.
Pode-se agora estender o Teorema de Hasse (Teorema 3.2.1) para o caso em que te-

nhamos um polindmio de duas variaveis.

Teorema 3.2.2 Seja um polinomio Q(z,y) =3, ;a; 7'y, entdo
Qz+a,y+p8) =Y Quila, By’ (3.22)

onde

Qrs(z,y) = Z Z (;) (‘i ) a; o Ty (3.23)

A equagao 3.23 é chamada de derivada parcial mista formal de Hasse de Q(z,y). Por
isso denomina-se Q) s(x,y) por D, Q(z,y), e sua relacdo com o operador de derivada

parcial é dada por:

r4s

Q(z, y) (3.24)

1
Qr,s(xv y) = DT’,SQ(I7 y) = rls! 9ros

Assim baseado nesta notacao pode-se estender o resultado de que a multiplicidade m

de uma raiz («, ) pode ser expressa pela condigao:

D, ;Q(«, 3) = 0, para todos r, s tais que r +s < m (3.25)

Mudando no fato que deve ser dividido por um fator de escalonamento 1/(r!s!)

E o nimero de combinagoes que podemos ter entre r e s, é dado em funcao de m, por

(m; 1) = m(m+1)/2. (3.26)

3.3 Os Teoremas de Interpolacao e Fatoracao

Com os conceitos expostos nas segoes anteriores se pode descrever com detalhes como

funciona o decodificador de Guruswami-Sudan (GS). Para uma cédigo RS (n, k) sobre um
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corpo F, com um conjunto suporte (1, s, ..., T,) € um inteiro positivo m, o decodificador
de GS recebe um vetor y = (y1,y2, ..., Yn) € F" como entrada e produz como saida uma

lista de polinémios (p1, pa, ..., pr) através de duas fases:

3.3.1 A Fase de Interpolacao

O decodificador constréi um polinomio de duas variaveis da forma:

Qlz,y) = Z a;i(z,y) (3.27)

com o menor grau ponderado (1,v) possivel, e que tem raizes com multiplicidade m
em cada um dos pontos (z;,v;), ¢ = 1,2,...,n. Na equacdo anterior, ¢;(z,y) representa
monomios da forma aPy?, ordenados de acordo com o critério (1,v) revlex, tal que, ¢y <
¢1 < ---. Questoes fundamentais que surgem em relagao a esse passo sao: Como podemos

contruir tal polinomio? E serd que tal polinomio sempre existira?

3.3.2 A Fase de Fatoracao

O polindémio Q(x,y) é fatorado para se encontrar um conjunto de polinémios p(z)
tal que y — p(z)|Q(z,y), (y — p(x) divide Q(x,y)). Assim é formado um conjunto de

polinémios denominados de raizes de y de Q(x,y),

L ={p(x) € Fla] : (y — p(2))|Q(z,y)} (3.28)

Questoes relacionadas a esse passo: Como isso se relaciona com a capacidade de corre-
¢ao de erros do codigo? Como se deve proceder para fatorar Q(x,y)? Quantos polinémios

em L devem existir?

3.3.3 Teorema da Interpolacao

Este teorema tem o objetivo de fornecer as condicoes de existéncia do polinomio in-

terpolante.
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Teorema 3.3.1 Seja
c
Qz,y) =Y aia'y’ =) ad(z,y), (3.29)
irj i=0

onde os monomios sao ordenados de acordo com uma ordenac¢do monomial arbitrdria.
Entao existe um polinomio Q(x,y), diferente de zero, que interpola os pontos (x;,y;),1 =

1,2,...,n com multiplicidade m em cada ponto se

c— ("1 3.30
(") (3.30)

Prova 3.3.1 S6 ezistird uma raiz de ordem m em (x;,y;) se

D, Q(z;,y;) =0, para todo (r,s) tal que 0 < r+s < m. (3.31)

A equacgao 3.31 pode ser escrita de outra forma através da equacao de deriwvada parcial

de Hasse 3.23:

25 () Qoo

ondei=1,2,...ner+s<m.

Existem (mgl) combinagoes que podem ser feitas com (r,s) para cada (x;,y;), 0 que

m—+1

) ) equacoes homogéneas. Note que messas equacoes, as incognitas sao 0S

totaliza n(
. ~ 1 , .,

coeficientes ay ;. Entao se C = n(m;r ), haverd C + 1 varidaveis ag, ay, ..., ac em 3.29. Por

isso tem que haver pelo menos uma solugao diferente de zero para o conjunto de equagoes

lineares de 3.31, que ird corresponder ao polinomio Q(x,y) da forma de 3.29.

3.3.4 Teorema da Fatoracao

O resultado fundamental da fase de fatoragao vem do seguinte Teorema:

Teorema 3.3.2 Seja Q(x,y) um polindmio interpolante com grau ponderado < 4,com

(u,v) = (1,v), e tal que D, sQ(x;,vy;) = 0 para todo i =1,2,....,n comr+s < m. Ou seja
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cada ponto (x;,y;) € interpolado com multiplicidade m. Seja p(x) um polinémio com grau

no mdzimo v, tal que y; = p(x;), para pelo menos K, valores de i. Se mK,, > §, entdo

(y — p(2))|Q(x,y).

A prova pode ser encontrada em [18]. Mas nao ¢ dificil perceber a validade deste
Teorema pois o mesmo nao deixa de ser um caso particular de aplicacao do Teorema de
Bézout [2].

O grau de p(x) no Teorema 3.3.2 é no maximo v. Como p(z) deve interpolar pontos
nos quais y; = p(x;) e existe, pelo préprio processo de codificacao de Reed-Solomon, uma
relagao polinomial de grau < k entre o conjunto suporte e as palavras codigos, devemos

ter entdo que o grau de p(z) < k. Por isso fazemos:
v=k—1 (3.33)

que estabelece o peso da ordenagao de monomios utilizado pelo algoritmo.

3.4 Capacidade de Correcao

Uma vez apresentados os teoremas fundamentais na decodificacao de Guruswami-
Sudan, é necessario obter uma equacao que caracterize a capacidade de correcao deste
tipo de decodificagao em funcao da multiplicidade m, do comprimento da palavra cédigo,
n, e da quantidade de simbolos de informacao, k. O ponto fundamental do Teorema de

Interpolacao é que o numero de coeficientes do polinomio interpolante deve exceder o

m+41

) ) Lembrando que o nimero de coeficientes ¢ igual ao

nimero de equacoes, que € n(
nimero de monomios de um polinémio, e que para um polinémio de grau ponderado ¢,

com pesos (1, v) este nimero é dado pela equacao 3.7. Entao:

n<m2+ 1) < N1o(6) (3.34)

Pelo Teorema da Fatoragao (Teorema 3.3.2) a seguinte condi¢ao deve ser respeitada:
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mK,, >doumkKk,, >d6+1oumk,, —1>9 (3.35)

Como a fungao Ny, () sempre cresce com o aumento de 9, pode-se substituir § por um

valor maior, no caso mK,, — 1, sem que a inequagao 3.34 perca a validade, entao temos:

Nyo(mKy, — 1) > n(m;_ 1) (3.36)

Para m > 1, entao K,, serd o menor valor para o qual a equacao 3.36 se torna

verdadeira:

Ky = min {K { Npo(mKoy, — 1) > n<m2+ 1) } (3.37)

Do Teorema de Fatoragao (Teorema 3.3.2), K,, é o numero de pontos do vetor y que
concordam com a palavra cédigo, entao t,, = n — K, é a distancia entre y e a palavra
cbddigo transmitida, ou seja, é a capacidade de correcao de erros do cédigo. Para m = 0,
define-se K,,, comon —ty=n—[(n—k)/2] = [(n+v+1)/2]. No exemplo que se segue,
mostra-se que K, nunca decresce com o aumento de m.

Seja o c6digo de Reed-Solomon C(32,8). A figura 3.1 mostra o comportamento de K,
com a variagao de m. Pode-se notar, no inicio da curva, que hé abruptos decréscimos
em K, para pequenos acréscimos em m, seguida de uma regiao longa sem variagoes. Em
m = 120, K,, diminui para seu valor final, e a partir dai ele estabiliza e nao decresce mais.

Existe um valor de multiplicidade, my, além do qual K,,, = K,,,+1 = -+, ou seja,
onde K, atinge o seu menor valor possivel, este valor é denominado de K,. Como
K,, nunca cresce com o aumento de m, entao com t,, = n — K,, ocorre o contrario, t,,
nunca descresce com o aumento de m. Isto é, aumentando a multiplicidade m, é possivel
aumentar a capacidade de correcao do cddigo, até que se atinge o ponto too = n — K,
que é chamado de capacidade assintética de decodificagao do decodificador de Guruswami-

Sudan.
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Figura 3.1: K, em funcdo de m para uma cédigo de RS C(32,8).

Substituindo o lado esquerdo da equacgao 3.36 pela equagao 3.8 e isolando m temos:

m?K2 <m + 1)
>n

2v 2
m2K? - nm(m + 1)
2v 2

mK?2 > nvm + nv

m > (K—’i - 1)_1 (3.38)

nv

Como a multiplicidade tem que ser um ntimero inteiro maior que zero, o termo do lado

direito da equacao 3.38, m, tem que ser maior que zero, assim:
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K2
(—m - 1) >0
nv

K2 > nv
K., > |v/nv]

Kp > Vo) +1 (3.39)

Suponha que K, fosse menor, por exemplo, K,, = |\/nv]. Entao substituindo K,
na equagao 3.38, ficaria (|y/nv])?/nv — 1) que resultaria num m negativo. Portanto
K,, = |v/nv] +1 é o menor valor possivel para K,,.

Considere a seguinte relacao algébrica [22]:
Vn(w+1) > vno (3.40)
E considere que se x e y forem nimeros reais entao:
x>y implica [z] > |y] +1 (3.41)
Assim, combinando 3.41 com 3.40 temos:
[Vn(v+1)] > [Vno] +1 (3.42)

Portanto a capacidade de correcao assintética de um codigo de Reed-Solomon utili-

zando a decodificacao de Guruswami-Sudan sera:

tm=n—K,,
K, =[v/n(v+1)]

tm=n—[v/n(v+1)] (3.43)

Através da relagao 3.33, substituimos v por k — 1 obtendo entao a equacao que permite



30

- - - Decodificagao Convencional
—— Decodificacdo de GS(assint.)

Fracao de Erros Corrigidos (t/n)

O I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Taxa do codigo(k/n)

Figura 3.2: Ganho de desempenho do decodificador de GS

se obter a capacidade de correcao de erros em funcao da dimensao do codigo:

tm = |0 — Vnk] (3.44)

Para um cédigo C(n, k), com um decodificador capaz de corrigir até ¢ erros, seja
T = t/n a fragdo de erros corrigidos e seja R = k/n a taxa do cédigo. No caso de um
decodificador convencional onde ¢t = ty, a fragdo de erros corrigidos é (assintéticamente)
70 = (1 — R)/2. Utilizando o algoritmo de Guruswami-Sudan para decodifica¢do, entao
7 =1 — /R (resultado assintético). A figura 3.2 mostra a melhora no desempenho da
fracao de erros corrigidos em funcao da taxa do coédigo. O aumento da capacidade de

decodificacao é notavel, particularmente para cédigos de baixa taxa.

3.5 Numeros de Polinomios na Lista do Decodificador

O algoritmo de GS utiliza o paradigma de decodificacao por lista, portanto sua saida é

uma lista de polinomios L = {p1(x), p2(x), ..., pr(x)}. A palavra cédigo transmitida estara
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em L se o numero de erros inseridos pelo canal for < t,,,. Estabelecer o niimero maximo de
polinémios que desejamos ter na saida do algoritmo de decodificagao é muito importante,
pois quanto mais polinomios forem retornados, pior serd o desempenho tanto em termos
de tempo de execucao, que ird aumentar bastante, quanto em termos de capacidade de
corre¢ao [22]. Relembrando que Q(z,y) é um polindémio de grau ponderado (com peso
(1,v) < 9) e que p(x) sao os polindémios para os quais (y — p(x))|Q(x,y). O numero
méximo de polindmios retornados é, entao, o grau de y de Q(z,y).

O grau de y de Q(z,y) é definido como o grau de Q(x,y) quando fazemos x = 1, ou
seja, ¢ o grau do polinémio Q(1,y), de uma varidvel em y. Seja Nj,(L) o nimero de
monomios de um polindmio com maior monémio igual a y”, com respeito a ordenacao

revlex com pesos (1,v). Utilizando a tabela 3.2 temos:

L
Nl v(L)

)

2 3 4 5
1

1
4 11 21 34 50

Entao podemos dizer que o nimero maximo de polinémios retornados pelo algoritmo

de decodificacao de GS (L,,) é dado pela relacao:

Lo, = max {L L Nio(L) < n(m; 1) } (3.45)

A partir da equagao 3.45 pode-se chegar na seguinte férmula (o desenvolvimento foi

omitido e pode ser encontrado em [18]):

R RC

Pode-se também obter uma férmula mais simples que fornece um limitante superior

L, < (m + %) \/g (3.47)

para L,,:
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3.6 Algoritmo de Interpolacao de Koetter

Como visto no Teorema da Interpolagao (Teorema 3.3.1), o polinémio interpolante

pode ser encontrado se resolvermos o conjunto de

c—n(mH! 3.48
("3 (3.48)

equagoes lineares com um numero de incégnitas > C, como na equacgao 3.32. A primeira
solugao para o sistema de equagoes seria utilizar a eliminacao de Gauss, porém teria uma
complexidade muito alta (de ordem ciibica - O(n?)) o que invibializaria aplicagoes praticas.
O algoritmo de Koetter, inspirado no algoritmo de Feng-Tzeng [23], consegue resolver o
problema da interpolagao de forma eficiente e com complexidade aceitdvel (O(n?m?)),
sendo portanto o mais utilizado. Por esta razao, veremos seus conceitos principais (para
provas e mais detalhes do algoritmo recomenda-se consultar [18], [22] e [24]). Outros
algoritmos que implementam a fase de interpolac¢ao podem ser encontrados em [25] e [26].

O operador derivada formal definido em 3.24 pode atuar como um funcional linear.

Este mapeamento a ser definido é a base para o entendimento do algoritmo de Koetter.

Definigao 3.6.1 Um mapeamento D : Flx,y] — F é denominado um funcional linear se

para quaisquer polinomios Q(z,y) e P(x,y) € Flx,y] e quaisquer constantes a,b € T,
D(aQ(z,y) + bP(z,y)) = aDQ(z,y) + bDP(z,y). (3.49)

Vamos reformular o problema da interpolacao resolvendo-o de forma mais geral como
um problema envolvendo funcionais lineares: encontre Q(z,y) que satisfaga um conjunto
de equagoes da forma:

DQ(x,y)=0,i=1,2,..,C (3.50)

onde cada D; é um funcional linear. Para o problema da interpolacao, cada D; corresponde
a um D, g, de acordo com a ordenagao monomial escolhida.

Seja Fr[z,y] C F[z,y] o conjunto de polindmios cujo grau de y < L. Entao qualquer
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Q(z,y) € Frlz,y] pode ser escrito na forma:

Q,y) =Y a(z)y (3.51)

onde gx(x) € Flx]

Para um funcional linear D, denomina-se Kp como o nicleo de D:

Para um conjunto de funcionais lineares Dy, Dy, ..., Do definidos em Fp[z,y], e sendo

K, K, ..., K¢ os nicleos correspondentes, entao:
K ={Q(z,y) € Fla,y] - DiQ(x,y) = 0} (3.53)
Entao a solucao para o problema
D;Q(z,y) = 0 para todoi=1,2,...,C (3.54)

estd na interseccao dos nicleos K = K1NKsN---NKe. Assim para resolver o problema da
interpolagao basta encontrar o polinomio de minimo grau ponderado em K. Para encon-
trar as intersecoes de maneira gradativa, vamos empregar nicleos cumulativos, definidos
como Ky = Fp[z][y], onde Fp[z][y] C Flx][y] e denomina o conjunto de polindémios cujo

grau da variavel y é < L.

Isto é, K; é o conjunto das primeiras ¢ solucdes para o problema da equacdo 3.54. A
solucdo da interpolacio é o polinémio de minimo (1,v) grau ponderado em K.

Vamos particionar os polinomios em Fy [z, y] de acordo com o expoente de y. Seja

S; ={Q(x,y) € Fr[z,y] : LM(Q) = 2'y’} para um 4 qualquer (3.56)
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onde LM indica o monémio lider ou o monémio de maior grau de Q(x,y), segundo a
ordenacao de graus ponderados. Assim S; é o conjunto de todos os polinémios Q(z,y)
cujo monomio de maior grau possui a incégnita y com expoente j. Seja g; ; o polinomio
de menor grau ponderado do conjunto K; N S;. Entdo {gqj}fzo é o conjunto de todos os
polinémios que satisfazem todas as condigoes da equacao 3.54.

O algoritmo de Koetter gera um conjunto de polinémios (Gg, Gy, ...G¢),

Gi = (gi,Oa gi1y - gi,L) (357)

onde g;; é o elemento de menor grau de K; NS, isto é que satisfaz as primeiras i
condicoes para grau de y igual a j. Entao a saida do algoritmo é o elemento de G¢ de

menor ordem, que tem polindomios que satisfazem as C' equagoes:

Q(z,y) = ming<j<rgc,;(x,y) (3.58)

Antes de prosseguir é importante apresentar algumas propriedades importantes associ-
adas aos funcionais lineares. O funcional linear sera utilizado no algoritmo de interpolagao
para o calculo das discrepancias, que sera visto mais adiante. Para um dado funcional

linear D, o mapeamento |-, -|p : F[z,y| X F[z,y] — F|x, y] é definido por:

[P(x,y),Q(z,y)]p = (DQ(z,y))P(x,y) — (DP(z,y))Q(z,y) (3.59)

Teorema 3.6.1 Para todo P(x,y),Q(x,y) € Flx,y], [P(z,y), Q(x,y)|p € Kp e conside-
rando que P(z,y) > Q(z,y), com respeito a alguma ordenag¢ao monomial e Q(x,y) ¢ Kp,

entdo o rank de {[P(z,y),Q(z,y)|p} = rank{P(z,y)}.

O algoritmo ¢ inicializado com

Go = (90.0,9o.15 - g0.1) = (Ly, v2, ., ). (3.60)
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Para calcular G;;, dado G;, primeiro obtemos o seguinte conjunto:

Ji=1J: Dz’+1(gz’,j) # 0} (3.61)

como o conjunto dos polindmios em (G; que nao satisfazem a i-ésima + 1 condigao. Se
J nao for vazio, entao existe uma discrepancia e é necessario atualizar os valores. Neste

caso, seja 7* o indice do polinémio de rank minimo,

j* = argminjeJigiJ (362)
e seja f dado por,
[ =minje;gi; (3.63)
A regra de atualizagao é:
Gi.j se j ¢ JZ
Y= [gi,j>.f]Di+1 SejEJiej%j*

[xf7f]Di+1 Sej:j*

No final do algoritmo ¢ selecionado o menor elemento de G¢ como Qo(z,y). O al-
goritmo de Koetter que resolve o problema de interpolagao polinomial é mostrado no
Algoritmo 3.6.1.

Para entender melhor o funcionamento do algoritmo considere o seguinte exemplo
didatico.

Os pontos (1,a3), (a,a?), (a?,a®), (a3,a”) e (a*,a®) devem ser interpolados através
de um polindémio Q(x,y) através da utilizagao do algoritmo 3.6.1, onde as operagoes devem
ocorrer sobre o corpo F = GF(2*) gerado pelo polinémio primitivo 14+a+a* = 0. Usando
multiplicidade m = 1 e critério de ordenagao revlex com pesos (u,v) = (1, 2).

Inicio: Go : go(z,y) = L g1(2,y) =y, 92(2,y) = y% gs(z, y) = ¥°, qa(,y) = y".
i=0: (r,s) = (0,0), (x5, ) = (1,a3)

Discrepancias: Ag = go(1,0%) = 1, A} = g1(1,03) = a3, Ay = ¢3(1,03) = o, Az =
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Algoritmo 3.6.1 Algoritmo de Interpolacao de Koetter

Entrada: Pontos (z;,9;),i = 1,...,n; ordem de interpolacao m; os pesos (1,v) da orde-
nacao monomial; nimero méaximo de polinémios de resposta L = L,,

Saida: Qy(z,y) que interpola os pontos de entrada com multiplicidade m.
Inicializagao: g; =y’ para j =0 a L.

fort=1ando > Percorre os n pontos a serem interpolados
C—m(m+1)/2 > Calcula quantas equacgoes de derivadas deve-se ter
for (r,s) = (0,0) até (m — 1,0) utilizando ordenacao lex (u,v)=(m —1,1) do »
De0aC
for j =0 até L do

A; =D, gi(xi, y5) > Calcula a discrepancia
end for
J={j:A; #0} > Conjunto de discrepancias diferentes de zero
if J # () then
j* =arg min{g; : j € J} > Polinomio de menor grau ponderado
f=g;
A=A
for j € J do
if 7 # j* then
9i = Ag; — A f
else
if 7 = j* then
gj = (x—z)f
end if
end if
end for
end if
end for

end for
Qo(z,y) = min;{g;(z,y)}
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g3(1,03) =a, Ay = g4(1,0%) = ' J={0,1,2,3,4}, 7* =0, f=1, A =1

Gi:go=1+z,91 = +y,go=a +9% g5 =0’ + 1> g4 = a2 + y*.
1=1: (Ta ‘9) = (0a0)7 (Iwyz) = (Oé,O{4)
Discrepancias: Ag = at, A = a”, Ay = o) Ay = a8, Ay = a3 J ={0,1,2,3,4},

=0, f=1+xz, A=a

Gyigo = a+atr+12%, g1 = a"v+aty, go = (ot +al*z)+a*y?, g3 = (®+abz)+aty?,
g = (a2 + aB37) + aty?.
i=2: (r,s) = (0,0), (z;,y:) = (a2, )
Discrepancias: Ag = a3, A; =0, Ay = a®, Az =ab Ay =a? J=1{0,2,3,4}, j* =0,

f=a+alz+2% A=a'

G3:g0 = o2 + alle + al%% + 23, g1 = o'z + aly, go = B2 + ?y?, g3 = (o + "z +
a®z?) + a?y?, g4 = (a'? + ax + a?2?) + oyt
i=3: (r,5) = (0,0), (zs,y:) = (a®, ")
Discrepancias: Ag = a't, A} = o, Ay = a”, Ay = a?, Ay = a3 J =1{0,1,2,3,4},

j =1, f=a"z + ay*.

Gi:go = a?+a'z+ a2 + a2 +ady, g1 = (aPx+a"2?) + (o +atz)y, go = (ol +
a’r?)+atly+ay?, g5 = (e +Pr+a’2?) +aly+ay?, gi = (el +Pr+az?)+a’y+ayt.
i=4: (r,s) = (0,0), (z;,y:) = (a?, a®)

Discrepancias: Ag = atl, A; = a®, Ay = atl, Az = a?, Ay = ol J=1{0,1,2,3, 4},

Gs:90 = (a® + %z 4+ a®2? + az® + a2*) + (" + a32)y, g1 = (@® + ¥z + 2% +

ab2? + ax?) + ay + a'?y3, g4 = (® + oz + a®2? + %23) + By + 'yt
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Resultado:Q(z,y) = g1 = (@’ + a®r + a’2® + a%2%) + (o + )y

3.7 Algoritmo de Fatoracao de Roth-Ruckenstein

Uma vez obtido o polinémio Q(x,y) que interpola o conjunto de pontos (x;,y;),i =
1,2,...,n, o proximo passo no algoritmo de decodificacao de Guruswami-Sudan é a deter-
minagao de todos os fatores, da forma y — p(z) (onde p(z) é um polinomio de grau < v),
que a compoem, ou seja, (y — p(x))|Q(x,y). Para entendimento do algoritmo devem-se

considerar os seguintes Teoremas (as provas serao omitidas e podem ser encontradas em

[18]):
Teorema 3.7.1 (y — p(z))|Q(z,y) se, e somente se, Q(x,p(x)) = 0.

Este é um caso analogo ao que ocorre com polinomios de uma variavel que diz :

(x —a)|g(z) se e somente se, g(a) = 0. (3.64)

Assim p(z) é dito como a raiz de y de Q(x,y). O algoritmo descrito nesta secao,
(o algoritmo de Roth-Ruckenstein [27]), encontra as raizes de y do polinomio. Outros
algoritmos que fazem isso de maneira igualmente eficiente podem ser encontrados em [28].
A notagao ({(Q(x,y))) é utilizada para denominar a divisao de Q(x,y) pela incégnita
z elevada ao maior expoente de x de Q(z,y). Ou seja, se 2"|Q(x,y) mas 2" { Q(z,y);

(27! nao divide Q(x,y)), assim:

(Q(z,y))) = (3.65)

para um r > 0.

Por exemplo, se Q(z,y) = xy entdo ((Q(z,y))) = y. Se Q(x,y) = 23y* + 2%y° entao
(Q(z,y))) =y + 2y, Se Q(z,y) = 1+ xy® + 2'y° entdo ((Q(z,y))) = Q(,y).

Seja p(z) = ag + a1z + agx® + ... + a,x” uma raiz de y de Q(z,y), entdo o algoritmo
de Rock-Ruckenstein ird determinar os coeficientes de p(x) um de cada vez. O coeficiente

ap € encontrado através do seguinte teorema:
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Teorema 3.7.2 Seja Qo(z,y) = ((Q(z,y))). Se (y — p(x))|Q(z,y), entio p(0) = ag €

uma raiz da equagao Qo(0,y) = 0.

Deste teorema pode-se notar que o conjunto de possiveis valores para aq serao as raizes
do polinémio Qo(x,y). A partir dai o algoritmo funciona de maneira indutiva, ou seja,
translada-se a origem de Q(z,y) para ag e assim aplica-se novamente o Teorema 3.7.2,
obtendo-se agora como raizes o coeficiente a; e assim por diante. A operagao do algoritmo

¢ mostrado no Algoritmo 3.7.1.

Algoritmo 3.7.1 Algoritmo de Fatoragao de Rock-Ruckenstein

Entrada: Q(x,y) e k, o méximo grau que p(x) pode ter

Saida: Lista de polinomios p(z) de grau < k

Inicializagao: Faca p(x) =0, u = grau(p) = —1, k deve ser uma variavel global interna

Cria uma lista encadeada onde os polinomio serao salvos
Facav =0 > v indica o nimero do né (varidvel global)
Chama rothrucktree(Q(z,y), u, p)

Algoritmo 3.7.2 Algoritmo de Fatoracao de Rock-Ruckenstein - Fungao Rothrucktree
Entrada: Q(x,y), p(x) e u, grau de p(z)
Saida: Lista de polinomios p(x) de grau < k

v=v-+1 > Vai para o préximo né
if Q(z,0) =0 then
Adiciona p(x) na lista de saida
else
if u < k then > Tenta outro ramo da arvore
R =lista de raizes de Q(0,y)
for Para cada raiz o em R do

Qnew(T,y) = Q(z, 2y + o) > Translada o polindomio para a raiz

Putl = & > Novo coeficiente de p(x)

Chama rothrucktree({{Qnew(z,y))),u+ 1,p) > Chamada recursiva
end for

else> Chegou ao fim de um ramo da arvore com um polinomio diferente de zero
Nao gera saida
end if
end if

Exemplo, seja Q(x,y) = (4 + 4x? + 22% + 32 + 25 + 32% + 427) + (1 + 22 + 222 +
3zt 4+ 32%)y + (1 4+ 2 + 222 + 23 + 2*)y? + (4 + 22)y® um polindmio com coeficientes em

F = GF(5) e seja o grau maximo de p(x), igual a 2 (k = 2).
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No né 1, obtém-se o polindémio Q(0,y) = 4 +vy+y*+4y> e suas raizes sao calculadas

{1,4}

. Noné 1, a raiz {1} é selecionada. O né 2 é chamado com ((Q(z,zy + 1))).

No né 2, obtém-se o polinomio Q(0,y) = 3 + 3y* com raizes {2, 3}.

No n6 2, a raiz {2} é selecionada. O né 3 é selecionado com ((Q(z, zy + 2))).

. No né 3, o polinémio Q(x,0) = 0, entao a lista de raizes selecionadas para estes nds

{1,2} formam o seguinte polinomio p(z) = 1+ 2z.

. Volta-se para o né 2, onde a raiz {3} é selecionada, e o n6 4 é chamado com

{(Q(z,zy + 3))).
No né 4, obtém-se o polinémio Q(0,y) = 2 + 3y com raiz {1}
No né 4, a raiz {1} é selecionada. O né 5 é chamado com ((Q(x,zy + 1))).

No né 5, como o nivel na arvore é 3 que é maior que k, assim nenhum polinomio de

saida foi obtido

Devido a recursao retorna-se ao né 1, onde a raiz {4} é selecionada e o né 6 ¢é

chamado com ((Q(z,zy +4))).

No né 6, obtém-se o polinomio Q(0,y) = 2 + y, com raiz {3} e o né 7 é chamado

com ((Q(z,zy + 3))).

No né 7, obtém-se o polinomio Q(0,y) = 3 + y, com raiz {2}. O né 8 é chamado

com ((Q(x,zy + 2))).

No né 8, obtém-se Q(x,0) = 0, entao a lista de raizes selecionadas até este né que

foram {4, 3,2} formam um polinémio de saida p(x) = 4 + 3z + 222

O conjunto de polinémios produzido pelo algoritmo é 1 + 2z, 4 + 3z + 222

Neste capitulo foi mostrado em detalhes como Guruswami e Sudan chegaram na de-

codificacao algébrica de codigos de Reed-Solomon, e que a mesma pode ultrapassar a
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capacidade de corregao convencional para cédigos de taxa < 1/3. Vamos ver no préximo
capitulo que podemos atingir a decodificacao por decisao suave de codigos de RS se ao
invés de aplicarmos a mesma multiplicidade de interpolagao para cada ponto recebido do
canal, atribuirmos multiplicidades diferentes para cada ponto fazendo essa ponderacao

através dos valores suaves calculados para cada ponto recebido do canal.
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CAPITULO 4

A DECODIFICACAO DE CODIGOS DE RS POR DECISAO
SUAVE

4.1 Introducao

Nos primoérdios do desenvolvimento da teoria de codificagao, era mais simples e conve-
niente modelar os canais de comunicacao de maneira que tivessem um conjunto finito de
simbolos em sua saida. Assim os efeitos causados pelo ruido no canal eram representados
pela recepcao ocasional de um outro simbolo diferente daquele que foi transmitido. Este
modelamento ou abstracao da realidade permite que se aplique uma série de artificios
algébricos, probabilisticos e combinatérios que facilitam o desenvolvimento de cédigos e
de algoritmos de decodificagao. O cédigo de Reed-Solomon é um exemplo de cédigo que
foi concebido através dessa abstracao da realidade.

O que acontece na pratica, entretanto, é que o ruido inserido no canal esta sempre
ocorrendo, de maneira menos ou mais pronunciada, mas esta continuamente influenciando
o sinal recebido. Desse jeito, mesmo que esteja se transmitindo a informacao através de
um conjunto finito de simbolos, no receptor o que se tem sao valores que podem assumir
infinitos niveis, devido a influéncia do canal.

Essa percepcao levou a pesquisa e desenvolvimento de algoritmos de decodificacao que
aceitassem vetores de amostras reais da saida do receptor e assim tentar estimar qual
simbolo foi transmitido. Este paradigma ficou conhecido como decodificacao por decisao
suave. Ja o decodificador por decisao abrupta caracteriza o algoritmo que somente aceita
que sua entrada seja de simbolos tirados de um conjunto finito. Uma descoberta que
motivou a pesquisa no campo da decodificacao por decisao suave é que se podem obter
ganhos de desempenho da ordem de 2 dB em relagao a decisao abrupta para canais

Gaussianos.
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Apesar do conhecimento de que se poderiam obter ganhos razoaveis de decodificacao
através da decisao suave, ela nao foi, em primeiro momento, cogitada a ser utilizada na
decodificacao de codigos de Reed-Solomon por dois motivos: o primeiro era devido a
natureza algébrica do cédigo que nao tornava simples a adaptacao para decisao suave e
o segundo porque muitos achavam que era desnecessario, devido a caracteristica destes
cddigos de ter a maxima distancia possivel entre as palavras codigos.

Porém com o réapido avanco da area de telecomunicagoes e armazenamento digital, sur-
gia cada vez mais a necessidade de se operar em ambientes de comunicacao extremamente
hostis, e com taxas de transmissao cada vez mais altas. Assim a decodificacao por decisao
suave era a melhor forma de se melhorar o desempenho de codigos de RS. Além disso, o
advento de esquemas de modulacao M-arias, como a modulacao QAM, nao tinham como
ser usadas de maneira efetiva a nao ser que fosse utilizada decisao suave [29].

Assim teve inicio uma grande onda de pesquisas para encontrar algoritmos de deco-
dificacao de codigos de RS por decisao suave. Contudo, apesar da grande quantidade de
pesquisas na area, nenhum dos algoritmos apresentados conseguia aproveitar a estrutura
algébrica do codigo para realizar a decodificagao por decisao suave. Mais detalhes sobre
o histérico da decodificacao de codigos de Reed-Solomon por decisao suave, recomenda-se
consultar [30]. Até que em 2003, Alexander Vardy e Ralf Kotter publicaram o artigo
”Algebraic Soft-Decision Decoding of Reed-Solomon Codes”[5], mostrando que através de
uma modificagdo no algoritmo de Guruswami-Sudan podia-se atingir a decodificagao de
codigos de Reed-Solomon por decisao suave com ganhos de desempenho da ordem de
1,5 dB e fazendo isso utilizando a estrutura algébrica do codigo. Este novo algoritmo
ficou conhecido pelo nomes de seus autores, como o algoritmo de Koetter-Vardy (KV)
para decodificacao de codigos de Reed-Solomon por decisao suave. No capitulo anterior
mostrou-se que o algoritmo de Guruswami-Sudan possui um parametro m que representa
a multiplicidade da interpolacao. Contudo esse parametro é fixo para todos os pontos
interpolados pelo algoritmo. No algoritmo de Koetter-Vardy, esse paramétro passa a ser
variavel, mudando de valor de acordo com o ponto a ser interpolado. O valor de m para

cada ponto aumenta ou diminui de acordo com as informagoes suaves observadas no ca-
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nal, ou seja, se o ponto tiver um alto grau de confiabilidade a multiplicidade m aumenta,
caso contrario ela diminui. Uma vez estabelecidas as multiplicidades para cada ponto o
algoritmo de KV passa pela fase de interpolagao seguida da fase de fatoragdao, como no
algoritmo de GS.

Sera apresentado aqui apenas o algoritmo de KV para canais sem meméria, que é
mais que suficiente para mostrar o desempenho contundente desse novo algoritmo. Para

resultados em canais com memoria ou canais concatenados sugere-se que se consulte [5].

4.2 Canais sem Memodria e Probabilidade Condicional

Um canal sem memoria 28] é aquele cuja saida, y,, em um determinado instante n
depende somente da entrada, x,,, ocorrida no mesmo instante n, sem importar as entradas
nos instantes anteriores ou posteriores a n. Assim, dado uma entrada no instante n, x,,
a saida no mesmo instante de tempo y, ¢é estatisticamente independente das saidas em

outros instantes de tempo. Isto é, para uma seqiiéncia de sinais recebidos

Y = {y1>y2a--'>yn} (41)

e uma seqiiéncia de sinais transmitidos

X =A{xy, 29, ..., 2.}, (4.2)

diz-se que a probabilidade de se observar Y na saida dado que X foi transmitido é

dada pela equacao:

f(yhy?v"wyn‘xlvx%"'7xn) (43>

que pela caracteristica de cada saida ser estaticamente independentes dos outros ins-

tantes de tempo, pode ser reescrita como:

n

f(y17y27 ...,yn‘l’l,l’g, 7':(:“) = Hf(yl‘xl> (44)

1=1
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Onde f(:|x) é a funcao de densidade de probabilidade. Assume-se que X seja uma
variavel aleatéria uniformemente distribuida, ou seja, que cada palavra cédigo em X
seja selecionada com igual probabilidade. Assim, se quisermos saber a probabilidade de
um simbolo transmitido x = a dado que foi observado um simbolo y na saida, pode-se

encontrar essa probabilidade utilizando o teorema de Bayes:

flyla) Pz = )
erX f(y|l’)

Pz =aly) = (4.5)

4.3 Matriz de Confiabilidade

Para um cédigo de Reed-Solomon, o conjunto de simbolos de entrada vém do corpo F

sobre o qual os simbolos estao definidos, dessa maneira

X =GF(q) ={a1,aq,...,04}. (4.6)

E seja

Y = (y1>y2a--'>yn) (47)

o vetor de observacgoes.

Entao podemos definir a probabilidade a posteriori como:

mi=PX=o|Y =y;), i=12,...,¢, j=1,2,...,n, (4.8)

de acordo com a equagao 4.5, que ira formar uma matriz II com ¢ linhas e n colunas,
denominada de matriz de confiabilidade [18]. Entao as linhas de II representarao todos
os elementos que compoem o corpo I, enquanto que as colunas representam as posicoes
ocupadas por estes elementos no vetor recebido. Por exemplo, se estivermos trabalhando
com o cédigo RS(7,3) sobre o corpo F = GF(2%) entdao a matriz de confiabilidade terd
8 linhas que estarao representando os elementos {0, 1, a,a?, ...,a’}, e terd 7 colunas que
representam as posicoes dos elementos do corpo no vetor recebido, como mostrado na

matriz abaixo.
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Yy Y2 - Un

0 1 T12 ... T17

1 To1 T22 ... Ta7

I = Q| 31 T32 ... T37
2

« 41 T42 ... T4z
6

« g1 Tg2 ... T87

Pode-se ver que a matriz de confiabilidade nada mais é que relacionar as probabilidades
de cada um dos simbolos possiveis (linha) com sua posi¢ao no vetor recebido (coluna).

Assim se o elemento w35 = 7o = 0.8, isto quer dizer que o simbolo « tem 80%
de probabilidade de ser o simbolo transmitido para a segunda posicao do vetor recebido.
Pode-se perceber que se somarmos os valores de todos os elementos que compoem a coluna
da matriz de confiabilidade temos que ter um valor tendendo a 1 (s6 serd igual a 1 se a
matriz de confiabilidade tiver infinitas casas decimais para representar os valores que a
compoem).

Assim vamos assumir como sendo II a entrada do algoritmo de decodificacao por
decisdo suave; este tipo de consideracdo é bem razoavel pois em muitas aplicagoes ([31],
[32], [33]) é a matriz de confiabilidade que esta disponivel na entrada do decodificador ao
invés do vetor Y. Uma vez inserida a matriz II, o algoritmo de decodificacao algébrica
por decisao suave converte esta matriz em pontos a serem interpolados e suas respectivas

multiplicidades que servirao entao de entrada para o algoritmo de KV.

4.4 O algoritmo de Koetter-Vardy para Decodificagao por De-
cisao Suave
O algoritmo de KV [5] pode ser dividido em 3 fases distintas para a sua melhor

compreensao como mostra a figura 4.1.

A primeira fase, denominada de Atribuicao das Multiplicidades, recebe da saida do
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Saida do Canal

l

Atribuicao das Multiplicidades

(Designa um peso para cada ponto a ser mterpolado)

l

Interpolacao Suave

(Encontra Q(x.y) que mterp ole os pontos)

l

Fatoracao

(Dado Q(xy) encontra os fatores que a compdein)

l

Saida do Decodificador

(Lista das possivers palavras codigos transnutidas)

Figura 4.1: Visao Geral do Algoritmo de Koetter-Vardy

canal a matriz de confiabilidade II e a converte em uma matriz de multiplicidade M. A
matriz de multiplicidade tem a mesma dimensao que a matriz II (¢ X n), e seus elementos
m; ;j devem ser numeros inteiros nao negativos. Os valores dessa matriz que forem maiores
que zero formarao os pontos a serem interpolados com a respectiva ordem de multiplicidade
atribuida. Esta fase é a mais importante do algoritmo de KV, pois é ela que determina o
desempenho final do decodificador.

A segunda fase realiza a interpolagao suave obtendo um polinomio de duas variaveis
Q(x,y) através da matriz M obtida na fase anterior. Esta fase difere da interpolagao
de GS no fato de nao precisar ter valores de multiplicidades iguais para cada ponto a
ser interpolado, além de que agora podemos ter mais de n pontos a serem interpolados,
diferente do algoritmo de GS que limita em exatos n pontos.

Na terceira fase, faz-se a fatoragao, ou seja, encontram-se todos os fatores do tipo
y — p(x) que compoem Q(z,y). Na sua saida teremos a lista de polinémios que serdo
as possiveis palavras codigo transmitidas. Esta fase em conjunto com a interpolacao

determinarao a complexidade do algoritmo de decodificacao.
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No resto dessa secao, iremos caracterizar as condigoes nas quais o decodificador ira
produzir a palavra cédigo transmitida, para um dado conjunto de pontos a serem inter-
polados e suas respectivas multiplicidades, isto é, para uma dada matriz M. O resultado
disso sera uma expressao que permitird a simulacao tedrica do algoritmo de KV, ou seja,
poderemos obter o desempenho do algoritmo sem ter a necessidade de implementéa-lo.

Para uma matriz M de dimensao ¢ X n, composta por valores inteiros nao negativos,

m; j, define-se o custo de M[5] como:

1
CM £ 5 Z Zmi,j(m,-J + 1) (49)

i=1 j=1

Como foi mostrado no capitulo anterior, achar a equagao Q(z, y) que interpole todos os
pontos é equivalente a resolver um sistema de equacoes lineares do tipo da equacao 3.23.
Como uma raiz de ordem m faz com que se tenham m(m+1)/2 derivadas de Q(z,y), nesta
raiz, iguais a zero, o custo de M, é exatamente o nimero total de equacoes lineares. Como
mostrado na equagao 3.34, pode-se sempre encontrar um polinémio Q(z,y) diferente de
zero se o passo de interpolagao prover um polinomio de grau ponderado §, com critério
de peso (1, k — 1), de maneira que o nimero de coeficientes dos monémios seja maior que

o custo de M, entao:

Nig-1(6) > Cy (4.10)
Dessa maneira, o numero de graus de liberdade é maior que o nimero de equacoes
lineares. Assim, pode-se definir a funcao:

() > 2} (4.11)

:C?wy

Ay, w,(2) = min{d € Z: N,

E lembrando que A fornece o grau ponderado minimo que precisamos ter em Q(z,y)
para que a inequacao 4.10 seja verdadeira. Observe que se utilizarmos o limitante inferior

dado na equagao 3.8, podemos escrever a equagao 4.11 como[5]:

Arjoi(2) < 20k — 1)z (4.12)
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Entrentanto a equac@o 4.12 é apenas um limitante inferior, por isso em [12] é mostrado

que a fungdo A ;_1(z) pode ser aproximada por:

Appi(2) ~ { 20k — 1)z — %J (4.13)

Vamos representar o vetor de observagdes Y como uma matriz [Y] de dimensao ¢ x n.
Esta matriz sera composta de zeros e uns, e cada coluna sé podera ter um 1, que estard
indicando a linha da matriz que contém o simbolo de GF'(q) observado naquela posigao
do vetor. Por exemplo, para o cédigo RS(7,3) sobre um corpo F = GF(23), seja o vetor

de observacoes Y = (a, 0, a2, a*, 0, a?, a®) entao:

Y Y2 Ys Ys Ys Ys Y7
00 1 0 0 1 0 0
110 0 0 0 0 O
all 0 0 0 0 0 0
[Y]=| a2l0 0 1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0
a0 0 0 1 0 0 0
@®/0 0 0 0 0 0 0
a0 0 0 0 0 0 1

Onde as primeiras linha e coluna sao apenas para mostrar o simbolo e a posi¢ao no
vetor que cada elemento da matriz representa. Para duas matrizes A e B, o produto

interno é definido como:

i=1 j=1
Assim usando estes dois conceitos apresentados pode-se definir o escore de um vetor
de observagoes Y = (y1, Y2, ..., Yn) com relacdo a uma matriz de multiplicidade M dada

como|5]:



90

Su(Y) = (M, [Y]) (4.15)

Entao o escore representa a soma das multiplicidades de todos os pontos associados
ao vetor Y. Por exemplo, a matriz de multiplicidade genérica para o cédigo RS(7,3) do

exemplo anterior fica:

mi1 M2 M3 Miga Mas Mie My
Mo Moo Ma3 Mag Mas Mae Mozt
m31 M32 M33 M34 M35 M3 37

) ) ) )

my1 My2 M43 Myayg Mys TMge MMy7
msi1 Ms2 Ms3 M54 M55 Mse Ms7
me1 Me2 Me3 Mea Mes Mee 67

mz1 M72 M73 Mrga M7 Mre 77

) ) )

mgi1 Mga Mg3 Mg4 1Mgs5 Tge 137

) ) ) ) ) )

Entao o escore para o vetor Y do exemplo anterior sera:

SM(Y) = <M, [Y]> = M[Y]t = mas + mi2 + may3 + Mg, 4 -+ mis + Mmye + mg7 (416)

Com os conceitos apresentados até aqui podemos agora enunciar o seguinte teorema|:

Teorema 4.4.1 Seja Cy; o custo de uma matriz de multiplicidade M dada. FEntdo o
polinémio Q(x,y) tem fatores do tipo y — p(z), onde p(x) determina o valor da palavra
cddigo ¢ € C(n, k), se o escore de ¢ for maior que o grau ponderado minimo determinado

por Cyy na equacao 4.10.

SM(C) > Al,k—l(CM) (417)

Para prova deste Teorema sugere-se consultar [5]. Ainda mais importante, no sentido

de utilidade pratica, que o Teorema 4.4.1 apresentado, ¢ a implicacao do mesmo:
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Corolario 4.4.1 Seja Cy; o custo de uma matriz de multiplicidade M dada. FEntao
Q(z,y) tem um fator do tipo y — p(x), onde p(z) determina o valor da palavra cddigo
ce C(n,k), se

Sule) > L 20k — 1)Chf — %J (4.18)

Esse corolério sai direto do Teorema 4.4.1 e da equagao 4.13.

A equacao 4.18 é muito importante porque permite que se avalie o desempenho do
algoritmo de Koetter-Vardy sem que se precise passar pelas duas fases de alta complexi-
dade, que sao as fases de interpolacao e fatoracao. Ou seja, uma vez calculada a matriz de
confiabilidade de um vetor recebido do canal, procede-se para a primeira fase do algoritmo
de KV onde se atribuem as multiplicidades que resultam na matriz de multiplicidades.
Tendo M, obtém-se (), através da equacgao 4.9, e, sabendo qual a palavra cédigo trans-
mitida ¢ pode-se saber se o algoritmo tera sucesso na decodificacao testando a condigao

da equacao 4.18.

4.5 Atribuicao das Multiplicidades

Essa fase do algoritmo é a mais importante pois ela determinara o desempenho do
algoritmo. Nesse passo a idéia principal é tentar encontrar uma matriz de multiplicidade
M que maximize o escore S);, que por conseqiiéncia melhorarda o desempenho do deco-
dificador que é dado pela equagao 4.18. Porém como o decodificador nao sabe qual a
palavra cédigo recebida, o melhor que se pode fazer é tentar maximizar o escore para uma
palavra transmitida escolhida de forma aleatéria. Seja X = (X7, Xs, ..., X,,), um vetor
aleatério transmitido no canal. O escore desse vetor é Sy, = (M, [X]), assim se quisermos

maximizar o escore, teremos que maximizar o seu valor médio ou esperado,

E[Su(X)] = ) SuP(x) (4.19)

de acordo com uma distribuigao de probabilidades P(x). Sera adotada a distribuicao
de probabilidades determinada pela saida do canal, ou seja, usando o modelo para canais

sem memaoria.
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n n

P(x) = P(x1, 23, ... x) = | [ P(X; = 2;|¥; = y;) = [ [ (x5, ) (4.20)

j=1 Jj=1

onde II é a matriz de confiabilidade. Entretanto este tipo de abordagem é extrema-
mente dificil de ser calculado devido ao fato de X ser tirado de um conjunto de palavras de
um codigo qualquer cujo modelo de distribuicao das suas palavras nao é suficientemente
preciso [5]. Contudo pode-se sair utilizando um outro método que nao é a melhor solugao
mas que pelo menos possibilita que se encontre uma expressao mais facilmente.

Reformulando o problema temos: Selecione a matriz M € M, com M sendo o con-
junto de todas as possiveis matrizes M, que maximize o valor esperado E[Sy/(X)] com

respeito a distribui¢ao da equacao 4.20. Iremos denominar a solu¢ao como M (II, C'), onde

M(I1,C) = argmaxyenscy E[Sm (X)) (4.21)
Assim considere o seguinte teoremal[5]:

Teorema 4.5.1 O valor médio do escore com respeito a distribuicdo de probabilidades da

equacao 4.20 € igual ao produto interno entre a matriz de multiplicidade e a matriz de
confiabilidade:
E[Su(X)] = (M, 1) (4.22)

Este teorema deriva da seguinte constatacgao:

ElSu(X)] = E[(M, [X])] = (M, E[X]) = (M,II) (4.23)

A matriz M(I1, C) é construida iterativamente, iniciando por uma matriz com todos
os elementos iguais a zero, e aumentando cada um dos valores da matriz a cada iteracao.
O resultado é o algoritmo abaixo que faz o mapeamento da matriz de confiabilidade II
para uma matriz de multiplicidades M.

O parametro S do algoritmo apresentado controla a complexidade do mesmo, pois
quanto maior o nimero .S, maior o nimero de iteragoes. Pode ser mostrado [5], que quando

fazemos S — oo a matriz de multiplicidade M — II. Outra maneira de se perceber isso
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Algoritmo 4.5.1 Algoritmo de Koeter-Vardy para Atribuicao de Multiplicidades
Entrada: Matriz de confiabilidade, II, o nimero inteiro positivo S indicando o nimero
de iteracoes do algoritmo

Saida: A matriz de multiplicidades, M.

Inicializacao: Faca II* = II, e zere todos os valores de M

while S > 0 do
Encontre a posigao (i, j) do elemento de maior valor 7} ; de I1*

i
* 2,7
R
7T7'7.] mz,]+2
Mg mij+1

S«—S—-1
end while

basta considerar uma matriz M, como a matriz de multiplicidades M (obtida através do
algoritmo apresentado) normalizada, ou seja, normalizando M por um fator que faga com
que o somatério de cada coluna de M seja igual a 1. Pode ser mostrado que se isso for
feito M — II. Assim podemos dizer que o algoritmo produz uma matriz que quando
normalizada parece muito com a matriz de confiabilidade. Como a cada iteragdao ocorre
um incremento na multiplicidade, entao o escore é aumentado de forma linear enquanto
que o custo de M cresce de forma quadratica com S.

Com isso, podemos concluir que a matriz M deve ser escolhida de forma a ser pro-
porcional a II, que é exatamente o que acontece quando fazemos o nimero de iteracoes
do algoritmo 4.5.1, S, tender a infinito. Pode ser mostrado [5] que para um ntmero real
A > 0, existe uma matriz de multiplicidade M, gerada pelo algoritmo 4.5.1 com parametro

S tal que:

M = | M1} (4.24)

Isto sugere um meio de se obter a matriz de multiplicidades escalonando a matriz I1
por um numero real e depois truncando o resultado para que se obtenha uma matriz com
numeros inteiros. Para matrizes de confiabilidade que sao quantizadas para valores finitos,
o resultado de 4.24 nao sera valido, isto é existem algumas matrizes que sao geradas pelo
algoritmo 4.5.1 que nao podem ser geradas independente do valor de A em 4.24. Um
exemplo disto é quando dois valores em Il sao exatamente iguais. Observe que para um

canal gaussiano com valores de quantizacao infinitos, dois valores de Il tem probabilidade
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zero de serem iguais. Assim, na pratica, apesar de nao ser estritamente equivalente ao
algoritmo 4.5.1, o seguinte algoritmo de complexidade reduzida com apenas uma iteracao,

sempre produz uma matriz de multiplicidade valida.

Algoritmo 4.5.2 Algoritmo de Complexidade Reduzida de Koeter-Vardy para Atribuicao
de Multiplicidades

Entrada: Matriz de confiabilidade, II, o niimero real positivo A

Saida: A matriz de multiplicidades, M.

for j=0atén—1do
fort=0até ¢g—1do
mij <« [Ami ;]
end for
end for

4.6 Fase de Interpolacao Suave

A fase de interpolagao do algoritmo de GS passa a ser chamada de fase de interpolagao
suave, ou também chamada de interpolacao ponderada pois essa fase recebe como entrada
uma matriz M de multiplicidades obtida através dos dados contidos na matriz de confia-
bilidade, II. Assim deixamos de ter como entradas o conjunto suporte (z1, xa, ..., T,)(que
nada mais é que todos os elementos do corpo de Galois excetuando-se o zero) e o vetor
recebido através de decisao abrupta r = (y1, ¥, ..., Yn), para utilizar todos elementos da
matriz M que forem diferentes de zero como pontos a serem interpolados.

Por exemplo, seja o cédigo RS (7, 3) sobre o corpo F = GF(2%). Podemos ter depois

da fase de atribuicao de multiplicidades a seguinte matriz:
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]
—
w
(aw]
]
ew]
w

0100310
M:

000O0O0O0O

000O0O0Z20

0000O0O0O

000O0O0O0© O

Entao o conjunto de pontos a serem interpolados sao:

{(1,0), (a, 1), (a, ), (a, 0%), (0%, @), (%, 1), (0, 07), (0”, &%), (o”, &), (a°, ) }

Com as respectivas multiplicidades {3,1,1,1,3,2,3,1, 2, 3}.

Entao utilizando uma abordagem mais formal dizemos que a interpolacao suave ou
interpolacao ponderada consiste em: Dado um conjunto de pontos D = {xy, zs, ...z, },
que sao os elementos que compoem o corpo F onde foi definido o cédigo, e uma matriz
de multiplicidades M = [m; ], encontre o polinomio de duas varidveis Q(z,y) de grau
minimo ponderado pelos pesos (1,k — 1), que possui raizes de multiplicidades m; ;, nos

pontos (z;,a") para todo 4, j tais que m; ; # 0.

4.7 Fase de Fatoracao

Esta fase permanece idéntica a fase de Fatoracao do algoritmo de Guruswami-Sudan;
entretanto a expressao que determina o parametro L,,, que é o nimero maximo de po-
linomios retornados pelo algoritmo de decodificagao de GS, ou seja, o niimero maximo
de possiveis palavras codigos transmitidas, muda devido a utilizacao de multiplicidades
diferentes para cada ponto. Este parametro é muito importante, pois é ele que determina

a complexidade dessa fase.
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O ntumero de palavras codigo contidas na lista produzida por um decodificador de
decisao suave para uma dada matriz de multiplicidades M nao pode exceder o seguinte

valor:

L, — YA j‘i >_+1<M b (4.25)

A andlise e deducao da equagao anterior nao é o objeto deste trabalho e pode ser

encontrada em [5].

4.8 Desempenho Assintético

A melhor forma de se avaliar um algoritmo implementado na pratica é comparar o
seu desempenho com o desempenho assintético do decodificador, que é o melhor desem-
penho que se pode esperar daquele método de decodificagao, ou desempenho ideal do
decodificador.

Como foi visto anteriormente, a parte que determina o desempenho do algoritmo de
decodificacao de Koetter-Vardy é a fase de atribuicao de multiplicidades. Assim para
atingir o desempenho assintotico é necessério que se obtenha uma matriz de multiplici-
dades M através do algoritmo 4.5.1 fazendo com que S — oco. A deducao da férmula é
extensa e sugere-se que se consulte [5]. Assim o decodificador algébrico por decisdo suave

ird retornar uma palavra cédigo ¢ € C(n, k) se:

(IL, [c])

<EH>Z k—1 (4.26)

4.9 Resultados de Simulacoes

Nesta secao é mostrado o ganho de desempenho obtido utilizando o algoritmo de
decisao suave de Koetter-Vardy, para diferentes codigos. Todas as simulagoes foram feitas
considerando um canal AWGN.

Foram feitas simulacoes através dos limitantes tedricos para o algoritmo de KV utili-

zando a equacgao 4.18. Para o algoritmo de Guruswami-Sudan e Berleykamp-Welch foram
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utilizadas respectivamente as equagoes 3.44 e tg = (n — k)/2. Devido a linearidade do
cédigo, optou-se por utilizar um vetor de informacao com todos os simbolos iguais a zero.
Essa palavra, com todos os simbolos iguais a zero, é codificada, e transmitida no canal.
No receptor calcula-se o vetor de simbolos da palavra recebida gerado por decisao abrupta
que servira para avaliar o desempenho dos algoritmos de GS e BW e uma matriz de con-
fiabilidade sem quantizacao é calculada para os algoritmos de decisao suave de KV, KV
com complexidade reduzida e KV assintético. O escore é calculado utilizando a matriz de
confiabilidade e com o conhecimento da palavra cédigo transmitida; se o limiar imposto
por (4.18) for satisfeito entao é garantido que a decodificacdo ird acontecer com sucesso.
Como a decodificagao ainda pode ter sucesso, pois a equagao (4.18) é apenas um limi-
tante inferior, os resultados dessa simulag¢ao podem ficar um pouco abaixo do desempenho
pratico do algoritmo. Para o desempenho assintético utilizou-se a equacao (4.26).

A figura 4.2 mostra a comparacao de desempenho de varios algoritmos de decodifi-
cagao para o codigo RS(15,11). Como a taxa desse c6digo é de aproximadamente 0.7, o
desempenho dos algoritmos de decodificacao por decisao abrupta de Berlekamp-Welch e
Guruswami-Sudan aparecem na mesma curva na figura, pois tém desempenho igual. J&
para o algoritmo de decodificacao por decisao suave de KV trés curvas foram obtidas.
A primeira (SOFT-KV S=45) emprega o algoritmo 4.5.1 para obter a matriz de mul-
tiplicidade utilizando S = 45, ou seja, fazendo 45 iteragoes no algoritmo. Na segunda
(SOFT-KV Lambda=4.2), empregou-se o algoritmo de 4.5.2 para se obter a matriz de
multiplicidades utilizando o parametro A = 4.2. Na terceira (SOFT-KV Assintético) foi
utilizada a relagdo dada pela equacao (4.26), utilizando-se apenas a matriz de confiabili-
dade. Analisando os resultados para uma taxa de erro de palavra cédigo de 10™*, pode-se
perceber que o desempenho assintético do algoritmo de KV tem um ganho um pouco
maior de 1 dB em relacao aos algoritmos de decodificacao por decisao abrupta.

O desempenho da decodificacao por decisao suave para o cédigo RS(31,25) é mos-
trado na figura 4.3. Da mesma forma que na figura anterior devido a taxa desse cé-
digo ser de aproximadamente 0.8, o ganho de desempenho da decodificacao por decisao

abrupta de Guruswami-Sudan se degenera tornando-se igual ao da decodificagao conven-
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Figura 4.2: Comparagao de desempenho tedrico de diferentes algoritmos decodificacao
para o cédigo RS(15,11), utilizando modulagao BPSK num canal AWGN
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cional (Berlekamp-Welch). J4 o desempenho do algoritmo de complexidade reduzida de
KV (Algoritmo 4.5.2) representado na curva SOFT-KV com A = 6.2 se degenera a par-
tir da relagdo sinal-ruido (SNR) de 5 dB em comparagao com o algoritmo 4.5.1 (curva
SOFT-KV com S = 93). O desempenho do algoritmo 4.5.2 pode ser melhorado através
da mudanca do valor de A, contudo, nao existe uma féormula ou método para encontrar
o valor 6timo de A, assim o ajuste deve ser feito manualmente [7]. Ambos os algoritmos
estao utilizando valores de A e S escolhidos para que possuam custos de interpolagao se-
melhantes, de forma a equiparar a complexidade e tempo de execucao dos mesmos. Para
esse cddigo podemos concluir que o desempenho assintético (obtido através da equagao
4.26) do algoritmo de KV (curva SOFT-KV Assint6tico) mostra que podemos ter ganhos
de aproximadamente 1,5 dB para uma taxa de erro de palavra cédigo da ordem de 1073
em relacao aos algoritmos de decodificacao por decisao abrupta.

No decorrer deste capitulo foi mostrado como se atingiu a decodificagao ASD e que
podemos obter ganhos de desempenho significativos sobre a decodificacao convencional.
Deve-se salientar, que para se atingir ganhos de desempenho praticos proximos ao ganho
assintotico deve-se trabalhar com codigos de dimensoes razoavelmente grandes, como por
exemplo, RS(255,239), e com custos de interpolacdo altos, ou seja, atribuindo multipli-
cidades altas aos pontos recebidos, o que torna o tempo de execucao muito alto. Vamos
mostrar no préximo capitulo que se apagarmos os bits recebidos do canal que nao sao
confidveis e atribuirmos a mesma multiplicidade para simbolos com o mesmo padrao de
bits apagados podemos chegar préximos do desempenho assintético utilizando cédigos de

pequenas dimensoes e utilizando um custo de interpolacao razoavel.



60

10 e T T T T ! E
> . —— Sem Codificagéo ]
i — A ‘ ‘ X HD-BW=HD-GS | |
L * + SOFT-KV S=93 i
i . * SOFT-KV Lambda=6.2
107k * o SOFT-KV Assintético | 5
2107 " 3 4
° E ]
\o L .
(@) r ]
g L . ]
>
[ L 4
g
w107 i
© C 3
e F . ]
o [ ’ o 1
[}
© = 4
g
ﬁ 10 £ 1
: 4
10-5; B
10°® I I I I I I I
3 35 4 4.5 5 55 6 6.5 7
SNR(dB)

Figura 4.3: Comparagao de desempenho tedrico de diferentes algoritmos decodificacao
para o cédigo RS(31,25), utilizando modulagao BPSK num canal AWGN
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CAPITULO 5

DECODIFICACAO POR DECISAO SUAVE DE CODIGOS
DE RS NA PRESENCA DE SIMBOLOS APAGADOS

Uma informacao corrompida de maneira mais leve do que um erro numa transmissao
de dados é denominada de um apagamento. Neste caso o simbolo ou bit transmitido
ou foi simplesmente perdido ou foi recebido de tal maneira que nao ha duvidas que esta
corrompido. Neste capitulo sao desenvolvidos os conceitos necessarios para que se possa
definir o comportamento da decodificagao por decisao suave de cédigos de RS na presenga
de apagamentos, mostrando qual deve ser a melhor estratégia de atribuicao de multipli-
cidades para esse caso. No final é mostrada nossa contribuicao ao assunto através da
implementacao de algoritmos de simulagao, onde pode-se concluir que podemos obter ga-
nhos razoaveis no desempenho da decodificacao algébrica por decisao suave de codigos de

RS se propositalmente apagarmos os bits nao confiaveis recebidos do canal.

5.1 Decodificagao de Guruswami-Sudan na Presenca de Apaga-

mentos

Podemos analisar a presenca de apagamentos na decodificacao de GS sobre dois en-
foques distintos. Quando podemos ter apagamento em nivel de bit, e quando temos
apagamentos em nivel de simbolos (conjuntos de bits).

Decodificadores por decisao abrupta utilizam estratégias de se gerar palavras candi-
datas quando ocorrem apagamentos em bits. Ou seja, é gerado um conjunto de palavras
cddigos com as combinagoes possiveis de zeros e uns nos locais onde estes foram apa-
gados, e entao é passada cada palavra do conjunto pelo decodificador e espera-se que
somente uma das palavras tenha sucesso na decodificagao, porque caso contrario tera que

se adotar um processo de escolha. De qualquer modo, no caso de apagamentos de bits, o
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decodificador de GS continua o mesmo.

J& para o caso de simbolos apagados é preciso se analisar o que ocorrera com o algo-
ritmo de decodificacao e como ficara sua capacidade de correcao.

Suponha que a palavra codigo recebida do canal tenha sido corrompida por s simbolos
apagados, que para efeito de notacao assumimos que os mesmos se encontram nas ultimas
posicoes do vetor, ou seja, nas posicoes n — s+ 1,...,n. Entao a palavra recebida pode ser
representada como (51, ..., Bn—s., 7, 7, ..., 7) onde o simbolo ' 7’ representa um apagamento.
Neste caso o decodificador de Guruswami-Sudan constréi um polindomio com raizes de
multiplicidades m em cada um dos n — s pontos (ay, 31), ..., (n—s, Bn_s). Entao pode-se
notar que os fatores do tipo y — p(z) que compoem Q(z,y) irdo concordar com a palavra
cédigo transmitida em pelo menos n — s posigoes. Assim o problema de decodificacao se

. . A ;L -
resume a reconstrucao de um polinomio que passa por n’ = n — s pontos. Substituindo n
, . : . . -
por n' na equacao 3.44 temos a seguinte expressao para a capacidade de corregao de erros

de um cédigo C'(n, k) na presenca de apagamentos:

Assim podemos formular o seguinte teorema [4]:

Teorema 5.1.1 O problema de decodificagcao por lista de um codigo de Reed-Solomon
C(n, k), que pode ter até e erros e s apagamentos, tem como ser resolvido através de

interpolacao polinomial, desde que:

e+s<n—-/(n—s)k (5.2)

A equagao 5.2 caracteriza a condi¢ao necessaria para que se saiba quais as combinagoes
de erros e apagamentos que se pode ter para que o decodificador de GS consiga encon-
trar a palavra cédigo transmitida. Fazendo um paralelo com algoritmos convencionais
que utilizam o paradigma de decodificacao por distancia limitante como, por exemplo, o

algoritmo de decodificacao de Berlekamp-Massey, esta condigao fica:
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2e+s<n—k+1 (5.3)

Por exemplo, seja o cédigo RS(31,7) sobre o corpo F = GF(2°). Se a palavra cédigo
¢é corrompida por s apagamentos entao temos na tabela 5.1 relacionados quantos erros
o decodificador convencional consegue corrigir, ey, e quantos erros o decodificador de
GS, eqg, consegue corrigir, a medida que a quantidade de simbolos apagados, s, vai

aumentando.

Tabela 5.1: Combinagoes de corregao de erros e apagamentos para o Decodificador Con-
vencional e o de GS
s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
€ 12 11 11 10 10 9 9 8 8 7 7T 6 6 5 5 4 4
eqs 17 16 15 14 13 13 12 11 11 10 9 8 8 7 6 6 5
s 17 18 19 20 21 22 23 24
€o 3 3 2 2 1 1 0 0
eags o 4 3 2 2 1 1 0

A figura 5.1 mostra o grafico da capacidade de correcao combinada (erros + apa-
gamentos) com a variacdo do numero de simbolos apagados tanto para o algoritmo de
decodificacao convencional quanto para o de Guruswami-Sudan. Pode-se perceber que a
medida que o nimero de apagamentos vai aumentando o ganho obtido com o algoritmo

de GS se degenera ficando igual ao convencional.

5.2 Canal Bindrio Simétrico com Apagamento (BSEC: Binary

Symmetric Erasure Channel)

Uma das formas de se modelar um canal discreto sem meméria é como um canal binario
com apagamentos (BEC-Binary Erasure Channel), que se caracteriza pelo transmissor
poder somente mandar um bit de informacao, 0 ou 1, e no receptor pode-se receber ou
o bit transmitido ou uma mensagem dizendo que o bit nao foi recebido, que no caso
seria considerado como um bit apagado (ou entdo um erasure). O canal bindrio com
apagamento foi introduzido pela primeira vez por Elias em 1956 [34], entretanto, nessa

época foi considerado apenas de interesse tedrico.
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—— Convencional
Guruswami-Sudan

n—(n*k)*.51 : : Bl

(n-ky/2|~. .

Capacidade de correcao combinada — t

0 1

Nimero de erasures - s

Figura 5.1: Comparacao entre a capacidade de correcao de apagamentos + erros do
algoritmo de decodificacao convencional com o algoritmo de GS

Um canal bindrio com apagamento é caracterizado por uma probabilidade de apaga-
mento p, por uma variavel aleatéria de entrada X que pode assumir os valores { X7, Xo} =
{0, 1} e uma variavel aleatéria de saida Y que pode assumir os seguintes valores {Y7, Y3, 7} =
{0,1, s}, onde ? denomina o simbolo apagado. Entao o canal tem as seguintes probabili-

dades condicionais, e pode ser descrito graficamente como na figura 5.2.

Pr(Y =0[X=0)=1-p

PriY=1X=1)=1-p
Observe que neste modelamento de canal a probabilidade de se transmitir um 1 e

receber um 0 é zero, assim como € zero a probabilidade de se transmitir um 0 e receber um

1, isto quer dizer que neste tipo de canal qualquer tipo de corrupcao do sinal transmitido
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Figura 5.2: Diagrama do Canal Binario com Apagamentos

¢ mapeado para um simbolo apagado.

5.3 Analise do Desempenho da Decodificagcao por Decisao Suave

de Cébdigos de RS sobre um BSEC

Antes de procedermos a analise da decodificacdo ASD na presenca de simbolos apa-
gados, vamos considerar o caso mais simples onde as palavras do cédigo de RS sao trans-
mitidas como bits através de um BSEC com probabilidade de apagamento p. Neste caso
quando estamos na fase de atribuicao das multiplicidades, se tivermos apagamento em
um bit, por exemplo, como nao teremos as informagoes de probabilidade a posteriori, te-
remos que considerar que dois simbolos (um com o bit apagado como 0 e outro em 1) sao
igualmente provaveis. Além disso temos que considerar da mesma forma que em [5],[14]
e [15] que os simbolos das palavras do cédigo sao distribuidos de forma uniforme, ou seja,
nao existe preferéncia de um simbolo sobre o outro, portanto podemos atribuir a mesma

multiplicidade para dois simbolos igualmente provaveis.
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Dessa forma iremos definir, conforme [15], que um simbolo é do tipo 4, se tiver ¢ bits
apagados. Assim, para um cdédigo de RS sobre um corpo F = GF(2™), podemos ter até
m + 1 diferentes tipos de simbolos, por exemplo, para cédigos de RS sobre F = GF(2°),
onde cada simbolo é formado por 5 bits, podemos ter simbolos com 0, 1, 2, 3, 4 ou 5
bits apagados, ou seja 6 tipos de simbolos. Seja o nimero de simbolos do tipo ¢ numa
palavra codigo recebida denominado de a;. Como foi definido anteriormente iremos atri-
buir a mesma multiplicidade para simbolos do mesmo tipo, apesar que essa multiplicidade
atribuida pode variar de acordo com a palavra codigo atribuida. Vamos definir a multi-
plicidade designada para cada simbolo do tipo ¢ como m;. Assim a multiplicidade total
atribuida para todos os simbolos do tipo i serd 2'm;. De acordo com as consideracoes

feitas até agora podemos redefinir o escore e custo da matriz de multiplicidades como[15]:

i=0

C — Z'2Z .
Z a ( ) ) (5.5)
=0
Onde m é o nimero de bits que formam o simbolo. Para valores altos de m; a equacao

5.5 pode ser aproximada por[15]:

1 = i, 2
Crg ;aiz m? (5.6)

A equagao 4.18 definida no capitulo anterior, caracteriza a condi¢ao para que o algo-
ritmo ASD tenha sucesso; utilizando-a como premissa podemos caracterizar qual a melhor
técnica de atribuicao de multiplicidades para o canal BSEC. E facil de perceber que temos
que tentar maximizar o escore, com a restricao do custo da matriz de multiplicidades, M.

Supondo multiplicidades infinitas, o problema pode ser expresso como[15]:

m

MAT Z a;m; (5.7)

=0

sujeito a :
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I
=0
Este problema de otimizacao pode ser resolvido usando multiplicadores de Lagrange
e o desenvolvimento pode ser obtido em [15]. O que nos interessa é o resultado final que

diz:

m; oc 27" (5.9)

Onde se conclui que o melhor tipo de estratégia de atribuicao de multiplicidades para

canais BSEC é a atribuicao proporcional a matriz II.

5.4 Canal Binario Simétrico com Erros e Apagamentos

Podemos também acrescentar ao canal bindrio com apagamentos (BEC) a possibilidade
de se ocorrerem erros, onde teremos um modelo de canal hibrido, ou um canal binario
simétrico com erros e apagamentos. Neste tipo de canal de comunicacao s se podem
enviar dois tipos de simbolos, { X7, Xo} = {0, 1}, e na saida do canal podemos ter qualquer
um dos simbolos {Y7, Y5, 7} = {0, 1, s}, dependendo somente da probabilidade de transigao
do canal. Entao o canal tem as seguintes probabilidades condicionais, e pode ser descrito

graficamente como na figura 5.3.

Pr(Y =0/ X=0)=1-p—gq
Pr(Y =0X=1)=p
PriY =1X=0)=p
PrY =1X=1)=1-p—gq
Pr(Y =s|X=0)=g¢q
Pr(Y =sX=1)=¢q
E interessante observar que agora neste modelamento de canal as probabilidades de

transicao de 0 para 1 nao tem mais probabilidades zero, ou seja, agora um bit transmitido

pode ser tanto recebido certo, errado ou apagado.
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Figura 5.3: Diagrama do Canal Binario Simétrico com Erros e Apagamentos

5.5 O Canal Gaussiano e o Canal Binario Simétricos com Erros

e Apagamentos

Num certo nivel de abstragao podemos dizer que o sistema de modulacao e demodula-
¢ao com o ruido Gaussiano aditivo pode ser visto como uma canal binario simétrico com
erros[18]. Para isso, basta que as probabilidade de transi¢ao sejam iguais as probabilidades
a posteriori do canal Gaussiano. Contudo fica uma varidvel em aberto: a probabilidade
de transicao de apagamento.

Vamos considerar uma transmissao binaria num canal Gaussiano utilizando modulagao
BPSK (Binary Phase Shift Keying). Nesse caso a constelagao de sinais consiste nos pontos
S = {VEy, —V/E,}, onde Ej é a energia de um bit, correspondendo, respectivamente, aos

bits 1 e 0, com fun¢oes de densidade de probabilidade condicional dadas por[18]:

1
p(’/“s = \/Eb) = \/We_ﬁf(r—\/ﬁbﬁ (510)

correspondente a transmissao do bit 1, e
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—p(rls = VE)
—plrls = —V'E)

PDF Condicional

erro

Valor recebido do canal - r

Figura 5.4: Grafico das fungoes de densidade de probabilidade condicional das equagoes
5.10 e 5.11, com E, = 1.

plrls = —V/Ey) = e R0V (5.11)

correspondente a transmissao do bit 0.

2 ¢ a variancia do ruido e r é a varidvel aleatéria que

Nas duas equacoes anteriores o
representa o valor da saida do canal. Os graficos das equagoes 5.10 e 5.11 sao mostrados
na figura 5.4 onde foi considerado que E, = 1. Quando se utiliza um decodificador por
decisao abrupta, se na saida do canal tivermos um sinal com valor maior que 0, o0 mesmo
sera demodulado como 1, enquanto que um sinal com valor menor que 0 serd demodulado
como 0. A regiao hachurada da figura 5.4, marca a regiao na qual o sinal recebido tem

maior probabilidade de ter sido corrompido por ruido e que serd demodulado para um

valor bindrio diferente da valor transmitido.
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—prls = V)
—plrfs = —V/Ey)

Limiar

PDF Condicional

apagamento

ero

1
-1 0 1
Valor recebido do canal - r

Figura 5.5: Grafico das fungoes de densidade de probabilidade condicional das equagoes
5.10 e 5.11, com Ej, =1 e com limiar de apagamento ¢t = (0.2

Vamos mudar esse modelo para que possamos introduzir um terceiro simbolo na saida,
o apagamento. Para isso iremos introduzir dois tipos de limiares (—t e +t), e declarar os
sinais recebidos que tiverem valores dentro deste intervalo definidos como apagamentos.

Na saida o novo demodulador agora estimara :

\/%e_i?(’*s)z yser < —tou 1>+t
p(r|S=s)= 2mo

apagamento ,se =t <r <+t
Onde S = {VEy, —VEp}, e s indica um elemento qualquer do conjunto S. Dessa
maneira estamos mapeando todos os sinais que cairem na regiao delimitada por ¢ como
bits apagados, como mostra a figura 5.5, onde Ej, é a energia correspondente a um bit que

éigualalet=0.1.
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5.6 Atribuicao de Multiplicidades na Presenca de Bits Apaga-

dos

Sabendo que a atribuicao proporcional é a mais indicada para canais binarios simétri-
cos com apagamentos, e que ela também é assintéticamente a mais indicada para canais
Gaussianos, como mostrado no capitulo anterior, podemos inferir que a atribuicao pro-
porcional deve ser a mais indicada para o caso de um canal binario simétrico com erros e
apagamentos.

Assim como definido na se¢ao 5.3, quando temos um ou mais bits apagados num sim-
bolo devemos considerar que todos os simbolos candidatos a serem o simbolo transmitido
devem ter a mesma probabilidade e por consequéncia a mesma multiplicidade.

Contudo a tarefa de atribuir as multiplicidades a partir de uma matriz de confiabilidade
que tem simbolos que podem ter bits apagados fica complexa. Para resolver esse problema
e facilitar a implementagao é proposto que se atue direto na funcao de densidade de
probabilidade condicional do canal, de tal forma que os bits apagados sejam mapeados
para uma probabilidade condicional onde a probabilidade destes bits serem 0 ou 1 é a
mesma. Ou seja:

1
p(r|S =s) =4 Vo

1
\/2;76_?(&’) cse —t <1 < 4t

1 2
e 2.2("t9) ,ser < —tour >+t

Assumindo que nosso modelo de canal é sem memoria, podemos afirmar que a probabi-
lidade de ocorréncia de cada bit é independente dos bits anteriores, dessa forma podemos
escrever que a funcao de densidade de probabilidade condicional de um simbolo genérico

a (composto por m bits) pertencente a um corpo F = GF'(2™) é:

m

flyle) =[] p(rlS =) (5.12)

i=1
Com a equacao 5.12 basta aplica-la na equacao 4.5 e em seguida na equacao 4.8, para

que se obtenham cada um dos elementos da matriz de confiabilidade II.

Definido o mapeamento entre o canal e a matriz de confiabilidade, basta entao utilizar



72

o algoritmo de Koetter-Vardy na sua forma original.

Agora a mudanca é que os pontos que estiverem dentro da regiao de apagamento terao
a mesma probabilidade. Assim, na fase de atribuicao de multiplicidades, esses pontos
terao a mesma multiplicidade, que é a idéia fundamental deste mapeamento visto que um

apagamento tem a mesma chance de ser um 1 ou um 0.

5.7 Canais M-arios com Apagamentos

Podemos estender os resultados da se¢ao 5.3 para canais M-arios com apagamentos|[15],
isto é, log, M bits sao agrupados e transmitidos utilizando M simbolos, através de forma-
tos de modulagoes como a M-QAM ou M-PSK. O canal ird apagar o simbolo com uma
probabilidade de apagamento p, em nivel de simbolo. Modelos préaticos deste canal sao
discutidos em [35]. Na segao 5.3, também foi mostrado que o esquema de atribui¢ao de
multiplicidades proporcional a matriz de confiabilidade era a solugao 6tima para o BSEC.
Pode-se dizer que o canal M-ario com apagamentos nada mais é que um subconjunto
dos padroes de apagamentos do BSEC. Portanto podemos concluir que a atribuigcao de

multiplicidade proporcional a II é também 6tima para canais M-arios com apagamentos.

5.8 Canal Gaussiano e Canal M-ario com Apagamentos e Erros

Da mesma forma que dissemos que, do ponto de vista do par codificador-decodificador,
o canal Gaussiano pode ser visto como um canal bindrio simétrico com erros e apagamen-
tos desde que se estabelecam os mapeamentos necessarios das probabilidades de tran-
sicao, podemos utilizar o mesmo raciocinio para um canal M-ario com apagamentos e
erros, utilizando a idéia de estipular um limiar (—¢, +¢) dentro da fungao de densidade de

probabilidade condicional do simbolo para que declaremos que o mesmo esta apagado.

5.9 Implementacao do Algoritmo de KV

Como o raio de decodificacao de algoritmos por decisao suave é dificil de se encontrar

[5], ainda mais se incluirmos apagamentos, ficaria muito complexo encontrar expressoes
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Figura 5.6: Visao Geral do Programa de Simulacao

tedricas para simular o desempenho do algoritmo. Entao, para analisar o desempenho do
algoritmo de KV adaptado para simbolos apagados e para bits apagados, foi implementado
um programa que simula na pratica o algoritmo de KV, em liguagem C++, para que se
pudesse levantar as curvas de desempenho para cada um dos casos. A figura 5.6 mostra
uma visao geral do codigo implementado.

Como na decodificacao de cédigos de Reed-Solomon as palavras cédigo sao represen-
tadas como polinomios, e por consequéncia varias operagoes matematicas sao feitas sobre
elas, entao, para auxiliar na implementacao do simulador utilizou-se a classe PolynomialT,
desenvolvida por Todd K. Moon e modificada por Stewart Weber em [18], que implementa
todas as fungoes aritméticas com polinomios, como por exemplo, soma, multiplicacao, di-
visao, etc. Além disso, essa classe foi criada pensando-se que os coeficientes dos polinomios
pudessem ser de um corpo F qualquer, através do uso do especificador "template’para o
parametro coeficiente, permitindo assim declara-lo como sendo "float”(para o caso de per-
tecer ao corpo dos R), ou como sendo de uma classe que implementa um corpo de Galois

GF(2™), que ¢ o caso utilizado na simulagao.
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O modulador e demodulador utilizado foi o BPSK, sendo escolhido pela facilidade
de implementagao e por permitir que se conseguissem gerar apagamentos de bits. Para
a etapa de apagamento de bits, quando um bit chegava do canal com uma densidade
de probabilidade condicional dentro da regiao de apagamento, o demodulador atribui a
probabilidade do ponto 0, onde se tem densidades condicionais iguais para o bit 0 e o 1.

A construcao da matriz II foi feita através da aplicacao direta das equagoes 5.12, 4.5
e 4.8.

Para a etapa de atribuicao de multiplicidades, foi utilizado o método reduzido de KV,
que consiste em atribuir multiplicidades proporcionais a um fator X, de acordo com a
equagao 4.24. Para o caso de andlise de apagamentos em simbolos, essa fase foi alterada
para atribuir multiplicidade zero para a coluna correspondente a posicao do simbolo da
palavra codigo que estava errado.

A interpolacgao suave e a fatoragdo foram implementadas de acordo com [5]. Sao as
fases que mais consomem tempo de execucao do algoritmo. Para diminuir o tempo de
execugao, foi utilizada a técnica descrita em [7], que consiste em fazer uma decodificagao
por decisao abrupta inicialmente, e caso ela fracasse, entao procede-se para a decodificacao
por decisao suave.

Na etapa de busca pela palavra transmitida procedeu-se da seguinte forma: se a lista
retornada tiver somente uma palavra codigo, a decisao é simples e basta ver se ela cor-
responde a palavra transmitida. Porém, se a lista retornar mais de uma palavra codigo,
adota-se um procedimento de exclusao das palavras que estiverem além do raio de decodi-
ficacao por decisao abrupta, ou seja, calcula-se a distancia de Hamming de cada uma das
palavras da lista em relacao a palavra cédigo demodulada por decisao abrupta; se esta
distancia for maior que a capacidade de correcao entao a palavra é descartada. Nessas
exclusoes espera-se que sobre somente uma palavra dentro do raio de decodificacao; se
sobrar mais de uma, nao ha como se decidir e seré declarado um erro. Contudo justifica-se

em [36] que na média somente uma palavra é retornada na lista.
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5.10 Resultados das Simulagoes

Nesta se¢ao sao mostrado os resultados das simulagoes obtidos utilizando o algoritmo
de decisao suave de Koetter-Vardy com a modificagao proposta na construcao das proba-
bilidades a posteriori do canal para que possamos atribuir a mesma probabilidade para
simbolos candidatos com os mesmos padroes de apagamento. Foram feitas simulagoes
para dois cédigos o RS(15,11) e o RS(31,25). Eles foram escolhidos devido ao compri-
mento do cédigo ser pequeno, caso contrario o tempo de simulacao ficaria muito alto.
Todas as simulagoes foram feitas considerando um canal AWGN. O cédigo fonte utilizado
nas simulacoes pode ser encontrado no Apéndice A.

Para comparar com o algoritmo de Guruswami-Sudan e Berleykamp-Welch foram uti-
lizadas respectivamente as equagoes 3.44 e tg = (n — k)/2; observe que para ambos 0s
codigos escolhidos (RS(15,11) e RS(31,25)) o desempenho do decodificador de GS fica
igual ao de BW pois os dois codigos escolhidos sao de alta taxa. Devido a linearidade
do codigo optou-se por utilizar um vetor de informacao com todos os simbolos iguais a
zero, esse vetor é codificado, e transmitido no canal. No receptor calcula-se o vetor de
simbolos da palavra recebida gerado por decisao abrupta que servird para avaliar o de-
sempenho dos algoritmos de GS e BW e uma matriz de confiabilidade é calculada para
se obter o desempenho assintotico do algoritmo de KV, obtido através da equacao 4.26, e
também para se obter o desempenho de KV utilizando uma atribuicao de multiplicidades
proporcional ao parametro A\, de acordo com a equagao 4.24: esta sera a decodificacao por
decisao suave de KV sem apagamentos. Uma outra matriz de confiabilidade é calculada
onde os apagamentos tém a mesma probabilidade de acordo com o limiar ¢ de apagamento
imposto.

Os resultados da simulagao do algoritmo de KV com a alteracao proposta para con-
templar o apagamento de bits para o c6digo de Reed-Solomon RS(15,11), de taxa 0.733,
estao mostrados na figura 5.7. Para a fase de atribuicao de multiplicidades foi utilizado
o parametro A = 3.99, esse valor foi escolhido pois segundo [7], é 0 que apresenta maior
ganho de desempenho. O limiar de decisao de apagamento utilizado foi t = 0.2, valor

esse obtido através de ajuste manual, que apresentou melhor resultados de desempenho.
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Figura 5.7: Comparacao de desempenho pratico simulado do algoritmo de KV sem apa-
gamento e com apagamento de bits para o codigo RS(15,11), utilizando modulagao BPSK
num canal AWGN, A =3.99 et =10.2

Pode-se notar um ganho da ordem de 0.3 dB da decodificagao algébrica por decisao suave
com bits apagados para a decodificacao ASD sem apagamentos para uma taxa de erro de
palavra cédigo da ordem de 1073,

Para o cédigo RS(31,25) com taxa aproximada de 0.8 pode-se notar um resultado
ainda melhor para a decodificacao por decisao suave na presenca de apagamento de bits.
Desta vez foi utilizado um custo de interpolagao maior (A = 4.99), esse valor foi escolhido
por tentativa e erro, visando otimizar o desempenho do codigo sem aumentar demais a
complexidade e tempo de execugao(valores acima de 6 para A levam o tempo de simulagao
para dezenas de horas ou até dias), visto que nao existe nenhum método que possa encon-
trar o valor de A 6timo. Pode-se notar que se chega préoximo da decodificagao algébrica por

decisao suave assintotica, resultado esse que s6 é conseguido por outros autores quando se
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Figura 5.8: Comparacao de desempenho pratico simulado do algoritmo de KV sem apa-
gamento e com apagamento de bits para o codigo RS(31,25), utilizando modulagao BPSK
num canal AWGN, A =4.99 et =10.2

utilizam cédigos de grandes dimensoes como, por exemplo, o c6digo RS(255,239). Além
disso, atingiram-se ganhos de desempenho de 0.5 dB em relagao a decodificagao por de-
cisao suave sem apagamento de bits para uma taxa de erro de palavra codigo da ordem
de 1073. O limiar de decisao de apagamento utilizado foi igual ao da simulacdo anterior
pelos motivos ja explicados t = 0.2.

Os resultados da simulagao do algoritmo de KV adaptado para apagamento em sim-
bolos para o c6digo de Reed-Solomon RS(31, 25), de taxa 0.806, estao mostrados na figura
5.9. Para a fase de atribuicao de multiplicidades foi utilizado o parametro A = 4.99. O
limiar de decisao de apagamento utilizado foi ¢ = 0.01, pois lembrando que como as si-
mulagoes foram feitas para modulagao BPSK o valor recebido do canal para um simbolo

qualquer formado por wu bits, serda a multiplicacao dos valores individuais recebidos para
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Figura 5.9: Comparacao de desempenho pratico simulado do algoritmo de KV sem apa-
gamentos e com apagamentos de simbolos para o cdédigo RS(31,25), utilizando modulagao
BPSK num canal AWGN, A =4.99 e t = 0.015

cada um dos u bits, e o resultado dessa multiplicacao de valores menores que 1, leva a
se escolher valores menores de limiar de apagamento de simbolo. Pode-se notar que di-
ferentemente do desempenho para bits apagados temos agora uma perda de desempenho
pois agora quando um simbolo é declarado como apagado, o que acontece é que toda uma
coluna da matriz de confiabilidade, que corresponde a posi¢ao do simbolo na palavra cé-
digo, fica com as mesmas probabilidades, e por consequéncia acabamos aumentando mais
o custo da matriz de multiplicidade do que o escore, o que acaba por resultar em falhas

na decodificagdo, como nos diz a equagao 4.18.
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CAPITULO 6

CONCLUSAO

Com este trabalho foi possivel demonstrar através de simulagao computacional que
a estratégia de declarar os bits nao confidveis recebidos do canal como bits apagados,
atribuindo assim multiplicidades iguais para simbolos com o mesmo padrao de bits apa-
gados, pode ser usada em codigos de Reed-Solomon de altas taxas e pequenas dimensoes
de forma eficiente, e ainda obter ganhos significativos de desempenho proximos ao de-
sempenho assintotico elaborado por Koeter e Vardy, com baixo custo de interpolacao e
por consequéncia com menor tempo de execucao. A contribuicao dada nessa dissertagao
mostra o grande potencial que a decodificagago ASD pode ter quando se consideram os
bits nao confiaveis como bits apagados, obtendo-se ganhos nao somente de desempenho
como também de complexidade, e sugere que ainda pode-se tentar encontrar algoritmos
que busquem otimizar ao maximo essa capacidade de correcao de apagamentos de bits.

Ja quando se tenta estender o resultado obtido para apagamento de bits para o caso
de se declarar os simbolos nao confiaveis como simbolos apagados, pode-se comprovar
através de simulagoes que dificilmente obteremos ganhos de desempenho utilizando o
mesmo valor de multiplicidade para todos os possiveis simbolos que seriam candidatos
a serem o simbolo transmitido que foi apagado. Pode-se pensar em tentar investigar se
o caso misto de apagamento, onde declaramos bits e simbolos apagados dentro de uma
palavra recebida, poderia vir a possibilitar novos ganhos de desempenho em relacao ao
apagamento de bits somente.

Ainda hé varios pontos que podem ser investigados, como a andlise do desempenho da
decodificacao ASD com apagamento de codigos de RS com grandes dimensoes, como por
exemplo, o cédigo RS(255,239), e também para cédigos com baixa taxa de codificacao.
Outra andlise importante que pode ser estudada em trabalhos futuros é a andlise do

desempenho da decodificagao ASD com apagamentos sobre o canal com meméria, canal
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de Rayleigh, entre outros. O uso de concatenacao e matrizes de entrelagamento em codigos
de RS é bem aplicado na pratica, o que torna bem interessante uma analise detalhada de
desempenho para esse tipo de caso quando se utiliza a decodificacao ASD de cédigos de

RS com apagamento.
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APENDICE A
CODIGO FONTE DO PROGRAMA DE SIMULACAO

Neste apéndice temos a listagem dos cédigos fontes usados nas simulagées do Capitulo 5.

II11177777777777777177777777777777777771777777777717777777777771177777777
// c1511.cpp

// Cédigo fonte que obtém o desempenho simulado do algoritmo de decodifi-
// cag8o de KV com apagamento de bits para o cédigo RS(15,11)
I11117771777777777777777777777777777771777777777777777777777771177777777

#define TYPE GFNUM2m
#include "polynomialT.cpp"
//#define DO_PRINT
#if TYPE==ModAr
#include "ModAr.h"
#endif

#if TYPE==GFNUM2m
#include "GFNUM2m.h"
#include "GFNUM2m.cc"
#endif
#include<math.h>
#include "rothruck.h"
#include <iostream>
#include <fstream>

template class polynomialT<TYPE>;
template class polytemp<TYPE>;
template class polynomialT<polynomialT<TYPE> >;

/* Protétipos de Fungdes */
double gran(void);

int computetm(int n,int k,int m);
int computelm(int n,int k, int m);

polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> >
kotter(int n,int L,GFNUM2m *xi, GFNUM2m *yi,int *mi, int *wdeg,int rlex,
int mi1);

GFNUM2m evaluate(polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> > &Q,GFNUM2m a,
GFNUM2m b);

TYPE computeD(int r,int s,const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,
TYPE a, TYPE b);

int hammdist(const polynomialT<TYPE> &p, const polynomialT<TYPE> &r,
const TYPE *ss, int n);

/* Programa principal */
main()
{
const int m = 4;
GFNUM2m: :initgf (m) ;
const int n = 15;
const int k = 11;
int d = n-k+1;
int t = int(floor((d-1)/2));
int ml = 2;
int tm = computetm(n,k,ml);
const int km = tm;
GFNUM2m sc[n]; // conjunto suporte

cout << "n=" << n << " k=" << k << " d=" << d << " t0=" << t <<
" om=" << ml << " tm=" << tm <<
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" Lm=" << computelLm(n,k,ml) << endl;
for (int i =0 ; i < n ; i++ )
{
sc[i] = Ai;
}
polynomialT<GFNUM2m> xi(n-1,sc);
#ifdef DO_PRINT
cout << "xi=" << xi << endl;
#endif
/* inicializagdes do decodificador */
int wdegl[2] = {1,k-1}; // peso ponderado
int rlex = 1; // rlex=1 para revlex; rlex=0 para lex
int *mi = NULL; //vetor de multiplicidades;
int Lm = computelm(n,k,ml1);
double SNRdBstart = O;
double SNRdBend = 10;
double SNRdBstep = 0.5;
double SNRdB,SNR;
// variancia do ruido (sigma2- sigma ao quadrado) e desvio padrio (sigma)
double sigma2,sigma;
// define o num. de erros de bits mdx. que deve contar para estimar o BER
int numerrstocount2[21]={100, 100, 100, 100, 100, 100 ,100, 100, 100,
100, 100, 100, 100, 100, 100, 100 , 100 ,100, 100 ,100 ,100%};
/* contador de palavras de cédigo errados */
long codeworderrbw=0;
long codewordcont=0;
long codeworderrteo=0;
long codeworderrprat=0;
/* taxa do cédigo */
double R = double(k)/double(n);
double Ecsqrt=1;
/* variavel que indica a ocorréncia de um ou mais erros em um simbolox*/
int simberr;
// variavel que armazena a quantidade de simbolos errados numa codeword
int simberrcont;
/* vetor que armazena a codeword recebida depois de quantizada */
GFNUM2m recebido[n];
/* vetor que armazena a codeword recebida antes de ser quantizada */
double r3[n] [m];
/* polindmio recebido (com coeficientes zero suprimidos ) */
polynomial T<GFNUM2m> r;
/* polindmio recebido (sem supress&o dos coeficientes = zero) */
polynomialT<GFNUM2m> r2;
polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> > Q;
/* variavel que indica se encontrou o polindmio mensagem na lista de
pol. decod.*/
int polyreceived=0;
GFNUM2m aux2;
/* cria matriz de multiplidades */
long int mstar([n+1][n];
long int L = O;
double mxc=0;
double mxm=0;
long int mxl = 0;
mi=new int[2*n*(n+1)];
GFNUM2m *alpha = new GFNUM2m [2*n*(n+1)];
GFNUM2m *beta = new GFNUM2m [2*n*(n+1)];
int pont=0;
int ve;
int e=tm;
const int s=n;
GFNUM2m aux=0;
double f[n][n+1], somaf[n], pil[n+1]([n];
int linha, coluna, bitindex;
const float 1lim=0.2;
double simbrealib=1;
int simberasureindex[n], simberasurecont=0, biterasurecont=0;
long erasuretotal=0;
/* abre arquivos para armazenar os resultados */
ofstream myfilel;
ofstream myfile2;
ofstream myfile3;
myfilel.open ("CER-BW.txt");
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myfile2.open ("CER-KVLinf.txt");
myfile3.open ("CER-KVL.txt");
/* loop que percorre os diferente valores de SNR*/
for (SNRAB = SNRdBstart; SNRdB <= SNRdBend; SNRdB += SNRdBstep)
{
// Converte de dB: SNR=Eb/NO
SNR = pow(10.,SNRAB/10.);
// reseta o contador de codewords recebidas
codewordcont=0;
// reseta o contador de codewords erradas
codeworderrbw=0;
codeworderrteo=0;
codeworderrprat=0;
sigma2 = Ecsqrt*Ecsqrt/(2.*SNR*R); // calcula a varidncia do SNR
sigma = sqrt(sigma2);

// assume que O é o bit de entrada (transmite -sqrt(Ec) em cada posig&o)
// fica no while enquanto nfo encontrar um nimero de erros suficiente
while( (codeworderrbw < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)])

|| (codeworderrteo < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)])
|| (codeworderrprat < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)]) )

// reseta flag de indicacao de erro de simbolo
simberr=0;
// reseta contador de erros de simbolo em uma codeword
simberrcont = 0;
simberasurecont=0;
// percorre os n simbolos da codeword
for(int i2 = 0; i2 < n; i2++)
{
recebido[12]=0%00;
biterasurecont=0;
// percorre os m bits que formam o simbolo
simbrealib=1;
for(int i3=0; i3<m; i3++)
{
// adiciona ruido
r3[i2] [i3] = -Ecsqrt + sigma*gran();
simbrealib *= r3[i2] [i3];
// se houve erro no bit recebido
if ( r3[i2][i3] > 0 )
{
// sinaliza erro no simbolo
simberr=1;
// vai montando o simbolo recebido
recebido[i2]+= (0x01 << i3);

}
if ( r3[i2][i3] < lim && r3[i2][i3] > -1lim )
{
r3[i2] [i3] = 0O;
erasuretotal++;
}

// incrementa o contador de bits transmitidos
} // préximo bit
// caso o simbolo tenha sido corrompido pelo ruido

if ( simberr == 1)
{
// reseta o flag de simbolo com erro
simberr=0;
// incrementa o contador de simbolos errados detectados na codeword
simberrcont++;
}
}
if ( (2*simberrcont + simberasurecont) >= (n-k+1) ){
codeworderrbu++; //}

// Constroi matriz pi de confianca

// Varre a probabilidade por posig&o na codeword

for ( coluna = 0 ; coluna < n ; coluna++ )

{
somaf [coluna] = 0;
//calcula a probabilidade de cada simbolo nesta posicao
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha++ )



{
f[coluna] [linhal = 1;
if (linha == 0)
aux = 0;
else
aux = A~ (linha-1);
// Passa por todos os bits de cada simbolo para calcular a prob do simb.
for ( bitindex = O ; bitindex < m ; bitindex++ )
{
if ( ( ( aux.getv() >> bitindex ) & 0x01 ) )
{
flcoluna] [1inha]l *= ( 1 / (2 * 3.1416) ) *
exp( ( -1/ (2 * sigma2 ) )
* ( r3[coluna] [bitindex] - Ecsqrt )
*( r3[coluna] [bitindex] - Ecsqrt ) );
}
else
{
f[coluna] [1inhal *= ( 1 / (2 * 3.1416) )
* exp( ( -1 / (2 % sigma2 ) )
* ( ( r3[coluna] [bitindex] + Ecsqrt )
* ( r3[coluna] [bitindex] + Ecsqrt) ) );
}
}
somaf [coluna] += f[coluna] [linha];
}
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha++ )
{
pillinha] [coluna] = f[coluna] [linha]/somaf [coluna];
}
}
// faz o mapeamento de pi para mi
L=2.99; mxc=0; mxm=0; mx1=0;
int simberasurecont2=0;
for (linha = O ; linha < (n+1) ; linha ++ )
{
for (coluna = 0; coluna < n; coluna ++ )
{
if (coluna !'= simberasureindex[simberasurecont2]
|| simberasurecont2 == simberasurecont)
{
mstar[linha] [coluna]=((long) (L)*pi[linha] [coluna]);
mxm += pi[linhal [colunal*pi[linha] [coluna];
mx1 += mstar[linha] [colunal*1;
if( linha == )
{
mxc += pil[linha] [coluna];
}
}
else
{
simberasurecont2++;
mstar[linha] [colunal=((long) (L/2)*pi[linhal [coluna]);
}
}
}
ve=k-1;
if ( (mxc/sqrt(mxm)) < (sqrt(ve)) )
{
codeworderrteo++;
}
pont=0;
for (coluna = 0; coluna < n ; coluna ++ )
{
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha ++ )
{
if ( mstar[linha] [coluna] !'= 0 )
{
mi[pont] = mstar[linha] [coluna]l;
alpha[pont]=A~coluna;
if (1inha==0)
beta[pont]=0;
else
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beta[pont]=A~(linha-1);
#ifdef DO_PRINT
cout << '"recebido" << "[" << coluna << "]= "
<< recebido[coluna] << endl;
cout << "mi" << "[" << pont << "]= " << mi[pont]<< endl;
#endif
pont++;
}
}
}
Lm = (int) (sqrt(mxm+mx1))/(sqrt(k-1));
//cout << "Lm=" << Lm << endl;
// Inicia decodificagdo da codeword recebida
// Monta um polindmio de cédigo com o vetor recebido
#ifdef DO_PRINT
cout << "r2=" << r2 << endl;
system("pause") ;
#endif

// chama rotina de interpolagéo
Q = kotter(pont,Lm,alpha,beta,mi, wdeg,rlex,ml);
r.setc(recebido,n-1);
// Expande o polindmio de cédigo para o seu méximo grau
//(com intuito de facilitar a decodificag&o)
// Inicializa ponteiro para receber a lista de provaveis
// polindmios mensagem
rpolynode *rptr,*rptri;
// fatora Q
rptr = rothruck(Q,k-1); // find the y-roots of Q
// se ndo encontrou nenhum polindmio
if( ( rptr ) == NULL )
{
// atualiza o contador de erro de bit com codificagio GS
codeworderrprat++;
}
else
{
// inicializa varidvel que indica se encontrou o polindmio
//mensagem na lista de pol.
polyreceived=1;
// percorre a lista de provaveis polindmios mensagens obtidos
for(rptrl = rptr; rptrl != NULL; rptrl = rptril->next)
{
//cout << "rptr=" << rptrl->next << endl;
// se encontrar um polindmio de grau zero, que equivale a p(x)=0;
if( rptri->f.getdegree() '= 0 )
{
if (hammdist (rptri->f,r,sc,n) <= tm)
{
polyreceived=1;
}
}
else
{
polyreceived=0;
}
}
// verifica se depois de percorrer a lista de polindmios foi
//encontrado o pol. transmitido
if (polyreceived == 1)

{
// como ndo encontrou o pol. mensagem, atualiza contagem de
// codewords errados pela decod. gs
codeworderrprat++;
}
}
}
codewordcont++;

}// proxima codeword

// imprime na tela os resultados e progresso da simulagéo
cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(BW)=" <<
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double(codeworderrbw) /double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(KV L=inf" <<")=" <<
double(codeworderrteo) /double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(KV L=" << L << ")=" <<
double (codeworderrprat)/double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "Total de Erasures: " << erasuretotal << " Erasure rate: "
<< double(erasuretotal)/double (n*m*codewordcont) << flush << endl;
erasuretotal=0;
// escreve os resultados nos arquivos
myfilel << double(codeworderrbw)/double (codewordcont)
<< flush << endl;
myfile2 << double(codeworderrteo)/double(codewordcont)
<< flush << endl;
myfile3 << double(codeworderrprat)/double(codewordcont)
<< flush << endl;
}
// encerra arquivos e termina programa
myfilel.close();
myfile2.close();
myfile3.close();
cout << "Termino " << endl;
system ("pause");

}

//Fung8o para calcular a dist&ncia de hamming entre duas palavras cédigos
int hammdist(const polynomialT<TYPE> &p, const polynomialT<TYPE> &r,
const TYPE *ss, int n)
{
TYPE codesym;
int hdist = 0;
int j;
for(j=0; j <= r.getdegree(); j++)
{
codesym = p(ss[jl);
if(codesym != r[j]) hdist++;
}
for( ; j < mnj; j++)
{
codesym = p(ss[jl);
if (codesym != 0) hdist++;
}

return hdist;

LI1111771777777777777777777777777777771777777777777777777777771177777777
// c3125.cpp

// Cédigo fonte que obtém o desempenho simulado do algoritmo de decodifi-
// cag8o de KV com apagamento de bits para o cédigo RS(31,25)
II11177717777777777777777777777777777717777777777177777777777711/77777777

#define TYPE GFNUM2m
#include "polynomialT.cpp"
//#define DO_PRINT
#if TYPE==ModAr
#include "ModAr.h"
#endif

#if TYPE==GFNUM2m
#include "GFNUM2m.h"
#include "GFNUM2m.cc"
#endif
#include<math.h>
#include "rothruck.h"
#include <iostream>
#include <fstream>

template class polynomialT<TYPE>;
template class polytemp<TYPE>;
template class polynomialT<polynomialT<TYPE> >;

/* Protétipos de Fungdes */
double gran(void);
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int computetm(int n,int k,int m);
int computelm(int n,int k, int m);

polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> >
kotter(int n,int L,GFNUM2m *xi, GFNUM2m *yi,int *mi, int *wdeg,int rlex,
int mi1);

GFNUM2m evaluate(polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> > &Q,GFNUM2m a,
GFNUM2m b);

TYPE computeD(int r,int s,const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,
TYPE a, TYPE b);

int hammdist(const polynomialT<TYPE> &p, const polynomialT<TYPE> &r,
const TYPE *ss, int n);

/* Programa principal */
main()
{
const int m = 5;
GFNUM2m: :initgf (m) ;
const int n = 31;
const int k = 25;
int d = n-k+1;
int t = int(floor((d-1)/2));
int ml = 2;
int tm = computetm(n,k,ml);
const int km = tm;
GFNUM2m sc[n]; // conjunto suporte

cout << "n=" << n << " k=" << k << " d=" << d << " t0=" << t <<
" m=" << ml << " tm=" << tm <<
" Lm=" << computelLm(n,k,ml) << endl;
for (int i = 0 ; i < n ; i++ )
{
sc[i] = A"i;
}
polynomial T<GFNUM2m> xi(n-1,sc);
#ifdef DO_PRINT
cout << "xi=" << xi << endl;
#endif
/* inicializa¢des do decodicador */
int wdeg[2] = {1,k-1}; // peso ponderado
int rlex = 1; /// rlex=1 para revlex; rlex=0 para lex
int *mi = NULL; //vetor de multiplicidades;
int Lm = computelm(n,k,ml1);

double SNRdBstart = 0;
double SNRdBend = 10;
double SNRdBstep = 0.5;
double SNRdB,SNR;

// variancia do ruido (sigma2- sigma ao quadrado) e desvio padrio (sigma)
double sigma2,sigma;

// define o num. de erros de bits mdx que deve contar para estimar o BER
//int numerrstocount = 3000;
int numerrstocount2[21]={100, 100, 100, 100, 100, 100 ,100, 100, 100,

100, 100, 100, 100, 100, 100, 100 , 100 ,100, 100 ,100 ,100};

/* contador de palavras de cédigo errados */
long codeworderrbw=0;
long codewordcont=0;
long codeworderrteo=0;
long codeworderrprat=0;
/* taxa do cédigo */
double R = double(k)/double(n);
double Ecsqrt=1;

/* variavel que indica a ocorré&ncia de um ou mais erros em um simbolo */
int simberr;

/* variavel que armazena a quantidade de simbolos errados numa codeword*/
int simberrcont;
/* vetor que aramazena a codeword recebida depois de quantizada */
GFNUM2m recebido[n];



/* vetor que armazena a codeword recebida antes de ser quantizada */
double r3[n] [m];
/* polindmio recebido (com coeficientes zero suprimidos ) */

polynomial T<GFNUM2m> r;

/* polindmio recebido (sem supress&o dos coeficientes = zero) */
polynomialT<GFNUM2m> r2;

polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> > Q;

//variavel que indica se encontrou o polin mensagem na lista de pol. decod.
int polyreceived=0;
GFNUM2m aux2;
/* cria matriz de multiplidades */
long int mstar[n+1][n];
long int L = O;
double mxc=0;
double mxm=0;
long int mx1 = 0;
mi=new int[2%n*(n+1)];
GFNUM2m *alpha = new GFNUM2m [2*n*(n+1)];
GFNUM2m *beta = new GFNUM2m [2*n*(n+1)];
int pont=0;
int ve;
int e=tm;
const int s=n;
GFNUM2m aux=0;
double f[n][n+1], somaf[n], piln+1]([n];
int linha, coluna, bitindex;
const float 1im=0.2;
double simbrealib=1;
int simberasureindex[n], simberasurecont=0, biterasurecont=0;
long erasuretotal=0;
/* abre arquivos para armazenar os resultados */
ofstream myfilel;
ofstream myfile2;
ofstream myfile3;
myfilel.open ("CER-BW.txt");
myfile2.open ("CER-KVLinf.txt");
myfile3.open ("CER-KVL.txt");
// percorre os valores de SNR
for (SNRAB = SNRdBstart; SNRdB <= SNRdBend; SNRdB += SNRdBstep)
{
// Converte de dB: SNR=Eb/NO
SNR = pow(10.,SNRdB/10.);
// reseta o contador de codewords recebidas
codewordcont=0;
// reseta o contador de codewords erradas
codeworderrbw=0;
codeworderrteo=0;
codeworderrprat=0;
sigma2 = Ecsqrt*Ecsqrt/(2.*SNR*R) ;
sigma = sqrt(sigma2);

// assume que 0 é o bit de entrada (transmite -sqrt(Ec) em cada posig&o)
// fica no while enquanto nfo encontrar um nimero de erros suficiente
while( (codeworderrbw < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)])

|| (codeworderrteo < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)])
|| (codeworderrprat < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)]) )

// reseta flag de indicacao de erro de simbolo
simberr=0;
// reseta contador de erros de simbolo em uma codeword
simberrcont = 0;
simberasurecont=0;
// percorre os n simbolos da codeword
for(int i2 = 0; i2 < n; i2++)
{
recebido[12]=0x00;
biterasurecont=0;
// percorre os m bits que formam o simbolo
simbrealib=1;
for(int i3=0; i3<m; i3++)
{
// adiciona ruido
r3[i2] [i3] = -Ecsqrt + sigma*gran();
simbrealib *= r3[i2][i3];



// se houve erro no bit recebido

if ( r3[i2]1[i3] > 0 )

{
// sinaliza erro no simbolo
simberr=1;
// vai montando o simbolo recebido
recebido[i2]+= (0x01 << i3);

}
if ( r3[i2][i3] < lim && r3[i2][i3] > -lim )
{
r3[i2] [i3] = 0.01;
erasuretotal++;
}
if ( simberr == 1)
{
// reseta o flag de simbolo com erro
simberr=0;
// incrementa o contador de simbolos errados detectados na codeword
simberrcont++;
}
}
if ( (2*simberrcont + simberasurecont) >= (n-k+1) ){
codeworderrbw++; //}

// Constroi matriz pi de confianca
// Varre a probabilidade por posig&o na codeword
for ( coluna = 0 ; coluna < n ; coluna++ )
{
somaf [coluna] = 0;
//calcula a probabilidade de cada simbolo nesta posicao
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha++ )
{
f[coluna] [1inha] = 1;
if (linha == 0)
aux = 0;
else
aux = A~ (linha-1);

// Passa por todos os bits de cada simbolo para calcular a prob do simbolo
for ( bitindex = O ; bitindex < m ; bitindex++ )
{
if ( ( ( aux.getv() >> bitindex ) & 0x01 ) )
{
flcoluna] [1inha]l *= ( 1 / (2 * 3.1416) )
* exp( ( -1/ (2 * sigma2 ) )
* ( r3[coluna] [bitindex] - Ecsqrt )
*( r3[coluna] [bitindex] - Ecsqrt ) );
}
else
{
f[coluna] [1inha] *= ( 1 / (2 * 3.1416) )
* exp( ( -1/ (2 * sigma2 ) )
* ( ( r3[coluna] [bitindex] + Ecsqrt )
* ( r3[coluna] [bitindex] + Ecsqrt) ) );
}
}
somaf [coluna] += f[coluna] [linha];
}
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha++ )
{
pillinha] [coluna] = f[coluna] [linha]/somaf [coluna];
}
}
// faz o mapeamento de pi para mi
L=4.99; mxc=0; mxm=0; mx1=0;
int simberasurecont2=0;
for (linha = O ; linha < (n+1) ; linha ++ )

for (coluna = 0; coluna < n; coluna ++ )
if (coluna !'= simberasureindex[simberasurecont2]
|| simberasurecont2 == simberasurecont)

{
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mstar[linha] [coluna]=((long) (L)*pi[linha] [coluna]);
mxm += pi[linha] [colunal*pi[linha] [coluna];
mx1 += mstar[linha] [coluna]=*1;
if( linha == )
{
mxc += pil[linha] [coluna];
}
}
else
{
simberasurecont2++;
mstar[linha] [coluna]=((long) (L/2)*pi[linha] [colunal);
}
}
}
ve=k-1;
if ( (mxc/sqrt(mxm)) < (sqrt(ve)) )
{
codeworderrteo++;
}
pont=0;
for (coluna = 0; coluna < n ; coluna ++ )
{
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha ++ )
{
if ( mstar([linha] [coluna] != 0 )
{
mi[pont] = mstar[linha] [coluna];
alpha[pont]=A~coluna;
if (1inha==0)
beta[pont]=0;
else
beta[pont]=A~(linha-1);
#ifdef DO_PRINT

cout << '"recebido" << "[" << coluna << "]= " <<
recebido[coluna] << endl;
cout << "mi" << "[" << pont << "]= " << mi[pont]<< endl;
#endif
pont++;
}
}
}

Lm = (int) (sqrt(mxm+mx1))/(sqrt(k-1));

//cout << "Lm=" << Lm << endl;

// Inicia decodificagdo da codeword recebida

// Monta um polindmio de cédigo com o vetor recebido
#ifdef DO_PRINT

cout << "r2=" << r2 << endl;

system("pause") ;
#endif

// chama rotina de interpolag&o
Q = kotter(pont,Lm,alpha,beta,mi, wdeg,rlex,ml);
r.setc(recebido,n-1);
// Inicializa ponteiro para receber a lista de provaveis polin.s mensagem
rpolynode *rptr,*rptril;
// fatora Q
rptr = rothruck(Q,k-1); // find the y-roots of Q
// se ndo encontrou nenhum polindmio
if ( ( rptr ) == NULL )
{
// atualiza o contador de erro de bit com codificagio GS
codeworderrprat++;
}
else
{
// inicializa varidvel que indica se encontrou o polindmio
//mensagem na lista de pol.
polyreceived=1;
// percorre a lista de provaveis polindmios mensagens obtidos
for(rptrl = rptr; rptrl != NULL; rptrl = rptril->next)
{
//cout << "rptr=" << rptrl->next << endl;
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// se encontrar um polindmio de grau zero, que equivale a p(x)=0;

if( rptri->f.getdegree() '= 0 )
{
if (hammdist (rptri->f,r,sc,n) <= tm)
{
polyreceived=1;
}
}
else
{
polyreceived=0;
}
}
// verifica se depois de percorrer a lista de polindmios
//foi encontrado o pol. transmitido
if (polyreceived == 1)

{
// como ndo encontrou o pol. mensagem, atualiza contagem de
// codewords errados pela decod. gs
codeworderrprat++;
}
}
}
codewordcont++;

}// proxima codeword

// imprime na tela os resultados e progresso da simulago

cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(BW)=" <<
double (codeworderrbw) /double(codewordcont) << flush << endl;

cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(KV L=inf" <<")=" <<
double(codeworderrteo)/double(codewordcont) << flush << endl;

cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(KV L=" << L << ")=" <<
double (codeworderrprat)/double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "Total de Erasures: " << erasuretotal << " Erasure rate:

<< double(erasuretotal)/double (n*m*codewordcont) << flush << endl;

erasuretotal=0;
// escreve os resultados nos arquivos
myfilel << double(codeworderrbw)/double(codewordcont)
<< flush << endl;
myfile2 << double(codeworderrteo)/double(codewordcont)
<< flush << endl;
myfile3 << double(codeworderrprat)/double(codewordcont)
<< flush << endl;

}

// encerra arquivos e termina programa

myfilel.close();

myfile2.close();

myfile3.close();

cout << "Termino " << endl;

system ("pause");

}
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// c31252.cpp

// Cédigo fonte que obtém o desempenho simulado do algoritmo de decodifi-

// cagdo de KV com apagamento de simbolos para o cédigo RS(31,25)

LILI111770777777771777777777777777777777777777777177777777777711777717777

#define TYPE GFNUM2m
#include "polynomialT.cpp"
//#define DO_PRINT
#if TYPE==ModAr
#include "ModAr.h"
#endif

#if TYPE==GFNUM2m
#include "GFNUM2m.h"
#include "GFNUM2m.cc"
#endif
#include<math.h>
#include "rothruck.h"
#include <iostream>
#include <fstream>
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template class polynomialT<TYPE>;
template class polytemp<TYPE>;
template class polynomialT<polynomialT<TYPE> >;

/* Protétipos de Fungdes */
double gran(void);

int computetm(int n,int k,int m);
int computelm(int n,int k, int m);

polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> >
kotter(int n,int L,GFNUM2m *xi, GFNUM2m *yi,int *mi, int *wdeg,int rlex,
int ml);

GFNUM2m evaluate(polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> > &Q,GFNUM2m a,
GFNUM2m b);

TYPE computeD(int r,int s,const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,
TYPE a, TYPE b);

int hammdist(const polynomialT<TYPE> &p, const polynomialT<TYPE> &r,
const TYPE *ss, int n);

/* Programa principal */
main()
{
const int m = 5;
GFNUM2m: :initgf (m) ;
const int n = 31;
const int k = 25;
int d = n-k+1;
int t = int(floor((d-1)/2));
int ml = 2;
int tm = computetm(n,k,ml1);
const int km = tm;
GFNUM2m sc[n];

cout << "n=" << n << " k=" << k << " d=" << d << " t0=" << t <<
" om=" << ml << " tm=" << tm <<
" Lm=" << computelm(n,k,ml) << endl;
for (int i =0 ; i < n ; i++ )
{
scl[i] = A1
}
polynomialT<GFNUM2m> xi(n-1,sc);
#ifdef DO_PRINT
cout << "xi=" << xi << endl;
#endif
/* inicializagBes do decodicador */
int wdegl[2] = {1,k-1}; // peso ponderado
int rlex = 1; // rlex=1 para revlex; rlex=0 para lex
int *mi = NULL; //vetor de multiplicidades;
int Lm = computelm(n,k,ml);

double SNRdBstart = O;
double SNRdBend = 10;
double SNRdBstep = 0.5;
double SNRAB,SNR;

// variancia do ruido (sigma2- sigma ao quadrado) e desvio padrédo (sigma)
double sigma2,sigma;

/* define o num de erros de bits méx que deve contar para estimar o BER*/
int numerrstocount2[21]={100, 100, 100, 100, 100, 100 ,100, 100, 100,
100, 100, 100, 100, 100, 100, 100 , 100 ,100, 100 ,100 ,100};

/* contador de palavras de cédigo errados */
long codeworderrbw=0;

long codewordcont=0;

long codeworderrteo=0;

long codeworderrprat=0;

/* taxa do cédigo */

double R = double(k)/double(n);



double Ecsqrt=1;
/* variavel que indica a ocorréncia de um ou mais erros em um simbolo */
int simberr;
/* variavel que armazena a quantidade de simbolos errados numa codeword */
int simberrcont;
/* vetor que aramazena a codeword recebida depois de quantizada */
GFNUM2m recebido[n];
/* vetor que armazena a codeword recebida antes de ser quantizada */
double r3[n] [m];
/* polindmio recebido (com coeficientes zero suprimidos ) */
polynomial T<GFNUM2m> r;
/* polindmio recebido (sem supressfo dos coeficientes = zero) */
polynomialT<GFNUM2m> r2;
polynomialT<polynomialT<GFNUM2m> > Q;
/* variavel que indica se encontrou o polindmio mensagem na lista
de pol. decod.*/
int polyreceived=0;
GFNUM2m aux2;
/* cria matriz de multiplidades */
long int mstar([n+1][n];
long int L = O;
double mxc=0;
double mxm=0;
long int mxl = 0;
mi=new int[2*n*(n+1)];
GFNUM2m *alpha = new GFNUM2m [2*n*(n+1)];
GFNUM2m *beta = new GFNUM2m [2*n*(n+1)];
int pont=0;
int ve;
int e=tm;
const int s=n;
GFNUM2m aux=0;
double f[n][n+1], somaf[n], pil[n+1]([n];
int linha, coluna, bitindex;
const float 1lim=0.2;
double simbrealib=1;
int simberasureindex[n], simberasurecont=0, biterasurecont=0;
long erasuretotal=0;
int simberasurecont2=0;
int simberasurecont3=0;
/* abre arquivos para armazenar os resultados */
ofstream myfilel;
ofstream myfile2;
ofstream myfile3;
myfilel.open ("CER-BW.txt");
myfile2.open ("CER-KVLinf.txt");
myfile3.open ("CER-KVL.txt");
/* loop que percorre os diferente valores de SNRx/
for (SNRAB = SNRdBstart; SNRdB <= SNRdBend; SNRdB += SNRdBstep)
{
// Converte de dB: SNR=Eb/NO
SNR = pow(10.,SNRAdB/10.);
// reseta o contador de codewords recebidas
codewordcont=0;
// reseta o contador de codewords erradas
codeworderrbw=0;
codeworderrteo=0;
codeworderrprat=0;
sigma2 = Ecsqrt*Ecsqrt/(2.*SNR*R); // calcula a varidncia do SNR
sigma = sqrt(sigma2);

// assume que 0 é o bit de entrada (transmite -sqrt(Ec) em cada posig&o)
// fica no while enquanto nfo encontrar um nimero de erros suficiente
while( (codeworderrbw < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)])

|| (codeworderrteo < numerrstocount2[(int) (SNRdB*2)])
|| (codeworderrprat < numerrstocount2[(int) (SNRdAB*2)]) )

// reseta flag de indicacao de erro de simbolo
simberr=0;
// reseta contador de erros de simbolo em uma codeword
simberrcont = 0;
simberasurecont=0;
// percorre os n simbolos da codeword

for(int i2 = 0; i2 < n; i2++)



recebido[12]=0x00;
biterasurecont=0;
// percorre os m bits que formam o simbolo
simbrealib=1;
for(int i3=0; i3<m; i3++)
{
// adiciona ruido
r3[i2] [i3] = -Ecsqrt + sigma*gran();
simbrealib *= r3[i2] [i3];
// se houve erro no bit recebido
if ( r3[i2][i3] > 0 )
{
// sinaliza erro no simbolo
simberr=1;
// vai montando o simbolo recebido
recebido[i2]+= (0x01 << i3);
}
// incrementa o contador de bits transmitidos
} // préximo bit
if ( simbrealib < 0.01 && simbrealib > -0.01 )

{
simberasureindex[simberasurecont] = i2;
simberasurecont++;
erasuretotal++;
}
if ( simberr == 1)
{
// reseta o flag de simbolo com erro
simberr=0;
// incrementa o contador de simbolos errados detectados na codeword
simberrcont++;
}
}
if ( (2*simberrcont + simberasurecont) >= (n-k+1) ){
codeworderrbw++; }

// Constroi matriz pi de confianca
// Varre a probabilidade por posig&o na codeword
simberasurecont2=0;
simberasurecont3=0;
for ( coluna = 0 ; coluna < n ; coluna++ )
{
somaf [coluna] = 0;
//calcula a probabilidade de cada simbolo nesta posicao
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha++ )
{
f[coluna] [1inha] = 1;
if (linha == 0)
aux = 0;
else
aux = A~ (linha-1);

//Passa por todos os bits de cada simbolo para calcular a prob do simbolo
for ( bitindex = O ; bitindex < m ; bitindex++ )

{
if ( simberasureindex[simberasurecont2] != coluna
|| simberasurecont2 == simberasurecont )
{
if ( ( ( aux.getv() >> bitindex ) & 0x01 ) )
{

f[coluna] [1inha] *= ( 1 / (2 * 3.1416) )
* exp( ( -1 / (2 % sigma2 ) )
* ( r3[coluna] [bitindex] - Ecsqrt )
*( r3[coluna] [bitindex] - Ecsqrt ) );
}
else
{
f[coluna] [1inha] *= ( 1 / (2 * 3.1416) )
* exp( ( -1 / (2 % sigma2 ) )
* ( ( r3[coluna] [bitindex] + Ecsqrt )
* ( r3[coluna] [bitindex] + Ecsqrt) ) );
}
}
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else

{
f[coluna] [1inha]l *= ( 1 / (2 * 3.1416) )
* exp( (-1 / (2 % sigma2 ) )
* ( ( Ecsqrt ) * ( Ecsqrt) ) );
simberasurecont3=1;

}

}

somaf [colunal] += f[coluna] [linha];
}
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha++ )
{

pillinha] [coluna] = f[coluna] [linha]/somaf [coluna];
}
if (simberasurecont3==1)
{

simberasurecont2++;

simberasurecont3=0;
}

¥

// faz o mapeamento de pi para mi

L=4.99; mxc=0; mxm=0; mx1=0;

int simberasurecont2=0;

for (linha = O ; linha < (n+1) ; linha ++ )

{
for (coluna = 0; coluna < n; coluna ++ )
{
mstar[linha] [coluna]=((long) (L) *pi[linha] [coluna]);
mxm += pi[linha] [coluna]*pi[linha] [coluna];
mx1 += mstar[linha] [colunal*1;
if( linha == )
{
mxc += pil[linha] [coluna];
}
}
}
ve=k-1;
if ( (mxc/sqrt(mxm)) < (sqrt(ve)) )
{
codeworderrteo++;
}
// constroe o vetor de multiplicidades para a codeword
pont=0;
for (coluna = 0; coluna < n ; coluna ++ )
{
for ( linha = 0 ; linha < (n+1) ; linha ++ )
{

if ( mstar([linha] [coluna] != 0 )
{
mi[pont] = mstar[linha] [coluna];
alphalpont]=A~coluna;
if (linha==0)
beta[pont]=0;
else
beta[pont]=A~(linha-1);
#ifdef DO_PRINT
cout << "recebido" << "[" << coluna << "]= "
<< recebido[colunal] << endl;
cout << "mi" << "[" << pont << "]= " << mi[pont]<< endl;
#endif
pont+t+;
}
}
}
Lm = (int) (sqrt(mxm+mx1))/(sqrt(k-1));
//cout << "Lm=" << Lm << endl;
// Inicia decodificag8o da codeword recebida
// Monta um polindmio de cédigo com o vetor recebido
#ifdef DO_PRINT
cout << "r2=" << r2 << endl;
system("pause") ;
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#endif

// chama rotina de interpolag&o
Q = kotter(pont,Lm,alpha,beta,mi, wdeg,rlex,ml);
r.setc(recebido,n-1);
// Inicializa ponteiro para receber a lista de provaveis polin. mensagem
rpolynode *rptr,*rptri;
// fatora Q
rptr = rothruck(Q,k-1); // find the y-roots of Q
// se n8do encontrou nenhum polindmio
if ( ( rptr ) == NULL )
{
// atualiza o contador de erro de bit com codificagdo GS
codeworderrprat++;
}
else
{
// inicializa varidvel que indica se encontrou o polindmio
// mensagem na lista de pol.
polyreceived=1;
// percorre a lista de provaveis polindmios mensagens obtidos
for(rptrl = rptr; rptrl != NULL; rptrl = rptril->next)
{
//cout << "rptr=" << rptrl->next << endl;
// se encontrar um polindmio de grau zero, que equivale a p(x)=0;
if( rptri->f.getdegree() != 0 )
{
if (hammdist (rptri->f,r,sc,n) <= tm)
{
polyreceived=1;
}
}
else
{
polyreceived=0;
}
}
// verifica se depois de percorrer a lista de polindmios foi
// encontrado o pol. transmitido
if (polyreceived == 1)

{
// como nfo encontrou o pol. mensagem, atualiza contagem de
//codewords errados pela decod. gs
codeworderrprat++;
}
//¥
}
codewordcont++;

}// proxima codeword

// imprime na tela os resultados e progresso da simulago
cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(BW)=" <<
double(codeworderrbw) /double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(KV L=inf" <<")=" <<
double(codeworderrteo) /double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "SNR(dB)=" << SNRdB << " CER(KV L=" << L << ")=" <<
double (codeworderrprat)/double (codewordcont) << flush << endl;
cout << "Total de Erasures: " << erasuretotal << " Erasure rate:
<< double(erasuretotal)/double (n*m*codewordcont) << flush << endl;
erasuretotal=0;
// escreve os resultados nos arquivos
myfilel << double(codeworderrbw)/double(codewordcont) <<
flush << endl;
myfile2 << double(codeworderrteo)/double(codewordcont) <<
flush << endl;
myfile3 << double(codeworderrprat)/double(codewordcont) <<
flush << endl;

}

// encerra arquivos e termina programa
myfilel.close();

myfile2.close();

myfile3.close();



cout << "Termino " << endl;
system ("pause");

}

A seguir a listagem dos cédigos fontes das fungdes comuns utilizadas pelos programas de simulagao.
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// kotter.cpp

// Implementa o algoritmo de interpolagio de Koetter

// Dado n pontos (xi,yi) com i=0,...,n-1, o valor dos pesos para a

// ordenag&o de mondmios ponderada(wdeg), o tipo da ordenag&o

// (lex ou reverse lex), o ponteiro para um vetor *mi de multiplicidades
// para cada um dos n pontos, retornando o polindmio Q(x,y) de menor grau
// ponderado que passa pelos n pontos

I1111777777777771771777777777777777777117777777777177777777777711777777777

//#define DO_PRINT
#include "polynomialT.h"

#define TYPE GFNUM2m
#define BIGINT 65535

#if TYPE==ModAr
#include "ModAr.h"
#endif

#if TYPE==GFNUM2m
#include "GFNUM2m.h"
#endif

polynomialT<polynomialT<TYPE> >
kotter(int n,int L,TYPE *xi, TYPE *yi, int *mi,int *wdeg,int rlex,
int mil)
{
const int Laux=20;
polynomialT<polynomialT<TYPE> > f;
polynomialT<polynomialT<TYPE> > gj[Laux+1];
TYPE 1c[] = {1,1};
polynomialT<TYPE> 11(1,1lc);

// declarag8o das fungdes locais de suporte ao algoritmo
int computewdeg(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,const int *wdeg,
int &xi, int &yj);
TYPE computeD(int r,int s,const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,
TYPE a, TYPE b);
void findminwdeg(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > xgj,
int *Jlist,int numinJ,int &jstar,int &xistar,int &yjstar,
int *wdeg,int rlex);

int xil,yji1;

int i,j,j1,jstar,xistar,yjstar;

polynomialT<TYPE> Deltaj[Laux+1]; // seta a discrepancias como polindm.
polynomialT<TYPE> Delta;

int Jlist[Laux+1];

int numinJ,wd,wdmin;

int r, s;

int m;

// Inicializag8o

for(int j = 0; j <= L; j++)

{

gjljl.setc(j,polynomial T<KTYPE>(1));
gj[j]l.setvarname("y");
gjl[j].setbeforeafterprint("y","(",")");

#ifdef DO_PRINT
cout << endl;

#endif
int C
for (i

0;
0; i < nj; i++)
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{ // loop que percorre os pontos a sere interpolados

if (mi==NULL)// se mi for NULL usa a multiplic. ml para todos os ptos
{
m=ml;

}

else

m = mil[i];

}

C = (m+1)*m/2;
#ifdef DO_PRINT

cout << "i=" << i << " (=" << C << endl;
#endif
for (r =0 ; r<m; r++ )
{
for (s =0 ; s < (m-r) ; s++ )
{
#ifdef DO_PRINT
cout << " (r,s)=" << r << "," << s << endl;
for(j = 0; j <= L; j++)
{
cout << " gj[" << j << "]=" << gj[j] << endl;
cout << " xi[" << j << "]=" << xi[j] << endl;
}
#endif

numinJ = 0;

for(j = 0; j <= L; j++)

{

// calcula a j-ésima discrepancia
Deltaj[jl[0] = computeD(r,s,gjljl,xil[il,yilil);
if(Deltaj[jl[0] != 0)

{
Jlist[numinJ++] = j;

}

}

if (numinJ)

{ // Se J '= vazio
findminwdeg(gj,Jlist,numinlJ, jstar,xistar,yjstar,wdeg,rlex);
f = gjljstar];

Delta[0] = Deltajl[jstar][0];

#ifdef DO_PRINT
cout << " J=";
for(j1 = 0; jl < numinJ; jl++)cout<< Jlist[ji1l<<" ";
cout << endl;
cout << " ",
for(jl = 0; j1 < numinJ; ji++)
cout << "Deltal[" << Jlist[j1] << "]=" <<
Deltaj[Jlist[j1]1[0] << " ";
cout << endl;

cout << " jstar= " << jstar << " f=" << f << " Delta=" <<
Delta[0] << endl;
#endif
for(jl = 0; j1 < numinJ; ji++)
{

j = Jlist[j1];
if(j != jstar)

{
gjl[j] = gjljl*Delta - f*Deltajl[jl;
}
else if(j == jstar)
{
11001 = -xi[il;
gj[j1 = £x11;
}

gj[j].setvarname("y");
} // para j em J
} // se J != vazio
} // for s
} // for r
} // for i

// encontra o polindmio de menor grau ponderado
#ifdef DO_PRINT
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cout << "Polindmios finais:" << endl;
for(j = 0; j <= L; j++)

{
int xi, yj;
cout << " gjl" << j << "]=" << gj[j] << " wdeg=" <<
computewdeg(gj[jl, wdeg, xi,yj) << endl;
}
#endif

for(j = 0; j <= L; j++) Jlist[j]l = j;

numinJ = L+1;
findminwdeg(gj,Jlist,numinJ, jstar,xistar,yjstar,wdeg,rlex);
return gj[jstar];

}

// Fung8o que encontra o polindmio de duas variadveis Q(x,y) de menor grau
// ponderado

void findminwdeg(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > *gj,

int *Jlist,int numinJ,int &jstar,int &xistar,int &yjstar,

int *wdeg,int rlex)
{

int wdmin,ji1,j,wd,xi,yj;

int computewdeg(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,const int *wdeg,
int &xi, int &yj);

wdmin = BIGINT;

for(jl = 0; j1 < numinJ; ji++)

{

j = Jlist[j1];

wd = computewdeg(gj[jl,wdeg,xi,yj);
if (wd < wdmin)

{

jstar = j;

xistar = xi;

yjstar = yj;

wdmin = wd;

}

else if(wd == wdmin)
{

if (rlex==0)

{ // ordenag8o tipo lex
if (xi<xistar)
{
jstar = Jlist[j];
xistar = xi;
yjstar yis

}
}
else
{ // ordenagdo revlex
if(xi > xistar)
{

jstar = Jlist[j];

xistar = xi;

yjstar = yj;

ST

}

//Fung8o que calcula o grau ponderado de um polindmio de duas varidveis

int computewdeg(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,const int *wdeg,
int &xi, int &yj)
{

// this is an inefficient search, being exhaustive.

// However, it gets the job done.

int degy = Q.getdegree();

int degx;

int deg;
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int maxdeg = 0;

xi =yj = 0;
for(int i = 0; i <= degy; it++)
{

degx = Q[i].getdegree();
for(int j = 0; j <= degx; j++)
{
if (QLiI[3]1 '= 0
{

deg = wdeg[0]*j + wdegl[1]*i;
if (deg > maxdeg)
{
maxdeg = deg;
xi=3j;
yi=1i;

}
¥
}
return maxdeg;

}
// Funcdo que calcula a derivada de Hasse

TYPE computeD(int r,int s,const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q,
TYPE a, TYPE b)
{

int degy = Q.getdegree();

TYPE Drs;

int degx;

int jchs, ichr;

int binommod(int n, int k, int m);

TYPE aij;

int charac = a.character();

for(int j = s; j <= degy; j++) {
jchs = binommod(j,s,charac);
if(jchs) {
degx = Q[j].getdegree();
for(int i = r; i <= degx; i++) {
aij = Q[j1[il;
if(aij !'= 0) {
ichr = binommod(i,r,charac);
if (ichr) {
Drs += aij*(a”~(i-r))*(d~(j-s));

return Drs;

}

int binommod(int n, int k, int character)
{

double prod = 1;

long int ipod;

double i,j;

if(k > n) return O;

if(k > n/2) k = n-k;

if(k <= 1)

{

if(k == 0) return 1;

if(k == 1) return n % character;

}

for(i = n-k+1, j=1; i <= n; i++,j++)
{

prod *= i/j;

}

ipod = (long int) (prod+0.5);
return ipod % character;
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#includ

static
static
static
static
static

//#defi

void
QxytoQx
poly.
void ro
TYPE *
void Ro
int bin

rpolyno

rothruc

{
int
TYPE
£[0]
/7 i
numi.
rpol
rpol

III1177777777777777777777777777777771777717717717177771771717777
ruck.cpp

um polindmio de duas varidveis Q(x,y) esta fung&o determina todos
olindmios do tipo y-f(x) de grau mdximo determinado pelo pardmetro
tilizando o algoritmo de fatorag&o de Roth-Ruck

[11771177777777777777777777777777777777777777777777777777777777777
e "rothruck.h"

rpolynode *rpolystart = NULL; // ponteiro para o inicio da lista
rpolynode *rpolylist = NULL; // ponteiro da lista

int rothD; // méximo grau

int rothnodenum; // conta os nés dos ramos

int numinrrpool = 0; // nimero de solugdes encontradas

ne DO_PRINT

xya(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q, const TYPE &a,
nomialT<polynomialT<TYPE> > &P);
thrucktree(polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Qu, int u,

£);

otList (TYPE *R,const polynomialT<TYPE> &Q,int &numroots);
om(int n, int k);

de *
k(polynomialT<polynomialT<TYPE> >&Q,int D)

u=0;
*f = new TYPE[D+1]; // reserva espago para o polindmio retornado
=0; // inicializa factor com zero para no caso de px ser zero

nicializa a lista onde as respostas serdo armazenadas

nrrpool = 0;

ystart = NULL;

ylist = rpolystart; // inicializa lista no inicio

rothD = D; // seta o grau maximo
rothnodenum = 0;

// c

hama a fungdo que ird se executar de forma recursiva

rothrucktree(Q,u,f);
return rpolystart;

}

void
rothruc

{

ktree(polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Qu, int u, TYPE xf)

rothnodenum++;

#ifdef
cout

cout
#endif
int

if(Q
#ifdef
cout
#endif

#ifdef
for (i
cout <
}
cout

#endif

DO_PRINT
<< "nim. né=" << rothnodenum << endl;

<<"Qu=" << Qu[0] << endl;

ij

ul0] == 0) {
DO_PRINT

<< Mkokkxk f=";

if (rothnodenum==1) u=1; // para caso o p(x) for igual a zero
DO_PRINT
=0; i < u; i++) {
< flE] << vy

<< " oxxkkkk" << endl;

// adiciona o polindmio & lista

if (rp

rpolys
rpolyl
rpolyl
}

olystart == NULL) {
tart = new rpolynode[1];
ist = rpolystart;
ist->next = NULL;
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else if(rpolylist->next == NULL) { // precisa adicionar & lista
rpolylist->next = new rpolynode[1];
rpolylist = rpolylist->next;
rpolylist->next = NULL;
}
(rpolylist->f).setc(f,u-1);
}
else if(u <= rothD) { // tenta outro ramo
int gqdeg = Qu.getdegree();
TYPE *R = new TYPE[qdeg]; // nimero max. de raizes possiveis
int numroots;
polynomialT<TYPE> *QOy = polytemp<TYPE>::gettemppoly(qdeg) ;
for(i = 0; i <= gdeg; i++) {
QOy->operator[] (i) = Qu[i][0];
}
RootList (R,*Q0y,numroots) ;

#ifdef DO_PRINT
cout << "Ramo da Arvore=" << u << endl;
cout << "Q(O0,y)=" << *QO0y << endl;
cout <<"Raizes: ";
for(i = 0; i < numroots; i++){
cout << R[i] << " ";
}
cout << endl;
#endif
polynomialT<polynomialT<TYPE> > Qv;
for(i = 0; i < numroots; i++) {
#ifdef DO_PRINT
cout << "Root=" << R[i] << endl;
#endif
QxytoQxxya(Qu, R[i], Qv);
flu] = R[i];
rothrucktree(Qv, u+l, f);
}
delete [] R;
}
else {
#ifdef DO_PRINT
cout << "Sem resultado\n";
#endif
}
}

// Fung8o para encontrar as raizes de um polindmio

void RootList(TYPE *R,const polynomialT<TYPE> &Q,int &numroots)
{

int i = 0;

numroots = 0;

if(Q(0) == 0) R[numroots++] = 0;

for(i = 0; i < Q[0].getN(Q); i++) {

if(Q(A~i) == 0) R[numroots++] = A~i;

}

void
QxytoQxxya(const polynomialT<polynomialT<TYPE> > &Q, const TYPE &a,
polynomialT<polynomialT<TYPE> > &P)
{
int i,k,j;
TYPE nk;
int mod = a.character();
int ydeg = Q.getdegree();
P =Q;
for(i = 1; i <= ydeg; i++) P[i] = polynomialT<TYPE>(O) ;
for(i = 1; i <= ydeg; i++) {
for(k = 0; k <= i; k++) {
nk = TYPE(binom(i,k) % mod);
if(nk !'= 0) {
P[k] += ((Q[i] << k)*(a”(i-k)))*nk;
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}

}

}

int m = P[0].getdegree();

for(i = 0; i <= ydeg; i++) {

for(j = 0; j <= P[i].getdegree(); j++) {
if (PLi1[3] !'= 0){
if(j <m) m = j;

break;
}
}
}
for(i = 0; i <= ydeg; i++) {
P[i] >>= m;
}
}

int binom(int n, int k)
{
double prod = 1;
long int ipod;
double i, j;
if(k > n) return 0;
if(k > n/2) k = n-k;
if(k <= 1) {
if(k == 0) return 1;
if(k == 1) return n;

}

for(i = n-k+1l, j=1; i <= nj; i++,j++) {
prod *= i/j;

}

ipod = (long int) (prod+0.5);
return ipod;

}

I111177777777777777777777777777777777117777777777177771777777711777777777
// rothruck.h

// Define a lista encadeada que armazena todas as raizes de y de Q(x,y)
// encontradas pelo algoritmo de fatoragio de roth-ruck

LILI77177777777177777777777777777777177777777777177777777777711777777777

#ifndef ROTHRUCK_H
#define ROTHRUCK_H

#define TYPE GFNUM2m
#include "polynomialT.h"
#include "GFNUM2m.h"

class rpolynode

public:
rpolynode *next;
polynomialT<TYPE> f;
rpolynode() {
next = NULL;
f = TYPE(O);
}
“rpolynode() {};
};

rpolynode *
rothruck(polynomialT<polynomialT<TYPE> >&Q,int D);

#endif

LIIT1I7170777107777777777777777777777777777777777177771777771771717777177
// computeLnm.cpp

// Calcula o comprimento méximo da lista de polindmios para o algoritmo
// de GS
LIITTII01107770777107777177777777777777777777717777777771777771771717717777

#include <math.h>
int computelm(int n,int k, int m)
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double v = k-1;

double t;

if (m==0) return 1;

t = (v+2)/(2%v);

int Lm = int(floor(sqrt( n*m*(m+1)/v + t*t) - t));
return int(Lm);

}

II117777777777777777777777777777777777777777777777777777177777777777777777
// computetm.cpp

// Calcula a capacidade de corregdo de erros para um cédigo RS(n,k)

// utilizando o algoritmo de decodificagfo de Guruswami-Sudan
I111777777777777777777777777777777777777777777777777777777777771717717777777
#include<math.h>

int fact(int n)
{
if(n < 1)
return (1);
else
return (n*fact(n-1));

}

int nchoosek(int n, int r)
{

return fact(n)/(fact(r)*fact(n-r));
}

int computetm(int n,int k, int m)
{
int v = k-1;
int Km=0,tm=0,k1,1,1k,C,nl;
if (m==0){
Km = ceil((n+v+1)/2);
tm = n-Km;
return tm;
}
C = n*nchoosek(m+1,2);
k1 = 0;
while(1)
{
k1 = ki1+1;
1 = (m*k1)-1;
1k = floor(1/v);
nl = (1+1)*(1k+1) - v/2%1k*(1k+1);
if(n1 > C) break;
}
Km k1;
tm n-Km;
return tm;

[171717771777177771777717777777717777777771777/7777/777/7777777/77/7777777777777
// gran.cpp
// Gera um niimero aleatério

LILI71177077777177777777777777777777177777777777177777777777711777777777

#include <stdlib.h>
#include <math.h>

static int graniset = 0;
static double grangset;

double gran(void)
{

double rsq, v1, v2, fac;

if (!graniset) {
graniset = 1;
do {
vl = 2*(rand()/(double)RAND_MAX) - 1;

108



109

v2 = 2*(rand()/(double)RAND_MAX) - 1;
rsq = vikvl + v2%v2;
} while(rsq > 1 || rsq == 0);
fac = sqrt(-2*log(rsq)/rsq);
grangset = vixfac;
return v2xfac;
}
else {
graniset = 0;
return grangset;

}
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