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1 RESUMO

Este trabalho teve o objetivo de estudar redes periddicas de espalhamento, com
e sem defeitos randémicos, e como as variagcoes de suas geometrias influenciam nos
fendmenos fisicos que estamos interessados, tais como a transmissao e a localizacao,
além da formacao e manutencao de bandas proibidas (em inglés, band gaps), nas re-
des. Também foram estudadas as redes periddicas de espalhadores circulares com
a insercao de defeitos controlados que podem gerar estruturas, como cavidades res-
sonantes, em seu arranjo. A abordagem utilizada para a solucao do problema foi
a de espalhamento quantico, em que ocorre a interagdo de uma particula quantica
com um potencial, que neste caso € um potencial do tipo parede, o qual descreve o
contorno dos espalhadores circulares da rede. Para isso, foi utilizado o Método de
Contorno de Paredes (MPC) em sua versao de numérica (em inglés, Boundary Wall
Methods). O MCP tem como objetivo principal obter a chamada Matriz T, que traz
informacdes sobre a geometria do problema e sobre como ocorre a interagdo onda-
barreira. Ela foi usada para analisar a possivel presenga de modos ressonantes na
regiao da banda proibida da rede, advindos da introducao de cavidades. Como es-
perado, foi possivel observar a relacdo da geometria do problema, onde a insercao
de perturbagdes randdmicas na rede periddica induzem efeitos que tendem a des-
truir o comportamento caracteristico destes sistemas (transmissao, bandas proibidas,
localizacao etc.). Foi analisada também como a insercao de estruturas como cavida-
des geram modos de transmissao e ressonancia nas regides da banda proibida, que
possuem transmissao proibida. Também foi analisado como perturbacdes randéomicas
inseridas no raio e na posicao dos espalhadores afetam esses modos. Esse estudo
€ relevante pois pode orientar a aplicacao experimental em dispositivos, tais como

sensores Opticos e biossensores.



2 INTRODUCAO

Redes de espalhadores sao estruturas amplamente presentes na fisica, como
no estudo de redes cristalinas de semicondutores e de redes de cristais fotonicos. Por
exemplo, em fisica da matéria condensada, o teorema de Bloch é um conceito funda-
mental, que descreve o comportamento de sdlidos cristalinos, ou seja, materiais onde
os atomos estao dispostos em uma estrutura periddica de longo alcance. De forma
sucinta, o teorema afirma que a fungao de onda de um elétron em um sélido cristalino
pode ser escrita como uma onda plana modulada por uma fungao que tem a mesma
periodicidade da rede cristalina. Ou seja, os elétrons em um sélido se comportam
como ondas que se propagam através da rede cristalina, mas com uma periodicidade
definida (BUTKQOV, 1988).

Os cristais fotonicos possuem a propriedade de controlar o comportamento da
luz através da mudanca periddica do indice de refracao do meio. Ja é conhecido na
literatura que redes periddicas geram band gaps, ou, bandas proibidas para ondas pro-
pagantes, em que a onda pode ser tanto particulas (devido a dualidade onda-particula)
qguanto ondas eletromagnéticas. Devido a periodicidade dos cristais fotdnicos, esses
também possuem bandas proibidas. Além disso, outra propriedade presente nes-
sas redes periddicas é a formacao de estados localizados, em que a particula fica
confinada dentro da rede devido aos defeitos aleatérios (JOANNOPOULOS et al.,
1997-a; JOANNOPOULOS et al., 1997-b). Esse comportamento observado em re-
des periddicas é chamado de localizagao de Anderson.

O estudo de redes periédicas de espalhadores € relevante pois analisa a in-
fluéncia de situacdes que podem acontecer durante a implementacao experimental
dessas redes (JOANNOPOULOS et al., 1997-a; JOANNOPOULOS et al., 1997-b).
Por exemplo, sabe-se que existe um desvio real na fabricacdo dessas estruturas, de-
feitos e imperfeicdes que sdo proprias das técnicas de fabricagcdo. Assim, estudar
como perturbacdes aleatorias afetam o sistema, ajuda a orientar sobre a precisao
minima que um projeto experimental precisa ter para desenvolver o dispositivo de
forma adequada (SCHWARTZ et al.,2007). Tal analise pode, entdo, oferecer uma
base teorica para a construgao de dispositivos em nanoescala (ou, até menores), per-

mitindo o avanco tecnoldgico, por exemplo, de sistemas otimizados para a transmissao



de informacdes (ASATRYAN et al., 2000). Além da aplicagao em cristais fotonicos e
em nanodispositivos, o estudo de redes periddicas também pode ser estendido para
se compreender o espalhamento em redes atdmicas e a influéncia de imperfeicdes na
superficie desses materiais e para orientar a aplicagao experimental em dispositivos
como sensores oticos e biossensores (CHAKRAVRTY et al., 2016; PARADIN et al.,
2021; ZHANG et al.,2015).

O objetivo deste trabalho foi estudar as redes quadradas periddicas de espalha-
dores circulares, mais especificamente, como essas redes peridédicas se comportam
diante de defeitos randémicos. O espalhamento quéantico € um fenémeno fisico que
acontece quando ha uma interagdo de uma onda com um alvo. Para a solugao deste
problema, foi utilizado o Método de Contorno de Paredes (MCP), também conhecido,
em inglés, como Boundary Wall Method (BWM). Este resolve problemas de espalha-
mento quantico para espalhadores do tipo parede, onde a onda sé interage com o
potencial do espalhador quando sua posicao é a mesma que a posicao do contorno
do espalhador. O comportamento da onda quando interage com a parede do sistema
€ determinado pela curva espalhadora da rede. O principal objetivo desse método € a
obtencao da chamada Matriz T, que € a responsavel pelas solugdes do problema. A
partir dela, também é possivel extrair informacoes sobre a geometria e a energia do
sistema (LUZ et al., 1997).

Neste trabalho, foi explorada a similaridade das solu¢goes em duas dimensoes
para sistemas quanticos (resolvidos através da equacao de Schrédinger) e para sis-
temas eletromagnéticos (resolvidos a partir das equacdes de Maxwell) (CHUTINAN,
NODA, 2000). Para este ultimo caso, pode-se estender as analises e os resultados,
obtidos a principio para sistemas quanticos, para sistemas foténicos, como, por exem-
plo, os cristais fotbnicos, os quais ja foram estudados a partir do MCP. Uma das gran-
des vantagens na utilizacao do MCP é que ele possui implementacao numérica relati-
vamente facil para a obtencédo das solugdes da fungao de onda da particula espalhada
para geometrias e condi¢gdes de contorno variadas, como € o caso de redes de espa-
lhadores com geometria e forma do espalhadores variaveis (NUNES, 2015).

Para isso, inicialmente, foi estudado como o comportamento da rede se altera di-
ante de perturbacdes aleatorias em seu raio e na posi¢ao do centro dos espalhadores.

Na figura 1, ha um exemplo de uma rede de tamanho 10 10 a esquerda e de uma



rede de mesmo tamanho com desvios aleatorios nos raios e nos centros dos espalha-
dores a direita. Na figura 2, € mostrado como as perturbagdes randémicas alteram a
geometria dos espalhadores, variando o tamanho do raio e a posigao do centro dos
espalhadores, que pode ser deslocada de um ponto a; para um ponto a em qualquer
angulo entre 0 e 2 . Entao, para observar como a particula se distribui ao longo da
rede, foi analisado o grafico do médulo ao quadrado da fungdo de onda da onda espa-
lhada. Este grafico permite inferir qualitativamente os estados de transmissao ou de
localizacao da onda, além de ser possivel identificar se € um comprimento de onda
da banda proibida. Pelo grafico do fluxo da funcdo de onda (ao final da rede) pelo
comprimento de onda, foi comparada a fungao de onda do final da rede com a fungao

de onda da onda incidente.
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Figura 1: Exemplificacdo darede 10 10 sem (ao lado esquerdo) e com desordem tanto no raio quanto
na posi¢cado do centro dos espalhadores (ao lado direito).

Figura 2: Ao lado esquerdo, uma exemplificagdo de perturbacédo randémica no tamanho do raio; o valor
de dr pode tornar o raio tanto maior quanto menor que o raio original. Ao lado direito, foi mostrado como
a posicao do centro dos espalhadores pode ser perturbada aleatoriamente para um ponto ap qualquer,
em que da depende tanto da posicao de a quanto do angulo .



Na segunda parte, o objetivo foi estudar essas mesmas redes periddicas com a
insercao de defeitos controlados em seus arranjos que podem gerar estruturas, como
cavidades ressonantes, onde pode-se ter um modo ressonante. As situagoes de res-
sonancias, sejam de localizacao ou de transmissao, foram analisadas na regiao das
bandas proibidas. Além disso, também foram analisados, novamente, os compor-
tamentos dessas redes com defeitos controlados com a introdugao de perturbacoes
aleatdrias. Essas perturbacdes foram inseridas, assim como na primeira parte, tanto
no raio dos espalhadores quanto na posicao de seus centros. Neste parte, foi utilizada
a Matriz T para analisar os estados localizados e como eles sao modificados diante

das perturbagdes aleatorias.



3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Redes de espalhadores sao largamente utilizadas em fisica como, por exem-
plo, no estudo de redes cristalinas em fisica da matéria condensada (TIPLER, 2017).
As redes de espalhadores podem também ser utilizadas para o estudo de cristais
fotbnicos (CF). Segundo a literatura, “cristais fotdnicos sdo materiais padronizados
com periodicidade da constante dielétrica que pode criar uma faixa de frequéncias
proibidas chamadas de band gaps fotdnicos” (JOANNOPOULOS et al., 1997-b). Ou
seja, cristais fotonicos possuem a habilidade de modificar as propriedades dos fotons
tal como os cristais semicondutores que alteram as propriedades dos elétrons (JO-
ANNOPQULOS et al., 1997-b). Algumas das vantagens de estudar estruturas que
controlam o comportamento dos fétons sdao: uma velocidade maior de transmissao,
os fétons conseguem carregar mais informacao, a banda de transmissao é maior e
ha menor perda de energia (JOANNOPOULOS et al., 1997-b). Segundo Joannopou-
los et al. (1997-b), foi estudado o efeito de localizagao do féton com a introdugao de
uma variacao aleatéria do indice de refracao - erros ou defeitos na periodicidade po-
dem gerar esses estados (isso & analogo a localizacdo de Anderson observada em
redes cristalinas com carater aleatério). Ou seja, essas matrizes de espalhadores
dielétricos podem gerar estruturas como a banda proibida, estado localizado e trans-
missao através da rede (JOANNOPOULOS et al., 1997-a; JOANNOPOQULOQOS et al.,
1997-b). Defeitos controlados sao capazes de gerar estados localizados (se for um
defeito pontual) ou estados de transmissao (se for um defeito linear) para comprimen-
tos de ondas que fazem parte das bandas proibidas (JOANNOPOULOS et al., 1997-b).
Os estados do modo de cavidade sao gerados pelo fato dos cristais fotGnicos terem
a propriedade inerente de tunelamento dos fétons em comparagdo com os cristais
semicondutores (JOANNOPOULOQOS et al., 1997-b).

As redes periédicas estruturadas como as descritas anteriormente tém impor-
tantes aplicacdes experimentais. Em Zhang et al. (2015), € feita uma revisdo da
aplicacao de cristais fotdnicos com cavidades como sensores Opticos, que possuem
vantagens como a miniaturizacao, alta sensibilidade e flexibilidade na montagem da
estrutura. Ha também a possibilidade da utilizacao de cristais fotbnicos com defeitos

controlados diversos como biossensores, segundo Paradin et al. (2021). Para isso,



€ necessario utilizar esses defeitos para localizar o féton em uma regiao do cristal
fotbnico e, também, se utilizar da conhecida propriedade de regides da banda proi-
bida para impedir que a luz seja transmitida pela rede. Segundo Malkova e Ning
(2006), a introducao de defeitos em um cristal fotdnico pode gerar estados localizados
na regiao da banda proibida. Ja em Schwartz et al. (2007) fala-se do fenémeno ja co-
nhecido: a localizagdo de Anderson, que acontece quando ha perturbagdes aleatérias
na rede. Asatryan et al. (2000), explicita a importancia de se investigar a introducao de
desordem no estudo de cristais fotbnicos para a producao de dispositivos que usam
essas estruturas. Em Chakravarty et al. (2016), € explorada a aplicagao de cristais
fotbnicos como biossensores para a detecgdo de cancer, metais pesados e também
monitoramento de drogas terapéuticas.

Para o estudo desses materiais, "0 método mais usado para a solugao tedrica
dos cristais fotbnicos é utilizar a analogia existente entre ondas eletromagnéticas e
elétrons propagando-se em meios periddicos”(NUNES, 2015, pag.44). Deve-se res-
saltar, porém, que essa analogia funciona bem para o caso bidimensional, onde as
equacoes de Maxwell (para as ondas electromagnéticas) e de Schrddinger (para os
elétrons) recaem ambas na solugao da equacao de Helmholtz. Entao, é possivel as-
sociar o comportamento da fungcao de onda no caso quantico ao do campo elétrico
no caso eletromagnético. Para isso, a configuracao do campo deve ser transversal
ao plano do cristal e paralelo a parede dos espalhadores. Assim, utilizando as pro-
priedades ondulatérias dos fotons, € possivel fazer a descricao da interagao da luz
com barreiras através da teoria de espalhamento quantico. Além dessa vantagem, o
estudo de redes bidimensionais também se da pela maior facilidade tanto no estudo
dessas estruturas quanto na fabricagao de dispositivos, como comentado em Along-
karn Chutinan e Susumu Noda (2000).

O espalhamento, segundo Andressa Maria da Silva Alves Nunes (2015, pag. 18
e 19), € definido: "os processos de espalhamentos sdo aqueles nos quais um estado
inicial € transformado num estado final através da acao de um potencial”’, ou seja,
neste trabalho, sera visto como se da a interacao da onda com as paredes do sistema
analisado, o qual é fortemente dependente de sua geometria especifica. A situacao
descrita acima, que vem a ser o caso de interesse neste trabalho, pode ser modelada

utilizando o conceito de bilhares quanticos, onde uma particula livre (que nao esta sob



efeito de nenhum potencial) esta confinada em uma regiao do espaco e é analisada
sua interacao com o interior do bilhar (ZANETTI et al., 2008-a). Também é possivel
analisar a interagao da onda com a parte externa do bilhar em que ela seria espa-
lhada, que é o caso de interesse deste presente trabalho. Assim, dadas essas carac-
teristicas, podemos modelar um sistema de geometria arbitraria, no qual a fungao de
onda se anula em uma parede, quando satisfaz as condi¢oes de contorno de Dirichlet,
utilizando o formalismo de bilhares. No geral, a parede é descrita por um potencial
dependente da posicao no espaco e independente do tempo; a parede carrega tanto
informacoes da geometria, como das condi¢cdes de contorno do problema.

Neste trabalho, a geometria analisada sera a de redes periédicas de espalha-
dores circulares. Para a analise das redes aqui presentes, sera utilizado o Método
de Contorno de Paredes (MCP) (LUZ et al., 1997). Esse método obtém as solugcoes
para diferentes geometrias e condigdes de contorno tanto na parte interna (autoes-
tados) quanto externa (solugdes de espalhamento) do problema de bilhar. Uma das
vantagens esta na sua facil implementacao numérica para geometrias diversas (ZA-
NETTI et al., 2008-a). O artigo de Andressa Maria da Silva Nunes (2016) evidencia,
por exemplo, que o MCP obtém as solugdes corretas para as energias em acoplado-
res de dois canais, além de apontar a dependéncia da transmissao da onda com a
geometria, situacao ja explorada no trabalho sobre transmissao e localizacao em bi-
lhares retangulares acoplados de Zanetti et al. (2012). Ainda, neste mesmo trabalho
de Zanetti et al. (2012), € mostrado que o método ¢€ eficiente para resolver geometrias
tanto abertas quanto fechadas. O MCP foi utilizado de maneira satisfatoria no estudo
de redes periddicas com defeitos controlados na forma de guias de onda e cavida-
des, com os elementos da rede tanto apresentando paredes rigidas como paredes
permeaveis (ZANETTI et al., 2008-b). Assim, o método se mostra util na resolugao
de problemas envolvendo cavidades e guias de ondas eletromagnéticas. A figura 3,
retirada de Zanetti et al. (2008-b), exemplifica uma rede com cavidade das redes de
espalhadores, que também foi explorada neste trabalho. Nela, é possivel observar
uma regiao de ressonancia. Ainda, tem-se os graficos de duas e trés dimensoes do
maédulo ao quadrado da funcao de onda. Os bons resultados deste trabalho motivam
a utilizacao do MCP no estudo das redes periddicas com perturbagao aleatoria a ser

desenvolvido neste trabalho.
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Figura 3: Gréaficos do modulo ao quadrado da fungdo de ondaj (¥)j? para um espalhador com cavidade
(imagem a esquerda), da densidade de probabilidade em trés dimensdes (a direita na parte inferior) e
do corte bidimensional (na parte superior a direita) (ZANETTI et al., 2008-b, pag. 7).
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4 MATERIAIS E METODOS

4.1 Meétodo de Contorno de Paredes

Como ja dito, foi usado Método de Contorno de Paredes (MCP) para obter as
solugdes de espalhamento de redes periddicas de espalhadores. Primeiramente, foi
estudado o desenvolvimento analitico do método, como mostrado no trabalho de An-
dressa Maria da Silva Alves Nunes (2015).

Para isso, comeca-se considerando um potencial do tipo parede dado pela
equacao 1

VA
V() = . ds (s) (¢ *¥(s)); (1)
onde ¥(s) € o que vetor percorre a barreira C, s € um ponto que pertence a curva C e
controla a permeabilidade e as condi¢cOes de contorno da barreira.

Assim, a interacao da particula com a barreira C acontecera apenas quando a
particula toca-la. Entado, fora da barreira, a particula pode ser descrita como uma
particula livre por nao haver nenhuma forca atuante sobre a mesma. Esse tipo de po-
tencial permite que a parede seja impermeavel ou permeavel através do parametro
Quando o parametro é finito, tem-se a situacdo de uma parede permeavel e, quando

é infinito, a parede é impermeavel. Nesse trabalho, foram analisadas redes de espa-
lhadores impermeaveis, que podem ser associados, por exemplo, a cristais fotonicos
metalicos, onde o campo elétrico se anula sobre a borda dos espalhadores. Esse
problema esta associado as condicées de contorno de Dirichlet.

Para resolver o problema de espalhamento quantico precisa-se resolver a
equacao de Schrodinger, neste caso, independente do tempo, pois o potencial utili-

zado nao tem variagao temporal, dada pela equagao 2

H() (/) =E (). (@)

Aplicando o hamiltoniano que é dado pela equacao 3

H(¥) = Ho(F) +V (F) ; (3)

onde

11



h? h?

Ho = (5 )v° eV () = 7 U(r): (4)
Deve-se lembrar que o hamiltoniano & um operador que nos da a energia total do
sistema, ou seja, € a soma da energia cinética da particula livre com a energia poten-
cial do sistema, aqui representado pelo potencial de espalhamento proposto acima.

Ja a energia cinética € apresentada na equacao 5

h?k?

E = W: (5)
Substituindo as equacoes 3, 4 e 5 na equacao 2, chega-se na equacao diferencial

de espalhamento para um potencial tipo parede, dada pela equacgao 6

(V2+K%) (;)=U(F) (r): (6)

Para resolver a equacgao 6, pode-se utilizar o método da funcao Green, que trans-
forma uma equacao diferencial em uma equacao integral. Dessa forma, aplicando a
funcao de Green em 5, obtém-se a equacao 7

Z
(F) =7+ dPGo(r; P K)U(T) (F); (7)
onde ”(¥) é a funcdo de onda da onda incidente e G, é a funcao de Green para a
particula livre que satisfaz (v? + k?)Gy(¥; k) = (¥).

O potencial dado na equacao 1, obedece a condigao de contorno de Dirichlet,
pois € um potencial tipo-parede. Além disso, a garante que o potencial sera igual a
zero quando estiver fora da barreira. Substituindo o potencial dado pela equacao 1 na
equacao 7, é obtida a equacao 8

YA YA
(F)=7(F)+ dPGo(r;5k)  ds (s) (P #(s)) (F): (8)

C
Agora resolvendo a integral de volume em termos de I da equagao 8, chega-se

na equacao 9

YA
(F) ="+ ds (s)Go(r;rE);k) (¥(s)): (9)

Esta equacao reduz a integral no espaco, como mostrado na equacao 6, para

12



uma integral somente sobre a curva espalhadora, simplificando o problema. Assim, é
possivel analisar a relagao da onda incidente ” (¥(sy)) em um ponto s, pertencente a
barreira C com a funcao de onda espalhada (¥(s¢)) em um outro ponto s, de C, dada
pela equacao 10, onde a relacao sera descrita pela funcao T .

z
“(F(sb)) = dsaT '(siSa) (F(sa)) (10)

C
onde, por defini¢cdo, € dado por que T (sa;sp) (Sp; Sa) Go(¥(sp); ¥(sa); k), pois a
matriz T & simétrica diante da troca s, B s, pois Go(¥(Sh); ¥(Sa)) = Go(¥(Sa); ¥(Sp)) €
(s Sa) = (sa sp) independente da condicao de contorno. Além disso, T (Sa;Sh)
€ uma funcao relacionada a probabilidade da particula incidir no ponto s, e ser espa-
lhada no ponto s,. Assim, substituindo T ! na equacado 10, chega-se em 11, que é
analoga a equagao 9, porém, agora, sobre a curva C:

z
(F(sp)) = 7(¥(sp)) +  dsa Go(F(sp); F(Sa); k) (¥(Sa)): (11)

C

Pela necessidade de T ! possuir inversa, é possivel escrever a equagao 12

Z
(SaiSh) =  dScT (Sb;Sc)T *(Sci Sa): (12)
C
Devido a simetria da funcdo de Green, tem-se que Go(¥(sp);¥(Sa)) =
Go(¥(sa);¥(sp)) e (sy Sa)= (sa Sp) (BUTKQV, 1988). Dessa forma,

z

(Sa;Sp) = dscT *(Sn;Sc)T (SciSa): (13)
C

Multiplicando a equacao 11 por T (S¢;Sh), chega-se na equacgao 14

Z
T (Sc:Sp) ™ (¥(Sp)) = dsaT (sc;sp)T 1(Sb; Sa) (¥(sa)): (14)
C
Agora é necessario integrar ambos os lados da equacao 14 em relagcao a ds,
sobre a curva C e substituindo a relacdo dada pela equagao 12, obtém-se a equagao
15

Z Z Z Z
dspT (Sc;sp) ™ (¥(sp)) = dspdsaT (Sc;Sn)T 1(Sb; Sa) (¥(sa)) = dsa (Sc Sa) (¥(sa)):
C cC C C
(15)

13



Ainda, integrando o lado direito da equacao 15 e utilizando a propriedade de filtro
da , obtém-se a equacao 16
Z
(F(sc)) = dspT (Sc;s0)” (F(Sp)): (16)
C
Agora, pode-se substituir a equagao 16 na parte do integrando da equacao 9.
Com isso, chega-se na equacao 17, que fornece a solucao da equacao de onda de
uma particula que interage com uma barreira C de permeabilidade , em qualquer
ponto do espaco

Z Z

(F)="(r)+ . Cdsbdsa Go(F; #(Sp); K)T (Sb; Sa) ™ (F(Sa)): (17)

Todas as quantidades da equacao 17 sao conhecidas, exceto a matriz T. Ob-
tendo uma maneira de calcula-la, a funcao de onda estara resolvida. A equacao 18
€ a primeira tentativa do método iterativo que fornece a solucdo em termos da uma

expansao através do método da Série de Neumann (ARFKEN, 1970)

T (sb:Sa)  To (S0;Sc) = (So  S¢): (18)

A equacao 18 é um primeiro chute para resolver a equacao através de um

método de recorréncia. Ao final, & obtida a série que permite escrever uma expressao
para T , dada pela equacao 19

K
T (Sp;8Sa) = (Sb Sa)+ T (Sp:Sa); (19)

n=1

onde o termo somatério pode ser escrito como exposto na equagao 20

Z
T (s5:5a) = ' Go(F(Sa); #(S1); K)Go(¥(S1); #(S2); K):i 1:Go(F(Sn 1); #(Sp); K)dsyds,iiidsy, o
; (20)
A matriz T, que € o principal objeto desse método, permite achar as solugdes
para as partes externa e interna, além de carregar as informagdes sobre a geometria
e a energia do problema. Entretanto, neste trabalho, sera usada uma barreira im-
permeavel, ou seja, para tendendo ao infinito. Entdo a matriz T pode ser definida

pela equacao 21
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T(Sb; Sa) “.ml T (Sp; Sa): (21)

Com essa definicao, obtém-se a equacao 17 na forma apresentada na equacao
22

®="# "'F); (22)
onde ”T é dada pela equacgao 23, que representa a onda espalhada

Z Z

“T(r) = dspdsaGo(¥; £(Sp); K) T (Sp; Sa) ” (£(Sa)): (23)
CcC C

A matriz T é responsavel por fornecer informagdes sobre a energia, a geometria,
estados ressonantes e autoestados. Em Andressa Maria da Silva Alves Nunes (2015,

pag. 30 e 31) sao explicitadas algumas propriedades relevantes da matriz:

* jT(sp;S.)j esté associado a probabilidade da onda incidir em um
elemento s, e ser espalhada em s;;

» Se a energia da onda incidente ndo corresponde a um estado
ressonante do sistema (um autoestado no caso fechado ou um
estado ligado ao continuo (NEUMANN; WIGNER, 1929; CHA-
BANOQV et al., 2000) no caso aberto), (¥) = 0 na regiao interna
e jT(sy; Sq)j SO tera valores apreciaveis para s, Sq;

» Se a energia da onda incidente for ressonante, jT(Sy; S.)j POS-
suira uma rica estrutura, com elementos da matriz T fora da di-
agonal principal apresentando um grande aumento em relacao
ao caso nao-ressonante.

As energias para as quais existem estados ressonantes gerados nas estruturas
presentes no interior das redes de espalhadores (cavidades ou guias de onda) podem
ser determinadas utilizando-se as propriedades da matriz T citadas acima da seguinte
maneira. Dado que os elementos da matriz T crescem significativamente nos casos
ressonantes, em uma analise do espectro de energias através do grafico da média do
mddulo quadrado dos elementos da matriz T, hjT j2i como fungao do comprimento de

onda os estados ressonantes sao identificados como os picos associados ao grafico.

4.2 Abordagem Numérica

O método analitico, como discutido na segao anterior, pode ser aplicado em qual-

quer caso, porém, em casos onde o contorno C tem uma geometria mais complexa a
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solucao analitica se torna impossivel, como é o caso das redes de espalhadores es-
tudadas neste trabalho. Entdo, pode-se desenvolver uma versao numérica do método
para achar as solugoes desejadas.

Agora pode-se discretizar a equacgao de funcao de onda para a implementacao

numérica. Dividindo a barreira C em N partes iguais, como mostrado na figura 4.

Figura 4: Barreira C discretizada em N partes (NUNES, 2015, pag. 31).

Resolvendo a integral de volume para cada elemento j, obtém-se a equacao 24

> Z
(F)=7(r) + ds Go(F;¥(s)) (¥(s); k): (24)

j=1 Ci

A equacao 24 deriva da discretizagao, ou seja, de resolver a integral. A ideia,
agora, € integrar sobre cada elemento j somando a integral toda, ao invés de ser uma
integragao sobre C.

Seguindo uma ideia semelhante ao desenvolvimento analitico (que pode ser con-
sultada na referéncia Nunes (2015)), obtém-se a versao numérica da equacao 22 ex-

pressa na equacgao 25

>
F) () Go(Fifj) j(M * )y (25)

j=1
com j = (7(r1);::; 7(¥n)) e onde os elementos da matriz M (de tamanho M N)
sao dados pela equacao 26

YA

Mj; = . dsGo(Ki; 5): (26)
J

Quando N ¥ 1, obtém-se a solugdo correta para a parede impermeavel, mas
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N grande é muito custoso computacionalmente. Dessa forma, é preciso discretizar a
barreira de maneira que N nao seja grande demais, o que implica em simulagdes muito
demoradas, mas também nao seja tdo pequeno a ponto de obter uma aproximagao
ruim para o problema. Assim, a expressdo % < 10 ! onde ds = % (P é o perimetro
da barreira C) fornece o minimo de precisao necessaria para encontrar uma solugao
satisfatoria (ZANETTI et al., 2008-a).
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

A primeira parte deste trabalho teve o objetivo de obter resultados para as
solugcdes de espalhamento em uma rede peridédica quadrada de espalhadores cir-
culares, através da implementacdo numérica do Método de Contorno de Paredes.
Inicialmente, foi estudada a rede periddica quadrada sem perturbacdo. Apds essa
analise, foram inseridas perturbacdes aleatdrias na posicao do centro dos espalhado-
res e no raio dos espalhadores para estudar como a transmissao, através das redes,
€ modificada com as perturbagdes.

A rede quadrada de espalhadores circulares possui um parametro de rede a, que
representa a distancia entre os centros dos espalhadores de raio ry. As perturbagdes

foram inseridas de duas maneiras:

* No parametro r: através de uma variagao aleatoria dentro de um intervalo

somada ao raio original dos espalhadores. Essa variacdo € expressa como

dr

dr
> .

r = ro + dr! com dr’ variando entre y

e

* Na posicao (x;y) dos centros dos espalhadores na rede: altera a posicao dos
centros por meio de um deslocamento da’ dentro de um intervalo aleatdério (0; da),
que pode ser feito em uma direcdo aleatéria dentro do intervalo (0;2 ). A
equacao para essa variagdo é dada por: ax = apx + da’cos( ) e a, = ag +

da’sen( ).

Além disso, pode-se determinar outros parametros da rede. Para as redes ana-
lisadas neste trabalho, foram usados os seguintes valores: tamanho do raio ro, dos
espalhadores é igual a 1,0; distancia a entre os centros dos espalhadores é igual a
5,0; foram usados 10 pontos em cada circulo para a discretizacao dos espalhado-
res pois foi verificado que para a regiao do espectro analisada com este valor para
a discretizacao ja se tem resultados aceitaveis. A onda incidente € uma onda plana

7 (r) = % com angulo de incidéncia igual a zero.
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5.1 Redes periodicas

Nos graficos da figura 5, ha 4 curvas do fluxo F e do logaritmo neperiano do fluxo
In(F) em funcao do comprimento de onda . A expressao do fluxo da fungao de onda

na forma discretizada é dada por

I _
F= i B xi v (27)

i=1 j=1
onde Ny e Ny sdo os numeros de células x e y daarea A, sendo fi;j; 0 vetor posicdo
do centro de elemento de area dAj; = X; Yj.

Essas curvas representam redes periddicas sem perturbagées com tamanhos
diferentes, porém com todos os outros parametros iguais (raio dos espalhadores e
distancia entre os centros). O fluxo € calculado pela integral da fungao de onda na
area de saida da rede de espalhadores (ap0s a ultima coluna) e representa a quanti-
dade de transmissdo. Assim, se o fluxo vale zero isso sugere que ha regides de banda
proibida; se o fluxo é diferente de zero, infere-se que houve algum tipo de transmissao.
O intervalo de comprimentos de onda foi escolhido por apresentar comportamentos
qgue interessam a este trabalho, onde surgem as primeiras bandas proibidas. Na fi-
gura 5, foi observado que, a medida que se aumenta o tamanho da rede, ou seja, a
quantidade de espalhadores que compdem o sistema, mais definidas ficam as regides
das bandas proibidas (vales proximos ou iguais a zero) e de transmissao (picos e vales
gue nao estao em zero). No intervalo de comprimento de onda de 6 e 7 do grafico do
In(F), por exemplo, € possivel ver como a banda proibida € mais definida e delimitada
para as redes maiores (10 10, 15 15e 20 20) do que para as redes menores
(5 5). E necessario lembrar que o custo computacional aumenta quando aumenta-
mos o tamanho na rede e, por isso, foi escolhida a rede 10 10 para a analise mais
completa do comportamento da particula na rede. Apesar de ser pequena, essa rede
reproduz bem o comportamento do espectro, sendo acentuado nas redes maiores,
como mostram as figuras.

Na figura 6, tem-se o grafico do fluxo F em fungao do comprimento de onda

para a rede periddica de tamanho 10 10 sem a introducdo de perturbacoes
randémicas na rede. Ainda nessa figura, foram escolhidos alguns comprimentos de

onda e feitos os graficos em duas dimensoes (2D) do modulo ao quadrado da funcao
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— Rede de tamanho 5x5

— Rede de tamanho 10x10
Rede de tamanho 15x15

— Rede de tamanho 20x20

F
Ln(F)

|
.... .. ...... — H‘M‘

l
|
3 4 5 6 7 8 9 10 3 4 5 6 7 8 9 10
A A

Figura 5: Gréficos do fluxo F e do logaritmo neperiano do fluxo In(F) em funcdo do comprimento de
onda para 4 redes periddicas de tamanhos variados sem a introdugéo de perturbacdes aleatorias. No
gréafico de In(F) em funcdo do comprimento de onda fica mais evidente que o aumento do tamanho
da rede implica numa definicdo melhor dos vales (que correspondem aos band gap, por exemplo, na
regido de 6 a 7 e aos vales, por exemplo, entre 8 e 9, onde ha transmisséo) e dos picos (por exemplo,
aregido entre 5 e 6, que ha transmissao da particula).

de onda j (r)j* da particula interagindo com a rede. Os comprimentos de onda uti-
lizados estao indicados no grafico de F em fungao do comprimento de onda . Nos
graficos b), d), h), m) e n) é possivel verificar que, apesar da particula chegar a entrar
na rede, por causa da interferéncia destrutiva, ela nao € transmitida até o final. Essa
interferéncia acontece pois ha as porcdes da onda que se propagam para frente e
as que ja foram espalhadas pela rede que se propagam no sentido contrario. Esse
fenébmeno é conhecido como retroespalhamento. Ja nos gréficos a), c), e), f), g), i),
J), k) e ]), observa-se que a particula é transmitida através da rede. Nesse caso de
transmissao, os graficos a), g), k e 1) representam estados de transmissao ressonan-
tes, onde a particula tem uma intensidade muito maior do que ela tem fora da rede,
apesar de ser transmitida por toda a estrutura. Este efeito acontece por causa das
interferéncias construtivas que sao favorecidas ao longo da estrutura. Redes de es-
palhadores com periodicidade em sua estrutura sao conhecidas por gerarem estes
estados localizados e, portanto, este trabalho confirmou esses resultados ja existen-
tes na literatura para a rede escolhida. Outro fato importante que deve ser ressaltado
€ que nem todos os vales presentes nas figuras representam uma banda proibida,
como, por exemplo, no ponto j, que esta localizado num vale do grafico de F em

funcdo do comprimento de onda . Apesar disso, o grafico j) mostra que a particula
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é transmitida através da rede. Essas zonas proibidas estao localizadas nos pontos do

espectro onde o fluxo € igual ou aproximadamente zero.

g/ |— Rede 10x10 sem defeitos

e) A=4.28 ) 2=4,79 g) 4=5,58
k) 2=8,56 1) 2=9,09

a) A=291 b) A=3,12

c) A=3,72 d) x=4,02

h) A=6,16 ) A=741

m) 4=9,15

Figura 6: Nesta imagem, foi explorada a rede periodica sem perturbacdes aleatérias de tamanho
10 10 e nela contém o grafico do fluxo F em fungao do comprimento de onda e, também, os graficos
do modulo quadrado da fungéo de onda j (r)j> em duas dimensdes da interagdo da particula com o
sistema. Nesses gréaficos, pode-se observar os estados de transmissao (a), ¢), e), T), 9),i), j), k) e )
e também de ndo transmissao (b, d), h), m) e n)), que estao relacionados aos band gaps.
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5.2 Redes com perturbacao randémica

Na figura 7, tem-se a média do fluxo hFi e o logaritmo neperiano da média do
fluxo In(hF i) em fungao do comprimento de onda para a mesma rede de 10 10 porém
com a introducao de perturbacdes aleatdrias da em sua geometria. A média do fluxo
€ dada por

hFi = E; (28)
N
com N = 20 sendo o numero de realizacoes da rede.

Neste caso, foi preciso fazer a média do fluxo, pois € necessario que os resul-
tados independam da geometria especifica de uma dada rede. Assim, ficam depen-
dentes somente da intensidade da perturbagcao dadas por da (quanto o espalhador
pode sair de sua posigcao original na rede quadrada) e dr (quanto o raio pode variar
de seu raio original). A média foi feita através do fluxo de 20 redes aleatérias diferen-
tes (pois nunca sera possivel reproduzir o mesmo sistema visto que sao perturbacoes
randémicas) mas que possuem a mesma intensidade de perturbagao.

A figura 7 representa a média do fluxo hFi e o In(hFi) em fungdao do compri-
mento de onda de umarede 10 10 com perturbacao no parametro da, que introduz
um desvio aleatdrio nas posi¢coes do centro dos espalhadores. Sao 5 curvas para di-
ferentes intensidades de perturbagao da onde verificou-se que quando aumenta-se a
desordem no sistema (ou seja, para valores maiores de da), as bandas proibidas vao
sendo destruidas. Esse € um resultado esperado visto que a literatura mostra que
inserir perturbagoes e, consequentemente, diminuir a periodicidade da rede, extingue
essas zonas proibidas (Asatryan et al. (2000)). A desordem na geometria, no geral,
favorece as interferéncias destrutivas ao longo da rede, fazendo com que a onda nao
se propague com grande intensidade até seu final.

Pelo fato desse resultado nao depender do parametro geométrico que foi variado
mas sim com o aumento da intensidade do parametro de aleatoriedade, foi escolhida
arede 10 10 com perturbacdo no parametro dr para uma analise parecida com a
da figura 6. Ainda na figura 7, foram feitos os graficos do modulo quadrado da fungao
de onda j (r)j? em 2D para dois valores de comprimento de onda da figura 6. E

perceptivel que para = 6;16, ha uma regiao da banda proibida para a rede sem a
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