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1 RESUMO

Este trabalho teve o objetivo de estudar redes periódicas de espalhamento, com

e sem defeitos randômicos, e como as variações de suas geometrias influenciam nos

fenômenos fı́sicos que estamos interessados, tais como a transmissão e a localização,

além da formação e manutenção de bandas proibidas (em inglês, band gaps), nas re-

des. Também foram estudadas as redes periódicas de espalhadores circulares com

a inserção de defeitos controlados que podem gerar estruturas, como cavidades res-

sonantes, em seu arranjo. A abordagem utilizada para a solução do problema foi

a de espalhamento quântico, em que ocorre a interação de uma partı́cula quântica

com um potencial, que neste caso é um potencial do tipo parede, o qual descreve o

contorno dos espalhadores circulares da rede. Para isso, foi utilizado o Método de

Contorno de Paredes (MPC) em sua versão de numérica (em inglês, Boundary Wall

Methods). O MCP tem como objetivo principal obter a chamada Matriz T , que traz

informações sobre a geometria do problema e sobre como ocorre a interação onda-

barreira. Ela foi usada para analisar a possı́vel presença de modos ressonantes na

região da banda proibida da rede, advindos da introdução de cavidades. Como es-

perado, foi possı́vel observar a relação da geometria do problema, onde a inserção

de perturbações randômicas na rede periódica induzem efeitos que tendem a des-

truir o comportamento caracterı́stico destes sistemas (transmissão, bandas proibidas,

localização etc.). Foi analisada também como a inserção de estruturas como cavida-

des geram modos de transmissão e ressonância nas regiões da banda proibida, que

possuem transmissão proibida. Também foi analisado como perturbações randômicas

inseridas no raio e na posição dos espalhadores afetam esses modos. Esse estudo

é relevante pois pode orientar a aplicação experimental em dispositivos, tais como

sensores ópticos e biossensores.

2



2 INTRODUÇÃO

Redes de espalhadores são estruturas amplamente presentes na fı́sica, como

no estudo de redes cristalinas de semicondutores e de redes de cristais fotônicos. Por

exemplo, em fı́sica da matéria condensada, o teorema de Bloch é um conceito funda-

mental, que descreve o comportamento de sólidos cristalinos, ou seja, materiais onde

os átomos estão dispostos em uma estrutura periódica de longo alcance. De forma

sucinta, o teorema afirma que a função de onda de um elétron em um sólido cristalino

pode ser escrita como uma onda plana modulada por uma função que tem a mesma

periodicidade da rede cristalina. Ou seja, os elétrons em um sólido se comportam

como ondas que se propagam através da rede cristalina, mas com uma periodicidade

definida (BUTKOV, 1988).

Os cristais fotônicos possuem a propriedade de controlar o comportamento da

luz através da mudança periódica do ı́ndice de refração do meio. Já é conhecido na

literatura que redes periódicas geram band gaps, ou, bandas proibidas para ondas pro-

pagantes, em que a onda pode ser tanto partı́culas (devido a dualidade onda-partı́cula)

quanto ondas eletromagnéticas. Devido a periodicidade dos cristais fotônicos, esses

também possuem bandas proibidas. Além disso, outra propriedade presente nes-

sas redes periódicas é a formação de estados localizados, em que a partı́cula fica

confinada dentro da rede devido aos defeitos aleatórios (JOANNOPOULOS et al.,

1997-a; JOANNOPOULOS et al., 1997-b). Esse comportamento observado em re-

des periódicas é chamado de localização de Anderson.

O estudo de redes periódicas de espalhadores é relevante pois analisa a in-

fluência de situações que podem acontecer durante a implementação experimental

dessas redes (JOANNOPOULOS et al., 1997-a; JOANNOPOULOS et al., 1997-b).

Por exemplo, sabe-se que existe um desvio real na fabricação dessas estruturas, de-

feitos e imperfeições que são próprias das técnicas de fabricação. Assim, estudar

como perturbações aleatórias afetam o sistema, ajuda a orientar sobre a precisão

mı́nima que um projeto experimental precisa ter para desenvolver o dispositivo de

forma adequada (SCHWARTZ et al.,2007). Tal análise pode, então, oferecer uma

base teórica para a construção de dispositivos em nanoescala (ou, até menores), per-

mitindo o avanço tecnológico, por exemplo, de sistemas otimizados para a transmissão
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de informações (ASATRYAN et al., 2000). Além da aplicação em cristais fotônicos e

em nanodispositivos, o estudo de redes periódicas também pode ser estendido para

se compreender o espalhamento em redes atômicas e a influência de imperfeições na

superfı́cie desses materiais e para orientar a aplicação experimental em dispositivos

como sensores óticos e biossensores (CHAKRAVRTY et al., 2016; PARADIN et al.,

2021; ZHANG et al.,2015).

O objetivo deste trabalho foi estudar as redes quadradas periódicas de espalha-

dores circulares, mais especificamente, como essas redes periódicas se comportam

diante de defeitos randômicos. O espalhamento quântico é um fenômeno fı́sico que

acontece quando há uma interação de uma onda com um alvo. Para a solução deste

problema, foi utilizado o Método de Contorno de Paredes (MCP), também conhecido,

em inglês, como Boundary Wall Method (BWM). Este resolve problemas de espalha-

mento quântico para espalhadores do tipo parede, onde a onda só interage com o

potencial do espalhador quando sua posição é a mesma que a posição do contorno

do espalhador. O comportamento da onda quando interage com a parede do sistema

é determinado pela curva espalhadora da rede. O principal objetivo desse método é a

obtenção da chamada Matriz T , que é a responsável pelas soluções do problema. A

partir dela, também é possı́vel extrair informações sobre a geometria e a energia do

sistema (LUZ et al., 1997).

Neste trabalho, foi explorada a similaridade das soluções em duas dimensões

para sistemas quânticos (resolvidos através da equação de Schrödinger) e para sis-

temas eletromagnéticos (resolvidos a partir das equações de Maxwell) (CHUTINAN,

NODA, 2000). Para este último caso, pode-se estender as análises e os resultados,

obtidos a princı́pio para sistemas quânticos, para sistemas fotônicos, como, por exem-

plo, os cristais fotônicos, os quais já foram estudados a partir do MCP. Uma das gran-

des vantagens na utilização do MCP é que ele possui implementação numérica relati-

vamente fácil para a obtenção das soluções da função de onda da partı́cula espalhada

para geometrias e condições de contorno variadas, como é o caso de redes de espa-

lhadores com geometria e forma do espalhadores variáveis (NUNES, 2015).

Para isso, inicialmente, foi estudado como o comportamento da rede se altera di-

ante de perturbações aleatórias em seu raio e na posição do centro dos espalhadores.

Na figura 1, há um exemplo de uma rede de tamanho 10 � 10 à esquerda e de uma
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rede de mesmo tamanho com desvios aleatórios nos raios e nos centros dos espalha-

dores à direita. Na figura 2, é mostrado como as perturbações randômicas alteram a

geometria dos espalhadores, variando o tamanho do raio e a posição do centro dos

espalhadores, que pode ser deslocada de um ponto a0 para um ponto a em qualquer

ângulo entre 0 e 2�. Então, para observar como a partı́cula se distribui ao longo da

rede, foi analisado o gráfico do módulo ao quadrado da função de onda da onda espa-

lhada. Este gráfico permite inferir qualitativamente os estados de transmissão ou de

localização da onda, além de ser possı́vel identificar se é um comprimento de onda

da banda proibida. Pelo gráfico do fluxo da função de onda (ao final da rede) pelo

comprimento de onda, foi comparada a função de onda do final da rede com a função

de onda da onda incidente.

Figura 1: Exemplificação da rede 10�10 sem (ao lado esquerdo) e com desordem tanto no raio quanto
na posição do centro dos espalhadores (ao lado direito).

Figura 2: Ao lado esquerdo, uma exemplificação de perturbação randômica no tamanho do raio; o valor
de dr pode tornar o raio tanto maior quanto menor que o raio original. Ao lado direito, foi mostrado como
a posição do centro dos espalhadores pode ser perturbada aleatoriamente para um ponto a0 qualquer,
em que da depende tanto da posição de a quanto do ângulo �.
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Na segunda parte, o objetivo foi estudar essas mesmas redes periódicas com a

inserção de defeitos controlados em seus arranjos que podem gerar estruturas, como

cavidades ressonantes, onde pode-se ter um modo ressonante. As situações de res-

sonâncias, sejam de localização ou de transmissão, foram analisadas na região das

bandas proibidas. Além disso, também foram analisados, novamente, os compor-

tamentos dessas redes com defeitos controlados com a introdução de perturbações

aleatórias. Essas perturbações foram inseridas, assim como na primeira parte, tanto

no raio dos espalhadores quanto na posição de seus centros. Neste parte, foi utilizada

a Matriz T para analisar os estados localizados e como eles são modificados diante

das perturbações aleatórias.
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Redes de espalhadores são largamente utilizadas em fı́sica como, por exem-

plo, no estudo de redes cristalinas em fı́sica da matéria condensada (TIPLER, 2017).

As redes de espalhadores podem também ser utilizadas para o estudo de cristais

fotônicos (CF). Segundo a literatura, “cristais fotônicos são materiais padronizados

com periodicidade da constante dielétrica que pode criar uma faixa de frequências

proibidas chamadas de band gaps fotônicos” (JOANNOPOULOS et al., 1997-b). Ou

seja, cristais fotônicos possuem a habilidade de modificar as propriedades dos fótons

tal como os cristais semicondutores que alteram as propriedades dos elétrons (JO-

ANNOPOULOS et al., 1997-b). Algumas das vantagens de estudar estruturas que

controlam o comportamento dos fótons são: uma velocidade maior de transmissão,

os fótons conseguem carregar mais informação, a banda de transmissão é maior e

há menor perda de energia (JOANNOPOULOS et al., 1997-b). Segundo Joannopou-

los et al. (1997-b), foi estudado o efeito de localização do fóton com a introdução de

uma variação aleatória do ı́ndice de refração - erros ou defeitos na periodicidade po-

dem gerar esses estados (isso é análogo à localização de Anderson observada em

redes cristalinas com caráter aleatório). Ou seja, essas matrizes de espalhadores

dielétricos podem gerar estruturas como a banda proibida, estado localizado e trans-

missão através da rede (JOANNOPOULOS et al., 1997-a; JOANNOPOULOS et al.,

1997-b). Defeitos controlados são capazes de gerar estados localizados (se for um

defeito pontual) ou estados de transmissão (se for um defeito linear) para comprimen-

tos de ondas que fazem parte das bandas proibidas (JOANNOPOULOS et al., 1997-b).

Os estados do modo de cavidade são gerados pelo fato dos cristais fotônicos terem

a propriedade inerente de tunelamento dos fótons em comparação com os cristais

semicondutores (JOANNOPOULOS et al., 1997-b).

As redes periódicas estruturadas como as descritas anteriormente têm impor-

tantes aplicações experimentais. Em Zhang et al. (2015), é feita uma revisão da

aplicação de cristais fotônicos com cavidades como sensores ópticos, que possuem

vantagens como a miniaturização, alta sensibilidade e flexibilidade na montagem da

estrutura. Há também a possibilidade da utilização de cristais fotônicos com defeitos

controlados diversos como biossensores, segundo Paradin et al. (2021). Para isso,
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é necessário utilizar esses defeitos para localizar o fóton em uma região do cristal

fotônico e, também, se utilizar da conhecida propriedade de regiões da banda proi-

bida para impedir que a luz seja transmitida pela rede. Segundo Malkova e Ning

(2006), a introdução de defeitos em um cristal fotônico pode gerar estados localizados

na região da banda proibida. Já em Schwartz et al. (2007) fala-se do fenômeno já co-

nhecido: a localização de Anderson, que acontece quando há perturbações aleatórias

na rede. Asatryan et al. (2000), explicita a importância de se investigar a introdução de

desordem no estudo de cristais fotônicos para a produção de dispositivos que usam

essas estruturas. Em Chakravarty et al. (2016), é explorada a aplicação de cristais

fotônicos como biossensores para a detecção de câncer, metais pesados e também

monitoramento de drogas terapêuticas.

Para o estudo desses materiais, ”o método mais usado para a solução teórica

dos cristais fotônicos é utilizar a analogia existente entre ondas eletromagnéticas e

elétrons propagando-se em meios periódicos”(NUNES, 2015, pág.44). Deve-se res-

saltar, porém, que essa analogia funciona bem para o caso bidimensional, onde as

equações de Maxwell (para as ondas electromagnéticas) e de Schrödinger (para os

elétrons) recaem ambas na solução da equação de Helmholtz. Então, é possı́vel as-

sociar o comportamento da função de onda no caso quântico ao do campo elétrico

no caso eletromagnético. Para isso, a configuração do campo deve ser transversal

ao plano do cristal e paralelo à parede dos espalhadores. Assim, utilizando as pro-

priedades ondulatórias dos fótons, é possı́vel fazer a descrição da interação da luz

com barreiras através da teoria de espalhamento quântico. Além dessa vantagem, o

estudo de redes bidimensionais também se dá pela maior facilidade tanto no estudo

dessas estruturas quanto na fabricação de dispositivos, como comentado em Along-

karn Chutinan e Susumu Noda (2000).

O espalhamento, segundo Andressa Maria da Silva Alves Nunes (2015, pág. 18

e 19), é definido: ”os processos de espalhamentos são aqueles nos quais um estado

inicial é transformado num estado final através da ação de um potencial”, ou seja,

neste trabalho, será visto como se dá a interação da onda com as paredes do sistema

analisado, o qual é fortemente dependente de sua geometria especı́fica. A situação

descrita acima, que vem a ser o caso de interesse neste trabalho, pode ser modelada

utilizando o conceito de bilhares quânticos, onde uma partı́cula livre (que não está sob
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efeito de nenhum potencial) está confinada em uma região do espaço e é analisada

sua interação com o interior do bilhar (ZANETTI et al., 2008-a). Também é possı́vel

analisar a interação da onda com a parte externa do bilhar em que ela seria espa-

lhada, que é o caso de interesse deste presente trabalho. Assim, dadas essas carac-

terı́sticas, podemos modelar um sistema de geometria arbitrária, no qual a função de

onda se anula em uma parede, quando satisfaz as condições de contorno de Dirichlet,

utilizando o formalismo de bilhares. No geral, a parede é descrita por um potencial

dependente da posição no espaço e independente do tempo; a parede carrega tanto

informações da geometria, como das condições de contorno do problema.

Neste trabalho, a geometria analisada será a de redes periódicas de espalha-

dores circulares. Para a análise das redes aqui presentes, será utilizado o Método

de Contorno de Paredes (MCP) (LUZ et al., 1997). Esse método obtém as soluções

para diferentes geometrias e condições de contorno tanto na parte interna (autoes-

tados) quanto externa (soluções de espalhamento) do problema de bilhar. Uma das

vantagens está na sua fácil implementação numérica para geometrias diversas (ZA-

NETTI et al., 2008-a). O artigo de Andressa Maria da Silva Nunes (2016) evidencia,

por exemplo, que o MCP obtém as soluções corretas para as energias em acoplado-

res de dois canais, além de apontar a dependência da transmissão da onda com a

geometria, situação já explorada no trabalho sobre transmissão e localização em bi-

lhares retangulares acoplados de Zanetti et al. (2012). Ainda, neste mesmo trabalho

de Zanetti et al. (2012), é mostrado que o método é eficiente para resolver geometrias

tanto abertas quanto fechadas. O MCP foi utilizado de maneira satisfatória no estudo

de redes periódicas com defeitos controlados na forma de guias de onda e cavida-

des, com os elementos da rede tanto apresentando paredes rı́gidas como paredes

permeáveis (ZANETTI et al., 2008-b). Assim, o método se mostra útil na resolução

de problemas envolvendo cavidades e guias de ondas eletromagnéticas. A figura 3,

retirada de Zanetti et al. (2008-b), exemplifica uma rede com cavidade das redes de

espalhadores, que também foi explorada neste trabalho. Nela, é possı́vel observar

uma região de ressonância. Ainda, tem-se os gráficos de duas e três dimensões do

módulo ao quadrado da função de onda. Os bons resultados deste trabalho motivam

a utilização do MCP no estudo das redes periódicas com perturbação aleatória a ser

desenvolvido neste trabalho.
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Figura 3: Gráficos do módulo ao quadrado da função de onda j (~r)j2 para um espalhador com cavidade
(imagem à esquerda), da densidade de probabilidade em três dimensões (à direita na parte inferior) e
do corte bidimensional (na parte superior à direita) (ZANETTI et al., 2008-b, pág. 7).
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4 MATERIAIS E MÉTODOS

4.1 Método de Contorno de Paredes

Como já dito, foi usado Método de Contorno de Paredes (MCP) para obter as

soluções de espalhamento de redes periódicas de espalhadores. Primeiramente, foi

estudado o desenvolvimento analı́tico do método, como mostrado no trabalho de An-

dressa Maria da Silva Alves Nunes (2015).

Para isso, começa-se considerando um potencial do tipo parede dado pela

equação 1

V (~r) =

Z
C

ds
(s)�(~r � ~r(s)); (1)

onde ~r(s) é o que vetor percorre a barreira C, s é um ponto que pertence à curva C e


 controla a permeabilidade e as condições de contorno da barreira.

Assim, a interação da partı́cula com a barreira C acontecerá apenas quando a

partı́cula tocá-la. Então, fora da barreira, a partı́cula pode ser descrita como uma

partı́cula livre por não haver nenhuma força atuante sobre a mesma. Esse tipo de po-

tencial permite que a parede seja impermeável ou permeável através do parâmetro 
.

Quando o parâmetro é finito, tem-se a situação de uma parede permeável e, quando


 é infinito, a parede é impermeável. Nesse trabalho, foram analisadas redes de espa-

lhadores impermeáveis, que podem ser associados, por exemplo, a cristais fotônicos

metálicos, onde o campo elétrico se anula sobre a borda dos espalhadores. Esse

problema está associado às condições de contorno de Dirichlet.

Para resolver o problema de espalhamento quântico precisa-se resolver a

equação de Schrodinger, neste caso, independente do tempo, pois o potencial utili-

zado não tem variação temporal, dada pela equação 2

H(~r) (~r) = E (~r): (2)

Aplicando o hamiltoniano que é dado pela equação 3

H(~r) = H0(~r) + V (~r) ; (3)

onde
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H0 = (
�ℏ2

2m
)▽2 e V (~r) =

ℏ2

2m
U(~r): (4)

Deve-se lembrar que o hamiltoniano é um operador que nos dá a energia total do

sistema, ou seja, é a soma da energia cinética da partı́cula livre com a energia poten-

cial do sistema, aqui representado pelo potencial de espalhamento proposto acima.

Já a energia cinética é apresentada na equação 5

E =
ℏ2k2

2m
: (5)

Substituindo as equações 3, 4 e 5 na equação 2, chega-se na equação diferencial

de espalhamento para um potencial tipo parede, dada pela equação 6

(▽2 + k2) (~r) = U(~r) (~r): (6)

Para resolver a equação 6, pode-se utilizar o método da função Green, que trans-

forma uma equação diferencial em uma equação integral. Dessa forma, aplicando a

função de Green em 5, obtém-se a equação 7

 (~r) = ’(~r) +

Z
d~r0G0(~r; ~r0; k)U(~r0) (~r0); (7)

onde ’(~r) é a função de onda da onda incidente e G0 é a função de Green para a

partı́cula livre que satisfaz (▽2 + k2)G0(~r; k) = �(~r).

O potencial dado na equação 1, obedece a condição de contorno de Dirichlet,

pois é um potencial tipo-parede. Além disso, a � garante que o potencial será igual a

zero quando estiver fora da barreira. Substituindo o potencial dado pela equação 1 na

equação 7, é obtida a equação 8

 (~r) = ’(~r) +

Z
d~r0G0(~r; ~r0; k)

�Z
C

ds
(s)�(~r0 � ~r(s))
�
 (~r0): (8)

Agora resolvendo a integral de volume em termos de ~r0 da equação 8, chega-se

na equação 9

 (~r) = ’(~r) +

Z
ds

′

(s

′
)G0(~r; ~r(s0); k) (~r(s0)): (9)

Esta equação reduz a integral no espaço, como mostrado na equação 6, para
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uma integral somente sobre a curva espalhadora, simplificando o problema. Assim, é

possı́vel analisar a relação da onda incidente ’(~r(sb)) em um ponto sb pertencente a

barreira C com a função de onda espalhada  (~r(sc)) em um outro ponto sc de C, dada

pela equação 10, onde a relação será descrita pela função T
.

’(~r(sb)) =

Z
C

dsaT
�1

 (sb; sa) (~r(sa)) (10)

onde, por definição, é dado por que T�1

 (sa; sb) � �(sb; sa)� 
G0(~r(sb); ~r(sa); k), pois a

matriz T é simétrica diante da troca sa $ sb pois G0(~r(sb); ~r(sa)) = G0(~r(sa); ~r(sb)) e

�(sb � sa) = �(sa � sb) independente da condição de contorno. Além disso, T
(sa; sb)

é uma função relacionada à probabilidade da partı́cula incidir no ponto sb e ser espa-

lhada no ponto sa. Assim, substituindo T�1

 na equação 10, chega-se em 11, que é

análoga à equação 9, porém, agora, sobre a curva C:

 (~r(sb)) = ’(~r(sb)) +

Z
C

dsa
G0(~r(sb);~r(sa); k) (~r(sa)): (11)

Pela necessidade de T�1

 possuir inversa, é possı́vel escrever a equação 12

�(sa; sb) =

Z
C

dscT
(sb; sc)T
�1

 (sc; sa): (12)

Devido à simetria da função de Green, tem-se que G0(~r(sb); ~r(sa)) =

G0(~r(sa); ~r(sb)) e �(sb � sa) = �(sa � sb) (BUTKOV, 1988). Dessa forma,

�(sa; sb) =

Z
C

dscT
�1

 (sb; sc)T
(sc; sa): (13)

Multiplicando a equação 11 por T
(sc; sb), chega-se na equação 14

T
(sc; sb)’(~r(sb)) =

Z
C

dsaT
(sc; sb)T
�1

 (sb; sa) (~r(sa)): (14)

Agora é necessário integrar ambos os lados da equação 14 em relação a dsb

sobre a curva C e substituindo a relação dada pela equação 12, obtêm-se a equação

15

Z
C

dsbT
(sc; sb)’(~r(sb)) =

Z
C

Z
C

dsbdsaT
(sc; sb)T
�1

 (sb; sa) (~r(sa)) =

Z
C

dsa�(sc�sa) (~r(sa)):

(15)
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Ainda, integrando o lado direito da equação 15 e utilizando a propriedade de filtro

da �, obtêm-se a equação 16

 (~r(sc)) =

Z
C

dsbT
(sc; sb)’(~r(sb)): (16)

Agora, pode-se substituir a equação 16 na parte do integrando da equação 9.

Com isso, chega-se na equação 17, que fornece a solução da equação de onda de

uma partı́cula que interage com uma barreira C de permeabilidade 
, em qualquer

ponto do espaço

 (~r) = ’(~r) +

Z
C

Z
C

dsbdsa
G0(~r;~r(sb); k)T
(sb; sa)’(~r(sa)): (17)

Todas as quantidades da equação 17 são conhecidas, exceto a matriz T . Ob-

tendo uma maneira de calculá-la, a função de onda estará resolvida. A equação 18

é a primeira tentativa do método iterativo que fornece a solução em termos da uma

expansão através do método da Série de Neumann (ARFKEN, 1970)

T
(sb; sa) � T0
(s0; sc) = �(s0 � sc): (18)

A equação 18 é um primeiro chute para resolver a equação através de um

método de recorrência. Ao final, é obtida a série que permite escrever uma expressão

para T
, dada pela equação 19

T
(sb; sa) = �(sb � sa) +
1X
n=1

Tn
(sb; sa); (19)

onde o termo somatório pode ser escrito como exposto na equação 20

Tn
(sb; sa) = 
i
Z
C

G0(~r(sa); ~r(s1); k)G0(~r(s1); ~r(s2); k):::�:::G0(~r(sn�1); ~r(sb); k)ds1ds2:::dsn�1:

(20)

A matriz T , que é o principal objeto desse método, permite achar as soluções

para as partes externa e interna, além de carregar as informações sobre a geometria

e a energia do problema. Entretanto, neste trabalho, será usada uma barreira im-

permeável, ou seja, para 
 tendendo ao infinito. Então a matriz T pode ser definida

pela equação 21
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T(sb; sa) � � lim

!1


T (sb; sa): (21)

Com essa definição, obtém-se a equação 17 na forma apresentada na equação

22

 (~r) = ’(~r)� ’T (~r); (22)

onde ’T é dada pela equação 23, que representa a onda espalhada

’T (~r) =

Z
C

Z
C

dsbdsaG0(~r; ~r(sb); k)T (sb; sa)’(~r(sa)): (23)

A matriz T é responsável por fornecer informações sobre a energia, a geometria,

estados ressonantes e autoestados. Em Andressa Maria da Silva Alves Nunes (2015,

pág. 30 e 31) são explicitadas algumas propriedades relevantes da matriz:

• jT (sb; sa)j está associado à probabilidade da onda incidir em um
elemento sa e ser espalhada em sb;

• Se a energia da onda incidente não corresponde a um estado
ressonante do sistema (um autoestado no caso fechado ou um
estado ligado ao contı́nuo (NEUMANN; WIGNER, 1929; CHA-
BANOV et al., 2000) no caso aberto),  (~r) = 0 na região interna
e jT (sb; sa)j só terá valores apreciáveis para sb � sa;

• Se a energia da onda incidente for ressonante, jT (sb; sa)j pos-
suirá uma rica estrutura, com elementos da matriz T fora da di-
agonal principal apresentando um grande aumento em relação
ao caso não-ressonante.

As energias para as quais existem estados ressonantes gerados nas estruturas

presentes no interior das redes de espalhadores (cavidades ou guias de onda) podem

ser determinadas utilizando-se as propriedades da matriz T citadas acima da seguinte

maneira. Dado que os elementos da matriz T crescem significativamente nos casos

ressonantes, em uma análise do espectro de energias através do gráfico da média do

módulo quadrado dos elementos da matriz T , hjT j2i como função do comprimento de

onda os estados ressonantes são identificados como os picos associados ao gráfico.

4.2 Abordagem Numérica

O método analı́tico, como discutido na seção anterior, pode ser aplicado em qual-

quer caso, porém, em casos onde o contorno C tem uma geometria mais complexa a
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solução analı́tica se torna impossı́vel, como é o caso das redes de espalhadores es-

tudadas neste trabalho. Então, pode-se desenvolver uma versão numérica do método

para achar as soluções desejadas.

Agora pode-se discretizar a equação de função de onda para a implementação

numérica. Dividindo a barreira C em N partes iguais, como mostrado na figura 4.

Figura 4: Barreira C discretizada em N partes (NUNES, 2015, pág. 31).

Resolvendo a integral de volume para cada elemento j, obtém-se a equação 24

 (~r) = ’(~r) +
NX
j=1

Z
Cj

ds
G0(~r; ~r(s)) (~r(s); k): (24)

A equação 24 deriva da discretização, ou seja, de resolver a integral. A ideia,

agora, é integrar sobre cada elemento j somando a integral toda, ao invés de ser uma

integração sobre C.

Seguindo uma ideia semelhante ao desenvolvimento analı́tico (que pode ser con-

sultada na referência Nunes (2015)), obtém-se a versão numérica da equação 22 ex-

pressa na equação 25

 (~r) � ’(~r)�
NX
j=1

G0(~r; ~rj)�j(M
�1�)j; (25)

com �j = (’(~r1); :::; ’(~rN)) e onde os elementos da matriz M (de tamanho M � N )

são dados pela equação 26

Mij =

Z
Cj

dsG0(~ri; ~rj): (26)

Quando N ! 1, obtém-se a solução correta para a parede impermeável, mas
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N grande é muito custoso computacionalmente. Dessa forma, é preciso discretizar a

barreira de maneira queN não seja grande demais, o que implica em simulações muito

demoradas, mas também não seja tão pequeno a ponto de obter uma aproximação

ruim para o problema. Assim, a expressão ds
�
< 10�1 onde ds = P

N
(P é o perı́metro

da barreira C) fornece o mı́nimo de precisão necessária para encontrar uma solução

satisfatória (ZANETTI et al., 2008-a).
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

A primeira parte deste trabalho teve o objetivo de obter resultados para as

soluções de espalhamento em uma rede periódica quadrada de espalhadores cir-

culares, através da implementação numérica do Método de Contorno de Paredes.

Inicialmente, foi estudada a rede periódica quadrada sem perturbação. Após essa

análise, foram inseridas perturbações aleatórias na posição do centro dos espalhado-

res e no raio dos espalhadores para estudar como a transmissão, através das redes,

é modificada com as perturbações.

A rede quadrada de espalhadores circulares possui um parâmetro de rede a, que

representa a distância entre os centros dos espalhadores de raio r0. As perturbações

foram inseridas de duas maneiras:

• No parâmetro r: através de uma variação aleatória dentro de um intervalo

somada ao raio original dos espalhadores. Essa variação é expressa como

r = r0 + dr0 com dr0 variando entre �dr
2

e dr
2

.

• Na posição (x; y) dos centros dos espalhadores na rede: altera a posição dos

centros por meio de um deslocamento da0 dentro de um intervalo aleatório (0; da),

que pode ser feito em uma direção � aleatória dentro do intervalo (0; 2�). A

equação para essa variação é dada por: ax = a0x + da0cos(�) e ay = a0y +

da0sen(�).

Além disso, pode-se determinar outros parâmetros da rede. Para as redes ana-

lisadas neste trabalho, foram usados os seguintes valores: tamanho do raio r0 dos

espalhadores é igual a 1,0; distância a entre os centros dos espalhadores é igual a

5,0; foram usados 10 pontos em cada cı́rculo para a discretização dos espalhado-

res pois foi verificado que para a região do espectro analisada com este valor para

a discretização já se tem resultados aceitáveis. A onda incidente é uma onda plana

’(r) = eikx com ângulo de incidência igual a zero.
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5.1 Redes periódicas

Nos gráficos da figura 5, há 4 curvas do fluxo F e do logaritmo neperiano do fluxo

ln(F ) em função do comprimento de onda �. A expressão do fluxo da função de onda

na forma discretizada é dada por

F =
NxX
i=1

NyX
j=1

j (~r)j2�xi�yj; (27)

onde Nx e Ny são os números de células �x e �y da área A, sendo ~ri;j o vetor posição

do centro de elemento de área dAij = �xi�yj.

Essas curvas representam redes periódicas sem perturbações com tamanhos

diferentes, porém com todos os outros parâmetros iguais (raio dos espalhadores e

distância entre os centros). O fluxo é calculado pela integral da função de onda na

área de saı́da da rede de espalhadores (após a última coluna) e representa a quanti-

dade de transmissão. Assim, se o fluxo vale zero isso sugere que há regiões de banda

proibida; se o fluxo é diferente de zero, infere-se que houve algum tipo de transmissão.

O intervalo de comprimentos de onda foi escolhido por apresentar comportamentos

que interessam a este trabalho, onde surgem as primeiras bandas proibidas. Na fi-

gura 5, foi observado que, à medida que se aumenta o tamanho da rede, ou seja, a

quantidade de espalhadores que compõem o sistema, mais definidas ficam as regiões

das bandas proibidas (vales próximos ou iguais a zero) e de transmissão (picos e vales

que não estão em zero). No intervalo de comprimento de onda de 6 e 7 do gráfico do

ln(F ), por exemplo, é possı́vel ver como a banda proibida é mais definida e delimitada

para as redes maiores (10 � 10, 15 � 15 e 20 � 20) do que para as redes menores

(5 � 5). É necessário lembrar que o custo computacional aumenta quando aumenta-

mos o tamanho na rede e, por isso, foi escolhida a rede 10 � 10 para a análise mais

completa do comportamento da partı́cula na rede. Apesar de ser pequena, essa rede

reproduz bem o comportamento do espectro, sendo acentuado nas redes maiores,

como mostram as figuras.

Na figura 6, tem-se o gráfico do fluxo F em função do comprimento de onda

� para a rede periódica de tamanho 10 � 10 sem a introdução de perturbações

randômicas na rede. Ainda nessa figura, foram escolhidos alguns comprimentos de

onda e feitos os gráficos em duas dimensões (2D) do módulo ao quadrado da função
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Figura 5: Gráficos do fluxo F e do logaritmo neperiano do fluxo ln(F ) em função do comprimento de
onda � para 4 redes periódicas de tamanhos variados sem a introdução de perturbações aleatórias. No
gráfico de ln(F ) em função do comprimento de onda � fica mais evidente que o aumento do tamanho
da rede implica numa definição melhor dos vales (que correspondem aos band gap, por exemplo, na
região de 6 a 7 e aos vales, por exemplo, entre 8 e 9, onde há transmissão) e dos picos (por exemplo,
a região entre 5 e 6, que há transmissão da partı́cula).

de onda j (r)j2 da partı́cula interagindo com a rede. Os comprimentos de onda uti-

lizados estão indicados no gráfico de F em função do comprimento de onda �. Nos

gráficos b), d), h), m) e n) é possı́vel verificar que, apesar da partı́cula chegar a entrar

na rede, por causa da interferência destrutiva, ela não é transmitida até o final. Essa

interferência acontece pois há as porções da onda que se propagam para frente e

as que já foram espalhadas pela rede que se propagam no sentido contrário. Esse

fenômeno é conhecido como retroespalhamento. Já nos gráficos a), c), e), f), g), i),

j), k) e l), observa-se que a partı́cula é transmitida através da rede. Nesse caso de

transmissão, os gráficos a), g), k e l) representam estados de transmissão ressonan-

tes, onde a partı́cula tem uma intensidade muito maior do que ela tem fora da rede,

apesar de ser transmitida por toda a estrutura. Este efeito acontece por causa das

interferências construtivas que são favorecidas ao longo da estrutura. Redes de es-

palhadores com periodicidade em sua estrutura são conhecidas por gerarem estes

estados localizados e, portanto, este trabalho confirmou esses resultados já existen-

tes na literatura para a rede escolhida. Outro fato importante que deve ser ressaltado

é que nem todos os vales presentes nas figuras representam uma banda proibida,

como, por exemplo, no ponto j, que está localizado num vale do gráfico de F em

função do comprimento de onda �. Apesar disso, o gráfico j) mostra que a partı́cula
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é transmitida através da rede. Essas zonas proibidas estão localizadas nos pontos do

espectro onde o fluxo é igual ou aproximadamente zero.

Figura 6: Nesta imagem, foi explorada a rede periódica sem perturbações aleatórias de tamanho
10�10 e nela contém o gráfico do fluxo F em função do comprimento de onda � e, também, os gráficos
do módulo quadrado da função de onda j (r)j2 em duas dimensões da interação da partı́cula com o
sistema. Nesses gráficos, pode-se observar os estados de transmissão (a), c), e), f), g),i), j), k) e l))
e também de não transmissão (b, d), h), m) e n)), que estão relacionados aos band gaps.
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5.2 Redes com perturbação randômica

Na figura 7, tem-se a média do fluxo hF i e o logaritmo neperiano da média do

fluxo ln(hF i) em função do comprimento de onda para a mesma rede de 10�10 porém

com a introdução de perturbações aleatórias da em sua geometria. A média do fluxo

é dada por

hF i =

PN
1 Fi
N

; (28)

com N = 20 sendo o número de realizações da rede.

Neste caso, foi preciso fazer a média do fluxo, pois é necessário que os resul-

tados independam da geometria especı́fica de uma dada rede. Assim, ficam depen-

dentes somente da intensidade da perturbação dadas por da (quanto o espalhador

pode sair de sua posição original na rede quadrada) e dr (quanto o raio pode variar

de seu raio original). A média foi feita através do fluxo de 20 redes aleatórias diferen-

tes (pois nunca será possı́vel reproduzir o mesmo sistema visto que são perturbações

randômicas) mas que possuem a mesma intensidade de perturbação.

A figura 7 representa a média do fluxo hF i e o ln(hF i) em função do compri-

mento de onda � de uma rede 10� 10 com perturbação no parâmetro da, que introduz

um desvio aleatório nas posições do centro dos espalhadores. São 5 curvas para di-

ferentes intensidades de perturbação da onde verificou-se que quando aumenta-se a

desordem no sistema (ou seja, para valores maiores de da), as bandas proibidas vão

sendo destruı́das. Esse é um resultado esperado visto que a literatura mostra que

inserir perturbações e, consequentemente, diminuir a periodicidade da rede, extingue

essas zonas proibidas (Asatryan et al. (2000)). A desordem na geometria, no geral,

favorece as interferências destrutivas ao longo da rede, fazendo com que a onda não

se propague com grande intensidade até seu final.

Pelo fato desse resultado não depender do parâmetro geométrico que foi variado

mas sim com o aumento da intensidade do parâmetro de aleatoriedade, foi escolhida

a rede 10 � 10 com perturbação no parâmetro dr para uma análise parecida com a

da figura 6. Ainda na figura 7, foram feitos os gráficos do módulo quadrado da função

de onda j (r)j2 em 2D para dois valores de comprimento de onda da figura 6. É

perceptı́vel que para � = 6; 16, há uma região da banda proibida para a rede sem a

22




