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RESUMO

Este trabalho investigou a dindmica de um neurdnio simulado a partir das equacdes de Huber-
Braun, com foco nas transicdes dinamicas para estados cadticos e nas métricas utilizadas para
caracterizar essas transicoes, como o expoente de Lyapunov, a entropia e os microestados
de recorréncia. A analise do expoente de Lyapunov revelou transicdes entre comportamentos
periddicos e cadticos, com o sistema exibindo comportamento cadtico em uma faixa especifica
de g, entre 0,35 e 0,40, e retornando a periodicidade fora dessa faixa. A entropia forneceu
uma perspectiva adicional, permitindo identificar regiGes de alta variabilidade e regularidade nas
dindmicas do sistema. A analise dos microestados de recorréncia, utilizando a medicdo de seis
grupos no espaco de recorréncia 2 X 2, mostrou como os padrdes de recorréncia variam entre
estados cadticos e periddicos. Ao comparar as trés métricas, conclui-se que os microestados
de recorréncia podem ser utilizados de forma eficaz para caracterizar a periodicidade e as
transicOes para o caos de sistemas dinamicos, sem a necessidade de conhecer explicitamente as

equacdes geradoras do sistema, permitindo a analise de sistemas com dados empiricos.

Palavras-chaves: Expoente de Lyapunov, Entropia, Microestados de recorréncia, Transicoes

dinamicas.



ABSTRACT

This work investigated the dynamics of a simulated neuron based on the Huber-Braun equations,
focusing on the dynamic transitions to chaotic states and the metrics used to characterize
these transitions, such as the Lyapunov exponent, entropy, and recurrence microstates. The
analysis of the Lyapunov exponent revealed transitions between periodic and chaotic behaviors,
with the system exhibiting chaotic behavior in a specific range of g,, between 0.35 and 0.40,
and returning to periodicity outside of this range. Entropy provided an additional perspective,
allowing the identification of regions with high variability and regularity in the system’s dynamics.
The analysis of recurrence microstates, using the measurement of six groups in the 2 x 2
recurrence space, showed how recurrence patterns vary between chaotic and periodic states. By
comparing the three metrics, it was concluded that recurrence microstates can be effectively
used to characterize the periodicity and transitions to chaos in dynamical systems, without the
need to explicitly know the generating equations of the system, thus enabling the analysis of

systems using empirical data.

Key-words: Lyapunov exponent, Entropy, Recurrence microstates, Dynamic transitions.
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1 INTRODUCAO

As redes neuronais sao estruturas complexas, constituidas por neurénios, células
especializadas que formam a unidade basica do sistema nervoso, e interligadas por iniimeras
sinapses, as conexdes entre os neurdnios. A dindmica envolvida nessas conexdes envolve uma
complexa troca de sinais elétricos e quimicos entre os neurénios, permitindo a comunicacao e
a coordenacao entre eles. Essa comunicacao é essencial para a geracao de padrdes de atividade
neural diretamente relacionados as funcoes cognitivas, como meméria, aprendizado, tomada de
decisGes, processamento sensorial e controle motor. Além disso, esses padrbes de atividade sdo
a base do comportamento humano e de outras funcdes vitais, como a regulacdo do sistema
cardiovascular, a respiracido e a resposta a estimulos ambientais.

N3o apenas responsaveis por desempenhar um papel vital na funcao cerebral saudavel,
as sinapses neuronais também estdo intimamente ligadas a estados patolégicos, como a epilepsia
e as convulsdes [1, 2, 3, 4]. Um fendmeno-chave que emerge dessas redes neuronais e esta
também conectado a estados patoldgicos é a sincronizacdo de neurdnios, processo no qual
grupos de neurdnios interagem de maneira coordenada, disparando sinais elétricos em conjunto
e, assim, influenciando os padrdes de atividade neural em todo o sistema [5]. Esse efeito esta
intimamente relacionado a distlrbios neurolégicos quando ocorre de forma anormal, como
na epilepsia, na qual ocorre uma sincronizacdo intensa e descontrolada de neurbnios [6]. A
compreensao da sincronizacdo neural e da dinamica complexa das redes neuronais é fundamental
nao apenas para desvendar os mistérios do cérebro humano e sua relacdo com o comportamento
e as funcdes cognitivas, mas também para o desenvolvimento de estratégias terapéuticas para
distirbios neurolégicos.

Para investigar esses fendmenos, modelos matematicos e computacionais sdo utilizados
como ferramentas essenciais para o estudo e caracterizacdo de redes neurais. Um dos modelos
mais emblematicos é o modelo de Hodgkin-Huxley, amplamente reconhecido por sua capacidade
de descrever de maneira detalhada os potenciais de acao neuronais e outros aspectos da atividade
neural [7]. Esse modelo, desenvolvido na década de 1950, foi revolucionario em sua época e
continua sendo fundamental para a neurociéncia computacional. No entanto, a medida que
nossa compreensdo da dinamica neural avanca, modelos mais precisos s3o necessarios para
capturar a riqueza e a diversidade dos comportamentos neurais. Nesse contexto, o modelo
proposto por Huber-Braun desempenha um papel importante, uma vez que oferece a capacidade
de explorar regimes cadticos e comportamentos complexos que podem surgir em redes neurais
reais. Esses modelos s3o essenciais para lidar com situacoes em que a dinamica neural nao
pode ser simplificada apenas para comportamentos peridédicos ou regulares.

A utilizacdo de modelos matematicos e computacionais permite a realizacdo de
experimentos virtuais, a analise de dados complexos e a formulacdo de hipdteses sobre a

sincronizacdo neural em diferentes condicdes. Ademais s3o particularmente Uteis para investigar
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como a sincronizacao de neurdnios ocorre sob a influéncia de diferentes varidveis como a
conectividade da rede, a topologia da rede, os parametros envolvidos para a analise, entrou
outros.

Uma ferramenta recentemente explorada com grande potencial para o estudo e
caracterizacdo de redes complexas é a andlise de microestados de recorréncia [8, 9, 10,
11, 12]. Essa abordagem oferece uma nova perspectiva para avaliar a dindmica de redes
neuronais, permitindo a identificacdo de padrdes recorrentes e periodos de sincronizacdo em
escalas temporais consideravelmente pequenas. Os microestados de recorréncia oferecem visdes
adicionais sobre a organizacdo temporal da atividade neural, destacando momentos criticos
de sincronizacdo e desvio da regularidade. Esse método analisa pequenos intervalos de tempo
em que a dinamica neural exibe caracteristicas semelhantes ou repetitivas, frequentemente
associadas a eventos especificos, como a ocorréncia de picos de sincronizacdo entre grupos de
neurdnios ou transicoes entre diferentes regimes de atividade.

O estudo em questdo busca interpretar padroes em microestados de recorréncia deri-
vados da dindmica de um neurbnio, simulada computacionalmente com base no modelo de
Huber-Braun. Para isso, foi criado um espaco de parametros dos microestados, comparado
com resultados conhecidos sobre a correlacdo desses parametros com o expoente de Lyapunov
da dindmica neuronal [6]. A partir dessas comparacGes, o estudo também visa a uma analise
detalhada da dinamica em redes neurais complexas, explorando como diferentes modelos e
topologias podem influenciar a observacdo de fen6menos como histerese e sincronizacao inter-
mitente. Adicionalmente, busca-se caracterizar estruturalmente a rede por meio de ferramentas
de agrupamento e outras técnicas relevantes, permitindo uma compreensao mais profunda das

propriedades emergentes dessas redes.
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2 SISTEMAS DINAMICOS

Um sistema dindmico é um conceito central na fisica, na biologia e em muitas outras
disciplinas cientificas, representando qualquer sistema cujo estado evolui ao longo do tempo de
acordo com uma regra fixa. Essas regras podem ser determinadas por equacdes diferenciais, no
caso de sistemas continuos, ou por funcdes de recorréncia, para sistemas discretos. O estudo
dos sistemas dinamicos envolve a analise de como a evolucdo temporal dessas regras pode
levar a comportamentos diversos, desde padrdes previsiveis até dindmicas cadticas [13, 14,
15]. A descricdo de um sistema dindmico aborda como as varidveis ou estados de um sistema
evoluem no tempo ou no espaco. Ele é definido por um conjunto de regras ou equacdes que
governam essas mudancas com base em condicdes iniciais e parametros.

Em um sistema dindmico, as varidveis representam caracteristicas que mudam no
sistema, e o estado é definido como o conjunto completo de varidveis e parametros que
descrevem o sistema em um momento especifico. Ele engloba toda a informacdo necessaria
para prever a evolucdo futura do sistema. A representacdo abstrata que inclui todos os estados
possiveis do sistema é chamada de espaco de fase. Para sistemas com muitas variaveis, o espaco
de fase pode ter alta dimensionalidade, mas pode ser simplificado para dimensdes menores
para fins de visualizacdo e andlise [16]. Por exemplo, no caso de um péndulo simples, o espaco
de fase pode ser representado em duas dimensdes, onde uma dimensao corresponde ao angulo
do péndulo e a outra a sua velocidade angular. As trajetérias nesse espaco ilustram como o
estado do sistema evolui ao longo do tempo, dependendo das condicdes iniciais. Para diferentes
condicdes iniciais, diferentes trajetdrias aparecem no espaco de fase, demonstrando visualmente
a dinamica do sistema e permitindo a identificacdo de comportamentos como pontos fixos,
ciclos periédicos ou trajetérias cadticas.

Outro conceito fundamental refere-se as evolucoes temporais das variaveis no espaco de
fase, denominadas trajetdrias dindamicas. Cada conjunto de condicdes iniciais gera uma trajetéria
Unica no espaco de fase, que pode ser classificada como estével, instavel ou cadtica [14]. Em
sistemas estdveis, as trajetérias convergem para um ponto fixo ou ciclo-limite, representando
equilibrio ou periodicidade. Por outro lado, em sistemas instaveis, pequenas perturbacdes
crescem ao longo do tempo, afastando o sistema de seus estados iniciais. J& em sistemas
cadticos, as trajetérias apresentam alta sensibilidade as condicdes iniciais, resultando em
comportamentos complexos e aparentemente imprevisiveis. Essas definicGes e classificacdes

serdo exploradas com maior profundidade nas secGes seguintes.

2.1 SISTEMA DINAMICO EM TEMPO CONTINUO

Conhecidos como fluxos, sistemas dindmicos em tempo continuo s3o descritos por

equacoes diferenciais que determinam a evolucao do sistema ao longo do tempo. A solucdo
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dessas equacdes proporciona uma descricao continua do comportamento do sistema em qualquer
instante de tempo, permitindo que o tempo varie em intervalos infinitesimais. Esse tipo de
modelagem é fundamental para entender a dindmica de sistemas complexos onde o estado do
sistema é constantemente atualizado de maneira continua e precisa.

Um exemplo classico de fluxo é o sistema de Lorenz, composto por um conjunto de
equacées diferenciais que descrevem a variacao das variaveis x, y e z ao longo do tempo. No

sistema de Lorenz, as equacdes sao dadas por:

dj——a r+o

dt Y
d
d—i:—x-z—l—p-y—y (2.1)

d

d—j:x-y_ﬁ.z

onde o, p e B sdo parametros de controle. Apesar desses parametros serem constantes
no tempo, suas variacdes podem alterar significativamente o comportamento do sistema [17].
A integracdo dessas equacdes diferenciais permite tracar a trajetéria do sistema ao longo do
tempo, revelando padrdes complexos e, frequentemente, cadticos (Figura 1).

Figura 1 — Atrator de Lorenz para condicdes iniciais g = 0,1, yo = 0,0, zop = 0,0, ¢ = 10,0,
p=28,0ep3=3. Figura retirada de [17].

50
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2.2 SISTEMA DINAMICO EM TEMPO DISCRETO

Os sistemas dinamicos em tempo discreto sdo descritos por equacdes de recorréncia

que modelam a evolucdo de varidveis de estado em intervalos de tempo regulares e discretos.
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Diferentemente dos sistemas continuos, em que o estado do sistema é atualizado continuamente
no tempo, os sistemas discretos focam na evoluciao de estados em momentos pontuais. Tal
abordagem ¢é particularmente apropriada em cenarios onde os dados sao coletados em intervalos
definidos, como censos populacionais, medicdes econémicas ou monitoramento ambiental
periddico, ou em situacdes onde os processos ocorrem de forma abrupta e intermitente [18, 19].
Em sistemas discretos, a equacdo que rege a dindmica, também chamada de mapa, relaciona
diretamente o estado atual x,, ao estado anterior x,,_;. Essa caracteristica permite que a analise
de sistemas dindmicos em tempo discreto forneca informacdes relevantes sobre a evolucdo
temporal de um sistema a partir de condicdes iniciais, evidenciando padrdes de comportamento
como estabilidade, periodicidade e caos.

O mapa logistico é um exemplo classico de sistema dindmico em tempo discreto e
tem sido amplamente utilizado como uma ferramenta simples, mas poderosa, para estudar a
dindmica de populacGes e outros sistemas discretos. O mapa logistico é descrito pela seguinte

equacdo de recorréncia:

Tpr1 =1 x,(1 — ) (2.2)

onde x,, representa a proporcao da capacidade maxima do ambiente ocupada pela

populacdo no instante n, e r é um parametro que regula a taxa de crescimento populacional.

Figura 2 — Diagrama do mapa logistico para r = 3. Figura retirada de [18].

Alrator (x)

o0

Coeficiente ()

A analise do mapa logistico revela uma rica diversidade de comportamentos dinamicos
que dependem do valor do parametro de controle r. Esses comportamentos podem ser catego-
rizados como convergente para um ponto fixo para valores baixos de r (geralmente 0 < r < 1),
ou seja, o sistema converge para um unico valor estavel, refletindo equilibrio populacional. Com
ciclos periédicos, que ocorre com o aumento de r (tipicamente 1 < r < 3.57). O sistema
exibe comportamento periédico, alternando entre um conjunto fixo de valores. Para valores
de r superiores a 3.57, o sistema entra em regime cadtico, caracterizado por comportamento

sensivel as condicdes iniciais e imprevisibilidade aparente. Essa transicao para o caos ocorre
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por meio de bifurcacdes sucessivas, evidenciando como sistemas simples podem apresentar

dindmica extremamente complexa.

2.3 EXPOENTE DE LYAPUNOV

O Expoente de Lyapunov é uma medida que quantifica a sensibilidade de um sistema
dindmico as condicdes iniciais, fornecendo uma indicacao da presenca de comportamento caédtico
[13]. Em termos gerais, um expoente de Lyapunov positivo indica que pequenas diferencas
nas condicoes iniciais se ampliam exponencialmente ao longo do tempo, resultando em uma
trajetéria imprevisivel e cadtica. Por outro lado, um expoente de Lyapunov negativo sugere
que as trajetdrias das condicGes iniciais convergem, indicando um comportamento previsivel e
estavel. Sistemas com um expoente de Lyapunov igual a zero exibem comportamento neutro,
onde pequenas perturbacdes nas condicdes iniciais permanecem constantes ao longo do tempo.

Para calcular o expoente de Lyapunov, consideramos uma funcdo de mapeamento
f(z) que descreve a evolucdo do sistema dindmico em um espaco de estado. Suponha que zg
seja um ponto inicial e que x,, represente a posicdo do sistema apés n iteracdes de f(z). A
separacdo inicial dxz( entre duas trajetérias proximas xg e xg + dxo evolui com o tempo, e o
expoente de Lyapunov A é definido como:

A= lim &3 In |/ (e)] (2.3)

n—oo n, < 0
1=

onde f’(x;) é a derivada de f(x) no ponto z;. Este célculo envolve a média do
logaritmo do médulo da derivada de f(x) ao longo de uma trajetéria.

Um aspecto importante na determinacao do expoente de Lyapunov é a funcao derivada
f'(x). A derivada fornece informacdes sobre como pequenas perturbacdes na posicdo x afetam
a evolucdo do sistema. Se f'(x) é grande, pequenas mudancas em x resultardo em grandes
mudancas em f(z), indicando sensibilidade as condi¢es iniciais. Ao calcular a média logaritmica
da derivada ao longo de muitas iteracoes, o expoente de Lyapunov captura essa sensibilidade
de forma acumulada [20].

O expoente de Lyapunov é uma ferramenta crucial na andlise de sistemas dindmicos,
permitindo a distincdo entre comportamentos regulares e cadticos. Em particular, para sistemas
complexos como o mapa logistico ou o sistema de Lorenz, a determinacao do expoente de
Lyapunov ajuda a identificar regimes de comportamento caético e a compreender melhor a

dindmica subjacente do sistema.

2.4 CAOS

O caos é um fendmeno presente em diversos sistemas dindmicos onde uma aparente
desordem surge a partir de condicdes iniciais simples. Um sistema cadtico é caracterizado por

uma alta sensibilidade as condicdes iniciais, o que significa que pequenas variacoes nos estados
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iniciais podem levar a comportamentos drasticamente diferentes ao longo do tempo. Essa
sensibilidade é frequentemente quantificada pelo expoente de Lyapunov. O caos, portanto,
nao é sindnimo de aleatoriedade, mas sim um comportamento complexo e deterministico que,
apesar de seguir regras especificas, produz resultados que parecem imprevisiveis e desordenados.

Existem vérios caminhos para o caos em sistemas dindmicos. Um dos mais estudados
é a bifurcacdo, onde uma mudanca gradual em um parametro do sistema causa uma mudanca
qualitativa no comportamento do sistema [20]. Por exemplo, no mapa logistico (Figura 2),
ao aumentar o parametro de crescimento 7, o sistema passa de comportamento estavel a
comportamento periédico, e, finalmente, a comportamento cadtico através de uma série de
bifurcacdes sucessivas.

Redes neurais, especialmente redes neurais recorrentes, podem exibir comportamentos
caéticos devido a sua natureza altamente interconectada e n3o linear [21, 22]. Esse com-
portamento cadtico pode ser benéfico, permitindo que as redes realizem tarefas complexas
e adaptativas, como reconhecimento de padrbes e tomada de decisao. No entanto, o caos
também pode representar um desafio, dificultando a previsao e o controle do comportamento
da rede. A compreens3do dos principios do caos pode ajudar a desenvolver redes neurais mais
robustas e eficientes, aproveitando a complexidade inerente dessas redes para melhorar seu

desempenho em tarefas diversas.
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3 DINAMICA NEURONAL E MODELOS MATEMATICOS

Um neurdnio é a unidade funcional basica do sistema nervoso, desempenhando um
papel fundamental na comunicacdo entre diferentes partes do corpo e no processamento de
informacoes, realizado de forma extremamente eficiente. O processo comeca com a captacdo
de estimulos provenientes de outras células nervosas, como os receptores sensoriais da pele,
olhos, ouvidos e outros érgaos. Esses estimulos sao convertidos em sinais elétricos, através
de um processo chamado de transducao, e sdo entdo transmitidos para o corpo celular do
neurdnio [23]. A investigacdo das redes neurais exige, previamente, a analise da dinamica local
dos neurdnios, que pode influenciar o comportamento global do sistema. Para isso, é necessario
comecar analisando os fatores biofisicos que afetam o funcionamento de cada neurénio.

O neurdnio pode ser dividido em trés partes principais: o meio intracelular, o meio
extracelular e a membrana que os divide [23]. Nesse cenério, existem ions tanto no interior
quanto no exterior, e a membrana possui uma capacidade de permeabilidade seletiva, onde,
através de canais especificos, esses ions podem migrar para o interior ou exterior da célula,
resultando em mudancas no potencial elétrico da membrana. Esse potencial de membrana é
de grande importancia para o estudo da dinamica neural, uma vez que o neuronio opera com
base em um limiar desse potencial. Assim, se o potencial de membrana for maior que o limiar,
um potencial de acao é produzido e o sinal elétrico é propagado pelo neurdnio; caso contrério,
nenhuma atividade elétrica é observada. O potencial de acdo é um evento rapido e transitério
em que o potencial de membrana se torna brevemente positivo, permitindo a transmissao de
sinais elétricos ao longo do ax6nio do neur6nio e a comunicacdo com outros neurdnios através
das sinapses [24]. As sinapses s3o as juncdes entre neurdnios que permitem a transmissdo de
sinais. Existem dois tipos principais de sinapses: quimicas e elétricas. Nas sinapses quimicas,
a liberacdo de neurotransmissores de um neurdnio pré-sinaptico se liga a receptores em um
neuronio poés-sinaptico, modulando sua atividade elétrica. Este processo é fundamental para a
comunicacdo neural e para a propagacao do potencial de acao.

Em geral, o ion K™ (potéssio) é encontrado em maior quantidade dentro da célula
e os citions Na™ (sédio) e Ca?" (célcio), e o dnion ClI~ (cloro) no ambiente externo. Como
mencionado anteriormente, a membrana tem a capacidade de permeabilidade seletiva, em que
0s canais ionicos sdo especificos e permitem o fluxo de um determinado ion apenas. A abertura
e/ou fechamento de cada canal podem estar relacionados a diferentes fatores: o potencial de
membrana, moléculas especificas que compdem os mensageiros internos e neurotransmissores
quimicos (externos). A modelagem desse processo dindmico é fundamental para a compreens3o
da dindmica neural, na qual o transporte iGnico através da membrana e suas consequéncias

desempenham um papel importante.
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3.1 MODELO DE HODGKIN-HUXLEY

Em 1963 Alan Lloyd Hodgkin e Andrew Fielding Huxley descreveram matematicamente
uma corrente regenerativa responsavel pela criacdo de um potencial de acdo [25]. Para tanto
utilizaram um modelo de circuito no qual consideraram a contribuicdo de duas correntes ionicas
(K™ e Na™), além de uma corrente passiva que inclui a influéncia dos canais ndo controlados e
dos fons menos abundantes no meio. O circuito (Figura 3) é constituido por trés componentes
principais: resistores, que simbolizam os canais ionicos; fontes, que representam o gradiente de
concentracao dos ions; e capacitores, que representam a carga que pode ser acumulada na

membrana. [26]

Figura 3 — Esquematizacdo do equivalente de um circuito elétrico para a modelagem matematica. O
circuito consiste em resistores, representando os canais iGnicos; baterias, representando o
gradiente da concentrac3o de ions; e capacitores, representando as cargas que podem ser
reservadas nas membranas.Figura retirada de [27].

Tvm inside

ourside

A carga armazenada no capacitor é proporcional ao potencial de membrana, onde a

constante de proporcionalidade é a capacitancia:

onde C,, é a capacitancia especifica da membrana, medida em pF/cm? e V é o
potencial de membrana medido em mV. Diferenciando ambos os lados em relacao ao tempo,

temos:

aqQ . av
@ e = Oy
onde i, € a corrente especifica referente a capacitancia dividida pela 4rea. Aplicando

a lei de Kirchhoff ao circuito da Figura 3, temos que:

0= icap + IK + INa + ]Ieak - I(t>)
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onde I e Iy, sdo as correntes idnicas, .,k é a corrente passiva, e () é uma corrente
externa aplicada. Como as correntes sdo 6hmicas, pode-se reescrever como [ = g(V — E').Dessa

forma temos:

Ol = gV~ Ei) = oV~ Bus) — eV~ Bit) + 1(0),

onde Ef, Ena € Eleak sa0 0s potenciais de repouso de cada canal, € gx, gna € Gleak
sao as condutancias de cada canal.

As condutancias dos canais controlados por voltagem dependem do potencial e estdo
diretamente relacionadas a permissividade dos canais i6nicos, o que significa que elas regulam
a probabilidade de abertura/fechamento dos canais. Utilizando técnicas de voltage-clamp,
Hodgkin e Huxley ajustaram as equacdes para cada condutancia como:

gx = grn’,

GgNa = §N3m3h7

Gleak = gleaka

onde gx, gNa € Jleak SA0 Os valores maximos de condutancia de cada corrente, n e m
sao funcdes de ativacdo e h é uma funcao de inativacdo, essas funcoes estdo relacionadas as
probabilidades de abertura e fechamento dos canais.

Considerando «(V') como a probabilidade de o canal estar aberto, e 5(V') fechado,
essas funcoes satisfazem as seguintes equacdes:

W av)(1 - 8)~ B0V)8, 5 = nom .

onde « e 3 sdo descritas como:

O 0.01(V 4 55)
V) = T (—(V +55)/10)
) 0.1(V + 40)

" 1 — exp(—(V +40)/10)’

an(V) = 0.07exp[—(V + 65)/20],
Bn(V) = 0.125 exp|—(V + 65)/80],

Bm (V) = dexp[—(V + 65)/18],
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1
" 1+ exp[—(V +35)/10]’

considerando que V' é medido em mV, e, para simplificar, as dimensdes necessarias

Br(V)

nos outros valores sdo omitidas. Obtemos assim a equacdo de Hodgkin-Huxley:

dv - B )
Om% = —ggn*(V — Eg) — gnam>h(V — Ena) — Gieak(V = Eleak) + 1(2). (3.1)

3.2 MODELO DE HUBER-BRAUN

o modelo de Huber-Braun, é uma extensdo de HH. Foi construido com base no modelo
de Hodgkin-Huxley, mas incorpora a sensibilidade térmica dos neurénios. O modelo de Huber-
Braun é capaz de descrever sequéncias de disparo neuronal observadas experimentalmente
em diferentes tipos de neurdnios, como os receptores faciais de frio e do hipotadlamo de
ratos, eletro-receptores de bagres de agua doce e eletro-receptores caudais de lagostas. Além
disso, o modelo de Huber-Braun possui uma ampla variedade de comportamentos neuronais
para os potenciais de acdo, que podem ser alterados pela temperatura e pela distribuicdo de
disparos [28]. A equac3o que governa o modelo é um complemento da equacdo de HH.

av

CME:—]NG—IK—[Sd—ISQ_[l‘}'I (32)

Sendo Ing, Ik, I, Is, € I;, nessa ordem, as correntes do sddio, do potéssio, da
oscilacdo intrinseca sub-limiares, da oscilacdo da hiperpolarizacdo e a corrente de fuga. No qual
I, I, sao correntes responsaveis pelo disparo quando o potencial esta abaixo do limiar de

ativacdo. As equacdes que governam as correntes s3o:

Ing = pgnaana(V — Via) (3.3)
Ix = pgrax(V — Vi) (3.4)
Isa = pGsatsa(V — Vsd) (3.5)
L = pFsattsa(V = Via) (3.6)

L =gV -V) (3.7)

Onde pg; representam as condutancias do modelo de HH, e os termos «a; as probabili-
dades de abertura dos canais idnicos. No modelo de Huber-Braun esses termos sdo chamados

de correntes de ativacao.
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Além disso, devido ao fato de o modelo em questdo ser sensivel a temperatura, essa

sensibilidade se manifesta nas equacdes para as condutancias e correntes de ativacdo da seguinte

forma:
T-T
pP=p"°
daNtz gb ( )
= —\QNg,c0—a
dt TNa Na, Na
K — 2 (ko)
— = —(a _a
dt TK Koo—ax
dasd
dt — Tod (asd,oo—asd)
dag,

¢ ,
= —\— [s - sa
dt Tsa( Msd =7 )

Sendo ¢ o termo de temperatura das correntes de ativacao, definido por:

T-Ty

(b:qjom

O fator 7 é utilizado para amplificar a concentracio de ions de C'a®>", enquanto ~

atua como um removedor de ions C'a®>" no ambiente intracelular. As correntes de ativac3o,
quando saturadas, estao correlacionadas com o potencial da membrana por meio de funcdes

sigmoides® dadas a seguir.

1
UNa = 1 4+ e—sna(V—=Vona)
B 1
aK - 1 + e_sK(V_VOK)
1
Asqg =

1 + e—ssa(V—Vosa)

Nas simulacoes realizadas durante a anélise, utilizou-se o modelo de Huber-Braun. As
variaveis declaradas foram definidas com base no artigo de referéncia [6], cujos valores estdo
detalhados na Tabela 1.

Também conhecidas como funcdes de ativacdo sigmoides, sdo funcées matematicas que tém uma forma de
"S"quando representadas graficamente. A caracteristica distintiva das funcdes sigmoides é a sua suavidade
e a capacidade de mapear uma ampla faixa de valores de entrada para uma faixa especifica de valores de
saida. Em redes neurais artificiais, funcdes sigmoides sdo frequentemente usadas como funcdes de ativacdo
nos neurdnios para introduzir ndo linearidade nas saidas das camadas [29].



Tabela 1 — Valores dos parametros utilizados no modelo de Huber-Braun

Capacitancia da Membrana (uF/ecm?)  Cpy 1,0
n. 15

JK 2,0

Condutancias (mS/cm?) Gsa 0,25
sa 0,4

q 0,1

TNa 0,05

Tempos Caracteristicos (m.s) TK 2,0
Tsd 10

Tsa 20

VNa 50

Vi -90

Vid 50

Potenciais de Reversdo (mV’) Vea 90
Vi -60

%Na -25

Vok  -25

‘/Osd -40

T 38

Temperaturas (°C') To 50

To 10

£o 1,3

oo 3,0

SNa 0,25

Outros Parametros sk 0,25

ssa 0,09
n 0,012

~! 0,17

23
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4 MODELOS DE REDE E RECORRENCIA

Para representar estruturas que representam sistemas compostos por um grande
numero de elementos interconectados, onde as conexdes entre os elementos ndo seguem um
padrao simples ou regular, uma abordagem (til s3o as redes complexas e a teoria dos grafos.
Tais teorias fornecem a estrutura basica para a representacao das conexdes e o ferramental
matematico para a analise dessas.

Uma rede pode ser descrita, matematicamente, como um conjunto de nds ou pontos,
que estdo conectados através de pontes ou conexdes [30]. A rede pode ter um significado fisico
ou biolégico, ou uma interpretacdo abstrata. No contexto da neurociéncia, essas teorias sao
utilizadas para identificar estruturas importantes no cérebro, auxiliando na investigacdo do
funcionamento dos sistemas neurais em situagSes saudaveis e ndo saudaveis [30, 31, 32]. Além
de interpretar dados experimentais de atividades neurais, elas permitem analise computacional e
modelagem de sistemas neurais, proporcionando novas visoes e interpretacdes sobre a dinamica
das redes em diferentes niveis de detalhes.

Matematicamente, podemos modelar cada neurénio como um né na rede e as sinapses
como conexdes. Em outro nivel, dreas especificas do cérebro (ou sub-redes) podem ser entendidas
como nds, e as conexdes entre essas areas sao como pontes em uma rede complexa. Combinando
essas ideias, cria-se uma estrutura com dois niveis de conexdo: conexdes internas dentro de
uma Unica rede neural e conexdes externas que formam uma rede de redes. Essa abordagem
permite investigar a influéncia da arquitetura de conexao por meio de andlises computacionais,
desempenhando um papel crucial na compreensdo da dindmica dos sistemas neurais [32].

Além disso, a aplicacdo da teoria dos grafos e redes complexas no estudo de sistemas
neurais possibilita a analise do comportamento emergente e suas implicacées no comporta-
mento coletivo. Essa caracteristica é particularmente relevante na Neurociéncia, pois diversos
fendmenos interessantes, como sincronizacdo, criticidade, intermiténcia e metastabilidade, tém

sido observados em resultados computacionais e experimentais [33, 34, 35, 36, 37].

4.1 GRAFICO DE RECORRENCIA

Os graéficos de recorréncia (RP - recurrence plots) sdo uma ferramenta versatil usada
para visualizar e analisar padrdes, ciclos e comportamentos recorrentes em séries temporais e
dados multidimensionais. A ideia principal por tras dos graficos de recorréncia é representar
graficamente a repeticdo de padrées em um conjunto de dados ao longo do tempo. O plot,
que varia de 0 a 1, verifica quando uma trajetéria dindmica se aproxima, ou ndo, de si mesma
em um momento anterior ou futuro avaliado. Para o caso positivo atribui-se o valor 1, e para o
caso negativo registra-se o valor 0. O termo "préximo"esta relacionado a um valor de limite ¢,

que determina se o sistema estd suficientemente proximo para ser considerado recorrente [38].
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Matematicamente, os RPs podem ser expressos da seguinte forma:

R;j(€) = O(e — |z; — z;])

Nessa, R indica a recorréncia em funcdo de um valor limite (¢), © representa a funcdo
de Heaviside, z; é a varidvel dindmica avaliada no sistemae ¢ =1,..., N (N sendo o tamanho
do sistema).

Figura 4 — Exemplo do grafico de recorréncia para uma oscilacdo harménica, com diferentes energias.

Os tracos em preto representam a recorréncia e os espacos em branco a n3o recorréncia.
Figura retirada de [38].
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Uma nota importante faz-se necessaria quanto ao método e tudo que deriva dele,
a qualidade dos resultados obtidos pela técnica depende sempre de uma boa escolha do
parametro limiar €. Por boa escolha, entende-se aquele caso em que o grafico apresenta as
estruturas dinamicas relativas ao seu comportamento. Alguns trabalhos na literatura abordem
esse problema [39, 40, 41, 42|, mas, como regra geral, utiliza-se um valor que ndo exceda
10% do didametro do espaco de fase e evita-se um valor pequeno demais, que resultaria em
graficos sem recorréncia. Além do préprio limiar, é possivel definir os graficos de recorréncia de

formas distintas visando diferentes propdsitos [43].

4.2 QUANTIFICADORES DE RECORRENCIA

Afim de analisar as estruturas formadas pelos RPs, medidas de complexidade de tais
estruturas foram criadas. Conhecidas na literatura por anéalise dos quantificadores de recorréncia
(ou RQA - recurrence quantification analysis). Essas medidas, em geral, tendem a avaliar a
densidade de recorréncia ou estruturas horizontais e verticais nos graficos [38, 44, 28]. Algumas
das principais quantidades sdo descritas a seguir.

A medida mais simples proveniente dos graficos de recorréncia é a taxa de recorréncia

(ou RR - recurrence rate), medida por:

RR() = =5 3 Riglo),

ij=1
Esta medicdo quantifica a densidade de pontos recorrentes no R, ;. Outra quantidade
refere-se as medidas baseadas em estruturas verticais nos RPs, tal como a laminaridade (ou

A e LAM - laminarity). Esse quantificador evidencia o niimero de verticais maiores do que
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um limiar (v, ), quando comparado ao niimero total de verticais. Matematicamente é dado

calculada através da expressao:

Efjvzvmm vP(e,v)

N
Zv:l UP<E> U)
O termo P(e,v) diz respeito a frequéncia de verticais com dimensdo v. Mais es-

Ale) =

pecificamente, pode-se escrever o histograma de verticais no R; ;j(e) com verticais v pela

relacao:
N N—-v-—1 v
Plev) =Y > (1= Rij(e)(1 = Rijivp1(€)) IT Rijrrrale).
i=1 =1 k=1

A média do tamanho das estruturas verticais do R; ;(€) fornece o tempo de aprisiona-

mento (TT(e) - trapping time), que pode ser escrito como:

N wP(e,v)

V=Umin

e quantifica uma estimativa do tempo que o sistema vai permanecer preso a um

estado dinamico especifico. O mesmo calculo pode ser realizado para as diagonais no grafico
de recorréncia. Analogamente ao procedimento realizado com as verticais, porém definido
como determinismo (ou A e DET - determinism). Esse quantificador especificamente avalia se
trajetérias mais longas no espaco de fase seguem ao longo de diferentes tempos, paralelamente
proximas umas das outras. Em resumo, o método busca quantificar o quao deterministico o
sistema é com relacdo a sua evolucao temporal recorrente. Matematicamente expressa-se como

segue:

- Zl]\;lmm lP<€7 l)
l]il ZP<€7 l) ,

onde agora o termo P(e,[) funciona como P(e,v), mas para as diagonais. Analoga-

Ale)

mente, podemos escrever o histograma das diagonais no R; ;(¢) pela relagdo:

N—-I-1

P(e,l) = Z (1- Ri,j(€)>(1 - Ri+l+1,j+l+1(€)) H Rz‘+k+1,j+k+1(€)-

ij=1 k=1
O correspondente do ponto de vista das diagonais com respeito as verticais do tempo
de aprisionamento (TT(e)) é a média do tamanho das diagonais e pode ser escrita pela seguinte

expressao:

_ Zl]\ilmin lP(€7l)
L(E) a Zl]\;l P(QZ)'

As melhorias nos métodos relacionados a essas técnicas sao significativas, principal-

min

mente devido a sua vasta gama de aplicagdes, que vdo desde economia [41] e salde [40] até

sistemas bioldgicos.



27

4.3 MICROESTADOS DE RECORRENCIA

Outro método de analise que pode ser aplicado para o estudo de redes neurais e
outros sistemas complexos sdo os chamados Microestados de Recorréncia (RM - recurrence
microstates) [8, 9, 10, 11, 12]. Padr3es ou pequenas submatrizes dentro da matriz de recorréncia
R podem ser usados para detectar propriedades deterministicas e estocasticas dos dados, bem
como para identificar a presenca de corrupcdo de dados em séries temporais estacionarias. Em
termos matematicos, a recorréncia refere-se a ocorréncia repetida de um estado particular em
uma série temporal, representando pequenas subestruturas ou padroes dentro de uma matriz
de recorréncia que ajudam a caracterizar a dindmica subjacente do sistema, como é possivel

observar na Figura 5.

Figura 5 — Exemplo de uma matriz de recorréncia com os microestados evidenciados. As células
pretas indicam recorréncia, ou seja, quando dois estados estdo suficientemente préximos,
enquanto as células brancas indicam auséncia de recorréncia. No canto superior esquerdo,
uma submatriz foi destacada e delimitada em vermelho para ilustrar os microestados, que
sdo estruturas locais extraidas da matriz principal. Figura retirada de [45].
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Para o caso mais simples de recorréncia de dois valores, os RM s3o dois valores
binarios de 1 digito, nomeadamente 0 e 1. Considerando agora os RM de duas sequéncias de
dois valores consecutivos, x; = x;, ;11 € ; = xj, x;+1 escolhidos na série temporal, obtemos
um conjunto de 16 possiveis RM, identificados como valores binarios de 4 digitos que variam
de 0000 a 1111 dados todos os possiveis R; ; entre as duas sequéncias, a saber R; ;, %; j11,
Rit1j, Rit1j+1. Analogamente, para duas sequéncias de trés valores consecutivos z; = ;,
Tit1, Tite € Tj = Xj, Tji1, Tjyo, Obtemos 512 possiveis RM compostos por valores binarios
de 9 digitos. Em geral, considerando duas sequéncias de /N valores consecutivos, obtemos oN?
possiveis RM, cada um composto por valores binarios de N? digitos ( Figura 6).

Um conjunto de quantificadores de andlises de recorréncia pode ser obtido com
base nos microestados de recorréncia, configurando quantificadores de recorréncia. O mais

fundamental deles é a taxa de recorréncia, que fornece a densidade dos pontos de recorréncia e
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Figura 6 — Representacdo grafica de todas as possibilidades dos microestados de recorréncia (RM) e
seus respectivos nimeros de recorréncia para N = 2. A figura ilustra, de forma detalhada,
as combinacGes possiveis de recorréncia em um sistema dindmico discreto, onde cada
linha corresponde a uma configuracdo binaria especifica. Os nimeros de recorréncia (em
vermelho) sdo apresentados como valores decimais associados as combinagdes binarias
representadas pelas células. O formato visual facilita a compreensdo de como os padrdes
de recorréncia s3o mapeados em diferentes microestados e numericamente codificados.
Figura retirada de [10].
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é tradicionalmente chamada de RR na literatura [10, 11]. Considerando séries temporais de
tamanho K, e usando K2/1\72 RM nao interpolados, podemos obter RR como uma funcao
dos RM como:

N2

RR(e) = ]\1,2 Z_jlew [RM (e)],

onde w é o nimero de elementos recorrentes de um RM e P, é a probabilidade de
encontrar um RM com w recorréncias. Para um valor inteiro de K/N, a equacdo é exata;
caso contrario, o valor ainda é uma boa aproximacao. Outros quantificadores de recorréncia
também podem ser escritos como uma funcdo dos RM, pois sdo funcoes de RR.

Outro quantificador relevante na analise de recorréncia é a Entropia dos Microestados,
usada para medir a diversidade ou complexidade das estruturas recorrentes. Ela é especialmente
atil para quantificar a distribuicdo dos microestados no grafico de recorréncia. A entropia pode

ser calculada pela seguinte férmula:
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N
S =—=> pi-log(pk),

k=1

onde p,, representa a probabilidade normalizada de ocorréncia do microestado k, e N é
o nuimero total de microestados possiveis. Essa férmula quantifica a diversidade na distribuicao
dos microestados no sistema. Em particular, valores altos de S indicam uma distribuicdo
mais uniforme entre os microestados, ou seja, a probabilidade é distribuida de maneira mais
equilibrada entre diferentes estados possiveis. Por outro lado, valores baixos de S indicam que
poucos microestados possuem maior probabilidade de ocorréncia, refletindo uma distribuicao
mais concentrada. Dessa forma, a entropia serve como uma métrica eficaz para avaliar o grau
de dispersao dos microestados em sistemas dindmicos e é amplamente utilizada para detectar
transicdes de regime dinamico, caracterizar sistemas complexos e comparar a evolucdo de

diferentes dinAmicas recorrentes.
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5 RESULTADOS E DISCUSSOES

Simulando o comportamento de um neur6nio com base nas equacdes de Huber-Braun,
foi possivel analisar inicialmente o potencial de acdo gerado (Figura 7). A figura ilustra o
comportamento oscilatério caracteristico do neurdnio, evidenciado pela presenca de spikes e
bursts, conforme observado em experimentos empiricos. Este resultado preliminar valida a

precisdo do modelo utilizado ao reproduzir os padrbes esperados da dinamica neuronal.

Figura 7 — Comportamento do potencial de acdo de um tnico neurdnio ao longo do tempo. O gréfico
apresenta a variacdo do potencial de membrana (em volts) em funcdo do tempo (em
milissegundos), evidenciando a ocorréncia de potenciais de acdo caracteristicos. Os picos
representam disparos neuronais, enquanto as oscilacGes menores indicam os periodos de
repouso e recuperacdo entre os disparos. Esta dinamica reflete a atividade elétrica tipica
de um neur6nio em resposta a estimulos.
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Apbs a validacao do comportamento esperado do neuronio, realizamos o mapeamento
do espaco de parametros do expoente de Lyapunov, uma ferramenta essencial para caracterizar
a caoticidade do sistema em funcdo das variaveis g, (oscilacdo intrinseca sub-limiar) e g,
(oscilacdo da hiperpolarizacdo). O mapeamento permite identificar regiGes no espaco de
parametros onde a dindmica do sistema é predominantemente periddica ou cadtica, fornecendo
uma compreensao detalhada das transicoes dindmicas do sistema.

Na Figura 8, comparamos os resultados deste estudo (8b) com uma figura de referéncia
(8a). A consisténcia observada entre as imagens reforca a validade da simulacdo, mesmo
considerando a resolucao inferior no trabalho atual. Notamos que os expoentes de Lyapunov
positivos, indicativos de comportamento caédtico, aparecem em uma faixa especifica de g,
entre 0,35 e 0,40. Fora deste intervalo, predominam valores negativos do expoente, associados
ao comportamento periddico. Apds a regido cadtica, observam-se pequenas "raias"de valores
positivos para parametros especificos de ggq.

Com o espaco de pardametros do expoente de Lyapunov devidamente mapeado, analisa-
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Figura 8 — Distribuicdo do expoente de Lyapunov de um finico neurdnio no espaco de pardmetros gsq X gsa. Na
imagem tons quentes (amarelo e vermelho) indicam maior instabilidade dindmica, enquanto a regi3o preta

representam maior estabilidade.

(a) Figura retirada de [6] (b) Figura gerada no estudo.
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mos a entropia dos microestados como uma medida complementar (Figura 9). Esta abordagem
oferece uma perspectiva alternativa para caracterizar as transicoes dinamicas do sistema. A
andlise revelou um comportamento semelhante ao observado para os expoentes de Lyapunov.
Nota-se que o espaco de parametros da entropia apresenta faixas de transicao alinhadas com as
regides cadticas identificadas na Figura 8b. Préximo ao valor g,, = 0,35, a entropia confirma
a transicao para o caos, com padrdes que refletem a complexidade crescente da dindmica do
sistema. Adicionalmente, a entropia fornece novas informacdes sobre as faixas periddicas do
sistema. Dentro dessas faixas, a analise revela que a dindmica n3o é uniforme. Para valores
de g5 < 0,35, a entropia é elevada, indicando uma maior diversidade de microestados, o que
pode estar relacionado a um comportamento complexo e com pequenas variacdes na estrutura
oscilatéria. Em contraste, para g5, > 0,40 e g54 < 0,20, a entropia é reduzida, apontando

para uma maior concentracdo dos microestados em padrdes mais regulares.
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Figura 9 — Entropia para um (nico neurdnio para o espaco de pardmetros gs, X gsq. Tons quentes
(amarelo e vermelho) indicam menores valores de entropia e portanto uma menor concen-
tracdo dos microestados, enquanto a regido preta representa maiores valores de entropia e
consequentemente a regido com maior concentracao dos microestados.
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Esses resultados destacam o potencial da entropia como uma métrica robusta para
caracterizar transicdes dindmicas. Sua aplicacdo complementa a anélise baseada nos expoentes
de Lyapunov, fornecendo informacdes adicionais sobre a distribuicdo e a organizacido dos estados
acessiveis pelo sistema.

Com a dinamica do sistema e as faixas de transicoes cadticas previamente identificadas,
os microestados de recorréncia foram analisados (Figura 10). Essa anélise tem como objetivo
compreender o que os microestados quantificam no sistema e como se comportam durante
as transicOes cadticas observadas. Foram considerados os seis grupos possiveis de recorréncia
em uma matriz de recorréncia 2 x 2: Grupo 1: 1 recorréncia; Grupo 2: 2 recorréncias
verticais/horizontais; Grupo 3: 2 recorréncias diagonais; Grupo 4: 3 recorréncias; Grupo
5: 0 recorréncias; e Grupo 6: 4 recorréncias. Estes grupos, baseados nos estudos de [8, 11,
10], fornecem uma estrutura detalhada das configuracdes possiveis no espaco de recorréncia,
permitindo uma analise abrangente das transicdes dinamicas.

No espaco de parametros gs, € gsq, 0S microestados possibilitam a identificacdo
de padrdes recorrentes que refletem caracteristicas dinamicas do sistema. Cada microestado
descreve uma configuracao especifica de recorréncia, cuja prevaléncia esta associada a diferentes
regimes dinamicos, desde estados cadticos até dinamicas mais organizadas. No espaco de
parametros gerado, cores quentes (amarelo e vermelho) estdo associadas a maior probabilidade,

enquanto cores frias estdo associadas a menor probabilidade.
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Figura 10 — Microestados de Recorréncia de um (inico neurdnio para o espaco de parametros gsq X gs4-
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Microestados de menor complexidade, como 0000, que indicam auséncia de recorréncia,

predominando em regides de alta variabilidade e baixa repeticdo de estados. E possivel observar
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que esses padroes estdo associados a valores mais elevados de ¢,,, caracterizando dinamicas
com menor entropia e dindmica periédica. Por outro lado, microestados intermediarios, como
0010, 0110 e 1100, que refletem padroes dinamicos com algum grau de organizac3do, sugerindo a
coexisténcia de periodicidade e variabilidade em regides especificas do espaco de parametros, sdo
observados com pouco variacao de probabilidade ao longo de todo o espaco mapeado. Por sua
vez, Microestados mais estruturados, como 1101 e 1111, est3o relacionados a dinamicas mais
organizadas e previsiveis, apresentando maior periodicidade. Esses microestados aparecem com
maior prevaléncia em valores inferiores de g, e intermediarios de g4, evidenciando transicoes
para comportamentos mais ordenados.

De forma geral, a distribuicao dos microestados ao longo do espaco de parametros
permite identificar transicGes entre regimes dinamicos, destacando como g, € gsq influenciam
a organizacdo e a complexidade do sistema.

Ao comparar os padrées dos microestados, observamos que, em uma anélise geral, a
distribuicdo dos microestados se assemelha de maneira significativa ao espaco de parametros
da entropia dos microestados. Para validar essa observacao, foi realizada uma comparacao
direta entre ambos os espacos, conforme ilustrado na Figura 11. A partir dessa comparacao,
é possivel identificar que as regides de maior probabilidade dos microestados coincidem com
as areas de maior entropia, enquanto as menores probabilidades estao associadas aos valores
mais baixos de entropia. Esse padrao sugere uma forte correlacdo entre a concentracao dos
microestados e os niveis de organizacdao ou complexidade no sistema.

Além disso, observa-se que as transicoes para o comportamento cadtico, que podem
ser identificadas principalmente pela entropia, ocorrem em regides sobrepostas dos dois espacos.
Essa coincidéncia de padrdes de transicdo para o caos reforca a ideia de que os microestados
podem ser uma boa medida para caracterizar as mudancas dindmicas no sistema, especialmente,
mas ndo somente, em relacao as fases de comportamento periddico e cadtico. A analise conjunta
dos microestados de recorréncia e da entropia dos microestados oferece uma visdo detalhada da
dindmica do sistema, possibilitando uma melhor compreensao das transicdes e da complexidade
subjacente a evolucdo temporal do comportamento sistema.

A sobreposicao entre os espacos de parametros para os microestados de recorréncia
e o expoente de Lyapunov, também revela informacGes importantes sobre a relacdo entre a
organizacdo interna do sistema e sua caoticidade (Figura 12). Observam-se varias correlacdes
que sugerem que a estrutura de recorréncias, medida pelos microestados, esta intimamente
ligada ao comportamento cadtico do sistema, como indicado pelo expoente de Lyapunov.

E possivel notar que as regides onde os microestados apresentam maior concentrac3o,
ou seja, onde ha maior probabilidade de padroes recorrentes, coincidem com areas onde o
expoente de Lyapunov é negativo ou préximo de zero, indicando comportamentos peridédicos ou
quase periddicos. Em contrapartida, nas regides onde ocorrem transicoes para padroes cadticos,
ou seja, onde o expoente de Lyapunov se torna positivo, os microestados de recorréncia tendem

a apresentar uma menor prevaléncia de padroes estruturados, o que reflete uma diminuicao na
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Figura 11 — Comparacao do espaco de pardmetros para os Microestados de Recorréncia em relacdo
ao espaco de parametros da entropia dos microestados.
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organizacao interna do sistema. Esse comportamento colabora com a hipétese de que sistemas
dindmicos com maior entropia, que estao associados a uma maior dispersdo nos microestados,
tendem a exibir maior caoticidade.

A partir das observacdes realizadas, é possivel concluir que, de maneira aproximada, os
microestados de recorréncia podem ser eficazmente utilizados para caracterizar a periodicidade
de sistemas dinamicos, bem como suas transicdes para o caos. A principal vantagem desse
método reside na capacidade de realizar essa caracterizacao a partir de um conjunto de dados,
sem a necessidade de conhecer explicitamente as equacdes geradoras do sistema, como ocorre
no calculo do expoente de Lyapunov. Dessa forma, é possivel analisar e caracterizar as dinamicas
de diferentes sistemas, provenientes de fontes variadas, como experimentos fisicos, simulacGes
computacionais, entre outras, permitindo a extracdo de conclusGes robustas a partir de dados
empiricos.

Para estudos futuros, um objetivo importante é aprofundar a compreensao das quan-
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Figura 12 — Comparacao do espaco de pardmetros para os Microestados de Recorréncia em relacdo
ao espaco de parametros do expoente de lyapunov.
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tidades e padroes medidos tanto pela entropia quanto pelos microestados de recorréncia, e
desenvolver métodos para isolar essas quantidades das medicdes relacionadas as transicoes cadti-
cas. Isso permitird uma analise mais refinada da dinamica do sistema, facilitando a identificacdo
de comportamentos especificos e suas relacdes com parametros dinamicos. Adicionalmente, é
previsto um aumento na complexidade do sistema, com a formacdo de uma rede neural, visando
verificar se os resultados observados neste estudo sdo também aplicaveis a sistemas de maior
escala e a redes interconectadas. O intuito é ndo apenas investigar como diferentes parametros
influenciam os microestados, mas também como a estrutura topoldgica de diferentes redes
pode alterar a dinamica dos microestados e suas transicdes, proporcionando uma visdo mais

abrangente sobre os efeitos estruturais na dinamica cadtica.
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6 CONCLUSAO

Este trabalho investigou a dindmica de um neurdnio simulado a partir das equacdes
de Huber-Braun, explorando seu comportamento oscilatério, as transicoes dinamicas para
estados cadticos, e as métricas utilizadas para caracterizar essas transicoes, como o expoente
de Lyapunov, a entropia e os microestados de recorréncia. Através de uma analise aprofundada
desses parametros, foi obtida uma visao abrangente das dinamicas neuronais, validando o
modelo tedrico e ampliando a compreensdo dos fenémenos caédticos e peridédicos que regem o
comportamento do sistema.

A primeira parte do estudo focou na simulacao do potencial de acdo de um Unico
neurdnio, mostrando que o modelo utilizado foi capaz de replicar de maneira satisfatéria os
padrdes oscilatérios observados em experimentos empiricos. A presenca de spikes e bursts foi
confirmada, validando o comportamento esperado da dindmica do neurénio. Este resultado
preliminar foi fundamental para a construcao da base do estudo e para a anélise subsequente
das transicoes dindmicas no sistema. Em seguida, o mapeamento do espaco de parametros
do expoente de Lyapunov foi realizado, o que revelou a transicio entre comportamentos
periddicos e cadticos no modelo. A andlise do expoente de Lyapunov revelou que o sistema
exibe um comportamento cadtico em uma faixa especifica de valores de g,,, entre 0,35 e 0,40,
com transicoes claras para a periodicidade fora desse intervalo. A comparacdo com trabalhos
anteriores validou as simulacdes realizadas, reforcando a confiabilidade do modelo.

A entropia dos microestados foi utilizada como uma métrica complementar ao expoente
de Lyapunov, fornecendo uma nova perspectiva sobre as transicoes dindmicas. A andlise de
entropia mostrou-se uma ferramenta robusta, capaz de capturar nd3o apenas as regioes caodticas,
mas também as nuances das faixas periddicas, revelando uma maior diversidade de microestados
em areas de alta variabilidade e uma maior regularidade em regides de comportamento periddico.
Essa complementacdo das métricas permitiu uma caracterizacao mais precisa da complexidade
da dinamica do sistema.

Finalmente, a anélise dos microestados de recorréncia contribuiu significativamente
para a compreens3do das transicoes entre estados periddicos e cadticos. A partir da medicao dos
seis grupos de recorréncia possiveis em um espaco de recorréncia 2 X 2, foi possivel observar
como diferentes padroes de recorréncia indicam comportamentos distintos no sistema, com uma
maior probabilidade de microestados sem recorréncia em regides cadticas e maior probabilidade
de recorréncias em regioes periddicas. Essa analise também revelou como o sistema transita
entre regides de maior complexidade a comportamentos mais organizados.

Ao comparar as trés técnicas, foi possivel concluir que, de maneira aproximada, os
microestados de recorréncia podem ser utilizados para caracterizar a periodicidade de sistemas
dindmicos, bem como suas transicdes para o caos. A principal vantagem desse método reside

na capacidade de realizar essa caracterizacdo a partir de um conjunto de dados, sem a
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necessidade de conhecer explicitamente as equacdes geradoras do sistema, como ocorre no
calculo do expoente de Lyapunov. Dessa forma, é possivel analisar e caracterizar as dinamicas
de diferentes sistemas, provenientes de fontes variadas, como experimentos fisicos, simulacdes
computacionais, entre outras, permitindo a extracdo de conclusdes a partir de dados empiricos.
Essa abordagem oferece vantagens significativas, especialmente em contextos onde as equacdes
do sistema n3do sdo conhecidas de antemao ou sdo dificeis de derivar.

Por fim, os resultados obtidos neste estudo abrem possibilidades para pesquisas futuras.
A incorporacdo de mais varidveis e a exploracdo de sistemas neurais mais complexos podem
fornecer uma visao ainda mais detalhada sobre o comportamento dos neurénios e suas interacoes.
A adaptacdo do modelo para redes neurais mais amplas também se apresenta como uma
extensdo natural deste trabalho, permitindo um entendimento mais completo dos fenémenos

observados em sistemas biol6égicos mais complexos.



[1]

2]

8]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

39

REFERENCIAS

THE BRAIN Initiative®. Disponivel em: https://www.braininitiative.nih.gov/. Citado 1

vez na pagina 11.

THE Human Brain Project. Disponivel em: https://www.humanbrainproject.eu/en/.
Citado 1 vez na pagina 11.

MORMANN, F.; LEHNERTZ, K.; DAVID, P.; ELGER, C. E. Mean phase coherence as a
measure for phase synchronization and its application to the EEG of epilepsy patients.
Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 144, n. 3, p. 358-369, 2000. Citado 1 vez na
pagina 11.

IASEMIDIS, L. D.; SACKELLARES, J. C. Review: Chaos theory and epilepsy. The
Neuroscientist, v. 2, n. 2, p. 118-126, 1996. Citado 1 vez na pagina 11.

BUDZINSKI, R. C. Synchronization properties, malleability of synchronization,
and nonstationary states ein neural networks. 2021. Tese (Doutorado) —

Universidade Federal do Parana. Citado 1 vez na pagina 11.

BOARETTO, B. R. R. Effects of the local dynamics in the synchronization of
neural models. 2022. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Parana. Citado 3
vezes nas paginas 11, 12, 22, 31.

KAUR, P.; GABA, G. S. Computational neuroscience models and tools: a review.
Bio-inspired Neurocomputing, Springer, p. 403-417, 2021. Citado 1 vez na
pagina 11.

PRADO, T. L.; BOARETTO, B. R. R.; CORSO, G.; SANTOS LIMA, G. Z. dos;
KURTHS, J.; LOPES, S. R. A direct method to detect deterministic and stochastic
properties of data. New Journal of Physics, IOP Publishing, v. 24, n. 3, p. 033027,
2022. Citado 3 vezes nas paginas 12, 27, 32.

LIMA PRADO, T. de; MACAU, E. E. N.; LOPES, S. R. Detection of data corruption in
stationary time series using recurrence microstates probabilities. The European
Physical Journal Special Topics, Springer, v. 230, n. 14-15, p. 2737-2744, 2021.
Citado 2 vezes nas paginas 12, 27.



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

40

PRADO, T. L.; MACHADO, V. S.; CORSO, G.; SANTOS LIMA, G. Z. dos;
LOPES, S. R. R. How to compute suitable vicinity parameter and sampling time of
recurrence analysis. Available at SSRN 4111917, 2023. Citado 4 vezes nas
paginas 12, 27, 28, 32.

PRADO, T. L.; CORSO, G.; SANTOS LIMA, G. dos; BUDZINSKI, R. C.;
BOARETTO, B. R.; FERRARI, F.; MACAU, E. E. N.; LOPES, S. R. Maximum entropy
principle in recurrence plot analysis on stochastic and chaotic systems. Chaos: An
Interdisciplinary Journal of Nonlinear Science, AIP Publishing, v. 30, n. 4, 2020.
Citado 4 vezes nas paginas 12, 27, 28, 32.

CORSO, G.; PRADO, T.d. L.; LIMA, G. Z. d. S.; KURTHS, J.; LOPES, S. R.
Quantifying entropy using recurrence matrix microstates. Chaos: An Interdisciplinary
Journal of Nonlinear Science, AIP Publishing, v. 28, n. 8, 2018. Citado 2 vezes nas
paginas 12, 27.

ALLIGOOD, K. T.; SAUER, T. D.; YORKE, J. A.; CHILLINGWORTH, D. Chaos: an
introduction to dynamical systems. SIAM Review, Philadelphia, Society for Industrial e
Applied Mathematics., v. 40, n. 3, p. 732-732, 1998. Citado 2 vezes nas paginas 13, 16.

STROGATZ, S. H. Nonlinear dynamics and chaos with student solutions manual:
With applications to physics, biology, chemistry, and engineering. Boca Raton,
FL, USA: CRC Press, 2018. Citado 2 vez na pagina 13.

BIRKHOFF, G. D. Dynamical systems. Providence, Rhode Island: American
Mathematical Society, 1927. v. 9. Citado 1 vez na pagina 13.

THORNTON, S. T.; MARION, J. B. Dinamica Classica de Particulas e Sistemas.
52. S3o Paulo, SP: Cengage Learning, 2012. Traducdo da 52 edicdo norte-americana.
ISBN 978-85-221-0906-7. Citado 1 vez na pagina 13.

LAN, Y. Cycle expansions: From maps to turbulence. Communications in Nonlinear
Science and Numerical Simulation, v. 15, n. 3, p. 502-526, 2010. ISSN 1007-5704.
DOI: https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2009.04.022. Citado 1 vez na

pagina 14.

CARLIN, N.: SZANTO, E.; SEALE, W.; JORGE, F.; SOUZA, F.; BECHTOLD, I;
GASQUES, L. Chaotic behavior in a non-linear RLC circuit. Revista Brasileira de
Ensino de Fisica, SciELO Brasil, v. 27, p. 225-230, 2005. Citado 1 vez na pagina 15.


https://doi.org/https://doi.org/10.1016/j.cnsns.2009.04.022

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

41

SOUZA, H. F. A. de. Sistemas Dinamicos e a Teoria do Caos: Uma Abordagem a partir
do Mapa Logistico e do Sistema de Lorenz. Repositério Institucional do Instituto
Federal do Amapa (IFAP), 2021. Citado 1 vez na pagina 15.

FIEDLER-FERRARA, N.; PRADO, C. P. C. do. Caos: uma introducao. S3o Paulo,
SP, Brasil: Editora Blucher, 1994. Citado 2 vezes nas paginas 16, 17.

CALOBA, L. P. Introduc3o ao uso de redes neurais na modelagem de sistemas
dindmicos e séries temporais. In: LIVRO de Minicursos do XIV Congresso Brasileiro de
Automatica. Natal, RN, Brasil: Sociedade Brasileira de Automatica, 2002. P. 1-52.
Citado 1 vez na pagina 17.

PAULA NETO, F. M. de. Dindmica e Caos em Redes Neuronais Artificiais Classicas e
Quanticas. Citado 1 vez na pagina 17.

KANDEL, E. R.; SCHWARTZ, J. H.; JESSELL, T. M.; SIEGELBAUM, S. A_;
HUDSPETH, A. J. Principles of neural science. New York, NY, USA: McGraw-Hill
Education, 2000. Citado 2 vez na pagina 18.

BEAR, M. F.; CONNORS, B. W.; PARADISO, M. A. Neuroscience. Philadelphia, PA,
USA: Lippincott Williams & Wilkins, 2007. Citado 1 vez na pagina 18.

THE Nobel Prize in Physiology or Medicine 1963. Stockholm, Sweden: Nobel Prize
Organization. https://www.nobelprize.org/prizes/medicine/1963/summary/.
Accessed: 2024-07-16. Citado 1 vez na pagina 19.

HODGKIN, A. L.; HUXLEY, A. F. Currents carried by sodium and potassium ions
through the membrane of the giant axon of Loligo. The Journal of Physiology,
v. 116, n. 4, p. 449, 1952. Citado 1 vez na pagina 19.

ERMENTROUT, G. B.; TERMAN, D. H. Mathematical foundations of
neuroscience. New York, NY, USA: Springer Science & Business Media, 2010. Citado

0 vez na pagina 19.

LIMA PRADO, T. de. Dinamica em rede de redes neuronais e acoplamentos de
redes biofisicas. 2016. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Parana. Citado 2
vezes nas paginas 21, 25.


https://www.nobelprize.org/prizes/medicine/1963/summary/

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

42

MIRA, J.; SANDOVAL, F. From Natural to Artificial Neural Computation:
International Workshop on Artificial Neural Networks, Malaga-Torremolinos,
Spain, June 7-9, 1995: Proceedings. Berlin, Alemanha: Springer Science & Business
Media, 1995. v. 930. Citado 1 vez na pagina 22.

BASSETT, D. S.; SPORNS, O. Network neuroscience. Nature Neuroscience, v. 20,
n. 3, p. 3563-364, 2017. Citado 2 vez na pagina 24.

LYNN, C. W.; BASSETT, D. S. The physics of brain network structure, function and
control. Nature Reviews Physics, v. 1, n. 5, p. 318, 2019. Citado 1 vez na pagina 24.

BULLMORE, E. T.; SPORNS, O. Complex brain networks: graph theoretical analysis of
structural and functional systems. Nature Reviews Neuroscience, v. 10, n. 3, p. 186,
2009. Citado 2 vez na pagina 24.

TOGNOLI, E.; KELSO, J. A. S. The metastable brain. Neuron, v. 81, n. 1, p. 35-48,
2014. Citado 1 vez na pagina 24.

CHIALVO, D. R. Emergent complex neural dynamics. Nature Physics, v. 6, n. 10,
p. 744-750, 2010. Citado 1 vez na pagina 24.

FONTENELE, A. J.; VASCONCELOQOS, N. A. P. de; FELICIANO, T.; AGUIAR, L. A. A,
SOARES-CUNHA, C.; COIMBRA, B.; PORTA, L. D.; RIBEIRO, S.; RODRIGUES, A. J;
SOUSA, N.; CARELLI, P. V.; COPELLI, M. Criticality between cortical states. Physical
Review Letters, v. 122, n. 20, p. 208101, 2019. Citado 1 vez na pagina 24.

WERNER, G. Metastability, criticality and phase transitions in brain and its models.
Biosystems, v. 90, n. 2, p. 496-508, 2007. Citado 1 vez na pagina 24.

LEVINA, A.; HERRMANN, J. M.; GEISEL, T. Dynamical synapses causing
self-organized criticality in neural networks. Nature Physics, v. 3, n. 12, p. 857-860,
2007. Citado 1 vez na pagina 24.

MARWAN, N. Recurrence plot techniques for the investigation of recurring
phenomena in the system earth. [S.I.]: Universitdt Potsdam, 2019. Citado 2 vezes

nas paginas 24, 25.



[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

43

ZBILUT, J. P.; ZALDIVAR-COMENGES, J.-M.; STROZZI, F. Recurrence quantification
based liapunov exponents for monitoring divergence in experimental data. Physics
Letters A, v. 297, n. 3, p. 173-181, 2002. Citado 1 vez na pagina 25.

ZBILUT, J. P.; WEBBER, C. L. Embeddings and delays as derived from quantification
of recurrence plots. Physics Letters A, v. 171, n. 3, p. 199-203, 1992. Citado 2 vezes
nas paginas 25, 26.

KOEBBE, M.; MAYER-KRESS, G. Use of recurrence plots in the analysis of time-series
data. In: SANTA Fe Institute Studies in the Sciences of Complexity-Proceedings Volume.
Santa Fe, NM, USA: Citeseer, 1992. v. 12, p. 361-361. Citado 2 vezes nas paginas 25,
26.

MINDLIN, G. M.; GILMORE, R. Topological analysis and synthesis of chaotic time
series. Physica D: Nonlinear Phenomena, v. 58, n. 1, p. 229-242, 1992. Citado 1

vez na pagina 25b.

MARWAN, N. Recurrence plot techniques for the investigation of recurring
phenomena in the system earth. 2019. Tese (Doutorado) — Universitat Potsdam.

Potsdam, Germany. Citado 1 vez na pagina 25.

CORSO, G.; PRADO, T.d. L.; LIMA, G. Z. d. S.; KURTHS, J.; LOPES, S. R.
Quantifying entropy using recurrence matrix microstates. Chaos: An Interdisciplinary
Journal of Nonlinear Science, AIP Publishing, v. 28, n. 8, 2018. Citado 1 vez na
pagina 25.

CRUZ, F. E. L. da. Estudo sobre o comprimento minimo das diagonais em
graficos de recorréncia. 2021. Tese (Doutorado) — Universidade Federal do Parana.
Citado 0 vez na pagina 27.



	Folha de rosto
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	ABSTRACT
	INTRODUÃ⁄Ã…O
	Sistemas DinÃ¢micos
	Sistema dinÃ¢mico em tempo contÃ nuo
	Sistema dinÃ¢mico em tempo discreto
	Expoente de Lyapunov
	Caos

	DinÃ¢mica Neuronal e Modelos MatemÃ¡ticos
	Modelo de Hodgkin-Huxley
	Modelo de Huber-Braun

	Modelos de Rede e RecorrÃªncia
	GrÃ¡fico de RecorrÃªncia
	Quantificadores de RecorrÃªncia
	Microestados de RecorrÃªncia

	Resultados e discussÃµes
	CONCLUSÃ…O
	REFERÊNCIAS

