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RESUMO

Em decorrência do aumento significativo de geração distribuída (GD) nos sistemas
de distribuição e subtransmissão, novos desafios surgem na análise dos sistemas
elétricos de potência, entre os quais se destaca a intensificação da interação entre os
sistemas de transmissão e distribuição (T&D), decorrente do caráter cada vez mais
ativo das redes de distribuição. Nesse contexto, este trabalho propõe uma metodologia
para estimação de estados em sistemas T&D baseada em uma formulação restrita
com informações a priori, solucionada pelo método do Tableau Esparso de Hachtel
combinado a técnicas de desacoplamento, aliando a eficiência computacional e esta-
bilidade numérica. A abordagem emprega uma nova interpretação da normalização
complexa por unidade (cpu), que possibilita a representação explícita de alimentadores
ativos e o processamento conjunto dos subsistemas, mesmo diante de diferenças de
parâmetros e níveis de relação X/R. Como contribuições complementares, este trabalho
também apresenta um estimador de estados restrito desacoplado para sistemas de
distribuição (SD) e a incorporação de uma estratégia processamento de erros gros-
seiros na estimação de estados irrestrita para SD baseada na extensão dos testes
geométricos para os resíduos desacoplados. Tal estratégia de processamento de erros
elimina a necessidade de sucessivas reestimações típicas de procedimentos tradicio-
nais, evidenciando a redução do esforço computacional. Para validar e demonstrar a
eficiência e desempenho das metodologias propostas, rotinas computacionais foram
implementadas e diversos testes e simulações conduzidos em diferentes SD e T&D,
considerando a representação monofásica e trifásica da rede elétrica.

Palavras-chaves: Estimação de estados; sistemas de distribuição; sistemas T&D;
método do tableau esparso, informações a priori ; métodos desacoplados; normalização
cpu.



ABSTRACT

Due to the significant increase of distributed generation (DG) in distribution and sub-
transmission systems, new challenges have emerged in electric power system analysis,
among which the intensification of the interaction between transmission and distribution
(T&D) systems stands out, driven by the increasingly active nature of distribution net-
works. In this context, this work proposes a state estimation methodology for integrated
T&D systems based on a constrained formulation with a priori information, solved
through the Sparse Hachtel Tableau method combined with decoupling techniques, thus
achieving both computational efficiency and numerical stability. The proposed approach
employs a novel interpretation of complex per-unit (cpu) normalization, which enables
the explicit representation of active feeders and the joint processing of subsystems,
even in the presence of differences in parameters and X/R ratio levels. As comple-
mentary contributions, this work also presents a restricted decoupled state estimator
for distribution systems (DS) and the incorporation of a gross error processing strat-
egy for unrestricted DS state estimation based on the extension of geometric tests to
decoupled residuals. This error-processing strategy eliminates the need for succes-
sive re-estimations typically required by conventional procedures, thereby reducing
the overall computational burden. To validate and demonstrate the effectiveness and
performance of the proposed methodologies, computational routines were implemented
and several tests and simulations were carried out on different DS and integrated T&D
systems, considering both single-phase and three-phase network representations.

Key-words: State estimation; distribution systems; T&D systems; sparse tableau
method; a priori information; decoupled methods; cpu normalization.
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1 INTRODUÇÃO

Na operação em tempo real do sistema elétrico de potência, uma ferramenta
crucial é o estimador de estados, responsável por processar um conjunto redundante
de medidas e fornecer uma estimativa do estado atual da rede através de processos
estatísticos. A partir das tensões complexas obtidas do estimador (e das demais
grandezas derivadas), é possível ter conhecimento, com precisão e confiabilidade, da
condição operacional atual do sistema elétrico, a fim de manter uma operação normal
e segura (Abur; Exposito, 2004). Desde a década de 1970, a partir das publicações
de Schweppe e Wildes (1970) que introduziram o conceito de estimação de estados
(EE) aplicado a sistemas elétricos de potência, muitos estudos e ferramentas foram
consolidados no âmbito da EE, sendo a maioria das formulações propostas para
sistemas de transmissão (ST).

Como historicamente os estimadores de estados disponíveis na literatura e na
indústria são majoritariamente voltados à operação dos ST, estes não são diretamente
aplicáveis em sistemas de distribuição (SD) (Hayes; Prodanovic, 2014; Majumdar; Pal,
2016) devido às características peculiares dos mesmos. Os SD são reconhecidos por
usualmente apresentarem operação radial, linhas curtas e com baixa relação X/R. São
tipicamente sistemas de grande dimensão com uma elevada quantidade de barras e
níveis de tensão (média e baixa tensão) (Della Giustina et al., 2014; Primadianto; Lu,
2016; Asada et al., 2022).

Somente a partir dos anos 90, trabalhos referentes à estimação de estados
para sistemas de distribuição (EESD) foram difundidos, inicialmente por Roytelman
e Shahidehpour (1993), Baran e Kelley (1994) e Lu et al. (1995). Desde então, diver-
sos estudos e esforços são dedicados à EESD para acompanhar as mudanças do
comportamento da rede frente aos novos desafios desses sistemas. Tais desafios
decorrem, notadamente, das produções de energia independentes que se conectam
nos SD, inserção de diversas fontes alternativas de energia na rede, das tecnologias
provenientes do conceito Smart Grid, bem como da difusão da geração distribuída, dos
veículos elétricos e das estratégias de gerenciamento pelo lado da demanda.

Essas transformações nas redes de distribuição têm tornado sua operação
mais complexa, evidenciando a necessidade de aprimorar os mecanismos de monitora-
mento e supervisão em tempo real desses sistemas, impulsionando as concessionárias
a modernizarem seus processos operacionais e implementarem Sistemas Avançados
de Gerenciamento da Distribuição (ADMS, do inglês Advanced Distribution Manage-
ment Systems) (Langner; Abur, 2020; Sharma et al., 2022). Nesse cenário, torna-se
indispensável o desenvolvimento de ferramentas específicas para a ESSD, capazes de
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lidar com as particularidades operacionais desses sistemas e de fornecer informações
confiáveis para suporte à tomada de decisão em tempo real.

Uma EE acurada depende de um processamento de erros eficiente. Testes
como o Qui-Quadrado e o teste do máximo resíduo normalizado são comumente
utilizados para detectar e identificar erros grosseiros em ST (Abur; Exposito, 2004),
os quais também foram avaliados para o processamento de erros em SD, como em
Nogueira et al. (2019), Ju et al. (2017) e Pau et al. (2018). No entanto, devido à
necessidade de uma nova reestimação para cada medida suspeita avaliada, o bem
conhecido teste do máximo resíduo normalizado pode se tornar computacionalmente
proibitivo, especialmente quando aplicado a redes de grande escala, como o caso dos
SD, uma vez que um único alimentador pode conter centenas ou mesmo milhares de
barras ou nós. Sendo assim, a grande dimensão dos SD impõe desafios adicionais
à inclusão do processamento de erros na EESD, visto que a redução nos esforços
computacionais necessários pelo próprio processo de EE e também pelas rotinas de
processamento de erros é vital para permitir a modelagem em tempo real desses
sistemas.

Outro aspecto que tem sido considerado refere-se ao impacto sobre a transmis-
são associado à elevada inserção de fontes renováveis na distribuição, como a questão
do desbalanceamento na fronteira entre transmissão e distribuição ocasionado pela
instalação de fontes de geração renováveis em uma única fase (Sharma et al., 2022) e
um aumento na interação bidirecional entre transmissão e distribuição (Lourenço et al.,
2010; Portelinha et al., 2019; Thakar et al., 2021), favorecido pela natureza ativa dos
SD. Desse modo, a necessidade de análises integradas de sistemas de transmissão e
distribuição (T&D) tem sido apontada em vários trabalhos na literatura, como Dugan
et al. (2010), Gomez-Exposito et al. (2011) e Miah et al. (2025).

Com um volume cada vez mais expressivo de Recursos Energéticos Distribuí-
dos (REDs), os operadores dos sistemas de distribuição (DSOs, do inglês Distribution
System Operators), passam a assumir um papel progressivamente mais ativo na ope-
ração do sistema elétrico. Assim, torna-se cada vez mais necessária a coordenação
e a cooperação entre os operadores da transmissão (TSOs, do inglês Transmission
System Operators) e dos DSOs, de modo a garantir a eficiência operacional como um
todo. A literatura recente já contempla diferentes propostas e modelos de coordenação
TSO-DSO, conforme discutido em Givisiez et al. (2020), além de relatórios técnicos
que abordam os aspectos de comunicação, troca de informações e regulamentações
entre esses agentes.

No panorama nacional, destaca-se recentemente um relatório que o Operador
Nacional do Sistema (ONS) disponibilizou, resultante de estudo conduzido por consul-
toria especializada, cujo foco foi sobre a interface TSO-DSO. O documento apresenta
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análises voltadas à integração operacional entre os sistemas de transmissão e distribu-
ição, incluindo experiências internacionais e modelos de coordenação adotados em
diferentes países (PSR Daimon, 2025). Esforços para desenvolver novas metodologias
capazes de performar análises combinadas ou integradas têm sido reportados, especi-
almente nos estudos de fluxo de potência. Entre as primeiras proposições para análise
de redes T&D no fluxo de potência têm-se Sun e Zhang (2008), Lourenço et al. (2010)
e Durce et al. (2011).

Outras áreas do sistema elétrico de potência também têm abordado e apre-
sentado soluções para a análise integrada T&D, como de fluxo de potência ótimo
(Mohseni-Bonab et al., 2020), simulações dinâmicas (Thakar et al., 2021), planeja-
mento (Muñoz-Delgado et al., 2021) e restauração de sistemas (Chen et al., 2024), por
exemplo, evidenciando a relevância dessa análise colaborativa. As iniciativas voltadas
à estimação de estados de sistemas T&D ainda são escassas (Singh et al., 1998; Sun;
Zhang, 2005; Zhang et al., 2022).

Entre os desafios destacados na literatura sobre a análise integrada de sis-
temas T&D está a heterogeneidade das fontes de dados, que apresentam diferentes
níveis de acurácia e redundância, podendo refletir nos valores de potência e tensão nas
barras de fronteira entre os sistemas de transmissão e distribuição (Sun; Zhang, 2005).
Além disso, destaca-se o desafio de garantir estabilidade numérica e eficiência compu-
tacional na implementação de um único algoritmo capaz de resolver conjuntamente
essas redes de elevada dimensionalidade (Sun; Zhang, 2005).

Para obtenção do estado da rede é necessário um conjunto de medidas re-
dundantes, nem sempre disponível na distribuição devido ao número de medidores
limitados (Majumdar; Pal, 2016). Historicamente, esse é um dos desafios para opera-
ção em tempo real. Muitas alternativas apresentadas em pesquisas exploram o uso
de pseudo-medidas (provenientes de dados históricos, por exemplo), o que, apesar
de aumentar a redundância do sistema, nem sempre correspondem aos valores em
tempo real (Lu et al., 1995). No entanto, a realidade da baixa redundância dos SD está
mudando, principalmente devido às iniciativas do conceito de Smart Grid aliadas às
novas fontes de dados nos SD, como medidas fasoriais sincronizadas e medidores
inteligentes. Recentemente, o uso das Avançadas Infra-estruturas de Medição (Ad-
vanced Metering Infrastructure, AMI) e das Unidades de Medição Fasorial (Phasor
Measurement Units, PMU) tem sido abordado, apresentando uma crescente tendência
para utilização na EESD.

Diante do paranoma apresentado, a seção seguinte enfatiza as motivações
que fundamentam o desenvolvimento desta pesquisa e as justificativas associadas às
escolhas metodológicas adotadas, culminando na seção subsequente que descreve as
contribuições propostas. O escopo deste trabalho abrange a EESD, o processamento
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de erros na EESD e, como núcleo da pesquisa, a estimação de estados integrada para
sistemas T&D.

1.1 MOTIVAÇÕES E JUSTIFICATIVAS

Conforme delineado na seção anterior, os sistemas elétricos de potência
vêm passando continuamente por mudanças estruturais e operacionais. Nos últimos
anos, impulsionada principalmente por fatores econômicos e ambientais, a integração
contínua de REDs aos sistemas de distribuição tem se intensificado, destacando-se a
ampla implantação de geração fotovoltaica de micro e minigeração, uma fonte renovável,
porém não despachável. Um dos efeitos desse tipo de geração intermitente nos SD
é o impacto no desempenho da regulação de tensão tanto na transmissão quanto na
distribuição. A interação entre ST e SD está cada vez mais complexa, reduzindo as
margens operacionais confiáveis da rede e influenciando não apenas a forma como
esses sistemas devem ser modelados e controlados, mas também a maneira como
seus operadores coordenam e trocam informações.

Consequentemente, esse cenário em evolução demanda desenvolvimento de
metodologias capazes de realizar modelagens e análises integradas de transmissão
e distribuição (T&D). A consideração conjunta desses sistemas implica um aumento
significativo na dimensão e na complexidade do problema de EE, exigindo metodologias
capazes de processar, de forma integrada, redes com diferentes características. Assim,
além da capacidade de representar adequadamente os sistemas T&D, torna-se funda-
mental uma ferramenta que apresente, também, eficiência computacional compatível
com os requisitos da operação em tempo real do sistema elétrico.

Com base nas evoluções de infraestrutura e equipamentos de medições em
sistemas de distribuição, juntamente com a necessidade de monitoramento destas
redes, têm-se maiores investimentos na instalação de medidores nos SD, o qual está
evoluindo no sentido de se tornar cada vez mais observável e com nível de redundância
adequada ao processamento de erros. Sendo assim, este trabalho considera este
cenário, no qual os sistemas de distribuição são observáveis1.

O problema de EE é tradicionalmente abordado via método dos Mínimos
Quadrados Ponderados (MQP) irrestrito, derivando assim a Equação Normal de Gauss
(Abur; Exposito, 2004). Dentro dessa formulação, as medidas virtuais, que incluem
medições livres de erros, como as barras de injeção nula, bastante recorrentes em SD
(Langner; Abur, 2020; Hebling, 2022), são tratadas de forma semelhante às medidas
convencionais. Entretanto, recebem pesos mais elevados, de modo a garantir que
1 Entende-se por sistema observável aquele que possui um conjunto de medições disponível contendo

informações suficientes para permitir a determinação única das variáveis de estados do sistema,
usualmente as magnitudes e os ângulos das tensões em todas as barras (Abur; Exposito, 2004).
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sua exatidão se reflita adequadamente nos estados estimados. Esse uso de pesos
distintos, por sua vez, pode introduzir instabilidades numéricas na matriz ganho na
solução clássica via Equação Normal (Abur; Exposito, 2004).

Visando aprimorar a robustez numérica do estimador, foram desenvolvidas
formulações de EE restrita, com soluções alternativas como o Método da Matriz Au-
mentada, inicialmente proposto por Gjelsvik et al. (1985). Esse método incorpora à
formulação dos MQP restrições estruturais (relacionadas a injeções nulas), bem como
equações dos resíduos das medições. A inclusão de medidas virtuais como restrições
de igualdade elimina a necessidade de atribuir pesos elevados a essas medidas e
os problemas numéricos decorrentes dessas. Neste trabalho a solução via Método
de Hachtel, Método do Tableau Esparso e Método do Tableau referem-se à mesma
formulação.

Informações prévias dos estados da rede (módulo e ângulo das tensões nas
barras do sistema), denominadas como informações a priori, foram introduzidas o pro-
cesso de EE restrita em Lourenço (2001). O emprego dessas informações no problema
de EE restrito contribuem para um melhor condicionamento numérico, fortalecendo a
diagonal da matriz de coeficientes da EE restrita, ou seja, da matriz de Hachtel. Esses
avanços são também considerados na formulação do presente trabalho de pesquisa.

A eficiência computacional constitui um requisito fundamental para a operação
em tempo real. Esse aspecto torna-se ainda mais crítico quando se tratam de sistemas
de grande porte, com elevado número de nós ou barras, nos quais o aumento dimensio-
nal do problema impacta diretamente o tempo de processamento. Sob essa perspectiva,
os métodos desacoplados destacam-se por reduzirem significativamente o esforço
computacional e a dimensão das matrizes a serem resolvidas em cada iteração. Os
métodos desacoplados são aplicáveis naturalmente em ST, os quais apresentam con-
dutores com elevada razão X/R e consequente baixa sensibilidade PV e Qθ, permitindo
as simplificações nas matrizes Jacobiana ou ganho (Garcia et al., 1979).

A normalização complexa por unidade (cpu), apresentada em Tortelli et al.
(2015), que viabilizou a aplicação efetiva do fluxo de potência desacoplado rápido à SD,
pode também ser efetivamente estendida para o processo de EE via MQP irrestrito,
como demonstrado em Nogueira (2019) e Lourenço et al. (2022). Neste trabalho, a
normalização cpu é empregada na EESD restrita com solução via Tableau desacoplado
com informações a priori e em uma nova abordagem na EE para sistemas T&D.

A redução nos esforços computacionais também se estende às rotinas de pro-
cessamento de erros propostas neste trabalho, que contempla a extensão dos testes
geométricos para a formulação da EESD desacoplada. A novidade reside na interpre-
tação geométrica dos resíduos desacoplados, em associação com a normalização
cpu. O teste de colineariedade é simples e apresenta um custo computacional muito
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baixo em relação aos testes clássicos de identificação de erros, visto que podem ser
realizados sem a necessidade de reestimações, procedimento que se torna inevitável
quando se utiliza o método sequencial de detecção e eliminação do teste do máximo
resíduo normalizado.

As motivações e justificativas aqui apresentadas fundamentam o desenvolvi-
mento das proposições deste trabalho de pesquisa, as quais são elencadas na seção
seguinte, onde são apresentadas as contribuições decorrentes do trabalho.

1.2 PROPOSIÇÃO E CONTRIBUIÇÕES

Diante das motivações e justificativas apresentadas na seção anterior, este
trabalho propõe o desenvolvimento de um estimador de estados baseado no método
dos Mínimos Quadrados Ponderados com restrições. A ferramenta proposta processa
conjuntamente os sistemas T&D por meio de um algoritmo unificado, capaz de lidar
com as diferenças de parâmetros e níveis de carregamento da rede através de uma
nova abordagem da normalização complexa por unidade (cpu).

A metodologia proposta baseia-se na estimação de estados restrita com infor-
mações a priori e solução via método do Tableau Esparso de Hachtel, e o integra, neste
trabalho, ao método desacoplado rápido, resultando no estimador de estados restrito
para sistemas T&D com solução via Método de Hachtel desacoplado (EEDR-T&D).
A proposta inclui, além da modelagem monofásica do sistema, a extensão para a
representação trifásica, abordando os desafios de heterogeneidade topológica.

Em complemento à principal proposição deste trabalho, têm-se contribuições
adjacentes: processamento de erros na estimação de estados desacoplada irrestrita em
sistemas de distribuição e o estimador de estados restrito para sistemas de distribuição
com solução via Método de Hachtel desacoplado (EEDR-SD).

Este trabalho apresenta ainda uma extensão da interpretação geométrica
dos multiplicadores de Lagrange para os resíduos do estimador de estados irrestrito
na versão desacoplada, com foco em sistemas de distribuição. O uso dos métodos
desacoplados é viabilizado pela normalização cpu, a qual é aplicada como um pré-
processamento das grandezas. O processamento de erros consiste no uso dos testes
geométricos, empregado na etapa de identificação de erros grosseiros, além de garantia
da inclusão destes na formação de conjuntos suspeitos, definidos com o objetivo de
reduzir o espaço de busca durante o processamento de erros.

Frente à necessidade de algoritmos capazes de atender às carências da
estimação de estados para SD somados aos requerimentos de alto desempenho com-
putacional na operação em tempo real, este trabalho propõe, também, um estimador
de estados restrito para sistemas de distribuição solucionado via Método do Tableau
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com informações a priori, na versão desacoplada e com uso da normalização cpu.

Sendo assim, as principais contribuições deste trabalho podem ser sintetizadas
a seguir:

• Ferramenta unificada para estimação de estados para sistemas T&D, a partir de
uma nova abordagem da normalização cpu;

• Redução do esforço computacional associado ao processo de estimação de
estados para sistemas de distribuição através da formulação desacoplada do
estimador de estados restrito, tornando as matrizes envolvidas na solução via
Método do Tableau constantes durante o processo iterativo;

• Corroboração do uso da normalização cpu como técnica que viabiliza o desaco-
plamento das grandezas na estimação de estados para sistemas de distribuição,
estendendo o desacoplamento também à etapa de processamento de erros via
testes geométricos;

• Combinação da eficiência e simplicidade dos testes geométricos para o pro-
cessamento de erros com as vantagens computacionais oriundas dos métodos
desacoplados;

• Eliminação da necessidade de sucessivas reestimações no processamento de
erros através dos testes geométricos.

1.3 ESTRUTURA DA TESE

Este documento é composto por 7 capítulos. O Capítulo 1 apresenta um pano-
rama introdutório da pesquisa, destacando suas motivações e principais contribuições.
O Capítulo 2 corresponde aos fundamentos básicos relacionados à estimação de esta-
dos em sistemas elétricos de potência, incluindo a etapa de processamento de erros.
O Capítulo 3 apresenta a modelagem dos principais componentes da rede elétrica (na
representação monofásica e trifásica), além de abordar os princípios da normalização
cpu.

Os próximos capítulos são dedicados às contribuições decorrentes da pesquisa,
juntamente com suas respectivas simulações e resultados. No Capítulo 4 encontra-se a
proposta de processamento de erros na estimação de estados desacoplada irrestrita via
testes geométricos para sistemas de distribuição. O Capítulo 5 apresenta a formulação
do estimador de estados restrito, para sistemas de distribuição, solucionado via Método
do Tableau desacoplado. No Capítulo 6 apresenta-se a proposta do estimador de
estados restrito para sistemas T&D, bem como a nova abordagem da normalização
cpu.
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Por fim, o Capítulo 7 apresenta as conclusões gerais referentes a esse trabalho,
as publicações decorrentes da pesquisa e as perspectivas futuras.
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2 ESTIMAÇÃO DE ESTADOS EM SISTEMAS ELÉTRICOS DE POTÊNCIA

Este capítulo apresenta os fundamentos básicos de estimação de estados
(EE) em sistemas elétricos de potência, com destaque para aqueles relacionados aos
desenvolvimentos propostos neste trabalho. Ao longo do capítulo, são descritas as
formulações do método baseado em mínimos quadrados ponderados e a aplicação
dos métodos desacoplados. Tamém são abordadas formulações alternativas, como a
estimação de estados restrita, bem como os métodos tradicionais aplicados a sistemas
de distribuição. Por fim, o capítulo trata do processamento de erros, com técnicas de
detecção e identificação de erros grosseiros em medidas.

2.1 ESTIMAÇÃO DE ESTADOS CLÁSSICA

Esta seção apresenta a formulação clássica da estimação de estados, baseada
no bem-estabelecido método dos Mínimos Quadrados Ponderados (MQP).

As quantidades medidas podem ser representados através de um modelo de
incerteza de medição, ou seja (Monticelli, 1999; Abur; Exposito, 2004):

z = z0 + η (2.1)

onde z é o vetor das quatidades medidas, z0 é o vetor dos valores verdadeiros das
quantidades medidas e η é o vetor associado à incerteza do processo de medição.

Os erros de medição são atribuídos diretamente ao processo de medição,
estando associados à imprecisão dos medidores, falhas de comunicação e efeitos
relacionados à conversão analógico-digital, por exemplo (Schweppe; Wildes, 1970;
Lourenço, 2001). A distribuição normal com média zero é frequentemente utilizada para
modelar os erros de medição:

E(η) = 0 E(ηηT ) = R (2.2)

em que E(.) é o valor esperado e R é a matriz de covariância dos erros de medição.

O vetor dos valores verdadeiros, z0, pode ser expresso através de funções
não lineares que relacionam as quantidades medidas às variáveis de estado, h(.),
sendo assim, o modelo de medição do processo de estimação de estados é dado por
(Monticelli, 1999):

z = h(x) + η (2.3)
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O vetor de estados estimados, x̂, é obtido pela minimização da soma ponderada
dos quadrados dos resíduos, buscando o melhor ajuste entre o modelo de medição do
sistema. O vetor de resíduos de medição é definido por:

r = z − h(x̂) (2.4)

Assim, a formulação clássica da EE via MQP consiste em minimizar a seguinte
função objetivo (Abur; Exposito, 2004; Monticelli, 1999):

J(x̂) = [z − h(x̂)]TR−1[z − h(x̂)] (2.5)

Aplicando as condições de otimalidade de primeira ordem, tem-se:

g(x̂) = ∇J(x̂) =
∂J(x̂)

∂x̂
= −HT (x̂)R−1

m [zm − hm(x̂)] = 0 (2.6)

onde H(x̂) é a matriz Jacobiana, definida por:

H(x̂) =
∂h(x̂)

∂x̂
(2.7)

O problema não-linear dado em (2.6) pode ser resolvido iterativamente pelo
método de Gauss-Newton, que leva ao seguinte sistema linear:

G(x̂k)Δx̂k = T (2.8)

onde k é o contador de iterações, G(x̂k) a matriz Hessiana de J(x̂), conhecida como
matriz ganho, dada por:

G(x̂k) =
∂g(x̂k)

∂x̂k
= [HT (x̂k)R−1

m H(x̂k)] (2.9)

e o vetor do lado direito, T , dado por:

T = [HT (x̂k)R−1
m (zm − h(x̂k)] (2.10)

A partir de (2.8), determina-se o incremento do vetor de estados, Δx̂, que
permite a atualização dos estados estimados a cada iteração, ou seja:

x̂k+1 = x̂k +Δx̂k (2.11)

até que o critério de convergência a seguir seja satisfeito, onde ε é a tolerância desejada.
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|Δx̂k ≤ ε| (2.12)

2.2 MÉTODOS DESACOPLADOS NA ESTIMAÇÃO DE ESTADOS CLÁSSICA

A estimação de estados está inserida na modelagem e operação em tempo
real de sistemas elétricos de potência. Dessa forma, a preocupação com custo compu-
tacional exigida para solução da EE é um fator condicionante para sua aplicabilidade.
O maior custo computacional associado ao método clássico dos Mínimos Quadrados
Ponderados, discutido na seção anterior, está relacionado ao cáculo e fatoração da
matriz ganho (Abur; Exposito, 2004). Como os valores da matriz ganho não se alteram
significativamente durante o processo iterativo, uma forma de reduzir esse custo é
manter a matriz ganho constante, calculada na partida plana (Abur; Exposito, 2004).
Além disso, em sistemas de transmissão de alta e extra-alta tensão, as linhas de trans-
missão apresentam uma alta relação X/R que resultam em uma baixa sensibilidade
das medidas ativas (reativas) em relação à magnitude de tensão (ângulo das fases).
A partir da baixa sensibilidade PV e Qθ e da possibilidade de manter a matriz ganho
constante, surgiram os métodos desacoplado e desacoplado rápido (Horisberger et al.,
1976; Monticelli; Garcia, 1990; Garcia et al., 1979).

Na formulação desacoplada da EE, o vetor de estados, o vetor de medidas e
o vetor correspondente às equações são particionados conforme a natureza ativa e
reativa das grandezas (Garcia et al., 1979):

xA =
[
θ
]

xR =
[
V
]

(2.13)

zA =

[
zAfluxo
zAinj

]
zR =

⎡
⎢⎣
zRfluxo
zRinj

zV mag

⎤
⎥⎦ (2.14)

hA(x) =

[
Pfluxo

Pinj

]
hR(x) =

⎡
⎢⎣
Qfluxo

Qinj

Vmag

⎤
⎥⎦ (2.15)

onde os sobrescritos A e R indicam a partição ativa e reativa, respectivamente.

A matriz de covariância R é particionada em sua diagonal da seguinte maneira
(Garcia et al., 1979):

R =

[
RA 0

0 RR

]
(2.16)
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As matrizes Jacobiana e ganho correspondentes podem ser representadas
por:

H =

[
HAA HAR

HRA HRR

]
G =

[
GAA GAR

GRA GRR

]
(2.17)

onde as submatrizes correspondentes são dadas por:

HAA =
∂hA(x)

∂θ
HAR =

∂hA(x)

∂V
HRA =

∂hR(x)

∂θ
HRR =

∂hR(x)

∂V
(2.18)

GAA = HT
AA(R

A)−1HAA +HT
RA(R

R)−1HRA

GAR = HT
AA(R

A)−1HAR +HT
RA(R

R)−1HRR

GRA = HT
AR(R

A)−1HAA +HT
RR(R

R)−1HRA

GRR = HT
RR(R

R)−1HRR +HT
AR(R

A)−1HAR

(2.19)

A aplicação das linearizações e aproximações de desacoplamento (bem co-
nhecidas no problema de fluxo de potência) diretamente na matriz Jacobiana ou na
matriz ganho, levou a duas versões do estimador de estados desacoplado: desacoplado
no modelo e desacoplado no algoritmo (Garcia et al., 1979; Monticelli; Garcia, 1990),
descritos a seguir.

• Desacoplado no modelo ⇒ submatrizes HAR e HRA são desprezadas, resul-
tando em:

H =

[
HAA 0

0 HRR

]
(2.20)

Essa simplificação implica em aproximações tanto na matriz ganho como no
vetor do lado direito (nas equações (2.21) e (2.23)) na solução do problema de EE via
MQP, tornando as matrizes ganho e Jacobiana desacopladas e constantes ao longo do
processo iterativo. Assim, a EE desacoplada no modelo é resolvida através da solução
iterativa de dois subproblemas ativo e reativo, conforme descrito a seguir:

Subproblema ativo:

GA
modeloΔxA = TA

modelo (2.21)

onde:
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GA
modelo = HT

AA(R
A)−1HAA

TA
modelo = HT

AA(R
A)−1[zA − hA]

(2.22)

Subproblema reativo:

GR
modeloΔxR = TR

modelo (2.23)

onde:

GR
modelo = HT

RR(R
R)−1HRR

TR
modelo = HT

RR(R
R)−1[zR − hR]

(2.24)

O acoplamento Pθ e QV pode ser explorado diretamente no cálculo das
matrizes ganho, chegando-se no método desacoplado no algoritmo, conforme descrito
a seguir.

• Desacoplado no algoritmo ⇒ submatrizes GAR e GRA são desprezadas, resul-
tando em:

G =

[
GAA 0

0 GRR

]
(2.25)

Diferentemente do desacoplado no modelo, não são realizadas aproximações
no vetor do lado direito, o qual é recalculado a cada iteração. Os seguintes subproble-
mas são resolvidos nessa abordagem:

Subproblema ativo:

GA
algoritmoΔxA = TA

algoritmo (2.26)

onde:

GA
algoritmo = HT

AA(R
A)−1HAA +HT

RA(R
R)−1HRA

TA
algoritmo =

[
HT

AA

HT
RA

]
(RA)−1[zA − hA]

(2.27)

Subproblema reativo:

GR
algoritmoΔxR = TR

algoritmo (2.28)
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onde:

GR
algoritmo = HT

RA(R
A)−1HAR +HT

RR(R
R)−1HRR

TR
algoritmo =

[
HT

AR

HT
RR

]
(RR)−1[zR − hR]

(2.29)

2.3 FORMULAÇÕES ALTERNATIVAS DA ESTIMAÇÃO DE ESTADOS

A solução do problema de EE pelo método dos MQP irrestrito, via Equação
Normal e conforme demonstrado na Seção 2.1, pode apresentar instabilidades numéri-
cas em certas circunstâncias. Uma das limitações da Equação Normal está relacionada
aos altos pesos atribuídos às medidas virtuais (como as barras de injeção nula), o que
leva ao mau condicionamento da matriz ganho. Sendo assim, nas próximas subseções
serão apresentadas algumas formulações alternativas que visam maior robustez na
solução do problema de EE.

2.3.1 Estimação de Estados Restrita

A solução alternativa do MQP com restrição de igualdade foi inicialmente
apresentada em Aschmoneit et al. (1977), no qual o problema de EE é formulado por:

minimizar J(x̂) = [z − h(x̂)]TR−1[z − h(x̂)]

sujeito a c(x̂) = 0
(2.30)

onde a restrição c(.) representa o vetor das restrições de igualdade, composto pelas
medidas virtuais, como barras de injeção nula, as quais são excluídas do conjunto de
medidas convencionais.

O problema (2.30) pode ser resolvido pelo método Lagrangeano através da
atribuição de multiplicadores de Lagrange para o vetor das restrições de igualdade,
c(x̂), chegando na função Lagrangeana do problema, ou seja:

L(x̂, λ) = J(x̂)− λT c(x̂) (2.31)

Aplicando as condições de otimalidade de primeira ordem, tem-se (Abur; Expo-
sito, 2004):

∂L(x̂, λ)
∂x̂

= 0 ⇒ HT (x̂)R−1[z − h(x̂)] + CT (x̂)λ = 0 (2.32)

∂L(x̂, λ)
∂λ

= 0 ⇒ c(x̂) = 0 (2.33)
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sendo C(x̂) a Jacobiana de c(x̂).

Aplicando o método de Gauss-Newton, o conjunto de equações não-lineares
apresentadas em (2.32) e (2.33) é resolvido iterativamente através da solução do
seguinte sistema linear:

[
HT (x̂k)R−1H(x̂k) CT (x̂k)

C(x̂k) 0

][
Δx̂k

−λk

]
=

[
HTR−1[z − h(x̂k)]

−c(x̂k)

]
(2.34)

A remoção dos pesos associados às medidas virtuais traz uma robustez nu-
mérica ao processo de solução da estimação de estados muito superior a dos MQP
tradicionais, uma vez que elimina a necessidade de atribuição de pesos elevados
para essas informações, quando comparados às medidas convencionais. Além disso,
o condicionamento numérico da matriz de coeficientes da equação (2.34) pode ser
melhorado através de um fator α obtido via (Abur; Exposito, 2004):

α =
1

maxR−1
ii

ou α =
m∑m

i=1 R
−1
ii

(2.35)

Neste caso o termo R−1 é substituído por αR−1 no sistema linear de (2.34). O
fator também multiplica o multiplicador de Lagrange λ.

Outra alternativa apresentada na literatura é o Método da Matriz Aumentada
de Hachtel. Proposto inicialmente em Gjelsvik et al. (1985), o método adiciona na
formulação dos Mínimos Quadrados Ponderados com restrições de igualdade não
somente as medidas virtuais mas também as equações dos resíduos de medição, de
forma que o problema de otimização passa a ser representado por (Clements; Costa,
1998):

minimizar
1

2
rm

TR−1
m rm

sujeito a rm = zm − hm(x̂)

he(x̂) = 0

(2.36)

sendo:
zm: o vetor das medidas convencionais (m x 1);
hm: o vetor de funções não lineares que relacionam as quantidades medidas às variá-
veis de estado x (m x 1);
he:o vetor que representa as restrições estruturais, como as barras de injeção nula e
barras de referência (me x 1);
Rm: a matriz de covariância dos erros de medição (m x m);
x̂: vetor de estimativas dos estados (n x 1), em que n = 2nb − 1, uma vez que uma das
barras do sistema elétrico é escolhida como referência angular;
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m, nb e me: número de medidas convencionais, número de barras do sistema elétrico e
número de restrições estruturais, respectivamente.

A função Lagrangeana que representa o problema (2.36) pode ser descrita por:

L =
1

2
rm

TR−1
m rm + λT

m(zm − hm(x̂)− rm) + λT
e (−he(x̂)) (2.37)

onde:
λm: vetor contendo os multiplicadores de Lagrange associados às medidas (m x 1);
λe: vetor contendo os multiplicadores de Lagrange associados às restrições estruturais
(me x 1).

Diferenciando a função (2.37) para obtenção das condições de otimalidade de
primeira ordem, tem-se as seguintes equações não lineares:

∂L
∂r

= 0 ⇒ R−1
m rm − λm = 0 (2.38)

∂L
∂x

= 0 ⇒ −HT
m(x̂)λm −HT

e (x̂)λe = 0 (2.39)

∂L
∂λm

= 0 ⇒ zm − hm(x̂)− rm = 0 (2.40)

∂L
∂λe

= 0 ⇒ −he(x̂) = 0 (2.41)

onde:

Hm(x̂) =
∂hm(x̂)

∂x̂
He(x̂) =

∂he(x̂)

∂x̂
(2.42)

A equação (2.38) pode ser reescrita como:

rm = Rmλm (2.43)

Eliminando a variável rm através da substituição fornecida em (2.43) e lineari-
zando o problema em relação a um ponto x̂k, tem-se:

zm − hm(x̂
k)−Hm(x̂)Δx̂−Rmλm = 0 (2.44)

he(x̂
k) +He(x̂

k)Δx̂ = 0 (2.45)
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HT
m(x̂

k)λm +HT
e (x̂

k)λe = 0 (2.46)

Agrupando as Jacobianas, matrizes de covariância, multiplicadores de La-
grange e resíduos, tem-se:

H =

[
Hm(x̂

k)

He(x̂
k)

]
R =

[
Rm 0

0 Re

]
λ =

[
λm

λe

]
rk =

[
zm − hm(x̂

k)

−he(x̂
k)

]
(2.47)

Dessa forma, as estimativas para os estados, juntamente com os multiplcadores
de Lagrange podem ser obtidos resolvendo iterativamente o seguinte sistema linear:

[
0 HT

H R

][
Δx̂

λ

]
=

[
0

rk

]
(2.48)

Os estados são atualizados a cada iteração até que a convergência seja obtida,
ou seja:

x̂k+1 = x̂k +Δx̂ (2.49)

Nessa formulação o escalar apresentado em (2.35) também pode ser adi-
cionado para melhorar o condicionamento numérico, substituindo-se R por α−1R e
premultiplicando os multiplicadores de Lagrange, ou seja, λs = αλ. Assim, tem-se:

[
0 HT

H α−1R

][
Δx̂

λs

]
=

[
0

rk

]
(2.50)

2.3.2 Estimação de Estados Restrita com Informações a priori

Informações prévias a respeito das variáveis de estado (magnitudes e ângulos
das tensões nas barras), podem ser incluídas no processo de estimação de estados
(Lourenço, 2001). Essas informações a priori foram modeladas na estimação de
estados generalizada (EEG) restrita por um termo adicional na função objetivo em
Lourenço (2001). Nessa abordagem, que adota a EEG onde a rede é modelada no
nível de seção de barras, o problema de EE restrito é formulado por:

minimizar J(x̂) =
1

2
rm

TR−1
m rm +

1

2
(x̂− x̄)TP−1(x̂− x̄)

sujeito a rm = zm − hm(x̂)

he(x̂) = 0

ho(x̂) = 0

(2.51)
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onde:
x̂: o vetor dos estados estimados, que compreende as magnitudes e ângulos das ten-
sões nas barras e os fluxos de potência ativa e reativa através de chaves e disjuntores
modelados explicitamente;
x̄: o vetor das informações a priori para os estados;
P : a matriz de covariância dos estados a priori ;
ho(x̂): é o vetor que representa as restrições operacionais, relacionadas aos status
aberto e fechado dos disjuntores.

Na ausência de melhores informações prévias sobre os estados da rede,
a partida plana pode ser adotada como informação a priori, ou seja, 1 p.u. para
magnitudes das tensões nas barras e zero radianos para os ângulos. Para definir os
valores correspondentes na matriz de covariância P , assume-se que as informações a
priori são não correlacionadas e uniformemente distribuídas no intervalo [a, b], onde
a e b definem um limite inferior e superior para as variáveis de estado sob condições
estáveis, e x̄ é o valor médio desse intervalo, ou seja:

x̄ =
1

2
(a+ b) (2.52)

Os extremos dos intervalos podem ser definidos, por exemplo, por [0, 9; 1, 1]
para magnitude de tensão e [−π/2; π/2] para ângulo de fase.

Assim, a matriz de covariância das informações a priori, P , é uma matriz diago-
nal com seus elementos definidos pelas variâncias dessas informações, determinadas
por (Lourenço, 2001):

σ2 =
(b− a)2

12
(2.53)

A função Lagrangeana que expressa as condições de solução ótima do pro-
blema de EEG restrita com informações a priori representado pela equação (2.51) é
dada por (Lourenço, 2001):

L = J(x̂)−1

2
rm

TR−1
m rm+

1

2
(x̂−x̄)TP−1(x̂−x̄)+λT

m(zm−hm(x̂)−rm)+λT
e (−he(x̂))+λT

o (−ho(x̂))

(2.54)

Empregando as condições de otimalidade de primeira ordem, tem-se:

∂L
∂r

= 0 ⇒ R−1
m rm − λm = 0 (2.55)

∂L
∂x

= 0 ⇒ P−1(x̂− x̄)−HT
m(x̂)λm −HT

e (x̂)λe −HT
o (x̂)λo = 0 (2.56)
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∂L
∂λm

= 0 ⇒ zm − hm(x̂)− rm = 0 (2.57)

∂L
∂λe

= 0 ⇒ −he(x̂) = 0 (2.58)

∂L
∂λo

= 0 ⇒ −ho(x̂) = 0 (2.59)

Seguindo o algoritmo do Tableau Esparso de Hachtel, obtém-se:

[
−P−1 HT

H R

][
Δx̂

λ

]
=

[
−P−1(x̄− x̂k)

rk

]
(2.60)

Por fim, o problema de estimação de estados em sua representação monofásica
da rede é solucionado de forma iterativa através do sistema linear descrito na equação
(2.60), em que os estados são atualizados conforme dado na equação (2.49).

Conforme discutido em Lourenço (2001), o uso das informações a priori con-
forme descrito acima contribui para a melhoria do condicionamento numérico da matriz
do Tableau Esparso, mantendo inalterada a dimensão do problema. Além disso, essas
aliviam os efeitos degradantes dos conjuntos críticos durante o processo de identifica-
ção de erros de modelagem.

2.4 ESTIMAÇÃO DE ESTADOS PARA SISTEMAS DE DISTRIBUIÇÃO

Na literatura, a maioria das propostas para a estimação de estados baseia-se
no método dos MQP. Além disso, embora vários métodos estejam bem estabelecidos
na indústria, eles foram consolidados majoritariamente para sistemas de transmis-
são, não sendo diretamente aplicáveis aos sistemas de distribuição em virtude das
características destas redes. Tradicionalmente, as redes de distribuição apresentam
desbalanceamento entre as cargas, topologia predominantemente radial, baixa quan-
tidade de dispositivos de medição, baixa razão X/R e grande número de nós (Della
Giustina et al., 2014; Primadianto; Lu, 2016; Asada et al., 2022).

Neste cenário, duas abordagens são clássicas e recorrentes no âmbito da
EESD (Muscas et al., 2015; Primadianto; Lu, 2016; Asada et al., 2022): estimador de
estados baseado nas correntes dos ramos e o estimador de estados baseado na matriz
de admitância.

2.4.1 Estimador de Estados Baseado em Correntes de Ramo

O estimador de estados baseado em correntes de ramo é uma alternativa à
formulação clássica de EE, a qual comumente é estruturada em função das tensões
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nodais. Já nesse método, as correntes complexas que fluem nos ramos são considera-
das variáveis de estado. Proposto inicialmente por Baran e Kelley (1995), este método
considera o modelo trifásico dos alimentadores da distribuição, um número reduzido de
medidas (em sua maioria de corrente) e topologia radial da rede (Asada et al., 2022).
Nas primeiras proposições, as medidas de tensão eram desconsideradas.

O vetor de medidas, z, é então convertido em medidas equivalentes de corrente
(Asada et al., 2022), sendo assim, tem-se:

• Medidas de injeção de potência:

IRe
k + jIImk = (

Pk + jQk

V̇k

)∗ (2.61)

• Medidas de fluxo de potência:

IRe
km + jIImkm = (

Pkm + jQkm

V̇k

)∗ (2.62)

onde os sobrescritos Re e Im referentes à parte real e imaginária da corrente, respecti-
vamente, da barra k e ramo km da rede elétrica.

Mesmo com o vetor de medidas equivalentes, que é atualizado a cada iteração
devido à sua dependência da tensão complexa da barra, as matrizes Jacobiana e
ganho são mantidas constantes (Almeida; Ochoa, 2016), reduzindo, portanto, significa-
tivamente o custo computacional (Asada et al., 2022). A solução do problema de EE
baseado nas correntes de ramo pode ser solucionada pelo método dos MQP, por meio
da Equação Normal ou, em situações particulares de instabilidade numérica, através
do Tableau Esparso, conforme demonstrado em Asada et al. (2022).

Desde a proposição em Baran e Kelley (1995), outros trabalhos aperfeiçoaram
essa formulação. Lin et al. (2001) dividem o problema do estimador de estados baseado
nas correntes em seis equações independentes, segregando o problema em parte real
e imaginária para cada fase. Somente em Teng (2002) as medidas de tensão foram
tratadas, onde o estimador baseado nas correntes foi modelado utilizando apenas
matrizes de coeficientes constantes. Em Baran et al. (2009), o qual também inclui as
medidas de tensão, a atualização das matrizes Jacobiana e ganho são requeridas
durante o processo iterativo.

Usualmente, no método baseado em correntes de ramo, as variáveis de estados
são as partes reais e imaginárias das correntes em sua forma retangular, enquanto
as magnitudes de tensão, fluxos e injeções de potência são convertidas em medidas
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equivalentes de injeção de corrente. Devido a isso, a solução desses estimadores,
que requer a transformação de todas as demais medidas, implica em imprecisões e
modelos não exatos das redes de distribuição.

2.4.2 Estimador de Estados Baseado na Matriz de Admitância

O estimador de estados baseado na matriz de admitância, inicialmente proposto
por Lu et al. (1995), é um método mais abrangente que utiliza a matriz de admitância
como modelo central do sistema para a formulação da estimação de estados. Nessa
formulação, as tensões nodais complexas na forma retangular são definidas como
variáveis de estado e todas as medidas são transformadas em medidas equivalentes
de corrente e tensão para se adaptarem à formulação da matriz de admitância, ou seja:

I = Y.V (2.63)

Nesse método, as admitâncias shunt são adicionadas à matriz de admitâncias
e seu efeito é considerado na Jacobiana. As medidas equivalentes são modeladas da
seguinte maneira:

IRe
k,i + jIImk,i = (

Pk,i + jQk,i

V̇k,i

)∗ − (YkV̇k) (2.64)

onde Pk,i e Qk,i são as injeções de potência ativa e reativa, respectivamente, medidas
na barra k e fase i, V̇k,i é a tensão complexa na barra k e fase i, Yk é a matriz que
contém a associação de todas as admitâncias shunt conectadas à barra k e V̇k é o
vetor de tensão complexa.

Assim como no estimador de estado baseado em correntes de ramo, o estima-
dor baseado na matriz de admitâncias pode ser solucionado pela Equação Normal ou
Tableau Esparso (Asada et al., 2022). Apesar da formulação apresentar uma Jacobiana
constante e performance computacional melhor em relação método baseado nas cor-
rentes (Asada et al., 2022), esta requer um número elevado de medidas, obrigando o
uso de pseudomedidas com pesos fixados no MQP diferentes das medidas em tempo
real.

Posteriormente, Almeida e Ochoa (2016) propuseram um estimador para SD
trifásico que utiliza o conceito do fasor de rotação para obter medidas equivalentes de
medidas de tensão trifásicas, melhorando as características de convergência além de
manter as matrizes ganho e Jacobiana constantes. Apesar desse método ser aplicável
também em redes fracamente malhadas, problemas de convergência podem ocorrer
dadas as aproximações utilizadas (Hebling, 2022).
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2.5 PROCESSAMENTO DE ERROS NA ESTIMAÇÃO DE ESTADOS

O processamento de erros é parte crucial para assegurar a confiabilidade
dos resultados provenientes do estimador de estados. Dessa forma, os estimadores
necessitam de uma etapa que verifique possíveis inconsistências, as quais podem
estar relacionadas aos erros de diferentes origens, tais como:

• Medidas analógicas: erros grosseiros (EGs) encontrados em medidas conven-
cionais, causados geralmente por falhas de instrumentação e problemas de
comunicação;

• Topologia: informações errôneas acerca do status de chaves e disjuntores;

• Parâmetro: informações erradas referentes aos parâmetros da rede, como valores
incorretos de impedâncias, admitâncias ou tap de transformadores.

No contexto de erros grosseiros em medidas convencionais, os estimadores, de
modo geral, utilizam um pós-processamento para detectar e identificar essas anomalias.
Nesta seção, são explorados dois testes de detecção e identificação de EGs.

2.5.1 Teste do Máximo Resíduo Normalizado

O teste do Máximo Resíduo Normalizado (MRN) é amplamente empregado na
detecção e identificação de erros grosseiros (EG) na EE. Sendo o vetor de resíduos
calculado pela Equação (2.4), o resíduo da medida i é normalizado através de (Abur;
Exposito, 2004):

rNi =
|ri|√
Ωii

, (2.65)

sendo Ωii elemento diagonal correspondente da matriz de covariância dos resíduos.

O vetor dos resíduos normalizados apresenta uma distribuição normal padrão
(Abur; Exposito, 2004; Monticelli, 1999), dessa forma, o maior elemento de rN pode ser
comparado com um limite estatístico visando detectar a existência de EG.

Conforme apresentado em Abur e Exposito (2004) e Gómez-Expósito et al.
(2018), as propriedades dos resíduos normalizados permitem a identificação de EG.
Depois da solução do estimador via método dos MQP irrestrito, construção do vetor de
resíduos e cálculo dos resíduos normalizados, conforme (2.65), compara-se o maior
valor deste (rNmax) com um limiar c. Caso rNmax > c, há suspeita de EG. Nesse caso,
elimina-se a medida associada ao rNmax e realiza-se a reestimação dos estados. Em
relação ao limiar c, usualmente adota-se 3,0 (Abur; Exposito, 2004; Gómez-Expósito
et al., 2018).
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Apesar de ser um teste comumente empregado, o processo de detecção
e identificação requer inúmeras reestimações de estados, onde cada ciclo envolve
intensivos custos computacionais, principalmente associados à matriz de covariância
Ω e ao processo propriamente dito de remoções repetitivas de medidas seguidas de
reestimações de estados.

2.5.2 Teste do Máximo Multiplicador de Lagrange

Ao se utilizar a EE com restrições de igualdade e sua solução pelo método
do Tableau Esparso, os multiplicadores de Lagrange são obtidos juntamente com os
estados estimados. Além disso, uma vez atingida a convergência do processo de
solução da EE restrita, definida por (2.49), as seguintes condições são satisfeitas
(Clements; Costa, 1998):

Rλ = Δz HTλ = 0 (2.66)

O vetor λ contém os multiplicadores de Lagrange associados às restrições
impostas pelas medidas, pelas restrições estruturais e operacionais, no caso da EEG
proposta em Clements e Costa (1998) e Lourenço (2001). Os valores dos multiplicado-
res de Lagrange representam as sensibilidades de J(x̂) às medidas e às restrições e,
portanto, podem ser explorados para o processamento de erros de forma similar aos
resíduos normalizados na estimação de estados convencional (Clements; Costa, 1998;
Lourenço, 2001).

Assim como os resíduos de medição, os multiplicadores de Lagrange podem ser
normalizados e utilizados na detecção e identificação de erros grosseiros em medidas,
bem como de erros de modelagem nas restrições operacionais (Clements; Costa,
1998). Os multiplicadores de Lagrange normalizados são definidos por (Clements;
Costa, 1998):

λN
i =

λi√
Vii

(2.67)

onde Vii é o valor diagonal da matriz de covariância dos multiplicadores de Lagrange,
V .

A matriz de covariância V pode ser obtida como subproduto da triangularização
da matriz do Tableau Esparso de Hachtel. No caso particular da EE restrita com
informações a priori, que será adotada neste trabalho, a solução do sistema linear a
ser resolvido a cada iteração (vide (2.60)) é dada por (Lourenço, 2001):
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[
Δx̂

λ

]
=

[
−Σ CT

C Ṽ

][
−P−1(x̄− x̂k)

z − h(x̂k)

]
(2.68)

onde:

[
−Σ CT

C Ṽ

]
=

[
−P−1 HT

H R

]−1

(2.69)

Dessa forma, os multiplicadores de Lagrange normalizados para o problema
com informações a priori podem ser calculados por (2.67), substituindo V por Ṽ .

Considerando que os multiplicadores de Lagrange normalizados são variáveis
aleatórias com média zero e variância unitária, valores elevados de λN

i indicam incon-
sistências no modelo matemático. Analogamente aos testes dos resíduos normalizados,
bem estabelecidos na literatura (Abur; Exposito, 2004), é possível detectar e identificar
erros de modelagem da rede elétrica por meio do monitoramento das magnitudes dos
multiplicadores de Lagrange normalizados associados às medidas convencionais e às
restrições.

2.5.3 Teste Geométrico

O teste do cosseno, ou teste geométrico, é baseado na interpretação geomé-
trica dos multiplicadores de Lagrange associados à solução do estimador de estados
via Método do Tableau. Esses testes foram propostos em Lourenço (2001) e Lourenço
et al. (2002) para evitar o processo exaustivo de reestimação de estados requerido pelo
método do máximo Multiplicador de Lagrange Normalizado (MLN), apresentado em
Clements e Costa (1998), processo esse equivalente ao bem conhecido teste do MRN.

Esses testes são empregados neste trabalho, e a interpretação geométrica
que lhes deu origem é brevemente apresentada nesta seção.

Considerando a hipótese de que todas as medidas sejam perfeitas, exceto pela
presença de uma única medida errônea, a medida j, e que as informações a priori
sejam negligenciadas, a relação dos multiplicadores de Lagrange com os erros de
medição é dada por (Lourenço, 2001):

λ = vjεj (2.70)

onde vj é a coluna j da matriz Ṽ .

Isto demonstra que o vetor de multiplicadores de Lagrange é colinear com vj,
implicando que o ângulo entre λ e vj é igual a zero.

Em caso de erros múltiplos, a matriz Ṽ é particionada da seguinte maneira:
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Ṽ = [VS VT VC ] (2.71)

em que VS contém as colunas linearmente independentes de Ṽ referente ao conjunto
de informações suspeitas de conterem erro, denotado como conjunto S; VT contém
o conjunto de informações livres de erros; e VC são as colunas remanescentes de Ṽ

correspondentes às informações críticas e demais elementos dos conjuntos críticos.
Supondo que todas as informações no conjunto pertencente à VT sejam perfeitas e
ignorando a presença de informações a priori, o vetor de erros é dado por (Lourenço,
2001):

ε =

[
εS

0

]
(2.72)

Dessa forma, (2.70) é reescrita como:

λ = VSεS (2.73)

A Equação (2.73) indica que, se o conjunto S contiver todas as informações
suspeitas, o vetor λ estará no mesmo espaço coluna de VS, ou seja, o ângulo entre
eles será zero. Considerando θS o ângulo entre λ e o espaço de VS, a colinearidade
pode ser determinada pelo cosseno de θS (Lourenço, 2001):

cosθS =

√
λT
S (VSS)

−1λS

λTRλ
(2.74)

onde:

λS = VSRλ e VSS = V T
S RVS (2.75)

Sendo assim, se todas as medidas forem perfeitas, exceto aquelas contidas
no conjunto S, θS será igual a zero e, consequentemente, cosθS será igual a 1,0. Caso
o conjunto S não contenha todas as informações erradas, isso implica que λ não
estará no espaço de VS; então θS será diferente de zero e cosθS será significativamente
diferente de 1,0 (Lourenço, 2001).

Dessa forma, o teste geométrico representado por (2.74) permite checar se
todas as informações errôneas estão contidas no conjunto suspeito, garantindo assim
que o processo de identificação de erros possa ser conduzido sobre um conjunto
reduzido de informações suspeitas.
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Com as imperfeições das medidas e considerando a presença de informações
a priori, o valor de cosθS desviará um pouco de 1,0 nos casos em que todas as
informações erradas estejam dentro do conjunto S. Sendo assim, adota-se o teste:

• Se cosθS ≥ 1− εcos, onde εcos é um valor num estreito intervalo, entre 0,01 e 0,1,
por exemplo, todas as informações portadoras de EGs estão contidas no conjunto
suspeito S.

Os testes geométricos descritos nessa seção permitiram aprimorar o processo
de identificação de erros múltiplos no processo de EE de sistemas de transmissão. Em
Lourenço (2001) e Lourenço et al. (2002) esses testes foram combinados com testes de
hipóteses baseados no teorema de Bayes. Já em Lourenço et al. (2006), um processo
de identificação de erros na EE restrita inteiramente baseado em testes geométricos
foi proposto.

Nessa última abordagem, em Lourenço et al. (2006), uma vez alcançada a
convergência para o processo de estimação de estados, o processamento de erros via
testes geométricos é conduzido em três etapas: (a) detecção da presença de erros,
(b) seleção das medidas suspeitas de conterem erro e (c) refinamento do conjunto
suspeito para identificação da origem do erro.

Uma grande vantagem do uso do teste geométrico em relação aos outros mé-
todos de identificação de erros na EE, em especial o teste do MRN ou máximo MLN, é
o fato de eliminar a necessidade de reestimações sucessivas durante o processamento
de erros.
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3 MODELAGEM DO SISTEMA ELÉTRICO

A modelagem da rede elétrica é essencial para análises computacionais, visto
que através de modelos elétricos adequados é possível representar os fenômenos
físicos dos equipamentos por meio de relações matemáticas bem definidas. Quanto
mais próximo da realidade for a modelagem dos equipamentos, maior será a garantia
de uma precisão adequada nas análises do sistema, embora isso também implique um
aumento na complexidade da formulação.

Neste capítulo, serão revisitados os modelos monofásicos e trifásicos utilizados
para descrever matematicamente os equiapmentos elétricos comumente aplicáveis,
como linhas de transmissão, transformadores e cargas adotados na formulação do
problema de estimação de estado do sistema elétrico de potência.

Adicionalmente, este capítulo apresenta os princípios da normalização com-
plexa por unidade (cpu) (Tortelli et al., 2015), que pode ser compreendida como uma
extensão da normalização por unidade (pu) convencional.

3.1 MODELAGEM MONOFÁSICA DA REDE ELÉTRICA

Partindo da premissa que as cargas e fluxos de potência são trifásicos e
balanceados, as linhas de transmissão são totalmente transpostas e os dispositivos
série ou shunt simétricos, permite-se o uso de um circuito equivalente monofásico de
sequência positiva para modelar o sistema de potência. Essa abordagem é valida para
sistemas de transmissão onde o equilíbrio entre as fases é garantido (Abur; Exposito,
2004; Expósito; Villa Jaen, 2001).

As linhas de transmissão são representadas por um modelo π de dois terminais,
representado na FIGURA 1, onde os parâmetros correspondem ao circuito equivalente
de sequência das linhas (Abur; Exposito, 2004).

FIGURA 1 – MODELO EQUIVALENTE π DA LINHA DE TRANSMISSÃO

FONTE: A autora (2026)
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Os parâmetros das linhas de transmissão são a resistência série (rkm), a
reatância série (xkm) e a susceptância shunt (bshuntkm ), sendo a impedância do elemento
série: zkm = rkm + jxkm. Sendo assim, tem-se a admitância série, obtida pelo inverso
da impedância, ykm = gkm + jbkm (Monticelli, 1983).

Os fluxos de corrente referentes ao modelo equivalente π de uma linha de
transmissão, FIGURA 1, denotados por İkm e İmk, são calculados a partir das tensões
terminais e parâmetros do modelo equivalente, sendo (Monticelli, 1983):

İkm = (ykm + jbshuntkm )V̇k − ykmV̇m (3.1)

İmk = −ykmV̇k + (ykm + jbshuntkm )V̇m (3.2)

Os transformadores em fase podem ser modelados como impedâncias série
associadas a transformadores ideais, conforme representado na FIGURA 2 (Abur;
Exposito, 2004; Monticelli, 1983).

FIGURA 2 – MODELO DE TRANSFORMADORES EM FASE

FONTE: A autora (2026)

Para esse modelo de transformador em fase, as correntes correspondentes
são dadas por (Monticelli, 1983):

İkm = (a2ykm)V̇k − aykmV̇m (3.3)

İmk = −aykmV̇k + ykmV̇m (3.4)

O transformador em fase também pode ser descrito pelo modelo π, sendo as
admitâncias do circuito equivalente apresentadas na FIGURA 3 (Monticelli, 1983). Já
para o modelo π do transformador em fase, considerando A = aykm, B = a(a− 1)ykm

e C = (1− a)ykm e fazendo uma equivalência entre os coeficientes A, B e C com as
expressões (3.3) e (3.4), têm-se as expressões dadas por (3.5) e (3.6) (Monticelli,
1983).
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FIGURA 3 – MODELO EQUIVALENTE π DE TRANSFORMADORES EM FASE

FONTE: A autora (2026)

İkm = (A+B)V̇k − AV̇m (3.5)

İmk = −AV̇k(A+ C)V̇m (3.6)

Já o transformador desafasador puro, o qual controla o fluxo de potência
ativa através de uma defasagem entre os nós do ramo que está inserido, não pode
ser representado pelo circuito equivalente π, sendo seu modelo dado na FIGURA 4
(Monticelli, 1983):

FIGURA 4 – MODELO DE TRANSFORMADOR DEFASADOR

FONTE: A autora (2026)

İkm = ykmV̇k + (−ykme
−jϕkm)V̇m (3.7)

İmk = (−ykme
jϕkm)V̇k + ykmV̇m (3.8)

As cargas e os geradores são representados como injeções de potência com-
plexa equivalente e não alteram a modelagem da rede, exceto no caso de cargas de
impedância constante. Neste caso, as cargas são tratadas como admitâncias shunt
conectadas às respectivas barras (Abur; Exposito, 2004).

Através de um conjunto de equações nodais, derivadas da aplicação da lei das
correntes de Kirchhoff em cada barra, os componentes descritos são utilizados para
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construir, portanto, o modelo de rede do sistema elétrico de potência (Abur; Exposito,
2004; Monticelli, 1983).

3.2 MODELAGEM TRIFÁSICA DO SISTEMA ELÉTRICO

Diferentemente dos sistemas de transmissão, os sistemas de distribuição são
caracterizados por apresentarem desbalanceamentos originados pela presença conco-
mitante de condutores monofásicos, bifásicos e trifásicos não transpostos e de cargas
desequilibradas (Nanchian et al., 2017). Sendo assim, a eficácia da representação
monofásica não pode ser sempre garantida. É consenso na comunidade científica a
necessidade da representação trifásica dos alimentadores dos sistemas de distribuição
para garantir a funcionalidade das ferramentas de análise da rede elétrica. Sendo
assim, esta seção apresenta em maior detalhe a modelagem trifásica dos principais
elementos do sistema elétrico de potência.

3.2.1 Condutores

As linhas de transmissão das redes elétricas de distribuição são representadas
através do modelo π, que representa cada uma das fases do sistema trifásico, conforme
ilustrado na FIGURA 5.

FIGURA 5 – MODELO π PARA CIRCUITO TRIFÁSICO

FONTE: A autora (2026)

Cabe ressaltar que, como a linha trifásica é formada por um conjunto de três
condutores, haverá o acoplamento magnético entre eles, originando as impedâncias
mútuas. As matrizes que representam as impedâncias série e admitâncias shunt entre
duas barras (k-m) são dadas, respectivamente, pelas equações a seguir.
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zabckm =

⎡
⎢⎣
zaakm zabkm zackm
zbakm zbbkm zbckm
zcakm zcbkm zcckm

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣
raakm rabkm rackm
rbakm rbbkm rbckm
rcakm rcbkm rcckm

⎤
⎥⎦+ j

⎡
⎢⎣
xaa
km xab

km xac
km

xba
km xbb

km xbc
km

xca
km xcb

km xcc
km

⎤
⎥⎦ (3.9)

ykm,shunt =

⎡
⎢⎣
yaakm,shunt yabkm,shunt yackm,shunt

ybakm,shunt ybbkm,shunt ybckm,shunt

ycakm,shunt ycbkm,shunt ycckm,shunt

⎤
⎥⎦ (3.10)

onde:

zkm e ykm,shunt: são as matrizes de impedância série e susceptância shunt, respectiva-
mente, entre as barras k −m;
zaakm,..., yaakm,shunt (e demais sobrescritos iguais): impedâncias série próprias das fases e
admitâncias shunt próprias das fases, respectivamente;
zabkm,...,yabkm,shunt (e demais sobrescritos diferentes): impedâncias série mútuas entre as
fases e admitâncias shunt mútuas entre as fases, respectivamente.

3.3 TRANSFORMADORES

Os transformadores são equipamentos que conectam diferentes níveis de
tensão. Na modelagem trifásica, os transformadores podem ser representados através
de dois enrolamentos acoplados, com impedâncias próprias no enrolamento primário e
secundário e impedâncias mútuas entre eles. A relação entre as correntes e tensões
dos enrolamentos do transformador pode ser expressa na seguinte equação:

[
İp

İs

]
=

[
ypp yps

ysp yss

][
V̇p

V̇s

]
(3.11)

onde:
İp e İs: vetor da injeção de corrente trifásica do enrolamento primário e secundário do
transformador, respectivamente;
V̇p e V̇s: vetor das tensões trifásicas no primário e secundário do transformador, respec-
tivamente;
ypp, yss, ysp e yps submatrizes de admitâncias próprias e mútuas do transformador.

As submatrizes de admitâncias próprias e mútuas são determinadas conforme
o tipo de conexão do transformador. Na TABELA 1 têm-se as estruturas para as ligações
mais comuns.

Sendo yt a admitância por fase do transformador em p.u., tem-se (Arrillaga;
Harker, 1978):
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TABELA 1 – SUBMATRIZES DE ADMITÂNCIAS DO TRANSFORMADOR TRIFÁSICO DE
ACORDO COM O TIPO DE LIGAÇÃO

Conexão do transformador Admitância própria Admitância mútua
Primário Secundário ypp yss yps ysp

Estrela aterrado Estrela aterrado YI YI −YI −YI

Estrela aterrado Estrela YII YII −YII −YII

Estrela aterrado Triângulo YI YII YIII Y T
III

Estrela Estrela aterrado YII YII −YII −YII

Estrela Estrela YII YII −YII −YII

Estrela Triângulo YII YII YIII Y T
III

Triângulo Estrela aterrado YII YI Y T
III YIII

Triângulo Estrela YII YII Y T
III YIII

Triângulo Triângulo YII YII −YII −YII

FONTE: Arrillaga e Harker (1978)

YI =

⎡
⎢⎣
yt 0 0

0 yt 0

0 0 yt

⎤
⎥⎦ YII =

1

3

⎡
⎢⎣
2yt −yt −yt

−yt 2yt −yt

−yt −yt 2yt

⎤
⎥⎦ YIII =

1√
3

⎡
⎢⎣
−yt yt 0

0 −yt yt

yt 0 −yt

⎤
⎥⎦ (3.12)

Em casos onde a relação de transformação seja diferente da unitária e consi-
derando α e β os taps do primário e do secundário, respectivamente, as submatrizes
de admitâncias devem sofrer algumas modificações (Arrillaga; Harker, 1978):

• as submatrizes de admitâncias próprias do primário são divididas por α2;

• as submatrizes de admitâncias próprias do secundário são divididas por β2;

• as submatrizes de admitâncias mútuas são divididas por αβ.

3.4 REGULADORES DE TENSÃO

Os dispositivos denominados reguladores de tensão, instalados em subesta-
ções ou ao longo dos alimentadores, têm a função de manter constante a magnitude da
tensão em um ponto específico do sistema, sendo constituídos por autotransformadores
com regulagem manual ou automática de taps, nos quais a variação da tensão é obtida
pela alteração da posição do tap. Segundo Kersting (2018), a relação de transformação
(αR) em função da posição do tap é definida por:

αR = 1∓ 0, 00625.Tap (3.13)
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Além disso, em razão dos aspectos construtivos, podem-se ter dois tipos de
reguladores, denominados como regulador do tipo A e regulador do tipo B (Kersting,
2018). No tipo A, o valor positivo é aplicado para elevar a tensão e o valor negativo para
reduzir. Já no tipo B, o valor positivo é para reduzir a tensão e o negativo, aumentar.
Conforme essa classificação, as tensões e correntes do primário e secundário, do
regulador do tipo A, são dadas por:

Vp =
1

αR

Vs Ip = αRIr (3.14)

e do regulador do tipo B:

Vp = αRVs Ip =
1

αR

Is (3.15)

Considerando a representação trifásica e que o regulador do tipo B é mais
comum de ser utilizado, tem-se, a partir da equação (3.15):

Vp − αregVs =

⎡
⎢⎣
0

0

0

⎤
⎥⎦ (3.16)

sendo os subescritos p e s referentes ao primário e secundário, respectivamente.

Tendo αreg como a matriz de relação entre as tensões primárias e secundárias
do regulador de tensão, para os reguladores do tipo B, têm-se as seguintes relações
conforme os tipos de conexão do regulador (conectado em estrela, em triângulo fechado
e triângulo aberto) (Kersting, 2018):

Estrela ⇒ αreg =

⎡
⎢⎣
αRa 0 0

0 αRb 0

0 0 αRc

⎤
⎥⎦

Triângulo Fechado ⇒ αreg =

⎡
⎢⎣

αRab 1− αRbc 0

0 αRbc 1− αRca

1− αRab 0 αRca

⎤
⎥⎦

Triângulo Aberto ⇒ αreg =

⎡
⎢⎣

αRab 0 0

0 αRbc 0

−αRab −αRcb 0

⎤
⎥⎦

(3.17)

onde:
αRa, αRb e αRc: relação de transformação para cada uma das tensões de fase;
αRab, αRbc e αca: relação de transformação para cada uma das tensões de linha.
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Nos reguladores de tensão do tipo A, os elementos αR de (3.17) são substituí-
dos pelo seu inverso (Kersting, 2018).

3.5 CARGAS

No sistema elétrico de potência, as cargas são usualmente modeladas como
injeções de potências constantes, concentradas nas barras (pontos de carga). Essa
simplificação é amplamente utilizada em estudos de fluxo de carga e em outras ferra-
mentas de análise em regime permanente. Entretanto, em situações de desequilíbrio,
torna-se necessário especificar as diferenças entre fases, atribuindo valores distintos
de potência a cada uma delas. Além disso, algumas cargas podem apresentar com-
portamento dependente da tensão e/ou corrente em seus terminais, de modo que a
potência demandada não seja constante.

Uma das abordagens tradicionais é modelo exponencial (Kundur, 2007):

P esp = P nom.V̄ a Qesp = Qnom.V̄ b (3.18)

sendo:
P esp e Qesp: potências ativas e reativas especificadas para cada fase;
P nom e Qnom: potências ativas e reativas nominais, no início do processo iterativo;
V : relação entre a tensão atualizada e seu valor nominal;
a e b: parâmetros do modelo relacionados com a potência ativa e reativa, respectiva-
mente.

Os parâmetros a e b são utilizados para representar característica de carga
com potência constante, corrente constante ou impedância constante, com valores
dentro dos intervalos de 0,5 < a < 1,8 e 1,5 < b < 6 (Kundur, 2007).

Outro modelo utilizado é o polinominal, conhecido como ZIP, onde Z é para
impedância constante, I para a corrente constante e P para a potência constante.
Nesse modelo, a potência demandada da carga é dada por (Kundur, 2007):

P esp = P nom.(p1V̄
2 + p2V̄ + p3) Qesp = Qnom.(q1V̄

2 + q2V̄ + q3) (3.19)

Os coeficientes p e q determinam a proporção de cada tipo de carga (ativa e
reativa, respectivamente) na carga equivalente. Além disso, a soma dos coeficientes
da carga ativa ou reativa não deve ultrapassar o valor unitário (Kundur, 2007).

Outro ponto é o tipo de conexão das cargas dos alimentadores de distribuição,
que, além da possibilidade de serem monofásicas, bifásicas ou trifásicas, podem estar
conectadas em estrela ou triângulo.
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Nas cargas conectadas em estrela, a representação pode ser através do
modelo exponencial, através da equação (3.18), ou do modelo ZIP, pela equação (3.19),
onde as injeções de potência são dadas por fase (Braunstein, 2016). Já nas cargas
conectadas em triângulo, que é caracterizada pelos valores entre as linhas, primeiro
deve-se fazer um ajuste através dos equacionamentos das potências complexas da
carga em triângulo para depois conseguir obter as potências por fase, separando a
parte real e imaginária (Braunstein, 2016).

3.6 NORMALIZAÇÃO COMPLEXA POR UNIDADE

Os fundamentos básicos da normalização por unidade (p.u.), técnica con-
solidada para análise do sistema elétrico de potência, consistem em expressar as
grandezas elétricas como valores relativos a uma base escolhida, sendo geralmente
uma potência e uma tensão de base.

A técnica da normalização complexa por unidade (cpu), apresentada em Tortelli
et al. (2015), pode ser compreendida como uma generalização da normalização p.u..
As tensões de base seguem os mesmos padrões da normalização p.u., e, agora, é
adotada uma potência de base de complexa, associada a um ângulo de base, denotado
por φbase (Tortelli et al., 2015):

Ṡbase = |Ṡbase|e−jφbase (3.20)

A impedância de base desse novo sistema pode ser obtida por:

Żbase =
V 2
base

Ṡ∗
base

= |Żbase|e−jφbase (3.21)

De forma que a impedância em cpu pode ser calculada por:

Żcpu =
RΩ +XΩ

Żbase

=
|ŻΩ| · ejθ

|Żbase|e−jφbase

= |Żpu|ej(θ+φbase) (3.22)

onde θ é o ângulo de fase original da impedância e o subescrito Ω representa as
quantidades em ohms.

Desta forma, a resistência e reatância em cpu são definidas por:

Rcpu = |Żpu|cos(θ + φbase) (3.23)

Xcpu = |Żpu|sen(θ + φbase) (3.24)
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Através das equações (3.23) e (3.24), tem-se a relação X/R em função do
ângulo de base da potência complexa, conforme demonstrado a seguir:

Xcpu

Rcpu

=
Zpusen(θ + φbase)

Zpucos(θ + φbase)
= tan(θ + φbase) (3.25)

A potência complexa em cpu pode ser expressa por (Tortelli et al., 2022):

Ṡcpu =
SV Ae

jδ

Sbasee−jφbase
= Spue

j(δ+φbase) (3.26)

onde δ é o ângulo de fase original da potência aparente (ou seja, ângulo da defasagem
entre tensão e corrente) e o subescrito V A representa as quantidades em volt-ampère.

O fasor da corrente é expresso por:

İcpu =
IAe

jβ

Ibaseejφbase
= Ipue

j(β−φbase) (3.27)

onde β é o ângulo de fase original da corrente e o subescrito A representa as quantida-
des em amperes.

A tensão em cpu é obitda por:

V̇cpu =
Ṡcpu

İ∗cpu
(3.28)

A partir de (3.26) e (3.27), chega-se em:

V̇cpu =
Spue

j(δ+φbase)

Ipue−j(β−φbase)
=

Spue
jδejφbase

Ipue−jβejφbase
= V̇pu (3.29)

Como demonstrado na Equação (3.29), a normalização cpu não modifica os
valores de tensão complexa (Tortelli et al., 2015; Tortelli et al., 2022).
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4 PROCESSAMENTO DE ERROS NA ESTIMAÇÃO DE ESTADOS DESACOPLADA
IRRESTRITA EM SISTEMAS DE DISTRIBUIÇÃO

Este capítulo apresenta as contribuições deste trabalho para aprimorar o pro-
cessamento de erros do estimador de estados irrestrito desacoplado apresentado em
Nogueira (2019). O estimador apresentado em Nogueira (2019) adota o processamento
de erros baseado no teste do Máximo Resíduo Normalizado (MRN).

O teste do MRN é uma prática comum para identificar erros grosseiros (EG) em
medidas em sistemas de transmissão (ST) e tem sido também adotado na estimação
de estados para sistemas de distribuição (ESSD) (Mutanen et al., 2011; Braunstein
et al., 2015). Porém, além de não ser possível evitar a possibilidade de eliminação
de medidas corretas (na ocorrência de erros múltiplos), o que incorre na redução
do nível de redundância, o teste do MRN traz consigo a necessidade de sucessivas
reestimações dos estados em um processo que envolve a eliminação/correção de cada
medida associada ao maior resíduo normalizado.

Devido à elevada dimensão dos sistemas de distribuição (SD), a integração do
processamento de erros na ESSD torna-se mais complexa. Em alimentadores reais,
com centenas ou milhares de barras, a redução do esforço computacional, tanto na
estimação de estados quanto nas rotinas de processamento de erros, é essencial para
viabilizar a modelagem em tempo real.

Nesse contexto, este capítulo apresenta a extensão da interpretação geomé-
trica dos multiplicadores de Lagrange normalizados propostos em Lourenço (2001) e
Lourenço et al. (2006), para os resíduos desacoplados obtidos no estimador desaco-
plado irrestrito em Nogueira (2019). Dessa, forma o método proposto permite substituir
o teste do MRN ali adotado, por testes geométricos, agora associados à estimação de
estados desacoplada irrestrita de sistemas de distribuição.

Inicialmente, este capítulo apresenta uma contextualização, seguida da me-
todologia proposta. No final do capítulo, são apresentados resultados de simulações
realizadas com um alimentador brasileiro de distribuição de 136 barras, a fim de ava-
liar o desempenho do processamento de erros desacoplado quando associado ao
estimador de estados desacoplado rápido irrestrito com normalização cpu (EESD-DR).

4.1 CONTEXTUALIZAÇÃO

Nos últimos anos, os sistemas de distribuição têm passado por transformações
significativas. Essas modificações são atribuídas principalmente ao aumento da geração
distribuída e à incorporação de tecnologias de redes inteligentes (Smart Grids), que
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transformaram os sistemas de distribuição de agentes passivos em agentes ativos do
sistema elétrico (Primadianto; Lu, 2016).

A crescente complexidade desses sistemas modernos exige ferramentas mais
avançadas para o monitoramento e o controle de sua operação. A estimação de es-
tados é reconhecida como uma ferramenta fundamental para apoiar essas tarefas,
destacando-se por suas propriedades de detecção e identificação de erros grosseiros
(EG). A estimação de estados com processamento de EG confere robustez à modela-
gem em tempo real, fornecendo estimativas confiáveis do estado atual da rede elétrica
(Abur; Exposito, 2004; Monticelli, 1999).

A formulação tradicional via Mínimos Quadrados Ponderados (MQP) irrestrito
para a estimação de estados e suas versões desacopladas rápidas são amplamente
aplicadas devido à sua eficácia e eficiência computacional (Abur; Exposito, 2004;
Monticelli; Garcia, 1990). Originalmente desenvolvida para sistemas de transmissão,
onde as altas relações X/R implicam uma baixa sensibilidade das equações de potência
ativa (reativa) em relação à magnitude (ângulo) das tensões nodais, o desempenho do
MQP desacoplado rápido é comprometido quando aplicado diretamente à estimação
de estados em sistemas de distribuição (EESD), nos quais o desacoplamento Pθ−QV

não ocorre naturalmente (Abur; Exposito, 2004).

Para contornar esse problema, pode-se utilizar a normalização complexa por
unidade (cpu) (Tortelli et al., 2015; Lourenço et al., 2022). Essa técnica é capaz de
aumentar artificialmente as relações X/R, mantendo inalterada a estimativa original das
tensões nodais. A cpu foi proposta com o objetivo de permitir que o fluxo de potência
desacoplado rápido fosse aplicado de forma eficiente a SD (Tortelli et al., 2015). Mais
recentemente, a proposta da cpu foi aplicada com sucesso à EESD (Ju et al., 2017;
Lourenço et al., 2022; Nogueira et al., 2019; Yang et al., 2019).

A eficiência do processamento EG é fundamental para a acurácia da estimação
de estados. Métodos tradicionais, como o teste do MRN e Chi-Quadrado, podem se
tornar computacionalmente proibitivos em SD de grande porte, uma vez que requerem
sucessivas reestimações para a avaliação de cada medição suspeita.

Nesse contexto, este trabalho propõe a extensão dos testes geométricos,
originalmente desenvolvidos a partir da interpretação geométrica dos multiplicadores
de Lagrange na estimação de estados restrita (Lourenço et al., 2015), de modo a
torná-los capazes de detectar e identificar EG na modelagem em tempo real de SD via
estimação de estados de sistemas de distribuição desacoplada rápida irrestrita com
cpu (EESD-DR).

Na metodologia proposta, a partição entre grandezas ativa e reativa, a matriz
Jacobiana desacoplada e constante e a matriz ganho resultantes da abordagem desa-
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coplada rápida são exploradas para desenvolver testes de colinearidade desacoplados,
utilizados para detectar a presença de anomalias, selecionar as medidas ativas (ou
reativas) suspeitas de erro e identificar a medida errônea dentro do conjunto suspeito.

O teste de colinearidade é simples e apresenta baixo custo computacional.
Esses testes apresentam como prinicipal vantagem a eliminação de múltiplas reestima-
ções de estado e eventual eliminação de medidas corretas, procedimento inevitável
quando se utiliza o método sequencial de detecção e eliminação do teste MRN, con-
forme discorrido na sequência.

4.2 PROCESSAMENTO DE ERROS NA EESD-DR IRRESTRITA VIA TESTES GEO-
MÉTRICOS

O processamento de erros proposto é composto por três etapas principais:
detecção de erro, seleção de conjunto suspeito e identificação de erros. Para a detecção
de erro, o teste do MRN amplamente conhecido é empregado. A novidade reside na
etapa de identificação, onde uma etapa de seleção de medidas suspeitas é adotada
antes de prosseguir com o processo de identificação do erro, a qual passa a ser
baseada unicamente na aplicação do teste geométrico desacoplado. A seguir são
apresentados a definição dos resíduos normalizados desacoplados, a interpretação
geométrica dos resíduos na formulação desacoplada proposta e os algoritmos de
detecção e identificação.

4.2.1 Resíduos Normalizados

Após a execução da estimação de estados via MQP irrestrito desacoplado, os
resíduos associados às medidas ativas e reativas são normalizados, ou seja:

(rAi )
N =

|rAi |√
ΩA

ii

(rRi )
N =

|rRi |√
ΩR

ii

(4.1)

onde: (rAi )
N e (rRi )

N são os resíduos normalizados da medida ativa i e reativa i,
respectivamente. Ωii é o elemento da diagonal da matriz de covariância correspondente
aos resíduos ativos (reativos), calculados através de:

ΩA = WARA ΩR = WRRR (4.2)

sendo: WA e WR as matrizes de sensibilidade dos resíduos da parte ativa e reativa,
respectivamente, e, RA e RR as matrizes de covariância das medidas convencionais
referentes às grandezas ativas e reativas, respectivamente.

A matriz de sensibilidade dos resíduos (W ) é obtida conforme demonstrado
em Abur e Exposito (2004). Aqui, considerando o desacoplamento das grandezas, as
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matrizes de sensibilidade dos resíduos denotadas por WA e WR são calculadas via
(Nogueira, 2019):

WA = 1− (HAA)
T (GAA)

−1HAA(RA)
−1 (4.3)

WR = 1− (HRR)
T (GRR)

−1HRR(RR)
−1 (4.4)

sendo HAA (HRR) e GAA (GRR) as submatrizes da Jacobiana e ganho, respectivamente,
obtidas via (2.18) e (2.19) descritas na Seção 2.2.

4.2.2 Interpretação Geométrica dos Resíduos Desacoplados

A relação entre o vetor de resíduos e o vetor ε de erros nas medidas é dada
por r = Wε, onde W é a matriz de sensibilidade de resíduos, que se relaciona com a
matriz de covariância de resíduos como W = ΩR−1 (Abur; Exposito, 2004).

Sob a suposição de que todas as medidas ativas (reativas) disponíveis são
perfeitas, exceto aquelas contidas no conjunto suspeito SA (SR), todas as entradas em
ε são zero, exceto nas posições relacionadas às medidas errôneas contidas em SA

(SR). Consequentemente, o vetor de resíduos ativos (reativos) desacoplados pode ser
escrito como:

r = WSεS (4.5)

onde WS é uma submatriz composta pelas colunas em W correspondentes às medidas
ativas (reativas) em SA (SR); e εS é composto pelas posições no vetor de erros que
correspondem às medidas ativas (reativas) em SA (SR).

A Equação (4.5) mostra que no caso em que todas as medidas ativas (reativas)
errôneas estão de fato incluídas em SA (SR), o vetor r estará no mesmo espaço coluna
ativo (reativo) de WS. Consequentemente, o ângulo θS entre o resíduo ativo (reativo) r
e sua projeção no espaço coluna ativo (reativo) WS será zero, e cosθS = 1.

Com base nos desenvolvimentos teóricos apresentados em Lourenço et al.
(2006), o cosseno de θS pode ser calculado por:

cosθS =

√
rTS (WSS)

−1rS
rTRr

(4.6)

onde rs é o vetor composto pelos resíduos ativos (reativos) correspondentes às medidas
no conjunto SA (SR) e WSS é uma submatriz de W composta pelas linhas e colunas
correspondentes às medidas ativas (reativas) em SA (SR).
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Na prática, as medidas estão sujeitas a erros aleatórios, de modo que o valor
de cosθ não será exatamente igual a 1, mas se aproximará desse valor. Isso significa
que é possível garantir que todas as medidas ativas (reativas) errôneas tenham sido
incluídas no conjunto SA (SR) se cosθS ≥ (1− εcos), onde εcos ∈ [0, 01; 0, 1].

4.2.3 Processo de Detecção: Teste do MRN

A partir da normalização dos resíduos conforme (4.1), o valor do maior resíduo
normalizado é monitorado para detectar a presença ou não de medidas errôneas no
conjunto de medidas disponíveis, ou seja:

• Teste de Detecção de Erro: Se o max{(rAi )N , (rRi )N} for maior do que um limiar
pré-definido, uma anomalia é detectada. Prossiga para a seleção de medidas
suspeitas.

Uma vez que uma anomalia é detectada, inicia-se um novo passo que consiste
em reduzir o conjunto de medidas ativas (reativas) que serão examinadas na etapa de
identificação. Neste processo, o resíduo normalizado de cada medida ativa (reativa)
é confrontado com um limiar pré-especificado (εr) para se concluir se a medida ativa
(reativa) deve (ou não) ser incluída nos conjunto de medidas suspeitas de conter erro
de modelagem, ou seja:

• Seleção de Medidas Suspeitas Ativas (Reativas): se (rAi )
N ((rRi )N ) for maior

que εr, a medida ativa (reativa) i é incluída no conjunto de medidas suspeitas
ativas (reativas), SA (SR).

Na formulação desacoplada proposta, a seleção de medidas suspeitas é apli-
cada tanto ao subproblema ativo quanto reativo, resultando assim na formação dos
conjuntos suspeitos SA e SR, respectivamente. O bom desempenho de todo o procedi-
mento de identificação depende da garantia de que todas as medidas ativas (reativas)
portadoras de EG estejam incluídas no conjunto SA (SR). Isso é alcançado por meio
da primeria etapa de aplicação do teste geométrico desacoplado descrito na próxima
subseção.

4.2.4 Processo de Identificação: Testes Geométricos Desacoplados

O teste do cosseno concebido a partir de (4.6) é empregado em duas etapas.
Primeiro, é usado para garantir que todas as informações ativas (reativas) errôneas
estejam incluídas no conjunto suspeito SA (SR), ou seja:

• Primeira Etapa: Garantindo a inclusão de dados errôneos em SA(SR):
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– se cosθS ≥ (1− εcos):

então todos os dados errôneos estão incluídos em S, vá para a etapa de identifi-
cação

– caso contrário:

reduza o εr para a seleção de medidas suspeitas, e retorne para a etapa de
seleção-inclusão de medidas ativas (reativas) no conjunto SA(SR). Este proce-
dimento é repetido até que o teste do cosseno seja satisfeito para o conjunto
de medidas suspeitas ativas e reativas, ou seja, até que cosθ ≥ 1 − εcos para o
conjunto SA e SR.

Uma vez que a primeira etapa do teste do cosseno é satisfeita, o processo de
identificação de erros se inicia. Essa etapa consiste em investigar quais das medidas
ativas (reativas) classificadas como suspeitas são de fato errôneas e quais foram
incluídas inadvertidamente como suspeitas em SA(SR).

Para contornar a necessidade de eliminação/correção da medida suspeita e
reestimativa dos estados, cada conjunto SA (SR) é examinado sob execução sucessiva
do teste do cosseno para eliminar do conjunto SA(SR) todas as medidas ativas (reativas)
sem erro. O procedimento é descrito a seguir.

• Segunda etapa: Identificação de medidas portadoras de erros grosseiros:
Remova a medida ativa (reativa) i de SA (SR) e calcule o cosθSred

para o conjunto
reduzido Sred usando (4.6).

– se cosθSred
≥ (1− εcos):

o conjunto SA(SR) contém todas as informações ativas (reativas) errôneas, ou
seja, a medida ativa (reativa) i está livre de erro e deve permanecer fora do
conjunto SA(SR).

– caso contrário:

a medida ativa (reativa) i contém um erro grosseiro e deve retornar ao conjunto
SA(SR).

No final deste processo, o conjunto remanescente SA(SR) conterá apenas as
medidas errôneas e o processo de identificação é concluído. Após corrigir/ eliminar
todas as medidas ativas e reativas errôneas de uma vez, os estados são reestimados
e um teste de detecção de erros de verificação dupla é aplicado para garantir que as
medidas ativas e reativas estejam de fato livres de erros.
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Após a apresentação da formulação e etapas que compõem o método de
processamento de erros proposto, na seção seguinte são apresentados os resultados
obtidos através das simulações realizadas.

4.3 PROCESSAMENTO DE ERROS NA EESD-DR: SIMULAÇÕES E RESULTADOS

O desempenho do processamento de erros grosseiros proposto neste capítulo
foi avaliado por meio de simulações realizadas em um sistema de distribuição brasileiro
de 136 barras, com dez fontes adicionais de geração distribuída integradas à rede em
nós específicos, conforme ilustrado na FIGURA 6. A descrição do sistema utilizado e
os dados podem ser encontrados em Mantovani et al. (2000).

FIGURA 6 – SISTEMA DE DISTRIBUIÇÃO 136 BARRAS

FONTE: Adaptado de Mantovani et al. (2000).

As medidas são simuladas com a presença de erros aleatórios, apresentando
covariâncias em torno de 2% dos valores reais. Em relação à normalização cpu, o
ângulo de base (φbase) adotado foi de 43,18◦, determinado seguindo a formulação dada
em Tortelli et al. (2015). Considerando a notação das medidas como zi−j para o fluxo
de potência na linha i− j e zi para a injeção de potência, este capítulo apresenta os
resultados do processamento de erros na EESD-DR proposto dos seguintes casos
descritos na TABELA 2.
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TABELA 2 – DESCRIÇÃO DOS CASOS DE PROCESSAMENTO DE ERROS NA EESD-DR

Caso Descrição
Caso A Erro grosseiro simples no fluxo de potência ativa zA86−87

Caso B Erro grosseiro simples no fluxo de potência ativa zA89−90 e no
fluxo de potência reativa zR20−21

Caso C Erro grosseiro simples em medidas de fluxo de potência ativa
(zA86−87, zA89−90 e zA105−106)

Caso D Erro grosseiro simples em medidas de fluxo de potência reativa
(zR86−87, zR89−90 e zR105−106)

Caso E Erros grosseiros múltiplos (zA89−90 e zR105−106; zA89−90 e zA105−106)

4.3.1 Impacto da normalização cpu

Inicialmente, com o objetivo de avaliar o impacto da normalização cpu no
desempenho do EESD-DR, foram monitoradas a convergência e o número de iterações
ao se aplicarem diferentes ângulos de base, variando de 0◦ a 90◦, com passos de 5
graus. A FIGURA 7 relaciona a variação do ângulo de base (φbase) com o número de
iterações ativas e reativas do EESD-DR, para o cenário sem erros grosseiros, Caso A
e Caso B.

É importante destacar que, para ângulos de base nos intervalos de 0◦ a 10◦ e de
80◦ a 90◦, o estimador não converge. Nos intervalos próximos a 20◦ e 70◦, o estimador
passa a convergir, porém com 31 e 30 iterações ativas e reativas, respectivamente,
além de apresentar um tempo computacional 2,4 vezes maior em comparação ao
obtido com o ângulo de base calculado conforme Tortelli et al. (2015), com 4 iterações
ativas e 3 reativas.

Esses resultados demonstram a relevância da normalização cpu para garantir
a convergência do EESD-DR e evidencia a redução significativa obtida tanto no número
de iterações quanto no tempo de convergência.

4.3.2 Processamento de erros grosseiros via teste geométrico

Os algoritmos de detecção e identificação de erros grosseios apresentados
na Seção 4.2.3 e Seção 4.2.4 foram avaliados considerando casos de erros simples
e múltiplos, como descritos na TABELA 2. Um limiar de 3,01 é adotado na etapa de
detecção de erro e seleção do conjunto suspeito (εr = 3, 0). Nas etapas de garantia de
1 Sob a hipótese de erros de medição independentes e gaussianos com média zero, os resíduos

normalizados seguem aproximadamente uma distribuição normal padrão N(0, 1) (Abur; Exposito,
2004). O limiar estatístico usualmente adotado é 3,0, uma vez que nesse caso cerca de 99,7% dos
valores encontram-se dentro de ±3 desvios padrão, de modo que resíduos fora desse intervalo são
fortes indicativos de erros grosseiros.
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FIGURA 7 – DESEMPENHO DA CONVERGÊNCIA EM FUNÇÃO DO ÂNGULO DE BASE

FONTE: A autora (2026)

inclusão de medidas errôneas no conjunto suspeito e identificação de erro, adota-se o
limiar de εcos ∈ [0, 01; 0, 1] para os testes geométricos.

Na descrição dos Casos A e B são apresentados maiores detalhes com relação
à triagem do conjunto suspeito requerida no processo de identificação dos erros
grosseiros.

No Caso A, o MRN ativo foi de 8,7522, enquanto o MRN reativo foi de 2,9106,
garantindo a detecção de erro no conjunto de medidas ativas. Seguindo o algoritmo
proposto na Seção 4.2.3, todas as medidas ativas com resíduos normalizados mai-
ores ou igual a 3,0 são incluídas no conjunto suspeito SA, conforme apresentado na
TABELA 3.

O teste do cosseno associado ao conjunto SA é realizado, resultando em um
valor de 0,9528, o que garante que todas as medidas portadoras de erros grosseiros
estão contidas em SA. O processo de triagem começa, onde as medidas são removidas
uma a uma de SA enquanto o cosseno é recalculado a cada retirada, como demonstrado
na TABELA 3.

Observa-se que na segunda iteração de triagem, ao remover a medida zA86−87,
o valor do cosseno reduz para 0,5842, indicando que essa medida é errônea e deve
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TABELA 3 – CASO A: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE ERROS NA EESD-DR
IRRESTRITA VIA TESTES GEOMÉTRICOS

SA (completo) SA SA SA

rN ≥ 3, 0 1ª triagem 2ª triagem 3ª triagem
zA1−86 zA86−87

zA88−87

zA88−87 zA86−87zA86−87

zA88−87

cosθS cosθS cosθS cosθS
0,9528 0,9528 0,5842 0,9528

permanecer em SA. No final do processo, apenas a medida zA86−87 está em SA, e o erro
grosseiro é corretamente identificado. Lembrando que, como o MRN reativo foi igual à
2,9106, nenhuma medida reativa foi adicionada ao conjunto suspeito SR, deixando-o
vazio.

Os resultados para os erros descritos no Caso B são apresentados na TA-
BELA 4 e na TABELA 5. O MRN foi de 7,6543 e 29,0376 para medidas ativas e reativas,
respectivamente, detectando a presença de erro(s) grosseiro(s).

TABELA 4 – CASO B: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE ERROS NA EESD-DR
IRRESTRITA VIA TESTES GEOMÉTRICOS (MEDIDAS ATIVAS)

SA (completo)
rN ≥ 3.0

SA

1ª triagem
SA

2ª triagem
zA89−90

zA91−90

zA91−90 zA89−90

cosθS cosθS cosθS
0,9587 0,5017 0,9587

O cosseno do conjunto completo SA foi de 0,9587, indicando que todas as
medidas ativas errôneas estão incluídas neste conjunto. Posteriormente, durante o
processo de triagem de SA, como mostrado na TABELA 4, observa-se que ao remo-
ver zA89−90, o valor de cosθS diminui significativamente. Ao retornar ao conjunto SA (e
remoção de zA91−90), o valor de cosθS apresenta valor de 0,9587, indicando a origem da
anomalia.

Após a identificação da medida ativa errônea, prossegue-se com a identificação
da medida reativa errônea, como demonstrado na TABELA 5.

O conjunto SR é construído e o cosseno do conjunto completo assegura que
o erro está dentro de SR. Novamente, por meio do processo de triagem, as medidas
reativas são sistematicamente removidas e o cosseno é recalculado, como mostrado
na TABELA 5.

Ressalta-se que o cosseno cai abaixo do limiar após a remoção da medida
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TABELA 5 – CASO B: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE ERROS NA EESD-DR
IRRESTRITA VIA TESTES GEOMÉTRICOS (MEDIDAS REATIVAS)

SR (completo)
rN ≥ 3.0

SR

1ª triagem
SR

2ª triagem
SR

3ª triagem
SR

4ª triagem
zR1−18

zR20−21

zR21−22

zR19−18

zR22−21

zR20−21

zR21−22

zR19−18

zR22−21

zR20−21

zR19−18

zR22−21

zR20−21

zR19−18

zR19−18

cosθS cosθS cosθS cosθS cosθS
0,9825 0,9825 0,9825 0,9197 0,4778

errônea, especificamente zR20−21, sugerindo que nem todas as medidas errôneas estão
incluídas em SR e, posteriormente, identificando-a, corretamente, como a origem da
anomalia reativa.

Os resultados para os cenários do Caso C estão resumidos na TABELA 6. Os
resultados incluem os valores do MRN bem como o valor do cosseno para o conjunto SA

apenas, para duas etapas: primeiro, antes do processo de triagem (quando SA contém
todas as medidas com resíduo normalizado superior ao limiar, incluindo a medida com
erro), denominado cosθS (SA completo); e, posteriormente, o valor do cosseno apenas
para a etapa da triagem em que a Medida Errônea (ME) é removida de SA, denotado
por cosθS (SA sem ME).

TABELA 6 – CASO C: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE EG SIMPLES NA EESD-DR

ME MRN cosθS
(SA completo)

cosθS
(SA sem ME)

zA86−87 8,7522 0,9528 0,5842
zA89−90 7,6550 0,9652 0,6713
zA105−106 12,4329 0,9881 0,8150

O MRN, apresentado na segunda coluna da TABELA 6, indica a detecção de
medida incorreta nos três casos, conduzindo à etapa de identificação por meio do teste
geométrico. Observa-se que, em todos os casos, o valor do cosseno para o conjunto
suspeito completo cosθS (terceira coluna) aponta a presença de uma medida errônea
em SA.

Durante o processo de triagem, ao remover a medida incorreta do conjunto
suspeito, o valor de cosθS atingiu 0,5842, 0,6713 e 0,8150 para os cenários de erros
simples no Caso C (zA86−87, zA89−90 e zA105−106, respectivamente) identificando corretamente
a origem da anomalia, conforme indicado na segunda etapa do teste geométrico.

Os valores do MRN reativo para os cenários do Caso C apresentados na
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TABELA 6 foram 2,9106, 2,8684 e 2,8672, respectivamente, indicando que nenhum EG
no conjunto de medidas reativas foi detectado.

A mesma análise é apresentada na TABELA 7 para o Caso D, envolvendo
medidas reativas, em que as medidas incorretas correspondem a zR86−87, zR89−90 e
zR105−106.

TABELA 7 – CASO D: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE EG SIMPLES NA EESD-DR

ME MRN cosθS
(SR completo)

cosθS
(SR sem ME)

zR86−87 21,0492 0,9546 0,7982
zR89−90 17,4588 0,9542 0,7922
zR105−106 30,2945 0,9762 0,8221

Os valores do MRN ativo foram 2,2271, 1,9177 e 1,1166 para os três cenários
do Caso D, respectivamente, indicando ausência de erros no conjunto ativo. Para cada
cenário do Caso D, foi obtido um valor de MRN reativo superior ao limiar, detectando a
presença de medidas reativas errôneas e conduzindo à etapa de identificação.

Durante o processo de triagem, quando a medida incorreta foi removida de
SR, o valor de cosθS foi de 0,7982, 0,7922 e 0,8221 para cada erro simples listado na
TABELA 7, apontando corretamente a origem da anomalia em cada caso.

Também foram avaliados erros múltiplos, conforme demonstrado na TABELA 8
e na TABELA 9, correspondentes ao Caso E. No primeiro cenário, os erros múltiplos
ocorreram nas medidas zA89−90 e zR105−106, conforme mostrado na TABELA 8.

TABELA 8 – CASO E: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE EG MÚLTIPLOS NA EESD-
DR (MEDIDAS ATIVAS E REATIVAS)

Conjunto de medidas ativas

ME MRN cosθS
(SA completo)

cosθS
(SA sem ME)

zA89−90 9,6787 0,9727 0,8708
Conjunto de medidas reativas

ME MRN cosθS
(SR completo)

cosθS
(SR sem ME)

zR105−106 30,2945 0,9522 0,8220

No conjunto SA, com um MRN ativo de 9,6787, o conjunto completo continha
seis medidas e apresentou um valor de cosθS igual a 0,9727. O valor do MRN indica a
presença de uma anomalia, enquanto o valor de cosθS do conjunto completo confirma
que todas as medidas incorretas foram incluídas no conjunto suspeito (MRN ≥ 3,0).
Após o processo de triagem e a remoção da medida zA89−90, o cosθS atingiu 0,8708,
apontando a origem da anomalia no conjunto suspeito ativo, SA.
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O MRN reativo foi de 30,2945, com oito medidas reativas no conjunto suspeito
reativo, SR, e um cosθS de 0,9522. O valor de cosθS caiu para 0,8220 apenas quando a
medida zR105−106 foi excluída, identificando corretamente a medida incorreta em SR.

O outro caso de erros múltiplos é ilustrado na TABELA 9, envolvendo erros nas
medidas zA89−90 e zA105−106.

TABELA 9 – CASO E: RESULTADOS DO PROCESSAMENTO DE EG MÚLTIPLOS NA EESD-
DR (MEDIDAS ATIVAS)

ME MRN cosθS
(SA completo)

cosθS
(SA sem ME)

zA89−90 7,6550 0,9765 0,7637
zA105−106 0,8870

O MRN ativo foi de 7,6550, enquanto o MRN reativo foi de 2,8699, indicando
que não houve detecção de erro no conjunto reativo. Assim, o conjunto SA foi composto
por oito medidas ativas, com um cosθS igual a 0,9765. Após a remoção da medida zA89−90

de SA, o valor do cosseno reduziu-se para 0,7637, indicando que a medida incorreta foi
removida do conjunto. Durante o processo de triagem, ao remover a medida zA105−106 de
SA, o valor de cosθS foi de 0,8870, ou seja, cosθ ≥ 1− εcos, indicando que essa medida
também estava incorreta.

Como ocorrido nos casos anteriores, o valor do cosseno do conjunto suspeito
em análise diminui a cada remoção de medidas errôneas do conjunto suspeito, como
demonstrado na TABELA 9, enquanto a remoção de medições corretas mantém o valor
acima do limiar de 0,9 para o teste do cosseno.

4.4 CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO

A normalização cpu aplicada na estimação de estados, embasada em Tor-
telli et al. (2015) e Nogueira et al. (2019), permite o ajuste artificial da relação X/R,
viabilizando a estimação de estados irrestrita desacoplada rápida para sistemas de
distribuição (EESD-DR). Uma etapa fundamental no processo de estimação de estados
é o processamento de erros, responsável por detectar, identificar e tratar medições
inconsistentes que possam comprometer a qualidade das estimativas.

Uma extensão dos testes de colineariedade baseados na interpretação geo-
métrica dos multiplicadores de Lagrange (Lourenço, 2001; Lourenço et al., 2006) para
os resíduos provenientes da estimação de estados irrestrita desacoplada, é proposta
nesse trabalho. No algoritmo de processamento de erros grosseiros proposto, os resí-
duos são tratados de forma desacoplada, permitindo que os processos de detecção e
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identificação de erros sejam realizados de forma independente sobre os conjuntos de
medidas ativas e reativas.

Os resultados obtidos demonstram que nos testes geométricos desacoplados
propostos, a capacidade original de garantir a inclusão de todas as medidas errôneas no
conjunto suspeito é preservada, assim como a garantia de identificação da(s) medida(s)
anômala(s) na triagem do conjunto suspeito via teste do cosseno.

Finalmente, destaca-se que a metodologia proposta alia a eficiência computa-
cional já consolidada dos métodos desacoplados à ferramenta de processamento de
erros baseada nos testes geométricos, concebida para operar sem a necessidade de
reestimações sucessivas nas etapas de detecção e identificação de erros grosseiros,
tornando a ferramenta proposta inovadora e promissora para o aprimoramento da
modelagem em tempo real de redes elétricas.
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5 ESTIMADOR DE ESTADOS RESTRITO PARA SISTEMAS DE DISTRIBUIÇÃO
COM SOLUÇÃO VIA MÉTODO DE HACHTEL DESACOPLADO

Em decorrência do aumento crescente da participação de fontes alternativas
e intermitentes de energia, que encaminham mudanças na estrutura e operação dos
sistemas de distribuição (SD), algoritmos para a estimação de estados têm sido de-
senvolvidos nos últimos anos frente à necessidade de monitoramento em tempo real
para estes sistemas. Diante deste cenário, este trabalho propõe o desenvolvimento de
uma metodologia para estimação de estados para sistemas de distribuição (EESD).
A formulação proposta combina abordagens de desacoplamento, reconhecidas pela
redução do esforço computacional, com o Método do Tableau Esparso e informações
a priori, sendo o desacoplamento nas redes de distribuição viabilizado pelo uso da
técnica da normalização complexa por unidade.

Este capítulo apresenta a formulação do estimador de estados para sistemas
de distribuição com solução via Tableau desacoplado (EEDR-SD), uma das propostas
e contribuições deste trabalho. Inicialmente, faz-se uma contextualização acerca da
estimação de estados para sistemas de distribuição e das técnicas envolvidas na
proposta a ser apresentada. Na sequência, tem-se a aplicação da normalização cpu
para viabilizar o desacoplamento nos sistemas de distribuição e, por fim, adentra-se na
formulação do estimador proposto, em sua versão monofásica e trifásica. Ao final do
capítulo, são apresentadas as simulações e resultados referentes ao EEDR-SD.

5.1 CONTEXTUALIZAÇÃO

O monitoramento em tempo real dos SD tem se tornado cada vez mais ne-
cessário em função das mudanças no comportamento dessas redes, associadas à
crescente inserção de geração distribuída, à ampliação das tecnologias vinculadas ao
conceito de Smart Grid e ao avanço da infraestrutura avançada de medição (AMI, Ad-
vanced Measurement Infrastructure). Nesse contexto, a análise em tempo real dessas
redes assume papel central para garantir condições adequadas de operação.

Frente às particularidades dos SD, vários esforços foram desprendidos para
o desenvolvimento de algoritmos de estimação de estados (EE) adequados a esses
sistemas, sendo os mais conhecidos aqueles baseados nas correntes dos ramos,
proposto inicialmente por Baran e Kelley (1995) e o método baseado na matriz de
admitâcia, apresentado pioneiramente em Lu et al. (1995) e aprimorado em Almeida e
Ochoa (2016). Ambos os métodos são resolvidos iterativamente através da Equação
Normal, tendo como maior diferença a escolha das variáveis de estado e o tipo das
medidas incluídas no problema. Esses dois métodos estão detalhados na Seção 2.4.
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Além disso, um levantamento das metodologias e algoritmos mais relevantes podem
ser encontrados em Primadianto e Lu (2016) e Lourenço e London Jr (2022).

Condutores com elevada razão X/R e consequente baixa sensibilidade PV e
Qθ, atributos esses dos ST, permitem que simplificações nas matrizes Jacobiana ou
ganho possam ser feitas levando às técnicas de desacoplamento do problema de EE
(Garcia et al., 1979), discorridas na Seção 2.2. A normalização complexa por unidade
(cpu), apresentada em Tortelli et al. (2015), que viabilizou a aplicação efetiva do fluxo
de potência desacoplado rápido a SD, pode também ser efetivamente estendida para
o processo de EE via método dos Mínimos Quadrados Ponderados (MQP) irrestrito,
como demonstrado em Nogueira et al. (2019) e Lourenço et al. (2022). Essa técnica
permite ajustar artificialmente a relação X/R do sistema a partir da definição de uma
potência de base complexa, garantindo assim a possibilidade de solução do problema
de EE via métodos desacoplados.

Um outro fator, relativo agora à degradação do condicionamento numérico
durante o processo de solução da EE, diz respeito aos altos pesos associados às me-
didas virtuais, como barras de injeção nula, as quais aparecem em grande quantidade
em SD (Langner; Abur, 2020; Hebling, 2022). Essas medidas virtuais quando tratadas
como pseudomedidas geram instabilidades numéricas na matriz ganho (Abur; Exposito,
2004). A solução para melhoria da robustez nesse caso, já bem difundida para ST,
são formulações alternativas dos MQP que contam com a representação das medidas
virtuais como restrições de igualdade no problema de EE, inicialmente apresentada em
Aschmoneit et al. (1977). Posteriormente em Gjelsvik et al. (1985) a formulação restrita
do problema de EE foi aprimorada, onde o vetor de resíduos de medição é também
incluído como restrição do problema de estimação, resultando no Método do Tableau
Esparso, conforme discutido na Seção 2.3.

No contexto da EE restrita, a utilização de informações a priori favorece o con-
dicionamento numérico do problema, ao reforçar a diagonal da matriz de coeficientes
(Lourenço, 2001). Com relação aos valores das informações a priori propriamente ditas,
elas podem ser obtidas a partir de uma previsão de estimativas, tal como proposta em
Do Coutto Filho et al. (2009); a partir de um estimativa prévia (estado anterior); ou,
na falta de melhores informações a priori pode-se adotar 1,0 p.u. para magnitude de
tensão e 0 rad para ângulo de fase.

Diante desse cenário, este trabalho apresenta uma abordagem que busca
conciliar eficiência computacional e robustez numérica, baseada no Método do Tableau
com informações a priori, associada ao desacoplamento por meio da normalização
cpu.
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5.2 APLICAÇÃO DA NORMALIZAÇÃO COMPLEXA POR UNIDADE NA EESD

Uma das premissas para o desacoplamento no problema de estimação de
estados é a garantia da alta relação X/R, encontrada naturalmente nos sistemas de
transmissão. Já em sistemas de distribuição essa relação é baixa, devido às caracterís-
ticas dos condutores.

Seguindo os fundamentos da normalização cpu vistos na Seção 3.6, as tensões
de base seguem os mesmos padrões da normalização p.u. e adota-se uma potência de
base complexa, vinculada a um ângulo de base, representado por φbase (Tortelli et al.,
2015):

Ṡbase = |Ṡbase|e−jφbase (5.1)

Os dados de entrada do estimador de estados, que compreendem os parâme-
tros da rede e o conjunto de medidas, precisam ser transformados para o sistema cpu.
Os parâmetros R e X nesse novo sistema (ou seja, Rcpu e Xcpu), podem ser obtidos
através das equações (3.23) e (3.24) descritas na Seção 3.6, reproduzidas abaixo:

Rcpu = |Żpu|cos(θ + φbase) (5.2)

Xcpu = |Żpu|sen(θ + φbase) (5.3)

sendo: Żpu a impedância em pu, θ a defasagem angular do fasor impedância da linha
em ohms e φbase o ângulo da potência de base complexa.

Isso permite que a relação X/R seja ajustada através da escolha de um ângulo
de base (Tortelli et al., 2015):

Xcpu

Rcpu

= tan(θ + φbase) (5.4)

Já as medidas precisam ser normalizadas de acordo com sua natureza e a
partir da potência de base complexa, conforme descrito na sequência.

• Medidas de fluxo de potência através das linhas k −m:

Pkm[cpu]
= Pkm[pu]

cosφbase −Qkm[pu]
senφbase (5.5)

Qkm[cpu]
= Qkm[pu]

cosφbase + Pkm[pu]
senφbase (5.6)
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onde Pkm e Qkm correspondem ao fluxo de potência ativa e reativa, respectivamente.

• Medidas de injeção de potência na barra k:

Pk[cpu] = Pk[pu]cosφbase −Qk[pu]senφbase (5.7)

Qk[cpu] = Qk[pu]cosφbase + Pk[pu]senφbase (5.8)

onde Pk e Qk correspondem a injeção de potência ativa e reativa, respectivamente.

As medidas de magnitude de tensão não são modificadas pela cpu, mantendo-
se iguais às do sistema p.u. convencional, conforme demonstrado na Seção 3.6.

Como a aplicação da cpu para a estimação de estados para sistemas de
distribuição na versão desacoplada rápida compreende uma nova normalização para
os dados de entrada do estimador (parâmetros e medidas), essa etapa pode ser definida
como uma etapa de pré-processamento dos dados, conforme ilustrado na FIGURA 8.
Dessa forma, os algoritmos de estimação de estados desacoplados convencionais
podem ser aplicados sem a necessidade de modificações em seu código, o que
representa uma grande vantagem para a utilização da normalização cpu.

Com a adoção de um ângulo de base dentro de uma faixa adequada, e, se-
guindo o fluxograma apresentado na FIGURA 8, executa-se o estimador de estados
desacoplado de preferência, como o desacoplado no modelo ou algoritmo, recapitula-
dos brevemente na Seção 2.2, ou, alternativamente, o estimador restrito desacoplado
proposto que alia a robustez e precisão do método de Hachtel à eficiência computacio-
nal dos métodos desacoplados, conforme detalhado nas próximas seções.

5.3 FORMULAÇÃO DO ESTIMADOR DE ESTADOS RESTRITO PARA SISTEMAS
DE DISTRIBUIÇÃO COM SOLUÇÃO VIA MÉTODO DE HACHTEL DESACO-
PLADO (EEDR-SD)

Visando aliar a alta robustez numérica e eficácia do método do Tableau à
elevada eficiência computacional do estimador desacoplado rápido (desacoplado no
modelo), este trabalho propõe a aplicação de técnicas de desacoplamento à formulação
de estimação de estados restrita.

Primeiramente os dados de entrada do SD, incluindo o conjunto de medidas,
são normalizados através da aplicação da técnica de normalização cpu, descrita na
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FIGURA 8 – ESQUEMA DA APLICAÇÃO DA CPU NO PROCESSO DE SIMULAÇÃO DO
ESTIMADOR DE ESTADOS

FONTE: A autora (2026)

Seção 5.2. Com os dados normalizados em p.u. e convertidos para a normalização cpu,
conforme o ângulo de base adotado, executa-se o estimador de estados, solucionado
através do método de Hachtel desacoplado com informações a priori. A ferramenta
resultante da estimação de estados restrita desacoplada rápida para SD compreende
uma das contribuições desse trabalho e será denominada EEDR-SD.

Primeiramente, é descrita a formulação na versão baseada na modelagem
monofásica da rede elétrica. Em seguida, apresenta-se a versão trifásica do estimador
proposto.

5.3.1 Formulação Monofásica do Estimador de Estados

Com base no problema de otimização da Equação (2.51) e considerando o
modelo barra-ramo da rede adotado neste trabalho, tem-se:

minimizar J(x̂) =
1

2
rTmR

−1
m rm +

1

2
(x̂− x̄)TP−1(x̂− x̄)

sujeito a rm = zm − hm(x̂)

he(x̂) = 0

(5.9)

sendo:
rm: vetor de resíduo das medidas;
Rm: matriz de covariância das medidas convencionais;
x̂: vetor dos estados estimados;
x̄: vetor das informações a priori dos estados;
P : matriz de covariância dos estados a priori ;
zm: vetor das medidas convencionais;
hm: vetor de funções não lineares que relacionam as quantidades medidas às variáveis
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de estado x;
he: o vetor de funções não lineares que relaciona as restrições estruturais (como as
barras de injeção nula) às variáveis de estado.

As condições requeridas para a solução ótima do problema restrito descrito na
equação (5.9) podem ser expressas em termos da seguinte função Lagrangeana:

L =
1

2
rm

TR−1
m rm +

1

2
(x̂− x̄)TP−1(x̂− x̄) + λT

m(zm − hm(x̂)− rm) + λT
e (−he(x̂)) (5.10)

Aplicando as condições de primeira ordem para a solução ótima na equação
(5.10), tem-se:

∂L
∂r

= 0 ⇒ R−1
m rm − λm = 0 (5.11)

∂L
∂x

= 0 ⇒ P−1(x̂− x̄)−HT
m(x̂)λm −HT

e (x̂)λe = 0 (5.12)

∂L
∂λm

= 0 ⇒ zm − hm(x̂)− rm = 0 (5.13)

∂L
∂λe

= 0 ⇒ −he(x̂) = 0 (5.14)

Reescrevendo a equação (5.11) como rm = Rmλm e linearizando (5.13) e
(5.14), as equações lineares obtidas podem ser representadas matricialmente por:

[
−P−1 HT

H R

][
Δx̂

λ

]
=

[
−P−1(x̄− x̂k)

rk

]
(5.15)

5.3.2 Aplicação das Técnicas de Desacoplamento na Formulação Monofásica do
Estimador de Estados

Visando a abordagem desacoplada proposta, os vetores e matrizes são partici-
onados de acordo com a natureza ativa (sobrescrito A) e reativa (sobrescrito R) das
grandezas, conforme descrito a seguir:

• Vetor de estados, de medidas e das equações não-lineares:

xA = [θ] xR = [V ] (5.16)
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zAm =

[
zAfluxo
zAinj

]
zRm =

⎡
⎢⎣
zRfluxo
zRinj

zRVmag

⎤
⎥⎦ (5.17)

hA
m(x) =

[
Pfluxo

Pinj

]
hR
m(x) =

⎡
⎢⎣
Qfluxo

Qinj

Vmag

⎤
⎥⎦ (5.18)

hA
e (x) =

[
θref

P nula
inj

]
hR
e (x) =

[
Qnula

inj

]
(5.19)

• Matriz Jacobiana:

H =

[
Hm

He

]
Hm =

[
HAA

m HAR
m

HRA
m HRR

m

]
He =

[
HAA

e HAR
e

HRA
e HRR

e

]
(5.20)

Reagrupando as submatrizes de acordo com a natureza ativa e reativa, tem-se:

H =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
HAA

m HAR
m

HAA
e HAR

e

HRA
m HRR

e

HRA
e HRR

m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ HA =

[
HAA

m HAR
m

HAA
e HAR

e

]
HR =

[
HRA

m HRR
m

HRA
e HRR

e

]
(5.21)

• Matriz de Covariâncias:

R =

[
Rm 0

0 Re

]
Rm =

[
RA

m 0

0 RR
m

]
Re =

[
RA

e 0

0 RR
e

]
(5.22)

Agrupando as grandezas ativas e reativa na mesma matriz, define-se:

RA =

[
RA

m 0

0 RA
e

]
RR =

[
RR

m 0

0 RR
e

]
(5.23)

• Vetores dos Multiplicadores de Lagrange e resíduos:

λA =

[
λA
m

λA
e

]
λR =

[
λR
m

λR
e

]
(rA)k =

[
zAm − hA

m(x̂
k)

−hA
e (x̂

k)

]
(rR)k =

[
zRm − hR

m(x̂
k)

−hR
e (x̂

k)

]
(5.24)
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onde k se refere ao contador de iterações.

Considerando as partições ativas e reativas das matrizes e vetores apresenta-
dos, o estimador de estados restrito representado na equação (5.9) e solucionado pelo
método do Tableau Esparso consiste em resolver iterativamente o seguinte sistema
linear:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
CA 0 (HAA)T (HRA)T

0 CR (HAR)T (HRR)T

HAA HAR RA 0

HRA HRR 0 RR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Δθ

ΔV

λA

λR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
CAx̃A

CRx̃R

(rA)k

(rR)k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.25)

onde a matriz de covariância dos estados a priori é denotada por P , sendo C = −P−1

e x̃ = x̂ − x̄k, e os sobrescritos A e R representando as partições ativas e reativas,
respectivamente.

No caso em que uma alta relação X/R dos elementos da rede elétrica em
análise possa ser garantida, o acoplamento Pθ − QV é verificado e as técnicas de
desacoplamento podem ser aplicadas. Considerando o método desacoplado no mo-
delo, bem consolidado no estimador de estados desacoplado rápido convencional, sem
restrições de igualdade (Garcia et al., 1979; Monticelli; Garcia, 1990; Abur; Exposito,
2004), as submatrizes fora da diagonal principal da matriz Jacobiana podem ser despre-
zadas e as matrizes da diagonal principal mantidas constantes. Seguindo essa mesma
abordagem, porém agora aplicada ao método do Tableau Esparso com informações a
priori, o sistema de equações dado em (5.25) passa a ser descrito por:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
CA 0 (HAA)T 0

0 CR 0 (HRR)T

HAA 0 RA 0

0 HRR 0 RR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Δθ

ΔV

λA

λR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
CAx̃A

CRx̃R

(rA)k

(rR)k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.26)

De (5.26), obtém-se o seguinte conjunto de equações:

(I) CAΔθ + (HAA)TλA = CAx̃A

(II) HAAΔθ + RAλA = (rA)k

(III) CRΔV + (HRR)TλR = CRx̃R

(IV) HRRΔV +RRλR = (rR)k

(5.27)

Em (5.27) observa-se nitidamente o desacoplamento das partições ativas e
reativas do sistema linear, de forma que a solução referente às variáveis de estado
ativa pode ser expressa de forma independente da solução referente às das reativas.
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Assim, as estimativas são obtidas através da solução iterativa dos dois subproblemas a
seguir:

• Subproblema ativo:

[
CA (HAA)T

HAA RA

][
Δθ

λA

]
=

[
CAx̃A

(rA)k

]
(5.28)

onde as estimativas ativas são atualizadas por:

θk+1 = θk +Δθk (5.29)

• Subproblema reativo:

[
CR (HRR)T

HRR RR

][
ΔV

λR

]
=

[
CRx̃R

(rR)k

]
(5.30)

sendo as estimativas reativas atualizadas por:

V k+1 = V k +ΔV k (5.31)

Os sistemas lineares (5.28) e (5.30) mostram uma característica importante
do método desacoplado no Tableau Esparso. Pode-se observar que a aplicação do
desacoplamento diretamente na matriz Jacobiana (equivalente ao método desacoplado
no modelo) não afeta o vetor do lado direito dos sistemas lineares ativo e reativo.
Com isso, ao contrário do método desacoplado no modelo no método dos MQP
irrestrito, onde a precisão dos resultados é afetada (ainda que em níveis aceitáveis),
o desacoplamento na solução via método do Tableau mantém inalterada a precisão
do método completo. Assim, em um cenário hipotético, de estudos, em que todas as
medidas são exatas (sem adição de erros aleatórios) obtém-se resultados exatos para
os estados.

Cabe ressaltar que as aproximações adicionais que produzem as diferentes
versões do método desacoplado rápido (Abur; Exposito, 2004), podem ser igualmente
aplicadas para o método desacoplado via Tableau Esparso proposto nessa seção.

5.3.3 Formulação Trifásica do Estimador de Estado

A partir da formulação restrita do problema de EE, apresentada na equação
(5.9) para a representação monofásica, estende-se agora a abordagem para a modela-
gem trifásica da rede. Essa generalização permite considerar o acoplamento entre as
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fases e assimetrias de carga, típicas dos sistemas reais de distribuição. Considerando o
modelo barra-ramo do sistema, o problema de otimização a ser resolvido, considerando
a formulação trifásica da rede e na ausência de informações a priori, é descrito por:

minimizar J(x̂) =
1

2
rTm3φR

−1
m 3φrm3φ

sujeito a rm3φ = zm3φ − hm3φ

he(x)3φ = 0

(5.32)

onde os subescritos 3φ indicam as matrizes e vetores correspondentes à formulação
trifásica, descritos na sequência.

A formulação trifásica do estimador de estados mantém a estrutura matricial do
modelo restrito apresentado anteriormente, incorporando novas variáveis e equações
que descrevem o comportamento de cada fase, de modo a preservar a coerência
do método e garantir a compatibilidade com diferentes combinações de ligações do
sistema. Sendo assim, o problema de estimação trifásico em (5.32) pode ser igualmente
resolvido utilizando o algoritmo do método de Hachtel. As estimativas para os estados
são obtidas resolvendo iterativamente o seguinte sistema linear:

[
0 HT

3φ

H3φ R3φ

][
Δx̂3φ

λ3φ

]
=

[
0

rk3φ

]
(5.33)

Assim, os estados são atualizados a cada iteração (k ) até que a convergência
seja obtida (max|Δx̂k

3φ| ≤ ε), sendo ε a tolerância definida para o estimador):

x̂k+1
3φ = x̂k

3φ +Δx̂k
3φ (5.34)

Observando o sistema matricial dado em (5.33), o diferencial para a solução
do problema linear consiste na natureza trifásica das matrizes e vetores envolvidos.
Visando a formulação desacoplada proposta na sequência, essas grandezas são
definidas abaixo já considerando sua partição a partir da natureza ativa e reativa das
grandezas.

• Vetor de Estados Trifásico:

O vetor de estados trifásico (x3φ) é composto pela magnitude e ângulo das
tensões de cada fase, descrito por:

x3φ =

[
θφk
V φ
k

]
(5.35)
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sendo k o índice de barra do sistema e φ correspondente às fases de cada barra, com
φ ∈ {a, b, c}.

Considerando a partição ativa e reativa do vetor de estados, representados
pelo sobrescritos A e R, tem-se:

x3φ =

[
xA
3φ

xR
3φ

]
(5.36)

onde:

xA
3φ =

[
θφk

]
xR
3φ =

[
V φ
k

]
(5.37)

com k = 1, nb, com exceção para a barra de referência em xA
3φ, sendo nb o número de

barras do sistema.

• Vetor de medidas e equações não-lineares na modelagem trifásica:

Levando em conta o agrupamento das medidas ativas e reativas das grandezas,
o vetor de medidas trifásico (z3φ) e o vetor de equações não-lineares (h3φ) são expressos
por:

z3φ =

[
zA3φ
zR3φ

]
h3φ(x̂) =

[
hA
3φ(x̂)

hR
3φ(x̂)

]
(5.38)

Assim, com o desacoplamento, os vetores em (5.38) são representados por:

zA3φ =

[
zφ
fluxoA

zφ
injA

]
zR3φ =

⎡
⎢⎢⎣
zφ
fluxoR

zφ
injR

zφV mag

⎤
⎥⎥⎦ (5.39)

hA
3φ(x̂) =

[
P φ
fluxo

P φ
inj

]
hR
3φ(x̂) =

⎡
⎢⎣
Qφ

fluxo

Qφ
inj

V φ
mag

⎤
⎥⎦ (5.40)

As equações correspondentes às medidas de injeção de potência ativa (P φ
inj) e

reativa (Qφ
inj) na barra i em (5.40), que correspondem à modelagem trifásica da rede

elétrica, são calculadas por (Hansen; Debs, 1995):

P p
i = V p

i

nb∑
k=1

3∑
m=1

V m
k (Gpm

ik cosθpmik +Bpm
ik senθpmik ) (5.41)
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Qp
i = V p

i

nb∑
k=1

3∑
m=1

V m
k (Gpm

ik senθpmik −Bpm
ik cosθpmik ) (5.42)

sendo:
nb: o número total de barras do sistema;
i: a barra do sistema;
p e m: a fase p na barra i e as fases p e m no ramo i− k;
θpmik : a diferença angular da fase p na barra i e da fase m na barra k;
Gpm

ik e Bpm
ik : os elementos da matriz de conduntância nodal (Gbarra) e susceptância

nodal (Bbarra), respectivamente, obtidos através da matriz de admitância.

A matriz Ybarra é representada por elementos com dimensão (3x3), onde, em
caso de fases inexistentes, adiciona-se elementos nulos. A matriz de admitância é
representada por:

Ybarra = [Ypm
ik ] = Gbarra + jBbarra (5.43)

De modo geral, os elementos Ypm
ik podem ser descritos por (Braunstein, 2016):

Y pm
ii = jbpsh−barra +

∑
k∈Ωi

(ypmik +
1

2
jbsh−linha) (5.44)

Y pm
ik = −ypmik (5.45)

A partir do modelo π da linha trifásica, as equações clássicas do fluxo de
potência ativa e reativa, que representam as medidas de fluxo de potência (P φ

fluxo e
Qφ

fluxo) em (5.40), são expressas por (Arrillaga; Harker, 1978):

P p
ik = V p

i

∑
m∈Φik

V m
i (gpmii cos(θpi−θmi )+bpmii sen(θpi−θmi ))−V m

k (gpmik cos(θpi−θmk )+bpmik sen(θpi−θmk ))

(5.46)

Qp
ik = V p

i

∑
m∈Φik

V m
i (gpmii sen(θpi−θmi )−bpmii cos(θpi−θmi ))−V m

k (gpmik sen(θpi−θmk )−bpmik cos(θpi−θmk ))

(5.47)

onde:
ik: é o elemento da rede que conecta a barra i à barra k;
p e m: as diferentes fases dos elementos;
gpmii e bpmii : a parte real e imaginária, respectivamente, do elemento associado às fases
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pm da submatriz Yii da matriz de admitâncias;
gpmik e bpmik : a parte real e imaginária, respectivamente, do elemento associado às fases
pm da submatriz Yik da matriz de admitâncias;
Φik: é o conjunto das fases existentes no ramo i− k.

Sendo assim, as equações não-lineares referentes às medidas de fluxo de
potência ativa (Pfluxo), reativa (Qfluxo), injeção de potência ativa (Pinj) e reativa (Qinj)
são calculadas via (5.41) a (5.47).

Dando continuidade à formulação trifásica do estimador de estados proposto,
a matriz Jacobiana é descrita a seguir.

• Matriz Jacobiana Trifásica:

A matriz Jacobiana trifásica é representada por:

H3φ(x̂) =

[
HAA

3φ HAR
3φ

HRA
3φ HRR

3φ

]
(5.48)

sendo cada submatriz correspondente à:

HAA
3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂P φ
fluxo

∂θφk

∂P φ
inj

∂θφk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

HAR
3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂P φ
fluxo

∂V φ
k

∂P φ
inj

∂V φ
k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.49)

HRR
3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂Qφ
fluxo

∂V φ
k

∂Qφ
inj

∂V φ
k

∂V φ
mag

∂V φ
k

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

HRA
3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂Qφ
fluxo

∂θφk

∂Qφ
inj

∂θφk

∂V φ
mag

∂θφk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.50)

As equações correspondentes às derivadas parciais que compõem a matriz Ja-
cobiana, definidas em (5.49) e (5.50), estão descritas no Apêndice 1 deste documento.

Cabe ressaltar que na representação trifásica o dimensionamento da matriz
Jacobiana aumenta significativamente. Considerando um sistema com nm medidas e
nb barras, enquanto na modelagem monofásica da rede a ordem da matriz Jacobiana é
de (nm x 2nb), na representação trifásica atinge a ordem de (3nm x 6nb).
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• Matriz de Covariância Trifásica:

A matriz de covariância é mantida diagonal, uma vez que se assume as
mesmas premissas do modelo de medição da abordagem monofásica, sendo descrita
por:

R3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(σa
1)

2

(σb
1)

2

(σc
1)

2

...

(σφ
nm

)2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.51)

onde, novamente, nm se refere à quantidade de medidas do sistema e o sobrescrito φ

às fases referentes às medidas. A dimensão da matriz de covariância é de (3nm x 3nm).

Assumindo o agrupamento de medidas ativas e reativas, tem-se:

R3φ(x̂) =

[
RA

3φ 0

0 RR
3φ

]
(5.52)

sendo assim, na formulação desacoplada chega-se em:

RA
3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(σA,a
1 )2

(σA,b
1 )2

(σA,c
1 )2

...

(σA,φ
nmA

)2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.53)

RR
3φ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(σR,a
1 )2

(σR,b
1 )2

(σR,c
1 )2

...

(σR,φ
nmR

)2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.54)

onde nmA e nmR corresponde ao número de medidas ativas e reativas, respectivamente.

• Vetores dos resíduos e dos multiplicadores de Lagrange na formulação
trifásica restrita do estimador de estados:

A estrutura trifásica dos vetores referentes aos resíduos das medidas e aos
multiplicadores de Lagrange entre componentes de natureza ativa e reativa, pode ser
expressa por:
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r3φ(x̂) =

[
rA,φ
nmA

(x̂)

rR,φ
nmR

(x̂)

]
λ3φ =

[
λA,φ
nmA

λR,φ
nmA

]
(5.55)

sendo o vetor de resíduos definido por:

r3φ = z3φ − h(x̂)3φ (5.56)

Na abordagem desacoplada, tem-se para as grandezas ativas:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rA,a
1 (x̂)

rA,b
1 (x̂)

rA,c
1 (x̂)

...

rA,φ
nmA

(x̂)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zA,a
1

zA,b
1

zA,c
1

...

zA,φ
nmA

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

hA,a
1 (x̂)

hA,b
1 (x̂)

hA,c
1 (x̂)

...

hA,φ
nnA

(x̂)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.57)

A expressão dada em (5.57) pode ser generalizada por:

[
rA3φ(x̂)

]
=

[
zA,φ
nmA

]
−

[
hA,φ
nnA

(x̂)
]

(5.58)

sendo nmA referente ao número de medidas ativas e φ às fases.

Da mesma maneira, tem-se o vetor dos resíduos referente às grandezas
reativas do sistema, expresso por:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

rR,a
1 (x̂)

rR,b
1 (x̂)

rR,c
1 (x̂)

...

rR,φ
nmR

(x̂)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zR,a
1

zR,b
1

zR,c
1

...

zR,φ
nmR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

hR,a
1 (x̂)

hR,b
1 (x̂)

hR,c
1 (x̂)

...

hR,φ
nnR

(x̂)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.59)

Sendo (5.59) genericamente representada por:

[
rR3φ(x̂)

]
=

[
zR,φ
nmR

]
−

[
hR,φ
nnAR

(x̂)
]

(5.60)

sendo nmR referente ao número de medidas reativas.

Da mesma maneira, os vetores dos multiplicadores de Lagrange na formulação
desacoplada são representados por:
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[λA
3φ] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λA,a
1

λA,b
1

λA,c
1

...

λA,φ
nmA

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[λR
3φ] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

λR,a
1

λR,b
1

λR,c
1

...

λA,φ
nmR

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(5.61)

A partir da representação trifásica particionada dos vetores e matrizes descritos
nessa seção, o estimador de estados restrito representado em (5.33) e solucionado
pelo método do Tableau Esparso é resolvido iterativamente através do seguinte sistema
linear:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 (HAA
3φ )T (HRA

3φ )T

0 0 (HAR
3φ )T (HRR

3φ )T

HAA
3φ HAR

3φ RA
3φ 0

HRA
3φ HRA

3φ 0 RR
3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Δθ3φ

ΔV3φ

λA
3φ

λR
3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

rA3φ(x̂
k)

rR3φ(x̂
k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.62)

Considerando que as premissas para a aplicação das técnicas de desacopla-
mento são atendidas, as submatrizes fora da diagonal principal da matriz Jacobiana
podem ser desprezadas em (5.62) e as matrizes da diagonal principal mantidas cons-
tantes. Como consequência, o sistema linear dado em (5.62) passa a ser expresso
por:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 (HAA
3φ )T 0

0 0 0 (HRR
3φ )T

HAA
3φ 0 RA

3φ 0

0 HRR
3φ 0 RR

3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Δθ3φ

ΔV3φ

λA
3φ

λR
3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

rA3φ(x̂
k)

rR3φ(x̂
k)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (5.63)

A partir de (5.63), o seguinte conjunto de equações é obtido:

(I) (HAA
3φ )TλA

3φ = 0

(II) HAA
3φ Δθ3φ +RA

3φλ
A
3φ = rA3φ(x̂

k)

(III) (HRR
3φ )TλR

3φ = 0

(IV) HRR
3φ ΔV3φ +RR

3φλ
R
3φ = rR3φ(x̂

k)

(5.64)

Nota-se em (5.64) o desacoplamento das partições ativas e reativas do sistema
linear. Com isso, a solução referente às variáveis de estado ativa pode ser expressa
independentemente da solução relativa às variáveis reativas. Portanto, as estimativas
são obtidas pela solução iterativa dos seguintes subproblemas.

• Subproblema ativo:
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[
0 (HAA

3φ )T

HAA
3φ RA

3φ

][
Δθ3φ

λA
3φ

]
=

[
0

rA3φ(x̂)
k

]
(5.65)

onde as estimativas ativas são atualizadas por:

θk+1
3φ = θk3φ +Δθk3φ (5.66)

• Subproblema reativo:

[
0 (HRR

3φ )T

HRR
3φ RR

3φ

][
ΔV3φ

λR
3φ

]
=

[
0

rR3φ(x̂)
k

]
(5.67)

onde as estimativas reativas são atualizadas por:

V k+1
3φ = V k

3φ +ΔV k
3φ (5.68)

Ressalta-se que, assim como na formulação monofásica do EEDR-SD, a
representação trifásica do problema também incorporou a inclusão de informações a
priori, conduzindo à solução dos seguintes subproblemas:

[
CA

3φ (HAA
3φ )T

HAA
3φ RA

3φ

][
Δθ3φ

λA
3φ

]
=

[
CA

3φx̃
A
3φ

rA3φ(x̂)
k

] [
CR

3φ (HRR
3φ )T

HRR
3φ RR

3φ

][
ΔV3φ

λR
3φ

]
=

[
CR

3φx̃
R
3φ

rR3φ(x̂)
k

]

(5.69)

onde a matriz de covariância dos estados a priori é denotada por P3φ, sendo C3φ =

−P−1
3φ e x̃3φ = x̂3φ − x̄k

3φ, e os sobrescritos A e R representando as partições ativas e
reativas, respectivamente.

Da mesma forma que foi apontado na formulação monofásica da rede, os
sistemas lineares resultantes da formulação trifásica desacoplada proposta evidenciam
uma das características importantes da solução proposta via método do Tableau
Esparso. Nessa proposta, as aproximações impostas à matriz Jacobiana não afetam o
vetor do lado direito dos sistemas lineares ativo e reativo, que, diferentemente do método
desacoplado clássico via Equação Normal de Gauss, são independentes da matriz
Jacobiana (vide equações (5.65) e (5.67)), preservando a precisão dos resultados.

A partir da formulação apresentada para o estimador de estados restrito para
sistemas de distribuição com solução via método de Hachtel desacoplado (EEDR-SD)
proposto, a próxima seção contempla a análise dos resultados obtidos nas simulações.
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5.4 EEDR-SD: SIMULAÇÕES E RESULTADOS

Nesta seção são apresentados os resultados provenientes das simulações
computacionais realizadas para validar e avaliar as metodologias propostas nas seções
anteriores deste capítulo, referentes ao estimador de estados restrito para sistemas
de distribuição com solução via método de Hachtel desacoplado (EEDR-SD), na
modelagem monofásica e trifásica. Esses resultados abrangem o EEDR-SD sem e com
informações a priori. Essa formulação conta com a etapa de pré-processamento via
aplicação da normalização complexa por unidade, conforme discutido na Seção 5.2.

Com o objetivo de avaliar o desempenho computacional, o plano de medição
adotado contempla medidas de fluxo de potência (ativo e reativo) em todas as linhas,
injeção de potência (ativa e reativa) e magnitude de tensão em todas as barras. A
tolerância adotada para avaliar a convergência do estimador de estados foi fixada em
10−6 para todas as abordagens. Neste trabalho adotou-se como informações a priori
valores de magnitude de tensão de 1,0 p.u. e ângulo de 0 rad, conforme Lourenço
(2001) e Lourenco et al. (2004). Cabe ressaltar que esse cenário corresponde ao pior
caso, como discutido na Seção 5.1.

O EEDR-SD proposto foi implementado na plataforma Matlab, usando um
computador pessoal com um processador Intel Core™i5-3337U.

5.4.1 EEDR-SD: modelagem monofásica

O desempenho do EEDR-SD na modelagem monofásica foi avaliado através
de simulações envolvendo um sistema de distribuição de 69 barras (Baran; Wu, 1989),
denotado por SD-69, ilustrado na FIGURA 9. O estimador de estados proposto foi
avaliado quanto aos aspectos numéricos, que abrangem o condicionamento numérico
da matriz de coeficientes (matriz de Hachtel), bem como a dimensão e a esparsidade
das matrizes. Além disso, foram analisados aspectos computacionais, envolvendo a
convergência do estimador em função da variação do ângulo de base da normalização
cpu.

Os resultados abragem as implementações das formulações desacopladas
propostas neste trabalho e da formulação completa (não desacoplada) para fins de
comparação, ou seja:

• Estimador de estados restrito para SD com solução via Método de Hachtel
Desacoplado (EEDR-SD);
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FIGURA 9 – SISTEMA DE DISTRIBUIÇÃO: 69 BARRAS

FONTE: A autora (2026)

• Estimador de estados restrito para SD com solução via Método de Hachtel
Completo (EESD-completo);

• EEDR-SD e EESD-completo com informações a priori.

No ambiente de simulação, um gerador de medidas é implementado. Esse
gerador é composto por uma etapa de pré-processamento dos dados, onde esses são
normalizados no sistema cpu que alimenta um fluxo de potência exato, cuja saída é
utilizada para formação do conjunto de medidas perfeitas (já normalizadas no sistema
cpu). A última etapa consiste da adição de ruídos para simular os erros aleatórios das
quantidades medidas.

A sistemática de avaliação da acurácia dos estimadores de estados propostos
consiste na aplicação de indicadores estatísticos. Neste trabalho, a métrica empregada
foi o Erro Médio Absoluto (EMA), a partir de 100 simulações. O EMA é calculado para
os valores estimados das magnitudes e ângulos das tensões nas barras, conforme
(5.70):

EMA =
1

nsimul

nsimul∑
k=1

|x̂k
i − xref

i | (5.70)

em que nsimul é número de simulações, x̂i as variáveis estimadas e xref
i os valores de

referências dos estados provenientes do cálculo exato do fluxo de potência.



82

Nas simulações, considerou-se a imprecisão dos medidores através da adição
de ruídos nas medições, ou seja, adição de erros aleatórios no vetor de medidas:

zi = zrefi + η.σi (5.71)

onde zi indica o valor da medida i, zrefi o valor de referência das medidas obtido através
da solução exata do fluxo de potência, η corresponde à um valor aleatório com média
zero e desvio padrão unitário e σi é o desvio padrão associado ao medidor da medida i

obtido através de (CASTILLO-ALBERTINI, 2010):

σi =
pr.zrefi

3
(5.72)

em que pr indica a precisão relativa com o tipo de medida. Neste trabalho considerou-se
uma precisão de 2% para as medidas de fluxo de potência, 1% para as medidas de
injeção de potência e magnitude de tensão.

5.4.1.1 Convergência e desempenho dos estimadores sob a normalização cpu

Analisando-se primeiramente o desempenho do EESD-completo (não desa-
coplado) com a inserção das informações a priori, constatou-se, primeiramente, que
a convergência ocorreu em 4 iterações, tanto na versão sem quanto na versão com
informações a priori modeladas no problema.

A TABELA 10 mostra os valores para o EMA das variáveis de estado no EESD-
completo, considerando a presença e ausência das informações a priori na formulação,
calculado através de (5.70).

TABELA 10 – EMA PARA OS ÂNGULOS E MAGNITUDES DE TENSÃO: EESD-COMPLETO

EESD-completo EMA(θ) EMA(V )
sem informações a priori 3, 2288e-5 3, 7658e-4
com informações a priori 4, 1773e-5 5, 8252e-4

Observa-se através do EMA o impacto da inclusão de informações a priori
no desempenho do EESD-completo sob a presença de erros aleatórios. De modo
geral, sem informações a priori tem-se uma boa precisão global do estimador. Quando
as informações a priori são incorporadas, nota-se um aumento do EMA tanto para
os ângulos quanto para as magnitudes da tensão. Esse comportamento sugere que,
nas condições analisadas, as informações a priori introduziram uma degradação sutil,
o que pode estar associado à ponderação das mesmas bem como a escolha das
informações adotadas nas simulações (pior cenário). Sendo assim, pode-se contornar
essa degradação ajustando a variância das informações a priori. Cabe ressaltar que,
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apesar da escolha do pior cenário, não se obteve um comprometimento do EESD-
completo.

O desempenho do EEDR-SD frente à variação do ângulo de base foi avaliado
em duas formulações: sem e com informações a priori. Para simplificar a escrita, ao
longo do texto as informações a priori são apresentadas também por info a priori. A
convergência do estimador foi analisada no intervalo de 0◦ ≤ φbase ≤ 90◦, com passos de
5 graus. A influência da variação do ângulo de base no número de iterações requeridas
pelo EEDR-SD sem informações a priori pode ser observada na FIGURA 10.

Verifica-se que este passa a convergir apenas para valores de φbase > 20◦,
porém ainda com um número muito elevado de iterações, e deixa de convergir para
valores superiores a 70◦. No gráfico apresentado na FIGURA 10, a ausência de linhas
indica a não convergência do estimador. O menor número de iterações é obtido na faixa
de 40◦ ≤ φbase ≤ 50◦, com 7 iterações ativas e 7 reativas, como pode ser observado na
FIGURA 10.

Em relação ao ajuste da razão X/R (vide Seção 5.2, Equação (5.4)), dentro
do intervalo de melhor convergência e escolhendo o ângulo central (φbase = 45◦), a
razão X/R vai de 0,8358 (φbase = 0◦) para 3,6675, claramente criando as condições
necessárias para a aplicação e bom desempenho do método desacoplado, conforme
proposto.

FIGURA 10 – CONVERGÊNCIA DO EEDR-SD SEM INFO A PRIORI (SD-69)

FONTE: A autora (2026)
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Considerando agora a presença de informação a priori, ou seja, para o EEDR-
SD com info a priori, a influência do ângulo de base na convergência do estimador é
aprensentada na FIGURA 11.

FIGURA 11 – CONVERGÊNCIA DO EEDR-SD COM INFO A PRIORI (SD-69)

FONTE: A autora (2026)

O menor número de iterações ocorre no intervalo 40◦ ≤ φbase ≤ 50◦, com 7
iterações ativas e 7 reativas. Em relação ao EESD-DR sem info a priori, este teve um
aumento no número de iterações somente na proximidade das faixas de início e fim de
convergência, ou seja, próximo de 25◦ e 65◦.

Para mensurar a acurácia do EEDR-SD sem e com info a priori via EMA
(Equação (5.70)), foi adotado um valor intermediário para o ângulo de base (dentro do
intervalo que apresenta menor número de iterações). Para o EEDR-SD sem e com
informações a priori, considerou-se φbase = 45◦. A TABELA 11 apresenta os valores
obtidos para o EMA1 para o EEDR-SD com e sem infos a priori.

Nota-se em TABELA 11 as diferenças no desempenho do estimador quando
as informações a priori são incorporadas ao problema, apresentando um aumento
expressivo do EMA dos ângulos de tensão, correspondendo a um acréscimo de apro-
ximadamente duas ordens de grandeza em relação ao caso sem info a priori. Esses
1 Para o cálculo do EMA foram adicionados erros aleatórios e ângulo de base intermediário na faixa de

menor número de iterações.



85

TABELA 11 – EMA PARA OS ÂNGULOS E MAGNITUDES DE TENSÃO: EEDR-SD

EESD-DR EMA(θ) EMA(V )
sem informações a priori 2, 280e-5 1, 5191e-4
com informações a priori 4, 9781e-3 5, 8092e-4

resultados indicam que a presença de informações a priori afeta a estimação dos ângu-
los de tensão, certamente em função dos valores considerados para essas informações
(flat start) e dos pesos adotados. Esses resultados indicam a necessidade de ajustar
essas variâncias em caso de valores poucos efetivos de informação a priori, como é o
caso do flat start aqui adotado.

Vale ressaltar que essa métrica permite ainda uma análise dos valores es-
timados pelo EEDR-SD na presença de erros aleatórios com relação ao estimador
completo, comparando-os com o fluxo de potência exato. Comparando-se os valores do
EMA das versões completa e desacoplada apresentados nas TABELA 10 e TABELA 11,
constata-se que, de modo geral, a formulação desacoplada proposta apresenta o
mesmo nível de precisão para as estimativas dos estados que o método completo,
exceto na questão do ângulo das tensões no EESD-DR com info a priori.

5.4.1.2 Aspectos numéricos

Na sequência, são avaliados e apresentados os resultados que refletem os
aspectos numéricos relacionados à matriz de coeficientes do método dos MQP restrito
(solucionado pelo Tableau Esparso), denominada como matriz de Hachtel. Cabe res-
saltar que, visando um melhor condicionamento numérico geral, nas implementações
adotou-se a inclusão do fator α, discutido e apresentado na Seção 2.3.1.

Um primeiro comparativo refere-se à dimensão e ao condicionamento numérico
da matriz ganho do método MQP irrestrito (com solução via equação Normal de
Gauss), e da matriz de Hachtel do EESD-completo (com e sem informações a priori).
Os resultados referentes ao sistema teste SD-69 são apresentados na TABELA 12.

TABELA 12 – CONDICIONAMENTO NUMÉRICO E DIMENSÃO DA MATRIZ DE COEFICIEN-
TES COMPLETA (SD-69)

Método de
Solução

Matriz de
Coeficientes

Dimensão da
Matriz de Coeficientes

Condicionamento
Numérico

Equação Normal Ganho 138x138 5, 4568e17
Tableau sem info a priori Hachtel 617x617 1, 8586e10
Tableau com info a priori Hachtel 617x617 2, 3358e8

Observa-se na TABELA 12 que, como esperado, a dimensão da matriz Hachtel
de coeficientes é significativamente maior do que a matriz ganho do método dos MQP
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irrestrito, o que implica em um problema linear maior a ser resolvido a cada iteração.
Outro ponto que pode ser observado é o condicionamento numérico das matrizes
de coeficientes, que confirmam as conclusões reportadas na literatura de que este é
signifcativamente melhor para a matriz de Hachtel, conforme mostram os valores na
última coluna da TABELA 12. Um fator relevante a ser ressaltado é a verificação de
uma melhoria adicional do condicionamento numérico do EESD-completo quando se
tem a inclusão das informações a priori.

A dimensão da matriz de coeficientes do EESD-completo enfatiza a importância
do uso do desacoplamento proposto nesse trabalho, que, além de empregar matrizes
constantes, subdivide o problema completo em dois subproblemas, com matrizes de
Hachtel ativa e reativa de dimensões bem inferiores às da matriz completa, conforme
discutido a seguir.

Os valores de condicionamento numérico das matrizes de coeficientes dos
estimadores desacoplados propostos (EEDR-SD), com e sem informações a priori,
considerando o ângulo de base intermediário para cada formulação, igual a 45◦, podem
ser observados na TABELA 13.

TABELA 13 – CONDICIONAMENTO NUMÉRICO E DIMENSÃO DAS MATRIZES DESACO-
PLADAS DE HACHTEL (SD-69)

Matriz de Hachtel Dimensão das matrizes Condicionamento Numérico
sem priori com priori

Ativa 274x274 1, 3666e16 4, 5406e6
Reativa 343x343 1, 0494e10 1, 6701e8

Para o caso sem informações a priori, observa-se uma piora expressiva do
condicionamento das matrizes desacopladas em comparação com a matriz completa
do Tableau (vide TABELA 12). No entanto, no caso do Tableau desacoplado com
informações a priori, verifica-se uma melhoria ainda mais significativa do que o caso
completo quando comparado com o Tableau desacoplado sem priori, e uma melhoria
quando comparado com qualquer outro caso (vide TABELA 12 e TABELA 13).

No SD-69, a dimensão da matriz de Hachtel da parte ativa é de 274x274 e a
da reativa de 343x343. Comparando com a matriz de Hachtel do EESD-completo, com
dimensão de 617x617, verifica-se uma redução considerável da dimensão dos sistemas
lineares a serem resolvidos, com impacto direto na diminuição do custo computacional
envolvido no processo de fatoração e solução desses sistemas quando comparado
com a solução do método completo.

Analisando os aspectos referentes à estrutura e esparsidade da matriz de
coeficientes do EEDR-SD, a matriz de Hachtel da parte ativa apresenta 1.159 ele-
mentos não nulos em sua formulação sem informações a priori, chegando a 1.228
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elementos não nulos com a presença destas, com um grau de esparsidade de 98,4%.
A matriz de Hachtel referente à parte reativa possui 1.366 elementos diferentes de zero,
sem priori, e de 1.435, com priori, onde esta apresenta um grau de esparsidade de
92,9%. A FIGURA 12 ilustra a estrutura da matriz de Hachtel no método desacoplado,
demonstrando o impacto da adição das informações a priori no problema de estimação
de estados via EEDR-SD.

Comparando-se a FIGURA 12-(a) com a FIGURA 12-(c) e FIGURA 12-(b) com
a FIGURA 12-(d), pode-se analisar a influência da presença das informações a priori
na matriz de Hachtel, evidenciando o fortalecimento da diagonal principal.

FIGURA 12 – ESTRUTURA DA MATRIZ DE HACHTEL DESACOPLADA, SEM E COM INFOR-
MAÇÕES A PRIORI, NO SD-69

FONTE: A autora (2026)
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5.4.2 EEDR-SD: modelagem trifásica

Para avaliar o desempenho do EEDR-SD na modelagem trifásica, sem e com
informações a priori, foi utilizado o sistema teste de 12 barras, originalmente baseado
nos dados encontrados em Eminoglu et al. (2010). Foram consideradas diferentes
condições operacionais, conforme apresentado na TABELA 14.

TABELA 14 – CASOS SD-12: CONDIÇÕES OPERACIONAIS CONSIDERADAS

Caso Condição operacional
Caso A Sistema radial sem geração distribuída (GD)
Caso B Sistema radial com inserção de 10% de GD
Caso C Sistema radial com inserção de 50% de GD
Caso D Sistema malhado sem GD
Caso E Sistema malhado com inserção de 10% de GD

Em relação à inserção de GD apresentada na TABELA 14, foram considerados
dois níveis de penetração, correspondentes à 10% e 50% da carga total do sistema.
Para o nível de 10%, foram instaladas unidades de GD nas barras 6 e 12, com potência
de 0,022 MW em cada barra. Para o nível de 50%, a inserção foi realizada nas mesmas
barras, com potência de 0,11 MW em cada barra. Quanto à configuração malhada,
foram consideradas quatro malhas, estabelecidas pelas conexões entre as barras 1-6,
3-11, 5-8 e 10-12. A FIGURA 13 ilustra o sistema de distribuição de 12 barras (SD-12)
nas diferentes configurações analisadas, sendo as linhas pontilhadas a representação
dos casos malhados.

FIGURA 13 – SISTEMA DE DISTRIBUIÇÃO: 12 BARRAS (SD-12)

FONTE: A autora (2026)

Inicialmente, todos os casos foram simulados assumindo condições equilibra-
das. Na sequência, considerando as mesmas configurações operacionais apresentadas
na TABELA 14, foram definidos os casos A1, B1, C1, D1 e E1, agora sob condições
desequilibradas, a fim de representar de forma mais realista a rede de distribuição.

Nesta seção, serão analisados os seguintes aspectos:
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• A validação do EEDR-SD proposto considerando a representação trifásica da
rede;

• A convergência do EEDR-SD com diferentes normalizações cpu e acurácia;

• As características da matriz de coeficientes do EEDR-SD.

5.4.2.1 Validação do EEDR-SD na representação trifásica

Para a validação das ferramentas propostas, os resultados obtidos pelo EESD-
completo e pelo EEDR-SD sem e com informações a priori, foram comparados com
aqueles provenientes do fluxo de potência, na ausência de erros aleatórios. A TA-
BELA 15 apresenta os resultados obtidos para o Caso E1 (SD-12 desequilibrado e
malhado com inserção de 10% de GD), comparando as medidas de magnitude de
tensão e ângulo das fases do fluxo de potência com os valores estimados via EEDR-SD
com informações a priori.

TABELA 15 – CASO E1: COMPARAÇÃO DA MAGNITUDE DE TENSÃO E ÂNGULO DE FASE
DO FLUXO DE POTÊNCIA EXATO E EEDR-SD COM INFO A PRIORI

Barra
Fluxo de Potência EEDR-SD com info a priori

Tensão (pu) Ângulo (graus) Tensão (pu) Ângulo (graus)
V a
k V b

k V c
k θak θbk θck V a

k V b
k V c

k θak θbk θck
1 1,0000 1,0000 1,0000 0,00 -120,00 120,00 1,0000 1,0000 1,0000 0,00 -120,00 120,00
2 0,9978 0,9971 0,9985 0,05 -119,93 120,04 0,9978 0,9971 0,9985 0,05 -119,93 120,04
3 0,9962 0,9951 0,9974 0,09 -119,89 120,062 0,9962 0,9951 0,9974 0,09 -119,89 120,062
4 0,9962 0,9950 0,9973 0,08 -119,88 120,06 0,9962 0,9950 0,9973 0,08 -119,88 120,06
5 0,9981 0,9976 0,9987 0,04 -119,94 120,03 0,9981 0,9976 0,9987 0,04 -119,94 120,03
6 1,0000 1,0000 1,0000 0,00 -120,00 119,99 1,0000 1,0000 1,0000 0,00 -120,00 119,99
7 0,9991 0,9988 0,9994 0,01 -119,97 120,01 0,9991 0,9988 0,9994 0,01 -119,97 120,01
8 0,9981 0,9976 0,9987 0,04 -119,94 120,03 0,9981 0,9976 0,9987 0,04 -119,94 120,03
9 0,9959 0,9946 0,9971 0,10 -119,85 120,07 0,9959 0,9946 0,9971 0,10 -119,85 120,07

10 0,9960 0,9947 0,9972 0,10 -119,86 120,07 0,9960 0,9947 0,9972 0,10 -119,86 120,07
11 0,9962 0,9951 0,9974 0,08 -119,88 120,06 0,9962 0,9951 0,9974 0,08 -119,88 120,06
12 0,9960 0,9947 0,9972 0,10 -119,86 120,07 0,9960 0,9947 0,9972 0,10 -119,86 120,07

Os resultados apresentados na TABELA 15 evidenciam a validação do EEDR-
SD, uma vez que os valores obtidos coincidem com aqueles provenientes do fluxo de
potência. De forma consistente, para todos os demais casos analisados, os resultados
do EEDR-SD (sem e com info a priori) e do EESD-completo também se mostraram
idênticos aos do fluxo de potência, considerando a ausência de erros aleatórios.

Ressalta-se que a ausência de erros aleatórios foi considerada apenas para fins
de validação das propostas apresentadas neste capítulo. Os resultados apresentados
na sequência contemplam os cenários com a inserção de ruídos nas medições.

5.4.2.2 Convergência e desempenho dos estimadores sob a normalização cpu

Uma análise preliminar foi realizada em relação ao número de iterações do
EESD-completo para todos os cenários descritos na TABELA 14, considerando também
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os mesmos casos com cargas desbalanceadas. A TABELA 16 mostra os valores
obtidos.

TABELA 16 – NÚMERO DE ITERAÇÕES SD-12: EESD-COMPLETO

Casos A A1 B B1 C C1 D D1 E E1
Nº de iterações 3 3 3 3 3 3 2 3 4 5

Para a análise dos estimadores propostos na modelagem trifásica, a métrica
do Erro Médio Absoluto (EMA) utilizada foi considerando um EMA global, sendo este
calculado por:

EMAglobal =
1

Ntot

∑
φ∈{a,b,c}

Nφ∑
k=1

∣∣∣xest
k,φ − xref

k,φ

∣∣∣ (5.73)

Ntot é o número total de fases consideradas no sistema; Nφ é o número de barras que
possuem a fase φ; φ ∈ {a, b, c} representa as fases do sistema trifásico; xest

k,φ é a medida
estimada na barra k e fase φ; xref

k,φ é a medida de referência (fluxo de potência) na barra
k e fase φ e k é o índice das barras do sistema.

A partir de (5.73), a TABELA 17 apresenta o EMA global para as tensões e
ângulos de fase do EESD-completo.

TABELA 17 – EMA GLOBAL PARA AS TENSÕES E ÂNGULOS DE FASE: EESD-COMPLETO

Casos A B C D E
EMAV 1,308e-3 1,037e-3 6,180e-4 7,810e-4 1,422e-3
EMAθ 1,970e-3 1,739e-3 1,130e-3 2,546e-3 2,980e-3
Casos A1 B1 C1 D1 E1
EMAV 1,034e-3 4,840e-4 8,220e-4 8,540e-4 1,117e-3
EMAθ 3,288e-3 2,299e-3 2,744e-3 1,030e-3 2,120e-3

Os resultados na TABELA 17 indicam que, mesmo na presença de ruídos nas
medições e com tolerância de 10−6 do estimador, os erros permanencem da ordem de
10−3, demonstrando a robustez do EESD-completo. Observa-se ainda, de modo geral,
maior sensibilidade dos ângulos de fase em relação às magnitudes de tensão, bem
como baixa influência do desequilíbrio das cargas na precisão do EESD-completo.

Para avaliar o desempenho do EEDR-SD em relação à variação do ângulo de
base (φbase), foi realizada uma varredura φbase no intervalo de 0◦ ≤ φbase ≤ 90◦, com
incrementos de 1 grau, considerando todos os cenários.

A TABELA 18 e TABELA 19 apresentam a faixa do ângulo de base que resultou
no menor número de iterações, para a formulação sem info a priori e com info a
priori, respectivamente. Observou-se que, em todos os casos, o EEDR-SD (com e sem
informações a priori) passa a convergir para valores de φbase ≥ 30◦.
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TABELA 18 – FAIXA DO ÂNGULO DE BASE COM MENOR NÚMERO DE ITERAÇÕES: EEDR-
SD SEM INFO A PRIORI

Caso φbase Iterações Ativas Iterações Reativas
A 63◦ ≤ φbase ≤ 65◦ 4 3
B 60◦ ≤ φbase ≤ 70◦ 4 4
C 61◦ ≤ φbase ≤ 81◦ 4 3
D 46◦ ≤ φbase ≤ 49◦ 4 3
E 46◦ ≤ φbase ≤ 50◦ 4 3

A1 51◦ ≤ φbase ≤ 67◦ 4 4
B1 62◦ ≤ φbase ≤ 64◦ 4 3
C1 60◦ ≤ φbase ≤ 85◦ 4 3
D1 46◦ ≤ φbase ≤ 55◦ 4 4
E1 54◦ 4 4

TABELA 19 – FAIXA DO ÂNGULO DE BASE COM MENOR NÚMERO DE ITERAÇÕES: EEDR-
SD COM INFO A PRIORI

Caso φbase Iterações Ativas Iterações Reativas
A 57◦ ≤ φbase ≤ 65◦ 4 3
B 62◦ ≤ φbase ≤ 71◦ 4 4
C 60◦ ≤ φbase ≤ 84◦ 4 3
D 55◦ 3 3
E 55◦ 3 3

A1 58◦ ≤ φbase ≤ 59◦ 4 3
B1 51◦ ≤ φbase ≤ 54◦ 4 3
C1 59◦ ≤ φbase ≤ 84◦ 4 3
D1 42◦ ≤ φbase ≤ 50◦ 4 3
E1 55◦ 3 3

Assim como demonstrado nos resultados do EEDR-SD na modelagem mo-
nofásica, na modelagem trifásica a escolha do ângulo de base exerce influência no
desempenho do estimador desacoplado proposto. Em geral, as menores quantidades
de iterações foram obtidas para valores intermediários de φbase, tipicamente entre apro-
ximadamente 50◦ e 70◦, independente da configuração do SD-12. Além disso, nota-se
que a utilização de informações a priori tende a reduzir ligeiramente o número de itera-
ções em alguns casos, indicando uma melhora no processo de convergência. Apesar
disso, a faixa de ângulo de base associada a esse melhor desempenho tornou-se mais
restrita, conforme evidenciado nos casos D e E na TABELA 18 e TABELA 19.

Com base nas faixas do ângulo de base que resultaram em menores números
de iterações, adotou-se um valor intermediário de φbase =50◦ para os cálculos do EMA
global. Considerando os cenários com cargas desbalanceadas e a presença de erros
aleatórios nas medições, a TABELA 20 reúne os valores do EMA global obtidos para o
EEDR-SD, com e sem o uso de informações a priori.

Os resultados apresentados na TABELA 20 indicam que o EEDR-SD apresenta
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TABELA 20 – EMA GLOBAL PARA AS TENSÕES E ÂNGULOS DE FASE: EEDR-SD

EEDR-SD sem info a priori
Casos A1 B1 C1 D1 E1
EMAV 2, 320e-4 1, 375e-3 6, 180e-4 9, 450e-4 1, 435e-3
EMAθ 2, 285e-3 1, 474e-3 1, 130e-3 1, 808e-3 1, 630e-3

EEDR-SD com info a priori
Casos A1 B1 C1 D1 E1
EMAV 6, 990e-4 1, 199e-3 7, 240e-4 5, 960e-4 8, 640e-4
EMAθ 1, 807e-3 3, 150e-3 3, 041e-3 1, 570e-3 1, 580e-3

bom desempenho na estimação de estados, mesmo na presença de erros aleatórios.
De modo geral, observa-se que a utilização de informações a priori não resultou em uma
redução significativa dos valores do EMA global, mantendo os erros basicamente na
mesma ordem de grandeza. Assim como discutido anteriormente, esse comportamento
pode estar associado à escolha das variâncias atribuídas às informações a priori
adotadas neste trabalho.

5.4.2.3 Matriz de coeficientes do EEDR-SD

Em relação à dimensão da matriz de coeficientes do EESD-completo, é natural
um aumento expressivo decorrente da modelagem trifásica da rede de distribuição.
A TABELA 21 apresenta o tamanho da matriz de coeficientes relativa à solução da
estimação de estados via EESD-completo, sendo denominada matriz de Hachtel, com
seus valores respectivos à ordem de grandeza do condicionamento numérico.

TABELA 21 – DIMENSÃO E CONDICIONAMENTO NUMÉRICO DA MATRIZ DE HACHTEL
(EESD-COMPLETO)

Caso Dimensão da Matriz de Hachtel Condicionamento Numérico
A 312x312 1016

B 312x312 1016

C 312x312 1016

D 360x360 1019

E 360x360 1019

A elevada dimensão das matrizes envolvidas no processo de solução do esti-
mador de estados, evidencia a relevância da estratégia de desacoplamento proposta
neste trabalho. Tal abordagem, além de operar com matrizes constantes, permite a
decomposição do problema original em dois subproblemas, associados às compo-
nentes ativa e reativa, cujas matrizes de Hachtel apresentam dimensões inferiores à
matriz completa. A TABELA 22 apresenta os valores do condicionamento numérico
e dimensão da matriz de Hachtel (com suas partições ativa e reativa) referentes ao
EEDR-SD proposto, sem e com informações a priori.
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TABELA 22 – DIMENSÃO E ORDEM DE GRANDEZA DA MATRIZ DE HACHTEL PARTICIO-
NADA (EEDR-SD)

EEDR-SD sem info a priori
Caso1 Dimensão da Matriz de Hachtel Condicionamento Numérico

Ativa Reativa Ativa Reativa
A 138x138 174x174 1021 1016

B 138x138 174x174 1020 1016

C 138x138 174x174 1019 1013

D 162x162 198x198 1018 1019

E 162x162 198x198 1019 1019

EEDR-SD com info a priori
Caso1 Dimensão da Matriz de Hachtel Condicionamento Numérico

Ativa Reativa Ativa Reativa
A 138x138 174x174 1014 1015

B 138x138 174x174 1014 1015

C 138x138 174x174 1012 1014

D 162x162 198x198 1016 1016

E 162x162 198x198 1016 1016

1 Para os casos desequilibrados (A1 a E1), as dimensões das matrizes e os valores
de condicionamento numérico permaneceram equivalentes aos dos respectivos casos
equilibrados

Os resultados da TABELA 22 evidenciam que, mesmo para um sistema de
menor porte, como o SD-12, a representação trifásica acarreta um aumento relevante
na dimensão das matrizes particionadas de Hachtel, especialmente em razão da maior
quantidade de variáveis e detalhamento inerente à modelagem por fase. Em relação
ao condicionamento numérico, verifica-se que, sem a utilização de informações a priori,
as matrizes apresentam ordens de grandeza que atingem até 1020, indicando maior
sensibilidade numérica do problema. Com a incorporação das infos a priori, nota-se
uma redução desses valores em todos os cenários, enfatizando a contribuição dessas
informações para a melhoria do condicionamento numérico das matrizes particionadas,
já verificado na modelagem monofásica e agora também na modelagem trifásica.
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5.5 CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO

Este capítulo propõe um estimador de estados para sistemas de distribuição
solucionado via Método do Tableau Esparso com a inclusão de informações a pri-
ori. O estimador de estados proposto apresenta uma nova abordagem obtida pelo
desacoplamento das grandezas viabilizado pela normalização complexa por unidade
(cpu), considerando as representações monofásicas e trifásicas das redes elétricas,
culminando no estimador de estados restrito para sistemas de distribuição com solução
via método de Hachtel desacoplado (EEDR-SD).

A metodologia proposta aproveita as vantagens oriundas do uso do Tableau
Esparso com a inclusão das informações a priori das variáveis de estado, melhorando
o condicionamento numérico da matriz de coeficientes. Através da normalização cpu
propõe-se adequar os valores da razão X/R, garantindo, assim, a aplicação dos mé-
todos desacoplados para sistemas de distribuição de energia elétrica. Os resultados
apresentados evidenciam o impacto positivo da escolha adequada do ângulo de base
da normalização cpu na convergência do estimador desacoplado proposto.

Já o desacoplamento propriamente dito, demonstra-se uma técnica de relevân-
cia significativa para a análise em tempo real de sistemas de distribuição, especialmente
considerando a elevada dimensão desses sistemas, uma vez que atenua de forma
significativa o tamanho das matrizes envolvidas na solução via Tableau e as torna
constantes durante todo o processo iterativo.

No que se refere às informações a priori, adotaram-se valores associados à
condição de flat start, representando um cenário de baixa qualidade inicial. Mesmo sob
essa condição, o estimador apresentou bom desempenho, tanto em termos de conver-
gência quanto de acurácia. Tal resultado sugere que, com a utilização de informações
a priori de melhor qualidade, como estimativas prévias, o desempenho seja superior
ao caso apresentado. Além disso, nos cenários com alta redundância de medidas
(incluindo magnitude de tensão e injeção de potência em todas as barras e fluxos
de potência em ambas as extremidades das linhas), o uso das informações a priori
não exerce tanta influência, podendo, inclusive, ser desprezada. Por outro lado, sua
utilização torna-se relevante em situações com baixa redundância, como tipicamente
observado em sistemas de distribuição.

Os resultados das simulações e testes apresentadas para o EEDR-SD proposto,
em suas representações monofásica e trifásico do SD, demonstram que a ferramenta
é capaz de aliar a melhoria dos aspectos numéricos proporcionadas pela formulação
restrita com solução via método do Tableau Esparso com informações a priori com o
alto desempenho computacional já conhecido dos métodos desacoplados, ao mesmo
tempo que garante a acurácia da estimação dos estados.
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6 ESTIMADOR DE ESTADOS RESTRITO PARA SISTEMAS DE TRANSMISSÃO E
DISTRIBUIÇÃO INTERLIGADOS COM SOLUÇÃO VIA MÉTODO DE HACHTEL
DESACOPLADO

Diante do panorama da expansão notável de geração distribuída (GD) nos
sistemas de distribuição e subtransmissão, surgem novos desafios na análise do sis-
tema elétrico. Entre esses está a crescente interação entre os sistemas de transmissão
e distribuição (T&D), decorrentes dessa nova característica cada vez mais ativa das
redes de distribuição. A interação entre esses sistemas tem se tornado cada vez mais
complexa, enfatizando a necessidade de desenvolver metodologias capazes de realizar
análises integradas das redes T&D de forma unificada.

Nesse contexto, este capítulo propõe uma metodologia para análise integrada
de sistemas T&D na estimação de estados através do uso da normalização cpu,
que permite a representação explícita de alimentadores de distribuição ativos no
modelo da rede básica. O estimador proposto é formulado como um problema de
otimização restrito com informações a priori e solucionado pelo método do Tableau
Esparso combinado com técnicas de desacoplamento, aliando, assim, a eficiência
computacional e a estabilidade numérica.

Este capítulo apresenta uma contextualização referente à análise integrada de
sistemas T&D. Adentrando na proposta do trabalho, na sequência, discute-se sobre
a inclusão da cpu na estimação de estados T&D em uma nova abordagem. Por fim,
tem-se a formulação do estimador de estados restrito para sistemas T&D com solução
via Método de Hachtel desacoplado (EEDR-T&D) seguida das simulações e resultados
correlatos.

6.1 CONTEXTUALIZAÇÃO

Tradicionalmente, na análise de sistemas elétricos de potência, a operação dos
sistemas de transmissão (ST) e dos sistemas de distribuição (SD) tem sido coordenada
separadamente (Singh et al., 1998; Sun; Zhang, 2005) devido às suas características
estruturais distintas. Este é o caso também da estimação de estados (EE), onde
diferentes algoritmos são empregados para obter uma estimativa para as tensões
complexas nas barras a partir de um conjunto diversificado de medidas (Zhang et al.,
2022). Para os ST, são mais utilizados os algoritmos de EE baseados no método dos
Mínimos Quadrados Ponderados (MQP) e suas variantes desacopladas (Horisberger
et al., 1976; Monticelli; Garcia, 1990). Por outro lado, para os SD, a estimação baseada
na corrente de ramo é mais comumente empregada (Baran; Kelley, 1995; Primadianto;
Lu, 2016).
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Os SD foram classicamente caracterizados como sistemas passivos e modela-
dos como cargas equilibradas equivalentes para os ST. Em contraste, na análise de
distribuição, o ST é representado como uma única fonte de energia. No entanto, tem-se
observado um aumento na interação entre transmissão e distribuição (Lourenço et al.,
2010; Durce et al., 2011; Portelinha et al., 2019; Thakar et al., 2021), pela crescente
natureza ativa dos SD devido à participação crescente da GD ao longo dos anos.

Um dos principais desafios apresentados na literatura em relação à análise
integrada dos sistemas T&D reside na diferença entre as fontes de dados, que variam
em acurácia e redundância. Essas diferenças podem impactar a potência e a tensão
no barramento de fronteira entre transmissão e distribuição (Sun; Zhang, 2005). Nos
últimos anos, cresceram as iniciativas de operação conjunta entre distribuição e trans-
missão, impulsionadas pela necessidade de maior coordenação entre esses agentes
(Power Potential, 2021; Pandey et al., 2024). Adicionalmente, destaca-se a dificuldade
de garantir a estabilidade numérica e a eficiência computacional na implementação de
um único algoritmo para a solução conjunta dessas redes (Sun; Zhang, 2005).

No que se refere à modelagem e aos métodos de solução de sistemas T&D,
Kootte et al. (2020) apresentam um estudo comparativo com ênfase no desempenho
numérico de abordagens unificadas e de decomposição (master-slave). Entende-se
por método unificado aquele em que os ST e SD são conectados por meio de um
transformador e resolvidos como um único sistema. Por sua vez, na abordagem de
decomposição, os subsistemas são mantidos separados: inicialmente resolve-se o
sistema “escravo” (SD), cuja solução é injetada no sistema “mestre” (ST), repetindo-se
o procedimento de forma iterativa até a convergência, usualmente avaliada a partir dos
desvios de tensão na fronteira T&D.

A rede integrada pode ser representada de forma homogênea (quando a trans-
missão e distribuição são modeladas em três fases) ou de forma híbrida (na qual o ST é
modelado de maneira monofásica enquanto o SD permanece trifásico). Os resultados
apresentados em Kootte et al. (2020), com foco no desempenho numérico da solução
do problema de fluxo de potência, indicam que a combinação entre a abordagem
unificada e modelagem híbrida apresenta melhor desempenho computacional. Em
contrapartida, a modelagem homogênea tende a ser menos eficiente do ponto de
vista numérico, sobretudo em virtude da representação trifásica integral, que implica
matrizes Jacobianas de maior dimensão e, consequentemente, maior tempo de solução
do problema de fluxo de potência.

Apesar das contribuições recentes para a análise integrada dos sistemas T&D,
como em Sun e Zhang (2005), Samaan et al. (2018), Sharma et al. (2022) e Pandey
et al. (2024), ainda existe uma lacuna em métodos de EE que possam lidar com esses
sistemas empregando um único algoritmo. Sendo assim, este trabalho apresenta como
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uma das contribuições um estimador de estados restrito que processa conjuntamente
os sistemas T&D por meio de um algoritmo unificado, capaz de lidar com diferenças
de parâmetros e níveis de tensão através de uma nova abordagem que aplica a
normalização complexa por unidade (cpu). A metodologia proposta baseia-se na EE
restrita com solução via método do Tableau Esparso de Hachtel e o integra de forma
inovadora ao método desacoplado rápido.

6.2 APLICAÇÃO DA NORMALIZAÇÃO COMPLEXA POR UNIDADE NA EE T&D

A concepção do estimador de estados desacoplado rápido T&D, proposto neste
trabalho, consiste em uma nova abordagem para o uso da cpu, apresentada inicialmente
para o problema do fluxo de potência T&D em Portelinha (2021) e Portelinha et al.
(2021). Neste trabalho, a normalização é realizada diretamente na formulação do
estimador e não apenas empregada como um pré-processamento dos dados, conforme
discutido no Capítulo 5.

A normalização cpu é aplicada às equações de injeção de corrente, conside-
rando o transformador de fronteira entre o sistema de transmissão e alimentadores da
distribuição. Esse procedimento consiste em particionar o sistema elétrico em zonas,
que correspondem a subsistemas (como transmissão, subtransmissão e distribuição
primária, por exemplo). O zoneamento é realizado conforme as características intrínse-
cas de cada área do sistema, em especial no que diz respeito ao nível de carregamento
e o nível da relação X/R dos elementos da rede.

A diferença entre essas duas características está em geral atrelada aos diferen-
tes níveis de tensão, ou seja, sistemas de transmissão (que correspondem à porção da
rede de alta e ultra tensão, AT e UT, respectivamente), possui carregamento na ordem
de MVA (mega volt-àmperes) e elementos (linhas de transmissão) com alta relação
X/R. Já nos sistemas de distribuição, caracterizados por médias e baixas tensões (MT
e BT, respectivamente), os carregamentos estão na ordem de kVA (quilo volt-àmperes)
e os elementos possuem alta relação R/X (ou baixa relação X/R). A FIGURA 14 ilustra
um possível esquema de zoneamento em função dessas características.

Com base no zoneamento, uma normalização cpu é atribuída a cada zona,
com potência complexa de base (Ṡbase) adequada ao seu carregamento e nível original
da relação X/R (ou seja, adota-se diferentes módulos e ângulos de fase para Ṡbase),
conforme ilustrado na FIGURA 14.

Esse conceito pode ser melhor compreendido por meio do exemplo ilustrativo
descrito a seguir. Considera-se uma rede T&D com duas zonas, uma pertencente à
rede de transmissão, para a qual é aplicada uma normalização complexa cpu− 0 (com
Ṡbase0 = Sbase0e

jφbase0 ), e outra a um sistema de distribuição, este submetido a uma
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normalização complexa cpu− 1 (com Ṡbase1 = Sbase1e
jφbase1 ), representado no esquema

da FIGURA 15. Tem-se identificado o transformador de fronteira, denotado por TF, que
interconecta essas duas zonas com características de carregamento e relação X/R
distintas.

FIGURA 14 – ZONEAMENTO DO SISTEMA ELÉTRICO DE POTÊNCIA

FONTE: A autora (2026)

FIGURA 15 – ESQUEMA DE ZONEAMENTO NA CONEXÃO T&D COM NORMALIZAÇÃO
CPU

FONTE: A autora (2026)



99

De acordo com a metodologia proposta, todas as barras e elementos do ST
estão submetidas à cpu− 0, incluindo a barra k e o ramo k −m, e todas as barras e
elementos do SD estão submetidas à cpu− 1, incluindo a barra m e o elemento m− k.
O elemento k −m pode ser identificado como o transformador de fronteira (TF) entre
o ST e o SD (vide FIGURA 15), que fica claramente sujeito a duas normalizações
complexas: cpu− 0 quando visto pelo lado da transmissão (barra k ) e cpu− 1, quando
visto pelo lado da distribuição (barra m). Mais precisamente, essa modelgam impacta
de forma distinta as equações das correntes no sentido k −m do TF, que estará sujeito
à normalização do ST (cpu− 0), e no sentido m− k, sujeita à normalização cpu− 1.

Denotando a admitância série do TF normalizada a partir da barra k (ST) como
ycpu−0
km e a mesma vista a partir da barra m (SD) como ycpu−1

mk , as equações de corrente
através do TF podem ser expressas por:

İcpu−0
km = ycpu−0

km a2V̇k − ycpu−0
km aV̇m (6.1)

İcpu−1
mk = −ycpu−1

km aV̇k + ycpu−1
km V̇m (6.2)

Matricialmente, tem-se:

[
İcpu−0
km

İcpu−1
mk

]
=

[
a2ycpu−0

km −ycpu−0
km a

−ycpu−1
km a ycpu−1

km

][
V̇k

V̇m

]
(6.3)

Consequentemente, as equações de injeção de corrente nas barras de fronteira
k e m são definidas por:

İcpu−0
k = İcpu−0

km +
∑
l∈Πk

İcpu−0
kl = Y cpu−0

kk V̇k +
∑
l∈Πk

Y cpu−0
km V̇m (6.4)

İcpu−1
m = İcpu−1

mk +
∑
l∈Πm

İcpu−1
ml = Y cpu−1

mm V̇m +
∑
l∈Πm

Y cpu−1
mk V̇k (6.5)

onde Πk(Πm) denota o conjunto de barras adjacentes à barra k (m), que, de acordo
com o zoneamento, estão submetidas à normalização cpu− 0 (cpu− 1).

Assim, os elementos da matriz de admitâncias correspondentes ao sistema
T&D da FIGURA 15, e com base nas equações (6.4) e (6.5), são expressos por:

Y cpu−0
kk =

∑
m∈Πk

(a2ycpu−0
km + jbcpu−0

km,shunt) (6.6)

Y cpu−0
km = −ae−jϕycpu−0

km (6.7)
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Y cpu−1
mm =

∑
k∈Πm

(a2ycpu−1
mk + jbcpu−1

mk,shunt) (6.8)

Y cpu−1
mk = −aejϕycpu−1

km (6.9)

Verifica-se a partir de (6.6) a (6.9) que a aplicação de normalização complexa
distinta para cada zona implica na assimetria da matriz de admitância de barras. Ainda
assim, as equações do sistema T&D podem ser resolvidas de forma convencional,
bastando modificar apenas a matriz de admitâncias.

Para generalizar a metodologia, considera-se o sistema T&D ilustrativo da
FIGURA 16. O ST é composto por nT barras, sendo que dessas, kn são barras que
fazem fronteira com os alimentadores de distribuição. Cada alimentador da distribuição
é composto por nD barras, sendo uma dessas a barra de fronteira com o ST, denotado
por mn na FIGURA 16. De acordo com o zoneamento proposto, as nT barras do ST,
incluindo as kn barras de fronteira, estão submetidas à cpu− 0, enquanto que as nD

barras de cada alimentador, estarão submetidas à cpu − i, incluindo sua barra de
fronteira mn, conforme indicado na FIGURA 16.

FIGURA 16 – SISTEMA T&D ILUSTRATIVO

FONTE: A autora (2026)

Com base nesse sistema T&D ilustrativo (FIGURA 16), a representação ma-
tricial das correntes injetadas na barras de fronteira, por zona, pode ser expressa
por:
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

İcpu−0
k1

İcpu−0
k2

...

İcpu−0
kn

İcpu−1
m1

İcpu−2
m2

...

İcpu−i
mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y cpu−0
k1−k1

0 0 Y cpu−0
k1−m1

0 0

0 Y cpu−0
k2−k2

0 0 Y cpu−0
k2−m2

0

... ... ... ... ... ...

0 0 Y cpu−0
ki−ki

0 0 Y cpu−0
kn−mn

Y cpu−1
m1−k1

0 0 Y cpu−1
m1−m1

0 0

0 Y cpu−2
m2−m2

0 0 Y cpu−2
m2−m2

0

... ... ... ... ... ...

0 0 Y cpu−i
mn−kn

0 0 Y cpu−i
mn−mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

V̇k1

V̇k2

...

V̇kn

V̇m1

V̇m2

...

V̇mn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.10)

sendo cada posição Y correspondente às submatrizes associadas.

Generalizando, a matriz de admitância Ybarra é expressa por:

Ybarra =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y ST
barra

Y SD1
barra

.

.

Y SDi
barra

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Y cpu−0
barra

Y cpu−1
barra

.

.

Y cpu−i
barra

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Gcpu−0

Gcpu−1

.

.

Gcpu−i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ j

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Bcpu−0

Bcpu−1

.

.

Bcpu−i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.11)

onde cada linha representa uma submatriz da Ybarra conforme o zoneamento do sistema
elétrico.

A formulação apresentada em (6.10) demonstra que essa representação facilita
a modificação das equações relacionadas ao modelo matemático do sistema elétrico de
potência quando ocorre uma alteração na topologia, como uma mudança na conexão
entre a transmissão e os alimentadores da distribuição, incluindo ligações internas
entre a própria distribuição. Essa flexibilidade permite que regiões do sistema T&D
sejam adicionadas ou removidas, com as respectivas entradas ou saídas na matriz de
admitâncias sendo atualizadas de forma correspondente.

6.3 FORMULAÇÃO DO ESTIMADOR DE ESTADOS RESTRITO PARA SISTEMAS
T&D COM SOLUÇÃO VIA MÉTODO DE HACHTEL DESACOPLADO (EEDR-
T&D)

Essa seção apresenta a metodologia proposta para a estimação de estados
em sistemas T&D de forma unificada, por meio da nova aplicação da normalização cpu
apresentada na Seção 6.2. O estimador proposto, além de incorporar a inovação da
análise conjunta de sistemas com diferentes níveis de razão X/R empregando um único
algoritmo, aplica o método do Tableau Esparso desacoplado apresentado no Capítulo
5 em sua versão monofásica e trifásica da rede.
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Assim, primeiramente, é descrita a formulação do EEDR-T&D proposto na
versão considerando a modelagem monofásica da rede elétrica e, na sequência, a
formulação trifásica. Independente da modelagem da rede, o fluxograma da FIGURA 17
ilustra as etapas do algoritmo proposto neste trabalho: normalização por zonas do
sistema elétrico e o estimador de estados restrito T&D com solução via método do
Tableau desacoplado.

FIGURA 17 – FLUXOGRAMA DO ALGORITMO DE EEDR-T&D PROPOSTO

FONTE: A autora (2026)

6.3.1 Formulação Monofásica do Estimador de Estados T&D

Considerando o Tableau desacoplado com informações a priori proposto no
Capítulo 5 na Seção 5.3.1, faz-se a inclusão da abordagem com a releitura da matriz
de admitâncias através da normalização cpu por zonas do sistema elétrico.

A presença de múltiplas normalizações cpu tem impacto na estrutura do al-
goritmo de estimação de estados proposto no Capítulo 5. Na construção do vetor de
medidas (zm) é feita uma segregação interna de acordo com a zona de tensão do
sistema (transmissão, subtransmissão, distribuição), com sua respectiva normalização:

zm =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Pfluxo

Qfluxo

Pinj

Qinj

Vmag

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⇒ para cada zona: zT&D

m =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zSTm

zSD1
m

.

.

zSDi
m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

zcpu−0
m

zcpu−1
m

.

.

zcpu−i
m

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.12)

onde Pfluxo e Qfluxo correspondem aos vetores de medidas de fluxo de potência ativa e
reativa, respectivamente; Pinj e Qinj correspondem aos vetores de medidas de injeção
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de potência ativa e reativa, respectivamente; Vmag é o vetor de medidas da magnitude
de tensão. Os sobrescritos ST , SD1 e SDi correspondem às zonas do sistema T&D,
de forma que zmST

é o vetor de medidas no ST e zmSDi
é o vetor de medidas do SDi.

Assim, cada grandeza de cada zona i é normalizada conforme a cpu− i de sua
respectiva zona:

zm =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
P cpu−i
fluxo

Qcpu−i
fluxo

P cpu−i
inj

Qcpu−i
inj

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
Pkm[pu]

cosφbasei −Qkm[pu]
senφbasei

Qkm[pu]
cosφbasei + Pkm[pu]

senφbasei

Pk[pu]cosφbasei −Qk[pu]senφbasei

Qk[pu]cosφbasei + Pk[pu]senφbasei

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ (6.13)

sendo Pkm[pu] e Qkm[pu] as medidas de fluxo de potência ativa e reativa no sistema p.u.,
respectivamente; Pk[pu] e Qk[pu] as medidas de injeção de potência ativa e reativa no
sistema p.u., respectivamente; φbasei o ângulo de base correspondente à normalização
cpu − i. Conforme demonstrado em Tortelli et al. (2022), a magnitude de tensão na
barra k em cpu é a mesma no sistema p.u., ou seja, não precisa sofrer conversão.

Os subproblemas ativo e reativo a serem resolvidos a cada iteração, para o
estimador de estados restrito proposto, são reapresentados a seguir:

• Subproblema ativo:

[
CA (HAA)T

HAA RA

][
Δθ

λA

]
=

[
CAx̃A

(rA)k

]
(6.14)

sendo as estimativas ativas são atualizadas por:

θk+1 = θk +Δθk (6.15)

• Subproblema reativo:

[
CR (HRR)T

HRR RR

][
ΔV

λR

]
=

[
CRx̃R

(rR)k

]
(6.16)

sendo as estimativas reativas atualizadas por:

V k+1 = V k +ΔV k (6.17)
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Agora, na formulação T&D proposta, cada vetor e submatriz contém o zo-
neamento com a sua respectiva normalização cpu. Por exemplo, nas submatrizes
Jacobianas (HAA e HRR):

[
HAA

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HAAST

HAASD1

.

.

HAASDi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HAAcpu−0

HAAcpu−1

.

.

HAAcpu−i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[HRR] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HRRST

HRRSD1

.

.

HRRSDi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HRRcpu−0

HRRcpu−1

.

.

HRRcpu−i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.18)

A matriz Jacobiana sofre impacto com o uso da normalização cpu visto que
nas derivadas parciais têm-se os parâmetros da matriz de admitância (Ybarra), conforme
demonstrado na Equação (6.11).

Nessa nova metodologia as limitações de convergência e condicionamento,
causadas pelas discrepâncias nas relações X/R dos elementos do ST e dos SD, são
mitigadas através do uso da aplicação de diferentes normalizações cpu e da solução
pelo método desacoplado do Tableau Esparso proposto na seção 5.3. O algoritmo
possibilita a análise conjunta de redes com diferentes níveis de tensão, inclusive dentro
do próprio sistema de distribuição (rede primária e secundária, por exemplo), utilizando
um único algoritmo, aliado à eficácia e ganhos computacionais provenientes do método
desacoplado.

6.3.2 Formulação Trifásica do Estimador de Estados T&D

De modo geral, os sistemas de distribuição são caracterizados por cargas dese-
quilibradas e pela coexistência de alimentadores trifásicos, bifásicos e monofásicos. Ao
considerar essas características, a modelagem trifásica possibilita uma representação
mais adequada e fiel do sistema elétrico, sendo, portanto, comumente adotada em
algoritmos como os de estimação de estados. Por esse motivo, propõe-se uma versão
trifásica do algoritmo do EEDR-T&D.

A partir dos ajustes para uma representação trifásica do sistema interligado
T&D, a formulação trifásica para o EEDR-SD proposto na Seção 5.3.3 se aplica. Assim,
o EEDR-T&D parte do mesmo princípio, sendo as estimativas obtidas pela solução
iterativa dos subproblemas reproduzidos na sequência.

• Subproblema ativo:

[
0 (HAA

3φ )T

HAA
3φ RA

3φ

][
Δθ3φ

λA
3φ

]
=

[
0

rA3φ(x̂)
k

]
(6.19)
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onde as estimativas ativas são atualizadas por:

θk+1
3φ = θk3φ +Δθk3φ (6.20)

• Subproblema reativo:

[
0 (HRR

3φ )T

HRR
3φ RR

3φ

][
ΔV3φ

λR
3φ

]
=

[
0

rR3φ(x̂)
k

]
(6.21)

onde as estimativas reativas são atualizadas por:

V k+1
3φ = V k

3φ +ΔV k
3φ (6.22)

Cabe ressaltar que as submatrizes e vetores na formulação trifásfica da rede
T&D apresentam distintas normalizações cpu conforme o zoneamento estabelecido.
Portanto, as submatrizes Jacobianas são expressas por:

[
HAA

3φ

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HAAST

3φ

HAASD1

3φ

.

.

HAASDi

3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HAAcpu−0

3φ

HAAcpu−1

3φ

.

.

HAAcpu−i

3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

[HRR
3φ ] =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HRRST

3φ

HRRSD1

3φ

.

.

HRRSDi

3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

HRRcpu−0

3φ

HRRcpu−1

3φ

.

.

HRRcpu−i

3φ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(6.23)

O cálculo dos elementos das submatrizes HAA
3φ e HRR

3φ é baseado nas equa-
ções dadas em (5.49) e (5.50), agora considerando a respectiva normalização cpu,
dependendo de qual zona a barra ou ramo correspondente a medida em questão
pertence.

A matriz de admitâncias global na modelagem trifásica (Ybarra3φ) pode ser
representada genericamente por:

Ybarra3φ =

⎡
⎢⎣
Y cpu−0
11 Y cpu−0

12 ... Y cpu−0
1N

Y cpu−1
21 Y cpu−1

22 ... ...

... ... ... Y cpu−i
NN

⎤
⎥⎦ (6.24)

onde, para cada bloco, tem-se o elemento que representa a admitância entre as barras
k e m do sistema:

Y cpu−i
km =

⎡
⎢⎣
Y aa
km Y ab

km Y ac
km

Y ba
km Y bb

km Y bc
km

Y ca
km Y bc

km Y cc
km

⎤
⎥⎦ (6.25)
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sendo os sobrescritos a, b e c correspondentes às fases.

Assim, conforme ilustrado no fluxograma da FIGURA 17, a matriz de admitân-
cias, agora na modelagem trifásica da rede elétrica, é normalizada de acordo com a
zona de tensão (transmissão, subtransmissão, distribuição), considerando os blocos
das submatrizes pertinentes à cada zona. Portanto, cada submatriz da representação
dada em (6.10) corresponde à um bloco trifásico como o expresso simbolicamente em
(6.25).

O EEDR-T&D proposto, na modelagem monofásica e trifásica, apresenta as
seguintes principais características:

1. O zoneamento do sistema e a normalização cpu por zona possibilita uma aborda-
gem integrada de estimação de estados para redes T&D;

2. Dentro dessa abordagem, um número arbitrário de sistemas de distribuição
pode ser modelado, de acordo com as necessidades do operador do sistema,
permitindo ainda uma análise abrangente entre diferentes níveis de tensão na
rede de distribuição (por exemplo, alimentadores ativos primários e secundários);

3. A carga computacional é significativamente reduzida graças às propriedades
consolidadas dos métodos desacoplados. Além disso, o método desacoplado
na formulação via Tableau é exato, pois não aproxima o vetor do lado direito,
diferentemente do método desacoplado baseado na Equação Normal de Gauss.

6.4 EEDR-T&D: SIMULAÇÕES E RESULTADOS

Esta seção apresenta os resultados das simulações computacionais realizadas
com o objetivo de validar e avaliar as metodologias propostas nas seções anteriores
deste capítulo, relacionadas ao estimador de estados restrito para sistemas de trans-
missão e distribuição pelo método de Hachtel desacoplado (EEDR-T&D), resolvido de
forma unificada, tanto sem quanto com a utilização de informações a priori.

A implementação do EEDR-T&D proposto foi realizada na plataforma MATLAB,
em um computador pessoal com processador Intel Core™i5-3337U. Os resultados
consistem em duas modelagens da rede T&D: considerando-a totalmente monofásica
e totalmente trifásica.

6.4.1 EEDR-T&D: modelagem monofásica

O desempenho do algoritmo proposto na modelagem monofásica da rede foi
avaliado em um sistema T&D composto por um ST de 30 barras (Alsac; Stott, 1974) e



107

dois SD de 69 barras cada (Baran; Wu, 1989), denotado por ST30+2SD69, conforme
esquema representado na FIGURA 18.

FIGURA 18 – CONFIGURAÇÃO GERAL DO SISTEMA T&D (ST30+2SD69)

FONTE: A autora (2026)

Diferentes condições operacionais foram analisadas, incluindo fraca e forte
inserção de geração distribuída (GD) e configurações dos sistemas, sendo estas
referentes à conexão (ou não) entre as barras dos SD. A TABELA 23 elenca os casos
simulados.

TABELA 23 – CASOS SIMULADOS: EEDR-T&D (MONOFÁSICO)

Caso Inserção de GD Configuração T&D
SD1 SD2 (conexão entre os SD)

A 0% 0% Sem conexão (radial)
B 50% 150% Sem conexão (radial)
C 50% 150% 1 conexão (12-12)
D 50% 150% 3 conexões (12-12, 28-28, 36-36)

Em relação à inserção de GD, foram adicionadas unidades de 0,06 MW nas
barras pares do SD1, correspondendo à participação de 50% da carga do sistema de
distribuição, e unidades de 0,17 MW nas barras pares do SD2, equivalente a 150% do
carregamento do sistema, ou seja, 150% de participação de GD, conforme descrito na
TABELA 23.

Este trabalho analisou os resultados do EEDR-T&D solucionado via Tableau
Esparso em quatro esferas:
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• Intercâmbio de fluxo de potência ativo frente às diferentes configurações do
sistema T&D;

• Magnitude de tensão nas barras de fronteira T&D;

• Condicionamento numérico da matriz de coeficientes;

• Convergência e acurácia do estimador conforme a variação do ângulo de base.

A métrica do Erro Médio Absoluto (EMA) foi utilizada para verificar a acurácia
do estimador proposto através de 100 simulações, conforme (6.26):

EMA =
1

nsimul

nsimul∑
k=1

|x̂k
i − xref

i | (6.26)

em que nsimul é número de simulações, x̂i as variáveis estimadas e xref
i os valores de

referências dos estados provenientes do cálculo exato do fluxo de potência.

Considerou-se a presença de erros aleatórios com média zero e desvio padrão
σ dado por σ = pr.|ztrue|/3 (Castillo et al., 2010), onde pr é precisão do medidor (Castillo
et al., 2010; Monteiro et al., 2024) e ztrue os valores das medidas do fluxo de potência
exato. Neste trabalho adotou-se como informações a priori valores de magnitude de
tensão de 1,0 p.u. e ângulo de 0 rad, conforme Lourenço (2001) e Lourenco et al.
(2004). Cabe ressaltar que esse cenário corresponde ao pior caso, como discutido na
Seção 5.1.

6.4.1.1 Intercâmbio de Fluxo de Potência T&D

Com o intuito de fundamentar a análise integrada de sistemas T&D, foram
investigados, inicialmente, os intercâmbios de potência ativa entre o ST e SD nos
quatro cenários considerados, visando avaliar o impacto da GD no sistema integrado. A
TABELA 24 indica os valores encontrados.

TABELA 24 – INTERCÂMBIO DE POTÊNCIA ATIVA NAS CONEXÕES T&D

Linha Fluxo de Potência Ativa - Pkm (MW)
De (k) - Para (m) Caso A Caso B Caso C Caso D
16-1 (ST-SD1) 4,0294 1,8574 0,5441 -2,8198
26-1 (ST-SD2) 4,0337 -1,9700 -0,6482 2,6914

Nota-se que no Caso A, sem GD e sem conexão entre os SD, a rede tem o
comportamento tradicional de uma transmissão ativa e uma distribuição passiva. Ao
inserir GD no Caso B, observa-se um fluxo de potência ativa reverso, indicando o
sentido distribuição para a transmissão, que passa a receber 1,97 MW do SD2.
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Já nos casos C e D, onde há conexão entre o SD1 e SD2, verifica-se que o fluxo
entre a transmissão e a distribuição está também atrelada à quantidade de ligações
entre os SD. A FIGURA 19 ilustra o esquema dos fluxos ativos para os quatro casos.

FIGURA 19 – INTERCÂMBIO DE POTÊNCIA ATIVA EM TODOS OS CASOS

FONTE: A autora (2026)

No Caso C, percebe-se ainda o mesmo comportamento: fluxo reverso no
SD2 (caminho distribuição para a transmissão). A diferença consiste nos valores de
potência obtidos, reduzindo o fluxo de potência ativa de 1,970 MW no Caso B para
0,648 MW no Caso C, uma redução de aproximadamente 30%. Já no Caso D, com
as três conexões estabelecidas entre os SD, tem-se uma situação diferente, conforme
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evidenciado na FIGURA 19. Neste cenário, observa-se que as fontes de geração do
SD2 (com mais inserção de GD) encontram um caminho mais facilitado pelo SD1 (com
menos inserção de GD) em direção à transmissão. Este caso evidencia a importância
da análise integrada para avaliar configurações diferenciadas de operação.

Em relação ao Caso C, no qual foi considerada apenas uma conexão entre os
sistemas de distribuição, realizaram-se análises adicionais do intercâmbio de potência
ativa considerando a presença de uma única conexão posicionada em diferentes pontos
dos alimentadores de distribuição. Para isso, foram avaliados três cenários distintos:
uma conexão localizada mais próxima do ST, denominada Caso C1; uma conexão
situada em uma posição mais central dos alimentadores, denominada Caso C2; e, por
fim, uma conexão localizada mais afastada do ST, Caso C3. As conexões desses casos
são ilustradas na FIGURA 20.

Para esses cenários, foram analisados os fluxos de potência ativa entre o
sistema de transmissão e os sistemas de distribuição, bem como entre os próprios
alimentadores de distribuição. Os valores correspondentes são apresentados na TA-
BELA 25.

FIGURA 20 – DIFERENTES CONEXÕES ENTRE OS ALIMENTADORES DA DISTRIBUIÇÃO

FONTE: A autora (2026)

Valores negativos indicam que o fluxo ocorre no sentido aposto à direção de
referência definida na TABELA 25 (de-para). Observa-se que, nos Casos C1 e C2,
ocorre um padrão de fluxo de potência ativo um tanto inesperado: o ST fornece, res-
pectivamente, 2,519 MW e 2,651 MW ao SD2 (com maior penetração de GD), o qual
transfere, por sua vez, 4,485 MW e 4,618 MW ao SD1. Em seguida, o SD1, caracte-
rizado por menor inserção de GD, exporta 2,626 MW e 2,760 MW, respectivamente,
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TABELA 25 – INTERCÂMBIO DE POTÊNCIA ATIVA (MW) EM DIFERENTES CONEXÕES
T&D

De - Para Caso C1 Caso C2 Caso C3
ST - SD1 -2,626 -2,760 -2,895
ST - SD2 2,519 2,651 -1,316

SD1 - SD2 -4,485 -4,618 -0,630

de volta ao ST. Novamente, reforça-se que a existência de um caminho mais favorável
para o escoamento da potência ativa pode explicar esse comportameto.

No Caso C3, diferentemente dos casos anteriores, ocorre fluxo reverso de
potência em direção ao ST proveniente de ambos alimentadores de distribuição, evi-
denciando que a posição da interconexão entre as barras dos sistemas de transmissão
e distribuição exerce influência significativa sobre o intercâmbio de fluxo de potência
ativa.

6.4.1.2 Perfil de Tensão do Sistema T&D

Esta seção apresenta o perfil de tensão da rede T&D sob as distintas condições
operacionais discutidas na TABELA 23. Atenção especial é dada às barras de fronteira,
que compreendem as barras terminais do transformador de fronteira, e às suas barras
de primeira vizinhança, definidas como aquelas diretamente adjacentes às barras de
fronteira (abrangendo tanto o ST quanto o SD). A TABELA 26 apresenta as barras de
fronteira do ST, SD1 e SD2, bem como suas barras adjacentes correspondentes.

TABELA 26 – BARRAS DE FRONTEIRA E BARRAS DA PRIMEIRA VIZINHANÇA

Barras de Fronteira Barras da 1◦ Vizinhança
Barras (Sistema) Conexão Barras (Sistema)

16 (ST) ST - SD1 12, 17 (ST)
26 (ST) ST - SD2 25 (ST)
31 (SD1) SD1 - ST 32 (SD1)

100 (SD2) SD2 - ST 101 (SD2)

O perfil de tensão nas barras de fronteira e nas barras de 1◦ vizinhança da
rede T&D, considerando as quatro condições operacionais (Casos A–D definidos na
TABELA 23), é apresentado na FIGURA 21.

Os resultados indicam que o aumento da penetração de GD eleva a magnitude
da tensão nos alimentadores de distribuição, particularmente no SD2, onde o nível de
GD é mais significativo. Entretanto, quando interligações entre os alimentadores são
introduzidas (Casos C e D, conforme TABELA 23), o excesso de geração é redistri-
buído entre as redes de distribuição, SD1 e SD2, mitigando o aumento de tensão e
resultando em um perfil de tensão mais equilibrado no sistema T&D integrado. Esses
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resultados evidenciam que a interligação entre alimentadores pode aliviar problemas
de sobretensão causados pela alta penetração de GD.

FIGURA 21 – PERFIL DE TENSÃO DO SISTEMA T&D: BARRAS DE FRONTEIRA BARRAS
DA 1◦ VIZINHANÇA

FONTE: A autora (2026)

Em seguida, o nível de tensão na barra 26, que corresponde à barra de fronteira
ST–SD2, é avaliado para cada um dos cenários simulados. No Caso A, em que não
há geração distribuída, a magnitude da tensão na barra 26 é igual a 0,9882 p.u.,
correspondendo ao menor valor entre todos os cenários. Quando a GD é introduzida,
nos Casos B e C, a magnitude da tensão nessa barra de fronteira aumenta, atingindo
os valores de 1,0084 p.u. e 1,0077 p.u., respectivamente. No Caso D, a introdução de
múltiplas interligações entre os alimentadores permite que parte desse excesso de
geração seja redistribuída de forma mais efetiva na rede de distribuição, resultando em
uma magnitude de tensão de 0,9984 p.u. na barra 26, o que representa uma redução
significativa quando comparado aos Casos B e C. Esses resultados indicam que o
perfil de tensão na fronteira T&D é influenciado não apenas pelo nível de penetração
de GD, mas também pela topologia de interconexão dos alimentadores de distribuição.
Isso reforça a importância de mecanismos unificados de estimação para redes T&D
modernas.
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6.4.1.3 Condicionamento numérico

Um dos alicerces da solução iterativa de sistemas lineares é a estabilidade
numérica, sendo o condicionamento numérico da matriz de coeficientes uma métrica
relevante. A TABELA 27 apresenta um comparativo da ordem de grandeza do con-
dicionamento numérico da matriz de coeficientes de três abordagens de solução do
estimador de estados. A primeira abordagem é a solução do estimador de estados
formulado pelo método dos MQP irrestrito com solução via Equação Normal, na versão
desacoplado no modelo (Durce et al., 2023). As demais abordagens são propostas
neste trabalho, referindo-se ao estimador de estados com restrições, solucionado pelo
Tableau desacoplado, com e sem informações a priori.

TABELA 27 – COMPARAÇÃO DA ORDEM DE GRANDEZA DO CONDICIONAMENTO NUMÉ-
RICO (CASO A)

Solução do
Estimador de Estados

Matriz de
Coeficientes

Condicionamento
Numérico

Ativo Reativo
MQP irrestrito1

(Equação Normal) Ganho 1018 1015

MQP restrito2

(Tableau sem priori) Hachtel 1016 1010

MQP restrito2

(Tableau com priori) Hachtel 1010 1010

1 Método desacoplado no modelo (Durce et al., 2023)
2 Ambos estimadores, sem e com informações a priori, são propostos neste trabalho

Com base nos resultados da TABELA 27, constata-se que o condicionamento
numérico da matriz de Hachtel (ativa e reativa) melhora significativamente na solução
via Tableau com informações a priori tanto em comparação com a matriz Ganho das
partições ativa e reativa do método dos MQP irrestrito, assim como na matriz de Hachtel
ativa quando comparada à solução sem informações a priori. O condicionamento
numérico dos demais casos seguiram esse mesmo comportamento e a mesma ordem
de grandeza do Caso A.

6.4.1.4 Convergência do EEDR-T&D com info a priori

A convergência do estimador frente à variação do ângulo de base foi analisada
no intervalo de 0◦ ≤ φbase ≤ 90◦ nos SD, com passos de 10 graus. A TABELA 28
apresenta o número de iterações ativas (A) e reativas (R) conforme a escolha do ângulo
de base.

Verifica-se que o estimador converge dentro de uma faixa do ângulo de base,
30◦ ≤ φbase ≤ 60◦, destacando-se a importância da normalização cpu para o EEDR-T&D,
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TABELA 28 – NÚMERO DE ITERAÇÕES ATIVAS (A) E REATIVAS (R) do EEDR-T&D

φbase
Caso A Caso B Caso C Caso D
A R A R A R A R

≤ 20◦ NC1 NC NC NC
30◦ 24 23 35 34 34 33 33 33
40◦ 12 11 11 11 11 11 11 11
50◦ 11 10 11 10 10 9 10 9
60◦ 32 31 27 26 24 23 24 23

≥ 70◦ NC NC NC NC

1 Sigla para Não Convergiu, dentro do limite de 100 iterações

sendo também verificada a redução significativa no número de iterações de acordo
com a escolha do φbase. Para esse sistema teste o menor número de iterações foi obtido
com um ângulo de base de 50◦.

Com relação ao desempenho computacional, simulações e testes envolvendo
todos os casos apresentados indicam que o EEDR-T&D proposto apresenta uma
redução em relação ao tempo total requerido pelo método dos MQP restrito não
desacoplado (tcompleto), considerando dois casos: na ausência de informações a priori e
na presença dessas, conforme apresentado na TABELA 29.

TABELA 29 – DESEMPENHO COMPUTACIONAL RELATIVO DO EEDR-T&D

EEDR-T&D Tempo computacional
Sem informações a priori 0,8 tcompleto

Com informações a priori 0,62 tcompleto

Adotando-se o valor de φbase = 50◦, obteve-se o Erro Médio Absoluto, calculado
por (6.26), para as magnitudes de tensão (EMAV ) e ângulos (EMAθ), apresentados
na TABELA 30.

TABELA 30 – ERRO MÉDIO ABSOLUTO (EMA) DO EEDR-T&D

EEDR-T&D com informações a priori
Caso A Caso B Caso C Caso D

EMAV 2, 97e−2 1, 30e−2 6, 30e−3 9, 3e−3
EMAθ 3, 85e−2 2, 14e−2 5, 80e−3 1, 27e−2

EEDR-T&D sem informações a priori
EMAV 3, 89e−4 6, 93e−4 1, 68e−4 1, 54e−4
EMAθ 2, 06e−4 9, 47e−4 2, 66e−4 7, 96e−4

Os valores apresentados na TABELA 30 indicam uma piora na acurácia do
EEDR-T&D na presença de informações a priori em relação ao estimador sem a
presença das mesmas, refletindo a imprecisão dos valores assumidos para essas
nas simulações realizadas. Uma alternativa para análises futuras é o uso do estado
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estimado anterior como informação a priori. Além disso, uma reanálise quanto às
variâncias adotadas, em especial considerando-se as diferentes características dos ST
e SD também deve ser levada em consideração.

6.4.2 EEDR-T&D: modelagem trifásica

Para avaliar o desempenho do estimador de estados proposto, agora na mo-
delagem trifásica da rede elétrica, utilizou-se um sistema T&D composto por um ST
de 14 barras (Christie, 2019) unido a dois sistemas de distribuição de 12 barras cada
(Eminoglu et al., 2010), denotado por ST14+2SD12. O esquema da FIGURA 22 ilustra
a representação do sistema T&D utilizado nas análises dessa seção.

FIGURA 22 – CONFIGURAÇÃO GERAL DO SISTEMA T&D (ST14+2SD12)

FONTE: A autora (2026)

Os dados originais correspondem à representação em uma única fase, baseada
no modelo de sequência positiva, e foram adaptados para a modelagem trifásica,
considerando condições balanceadas e desbalanceadas. Assim como na modelagem
monofásica, diferentes configurações do sistema T&D foram analisadas, incluindo
cenários de inserção de GD em diferentes níveis e a formação de malhas entre as
redes de distribuição. A TABELA 31 lista os casos simulados.

Os níveis de inserção de GD descritos na TABELA 31 correspondem à adição
de unidades de 0,11 MW nas barras 6 e 11 do SD1, equivalente a uma participação
de 50% da carga total desse sistema de distribuição. Nas barras 6 e 11 do SD2 foram
instaladas unidades de 0,33 MW, correspondentes a uma participação de 150% de GD.



116

TABELA 31 – CASOS SIMULADOS: EEDR-T&D (TRIFÁSICO)

Caso Inserção de GD Configuração T&D
SD1 SD2 (conexão entre os SD)

A 0% 0% Sem conexão (radial)
B 50% 150% Sem conexão (radial)
C 50% 150% 1 conexão (8-8)
D 50% 150% 3 conexões (4-4, 8-8, 12-12)

Inicialmente, todos os casos foram simulados assumindo condições equili-
bradas. Na sequência, considerando as mesmas configurações operacionais da TA-
BELA 31, têm-se os casos A1, B1, C1 e D1, referentes a condições desequilibradas,
visando uma representação mais fiel do sistema elétrico.

Nesta seção, são investigados os seguintes aspectos:

• A convergência do EEDR-T&D sob diferentes normalizações cpu por zonas;

• As características da matriz de Hachtel do EEDR-T&D;

• A relação do custo computacional do EEDR-T&D e EET&D-completo.

Para verificação da acurácia da ferramenta proposta, utilizou-se o Erro Médio
Absoluto (EMA):

EMAglobal =
1

Ntot

∑
φ∈{a,b,c}

Nφ∑
k=1

∣∣∣xest
k,φ − xref

k,φ

∣∣∣ (6.27)

onde Ntot é o número total de fases consideradas no sistema; Nφ é o número de barras
que possuem a fase φ; φ ∈ {a, b, c} representa as fases do sistema trifásico; xest

k,φ é a
medida estimada na barra k e fase φ; xref

k,φ é a medida de referência (fluxo de potência)
na barra k e fase φ e k é o índice das barras do sistema.

6.4.2.1 Convergência do EEDR-T&D e normalizações cpu

Uma etapa preliminar consistiu na validação dos estimadores propostos, EEDR-
T&D sem e com informações a priori, por meio da comparação entre os estados estima-
dos, na ausência de ruído nas medições, e valores obtidos a partir do fluxo de potência.
Os valores estimados de magnitude e ângulo das tensões nas barras coincidem com
aqueles provenientes do fluxo de potência, evidenciando a correta implementação da
ferramenta no ambiente de simulação sob condições ideais de medição. Os casos, tanto
para o estimador de estados restrito para sistemas T&D (EET&D-completo) quanto para
o EEDR-T&D, foram avaliados sob as mesmas condições e atenderam aos critérios de
validação.
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A partir desse ponto, a avaliação do desempenho das metodologias propostas
passa a considerar a presença de erros aleatórios no vetor de medições.

Inicialmente, analisou-se o desempenho do EET&D-completo em todos os
cenários da TABELA 31, considerando também os casos com cargas desbalanceadas.
A TABELA 32 apresenta o número de iterações do EET&D completo e a TABELA 33
apresenta os valores do EMA global (via (6.27)), para as tensões e ângulos de fase, do
EET&D-completo para todos os casos.

TABELA 32 – NÚMERO DE ITERAÇÕES ST14+2SD12: EET&D-COMPLETO

Casos A A1 B B1 C C1 D D1
Nº de iterações 3 4 3 4 3 3 3 3

TABELA 33 – EMA GLOBAL PARA AS TENSÕES E ÂNGULOS DE FASE: EET&D-
COMPLETO

Casos A B C D
EMAV 4,300e-4 3,800e-4 3,310e-4 6,920e-4
EMAθ 6,261e-4 1,029e-3 9,439e-4 1,451e-3
Casos A1 B1 C1 D1
EMAV 4,550e-4 3,310e-4 7,190e-4 3,640e-4
EMAθ 1,769e-3 1,419e-3 1,315e-3 2,090e-3

Os resultados apresentados na TABELA 33 indicam que os valores do EMA
global permanecem, de modo geral, na ordem de 10−4 para as magnitudes das tensões
e de 10−3 para os ângulos de fase, tanto para os casos equilibrados (A-D) quanto
os casos desbalanceados (A1-D1). Nota-se que a introdução dos desequilíbrios não
compromete significativamente a precisão do estimador, mantendo níveis de erro
consistentes entre os diferentes cenários analisados, reforçando a adequação da
modelagem trifásica adotada. Ressalta-se que, embora a tolerância e convergência do
estimador tenha sido estabelecida em 10−6, os valores do EMA global apresentam um
comportamento esperado devido à presença de ruídos nas medições, onde a solução
não necessariamente coincide com o estado real do sistema.

Na sequência, apresentam-se os resultados referentes à convergência do
EEDR-T&D frente à variação do ângulo de base. Em uma primeira análise, manteve-se
o ângulo de base do ST fixado em zero, sendo a zona do sistema correspondente à
cpu0 com φbase0 = 0◦. A zona correspondente à cpu1 engloba os dois SD. Para essa
zona variou-se o ângulo de base em um intervalo de 0◦ ≤ φbase1 ≤ 90◦, com passos
de 10 graus. A FIGURA 23 ilustra o esquema de zoneamento adotado nesta primeira
etapa.

A TABELA 34 e TABELA 35 apresentam o número de iterações ativas (A) e
reativas (R) conforme a escolha do ângulo de base para os SD no EEDR-T&D sem
informações a priori e com informações a priori, respectivamente.
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Os resultados apresentados na TABELA 34 e TABELA 35 reforçam a influência
significativa da escolha do ângulo de base, já demonstrada na modelagem monofásica
do sistema T&D, no desempenho do estimador. De forma geral, observa-se que, para
ambas as formulações (com e sem info a priori), há uma redução no número de
iterações à medida que o ângulo de base aumenta, atingindo valores mínimos na faixa
intermediária, entre 40◦ e 70◦.

FIGURA 23 – ZONEAMENTO DO SISTEMA T&D (ST14+2SD12)

FONTE: A autora (2026)

TABELA 34 – NÚMERO DE ITERAÇÕES ATIVAS (A) E REATIVAS (R) do EEDR-T&D (SEM
INFO A PRIORI)

φbase
Caso A Caso B Caso C Caso D
A R A R A R A R

0◦ 39 39 48 47 45 44 32 31
10◦ 30 29 29 28 27 27 23 22
20◦ 19 18 24 23 24 23 17 16
30◦ 14 13 15 14 18 17 16 15
40◦ 14 13 13 12 16 16 12 12
50◦ 12 12 12 11 14 14 10 9
60◦ 12 11 12 11 14 13 11 10
70◦ 12 11 12 12 14 13 11 10
80◦ 13 12 12 12 15 14 11 11
90◦ 13 13 13 12 15 14 12 11
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TABELA 35 – NÚMERO DE ITERAÇÕES ATIVAS (A) E REATIVAS (R) do EEDR-T&D (COM
INFO A PRIORI)

φbase
Caso A Caso B Caso C Caso D
A R A R A R A R

0◦ 44 43 44 44 43 42 34 33
10◦ 20 19 25 24 28 27 24 23
20◦ 17 17 20 19 21 20 15 15
30◦ 14 13 15 14 13 12 13 12
40◦ 9 9 11 10 14 13 11 11
50◦ 9 8 8 7 14 13 13 12
60◦ 7 7 6 6 17 16 14 13
70◦ 6 6 6 5 25 24 17 17

≥ 80◦ NC1 NC NC NC

1 Sigla para Não Convergiu, dentro do limite de 100 iterações

Comparando os resultados do número de iterações com e sem a inclusão de
informações a priori, verifica-se que a incorporação dessas informações proporciona,
em geral, uma redução adicional no número de iterações, notadamente na faixa interme-
diária. Entretanto, observa-se que essa melhoria vem acompanhada de uma redução
na faixa de valores do ângulo de base que garantem a convergência do EEDR-T&D,
uma vez que para φbase1 ≥ 80◦, o estimador não converge em nenhum dos casos.

Cabe ressaltar que a ferramenta proposta permite definição de quantas zonas
forem necessárias conforme as características de cada porção da rede elétrica. Para
fins de ilustração, a FIGURA 24 apresenta o zoneamento do sistema ST14+2SD12 em
três partes.

Para cada zona, pode-se adotar uma normalização cpu com seu respectivo
ângulo de base. A TABELA 36 apresenta algumas situações de escolha de ângulo de
base para cada zona, bem como o comportamento de convergência do EEDR-T&D
para o Caso D1 (Caso D, da TABELA 31, desbalanceado).

TABELA 36 – INFLUÊNCIA DO ÂNGULO DE BASE POR ZONA NA CONVERGÊNCIA DO
EEDR-T&D (Caso D1)

ST (φbase0) SD1 (φbase1) SD2 (φbase2) Iterações Ativas Iterações Reativas
0◦ 20◦ 10◦ 23 22
0◦ 40◦ 70◦ 13 12
20◦ 30◦ 40◦ 13 13
30◦ 20◦ 50◦ 12 12
40◦ 40◦ 70◦ 11 10
50◦ 60◦ 70◦ 12 11
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FIGURA 24 – ZONEAMENTO DO SISTEMA T&D (ST14+2SD12)

FONTE: A autora (2026)

Os resultados apresentados na TABELA 36 refletem a influência na escolha
dos ângulos de base, definidos de forma independente para cada zona do sistema, no
desempenho do EEDR-T&D. Destaca-se como vantagem da ferramenta proposta a
flexibilidade da adoção de diferentes normalizações cpu para distintas zonas da rede
elétrica. Tal característica permite a análise conjunta dos sistemas com diferentes níveis
de relação X/R. Verifica-se que, para combinações adequadas dos ângulos de base, o
método apresenta convergência com um número mais reduzido de iterações.

Ademais, ressalta-se que o estimador não depende de uma escolha única
de ângulo de base, apresentando bom desempenho dentro de uma faixa de valores
considerável. Esse aspecto é particularmente relevante em ambientes de operação em
tempo real, nos quais o operador dispõe de uma margem razoável para a normalização
dos dados. Destaca-se, ainda, que essa etapa é realizada previamente (offline), não
comprometendo o tempo de execução do EEDR-T&D.

Para avaliar a acurácia do EEDR-T&D na modelagem trifásica, adotou-se um
valor intermediário de φbase = 50◦ para os SD e φbase = 0◦ para o ST, considerando os
cenários desbalanceados e com erros aleatórios nas medidas. A TABELA 37 apresenta
os valores do EMA global para o EEDR-T&D, na presença e ausência de informações
a priori.

Os resultados apresentados na TABELA 37 indicam que os valores de EMA
global permanecem na ordem de 10−4 para as magnitudes de tensão e de 10−3 para
os ângulos de fase em todos os cenários avaliados. Esse comportamento evidencia
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TABELA 37 – EMA GLOBAL PARA AS TENSÕES E ÂNGULOS DE FASE: EEDR-T&D

EEDR-SD sem info a priori
Casos A1 B1 C1 D1
EMAV 4, 040e-4 1, 097e-3 4, 210e-4 4, 100e-4
EMAθ 1, 408e-3 3, 035e-3 1, 521e-3 2, 755e-3

EEDR-SD com info a priori
Casos A1 B1 C1 D1
EMAV 5, 470e-4 1, 011e-3 2, 870e-4 1, 020e-4
EMAθ 1, 585e-3 3, 009e-3 6, 965e-4 2, 876e-3

uma precisão adequada do EEDR-T&D frente a condições operativas mais realistas
(com sistemas desbalanceados e presença de ruídos nas medidas), mantendo níveis
de erro reduzidos e consistentes entre os diferentes casos.

Ao comparar os resultados obtidos sem e com a utilização de informações
a priori, observa-se que a incorporação dessas informações não resulta, de forma
geral, em melhorias significativas nos valores do EMA, conforme também explanado na
modelagem monofásica. Em alguns casos, verifica-se inclusive uma leve variação nos
valores estimados, o que pode ser atrubuído à escolha das variâncias associadas às
informações a priori, conforme discutido na seção de resultados anterior, na modelagem
monofásica da rede elétrica.

6.4.2.2 Matriz de coeficientes do EEDR-T&D

Na modelagem trifásica da rede elétrica, é natural o aumento significativo da
dimensão da matriz de coeficientes associada à solução do estimador de estados. A
TABELA 38 apresenta os valores do condicionamento numérico da matriz de Hachtel,
correspondente à matriz de coeficientes do EET&D-completo, bem como as respectivas
dimensões.

TABELA 38 – DIMENSÃO E ORDEM DE GRANDEZA DA MATRIZ DE HACHTEL (EET&D-
COMPLETO)

Caso Dimensão da Matriz de Hachtel Condicionamento Numérico
A 1098x1098 1017

B 1098x1098 1017

C 1110x1110 1020

D 1134x1134 1018

A elevada dimensão das matrizes envolvidas na solução do estimador de esta-
dos evidencia a importância de abordagens que reduzam a complexidade do problema.
Nesse sentido, o desacoplamento proposto neste trabalho mostra-se fundamental,
ao permitir a utilização de matrizes constantes e a decomposição do problema em
subproblemas ativos e reativos, resultando em matrizes de Hachtel significativamente
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menores que a matriz completa. A TABELA 39 apresenta os valores de dimensão e
condicionamento numérico dessas matrizes, considerando o EEDR-T&D sem e com
informações a priori.

TABELA 39 – DIMENSÃO E ORDEM DE GRANDEZA DA MATRIZ DE HACHTEL PARTICIO-
NADA (EEDR-T&D)

EEDR-T&D sem info a priori
Caso1 Dimensão da Matriz de Hachtel Condicionamento Numérico

Ativa Reativa Ativa Reativa
A 492x492 606x606 1020 1017

B 492x492 606x606 1020 1017

C 498x498 612x612 1024 1020

D 510x510 624x624 1022 1018

EEDR-T&D com info a priori
Caso1 Dimensão da Matriz de Hachtel Condicionamento Numérico

Ativa Reativa Ativa Reativa
A 492x492 606x606 1012 1012

B 492x492 606x606 1012 1012

C 138x138 174x174 1013 1013

D 498x498 612x612 1012 1012

1 Para os casos desequilibrados (A1 a D1), as dimensões das matrizes e os valores
de condicionamento numérico permaneceram equivalentes aos dos respectivos casos
equilibrados

Os resultados apresentados na TABELA 39 evidenciam que, para o sistema
interligado ST14+2SD12, a representação trifásica implica um aumento expressivo
na dimensão das matrizes particionadas de Hachtel, reflexo da maior quantidade
de variáveis associadas à modelagem por fase e da integração entre os sistemas
de transmissão e distribuição. Observa-se que, mesmo após o desacoplamento, as
matrizes ativas e reativas apresentam dimensões elevadas, especialmente nos casos
com maior nível de interligação e inserção de GD, como nos Casos C e D.

Em relação ao condicionamento numérico, verifica-se que, na ausência de
informações a priori, as matrizes apresentam ordens de grandeza elevadas, atingindo
valores de até 1024, o que indica maior sensibilidade numérica do problema, especi-
almente em cenários mais complexos. Com a incorporação de informações a priori,
observa-se uma redução significativa desses valores em todos os casos, com o condi-
cionamento passando a ordens de grandeza da ordem de 1012 e 1013, evidenciando a
efetividade dessas informações na melhoria das propriedades numéricas das matrizes.

Esses resultados reforçam que, em sistemas T&D interligados, a combinação
entre a formulação desacoplada e a utilização de informações a priori torna-se ainda
mais relevante, não apenas pela redução da dimensão dos subproblemas em relação
à formulação completa, mas também pela mitigação dos efeitos associados ao mau
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condicionamento numérico, contribuindo para a estabilidade e eficiência do processo
de estimação de estados em ambientes de maior complexidade.

6.4.2.3 Custo computacional do EEDR-T&D

Em relação à eficiência computacional, um dos aspectos mais relevantes
associados às técnicas de desacoplamento apresentadas na literatura, foi realizada
uma avaliação comparativa do custo computacional da solução do EEDR-T&D proposto,
nas versões com e sem informações a priori. Como métrica de comparação, definem-
se tA, tB, tC e tD como os tempos associados à solução dos casos A, B, C e D,
respectivamente, por meio da formulação do EET&D-completo (não desacoplado). A
TABELA 40 reúne os valores comparativos obtidos para as ferramentas propostas.

Os resultados reunidos na TABELA 40 evidenciam a expressiva redução do
custo computacional proporcionada pelo EEDR-T&D, principalmente na formulação
sem informações a priori, cujos tempos de solução variam entre 2% a 5% do tempo
requerido pela formulação completa. Esse comportamento reafirma a eficiência na
estratégia de desacoplamento proposta, sobretudo pela decomposição do problema
em subproblemas de menor dimensão e pelo uso de matrizes constantes ao longo do
processo iterativo.

TABELA 40 – COMPARAÇÃO DO CUSTO COMPUTACIONAL DO EEDR-T&D EM RELAÇÃO
AO EET&D-COMPLETO

Estimador Caso A Caso B Caso C Caso D
EEDR-T&D sem a priori 0,02 tA 0,03 tB 0,05 tC 0,02 tD
EEDR-T&D com a priori 0,30 tA 0,38 tB 0,27 tC 0,37 tD

No caso da formulação com informações a priori, observa-se um aumento no
tempo computacional em relação à versão sem a priori, embora os tempos permaneçam
significativamente inferiores aos da formulação completa, variando entre 27% e 38%
dos respectivos tempos de referência. Esse acréscimo pode ser associado ao custo
adicional decorrente da incorporação dessas informações na formulação do problema,
ainda que tal estratégia contribua para a melhoria do condicionamento numérico das
matrizes. De forma geral, os resultados indicam que ambas as versões do EEDR-T&D
apresentam vantagens computacionais relevantes em relação ao EET&D-completo,
aspecto de extrema relevância para operação em tempo real do sistema elétrico.

6.5 CONSIDERAÇÕES FINAIS DO CAPÍTULO

Este capítulo propõe um estimador de estados restrito para sistemas integra-
dos transmissão e distribuição (T&D) solucionado pelo Método do Tableau Esparso
desacoplado (EEDR-T&D) com informações a priori. Nesta proposta, aplica-se uma
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nova estratégia da normalização cpu, a qual além de viabilizar o desacoplamento
dos SD pelo ajuste da razão X/R, permite a análise integrada de sistemas T&D. Tal
análise integrada é viabilizada por meio da aplicação da normalização cpu por zonas
do sistema elétrico, que devem ser estabelecidas com base nos respectivos valores de
relação X/R e do carregamento, incluindo zonas de transmissão, distribuição primária e
secundária.

Além disso, a ferramenta proposta explora os benefícios dos métodos desaco-
plados para atender às exigências computacionais impostas por sistemas de grande
porte na análise em tempo real, notadamente ao vislumbrar a futura possibilidade
de monitoramento de sistemas integrados T&D. Ademais, observa-se a melhoria do
condicionamento numérico da matriz de Hachtel decorrente do uso de informações a
priori.

Resultados envolvendo simulações com sistemas T&D, considerando a repre-
sentação monofásica e trifásica da rede, evidenciam a flexibilidade e importância da
ferramenta proposta. Ela permite analisar sistemas T&D de forma unificada, através
de um único algoritmo, considerando configurações em anel e malhadas através de
estudos de casos, tendo em vista as possíveis mudanças da operação da distribuição
e dimensão dos sistemas T&D.
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7 CONCLUSÕES

As mudanças no comportamento dos sistemas de distribuição nos últimos anos,
relacionadas principalmente à elevada inserção de fontes renováveis intermitentes e
distribuídas na rede, associadas às tecnologias vinculadas ao conceito de Smart Grid,
impulsionam o desenvolvimento de técnicas capazes de acompanhar as complexidades
envolvidas na análise da operação em tempo real desses sistemas. Ao mesmo tempo,
tais mudanças têm impactado a relação entre os sistemas de transmissão e distribuição
(T&D), estreitando progressivamente essa interação e evidenciando a necessidade de
uma abordagem unificada para a estimação de estados em sistemas de T&D.

Nesse contexto, este trabalho apresenta os resultados da pesquisa desenvol-
vida, na qual se propõe um estimador de estados restrito desacoplado para sistemas
de distribuição e sistemas integrados T&D, solucionado por meio do Método do Ta-
bleau Esparso de Hachtel, com a incorporação de informações a priori. A formulação
desacoplada torna-se viável por meio do uso da técnica de normalização complexa por
unidade (cpu), considerada sob duas abordagens distintas.

No estimador de estados restrito para sistemas de distribuição, com solução
via Método de Hachtel desacoplado (EEDR-SD), a cpu é empregada com o objetivo
de normalizar as medidas e os parâmetros do sistema de distribuição (SD), de forma
análoga a um pré-processamento dos dados, por meio de uma faixa de ângulo de
base associada à escolha de uma potência de base complexa para a normalização das
grandezas. Com isso, conforme demonstrado ao longo deste trabalho e nos resultados
apresentados, a razão X/R do SD pode ser ajustada, viabilizando o desacoplamento
no processo de estimação de estados, sem afetar o estado da rede.

Por outro lado, no estimador de estados restrito para sistemas de transmissão e
distribuição interligados, com solução via Método de Hachtel desacoplado (EEDR-T&D),
propõe-se uma nova abordagem para o uso da normalização cpu. Dadas as característi-
cas distintas da razão X/R dos sistemas de transmissão (ST) e de distribuição, a análise
conjunta desses sistemas pode ocasionar problemas numéricos e de convergência.
Para mitigar tais dificuldades, a técnica de normalização complexa é incorporada à
rotina de estimação de estados por meio da modificação da matriz de admitâncias e,
consequentemente, da matriz Jacobiana.

Nessa abordagem, as injeções de corrente em cada barra, tanto do ST quanto
do SD, são normalizadas de acordo com a potência de base de cada região do sistema.
Essa aplicação da cpu possibilita a análise integrada dos sistemas de T&D sem afetar
os estados da rede e sem a necessidade, anteriormente requerida, do uso de técnicas
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de compensação nas barras de fronteira.

Nos dois estimadores propostos (EEDR-SD e EEDR-T&D), foram incorporadas
informações a priori, correspondentes a informações prévias das tensões e dos ângulos
das barras da rede elétrica, na formulação do problema solucionado via Método do
Tableau desacoplado. A inclusão dessas informações tem como objetivo melhorar o
condicionamento numérico da matriz de Hachtel, efeito corroborado pelos resultados
apresentados ao longo deste trabalho, devido ao reforço da diagonal principal da matriz
de coeficientes.

Os resultados e análises provenientes do EEDR-SD demonstraram a eficácia da
ferramenta proposta, com foco na estimação de estados para sistemas de distribuição,
proporcionando bom condicionamento numérico e viabilizando a solução por métodos
desacoplados na formulação do problema via abordagem restrita do estimador de
estados. Os resultados evidenciaram a viabilidade do desacoplamento, bem como
a influência da normalização cpu na convergência do estimador frente a diferentes
cenários. A ferramenta proposta apresentou resultados consistentes tanto para a
representação monofásica quanto trifásica, considerando as particularidades inerentes
a esses sistemas. Um dos tópicos a serem investigados futuramente refere-se ao
tratamento das informações a priori adotadas nesta pesquisa. Nesse sentido, torna-se
relevante analisar os valores de variância considerados, bem como avaliar a utilização
de outras formas de incorporação dessas informações, tais como estimativas prévias
do estado do sistema.

No que se refere aos resultados do EEDR-T&D, estes demonstraram a viabili-
dade de uma ferramenta capaz de processar conjuntamente sistemas com diferentes
características, por meio da abordagem de normalização por zonas da rede elétrica.
Os resultados contemplaram diferentes condições operativas do sistema, bem como
distintas configurações topológicas (sistemas radiais e malhados), permitindo identificar
diferentes comportamentos associados ao intercâmbio de fluxos de potência entre os
sistemas de transmissão e distribuição, alguns dos quais, inclusive, contraintuitivos,
evidenciando a necessidade de uma reavaliação do cenário elétrico em evolução. Além
disso, os resultados evidenciaram a redução do esforço computacional envolvido na
solução do problema de estimação por meio do EEDR-T&D proposto, o que representa
uma vantagem relevante, especialmente no contexto da operação em tempo real.

Para assegurar a precisão do estimador de estados, uma etapa essencial
consiste no processamento de erros. Nesse sentido, este trabalho apresenta, como
contribuição adjacente, a extensão do processamento de erros baseada na interpre-
tação geométrica dos resíduos para a formulação do estimador de estados irrestrito
desacoplado aplicado a SD, em associação com a normalização cpu, com o objetivo de
detectar e identificar erros grosseiros na modelagem em tempo real desses sistemas.
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O método proposto reúne a eficiência e a superioridade computacional dos mé-
todos desacoplados e dos testes geométricos para a detecção e identificação de erros
grosseiros em medidas, eliminando a necessidade usual de reestimações sucessivas
do estado, requerida por algoritmos convencionais, como o conhecido teste do máximo
resíduo normalizado. A abordagem desacoplada, aliada à normalização complexa e ao
teste geométrico, reduz significativamente a carga computacional necessária, aspecto
fundamental para viabilizar o processamento de erros grosseiros em redes de grande
porte, como sistemas de distribuição de tamanho real.

Dessa forma, as contribuições apresentadas tornam as metodologias propos-
tas adequadas para aplicação em sistemas elétricos modernos, caracterizados pela
integração entre os níveis de transmissão e distribuição e pela necessidade de opera-
ção em tempo real em diferentes condições operacionais. A capacidade de lidar com
as características desse novo cenário elétrico, aliada à melhoria no condicionamento
numérico e à redução do esforço computacional, torna as abordagens propostas ferra-
mentas relevantes para o monitoramento e a análise do sistema elétrico de potência.
Assim, as metodologias desenvolvidas se apresentam como alternativas promissoras
para aplicação em sistemas de distribuição atuais, bem como vislumbram novas possi-
bilidades de operação da rede, que demandam uma análise integrada de sistemas de
transmissão e distribuição.
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7.2 PERSPECTIVAS FUTURAS

Com base na proposta central deste trabalho, a qual consiste na ferramenta
de estimação de estados restrita desacoplada para sistemas T&D, são apresentadas
algumas perspectivas de continuidade da pesquisa:

• Avaliar novas possibilidades de valores de informações a priori obtidos a partir de
uma estimação de estados prévia e comparar o desempenho da ferramenta EEDR-
T&D proposta nessa pesquisa, além de considerar novos valores de variâncias
em caso de informações a priori de baixa qualidade;

• Incluir rotinas de processamento de erros no EEDR-T&D baseadas nos testes
geométricos desacoplados;
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• Estender o EEDR-T&D para a modelagem explícita de algumas subestações;

• Desenvolvimento da abordagem T&D com modelagem heterogênea monofásica
e trifásica;

• Avaliar a utilização de diferentes normalizações cpu em redes D&D (rede primária
e secundária da distribuição), incluindo microrredes.
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APÊNDICE A - EQUAÇÕES PARA A CONSTRUÇÃO DA MATRIZ JACOBIANA DO
ESTIMADOR DE ESTADOS TRIFÁSICO

• Derivadas parciais das medidas de fluxo e injeção de potência ativa em
relação às variáveis de estado:
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• Derivadas parciais das medidas de fluxo e injeção de potência reativa em
relação às variáveis de estado:
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• Derivadas parciais das medidas de magnitude de tensão em relação à variá-
vel de estado V:

i 	= k:
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• Derivadas parciais das medidas de magnitude de tensão em relação à variá-
vel de estado θ:
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