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RESUMO

Na ultima década, a utilizagdo de métodos estatisticos multivariados passou a ter papel
importante na analise de desempenho. Ao estudar esses métodos, verificou-se que a
Teoria Classica dos Testes (TCT) e a Teoria da Resposta aos Itens (TRI) tém um papel
importante nesse tipo de andlise. Quando integradas, as técnicas de Analise Fatorial e de
Reconhecimento de Padrdes e Classificacdo fornece ao pesquisador uma gama maior de
opgdes de estudo e aplicagdes. Apresentam-se nesse trabalho trés aplicagdes das técnicas
estatisticas supracitadas: a primeira analisou um teste de vestibular através da TCT e TRI,
sugerindo o emprego de escores verdadeiros para o ranqueamento dos candidatos, a
segunda criou um procedimento para detectar alunos com possibilidades de evasiao apos o
primeiro ano de curso de graduacao aplicando o Método Discriminante Linear de Fisher e
a terceira propds uma aplicacdo na area da Engenharia de Produgdo, que atualmente tem
sido assunto de grande interesse para as empresas. Ou seja, propiciando o ranqueamento
de fornecedores e¢ a possibilidade de premiagdo, estimulando a competitividade e a
melhoria da qualidade. Para esta Gltima aplicacdo utilizou-se escores fatoriais. Sugeriu-se
que as empresas classifiquem seus novos fornecedores em grupos pré-definidos com a
utilizacdo do Método Discriminante Linear de Fisher. Um dos produtos resultantes deste
trabalho ¢ o programa chamado de SIAVAL 1.0, que possui uma interface amigavel com
o usudrio e incorpora os métodos: Teoria Classica dos Testes, Teoria da Resposta ao
Item, Analise Fatorial ¢ Reconhecimento de Padroes e Classificacdo. Portanto, o
programa e as aplicagdes sugeridas podem proporcionar um avango importante para

analise de desempenho em qualquer area.

Palavras-chave: Teoria Classica dos Testes, Teoria da Resposta ao Item, Analise Fatorial,

Reconhecimento de Padrdes e Classificagao
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ABSTRACT

In the last decade, the use of multivariates statistical methods started to have important
paper in the acting analysis. When studying those methods, it was verified that the
Classic Test Theory (CTT) and the Item Response Theory (IRT) have had an important
paper in that analysis type. When integrated the techniques of Factorial Analysis and
Pattern Recognition and Classification, it supplies the researcher a larger range of study
options and applications. This work presents three applications of the statistical
techniques mentioned above: the first analyzed a university entrance examination
through CTT and IRT, suggesting the job of true scores for candidates' ranking, the
second one created a procedure to detect students with drop out possibilities after the
first year of degree course applying the Fisher Linear Discriminant Method and the third
proposed an application in the area of the Production Engineering, that now has been
subject of great interest for the companies. In other words, propitiating the
ranqueamento of suppliers and the award possibility, stimulating the competitiveness and
the improvement of the quality. For this last application it was used factorial scores. It
suggested that the companies classify their new suppliers in pré-defined groups with the
use of the Fisher Linear Discriminant Method. One of the resulting products of this work
is the software call of SIAVAL 1.0, that has a friendly interface with the user and
incorporates the methods: Classic Test Theory, Item Response Theory, Factorial Analysis
and Pattern Recognition and Classification. Therefore, the program and the suggested

applications can provide an important progress for acting analysis in any area.

Keywords: Classic Test Theory, Item Response Theory, Factorial Analysis, Pattern

Recognition and Classification.
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1. INTRODUCAO
1.1 TEMAS DE ESTUDO

Avaliacdo ¢ um processo sistematico e metodologico que através da atribuicao de
um juizo de valor, visa explicar e compreender fenomenos com o intuito de refletir, rever
conceitos, redefinir estratégias, superar dificuldades, transformar, acompanhar, adequar
necessidades ao meio, impulsionar a melhoria da qualidade, constatar conhecimentos,
interpretar estruturas, verificar processos ou situagcdes que ocorrem com individuos ou
objetos nas varias areas do conhecimento.

O processo avaliativo implica numa metodologia que busca, através de variaveis
quantitativas e qualitativas, modelos que possibilitam inferéncias fidedignas.

A palavra avaliagdo causa sempre algum impacto nos individuos envolvidos no
processo, ou seja, receio nos que serdo avaliados e preocupacdo nos que avaliardo. Os
primeiros, por razdes Obvias, se sentem apreensivos na tentativa de atingir objetivos e
inseguros quanto ao instrumento imposto pelo avaliador. Os segundos em alguns
momentos nao se sentem preparados para fazer a avaliagdo, dado a complexidade de
verificar habilidades e em alguns casos o desconhecimento de técnicas estatisticas, entre
outras. Na maioria das vezes o avaliador entende muito do contetdo a ser avaliado, mas
se defronta com a dificuldade de elaboracdo e validagdo do instrumento para fazé-lo.
Além disso, apds aplicar o instrumento o avaliador se vé com um conjunto de itens
respondidos e frente ao desconhecimento das possibilidades existentes em analisa-los.
Entdo, parte para procedimentos do tipo de ponderacdes dos itens, valorizando aqueles
que consideram por experiéncia mais importante. Estas técnicas sempre sdo questionaveis
e exigem muitas vezes a apresentacdo prévia dos instrumentos aos avaliados para que
estes se sintam confiantes nos procedimentos adotados.

Viarias areas do conhecimento fazem avaliagdes e em quase todos os lugares
individuos ou produtos estdo sendo avaliados. Os modelos de andlise de dados em
avaliacdo tém origem nas areas de psicologia e educagdao, mas podem ser aplicados em
outros campos do conhecimento. Ha varios exemplos presentes na nossa vida didria em
que poderiam ser usados os métodos que serdo apresentados neste trabalho, mas nao o

sdo pelas dificuldades ja mencionadas. Seguem alguns exemplos.



- Ao ingressar em uma academia de ginastica, natagdo, musculagdo, etc.; € preciso
fazer uma avaliacdo fisica para designar o tipo de esfor¢o suportado pelo corpo.
Essa avaliagdo se bem feita implica na realizacdo além de exames médicos e de
fisioterapia e também o questionamento sobre o tipo de vida do individuo,
gerando um conjunto consideravel de itens a ser analisado.

- No langamento de um novo produto de linha branca (geladeiras, maquinas de
lavar, etc.) no mercado a estratégia de avaliacdo do produto ¢ selecionar pessoas
ou familias que ficardo com o produto por cerca de um ano. Neste periodo e
imediatamente apoés, sdo feitas entrevistas e respondidos questionarios. A analise
deste conjunto de itens coletados proporciona aos empresarios a retificagdo de
problemas, o tipo de clientela que vai ser atingida, orientando a equipe de
marketing numa estratégia de propaganda, uma estimativa da quantidade de pegas
que devem ser fabricadas, o nivel da satisfagdo com o produto e a viabilidade de
fabricacdo do mesmo.

- Na necessidade ou desejo de se fazer um regime alimentar, primeiramente ¢ feito
por um bom nutricionista uma avaliacdo fisica, de habitos e as vezes até
psicologica para verificar o tipo de tratamento indicado ao individuo.

- Avaliar Projetos tem sido um tema bastante atual cujos objetivos sdo: determinar
os melhores projetos, verificar se um projeto em qualquer area esta alcangando ou
alcancou os resultados esperados, determinar a importancia de itens como custo,
tempo de execucao, entre outros.

- Nos ultimos anos cada vez mais as empresas avaliam seus colaboradores e
algumas delas vinculam a remuneracdo dos funciondrios ao desempenho dos
mesmos, isto ¢, além do pagamento dos salarios sdo incluidos pagamentos
referentes a gratificacdes e a distribui¢do partes dos resultados;

- Avaliacdo de Fornecedores ¢ outra atividade que vem recentemente preocupando
as empresas. De modo geral somente empresas de grande porte fazem este tipo de
avaliacdo e isto tem induzido a reducdo de custos e melhoria da qualidade dos
produtos e processos.

Um dos objetivos deste trabalho ¢ o de atender usuérios leigos que necessitem

fazer avaliagdo de desempenho e para isso foi desenvolvido um sistema chamado de



SIAVAL 1.0 que facilita a andlise de itens de um instrumento dicotdomico, com
ranqueamento e reconhecimento de individuos (empresas ou objetos) e classificacdo,
integrando quatro importantes areas que sdo: Teoria Classica dos Testes, Teoria da
Resposta ao Item, Analise Fatorial e Reconhecimento de Padrdes e Classificagdo. Com o
intuito de exemplificar e de verificar o desempenho do programa proposto foram
apresentados exemplos em duas areas do conhecimento: educacdo (desempenho de
candidatos em um teste de Concurso Vestibular e analise de alunos de graduacdo com

risco de evasdo) e engenharia de producao (avaliagdo de fornecedores de empresas).

1.2 O PROBLEMA

Apesar da existéncia de aplicacdes da Teoria Classica dos Testes, Teoria da
Resposta ao Item, Analise Fatorial e Reconhecimento de Padrdes em avaliagdo,
encontram-se dificuldades na sua compreensdo, execucdo e interpretacdo. Estas
dificuldades, s6 podem ser sanadas com muito estudo e amplo conhecimento de
estatistica. Estudiosos das areas de aplicagdo que poderiam estar usufruindo destas
técnicas nao o fazem por estes motivos.

A Teoria Classica dos Testes e a Teoria da Resposta ao Item (TRI), indispensaveis
em qualquer tipo de avaliagdo, vém sendo utilizada ha pouco tempo e por poucas pessoas
na UFPR, no Estado do Parana e também no Pais. E preciso incentivar, no Brasil, as
pessoas que trabalham com avaliagdo de todas as dreas a usarem estas técnicas
principalmente na analise dos itens de seus instrumentos.

Muitos programas computacionais tém sido desenvolvidos para utilizagdo da TRI
nos ultimos tempos, tais como BILOG, TESTFACT, PARSCALE. MULTILOG,
LOGIST, etc. Aqui no Brasil, devido ao pouco tempo de estudo da teoria ndo existe
nenhum programa brasileiro disponivel no mercado. Estes programas atendem as
necessidades dos atuais usuarios da TRI, porém o manuseio e a analise dos dados devem
ser feitas por uma pessoa especializada e, também, ndo existe uma interface com os
sistemas de avaliag¢do existentes nos nucleos de avaliacao.

Analise Fatorial ¢ Reconhecimento de Padrdes ¢ de Classificacdo sdo técnicas

estatisticas muito conhecidas, porém sua utilizacdo sé foi possivel quando os recursos



computacionais se tornaram acessiveis, velozes e com grande capacidade de memodria.
Existem muitos programas que fazem estas duas andlises (STATGRAPHICS,
STATISTICA, SPSS, R, etc.), porém ainda sdo muito caros e requerem um conhecimento
de uso do programa e de analise dos resultados.

Muitas avaliagdes feitas ndo utilizam técnicas estatisticas nas suas analises,
devido ao desconhecimento dos usuarios dos métodos que podem usufruir e o dificil
acesso aos programas computacionais.

Nao existe um programa de avaliagdo que tenha integrado as trés teorias para
atender as necessidades do Nucleo de Concurso da Universidade Federal do Parana e
seria muito Util a ele e as outras instituigdes que mantenham processos de aplicagao de
concursos em varios niveis.

Na area da engenharia, verificou-se em visitas feitas as empresas de grande porte
que varias delas fazem avaliacdo de fornecedores, porém sentem necessidade de que os
seus fornecedores também avaliem os fornecedores deles, isto € chamado de cadeia da
qualidade. Detectou-se também em pesquisas bibliograficas poucos trabalhos neste
assunto e falta uma proposta de ranqueamento de fornecedores que atenda as médias e

pequenas empresas .

1.3 OBJETIVOS

O propdsito principal deste trabalho € avaliar o uso das técnicas estatisticas e
apresentar, as pessoas envolvidas ou que venham a se envolver com avaliacdo de
desempenho, estas técnicas, de forma que auxilie e facilite a analise.

Outro objetivo deste trabalho ¢ agregar Analise Fatorial e Reconhecimento de
Padrdes e Classificagdo as técnicas ja utilizadas em avaliagdo de desempenho, que sdo:
Teoria Cléssica dos Testes e Teoria da Resposta ao Item; com o intuito de melhorar a
qualidade das avaliagdes no pais. Assim, pretende-se construir uma ferramenta que
englobe estas técnicas possibilitando ao usudrio fazer andlise de instrumentos de
avaliacdo, ranqueamento de individuos (ou empresas) e classificar um novo individuo em

alguma categoria pré-determinada.



Criar um sistema integrando a Teoria Classica dos Testes, Teoria de Resposta ao
Item, a Andlise Fatorial e o Reconhecimento de Padrdes. Implementar
computacionalmente, aplicar e validar o modelo proposto.

O programa proposto pretende ser de facil utilizagdo tanto para os especialistas
quanto para pessoas leigas e gera relatorios contendo as interpretagdes dos resultados e
graficos que proporcionem, aos responsaveis pela avaliacdo, compreensdo e decisoes
rapidas.

Assim, com intuito de apresentar algumas possibilidades do programa, avaliou-se
o desempenho dos candidatos ao vestibular de uma Universidade X, fez-se o
ranqueamento dos fornecedores de uma Empresa Y e previu-se uma possivel evasao de
alunos a partir de varidveis observadas no término do primeiro semestre do curso de

Estatistica da Universidade Federal do Parana.

1.4 JUSTIFICATIVA

Nas Uultimas décadas, segundo notas do editor em HAMBLETON,
SWAMINATHAN & ROGERS (1991, p. vii), tem-se observado uma revolugdo em
medidas educacionais e psicoldgicas com a aplicagdo da Teoria da Resposta ao Item
(TRI). Além disso, a TRI estd sendo usada comumente por grandes companhias no
planejamento de testes, montagem de teste, calibragdo de teste, construgao de um banco
de itens, investigacdo do viés dos itens do teste e outros procedimentos comuns no
processo de desenvolvimento de um instrumento.

Escolheu-se neste trabalho a analise de itens com respostas dicotomicos ou
dicotomizadas dado que existe uma necessidade imediata do Nucleo de Concursos da
UFPR. Porém, espera-se que esta seja uma primeira versdo do programa e que as
subseqiientes incluam outros tipos de modelos. Esta primeira versdo ¢ experimental, mas
pretende-se deixa-la na forma comercial.

A opg¢ao pelos Modelos Logisticos de Dois e Trés Parametros Unidimensionais
Dicotomicos deve-se ao fato de ser este o0 modelo mais usado e recomendado pelos

pesquisadores. Se em algum caso ndo houver a possibilidade de respostas de acerto ao



acaso pode-se aplicar o Modelo Logistico de Dois Parametros (caso da Avaliagdo de
Fornecedores).

A estimagao dos parametros dos itens foi feita através do Método de Maxima
Verossimilhanga Marginal via algoritmo EM com as reformulacdes sugeridas por BOCK
& AITKIN (1981, p. 443-459) que possibilita uma melhor convergéncia quando utilizado
o método de resolucdes de equagdes nao-lineares de Newton-Raphson.

A estimacdo das habilidades dos individuos (empresas) foi realizada apos a
estimagao dos parametros dos itens utilizando o estimador de Baysiano EAP (Expected A
Posteriori), que no caso ¢ o mais indicado dado que ndo necessita usar métodos de
resolugdo de equagdes e deixa o programa mais rapido.

A Analise Fatorial foi aplicada no ranqueamento de fornecedores de uma empresa
de grande porte. A partir de dados fornecidos por empresa foi avaliado o grau de
relacionamento entre eles, com base nos coeficientes de correlacdo. Da matriz de
correlagdo obtida foram determinados os autovalores e autovetores, dos quais se obteve o
nimero de fatores considerando-se 90% da propor¢cdo da variancia explicada. Na
estimagdo dos fatores foi utilizado o Método de Componentes Principais, € para uma
melhor interpretagdo dos resultados optou-se fazer uma Rotagdo Varimax. Os escores
fatoriais foram estimados pelo Método dos Minimos Quadrados. A diversidade de
métodos e procedimentos necessarios ao fazer uma analise fatorial dificulta a escolha dos
mesmos, sendo assim optou-se nos que tem apresentado melhores resultados praticos.

A escolha do método de Reconhecimento de Padrdes e de Classificagdo utilizado
para alocar e reconhecer um novo individuo em alguma categoria predeterminada aplica-
se bem as de analises pretendidas pelo programa, visto que serdo analisados dados de
uma mesma populacdo. Por isso o programa contempla o Método Linear de Fisher para
Varias Populagdes, dado n3o ha necessidade de verificagdo da distribuicdo de
probabilidade dos dados.

Nos ultimos anos uma das preocupagdes das grandes empresas estda focada no
estreitamento do relacionamento com seus fornecedores, pois o fortalecimento deste
vinculo, também chamado de parceria, garante as empresas uma melhoria de qualidade e
preco tornando-as mais competitivas no mercado. Segundo ALVAREZ & QUEIROZ

(2003, p.1), inicialmente os processos de parceria eram feitos em cima de Contratos de



Fornecimento que implicava num longo periodo de avaliagdo e qualificacdo do
fornecedor. Isto gerava uma série de responsabilidades e compromissos impostos pelas
empresas aos fornecedores e acarretava conflitos de interesses ao longo do processo. Por
este motivo algumas empresas, preocupadas com estas questdes, criaram processos de
integracdo e tornaram-se mais flexiveis, de maneira que as expectativas de ambas as
partes possam obter beneficios mutuos.

A avaliagdo de fornecedores assegura a empresa uma melhoria substancial no seu
processo de produgdo principalmente garantindo uma melhor qualidade dos insumos e
reducdo dos prazos de entrega. Assim, a area de Gestao Empresarial esta envolvida nesta
avaliagdo, principalmente porque o beneficio maior da empresa esta focado na redugdo de
custos, portanto geralmente ¢ ela que conduz o tema.

Procurou-se seguir no desenvolvimento dos métodos as notagdes mais utilizadas,
principalmente no caso da Teoria da Resposta ao Item, onde as notagdes e as seqiiéncias
das idéias estdo embasadas no livro dos autores Dalton Francisco de Andrade, Héliton
Tavares e Raquel da Cunha Valle intitulado “Teoria da Resposta ao Item: conceitos e
aplicacdes”, citados varias vezes nesta tese, dado a sua facilidade de compreensdo e a

intengao de preservar a mesma nomenclatura (terminologia) aqui no Brasil.

1.5 ESTRUTURA DO TRABAHO

O presente trabalho de tese se encontra estruturado nos capitulos da Introducao,
Revisdo de Literatura, Materiais e Métodos, Analise dos Dados, Concluses e
Recomendagdes e Referéncias, bem como, os Apéndices.

Na Introducdo, Capitulo 1, definiu-se sucintamente avaliagdo, as técnicas
propostas neste trabalho e os campos de aplicagdo em que poderiam ser usadas. As
dificuldades de aplicagdo das técnicas se resumem no desconhecimento das mesmas e nos
obstaculos das aplicagdes dos programas encontrados no mercado. A razao e a finalidade
para propor a implementacdo de um programa de avaliagdo integrando as técnicas de
Teoria da Resposta ao Item, Analise Fatorial e Reconhecimento de Padrdes e
Classificagdo, com aplicagdes em duas areas (educacdo e engenharia de producao) sio

apresentadas neste capitulo.



As técnicas estatisticas dispostas nesta tese no Capitulo 2 fundamentam os meios
de avaliar o instrumento, categorizar os avaliados e classificar um novo individuo em
alguma categoria de interesse na avaliacdo.

Na se¢do 2.1, apresentam-se algumas estatisticas da Teoria Classica dos Testes
que podem auxiliar muito na avaliagdo, como por exemplo, a confiabilidade
(fidedignidade) do instrumento, correlagao bisserial e correlagdo bisserial por ponto.

A Teoria da Resposta ao Item que possibilita a analise dos itens do instrumento ¢
discutida na se¢do 2.2. A principio, foram definidos os pressupostos bdsicos, com a
inclusdo de um breve histérico da teoria. Em seguida, foram enunciados: o Modelo
Logistico de Trés Parametros Unidimensional Dicotdmico com a respectiva Curva
Caracteristica do Item (CCI), a Funcao de Informagao do Item, a Fungao de Informacgao
do Instrumento, o método de estimagao dos parametros dos itens e o0 método de estimagao
das habilidades dos individuos.

A técnica da Analise Multivariada, utilizada no ranqueamento, ¢ apresentada na
secdo 2.3. Nesta secdo, sdo retratados alguns conceitos fundamentais e pressupostos
basicos, o0 Modelo de Anélise Fatorial Ortogonal, o critério de selecio do nimero de
fatores e dois métodos de estimagao: Método das Componentes Principais ¢ Método da
Maxima Verossimilhanca. Além disso, citou-se o Método de Rotacdo Varimax e dois
métodos de obtencdo do escores fatoriais: Método dos Minimos Quadrados Ponderados e
M¢étodo da Regressao.

A alocagdo de um novo individuo em uma classe pré-determinada ¢ feita pelas
técnicas de Reconhecimento de Padrdes e Classificacdo, relatada na secdo 2.4, que
inicialmente apresenta os conceitos e procedimentos necessarios ao seu entendimento.
Continuando a secdo, descreve-se o Método de Fischer para discriminagdo e classificagao
entre duas ou mais populacdes, o Método de Maxima Verossimilhanga para varias
populagdes supostamente Gaussianas entre outros.

No Capitulo 3 descrevem-se os materiais € métodos utilizados neste trabalho. Esta
dividido nas seguintes secdes: Introdug¢dao, Métodos Estatisticos Utilizados, Coletas de
Dados e Elaboragao do Programa.

Os resultados das analises de dados reais utilizando o programa encontram-se

descritos no Capitulo 4.



Finalmente as conclusdes e recomendagdes sdo apresentadas no Capitulo 5 e na

seqiiéncia seguem as Referéncias e os Apéndices.



2. REVISAO DE LITERATURA
2.1 TEORIA CLASSICA DOS TESTES
2.1.1 Introducéo

A andlise de desempenho em testes de avaliagdo tem sido objeto de muitos
estudos em varias areas nas ultimas décadas e nos campos da psicometria e de medidas
educacionais. H4 muito tempo modelos vém sendo desenvolvidos com as seguintes
finalidades: avaliar as caracteristicas latentes de individuos, fazer comparagdes entre
grupos de individuos e possibilitar a analise dos instrumentos utilizados. O modelo mais
popular para testes ¢ o da Teoria Classica dos Testes (TCT), porém com um niimero de
deficiéncias que limita a sua utilizacdo nos tempos atuais, dado que a Teoria da Resposta
ao Item (TRI) atende melhor as expectativas dos pesquisadores.

No entanto, alguns elementos da TCT ainda sdo importantes na interpretacdo dos
resultados de um teste e serdo, brevemente, abordados aqui.

Segundo Hwang (2002, p.27) os primeiros trabalhos desenvolvidos sobre este
tema foram os de Spearman (1907, 1913), Gulliksens (1950) e posteriormente Lord and

Novick (1968) fizeram uma exposi¢ao completa da teoria.

2.1.2 Concepgao Basica

A Teoria Classica dos Testes (TCT) consiste em um modelo relativamente
simples. Serdo demonstrados aqui sumariamente os principios desta teoria necessarios a
complementagdo dos estudos feitos através da Teoria da Resposta ao Item descrita no
proximo item.

O modelo se fundamenta na observagdo dos escores, Xj;, do respondente i no item
J, segundo LORD & NOVICK (1968, p.34). Assim, o modelo matematico ¢ definido por:

Xij = pi + &
onde a constante ; € o verdadeiro escore do respondente i onde i = 1, 2, 3, .., n
(desconhecido) e &;; ¢ uma perturbacdo aleatdria ou erro de observag@o na resposta do
avaliado i no item ;.

A defini¢ao do escore verdadeiro na TCT ¢ fundamental e ¢ dado por:
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i = E(Xy)

Dessa forma tem-se uma distribui¢do de probabilidade para a variavel aleatéria do
verdadeiro escore dada por f{x;) com média ; e variancia V(Xj;) = V(s;). Dado que y; ¢
uma constante, t€ém-se que o erro ou perturbacao aleatoria possui uma distribui¢do dada
por f{&;) com média zero apresentada a seguir e variancia V(g = V(Xj).= o/, E, sendo Ejj
= Xjj - 1 , tem-se que:

E(ey) = E(Xj-pu) = E(Xy)- E(Xy)= pti- ;=0 1)

e

Viey) = V(X;- u) =07’ )

O clemento chave na TCT vem da definicdo da mensuragdo paralela,
especialmente na andlise da precisdo de mensuramento. Duas medidas distintas Xj; e X+
sdo ditas mensuragdes paralelas se:

E(Xy) = E(Xyj2) = i 3)
ViXy) = ViXy) = O paraj #J* @)

Assim, o mensuramento paralelo assume que os escores observados dos
individuos tem a mesma média e mesma variancia. A estimagao desses parametros média
e variancia com base em uma amostra de tamanho 7 sdo respectivamente:

i(X i X ) ’
=X =" e Gl=i (5)
i N n—1

A prova deste resultado encontra-se em LORD & NOVICK (1968, p.48).
2.1.3 Confiabilidade

Um conceito muito importante na TCT ¢ o da confiabilidade, pois determina a
fidedignidade com que o escore no teste ¢ mensurado. De acordo com CHAVES NETO
& TURIM (2003), a confiabilidade de um teste depende da interagdo entre trés fatores: do
proprio teste, das condi¢des de aplicacdo e do grupo de respondentes. Sabe-se, portanto,
que quando um grande niimero de itens € aplicado tém-se escores mais confidveis, visto
que ha maior representatividade na amostra de conteudos, ou seja, existe validade de

contetudo.
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Neste trabalho analisou-se respostas dicotoOmicas, portanto, tem-se uma
distribui¢do discreta de probabilidade do tipo Bernoulli cuja média ¢ dada por ;= p; e a
varidncia por o = p; (I-p;), onde p; representa a proporgio dos examinados que
responderam corretamente ao item i. O coeficiente de correlagdo de Kuder-Richardson
(DOWNIE & HEATH, 1959 p. 195) ¢ um bom estimador da confiabilidade e ¢ dado por:

n zpi(]_pi)

Pr = (1——— ) (6)
n—1 S

onde:
n = numero de itens do teste
pi=propor¢ao dos respondentes que acertaram o item i
s’= variéncia dos escores do teste com base nos N escores dos respondentes
Um teste ¢ considerado confidvel quando a correlagao de Kuder-Richardson for

maior ou igual a 0,90 (CHAVES & TURIN, 2005 p.51).

2.1.4 Correlacao Bisserial e Bisserial por Ponto

A correlagdo bisserial, denotada por 7, € apropriada quando se tem interesse no
grau de relacionamento entre dois tipos de escalas, mas por uma razdo léogica uma das
duas ¢ mais sensivelmente interpretada como uma escala nominal criada artificialmente.
A correlagdo bisserial por ponto, r,, ¢ apropriadamente aplicada quando a variavel
nominal ocorre naturalmente, por exemplo, na distribuicio do género (masculino e
feminino).

As correlagoes bisserial e bisserial por ponto s3o medidas estatisticas que medem
a relacdo existente entre o resultado de um item em particular com o resultado do teste
(escore bruto total), isto ¢, mede a capacidade de discriminagdo do item em relagdo ao
resultado do teste.

A correlagdo bisserial por ponto € uma estimava natural dada por:

(7

rbpi =

onde:
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X, =média dos escores do item .

X,=média total dos escores.

s; = desvio padrao total dos escores.
pi= proporg¢ao dos respondentes que acertaram o item i.
O coeficiente de correlacdo bisserial considera Z ~ N(0,1) uma varidvel aleatéria
(ndo observada) associada a habilidade do respondente. Considerando que o escore bruto
do respondente se associa linearmente a esta variavel aleatoria. De acordo com SOARES
(2005, p.84), dado a linearidade aplica-se o coeficiente de correlagdo de Pearson
resultando na equacgdo a seguir:
Ty = M& (8)
S, y
onde y = f(z) ¢ a ordenada da curva normal padrao correspondente a p; € 0s outros termos
sdo os mesmos usados na correlagdo bisserial por ponto. Assim, existe uma relacao entre
as duas correlagdes (bisserial e bisserial por ponto) dada por:
VPi-(1-p;) )
y
Outros indices sdo estudados na TCT, como o grau de dificuldade e o indice de
discriminagdo, ambos com base na proporcao de acerto dos escores. No entanto, estes
indices sdo tratados como parametros e analisados na Teoria da Resposta ao Item,

descrita no item 2.2 a seguir.

2.2 TEORIA DA RESPOSTA AO ITEM
2.2.1 Introducéo

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) foi apresentada primeiramente por Lord na
década de 50. Porém devido as grandes dificuldades computacionais da época passaram a
ser aplicados de fato a cerca de 20 anos. No Brasil, segundo ANDRADE, TAVARES &
VALLE (2000, p.5), a TRI foi usada a partir de 1995, a principio, na analise dos dados do

Sistema Nacional de Ensino Basico — SAEB.
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Inicialmente a TRI foi concebida para resolver problemas na area de avaliagdo
educacional e da psicometria, porém, tais conceitos t€ém despertado interesse também em
outras areas, tais como: na area médica vista no artigo Application of the Rasch Analysis:
exploring differences in depression between african-american and white children
(DeROOS & ALLEN-MEARES, 1998, p.93-107); no campo da genética no artigo de
TAVARES, ANDRADE & PEREIRA (2004, p.679-685) intitulado Detection of
determinant genes and diagnostic via item response theory,em marketing na Dissertacao
de Mestrado “Técnica derivada da teoria da resposta ao item aplicada ao setor de
servigos” (COSTA, 2001); em gestdo da qualidade no artigo de -ALEXANDRE,
ANDRADE, VASCONCELOS & ARAUJO (2002, p.129-141) denominado “Uma
proposta de analise de um construto para a medi¢ao dos fatores criticos da gestdo pela
qualidade através da teoria da resposta ao item”.

Os primeiros passos no desenvolvimento da Teoria da Resposta ao Item (TRI),
segundo HISTORY OF ITEM RESPONSE THEORY disponivem em http://www.
uic.edu/classes/ot/ot540/history.html e acessado em abril de 2005, foram dados por Binet
& Simon em 1916, quando tracaram niveis de desempenho de individuos com algumas
variaveis independentes e usaram estas relagoes para o melhoramento de testes. Em 1936,
Richardson introduziu a estimativa do parametro da TRI (modelo unidimensional com
um parametro) que derivava dos conceitos da Teoria Classica dos Testes (TCT). Lawley
introduziu novos procedimentos para a estimacdo deste parametro alguns anos depois
(1944). Contudo, na maioria das obras pesquisadas, ¢ dado a Lord o designio de precursor
dos estudos da TRI, pois ele apresentou o modelo unidimensional de dois parametros
com a utilizagdo da fungdo distribuicdo da normal, em 1952 nos Estados Unidos da
América.

Segundo LINDEN & HAMBLETON (1996, p. 13), por volta de 1958, Birnbaum
substituiu a funcdo distribui¢ao da normal do modelo de Lord pela funcao logistica, o que
deu maior facilidade no tratamento matematico nos programas desenvolvidos naquela
época.

Rasch em 1960, segundo ANDERSEN & OLSEN (2001, p.11-20), propés um
modelo baseado na concepgao de uma distribui¢do de Poisson para o nimero de erros em

leituras de textos, que com aprimoramentos, como o uso da fungdo logistica, tornou-se o
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modelo conhecido como modelo logistico de um parametro-ML1 e ¢ chamado de Modelo
Rasch, motivando o desenvolvimento do modelo com dois parametros (ML2) ao modelo
inicialmente proposto por Lord.

Segundo LINDEN & HAMPLETON (1996, p.13) foi Birnbaum que
implementou, em 1968, um terceiro parametro no modelo de Rash que ficou conhecido
como Modelo Logistico de Trés Parametros — ML3. Deve-se também a Birnbaum a
descricao da Fungdo de Informagdo do Item (utilizando um modelo de mensuracdo de
Fisher) e também a primeira técnica utilizando Maxima Verossimilhanga para estimar os
parametros dos itens.

O primeiro programa computacional da TRI chamado BICAL foi desenvolvido
por Wright e Panchapakesan em 1969, e facilitou muito as aplicagdes do modelo de
Rasch.

A partir dai varios modelos foram desenvolvidos tais como: os nominais, de
resposta gradual, multidimensionais, longitudinais, nao-paramétricos, etc. Também,
alguns métodos de estimacdo dos pardmetros foram aparecendo, inclusive o método
bayesiano. Em decorréncia de tudo isto, surgiram outros programas computacionais tais
como: LOGIST de Lord, BILOG de Mislevy e Bock, PARSCALE de Muraki e Bock,
TESTFACT de Wilson, Wood e Gibbons, MULTILOG de Thissen entre outros. Alguns
nomes importantes que contribuiram para desenvolvimento desta teoria sdo: Samejima,
Zimowski, Lieberman, Hambleton, Baker, etc. No Brasil, destacam-se os nomes: Dalton

F. de Andrade, R. Klein, Héliton R. Tavares, Raquel C.Valle, entre outros.

2.2.2 Pressupostos Basicos

A Teoria da Resposta ao Item (TRI) ¢ uma técnica origindria da Teoria Cléssica
dos Testes (TCT) a qual se fundamenta apenas nos resultados obtidos pelos respondentes
do conjunto de respostas aos itens que compde o instrumento de avaliagdo (escores). A
TRI, a principio desenvolvida para respostas dicotdmicas, usa a probabilidade de
respostas corretas aos itens de um instrumento de avaliacdo para determinar os seus
parametros (poder de discrimina¢do, dificuldade e acerto casual) e as habilidades dos

respondentes, de preferéncia na mesma quantidade latente continua (ou espago latente no
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caso multidimensional). Isto significa que esta teoria permite medir os individuos na sua
caracteristica latente estimulada pela coleg@o de itens do instrumento de avaliagdo usado,
por exemplo, a habilidade em alguma &rea, atitude em certa situagdo, necessidade ou
desejo de alguma coisa, satisfagdo, qualidade, etc. Ao mesmo tempo esta teoria analisa
cada item na mesma dimensdo, como ilustracdo disto é se ter itens faceis e dificeis no
caso de uma avaliacdo educacional, desfavoraveis e favoraveis em avaliagdo de atitudes,
etc. Em suma, dependendo do estudo em que se vai aplicar a TRI os tragos latentes dos
respondentes e os paradmetros dos itens tém significados proprios.

Ha varias propostas de modelagem da teoria que dependem principalmente de trés
contextos: o tipo de resposta proposta aos itens, o numero de popula¢des (ou grupos)
envolvidas e a quantidade de tragos latentes medidos.

Quanto ao tipo de resposta, os itens podem ter respostas dicotomicas,
dicotomizadas e nao-dicotomicas. As dicotOmicas se referem as respostas com duas
possibilidades sendo uma de sucesso e a outra de fracasso (certo ou errado, satisfeito ou
insatisfeito, etc.). Para as dicotomizadas atribui-se, por exemplo, a itens com respostas de
multipla escolha que podem ser analisados como certo ou errado ou ainda quando o
instrumento permitir respostas abertas (livre) e que possibilitem a posteriori sua
dicotomizacdo. No caso de itens com respostas de carater ndo-dicotdmicas, estes sdo
principalmente empregados em analises cujas respostas ndo possam se dicotomizadas
como,por exemplo, as de carater ordinal. Na atualidade existem modelos na TRI
especificos para analisar instrumentos para todos os tipos de variaveis sejam elas de
carater qualitativo (nominal e ordinal) ou quantitativo (discretas e continuas).

No que se refere ao nimero de populagdes analisadas, os modelos dividem-se em
duas categorias: os envolvendo uma populagdo e os que consideram duas ou mais
populagdes na andlise. Todo o desenvolvimento da teoria foi definido a principio para
uma populacdo, porém quando se trata de duas ou mais populagdes a comparagdo s
poderd ser feita se existirem alguns itens comuns nos instrumentos. Os modelos que
envolvem mais de uma populacdo sdo basicamente uma extensao dos anteriores. Uma das
alternativas para comparar varias populacdes ¢é, por exemplo, o uso da Equalizacao
definida por Kolen & Brennam em 1995, que significa colocar na mesma métrica os

parametros de itens ou populagdes distintas. Pode-se usar, também, o Modelo para Vérias
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Populagdes, desenvolvido por Bock & Zimowski em 1997, que na realidade ¢ uma
equalizacdo automatica (ANDRADE, TAVARES & VALLE, 2000 p.93).

A classificagdo dos modelos com relagdo a quantidade de tragos latentes ou
habilidades analisadas, chamados de modelos unidimensionais quando estes consideram
uma habilidade e multidimensionais quando se examinam duas ou mais habilidades num
mesmo instrumento. Os modelos unidimensionais sd@o os mais utilizados na pratica e toda
a teoria matemdtica da TRI foi fundamentada com este enfoque, porém pode-se
encontrar, por exemplo, em LINDEN & HAMBLETON (1996, capitulo III) referéncias
sobre os modelos multidimensionais.

Mais recentemente outros modelos foram introduzidos como os nao-paramétricos,
os longitudinais, entre outros. Os modelos longitudinais, por exemplo, analisam os
parametros dos itens e das habilidades ao longo do tempo, o que possibilita acompanhar
os individuos em duas ou mais avaliacdes com base na formulacdo de correlacdes e
curvas de crescimento associadas a vetores de médias, toda formulagdo pode ser
encontrada em TAVARES, 2001.

Neste trabalho, serd apresentado o desenvolvimento do Modelo Logistico de Trés
Parametros Unidimensionais Dicotdmicos e a estima¢do dos parametros dos itens
utilizando o Método de Maxima Verossimilhanga Marginal com algoritmo EM. Deve-se
notificar que o desenvolvimento feito para estimar os parametros do modelo escolhido ¢

semelhante para outros modelos.
2.2.3 Modelo Logistico de Trés Parametros Unidimensional Dicotomico.

O Modelo Logistico de Trés Parametros Unidimensional proposto por Birnbaum

ao descrito por Rasch ¢ dado por:

1
P(UA/iZIIQJ»):Ci'F(l_ci)W (10)

onde
P(U;=1|6) = probabilidade do respondente j acertar o item i dado que ele possui uma
habilidade 6;.

U;; = resposta dada pelo respondente j ao item 1i.
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¢ = habilidade ou trago latente do respondente j.

a; = parametro de discriminagao do item i.

b; = parametro de dificuldade do item i.

¢; = parametro de acerto casual do item i.

D = fator de escala geralmente igual a 1,7 para que a fungdo logistica fornega resultados
semelhantes ao da distribui¢ao normal.

O parametro de acerto casual (c;) refere-se a probabilidade de um respondente
com habilidade baixa de acertar o item (ao acaso). Quando ndo se necessita desse
parametro, na andlise, ele pode ser retirado e t€ém-se o Modelo Logistico de Dois
Parametros (ML-2), e retirando ainda o parametro de discriminacao (a;) tem-se o Modelo
de Um Parametro (ML-1) chamado de Modelo de Rasch, que considera que todos os itens

discriminam da mesma forma.

2.2.3.1 Curva caracteristica do item — CCI

Segundo ANDRADE, TAVARES & VALLE (2000, p.10), o modelo logistico
permite que se interprete graficamente os parametros dos itens e se pode verificar que
individuos com maior habilidade possuem maior probabilidade de acertar o item e
constata-se, ainda, que esta relagdo ¢ nao-linear.

Na Figura 1, chamada de Curva Caracteristica do Item — CCI que ¢ obtida da
equacdo 1, pode-se observar que o parametro de discriminacdo do item i (a;) ¢
proporcional a derivada da tangente da curva no ponto de inflexdo e na pratica sua
variagdo ¢ aceita entre zero e dois (HAMBLETON, SWAMINATHAN & ROGERS,
1991, p. 15). Assim, altos valores indicam que o item tem maior poder de separar
individuos dentro dos diferentes niveis de habilidade. O parametro de dificuldade do item
i (b;), medido na mesma escala da habilidade (geralmente delimitado no intervalo da
normal padrdo, como por exemplo de -4 a +4), representa a habilidade necessaria para
uma probabilidade de resposta correta correspondente a (1+c¢;)/2 e em conseqiiéncia
disso, quanto maior o valor de b; mais dificil € o item. O parametro de acerto casual (c;)
representa a probabilidade de resposta correta para um respondente com habilidade baixa,

por conseguinte quando o instrumento ndo permitir um acerto casual dos itens este
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pardmetro serd igual a zero e neste caso b; representa o valor da habilidade do
respondente com chance de acerto igual a 50%.

A analise deve ser feita observando o grafico e os parametros obtidos. Os critérios
de identificagdo do modelo dependem do tipo de avaliagdo que se pretenda fazer e de
consideragdes baseadas na experiéncia do avaliador, porém de maneira geral pode-se
considerar que para o parametro de discriminacao tém-se um item com discriminacao alta
quando este valor estiver préximo ou maior que 2, médio ao redor de 1 e baixo quando
menor do que 0,5; pode-se observar esse valor na inclinagdo da curva, assim quanto
maior for a inclinagdo maior o poder de discriminagao do item.

O parametro de dificuldade pode ser considerado alto quando assumir valores
proximos ou maiores que a 4, médio em torno de zero e baixo quando for préximo ou
abaixo de -4, assim no grafico quanto mais a direita estiver a curva mais dificil € o item.

O parametro de acerto casual depende do nimero de alternativas usadas nos itens,
sendo assim um item com pouca probabilidade de acerto casual deve ficar em torno de
zero e com grande probabilidade de acerto casual deve ser igual ou maior que a razdo
(1/mimero de alternativas). No grafico o parametro acerto casual ¢ o valor correspondente
a proje¢ao da curva no eixo y quando ela tende a menos infinito.

Cabe aqui comentar que um item ruim € aquele que tem um parametro de
discriminagdo baixo (abaixo de 0,5) e também um parametro de dificuldade muito alto
(acima de 3,5) e muito baixo (abaixo de -3.5).

Alguns itens foram construidos para demonstrar o significado dos valores obtidos
nos seus parametros procedendo-se as seguintes analises:

Na Figura 1 pode-se verificar que o item 1 tem discriminagdo alta de 1,8,
dificuldade acima da média de 1,0 (ponto de inflexdo denotado por uma cruz) e

impossibilidade de acerto casual (zero).
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CURYA CARACTERISTICA DO ITER - CCI
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FONTE: A AUTORA - SIAVAL 1.0
FIGURA 1- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA DO ITEM 1

A titulo de comparagao podemos ver que o item 2 no grafico da Figura 2 possui o
mesmo grau de dificuldade b = 1,0, nenhuma possibilidade de acerto casual ¢ = 0, porém
um indice de discriminagdo baixo @ = 0,4. Veja a pequena inclinagdo da curva em

contraste com a alta inclinacdo da curva da Figura 1.
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T . . . . . .
4 3 2 2 3 4

HABILISADE DO RESF’OI\]DENTE
FONTE: A AUTORA - SIAVAL 1.0
FIGURA 2- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA DO ITEM 2

Plotando as curvas caracteristicas dos dois itens juntos na Figura 3 pode-se
perceber melhor que a inclinagdo da Curva Caracteristica do Item 2 é menor que a do
item 1. Isto significa que o item 1 ¢ um item melhor para se aplicar do que o item 2, pois

tem maior poder de discriminagao.
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CURWA CARACTERISTICA DO ITEM - CCI
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FIGURA 3- GRAFICO DAS CURVAS CARACTERISTICAS DOS
ITENS 1 e2

Ao se analisar outro caso com outros dois itens designados por 3 e 4, nos quais os
parametros de discriminagdo sejam iguais a 1,8 e ndo exista a possibilidade de acerto
casual (¢ = 0) e com o parametro de dificuldade igual a 1,0 no item 3 e —0,5 no item 4,
observa-se na Figura 4 que a curva do item 3 estd mais a direita. Assim, dado que os dois
itens possuem discriminacao alta, seria uma melhor escolha o item 3 para instrumentos
onde ¢ sabido que os respondentes possuem maior habilidade e o item 4 para os de menor

habilidade.
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FIGURA 4- GRAFICO DAS CURVAS CARACTERISTICAS DOS
ITENS 3 e 4
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Caso o parametro de acerto casual seja significativo, observa-se no Figura 5 que o
item 1 ja citado (a=1,8, b =1 e ¢ =0) é comparado comum item 5 (a=18,b=1ec=

0,25) que possui um acerto casual de 25%.

CURNWA CARACTERISTICA DO ITERM - CCI

0.7 - Curva Caracteristica
: do tem 5

Curva Caracteristica B
do ltern 1
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o
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-4 -3 -2 -1 u] 1 2 3 A
HABILIDADE DO RESPONDEMNTE

FONTE: A AUTORA - SIAVAL 1.0
FIGURA 5- GRAFICO DAS CURVAS CARACTERISTICAS DOS ITENS 1 E 5

Percebe-se que o item 5 possui o parametro de acerto casual alto (0,25) que
deforma a curva, porém continua praticamente com as mesmas caracteristicas,

interferindo pouco na analise.
Funcdo de Informagado do Item e do Instrumento:

Uma importante informagao utilizada, conjuntamente com a CCI, ¢ a Fun¢ao de
Informagdo do Item, denotada por [;(0;), que no caso do modelo logistico de trés
pardmetros foi apresentada por Birnbaum em 1968 e citada em HAMBLETON,
SWAMINATHAN & ROGGERS (1991. p. 91), como:

/ oP(U , =1/6j)]2

I (9 ) aej Dza,-z(l Cl.)
TUPUL=1/0,)[1 P(U,=1/0,)] [, +e™ M pre + ™0 0

(an
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Examinando o Figura 6 a seguir, que contém a Curva Caracteristica do item 6 (a =
0,8, b=10,5e ¢ =0) e a sua Fungdo de Informagdo, verifica-se que o valor maximo de

informacao do item se d& no ponto de inflexdo da CClI, isto ¢ , onde 8 = b.

CURNWA CARACTERISTICA E DE INFORMACAD DO ITER
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HABILIDADE DO RESPOMNDEMTE

FONTE: A AUTORA - SIAVAL 1.0
FIGURA 6- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E DA FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 6

Quando o parametro de acerto casual é grande tem-se que o item € menos util para
determinar a habilidade, o que fica evidente no Figura 7 cujas curvas estudadas se

referem ao item 7 com parametros: a = 0,8, 5 =0,5¢ ¢ =0,3.
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FIGURA 7- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E DA FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 7
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Se o parametro de discriminagdo € muito pequeno tem-se pouca informagdo do
item, como se pode observar no Figura 8 cujo item 8 analisado tem os parametros a = 0,5,

b=05ec=0.
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FONTE: A AUTORA - SIAVAL 1.0
FIGURA 8- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA e DA FUNCAO

DE INFORMACAO DO ITEM 8

Para se determinar a informacdo que contém todo instrumento deve-se somar
todas as informacdes geradas pelas fungdes dos itens em alguns valores de € de interesse,
como por exemplo, no primeiro, segundo e terceiro quartis (ou outra escolha mais

detalhada). Esta fungdo ¢ denotada por SI(6) e dada por:
1
si0,)=>1,0,) (12)
i=1

Segundo HAMBLETON, SWAMINATHAM & ROGERS (1991, p.94), a
contribuicdo de um item individualmente no teste pode ser determinada sem
conhecimento de outro item do teste, isto €, os itens sdo considerados na TRI como
independentes. Isto que difere da confiabilidade feita pela Teoria Cléassica dos Testes
(TCT), que usa a correlagdo bisserial de ponto. A vantagem ¢ obtida quando se deseja
trocar um dos itens, pois os outros ndo sdo afetados por esta troca. Assim, se pode
direcionar a retirada deste item adequando-o para a habilidade dos individuos que se
pretende atingir com teste, ou seja, quando um item possue parametro de dificuldade alto

ele ndo discrimina individuos que ¢ sabido ter habilidade baixa e vice-versa.
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A quantidade de informagdo do teste na habilidade 6;¢ oriundo do inverso da
precisdo com que a habilidade ¢ estimada no ponto 6; e chamada de Erro Padrdo de

Estimagao, dada por:
__1
\SI(8,)

O Erro Padrdo de 6, EP(6,), ¢ o desvio padrdo da distribuigéo assintoticamente

EP(0,)= (13)

normal da estimativa de maxima verossimilhanga da habilidade, onde:

5, = 1 _ 1 o (14)

) 0> log L(0. ) 2 (l—c e SI(O,
_E[ og L( ,)J Z[[ D*al(1-c,) ] gli(ﬁj) \/I( )
C

6912 i +eDai(U/"”)][l+e‘D“'(0,f"’i>]z

Estas fungdes caracterizam as informagdes de um instrumento que possibilitam a

i=1

comparacdo com outros. Assim, na existéncia de um banco de itens, pode-se através de
andlises deste tipo escolher um instrumento que atenda melhor a necessidade do
pesquisador.

Para melhor exemplificar, as Figuras 9 e 10 demonstram dois agrupamentos de
itens diferentes (ou de dois instrumentos diferentes). No primeiro, instrumento A, a soma
de todas as informagdes no trés quartis resultou um valor de 3,3549 com um erro padrao
de 0,5460. No segundo, instrumento B, a soma forneceu um valor de 1,3277 com erro
padrado de 0,8678. Conseqlientemente, o instrumento A seria o escolhido, pois ele fornece

melhores resultados com uma maior quantidade de informagao concentrada.
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Na construgdo de um banco de itens se faz necessario comparar a informagao de

dois testes que tenham o mesmo nivel de habilidade. Usa-se, entdo a relagdo denotada por
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Eficiéncia Relativa (ER(6)) apresentada a seguir, onde SI4(6) representa a fungdo de
informagao do teste A e SI3(6) a do teste B.

S1,(0,) 33549
Si,0,) 13277

ER(D,)= 2,5268 (15)

As analises apresentadas possibilitam selecionar itens de testes que apresentaram
melhor desempenho numa habilidade determinada. Suponha, por exemplo, que se deseja
aplicar um teste onde se sabe que os respondentes possuem habilidade alta. Assim, se
outros testes ja tenham sido feitos com outras populacdes, verifica-se através da
eficiéncia relativa o melhor conjunto de itens que possibilite discriminacdo desta
habilidade. Uma importante aplicagdo desta relagdo se da quando se quer construir um
banco de itens, pode-se, portanto, selecionar os melhores itens para cada nivel de

habilidade, e a construgado dos testes fica facilitada.

Propriedades da TRI:

Uma propriedade importante da TRI ¢ a invaridncia dos parametros dos itens e
habilidades, que segundo HAMBLETON, SWAMINATHAN & ROGGERS (1991,
p.-18), € o que distingue a TRI da Teoria Classica dos Testes. Esta propriedade sustenta
que os parametros dos itens e a distribuicdo das habilidades dos respondentes sdo
independentes. Isto significa que a CCI ¢ a mesma para duas populagdes diferentes, uma
vez calibrados os itens. Esta propriedade ¢ a base da TRI e possibilita a obtengdo de um
banco de dados, investigagdo do viés do item e a adaptacdo do teste ao que se propoe.
Deve-se ressaltar que a propriedade de invariancia ¢ valida somente quando um modelo
da TRI for ajustado satisfatoriamente aos dados de interesse (calibrados).

Modelos que pressupde um instrumento que meca somente um traco latente
(habilidade) possuem uma propriedade chamada de unidimensionalidade. Na realidade
isto ndo acontece, pois os respondentes utilizam mais de uma habilidade para responder
os itens propostos. Assim, para satisfazer o postulado, segundo ANDRADE, TAVARES
& VALLE (2.000, p.16), basta aceitar que nos itens selecionados, para determinado
instrumento, exista uma habilidade que predomina sobre as demais, que ¢ exatamente o

fator que estd sendo pesquisado. Verifica-se esta independéncia utilizando correlagdes
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tetracdricas, apresentada nesta tese nos procedimentos de Analise Fatorial. Modelos que
assumem mais de uma habilidade sdo referidos como multidimensionais e possuem
estruturas mais complexas.

Quando num modelo a unidimensionalidade ¢é adotada, assume-se outra
propriedade chamada de independéncia local. Esta propriedade significa que fixada uma
habilidade as respostas dadas aos diferentes itens do instrumento sdo independentes.
Desta forma, esta se supondo que o conjunto dos niveis de habilidade representa o espaco
latente completo. A independéncia local ¢ uma suposi¢do fundamental a estimagdo dos
parametros dado que a probabilidade do individuo com a habilidade & acertar um item
(U;) ndo afeta a probabilidade dele acertar outro item (U;), conseqiientemente a
probabilidade conjunta de um individuo com habilidade 6 acerta os n itens um

instrumento ¢ dada por:

PU,U,...U,/6,)=PU,/0,)PU,/0,).PU,/0,)=1]PU,/6,)  (16)

i=1

A presente formulagdo permite a estimagdo dos parametros por métodos
estatisticos de bom desempenho, como o da Maxima Verossimilhanga.

Uma observagdo importante feita por HAMBLETON, SWAMINATHAN &
ROGERS (1991, p.11-12) ¢ a de que a propriedade de independéncia local faz mais
sentido quando todas as habilidades estdo sendo medidas, por se ter realmente o espago

latente completo, logo esta propriedade pode ser aceita também para estudos onde ndo se

considera a unidimensionalidade.

2.2.3.4 Estimacao dos parametros dos itens e das habilidades dos individuos

2.2.3.4.1 Introducéio

Os métodos de estimacdo dos pardmetros dos itens e das habilidades dos
respondentes mais citados na literatura sdo:
-M¢étodo da Méxima Verossimilhanga para os parametros dos itens e habilidades
separadamente, isto ¢, primeiro se estima os parametros dos itens com a resolugdo de um
sistema de 3 equagdes ndo-lineares e no passo seguinte as habilidades resolvendo n

(mimero de individuos) equagdes ndo-lineares, onde sdo aplicados os métodos iterativos
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de Newton-Raphson ou “Scoring” de Fisher. Este método, segundo BAKER & KIM
(2004, p.53) tem mostrado para modelos abaixo de dois parametros que ¢ bastante
robusto e sempre converge, mas no modelo de trés parametros ndo ¢ muito robusto e nao
converge facilmente dado que a solu¢do depende dos valores iniciais.

-Método de Maxima Verossimilhanga Conjunta para os pardmetros dos itens e
habilidades, segundo HAMBLETON, SWAMINATHAN & ROGERS (1991, p.46-47)
foi muito utilizado na década de 70 nos primeiros programas da TRI (BICAL e LOGIST).
Na andlise de ANDRADE, TAVARES & VALLE (2.000, p.77) apresenta varios
problemas de utilizagdo (indeterminagao, propriedades assintoticas, computacionalmente
trabalhoso, etc.), porém serviu como base para outros procedimentos.

-Método da Maxima Verossimilhanca Marginal, desenvolvido por Bock & Lieberman em
1970 para um modelo normal com dois parametros segundo BOCK & AITKIN (1981
p.443-459), determina uma distribui¢do para as habilidades e trabalha com a
probabilidade marginal, considerando os itens independentes entre si. A partir desta
suposi¢ao estima os itens através de um algoritmo chamado EM (Esperanga e
Maximizacao) apresentado por Dempster, Laird & Rubin em 1977, citado por BOCK &
AITKIN (1981 p.444). Este método € o mais empregado, pois possui propriedades
assintoticas para os parametros de discriminagdo (a;) e dificuldade (b;) e ainda os
parametros de acerto casual (ci) sdo consistentes. No entanto, apresenta problemas de
estimagdo dos parametros dos itens quando existirem itens com acerto ou erro total e
também na estimacdo das habilidades quando respondentes acertam ou erram todos os
itens.

-Método Bayesiano Conjunto (proposto por Swaminathan and Gifford, em varios artigos
apresentados nos anos de 1982, 1985 e 1986, citados por SWAMINATHAN,
HAMBLETON, SIRECI, XING & RIZAVI (2003, p. 27-51) assume que os parametros
de discriminagdo (a;) tem distribuicdo qui-quadrado, os de dificuldade (b;) sdo
independentes e identicamente distribuidos com distribui¢ao normal e os de acerto casual
(c;) tem distribuigdo beta. Na estimagao utiliza-se maxima verossimilhanga conjunta.
-M¢étodo Bayesiano Marginal considera que o parametro de discriminacdo (@;) tem

distribui¢do lognormal, de dificuldade (b;) sdo independentes e identicamente distribuidos
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com distribui¢do normal e o de acerto casual (c;) tem distribui¢ao beta, como no método

anterior. A estimagdo ¢ feita usando com o algoritmo EM.
2.2.3.4.2 Estimacao dos parametros dos itens

Escolheu-se o método de maxima verossimilhanga marginal com algoritmo EM
no desenvolvimento deste trabalho dado que varios autores, alguns ja citados, o indicam e
na maioria dos artigos pesquisados, este ¢ um dos métodos mais utilizados e apresenta

bons resultados. Portanto, a seguir apresenta-se o seu desenvolvimento teorico.
Método da Maxima Verossimilhanca Marginal:

O método de maxima verossimilhanca ¢ um método estatistico para estimar um
vetor de pardmetros populacionais (€ ) de alguma distribuicdo de probabilidade f(x) a
partir da maximizacao da fungdo de verossimilhanga. A func¢do de verossimilhanga de n
variaveis aleatorias X;, X5, Xj,...,X, € definida em MOOD, GRAYBILL & BOES (1974,

p. 276-286), como sendo a densidade conjunta das n variaveis aleatdrias denotada por

L(6;x,,x,,.,x,)=]] fix,|8), onde no caso @ € @ (espago paramétrico) e representa os
i=1

parametros da distribuicdo. O estimador de maxima verossimilhanga de € ¢ o vetor é S
que maximiza a fung¢do de verossimilhanca L(6 X ).

No caso da Teoria da Resposta ao Item, a probabilidade do respondente j acertar o

item 1 dado que ele possui a habilidade &, ¢ modelada por uma fung¢ao logistica dada por:

1
P(Uji:1|6j)zci+(1_ci)w (17)

onde i = /..., I ej = I,..,n sendo I o numero de itens e n o nimero de individuos
avaliados.

Assim, a Fun¢do de Verossimilhanga ¢ dada por:

L(€,.6,)=P(U =116,.C )=CPU, =116,)=[CICPU =10,.¢ ) (18)

j=1 i=1
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onde ¢ = [a. b ¢]” é o vetor dos pardmetros dos itens. A obtengio deste resultado

foi possivel devido a suposi¢do de Independéncia Local.

A estimagdo por Maxima Verossimilhanga de L(¢ i,Hj ) implica em derivar o

Olog L(¢ ..0;)
o ©

=i

logaritmo da equacdo em relagdo ao vetor de parametros dos itens

igualar a zero para obter, no caso, um sistema constituido de trés equagdes. A estimativa

dos pardmetros dos itens (a,,b,,c,) seria imediata caso as habilidades &, fossem

conhecidas, e poder-se-a utilizar o método iterativo de Newton-Raphson para resolucao
de equagdes nao-lineares. Porém, na maioria dos casos, as habilidades ndo sdo
conhecidas, o que implica na utilizacdo do Método de Maxima Verossimilhanga Conjunta
(parametros dos itens e habilidades), que segundo ANDRADE, TAVARES & VALLE
(2.000, p.77) possui problemas de indeterminacao.

Segundo BACKER & KIM (2004, p.158-174), em 1970 Bock e Lieberman
apresentaram uma solu¢@o onde se assume que as habilidades dos respondentes possuem
uma funcdo distribuicdo empirica G(¢) e se n, o numero de individuos, for
suficientemente grande pode-se supor que esta distribui¢do seja continua e sua fungao
densidade de probabilidade seja g(6/7). Assim, pelo Teorema Central do Limite tem-se
que O pode ter uma distribuicdo aproximadamente normal onde t representa o vetor de
parmetros dado por t'= [u o’].

A estimagao dos parametros dos itens e habilidades na mesma métrica ¢ feita com
base na distribui¢do normal padrido N(0,1) em ambos os casos. Para suprimir as
habilidades da fungdo adota-se a marginal da distribui¢do conjunta de itens e habilidades

e, ainda, para garantir a propriedade de suficiéncia dos parametros estimados tem-se que:

Plu, /gi,z)=ip(w./ej,g_"[,z)g(ej,g)daj (19)
como P(Uj./0;,¢ ) ndo depende de 7= (1,6°) e g(0,/7)~ N(0,1) temos que:
P, 16 02)= [ PlULI6, £ a6, 10040, (20)
R
Usando a propriedade de independéncia local da TRI pode-se escrever a

probabilidade associada ao vetor de respostas U.. como:
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P(U“ /gi’Z)ZHP(Uf /éi’z)z IP((]j./Hj,gi)g(Hj /z)do, 2D

=1 =%
Para se obter vantagens computacionais ANDRADE, TAVARES & VALLE
(2.000, p.53) recomendam que se utilize padrdes de respostas ao invés de individuos. Isto
significa dizer que j ndo representa mais um individuo e sim um padrao de resposta. Por

exemplo, se 5 individuos tivessem respondido a 3 itens, como nas tabelas a seguir, tem-se

jvariando de 1 a 3.

TABELA 1- EXEMPLO DE ITENS POR INDIVIDUOS

INDIVIDUOS ITERS
1 2 3
1 1 0 1
2 0 1 0
3 0 0 1
4 1 0 1
5 0 1 0

FONTE: A AUTORA

TABELA 2- EXEMPLO DE ITENS POR PADROES DE RESPOSTA

PADROES DE RESPOSTA ITENS
1 2 3
1 1 0 1
2 0 1 0
3 0 0 1

FONTE: A AUTORA

Denota-se por r; o nimero de individuos com padrdes de respostas iguais. No
exemplo, 2 individuos obtiveram padrao de resposta r;, entdo r; seria igual a 2 e

considerando os outros padrdes ter-se-ia 7, = 2 ¢ r3 = 1. Chamando de S o numero

S
maximo de padrdes e s < min(n,S) para todo r; > 0 tem-se que er =n (nimero de
j=1

individuos), ter-se-ia S = 3 e n=35.
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Desta forma, dada a existéncia de independéncia entre as respostas, a distribuigao

PU./E .»T) segue uma Distribuigdo Multinomial ¢ a equagdo de verossimilhanga ¢

dada por:

U, z)-

H[P(uj./gi,z)]rf ondej=1,.,5 e i=1.,1 (22)

H’”j'/ .

J=1

Aplicando-se o Método de Estimagdao de Méaxima Verossimilhanga tem-se que:

Y Pl /¢, (23)

=
Ty

lnL(gi’Z):

olinzlg )
oc,

A resolucdo destas equagdes (ver ANDRADE, TAVARES & VALLE, 2000 p.

i=1,..., 1 (24)

54-57), chega as seguintes equagdes de estimagao dos parametros a;, b; € ¢; :

8lnLt ) Z J'{ (;j Q} (0)do (25)

J=l %

derivando a equacao em relagdo a a;, b; e ¢; obtém-se:

D(I-c, er[(u —PXH b,) 1 (0)d6=0 para a,

J=1 %

—Da,(I Zr _[[(u —P)ng] 0)i0=0  para b, (26)

J=1 R

Zr [ {( )%}g;(ﬁ)dﬁ =0 para c,

Jj=l R i

onde:
Po=c,+(1-c )[1+e™ ]! @7)
=[] (28)
Qi =1-F (29)

33



< ) (30)

Plu, 16.¢)e(017)
P (“A/t e ’T)
Segundo ANDRADE, TAVARES & VALLE (2000, p.59); estas equagdes envolvem

g,(0)=glolu,.¢.7)= (31)

integrais que nao apresentam solucdo analitica e sugerem como solucdo uma
aproximagao com o Método da Quadratura Gaussiana, também chamado de Método de
Hermite-Gauss. Este método, segundo BURDEN & FAIRES (1997, p.222-227), usa
valores da funcdo com igualdade nos espagos dos pontos e permite calcular por
aproximagao a integral de uma funcdo continua pela integragao de fungdes lineares (soma
de areas de trapézios) obtidos na escolha de pontos (ndés de quadratura) igualmente
espagados. Os nos, por exemplo, x;, x2,...,X, num intervalo /a,b] e coeficientes c;, ¢,..., ¢,
sao escolhidos de tal maneira que apresentem um minimo de erros obtidos na

aproximagao de fungao arbitraria f, dado por:
b n
[f(x)dx = e, f(x,) (32)
a i=1

No caso da TRI, supde-se que a funcgao g(¢9/ g) seja normalmente distribuida com
média zero e variancia igual a 1 (Normal Padrdo), pode-se usar a quadratura gaussiana,
pois sendo ela uma fungdo continua com momentos finitos permite uma aproximacao
com razoavel grau de acurdcia por uma distribui¢do discreta com um ntimero finito de
pontos (isto €, por um histograma). Entdo, segundo BAKER & KIM (2004, p.164), os nos

de quadratura sdo dados por 6,, com k=[,2,..q9 e considera os pesos iguais a
A, :g(é_?k / z).Ak onde A, =6,-0,e é a largura do intervalo entre dois pontos de
quadratura. Os pontos de quadratura §k e 0s peso Ay, de acordo com BOCK & AITKIN

(1981, p.449), sao obtidos resolvendo uma colecdo de equagdes que se encontra numa
tabela para distribuicdo gaussiana no livro de Stroud, A. H. & Sechrest, D. intitulado
Gaussian Quadrature Formulas da editora Prentice-Hall de 1966. Bock & Lieberman
indicam que estes valores podem ser aproximados para uma distribui¢do gaussiana
padrao se os nos forem multiplicados por V2eos respectivos pesos divididos por Jr .

Reescrevendo as equagdes em termos de quadraturas fica:
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_ 1
Pu; /6,.¢ )=T1 [Pk”ﬁ”' Oy ]

i=1

fazendo

P,=c,+(1 —ci).[l + eiDa"(éfb")r

1

Qki :I_Pki

ecomo 4, = g(gk / r).Ak entdo se pode escrever:

P(u, /6,,¢ )g(0,/t)=P(u, /6,,§ ).4,.4

q —
P(u, /¢ 0)= Y P(u, /6,5 )4,
k=1

Pm,daggdz/dz

g, (0:)=P(6, /u;.¢ .t)=
J k k J2 2 P(”j./gi’Z)
_P(u, /6,8 )4,
~ k

q _
ZP(U/: /ekréi)Ak
k=1

Na execug¢do do método da maxima verossimilhanga usa-se a notagao:

B, =¢ +(]—ci)_[]JrefDa,(gk,bi)r’
Q,=1-PF,=1- {Ci +(]—ci).|:]+eDai(9kbi):|»1}
P = [1 el (@fb,.)r’

0 =1-F, =1-|1+e ]

w - Bl
PQ,

OlogL(c,7) il (y —p | B M _|o*(3)=0
o, & Mg )R [

derivando em relacao a a;, b; € ¢; obtém-se:

(33)

(34

(35)

(36)

(37)

(3%)
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D(]_Ci)izq:rj[(uji _Pkixgk _bi)Wki]g;(gk)zo paraa,

j=1k=I

—Da,(1- c)ZZr[( i Pkl)Wkl]gj( ) 0 parab, (39)

J=lk=1

_S i’f;‘[(”’ji — b )V;]: }g’: (gk) =0 para c,

ki

Mais uma vez estas equagdes nao apresentam solugdes explicitas na estimagao dos
parametros dos itens, o que implica estima-los simultaneamente gerando um grande
esforco computacional (inversdo de uma matriz de 3/ x 3/, onde / representa o nimero de
itens).

A reformulag¢do de BOCK & AITKIN (1981, p. 443-459) possibilitou melhor solucao
para o problema assumindo que os itens sdo independentes entre si, os individuos sdo
independentes e que os itens e individuos sdo independentes.

Esta suposicao facilita os calculos, dado que a inversdao do Jacobiano da matriz do
método de resolucdes de equagdes ndo-lineares de Newton-Raphson, se torna bloco
diagonal dado que para dois itens diferentes tem-se que:

0’ log L({ .7

=0 parai#l 40)
aé;aél

As equacdes em forma de quadratura sdo dadas a seguir derivando o logaritmo da

fungdo de verossimilhancga e igualando a zero.

olog L(C , g (s .
%M Z(Zru,,g( 9,)- Zr P26, )J[ﬁp’“}%ﬁ (41)

<, k=1 o¢ POy
fazendo,
Z u,g,(0,) 42)
fu=2r¢0,) 43)
j=1
entao:
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D(]_ci)zq:(gk —b; \r _Pkifki]Wki =0 paraa,
k=1
q
_Dai(]_ci)Z[rki _Pkifki]Wki =0 parab, (44)
k=1
Zq:[rki _})kifki]mlg =0 para C;
k=1 Pki

As equagoes ry; ¢ fi; sdo conhecidas na literatura da TRI como “dados artificiais”,
e BOCK & AITKIN (1981, p.444) sugerem o emprego do algoritmo EM (Esperanca e
Maximizacao) de Dempster, Laird & Rubin para estimar os parametros dos itens com as

devidas modificagcdes implementadas por eles.

Algoritmo EM:

O algoritmo EM, segundo BAKER & KIM (2004, p.169), ¢ um procedimento
iterativo para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga dos modelos

probabilisticos dos parametros da TRI em presenca de varidveis aleatérias nao-
observaveis 6, (parAmetros de habilidade) com probabilidades 7, onde k varia de / a ¢
seria o numero de pontos de quadratura adotado. O passo E representa o passo de calculo
da Esperanca e o M o passo de Maximizagao.

Na TRI somente o modelo de um parametro —ML-1 pertence a familia exponencial,
os modelos ML-2 e ML-3 ndo pertencem a familia exponencial e ndo ¢€ possivel avaliar se
o estimador ¢ suficiente. Como um substituto, o valor esperado do logaritmo da fun¢ado
logistica condicional as varidveis ndo observaveis 6, , sio tratadas como se elas fossem
conhecidas e este ¢ o passo chamado de E.

Concebendo que as habilidades sdo restritas para um conjunto de valores finitos, g e
estes valores (,) tém respectivas probabilidades 7z,, e ainda, denotando como 7y o
numeros de acertos do item i com quadratura k e f;; 0 nimero tentativas por individuos
cada uma das k habilidades do item i. Se a habilidade (6,) de n individuos sdo
consideradas como amostras aleatorias para a distribui¢do anteriormente mencionada, a

probabilidade conjunta ¢ dada por uma distribui¢do multinomial a seguir.
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q
[1=, i=12..1 (45)

q
[1s"
k=1
Fazendo L'Z(fh,fgi,...,fq,.) com f'= (f.fo...f1) » Kiyz(r]i,VZi,.--,ti) com r' =

P(f,/ )=

(r172...,77) € E = (6’1,6’2,...,0q) a probabilidade de ocorrerem ry; acertos no item i dentre

as fi; tentativas por respondentes com habilidade 8, ¢ dada por:
i) f}” Tki / i
P(r,/ f..6, )= . P (46)
ki
Entfo, a probabilidade conjunta de £’ e r’ dado @ e 7 é escrita por:
P70, )= P(/8  m )P/, 0, T, )=
=P({"/m, ).P(r'/h, 8')=

=[H Pf /7, )HHHP(V / 00, )} (47)

Logo, o logaritmo da fung@o de verossimilhanga ¢ dado por:

lnLt) lnP(;/ﬂk+ Zl (i’k,/fkl )

i=1 k=1

= lnP(J:'/ﬂk)+ iZ{ln( J+r,ﬂ log B, (f,ﬂ. —rki)ln(l—Pkl. )} (48)

q
i=1 k=l

i=1 k=l

I g
Fazendo C =In P( S =, )+ ZZIn( j que € constante em relagdo a € tém-se:

I
nLg )==C+ Y3l P, +(f, ~5,)in(1- B,)} (49)

i=1 k=1
e como f’e r’ ndo sdo observaveis e fazendo,
Ry = Elry /u ¢ ) (50)
j‘kizE(fki/u“’gl-) (51)
c=Elc/u.¢)) (52)
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q

E[lnLt )]= +iz rkt lnpki +(_ki _Fki)ln(l_Pki)}

i=1 k=1

A derivada do logaritmo da equacao ¢ dada por:

alnLt) qu;{F [Z?J (.- ’)Qlk[a(la_;i)}}:

_v| 96, i ( ) 1 }
k=1 agl L })kl o kl th
— Zq: asz —Fkika ( ki rkt) ki :| —
k=1 agl L iQki
:Zq: asz —Fki(l_Ba) ( ki kz r;’a kl):|:
k=1 agz L R’a’Qki
— N (’7/(1 — fkipki) aPki
k=1 Pki Qki 6£l

Usando os resultados demonstrados no Apéndice 1:

ob, ) ol
?jZD(]_Ci)(ek _bi)PkiQ’“'

1

a_blz =—Da, (1 —¢ )PkiQki
L i-p =0
oc.

1

e derivando a equacdo em relagdo aos parametros dos itens obtém-se:

GLt) (rk, /;kil)ki)(al)ktj i(r’“ f’“ k’)[D] c)(@ b k,ka]_

aa[ k 1 PkiQki oa, k=1 Pk ka
=1

(33)

(54)

(55)

(56)

(57)

(38)
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GL(Q,-): ( fk’ kl)( ab ] i(rkl fk’ kl)[ Dai(]_ci)PthI:i]:

abi k=1 PkiQki k=1 Pki Qki

=-Da. (] C i( fk;sz)sz

(=1

(39)

oL 7 (7 , 4 (7 X
t) Z(k sz kz)(apklj:Z(kl sz kl)QkiZZ(rkz sz kl) (60)

z k=1 ka aCi k=1 ki Qki k=1 Pkl

q

D(]_Ci) (Eci_jkipkixgk _bi)WkiZO para q;

oy
F= —Da( )q ”ki_fkiPki)Wki=0 para b, (61)
oy
q
Z(rkl ~ 1P, kl) -=0 para  c,
oy

ki

Finalmente resolvendo este sistema de equagdes nao lineares (F) através do Método
de Newton-Raphson com intuito de obter as estimativas dos parametros dos itens, o passo
M teré sido feito.

O Meétodo de Newton-Raphson ¢ um método iterativo e segundo BURDEN &
FAIRES (1997, p.601), geralmente ¢ esperado que dé convergéncia quadratica, contanto
que seja fornecido um valor inicial suficientemente proximo do alvo e que o Jacobiano da

matriz exista. Assim, resolve-se o sistema:

F,
F=JF, (62)
F;
por
El,(t) éi(t—l) xi(t—l)
B =] B 4|y (63)
é,(t) éi(t—I) Z[(z—])
onde
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(t—I)
1)

1

o=

i

ISH

SN

¢ a matriz dos valores dos parametros dos itens na iteracao ¢-/

yi(,_l) _ _[J(d(;_z)’gﬁx—z),é(z—i))rF(é(r—l))[;(t—l))é(t—l)) (64)

sendo J (Ezi(t‘l ),Z;i(t‘l ), (t-1 )) o Jacobiano da matriz dada por:

OF, OF, OF,
Oa, 0b, Oc,
(@ B etn)= oF, o o (65)
Lo da, 0b, oc,
OF, OF, OF;
| Oa, 0Ob;, Oc; |
sendo que,
@:D(] )k (9 —b, \a[(rkz sz )Wk:]
aai i=1
k o (66)
D(I C)—1(9 b{(’"m sz kz) sz ki }
@ = —Da.(] _c.)zk: 8[(;7,“. _jki'Pk[)Wki] _
ob, A ab, 67)
:_Dai(]_ci) k |:(sz sz kz)aW szsz apk‘:|
i=1 ob,
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— W
o\r, — f.,.P. )=
%_i |:(rkz Jui k>1)k::|_
ac,‘ - i=] @Ci B
* aWki aB:
: . “ob  Moc | w, - oP, (68)
=7 —f...P, i i |_ Mz Ph
; (rkt fkl ki })kt })k;: fk, abl
(G FuR) oW, o
— 1 1 1 1 _W 7[
;{ })k’: abl ktfkl 5bl
pelos resultados obtidos nos Apéndices 1 e 2:
aP -y * *
67’“ = D(1-¢, )0, -b, )P0, (69)
GP]: A * * ] aP
—~=D 0 —bA . .= il 70
da, ( ¢ ’)Plekl (1-c,) éa, (70)
LA {Wk,-(l—2Pk,-)+ (]_ZP’“’)} Lo, (71)
0a, (] _ci) POy 0a,
aP * %
a_bkl =—Da, (] -G )PkiQki (72)
oP, . 0 1 0P,
—~=—Da.P. .= R 73
abi i szk; (]—C[_) ab[ ( )
%:|:Wki(1_zpki)+(]_21)ki):| !0k, (74)
abz’ (]—Cl.) PkiQki abz’
aP * *
=P =0, (75)
oP,
%, " (76)
aaWki =|:Wkl(1_213k1)+(1(]_2])k5)j|PIQ g})kz —
¢ —-¢ i OC;
ki Lk a7
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Assim fornecendo-se um vetor inicial obtidos para cada ponto de quadratura k

1
©) consegue-se o vetor estimado para cada item, pela resolugdo da equacdo

_di(t) dl(t—l) xi(t—l)
l;i(t) = Ai(t"’ e y,.(’"’ )| ondezéa iteragdo e volta-se ao passo E até que um critério de
A() A1) (t=1)
C; ¢; z

parada seja estabelecido.

No caso deste trabalho o critério mais indicado, segundo BURDEN & FAIRES
(1997, p.600) ¢ dado por:

i [av 3] [a 10
bA[(t) - bﬁ,-([#) = max 5[[) - bAi(F]) <& onde &= ]0_2 (78)
o0 éi(t—l) o) éf(H) 1077

1 1

o0

Resumidamente o algoritmo EM ¢ feito nos seguintes passos:

E: Usam-se os pontos de quadratura 6, com os respectivos pesos A; para fazer
estimativas iniciais dos pardmetros dos itens ; com o intuito de determinar os

* [ _ -
valores g, (Hk) e para gerar os valores 7,; € f, .

M: Resolve-se o sistema de equagdes usando o algoritmo de Newton-Raphson.

Os passos sao repetidos até que o critério de parada seja alcangado.

Os procedimentos usados na estimacao do Modelo Logistico de Dois Parametros
¢ semelhante ao apresentado para o Modelo Logistico de Trés Parametros. A seguir se

fara uma breve descri¢ao dos procedimentos.

O Modelo Logistico de Dois Parametros, ndo possui o parametro de acerto casual

(ci)e é dado por:

1
P(Ujizl/gj)zw (79)

onde

P(U;=1/6) = probabilidade do respondente j acertar o item i dado que ele possui uma

habilidade 6;.

U;i= resposta dada pelo respondente j ao item 1.
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6; = habilidade ou trago latente do respondente j.
= parametro de discriminagdo do item i.
b; = parametro de dificuldade do item i.
Segundo, BAKER & KIM (2004, p. 333) por questdes de conveniéncia ¢ feita a
seguinte parametrizagao:
Z;,=d;+a0, (80)
O implica que d; ¢ o intercepto e a; o grau de inclinacdo. O parametro de

dificuldade sera obtido por:

b, =-—+ (81)

Portanto, os parametros estimados serdo a; € d; e no final obtém-se b; através da
equagao 81.

O sistema de equagdes a ser resolvido € dado por:

q

Z(rkl ﬁa kt): para ai
F = k; (82)

Z(rkl f:’a kt) para di

k=1

Sendo:
1

P =1, arax (83)
Qki =1-Py (84)

Derivando as equagdes em relagdo a a; e d; obtém-se:

A N EROX (85)

k=1
OF, 0F, <&
12 NFPOX 86
adl- aai ; ki lekt ki ( )
OF; 4, _
8_611 = 'Z fkiPkiQki (87)

k=1
Aplicando o algoritmo EM ,como demonstrado para trés parametros, obtém-se as

estimativas de a; e d;, retoma-se a equacao 80 e encontra-se o parametro de dificuldade
b;.
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Na sec¢do seguinte apresentam-se alguns métodos de estimagao das habilidade (6)

dos individuos.
2.2.3.4.3 Estimagao das habilidades dos individuos.

A estimagdo das habilidades ¢ feita considerando-se os parametros dos itens ja
calibrados e segundo TAVARES (2001, p. 44) os principais modelos de estimacdo das
habilidades sdo o por maxima verossimilhanca e os baysianos. Apresentadas nas

proximas segoes.
2.2.3.4.3.1 Estimagdo por maxima verossimilhanca.

Assumindo a independéncia entre as respostas de diferentes individuos e a
independéncia local, segundo ANDRADE, TAVARES & VALLE (2000, p. 44), a
estimagao por maxima verossimilhanga ¢ aplicada na equacao que segue.

n 1

mL(©0)=Y Y [u,nP,+(-u,)nQ,] (88)

j=1 i=1

Ondej volta a ser o nimero de individuos. Derivando a equagao anterior obtém-se
(resolucao apresentada no Apéndice 3):

InL(0

6“ DZa 1—¢,\u,— P, W, =0 (89)
E, utilizando o método de Newton-Raphson novamente, dado que a equagao nao

apresenta solucao explicita.

Fazendo,
F(0,)= Dza (1=¢, N, —P, W, (90)
i
a0 ) FEE) - FE] on
vy

sendo J (é,(t"l ) oL e\ )) 0 Jacobiano da matriz dada por:
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[oF(6,) oF(6,) oF(6,)]
00, 00, 00,
oF(6,) oF(6,) oF(6,)
J(é}tfj),éz(’#),...,é,gH)): det| 50, 00, 06, (92)
oF(0,) orle,)  oF(6,)
60, 06, 06, |

Considerando a habilidade de um individuo ndo depende da habilidade de outro o

Jacobiano da matriz se torna bloco diagonal e fica:

oF ('91) 0 0
00, ( )
oF (6,
J60.60,...8 ) =der| O Tae 0 (93)
; ) oF(6,)
i o0, |
onde
GF(Hj): « 2| B(0,)—c ’ Qi(ej)_i (94)
00, i I—c, 3(9,-) Oy
R
o)
Assim fornecendo um vetor inicial | ° | obtém-se um vetor estimado para as
6o
A](l) é](t_l) ygt—l)
A() At-1) (e-1)
2 || 22 N Y2 e que um critério

habilidades dos individuos pela resolucao de

de parada seja estabelecido, que no caso pode ser dado por:

é](t) é](t—]) é](t) ”I(t—l) ]0—3

210] N(t-1) 210) N(t-1) -3

2= 02_ = max Z 92. <g= 10_ . (95)
é(z) én(t—l) é(t) élgt—l) 10—3

0
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2.2.3.4.3.2 Estimagdo modal bayesiana ou maximum a posteriori (MAP).

De acordo com BAKER & KIM (2004, p. 192) a habilidade dos respondentes ¢

obtida com o maximo da distribuicdo normal g;( ¢) com parametros populacionais

conhecidos dada por:

. PU,; 10,,0)g(0; | 7)
gj(ej) = et ’ (96)
PU,; 1¢,7)
Assim, segundo TAVARES (2001, p. 45) a equacao de estimagao ¢ dada por:
dlng(6)) :ﬁlnP(Uj__ |9j,é’)+8lng(¢9j |7) o ©7)
00, 00, 00,
Logo, pela independéncia local tem-se que:
1 1
InPU, 10,,¢) = h{H P, | :f,a,)} =2 InPU; |<.0) (98)
i=1 i=1

Derivando a equagéo acima em relagdo as habilidades ¢, e usando conceitos e

expressoes citadas anteriormente na estimagdo dos itens tem-se uma expressdao ja
apresentada na estimagao por maxima verossimilhanca dada por:

olnPU. |6, )i
n (a; 16,,6) = Dza;(l—ci)(u_ji —-PW, 99)
J -

e ainda adotando a distribuicdo normal a priori para 6, segundo ANDRADE,

TAVARES & VALLE (2000, p. 74), a segunda parcela ¢:
olng (0, |n) _ (0, ~u,)

100
00, o, (1o
¢ a equagdo de estimagdo de 0 ; ¢ aapresentada a seguir.
I
0,:DY a(1-c\u, - P, )W, (101)

i=1
Utilizando, mais uma vez a resolugao de Newton-Raphson do sistema de equagdes

ndo-lineares tem-se que a segunda derivada da equagio em relagdo 6, dada por:

Fazendo,
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(‘9 ,ua

F(6,)= Dzaz e N, —P, W, - (102)
v

(e=1) . . . - . . .
Y= erei e F6e ) Flern) o )] aos)
vy

sendo J (é’,(t‘l ),éz("l ),...,é,ft_’ )) o Jacobiano da matriz dada por:
[oF(6,) oF(8,) . oF(8,)]
06, 06, 26,

o . oF(9,) oF(6,) . oF(6,)

J (6’,(”1),92(”1) ..... 6! )): det| 50, 06, 00, (104)

or(e,) orle,)  arF(e,)
00, 00, 00,

Considerando a habilidade de um individuo nao depende da habilidade de outro o

Jacobiano da matriz se torna bloco diagonal:

[oF(6,) 0 |
26, o)
oF (0
J60D, 65 . 6= der| 0 3922 0 (105)
0 0 aF(en)
I 20, |
onde
or0) ., [R(6)-c] 0l0) 1
- D*q; -~ (106)
63/ I-c, Pz(gj) Oy
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Assim fornecendo um vetor inicial | ° | obtém-se um vetor estimado para as

”](z) é}(z—l) ygt—z)
o oL y(H)
habilidades dos individuos pela resolugdo de | 2 |=| 2 |+|7° até que um critério

de parada seja estabelecido. Que no caso pode ser dado por:

Al(t) é[(t—l) é[(t) 9"1([—1) 107
o o o o1 1073

2= =max| ° |-| 7. |<e=| . | (107)
o o o o1 1073

2.2.3.4.3.3 Estimacao bayesiana da média a posteriori ou expected a posteriori (EAP).

A estimagdo de 6 neste caso € feita diretamente, sem necessitar de nenhum
método iterativo. Segundo BAKER & KIM (2004, p.193) o estimador baseia-se na forma

do teorema de Bayes de g, ( 6, ) dado por:

. P, 16,,0)g(0; | 1)
g,(0,)= ’})U-’ ! (108)
(U,.1¢.7)
Dada a concepcao de independéncia local a probabilidade do respondente j

responder o instrumento € dado por:
P, 16,¢)=1120, ) 0l0,) " (109)
i=1

No denominador tem-se que:

P(U,)=[P(U,|6)g(6)d0 (110)

Desta forma a esperanga a posteriori de 6, , dado U, ¢:
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J.R ﬁ 0 )u Q (9 )lfu d@
E(ef |Uj’§) ni=1 .
L0170y 20

i=

Utilizando as aproximacdes das integrais na forma de quadratura obtem-se:

S X,LOX, JA(X,)
0,=E(0,|U,¢)=L! (112)
D XL(X AKX,

onde A(X k) sdo os pesos ajustados para valores fixos de X, produzidos na estimagao

dos itens no final de cada etapa EM e L(X, ) ¢ dado por:

LX) =TIRX )" 0(X )™ (113)

2.2.4 Calculo do Escore Verdadeiro.

O célculo do escore verdadeiro dos respondentes € obtido a partir dos parametros
estimados da TRI (d,.,l;i, ¢, eéj ), onde j representa o respondente e i o item, sendo que

este ultimo varia de / a I-r, onde / corresponde ao total de itens e o nimero de itens que

ndo se ajustaram ao modelo(itens ruins) e j o respondente. Assim, o escore verdadeiro EV

¢ dado por:
BV, = 3.P(d,5,4,0,) (114)
Py
onde,
P(a,,b,¢,,0,) (1-2¢) 7;_(9_75) (115)
|

Para uma melhor interpretagao dos valores obtidos nos escores verdadeiros pode-
se dividir o valor encontrado pelo nimero de itens que selecionados na analise, isto €, o
total de (/-r) itens. Dessa maneira fica-se uma escala de valores de 0 a 1.

Como as habilidades @, também sdo estimadas somente pelos itens considerados

bons, os escores verdadeiros dos respondentes terdo mais consisténcia e o respondente

sera melhor avaliado pelo teste.
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2.3 ANALISE FATORIAL
2.3.1 Introducao

A Andlise Fatorial foi desenvolvida pelo psicologo Charles Spearman a mais de
100 anos atras quando notou, observando escores de criangas em idade escolar, que estas
tinham uma grande variedade de similaridades aparentemente sem conexdo, mas que
poderiam ser postuladas em uma habilidade mental geral, denotada por g, formando a
base e moldando o desempenho cognitivo humano, isto ¢é, as habilidades matematicas,
verbais, artisticas, raciocinios 16gicos, etc. Assim, estas habilidades seriam explicadas por
uma unica medida chamada fator de inteligéncia geral (g). Raymond Cattell expandiu
esta idéia. A principio desenvolveu uma teoria com dois fatores de inteligéncia, e depois
de verificar a performance de seus proprios testes apresentou a teoria de multifatores para
explicar inteligéncia. A teoria de Cattell propds fatores alternativos no desenvolvimento
intelectual, incluindo fatores de motivacao e psicologicos. Cattell além de desenvolver
varios métodos matematicos para ajustamentos graficos psicométricos, era defensor forte
de Analise Fatorial e Psicometria. Ele acreditou que toda a teoria deveria ser derivada da
pesquisa que apdia o uso continuo de observagdes empiricas e testes, objetivando estudar
inteligéncia humana (Wikipedia, http://en.wikipedia.org/wiki/Factor analysis consultado
em abril de 2005).

O termo Analise Fatorial foi introduzido primeiro por Thurstone em 1931
(Electronic Statistics Textbook, http://www.statsoft.com/textbook/stfacan.html consultado
em abril de 2005). Para exemplificar o proposito desta analise suponha que se queira
medir a satisfacdo de pessoas com suas vidas. Aplica-se um questionario de satisfagdo
com varios itens; um dos quais seria, o quanto satisfeito ele esta com suas atividades de
lazer (item 1) e como intensamente ele estd procurando uma destas atividades (item 2).
Provavelmente, as respostas para os dois itens sdo altamente correlacionadas. Dado que
ha uma correlagdo alta entre os dois itens, pode-se concluir que eles sdo bastante
redundantes e as duas variaveis correlacionadas poderiam resultar em um fator, isto
ilustra bem a idéia basica da andlise fatorial. Se o exemplo fosse estendido para mais

varidveis, o principio basico de expressar duas ou mais varidveis por fatores, reduz o
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espago de atributo de um nimero grande de variaveis para um numero menor de fatores e
como tal ¢ um procedimento independente, isto ¢, nenhuma varidvel dependente ¢
especificada.

Segundo HAIR, ANDERSON, TATHAM & BLACK (2005, p.91), a Analise
Fatorial analisa a estrutura da correlagdao entre as variaveis em estudo (itens de testes,
respostas em questionarios, etc.) definindo um conjunto de dimensdes latentes comuns
chamadas fatores. Ela ¢ uma técnica de interdependéncia na qual sdo consideradas todas
as variaveis, de tal modo que os fatores sdo formados para maximizar seu poder de
explicacdo do conjunto inteiro de variaveis.

O foco maior das técnicas de analise fatorial ¢ condensar a informagao contida em
diversas variaveis originais em um conjunto menor (fatores) com uma perda minima de
informacdo, mas com a vantagem de nao haver correlacdo entre os fatores. Assim, dois
objetivos maiores podem ser alcancados: reduzir o niimero de varidveis e descobrir a
estrutura nas relagdes entre variaveis.

No curso do desenvolvimento tedrico da Analise Fatorial que segue nas proximas

secgoes, sera dada énfase aos procedimentos utilizados neste trabalho.

2.3.2 Conceitos Fundamentais e Pressupostos Basicos

A primeira técnica em Analise Fatorial usada, originada a partir de dois trabalhos
de Charles Edward Spearman: “General intelligence objectively determined and
mesured”’, publicado no American Journal of Psychology 15, paginas 201 a 293, de 1904
e no livro “The Abilities of Man, their nature and measurement” da editora Macmillan de
1927, gerou varias outras. Porém a mais comumente usada é a Analise Fatorial,
utilizando Componentes Principais, desenvolvida por Karl Pearson em 1901, através do
artigo publicado na Philosophical Magazine, 2 paginas 559 a 572 intitulado “On lines
and planes of closest fit to a system of points in space”, ¢ completada por Harold
Hotelling em “Analysis of a complex of statistical variables into principal components”,
paginas 417 a 441 e 498 a 520, no Journal of Educational Psychological nimero 24
datado de 1933 A Analise de Componentes Principais (PCA) apresentada a seguir resolve

um problema semelhante para o problema de Anélise Fatorial Comum, que foi
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introduzida pelo psicélogo Charles Edward Spearman, enquanto que a Analise de
Componentes Principais (PCA - Principal Components Analysis) foi desenvolvida por
um estatistico. PCA declara e resolve um problema estatistico bem definido, ¢ com
excecdo de casos especiais sempre da uma solucdo muito boa com a vantagem de possuir
algumas propriedades matematicas bem consistentes. Pode-se descrever até problemas
praticos muito artificiais para os quais PCA prové a solug¢do exata (FURTADO, 1999,
p.37).

A Analise de Componentes Principais, segundo CHAVES NETO (2004, p.17),
procura explicar a estrutura de covaridncia da matriz de dados (X) através de
combinagdes lineares (Y) ndo correlacionadas das p varidveis originais. Embora p
componentes sejam necessarias para reproduzir a variabilidade total do sistema,
freqlientemente muito desta variabilidade pode ser explicada por um nimero pequeno, &,
de componentes principais. Neste caso, existe quase a mesma quantidade de informacgao
nas k componentes que nas p variaveis originais. As & componentes principais podem
entdo substituir as p variaveis originais e, o conjunto de dados originais que consiste de n
medidas das p variaveis, € reduzido para um formado por » medidas das & componentes
principais.

Nas componentes principais da populagdo, algebricamente, as componentes sao
combinagdes lineares particulares das p varidveis X;, X5.., Xp. No entanto,
geometricamente, elas representam a selecdo de um novo sistema de coordenadas obtidas
por rotagdo do sistema original com X;, X, ..., X, como eixos. Os novos eixos Y;, 1>, ...
,Y, representam as dire¢des com variabilidade méxima e fornecem uma descri¢do mais
simples e mais parcimoniosa da estrutura de covariancia.

As componentes principais dependem da matriz de covariancias 2 (ou da matriz
de correlagdo p) das v.a’s X, Xo,...,.X,. O seu desenvolvimento ndo necessita da suposi¢ao
de Gaussianidade. Por outro lado, a analise de componentes principais obtidas de
populagdes normais multivariadas tem sua interpretacao usual em termos de elipsdides de
densidade constante. A figura 11 a seguir mostra as dire¢cdes de eixos ortogonais originais
(X;) e dos eixos ortogonais das componentes principais (Y;) colocados nas dire¢des de

maior variabilidade.
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v

FIGURA 11- INTERPRETACAO GEOMETRICA DAS
COMPONENTES PRINCIPAIS

Seja o vetor aleatdrio denotado por X'= [X;, X,,....X,] e que tem vetor de médias
E(X) = y e matriz de covariancia V(X) = X2 com os autovalores A;=>1,>... 24,2> 0, entdo
se obtém as combinagdes lineares (Y) dadas por:
Yi=c’X =cuXitceaXot . tepX,

Y)=c'X =cpXitcexXot . tepnkX,

Y=’ X =cpXi+cpXot .. teppX, (116)
Cpp €y e €y
c, ¢ c
12 22 p2
onde ,C,-
clp CZP cpp
Y, Cir Gy c || X
Y. c, c c X
2 e .
Logo, tem-se Y = =7 77 pl ’|=,C,X e das propriedades
Y
» C1, € o Cp|| X,

de esperanca e variancia de varidveis aleatdrias multivariadas tem-se que:

E(Y) =E(c’X) =c’E(X) = ci'u (117)
ViYy) =Ve'X) = a'ViX)e = ci’2ei (118)
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COVY,Yy =ci'Xe (119)
COV(Y,) = V(,C,X) = C3C’ (120)

As componentes principais sao as combinagdes lineares nao-correlacionadas Y7,
Y, ..., Y, cujas variancias sdo tdo grandes quanto possiveis, assim a primeira componente
principal ¢ a combinagdo linear com varidncia maxima, ou seja, ¢ aquela que maximiza
V(Y;) = V(c;’X) sujeito a restrigdo ¢;’c; = I (vetor de comprimento unitario); a segunda
componente principal é a combinacdo linear que maximiza V(Y,) = V(c,’X) sujeito a
restricdo ¢;’'c,=1 e assim sucessivamente até a p-€sima componente principal, que ¢ a
combinagdo linear que maximiza V(Y,) = V(c, X) sujeito a restrigdo ¢, 'c,=1.

Suponha que B,, seja uma matriz positiva definida com autovalores

A 24, 2.2 4, >0 associados aos autovetores normalizados ¢,,¢ ,,....¢ ,. Entdo

, x'Bx .
max=——= /A, obtido quando x=¢,
=0 x'x - -
€ assim sucessivamente até
, x'Bx .
max=——=A_ obtido quando x=e¢
x#0 xlx P — =P
Além disso,
., x'Bx )
max =——=4,,, obtido quando x=¢,,,,comk =1, 2, ..., p-1.
xleer x'x - -

Assim, seja P, uma matriz ortogonal, cujas colunas sdo os autovetores

€,.€,..e, €seja Auma matriz diagonal com autovalores 4,,4,,...4, ao longo de sua

P

diagonal. Seja B'/? =PA’P' e ZzP')_c . Conseqiientemente, x = 0 implica y = 0.

Entio,

M-
=
(8}

)4
2y,
I!BE EBI/ZB]/ZE_KIPAI/ZP’PA]/ZPVE_y,Ay_; 1y1

’ ’ ! [ [ p Si] =
x'x x'PP'x y'y YVooyyl
i=1

)
~
NA)
~
—
[\
—
N—

M-
=

]
~

I pxp

trocando-se
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1

ol (1k=1
X =e tem-se y=PFe =|.|,pois ¢ 'e = 0 k=l (122)
0
Ay A 'B
Para esta escolha de x, y'yz—lzft,,ou gl'—glzg]'Bg:l,.Umargumento
vy o1 er’e

similar produz a segunda parte.

Agora x =P’y = ye, +y,e,+..+y,e,,como x L e,,..e, implica
O=e'x=ye'e +ye'e,+..+y,e'e, =y, i<k

Portanto, para x perpendicular aos primeiros k autovetores e, , tem-se:

' iyi

x'Bx 543,

=== 123
xX'x o2 (129)
Vi

i=k+1

Tomando y,,, =1, y,,,=..=y, =0, obtem-se 0 maximo declarado.

Seja 2 a matriz de covariancias associada ao vetor aleatério X'= /X, Xo, ... . X,/
com pares de autovalor-autovetor dados por (4, e;),(A2, €2), ... (4 €y) onde A ;== ...
24,2 0; tem a i-ésima componente principal ¢ dada por ¥; = ¢;'X e tem V(Y)) = e;'2e; = A
e cov(Y, Yiy) = 0i =k Entdo, se algum /; € igual a outro, na escolha do correspondente
vetor de coeficientes ¢; Y;entao ele ndo € unico.

Fazendo B = 2, tem-se:

n;ali)x i'zf =/, (obtidoquando /=¢,)

Se os autovetores sdo normalizados, e,'e, =1, entdo

PN 'y
mix=""==1,=SL"EL = ¢ 'S¢, = Var(Y,)
L e/’e,
Similarmente,
020 _
N

Paraaescolhade (=e¢,,,,com e, 'e,=0,parai=1 2, ... kek=1 2 .. p-1,
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'z
St ZEel —o Ty, =Var(Y,,,) (129

€t €
No entanto, da defini¢do de autovalor e autovetor, tem-se:
e (Ze ) =ep (hei) =€ ) = A4y (125)
Portanto, Var(Y, ,)=4,,,.

Resta mostrar que e, ¢ perpendicular a ¢,, dado que Cov(Y,,Y,)=0. Os
autovetores de 2 sdo ortogonais se todos os autovalores 4,,4,,...,4, séo distintos. Se os
autovalores ndo sao todos distintos, os autovetores correspondentes aos autovalores
comuns podem ser escolhidos ortogonais. Entdo, para quaisquer dois autovetores e, e
e, e'e, =0, i # k. Desde que e, =4,e,, a pré-multiplicacdo por e,' leva a
Cov(Y Y, )=e,/'2Ye,=¢'Ae, =4, e'e, =0 parai =k, como se queria demonstrar.

As componentes principais podem ser obtidas, também, de v.a’s padronizadas, ou

Xi_lui
(o2

seja, de Z; = i =12, ...,p que em notagdo matricial ¢ Z = (V"?)"'[X - 1] onde

ii

V' ¢ a matriz desvio padrio, dada por:

o, 0 0 0 o, 0 0 0
1 0 o, 0 0 0 o, 0 0
Ve = 0 = 0 (126)

0 w0 0 0 .
0 0 0 Jo,| |0 0 0 o

Verifica-se facilmente que sendo E(Z) = 0 entdo i’ ZpVI/Z = 2, as componentes
principais de Z podem ser obtidas dos autovalores e autovetores da matriz de correlagdo p
de X.

Para se obter as componentes principais a partir da amostra dada por x;, x»,...,X,
que sdo n observagdes do vetor aleatorio X p-dimensional com vetor de médias p e matriz
de covariancia 2, usa-se a matriz de covaridncia amostral S ou a matriz de correlagao
amostral R. Entdo as componentes principais da amostra sdo determinadas a partir dessas
matrizes e sdo definidas como as combinagdes lineares que maximizam a variancia

amostral. Sendo assim, com S como a matriz de covariancia amostral de ordem pxp com
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os pares de autovalor-autovetor (il,él),(iz,éz), ,(ip,ép) onde /i,z /{22 W212>0,a

i-ésima componente principal amostral ¢ dada por

Yi=éx=émx;+émxr+ .. +éux, i=12,..p. (127)
A variancia amostral de ¥, é dada por 4, onde k = 1, 2,..., p e valem os resultados

provados para a situagao populacional considerando o contexto amostral.

O modelo usado neste trabalho requer, ainda, duas condigdes importantes que sao:

linearidade e ortogonalidade. Segue o desenvolvimento do modelo ortogonal.
2.3.3 O Modelo de Analise Fatorial Ortogonal

Seja a variavel aleatoria observavel X com p componentes e oriunda de uma
distribui¢do com média u# ¢ matriz de covariancia 2. O modelo fatorial postula que X é
linearmente dependente sobre algumas varidveis aleatdrias nao observaveis F, F», ..., Fi,
chamadas fatores comuns e p fontes de variagdo aditivas ¢, &, ..., &,, chamadas erros ou,
algumas vezes, fatores especificos, dados por:

Xi-my =L Fi+0pF+ o+ 0 Fy + g

Xo-pw=0yFi+ 0+ .+l F,+t&

Xi-pi =lyF+lpFo+ .+ 0, Fyt & (128)

AXp-ﬂpz fijj +€p2F2+... +fmem +8p

ou em notacao matricial como X —u= L F+ ¢

pxl - pxm n;] pxl

O coeficiente £ ; é chamado peso ou carregamento na i-ésima variavel do j-ésimo
fator, tal que a matriz L de dimensdo (p x m) ¢ a matriz de carregamento dos fatores.
Note que o fator especifico ou erro g; ¢ associado somente com a i-ésima resposta X;. Os
desvios X; - py, Xo - o, ..., X, - 14, sd0 expressos em termos de p+m variaveis aleatorias:
Fi, F>, ..., Fu &, &, ..., & que ndo sdo observaveis (latentes).

Assumindo que:
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E(E)= 0, cov(E) = E(EE) =1y, (129)

mx1

Y0 0 0
0 ¥ 0 0
E@)= 0, covg=EE)=¥=0 0 ¥, (130)
pxl pxp
00 0 .. ¥,

e com F e ¢ independentes, tem-se que cov (§F) = E(sF’) = 0 com m=p, assim com
Pxp

estas suposi¢des pode-se construir o Modelo Fatorial Ortogonal com m fatores comuns

como.:

X-u=LF+¢ (131)
pxl — pxm mx1

com m <p e, onde
4, =média da varidvel i; i=1,2,3, ..., p
&, = i-ésimo fator especifico
F, = j-ésimo fator comum;j =1, 2, 3, ..., m
(,; = carregamento da i-ésima variavel no j-ésimo fator
Os vetores aleatorios nao observaveis F e & satisfazem as seguintes

propriedades:

- F ¢ £ sdo independentes

-E(E)=0,Con(F)=1I

-E(g)=10,Cov(g) = w,onde i ¢ uma matriz diagonal com a
varidncia especifica i, na diagonal principal

Considerando a matriz covariancia de X e voltando ao modelo fatorial ortogonal
tem-se que:
X-0)X-p) =(LE+ g (LE g’
=(LE+ g ((LE) + &)=
=LE(LE)’ + gLE)’ + LEs’ + g&” (132)

a matriz de covariancia de X € :
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2=cov(X) =EX-p (X-)'=E[LE(LE)"+ &LE)" + LEs" + g&']
Y=LE(FF)L' + E(eF’) L’ + LE(Fe) + E(ec”)
Y=LL+0+0+%¥ (133)

PP pp pp pp
X=LL+vy
e a matriz de covariancia para o Modelo Fatorial Ortogonal ¢ dada por:
coVXE) = E(X- W(F - 0)'= E(X - WF'= E(u+ LF + &- WF’
cov(XF) =E(LF + gF’ = LE(FF’) + E(¢F’) = LI, + 0 (134)
cov(XF) =L
Conseqiientemente temos V(X;) = (3 + 0}, +..+(; + v,
cov Xy Xi) = Ll + lioliot oot Limlxm (135)
cov(X;, Fy) = (136)
A porgao da variancia da i-ésima variavel aleatoria X; advinda como contribuigao
dos m fatores comuns ¢ chamada Comunalidade ¢ a porgdo da V(X;) = o7 oriunda do
fator especifico ¢ a Variancia Especifica, assim:
VX)) = V[ + 0 yF i+ 0 pFot A L Fut &)=
=0 V(E )+ V(F,)+. .+, V(F, )+V(e, )=
=0+ 0, 0+0, I+..+0; - 1+y,
VX)= 03 +0 +..+ 0+, (137)

Assim, sendo V(X)) = b’ +¥,,i=1,2,..,pecomo h’ =07 +0’ +..+( , ai-

mi
¢sima comunalidade ¢ a soma de quadrados dos carregamentos na i-ésima variavel dos m
fatores comuns. Portanto, a variancia de qualquer variavel do modelo é composta de duas
partes: a comunalidade e a variancia especifica. Em particular, para uma variavel i tem-
se:
Var(X;) = (comunalidade i) +(variancia especifica i) (138)
Como a i-¢ésima comunalidade ¢ a soma dos quadrados dos carregamentos da i-

¢sima variavel nos m fatores comuns, ou seja,
2 2 2 2
h> =0, +0, +..+(,, (139)

1

~ ~ . . 2 2 .
e Var(X,)=o0,,entdo arelagdo resumida €¢ o,” =0, =h  +y, com 1=1, 2, ..p.
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p(p=1) _p(p+1)
2

variancias €

O Modelo Fatorial assume que p +(§j =p+

covaridncias de X podem ser reproduzidas pelos carregamentos fatoriais £ j easp

varidncias especificas y,. Quando m=p, qualquer matriz de covaridncia 2 pode ser
reproduzida exatamente como LL’, entdo y pode ser a matriz nula. Entretanto, a analise

mais usada € aquela em que m ¢ menor do que p. Neste caso, o Modelo Fatorial produz

uma simples explicagdo da covaridncia em X com menos parametros em relagdo aos

@ parametros de 2.

Em alguns casos, quando se considera um Modelo Ortogonal Fatorial em que m ¢
igual a 1, ou seja, tem-se apenas um fator, pode-se também obter uma tUnica solucao
numérica. Entretanto, esta solu¢do numérica pode ndo ser consistente com a interpretacao
estatistica dos coeficientes, gerando, portanto, uma solucdo imprdpria. A inconsisténcia
da solucdo em relagdo aos coeficientes acontece quando no calculo dos carregamentos,
aparecem no modelo valores para variancias maiores que 1 em valor absoluto, ou até
mesmo valores negativos de variancias especificas.

Para m > 1, existe sempre uma ambigiiidade inerente associada com o Modelo
Fatorial. Para verificar isto suponha uma matriz 7 de ordem m x m ortogonal, ou seja,

TT’=T’T=I. Assim, o Modelo Fatorial Ortogonal poderia ser escrito como:

X-u=LF+e¢

S

X-p =LTT". F +¢
X-p = @D F)+eg

fazendo L.T=L*e T'. F = F *,tem-se

>
=

L Fr+g (140)
E assim, preservam-se as suposi¢des, mesmo com a transformacao ortogonal.

E(EY)=ETE)=TEE)=T.0=0 (141)

Cov(F *) = Cow(T’F ) = T.Cow(F ).T=T'.IL.T=T.T=I (142)
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No modelo, ndo ¢ possivel distinguir os carregamentos de L dos carregamentos de

L* Os carregamentos fatoriais de F e F'* tém as mesmas propriedades estatisticas.

Mesmo que L e L* tenham diferentes carregamentos, ambos sdo gerados pela mesma

matriz de covariancia 2. Assim, ndo ha diferenca para o modelo entre L* = LT e L, pois

ambas tém a mesma representagcdo. As comunalidades que sdo os elementos diagonais da
matriz LL’ = (L*).(L*)’ sdo invariantes pela escolha de 7. Logo, pode-se escrever:

Y=LL+ ¥Y=LITL + ¥=(L*.(L*) + ¥ (143)

Esta ambigiiidade produz a possibilidade de se estabelecer uma rotag@o fatorial.

Da Algebra Matricial, sabe-se que uma transformagio ortogonal corresponde a uma

rigida rotagdo (ou reflexdo) dos eixos coordenados. Mantendo inalteradas as

comunalidades e as variancias especificas, pode-se encontrar uma matriz ortogonal 7" de

rotacdo que estime a estrutura de covariancia da variavel X de uma forma mais simples.

2.3.4 Selecao do Numero de Fatores.

A adequabilidade do modelo e a interpretacio dos resultados dependem
significativamente do numero de fatores adotado. Existem varios critérios para se
determinar este valor.

O critério de Kaiser seleciona o numero de fatores escolhendo aqueles que
possuem os autovalores maiores que 1. Henry Kaiser, em trabalhos datados de 1960,
“The application of eletronic computers to factor analysis”, Educacional and
Psychological Measurement 20, p.141-151; e 1974, “An index of factorial simplicity”,
Psychometrika 39, p.31-36; propde que o numero de fatores m ¢ igual ao numero de

autovalores maiores que a média dos autovalores. A média dos autovalores para R ¢ / e

A,

P
i
=1

I

para § ¢ ——. Assim como o critério ¢ fundamentalmente heuristico e esta presente em
P

varios programas computacionais estatisticos existem boas razdes para se confirmar a sua
confiabilidade, mostrando que funciona muito bem na pratica. Outras linhas de
pensamento surgiram posteriormente, mas desde que € suposto que a analise de

componentes principais sumariza um conjunto de dados, usar um componente que
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explica menos que uma discrepancia de 1 ¢ algo que ndo faz muito sentido. Porém, a
justificativa principal de Kaiser para a regra foi que ele fez varias simulagcdes com
numeros diferentes de fatores, e viu que o critério proposto fez sentido.

Um método alternativo chamado Teste Scree foi sugerido por Raymond B. Cattell
no artigo “The scree test for the number of factors” em 1966 na Multivariate Behavioral
Research, 1(2), p.140-161. Em um grafico plota-se o numero de autovalores no eixo
horizontal e a medida correspondente dos autovalores no eixo vertical. Escolhe-se o
numero de fatores m igual ao numero de autovalores que estdo na primeira linha ingreme,
isto ¢, descartam-se os autovalores que estio na linha mais proxima do eixo horizontal. E
importante ressaltar que um modelo que apresente um niimero muito grande de pequenos
autovalores, segundo este critério, pode apresentar baixa precisao.

Outro critério, também bem parecido ao Teste Scree, mas envolve mais calculos e
menos graficos € aquele que para cada autovalor 4, define-se um valor s como a soma de
todos os autovalores posterior a ele. Entdo A/s ¢ a proporcao de discrepancia previamente
inexplicada por A. Suponha um problema com 7 variaveis e no 4° autovalor os valores
posteriores fossem 0,8; 0,2; 0,15; ¢ 0,1. A soma s resulta em 1,25 e este valor é a quantia
de discrepancia ndo explicada por um modelo de 3 fatores. Sendo 0,8/1,25=0,64;
acrescentando mais um fator ao modelo de 3 fatores explicariam 64% de discrepancia
previamente ndo explicada. Um cdalculo semelhante para o quinto autovalor resulta em
0,2 / (0,2+0,15+0,1) = 0,44, assim o quinto componente principal explica s6 44% de
discrepancia previamente nao explicada. (DARLINGTON em
http://comp9.psych.cornell.edu/Darlington/factor.htm_consultado em setembro de 2004).

Existem outros critérios, além dos ja descritos, citados na pagina da internet de
GARSON (http://www?2.chass.ncsu.edu/garson/pa765/factor.htm consultado em janeiro
de 2005), que sao:

- Alguns investigadores usam a regra de manter mais fatores, que responderiam

simplesmente por 90% (as vezes 80%) da variagao.

- Critério de Joliffe: uma regra menos usada, mais liberal que pode resultar no
dobro de fatores obtidos no critério de Kaiser. A regra de Joliffe ¢ escolher todos os

componentes com autovalores acima de 0,7.
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2.3.5 Métodos de Estimagao do Modelo Fatorial

Dadas as observagdes x;, x,...,x, do vetor X formado por p varidveis, geralmente
correlacionadas a Analise Fatorial procura verificar se o modelo fatorial representara os
dados adequadamente com um numero baixo de fatores. Dado que a matriz de
covariancia amostral § ¢ um estimador da matriz de covaridncias populacional
desconhecida X'e se os elementos fora da diagonal de S sdo baixos ou equivalentemente
na matriz de correlagdo amostral R s3o praticamente nulos e as varidveis nido sao
relacionadas entdo a Analise Fatorial ndo ¢ util. Caso contrario, o modelo fatorial pode
ser usado e o problema inicial é estimar os carregamentos /; e as variancias
especificasy,. Nessas circunstincias, os fatores especificos realizam uma importante
funcdo na Andlise Fatorial, j4 que a proposta principal ¢ determinar poucos, mas
importantes, fatores comuns.

Os métodos mais populares de estima¢do dos carregamentos sdo: o Método das

Componentes Principais e 0 Método da Méaxima Verossimilhanga, apresentados a seguir.
2.3.5.1- Método das componentes principais

Seja 2'a matriz de covariancias de X, entdo, dado que X' ¢ positiva definida, pode-

se decompo-la, segundo o Teorema da Decomposicao Espectral, na forma a seguir:
Zzl,gjg;+/12g2g'2+....+/1pgpgrp (144)
ou na forma matricial
VA
e
Y=lheJhe . \fi,e,l. \/?—2 = LL' sem=p eyi=0 VY (145)
Ve,
Assim, se 2= LL’ + ytem-se ,i , = ,0, no ajuste do modelo fatorial. Exceto

elo escalar ~, 08 carregamentos no j-ésimo fator sdo os coeficientes populacionais na
J

Jj-ésima componente principal. Embora a representacdao de 2= LL’ + (0 = LL’ seja exata,

ela ndo é particularmente atil (tem muitos fatores comuns). E preferivel um modelo que
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explique a estrutura de covariancia em termos de poucos fatores comuns, isto €, m<p. Se
p - m autovalores sdo baixos, ¢ possivel negligenciar a contribuicdo de Ay,+; em+s emrs’ +

Ami2€mi2em+2’ + ... + A, e,€,” para 2 na decomposigdo espectral. Assim, tem-se,
e
2 ~ \/_ \/ﬂ'_Z€ 2 — 4
e e Al el = LL’ deordempxp  (146)
LV /’i’m €m

Esta representacdo aproximada assume que os fatores especificos £ sdo de menor

importancia e podem também ser ignorados na fatorizagdo de 2. Se os fatores especificos

£ sdo incluidos no modelo, suas varidncias sdo os elementos da diagonal da matriz
m 2

diferenga X'~ LL’ e conseqiientemente y = oy - ./ ; parai =12 ...p.
j=1

Na pratica ¢ utilizada uma amostra das observacdes e € possivel padronizar as

variaveis. Para que isto ocorra a cada vetor de observagdes amostradasx ;, x, ..., X, sao0
subtraidos o vetor médio amostral x divididos pelos seus respectivos desvios padroes.

Assim tem-se a forma das variaveis padronizadas z; .

= onde j=12, ....n (147)

o

“
I
S

Para variaveis padronizadas, a matriz S que estima a matriz de covariancia 2, ¢

trocada pela matriz de correlagdo amostral R, que estima a matriz de correlagao

populacional p. Uma vez que a matriz de correlagio ¢ a matriz de covariancia de
variaveis padronizadas.

A Anédlise de Componentes Principais de uma matriz de covariancia amostral S ¢

realizada em fung¢do de seus pares de autovalor-autovetor (/{1 e 1) (ﬂ: ,€, ),..., (/ip, e, ), onde
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A

A 24,2..24,. Sendo m o niimero de fatores comuns, a matriz dos carregamentos

fatoriais estimados {7, } € dada por:

L":L/Z.élz\/z.ézs---i\/z._émj (148)

As variancias especificas estimadas sdo produzidas pelos elementos diagonais da

matriz S — LL' , entdo

Y0
.0 . n
L . | ecom ¥ =5, -7, (149)
B =
0 0 4

e as comunalidades s3o estimadas através de h; =0+l

A analise de componentes principais da matriz de correlacdo amostral ¢ obtida
substituindo R no lugar de S.

No estudo do Método de Coeficientes Principais, os primeiros coeficientes
ponderados das componentes principais amostrais sdo os carregamentos fatoriais. Por
esse fato, ¢ que se denomina o modelo descrito como Modelo de Componentes

Principais.
2.3.5.2 M¢étodo da maxima verossimilhanca.

Segundo JOHNSON & WICHERN (1992, p. 392-394), na Analise Fatorial, se os
fatores comuns F e fatores especificos & sdo considerados normalmente distribuidos,
entdo as estimativas dos carregamentos fatoriais e variancias especificas podem ser
obtidas pelo Método da Maxima Verossimilhanga. Quando F; e & sdo conjuntamente
normais, as observagdes X; - u4 = LF; + & sdo também normais. Assim sendo, da
verossimilhanga de popula¢des normalmente distribuidas demonstradas pelos autores no

resultado 4.9 nas paginas 137 a 139, tem-se:

1 < _ _ _ -
] ] z""{f '[]Z;(x,-x)(x,-x)'ﬂ*?(xm'z (x-u)
= (27T)np/2 "2’}1/2 €

L(pX) (150)
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Desmembrando as somas nos expoentes em produtos de poténcias na mesma base,

tem-se:

—(n=1)p _(n=1) —(%Jtr
L(pX)=(2z) * .|Z| ° e

Y{ ” @,—E)(z;i)’ﬂ _r L o) s (p)
.(2;z)2.\2|2.e(zj’i s

Ja que Y = LL’ + ¥ a funcdo de verossimilhanca depende de L e¢ V. Pela
multiplicidade das escolhas de L, possiveis por transformagdes ortogonais, ¢ conveniente
impor uma condigdo de singularidade computacional. A condi¢do de singularidade é que

L¥'L=4 (152)
seja uma matriz diagonal.

O Método da maxima verossimilhanca estima Le w maximizando a equagdo
(144), pela propriedade da invaridncia de estimadores de maxima verossimilhanga. Desta
forma, as comunalidades estimadas sao:

B2 =02, 40+ +0° parai=12 ..p (153)

assim

( Porcdo do total da variancia j: %J +@éj +...+@ij (154)

amostral atribuida ao j —ésimo fator) s, +s,+..+s,

Da mesma forma, como foi usada a matriz de covariancia para estimar a matriz de
carregamentos e a matriz de variancias especificas, poderia se usar a matriz de correlagao.
Para tanto, bastava que as variaveis fossem padronizadas.

12

As variaveis padronizadas Z tem a forma Z = V(X -p). Da relagéo entre as

matrizes de correlacdo e covariancia pode-se escrever:
p =V'irxyt? (155)

Substituindo 2= LL’ + ¥ na equag¢do anterior:
o =WLWIL) + vy (156)
Assim, p pode ser de maneira analoga ao Modelo Fatorial Ortogonal da matriz

de covaridncia. Com matriz de carregamentos L. = V"L ¢ matriz de variancia especifica
12 12 . . N . .
v, = V'@ 2 Pela propriedade da invaridncia dos estimadores de méxima

verossimilhanga, o estimador de méaxima verossimilhanga de p ¢

/5 — (V_1/2£XI}_1/2£)+I}_1/2¥} I}—l/z (157)

67



ou p=LL'+¥, (158)

Como conseqiiéncia desta fatoracdo, sempre que a analise de maxima
verossimilhanga ¢ aplicada a matriz de correlacdo, a importancia dos fatores ¢ avaliada
com base nos elementos da matriz de carregamentos padronizada L.. Desta forma, a

porg¢ao da variancia atribuida a um fator ¢ dada por:

Porg¢ado do total da varidancia amostral . §j+Z€§j + ...+Z€;j
= (159)
padronizada atribuida ao j—ésimo fator p

onde _/, representam os carregamentos de L, .

Ordinariamente as observagdes sdao padronizadas e a matriz de correlagdo
amostral ¢ fatorada e analisada. A matriz de correlagdo amostral R, ¢ trocada por [(n —

1)/n]S na fungao de verossimilhanga (144), e as estimativas de maxima verossimilhanga

A

L e ¥ sdo obtidas usando método de numéricos de maximizagdo. Embora a

z

verossimilhanca seja apropriada para S, ndo R, surpreendentemente, esta pratica ¢é

equivalente a obter as estimativas de maxima verossimilhanga L ¢ ¥/ baseadas na matriz

7

de covaridncia amostral S, fixando L, =V ""?L e y, =V "%y V"> Neste caso, V% é
a matriz diagonal, cuja diagonal principal ¢ formada pelo inverso dos desvios padroes
amostrais, computados com o divisor Jn.

Por outro lado, dados os carregamentos estimados is e as variancias especificas
w, obtidas da matriz de correlagdo amostral R, as estimativas resultantes de maxima

verossimilhanga para a analise fatorial da matriz de covariancia [(n — 1)/n]S sdo

A A A A

L=V""Loe y=V""p V" oul;=1 6] ey=y; onde G; éavariancia

y s iy

amostral calculada com divisor n. A distingdo entre divisores pode ser ignorada na

solu¢do de componentes principais.
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2.3.6 Rotacgao de Fatores

A rotagdo fatorial ¢ uma ferramenta importante e necessaria para facilitar a
interpretagdo dos fatores. O objetivo principal ¢ simplificar a estrutura fatorial e deixa-la
teoricamente mais clara.

A rotagdo fatorial significa girar os eixos de referéncia dos fatores em torno da
origem até que alguma posicdo mais adequada seja alcangada para que ofereca a
interpretacdo mais adequada das variaveis examinadas. Dado que o primeiro fator explica
a quantia maior da variancia e os demais correspondem, na maioria dos casos, a quantia
residual da variancia; o efeito final de fazer a rotacdo ¢é redistribuir a variancia dos
primeiros fatores para os Ultimos com o objetivo de atingir um padrao fatorial mais
simples e teoricamente mais significativos. O caso mais simples, segundo HAIR,
ANDERSON, TATHAM & BLACK (2005, p.105-106 ) ¢ a rotacdo ortogonal, na qual os
eixos sao mantidos a 90 graus. Caso a rotagao tenha outra angulacdo ter-se-4 uma rotacao
obliqua.

A maioria dos autores pesquisados neste trabalho reconhece que fazer rotagcao dos
fatores melhora a interpretacao e que a melhor opgao € escolher um método ortogonal por
duas razodes. Primeiro porque os pacotes computacionais com analise fatorial contém na
sua maioria somente rotagdes ortogonais e segundo devido aos procedimentos analiticos
para rotagdes obliquas ndao serem bem desenvolvidos e ainda estdo sujeitos a
controvérsias, segundo HAIR, ANDERSON, TATHAM & BLACK (2005, p.106).
Embora ja tenha passado sete anos nada foi encontrado que contradiga as duas afirmagdes
no decorrer deste estudo, além disso, nenhuma regra especifica foi desenvolvida para
orientar o pesquisador na escolha de uma técnica ortogonal ou obliqua, no entanto se o
objetivo da pesquisa ¢ reduzir o nimero de varidveis originais, independente de quao
significativos possam ser os fatores resultantes ou ele quer reduzir um nimero maior de
variaveis a fim de obter um nimero menor de varidveis nao-correlacionadas para serem
usadas em técnicas de previsao as rotagdes ortogonais sdo mais apropriadas. Porém, se o
objetivo da andlise for obter diversos fatores teoricamente significativos, a solucao

obliqua ¢ a recomendada.
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Para rotagdes ortogonais trés abordagens principais foram desenvolvidas que sdao
os métodos Quartimax, Varimax e Equimax.

O método de rotagdo Quartimax foi o primeiro critério analitico para a
determinacao psicoldgica de fatores interpretaveis e ¢ devido a Carrol e citado por Henry
Kaiser em um trabalho intitulado “Note on Carrol’s analytic simple structure”,
Psychometrika, 21, p.89-92 em 1953. O método fundamenta-se em rotacionar o fator
inicial de modo que uma varidvel tenha carga alta em um fator e cargas tdo baixas quanto
possiveis em todos os outros, assim muitas variaveis podem ter carga alta no mesmo
fator. O método ndo foi bem sucedido na producao de estruturas mais simples.

O método Varimax tem sido muito bem sucedido como uma abordagem analitica
para obtenc¢do de uma rotagdo ortogonal. Por esta razdo e por estar de acordo com o

proposito deste trabalho, foi o método escolhido e serd detalhado a seguir.

2.3.6.1 Método de rotagdo Varimax

O método Varimax de rotagdo ortogonal foi proposto por Kaiser em 1958. Este
nome se deve ao fato de que o método busca a maxima variancia das variaveis. Por isso,
o nome Varimax. Kaiser propos por meio de sua tese de doutoramento intitulada “7The
varimax method of factor analysis”, que isto pode ser conseguido, a partir de uma
maximizagdo iterativa de uma funcdo de carregamentos quadrados. A descri¢do do
método ¢ feita a seguir.

Os carregamentos obtidos a partir dos carregamentos iniciais, mediante uma
transformacao ortogonal tém a mesma habilidade para reproduzir a matriz de covariancia
ou de correlagdo. Da algebra matricial, nés sabemos que uma transformacdo ortogonal
corresponde a uma rotacao rigida dos eixos coordenados.

Sendo L uma matriz (pxm) de carregamentos ndo rotacionados, e seja 7" uma
matriz ortogonal (mxm), a matriz de carregamentos quadrados ¢ L* = L.T, ou seja, / ;*
representa os carregamentos rotacionados da i-ésima varidvel no j-ésimo fator.

Segundo, FURTADO (1999, p. 85), a fungdo ¢ que o critério Varimax maximiza

¢ a soma das variancias dos carregamentos quadrados dentro de cada coluna da matriz de
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carregamentos, onde cada linha dos carregamentos € normalizada pela comunalidade, ou

seja,
m p _ m mo__
93300 -] -55d;-pSd) (160)
Jj=1i=1 j=1i=1
onde
d Etﬁi * 5 -1 2
= e d =p > ;
i i=1

Na fungdo ¢, considerando-se todas as varidveis, 4, representa a média dos

quadrados dos carregamentos normalizados de cada fator j; d’ representa todos o0s

;
quadrados dos carregamentos normalizados. Quando se toma o maximo de ¢, impde-se a
condi¢do de que o quadrado dos desvios em relagdo a média de cada fator seja o maior
valor possivel. Com isso se consegue carregamentos extremos, ou seja, ou muito alto ou
muito baixo. E assim, obtem-se a maxima variancia.

No Critério Varimax ¢ ¢ uma funcdo de 7, e o algoritmo iterativo encontra uma
matriz T que maximiza ¢.

No caso onde m=2 fatores, os calculos sdao simplificados. A matriz 7 dada por

{ cos Senﬁ}

—sen@ cosO

que faz a rota¢do dos eixos coordenados no sentido horario de um angulo de medida 6.
Assim, considerando-se apenas 2 fatores (m=2), a matriz de carregamentos

rotacionados ficaria:

L*=L,, T, (161)
ou seja;
1 2 TR
62‘1 * fg? * _ f.z, f.p { cos 6 sen@} (162)
: : : —sen@ cos@
e % 0, L, 1,
assim,

0,¥=1,,cos0—1 senf e l ,*=1 sen@+/( ,cos0 parai=12, .., p
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e dividindo pelas raizes quadradas das correspondentes comunalidades, isto ¢&,
normalizando as linhas, tem-se:

% _ %
ZKZ :Eﬂcosé’h l,,sen6 . du:KZ =€”S€n0;l_€”cosg,i=1,2,...,p (163)

1

di]

de onde se obtém a matriz D(px2) dada por,

=1 2. p. 164
A A : P (164)

1 1

D:{(ﬁﬂ.cosﬁ—ﬁiz.sené’) (Zi].senl9+€i2.cosé’)} ,

Seja G,, uma fungdo dos carregamentos ndo rotacionados e das comunalidades

definida por:
P a pb
G,, =2, g”,f,," (165)
i=1 hi
Se a equacao (160) para m=2 ¢
2 p p 2 —
¢:ZZdU—p.Zdj (166)

j=1i=1 Jj=1
entao,
—_—2 —2
p=(d} +dy +..+d, )+(d},+d5,+..+d,,)-p(d, +d, ) (167)
substituindo (163) em (160), vem

4 4
y Zi[[fﬂ cosﬁh—ﬁizsenﬁ] +(€i,sen0+€i2 cos@] }

, i I

1

27?2 27?2
P —
s [pj{ﬂi, cos@h El,senﬁ] ] +[p1.(€i1sen92€i2 cos@] ] (168)
i=1 . .

1 1

Desenvolvendo a equagdo (168) e levando-se em conta os resultados da algebra, e

agrupando em fungdo de (166), a funcao ¢ ficaria:
o= é.[cos(4t9).A + sen(46).B + C]

ou 4¢ =cos(460).A+sen(46).B+C (169)
onde

A4=(G,,+G,,-6G,,-G;,-G;,+2G,,G,, +4G},) (170)
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B=4(G,;-G,,-G,,G,,+G,,G,,) (171)
C=p(3[G,,+ G0,2]2 _[3G02,2 + 3G22,0 +2G,,G,, + 4G12,1]) (172)
Multiplicando e dividindo os 2 primeiros termos do segundo membro de (169)

por (A2 +BZ)I/2 # (), tem-se:

A B
4p=(42+B)" | cos(40)—2—— +sen(40)———|+C (173)
fazendo cosa = % ¢ sena = ————— , € substituindo em (173), vem :
(A2 +Bz) (A2 +Bz)

44 = (A2 +Bz)1/2.[cos(4o9).cosa +sen(46’).senoz]+CZ(A2 +B’ )1/2.cos(4t9— a)+C (174)

O maximo valor de ¢ ¢ obtido para 460 = a. O valor de a € obtido de
B
tano =—
A

e, ainda, para localizar o quadrante, consideram-se os sinais do seno e co-seno da
seguinte forma:
se 4> 0eB > 0, entdo a pertence ao i quadrante;
se A < 0e B> 0, entdo a pertence ao 2’ quadrante;
se 4 < 0e B <0,entdao apertence ao 3 quadrante;
se A > 0e B <0, entdo a pertence ao 4 quadrante.
No caso em que m>2 (mais do que 2 fatores), uma solucao iterativa para a rotagao
¢ usada. Nessa solugdo os fatores sdo rotacionados aos pares, como no método
anteriormente descrito. Assim, o primeiro e segundo fatores sdo rotacionados de um

angulo 6. O novo primeiro fator ¢ entdo rotacionado com o terceiro fator original, e assim

m :m(m—l)

por diante, até que todos os (2j pares de fatores tenham sido rotacionados.

Esta seqiiéncia de rotagdes ¢ chamada ciclo. Desta forma, cada ciclo reune todos os
passos do Método Varimax para 2 fatores apenas. Estes ciclos sdo repetidos até que se
tenha satisfeito algum critério de convergéncia predeterminado. A convergéncia se dara

aos pares. Quando praticamente nao houver mais diferenca nos carregamentos de um
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ciclo para o outro, a solugdo 6tima estara proxima. Pode-se estabelecer também o nimero
de iteracdes como critério de parada.

Existem outras variagdbes do método Varimax, que estdo explicadas e
demonstradas por FURTADO (1999 p.87-109).

O Me¢étodo Equimax ¢ uma espécie juncdo dos dois primeiros métodos o
Quartimax e Varimax, porém nao tem obtido ampla aceitagdo e ¢ pouco usado (HAIR,
ANDERSON, TATHAM & BLACK, 2005, p.106).

Um método de rotagdo obliqua ¢ a chamada Rotagdo Obliqua Direta, que ¢ um
método padrao quando se deseja uma solugdo nao ortogonal, ou seja, quando € permitido
que os fatores sejam correlacionados. Isto resultard em autovalores mais altos, porém,
com interpretabilidade diminuida. Outro método obliquo ¢ a Rotacdo de Promax que é
um método alternativo e computacionalmente mais rapido que o método de Rotagdo

Obliqua Direta, por esta razao as vezes ¢ usado para conjuntos de dados muito grandes.

2.3.7 Escores Fatoriais

Na Analise Fatorial, segundo CHAVES NETO (2004, p. 29), o interesse esta
usualmente centrado nos parametros do modelo. Entretanto, em determinados problemas,
os valores estimados dos fatores comuns, denominados escores fatoriais, podem também
ser requeridos. Essas quantidades sdo freqiientemente usadas para propositos de
diagnosticos como também para introduzir uma analise posterior.

Escores fatoriais sdo estimativas dos valores para os vetores fatoriais aleatdrios

A

ndo observaveis Fj, j = 1, 2, ..., n. Assim, os escores fatoriais ( f; ) sdo estimativas dos
valores f, obtidos de F; (j-ésimo caso).

A estimagdo ¢ complicada pelo fato de que as quantidades f; e & ndo sdo
observadas como x;. Para resolver este problema, métodos heuristicos foram pesquisados
e varias aproximagoes tém sido obtidas da estimagdo dos valores fatoriais. Nesta tese,
dois métodos de estimagdo serdo descritos: o Método dos Minimos Quadrados

Ponderados e o Método da Regressao.
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Os dois métodos tém dois pontos em comum na estimagdo: tratam os

carregamentos fatoriais estimados 7, e as variancias especificas y, , como se fossem os

iy

verdadeiros valores e envolvem transformagdes lineares dos dados originais, muitas vezes
centrados ou padronizados.

Tipicamente, os carregamentos fatoriais rotacionados estimados sdo mais usados
do que os carregamentos fatoriais ndo rotacionados. As formulas apresentadas aqui nao
diferenciam o uso de cada um. Assim sendo, tanto os carregamentos fatoriais
rotacionados quanto os nao rotacionados podem ser usados. Apresenta-se a seguir o

M¢étodo dos Minimos Quadrados Ponderados.
2.3.7.1 Método dos minimos quadrados ponderados

FURTADO (1999, p.114) lembra que para este modelo a média x, a matriz de

carregamentos fatoriais L, ¢ a matriz de variancia especifica ¥, sdo conhecidas do
modelo fatorial

X—-u=L . F + ¢ (175)

(px1)_ (pm) ("’_XU (17;])
e que os fatores especificos €” = [£1, &2 ..., &,/ sdo erros. Desde que Var(g ;) nao

precise ser igual a y;, i = 1, 2, ..., p, Bartlett, citado por JOHNSON e WICHERN (1992,
p.410), sugeriu que os valores fatoriais comuns sejam estimados pelo Método dos
Minimos Quadrados Ponderados.

Seja a soma dos erros quadrados, ponderada pelos inversos de suas variancias,

dada por:

2

i%=§’5""§=(>_c—g—LJ_‘)'5""(9_c—g—LJ_‘) (176)

A proposta ¢ a escolha de estimadores f no intuito de minimizar a expressao

anterior. Pode-se demonstrar que a solugcdo para o estimador do Método de Minimos

Quadrados Ponderados ¢é

oy

J=w o) o (- (177)
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Dado que o menor erro quadrado € zero, deve-se igualar a zero a Gltima parte da

expressao da soma dos erros quadrados. Assim,
(x—p—Lf)¥ (x-p-Lf)=0 (178)
A nulidade s6 ocorre quando:

x—p-Lf=0 (179)

logo L i = x — 4 e multiplicando os dois lados da expresséo por L tem-se que :

r'(Lf)=r"(x-p) (180)
isolando i na expressao obtém-se:
f=D - p) = (0 Ya- p)= 1 ) L - ) (181)
pela associatividade do produto matricial, pode-se escrever :
f=w @)y e (x—p) (182)
Portanto,
f=Le L) ey (x-p) (183)

que ¢ a solugdo para o estimador do Método de Minimos Quadrados Ponderados.

A

Tomando L,y e s =X para valores amostrais, o j-ésimo caso fica:

A

L A —
fo=\0 L) i ex, - %) (184)

Quando Le y sdo determinados pelo Método da Méaxima Verossimilhanga, estas

estimativas devem satisfazer a condicdo de singularidade, isto é, L'y 'L=A deve ser

uma matriz diagonal.
Sendo assim, para os carregamentos estimados pelo Método da Maxima

Verossimilhanga, pode-se montar o Modelo de Minimos Quadrados Ponderados como:

7 AP R - o e A - .
Jo= ) By (x - )= B (x,-5), =12 (185)

ou s¢ a matriz de correlagdo for fatorada,

z

/ (L L) Lz, = ALy, =12 n (186)
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no qual g/ :D_I/Z(Ej _Z) S ﬁ :i’ziz +y;z *

Os escores anteriores podem ser obtidos apds uma rotagao de fatores. Em vez de

A A K
]_‘/_ seria j_‘j J=1,2 .., n

Caso os carregamentos fatoriais fossem estimados pelo Método de Componentes

Principais, para generalizar os escores fatoriais, ¢ comum o uso de um procedimento de

minimos quadrados sem ponderagdo. Implicitamente assume-se que i/, € igual ou quase

igual ao valor verdadeiro. Os escores fatoriais seriam, entdo, dados por:

A

—J

Desde que,

tem-se:

Para estes escores fatoriais,

lt=[\/z.él \/Z-éz \/Tm'ém}

n

S |~

] n

n

2.3.7.2 Método da regressao

-15

Il
Ni‘

f = (LA’I:)_ILA’()_cj —X ) ou, para dados padronizados f,- = (ﬁz'iz) L z

1 ., _
—¢,(x;,-X)

\.t‘

ézl()_cj _Z)

f ;=0 (média amostral)
=

f A /} =1 (covariancia amostral)
1—1 —J

(187)

(188)

Considerando o Modelo Fatorial Ortogonal X -p=LF +g, neste metodo,

novamente as matrizes de carregamentos L e de variancias especificas ¥ serdo tratadas
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como conhecidas. Quando os fatores comuns F ¢ os fatores especificos (ou erros) ¢ sao
conjuntamente normalmente distribuidos com as suposicdes do Modelo Fatorial

Ortogonal, a combinagdo linear X -p=L F +¢ tem uma distribuicdo N,(0, LL’+ ¥). O

resultado do Apéndice 4 pode comprovar isto. Além disso, a distribui¢do conjunta de

(X-p)e F € Nuip(0, 2%), na qual

SoIl+¥ L

. (pxp) ( pxm)
A IO - (189)
(m+p)x(m+p) :
L N |
(mxp) o (mxm)

e 0 ¢ um vetor nulo de dimensdo (mxp). Usando o resultado do Apéndice 5, a
distribui¢ao condicional de F' |x ¢ multivariada normal com

E(F|x)=LX"(x-pu)=LAL" + ¥ (x-u) (190)

Cov(F |x)=1-LX'L=I-L"(LL’+ ¥'L (191)

As quantidades L’(LL’ + ¥ da equacio (190) sdo os coeficientes na regressdo
multivariada dos fatores nas variaveis. Estimativas destes coeficientes produzem escores
fatoriais que sdo analogos as estimativas dos valores médios condicionados na analise de
regressdo multivariada. Conseqiientemente, dado qualquer vetor de observacdes x; e
tomando as estimativas de maxima verossimilhanga Le w como verdadeiros valores, o

Jj-€ésimo escore fatorial ¢ dado por

Jo=Ly(x,-1)= DELp) (x,-%), =12 n (192)
Nos Apéndices 6 e 7 encontram-se as provas dos resultados a seguir.

(I+Ly ' L)" L'y ' L=1-(I+Ly L)’ (193)

(LL'+y )" =y~ =y 'L(I+ Ly L) L'y (194)

Utilizando os resultados no calculo de ]_A‘ , na equacao (184) tém-se que:
L(LL+y )" =Ly — Ly ' L(I+Ly L) L'y

L(LL+y )" =Ly ' [1-Ly ' L(I+L'y'L)"]
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L'(LL+p )" =Ly {I-[T—(I+L'y L) ]}

L' (LL + w) " =(I+ L' y'L)" L' gy (195)

(mxp) (pxp) (mxp) (mxp) ( pxp )

Esta identidade ajuda a comparar os escores fatoriais em (184), gerados por

regressdo, com aqueles gerados pelo Método dos Minimos Quadrados Ponderados.

. AR . , N A LS
Assim, denotando f como o escore fatorial pelo Método da Regressdo, e f como o
—J —J

escore fatorial pelo Método dos Minimos Quadrados Ponderados, por (187) tem-se:

7P =)+ L L)f :(I+(E';&"ﬁ)_])£_ (196)

A LS A ~ R ~R
J J J

A

. . . . TS A
Para as estimativas de maxima verossimilhanca, (L't// IL) =A", e se os

elementos desta matriz diagonal estdo proximos de zero, o Método da Regressao e o de
Minimos Quadrados Generalizados resultardo em escores fatoriais muito proximos.
Na tentativa de reduzir os possiveis efeitos da incorreta determinagdo do nimero

de fatores, praticas tendem a calcular os escores fatoriais de (188) pelo uso de S, a matriz

A

de covarincia amostral original, em vez de X =LL'+y. Pode-se, assim, montar o
Modelo para o calculo dos escores fatoriais por regressao da seguinte maneira.

ij:i's-l(gj—z), j=12..n (197)

ou, se a matriz de correlagdo ¢ fatorada,

A

—LR'z, j=12 ..n 198
S =LR"z;, | (198)

—J

onde

Z‘ :D_]/z(ij _z) S ﬁ:izi’z'-i_l/}z

J

Caso os carregamentos rotacionados L =LT sejam usados no lugar dos

Ak A
carregamentos originais, os subseqiientes escores fatoriais f* sdo relacionados a f por
—J —J

A X

f,=T’£j,j=1,2,...,n (199)

—J
Uma medida numérica em concordancia entre os escores fatoriais dos dois

diferentes métodos de célculo ¢ produzida pelo coeficiente de correlacdo amostral entre
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escores do mesmo fator. Dos métodos apresentados até aqui, nenhum deles ¢

recomendado como uniformemente superior.
2.3.8 Considerag6es Adicionais

Segundo JOHNSON & WICHERN (1992, p.415), existem muitas decisdes a
serem tomadas num estudo analitico de fatores. A decisdo mais importante ¢ a escolha do
numero de fatores m. Em seguida vem a escolha do método e do tipo de rotacdo. Na
pratica, as analises fatoriais que apresentam um bom ajuste dos dados sdo aquelas nas
quais as rotagdes sdo aplicadas a mais de um método, e todos os resultados
substancialmente confirmam a mesma estrutura fatorial.

Pela complexidade com que se estabelece a estrutura fatorial considerando todos
os parametros envolvidos, dispondo de diferentes métodos, analisando significativamente
os resultados e, ainda, levando em conta a subjetividade das interpretagdes, pode-se
adotar um procedimento estratégico para uma melhor anélise da estrutura de dados.

A escolha da Andlise Fatorial de Componentes Principais ¢ particularmente
apropriada como primeiro passo na andlise dos dados. Principalmente porque ndo requer
que a matriz de correlagdo R ou a matriz de covariancia S sejam ndo singulares. Em
seguida, examinar-se as observagdes mais importantes e cria-se graficos a fim de
relacionar os escores fatoriais. Além disso, calcular-se os escores padronizados fatoriais
para cada observagdo, estabelecendo o relacionamento entre as distdncias quadradas.
Optar por uma Rotagdo Varimax.

Sendo X'= [)_c ; X, X P] um vetor aleatdrio cujas componentes sdo variaveis

aleatorias dicotomicas, a matriz de correlagdo mais recomendavel ¢ a composta por
coeficientes de correlagdo tetracdrico. Este coeficiente de correlagdo foi introduzido por
Karl Pearson ¢ ¢ um estimador do Coeficiente Linear de Pearson onde se supde a
existéncia de uma variavel latente subjacente aquela observada, onde em algumas
situacoes sO ¢ possivel medir a varidvel observavel.

Existem duas restricdes quanto a sua utilizacdo. Uma delas consiste que as
variaveis latentes sejam normalmente distribuidas e a outra se refere as variaveis

observadas que devem ser dicotomizadas o mais proximo possivel da mediana. Entdo,

80



sendo o Coeficiente de Correlagdo Tetracorico um estimador do Coeficiente de
Correlagdo Linear de Pearson o qual considera as varidveis latentes x,, e x,, (ambas
continuas e normais), subjacentes as variaveis dicotomicas x, e x, efetivamente
observadas.

A idéia de Karl Pearson foi medir a associacdo de variaveis continuas normais
bivariadas e transforma-las em tabela 2x2. A demonstragdo para a obtengdo da equagao

tetracorica, parte da transformacdo da distribuicdo normal bivariada em variaveis

dicotomicas.
A equagdo tetracorica de transformacdo ¢ obtida apds a dicotomizagdo das

varidveis x, e X, como mostra a Tabela 3.

TABELA 3- ASSOCIACAO DAS VARIAVEIS OBSERVAVEIS X, e X,

Variaveis Observaveis 9 Xy Total
0 a B atb
X,
1 c D ctd
Total atc b+d n
FONTE: A AUTORA
onde:
a,b,c,d sdo as freqiiéncias observadas;
n=a+ b+ c + d(total de observagdes).
A equacado tetracorica € dada por:
ad—bc . .,zZ ”(2271)(2'271) y 2(2273)(2"773) ,5(24762‘7+3)(z'476z'2+3)
=p,+p  =+p; + + +
ot PR A p A Y P 10 (200)
s 2(24 -1027 + ]5)2'(2'4 -10z" +15) 7 (26 —15z° +452° —]5)(2'6 —152"" + 452”7 +15)
+p; +P, +...
720 5040

sendo que:

p:(a+b) . qz(c+d) -
n n
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a+b c+d
@) ()
n n

z ¢ o escore normal padrdo correspondente a drea menor ou igual a p. Por
exemplo, se p = 0,50, entdo se tem que z = 0 (tabela de areas sob a curva
normal);

z” & o escore normal padrdo correspondente a drea menor ou igual a p’. Se
p’ = 0,50, entdo se tem que z" = 0;

y € o valor da ordenada no ponto p e pode ser obtida fazendo-se

72
eZ

y=f(Z)=m-

y=f(0)=j;—ﬂ

vy’ € o valor da ordenada no ponto p’' e pode ser obtida fazendo-se

Para o exemplo «citado, se z = (0, entdo

=(0,39894 (tabela de ordenadas da curva normal);

y=f(z)=

Q
g
3

Uma solugdo aproximada do célculo do Coeficiente de Correlagdo Tetracorico

¢ ignorar-se os termos de grau superior a 2:

ad — bc
yyrnz

!
ny ZZ

=h P (201)

onde: O, ¢ o estimador do Coeficiente de Correlacao Tetracorico;

a,b,c,d sdo as freqiiéncias da tabela 2x2;
z € 0 escore normal padrdo correspondente a drea menor ou igual a p;

z" ¢ o escore normal padrdo correspondente a 4rea menor ou igual a p’;

y € o valor da ordenada no ponto p;

vy’ ¢é o valor da ordenada no ponto p’;

n=(a+b+c+d) éonimero de observagdes da amostra.
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Chamando o primeiro termo da expressdo de c¢; o coeficiente de o, de b ; €

’
zzZ

- de a, tem-se uma equacao do 2.° grau:

ap; +bp, +c=0

—b+b’ —4ac

2a
Conforme demonstrado em WONNACOTT e WONNACOTT (1978, p.424),

que poderd ser resolvida através de: p, =

existe uma relagdo entre o Coeficiente de Correlagdio p e o cos@, p=cosO e

—1<cos@<+1. Outra expressio ¢ apresentada por GUILFORD (1950, p.605),

utilizando o cosseno, dada por:

) ( 180he ] (202)

=CoS
P Jad e

Quando o produto bc ¢ igual a ad, o angulo é 90° ¢ o cosseno ¢ igual a zero,

conseqlientemente /3¢ =0.

O erro padrio aproximado do estimador do Coeficiente de Correlagao

Tetracorico ¢ dado por:

Vpxgxp'xq'

OA'A: y’xyx\/; (1—,53)><

sen’l,[) ’
1-| —= 203
2 ” 0

onde: & 5, €0 erro padrdo do estimador;

0, é o estimador do Coeficiente de Correlagio Tetracorico;
sen” p, é o arco seno de p, ;

n=(a+b+c+d) é onimero de observagdes da amostra.
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Para testar a hipotese de que p, =0, ¢ possivel utilizar a estatistica t =——. O erro
o
P,
padrao podera ser calculado considerando apenas a primeira parte da expressao:
~_APXgxp'xq
O~ = 204
Pr y'XyX\/; ( )

I3

O Coeficiente de Correlacdo Tetracérico ¢ menos confiavel que o de Pearson,

sendo que sua variabilidade ¢ cerca de 50% maior, quando p = 0. Para obter a mesma

confiabilidade! para o Coeficiente de Correlagdo Tetracorico que a obtida no Coeficiente
de Correlagdo de Pearson, é necessario o dobro do tamanho da amostra.

Para obtencdo dos escores por Analise Fatorial com Componentes Principais
utilizando a matriz de correlacdo tetracérico (Ri..,) € necessario que a amostra seja

grande, e os escores fatoriais sao dados por:

A A )i

=LR, 'z., j=12,..,n 205
z " Metra J

= jtetra
. s - .
Caso os carregamentos rotacionados L =L7T sejam usados no lugar dos

Ak
carregamentos originais, os subseqiientes escores fatoriais f eS80 relacionados a
< jtetra

A

f

< jtetra

por
A K

f o =Tf

L jtetra L jtetra ’ J= 1,2, ...n (206)

Utiliza-se os escores fatoriais na obten¢do do chamado escore final com intuito de
fazer o ranqueamento dos vetores dos individuos. Assim, tomando-se a média dos escores
fatoriais ponderada pelos seus autovalores e tém-se o escore final para cada individuo.
Costuma-se colocar estes escores finais numa escala de zero a cem para uma melhor

analise dos resultados.
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2.4 RECONHECIMENTO DE PADROES E CLASSIFICACAO
2.4.1 Introducédo

Reconhecimento de Padrdes e Classificagdo sdo técnicas ou procedimentos que
visam reconhecer e classificar objetos ou individuos em grupos com base em medidas
observadas dos mesmos. As técnicas de Reconhecimento de Padrdes, segundo CHAVES
NETO (2003, p.4), representam um importante componente dos sistemas artificialmente
inteligentes e sdo utilizadas para pré-processamento dos dados e tomada de decisdo.
Assim, o objetivo fundamental do Reconhecimento de Padrdes e Classificagdo ¢ num
primeiro estagio categorizar este objeto (individuo) segundo suas caracteristicas. A
caracteristica ¢ definida como um vetor de medidas do padrdo a ser classificado. Por
exemplo, quando se deseja distinguir a letra A da letra E ¢ possivel comparar o nimero
de tracos inclinados, horizontais e verticais dos caracteres.

Historicamente as principais abordagens de Reconhecimento de Padrdes sdo a
estatistica e a sintatica (estrutural). Depois, surgiram a tecnologia de Redes Neurais e
também métodos de Programagdo Matematica.

O Reconhecimento de Padroes e Classificacdo, em estatistica, baseia-se na
atribuicdo de classes para individuos através do processo denominado de Analise
Discriminante. Segundo JOHNSON & WICHERN, 1992, p.470, Anélise Discriminante
sdo técnicas multivariadas interessadas com a separacdo de uma colecdo de individuos
distintos e que alocam novos individuos em grupos previamente definidos.

Discriminagdes podem ser feitas através de processos com padrdes conhecidos
(também chamados de supervisionados) e ndo conhecidos (ndo supervisionados). Nos
processos com padrdes conhecidos sdo tomadas amostras de cada padrao e se definem
critérios ou fungdes discriminantes para poder diferencia-los. Nos processos que nao
possuem um padrdo conhecido sdo feitos procedimentos que agrupam os dados em
padrdes que tenham caracteristicas semelhantes (similaridades), chamadas técnicas de

agrupamento (Cluster). Os principais objetivos da Analise Discriminante, descritos por

1A confiabilidade, aqui, é usada como sinénimo de erro padrio.
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HAIR, ANDERSON, TATHAM & BLACK (2005, p.32-33), que podem ajudar a
resolver problemas em pesquisa sao:

- Estabelecer a existéncia de diferencas estatisticas significantes entre os escores médios
de dois ou mais grupos de individuos previamente definidos.

- Indicar quais sdo as variaveis independentes que explicam o méaximo de diferengas
entre os grupos de modo que os grupos possam ser separados tanto quanto for possivel.

- Definir procedimentos para classificar novos individuos em grupos que melhor se
assemelham, com base nos seus escores em um conjunto de variaveis independentes.

- Estabelecer o nimero e a composi¢ao das dimensdes de discriminagdo entre os grupos
formados a partir do conjunto de variaveis independentes.

As técnicas estatisticas de reconhecimento de padrdes e classificagdo tém como
base a estimagdo de fungdes obtidas de observagdes amostrais a partir de algumas
suposi¢oes (independéncia entre varidveis, linearidade de relagdes, igualdade de
variancias, etc.) que resultam em regras que possibilitem a separacdo e alocacdo de
objetos (individuos ou empresas utilizados no contexto desta tese).

Na pratica as duas suposi¢des citadas, freqiientemente, sobrepdem-se e a distingao
entre separacdo e alocacgdo torna-se confusa. Uma funcdo que separa, pode servir como
alocadora (classificadora), e da mesma forma uma regra alocadora, pode sugerir um
procedimento discriminatorio. A terminologia de “discriminar” e “classificar” foi
introduzida por Fischer em 1936 (S. E. FIENBERG apud JOHNSON & WICHERN,

1992 p. 471) no primeiro tratamento moderno dos problemas de separagao.

2.4.2 Conceitos Gerais de Reconhecimento e Classificagao

Com intuito de ilustrar e explicar os conceitos, JOHNSON & WICHERN (1992,
p.481-482), considerou dois grupos em uma cidade, familias proprietarias de certo
equipamento ¢ familias nao-proprietarias desse equipamento. A fim de identificar o
melhor tipo de campanha de vendas, o fabricante do equipamento esta interessado em
classificar familias como futuros compradores do equipamento ou ndo, com base em x;=
renda € x; = tamanho do lote de moradia. Amostras aleatérias de n; = /2 familias

proprietarias e n, = /2 familias ndo-proprietarias produziram os dados abaixo.
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TABELA 4- AMOSTRAS DE FAMILIAS PROPRIETARIAS E NAO PROPRIETARIAS DE
CERTO EQUIPAMENTO COM BASE NA RENDA E TAMANHO DO LOTE DE SUAS
MORADIAS

IT, = Proprietarios I, = Nao Proprietarios

Renda(x;) Tamanho do Lote (x;) | Renda(x;) | Tamanho do Lote (x;)
- s e
s - Ly s e
i e T s T
- . T s
S . T s T
s - [ e R
s o T s T
T, s T e e
s s R e T
i e LY e e
- - S s T
- . g —

FONTE: ADAPTADO DE JOHNSON & WICHERN

41 Familia

O  NaoProp

36 X Prop

31
26
21

Renda

[m]

16
11

=T
[\

1'0 1'1
Tamanho do Lote

|
oo }
O

FONTE: ADAPTADO DE JOHNSON & WICHERN

FIGURA 12- GRAFICO DAS AMOSTRAS DE FAMILIAS
PROPRIETARIAS E NAO-PROPRIETARIAS
COM BASE NA RENDA E TAMANHO DOS
LOTES DE SUAS MORADIAS
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O grafico da Figura 12 mostra que os proprietarios tendem a ter maiores rendas e
também maiores lotes, porém renda parece discriminar melhor que lote. Existe uma
regido onde os grupos se misturam que conseqiientemente ird gerar classificagdes erradas,
assim pode-se criar uma regra (regides R; € R;) que minimize a chance de classificacdes
erradas. Além disso, pode existir um grupo ou populagdo com maior probabilidade de
ocorréncia do que de o outro. Uma regra de classificacdo o6tima deve levar em conta estas
duas possibilidades, isto €, as probabilidades de ocorréncia “a priori” e o custo de
classificacao errada (classificar um individuo em /7, quando na verdade ele pertencente a
1T, pode representar um erro mais sério do que classificar em 7/ quando o individuo
pertencente a /7;).

Sejam as funcdes densidade de probabilidade f;(x) e f>(x) associadas ao vetor
aleatorio X de dimensao p (nimero de varidveis analisadas) das populagcdes /7; € 7D,
respectivamente. Um individuo, com as medidas x, deve ser reconhecido como de /7; ou
de 7. Seja 2 o espaco amostral, isto €, o conjunto de todas as possiveis observacdes x .
Considerando R; o conjunto de valores x para os quais se classifica o individuo como 77,

e R, = - R; os remanescentes valores x para os quais se classifica os individuos como

IDh. Os conjuntos R; e R, sdao mutuamente exclusivos. Supondo p igual a 2, pode-se

visualizar isto na Figura 13 que segue.

iy

11

Q=11 JIL,

v

X1

FONTE: A AUTORA

FIGURA 13- REGIOES DE CLASSIFICACAO PARA DUAS POPULACOES
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A probabilidade de classificar um individuo em /7, quando na verdade ele ¢ de 77,
¢ um probabilidade condicional dada por:

P(2|1)=P(XeR,|I1,)={, . fi(x)dx (207)

Da mesma analoga a probabilidade de classificar um individuo em /7; quando na
verdade ele é de 7/, sera:

P(112)=P(X eR,|11,)=], f.(x)dx (208)

Assim, P(2|1) representa o volume formado pela f.d.p. f;(x ) na regido R,. Se o

caso fosse univariado, isto €, p = I (uma variavel sendo observada) poderia ser observado

como mostra a Figura 14 a seguir.

POR) = J £ (x)dx

P2l = J £ (x)dx

fi(x)

Rj R;

Classificado como 7 Classificado como 72

FONTE: ADAPTADO DE JOHNSON & WICHERN
FIGURA 14- CLASSIFICACAO DAS REGIOES PARA DUAS POPULACOES

2.4.2.1 Custo esperado de erro de classificagao (ECM)

Seja p; a probabilidade “a priori” de 11, e p, a probabilidade “a priori” de IL,
onde p; + p> = 1. As probabilidades de reconhecer corretamente ou incorretamente sao
dadas por:

P(X e I1; e é reconhecido corretamente como /7)) = P(X € R;| IT).P(I1;) = P(1|1)p;

P(X e Il e é reconhecido incorretamente como /7)) = P(X € R,| I).P(IL) = P(1|2)p;

P(X e I e é reconhecido corretamente como /) = P(X € Ry| Ih).P(I1) = P(2|2)p;
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P(X e I1; e é reconhecido incorretamente como /) = P(X € R,| I1).P(11;) = P(2|1)p,

As regras de classificacdo geralmente sdo avaliadas em termos destas
probabilidades, mas ignora o custo de erro de classificacdo o que pode em alguns casos

causar problemas. A Tabela 5 representa uma matriz de custo de reconhecimento.

TABELA 5- MATRIZ DO CUSTO DE CLASSIFICACAO

Classificado como:

Especificacao
11 11
1, 0 c(2[1)
Populacio verdadeira
17 c(1|12) 0

FONTE: ADAPTADO DE JOHNSON & WICHERN

Um bom procedimento seria fazer com, a média, ou o custo esperado de erro de
classificacio ECM (Expected Cost of Misclassification), que ¢ dado pela soma dos
produtos dos elementos fora da diagonal principal pelas respectivas probabilidades, seja
minimo.

ECM = c2|DP2|1)p(1) + c(1|12)P(112)p(2) (209)
Resultado 1:

As regides /1) e I, que minimizam o ECM sao definidas pelos valores de x tal

que valem as desigualdades:

7, < Jifx) Z[C(””H&} (210)
fo(x) Le(2]1)] | pl
Razdo das Razdo dos Razdo das
denszdades custos probabilidades a priori
7, =5 [cmz)} {p_} a1
f(x) Le(211)] [ pl
Razdo das Razdo dos Razao das
densidades custos probabilidades a priori

Sendo,
ECM = c(21)P(2ll)p, + c(112)P(112)p,
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ECM =c(2|1)p, [ f,(x)dx+c(1]2)p, [ f,(x)dx

11, 11,

e como Q =T1; u I, tem-se:

I=[fi(x)dx=[fi(x)dx+ [f,(x)dx

pode—se €SCrever:

ECM =c(2] z)p{l - [ (z)dz} +c(112)p, [ fr(x)dx (212)
e das propriedades de integral (volume)
ECM = [[c(1|2)p,fo(x) (2| 1)p,f (x)]dx+c(2|1)p, (213)

e p1, p2, ¢(112), e c¢(2|1) sdo ndo-negativos, ¢ ainda f;(x) e f>(x) como também sdo
nao-negativos e sdo as unicas quantidades de ECM que dependem de x. Assim ECM ¢
minimizado se /7; inclui esses valores x tal que /c(1|2) p2fo(x) - cC|1) pi fi(x)] <0e¢

exclui aqueles para os quais esta quantidade € positiva. Isto ¢, /7; deve ser o conjunto de

pontos tal que:

fi(x) | e(112) || p,
c(112) p2fo(x) <c(2]1) p1fi(x) = 2 — (214)
fa(x) [e(2]1) ] pl
e dado que 7% é o complemento de /7, em (2, /1, deve ser o conjunto de pontos x para os
quais:
fi(x) _ {cmz)}{& } (215)
fo(x) Le(211) ] pl
Casos Especiais de Regides de ECM:
a) Probabilidades “a priori” iguais: P2y
b
g d12) L) e(112) 216
fo(x) e(2]1) fo(x) e(2]1)
b) Custos de erro de reconhecimento iguais: cl?) =1
c(2|1)
I_fl(z)>&, g LX) _ps 217)

S f(x) p, T fi(x) b
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c) Probabilidades a priori iguais e custos de reconhecimento errado iguais:

&:C(UZ):]OU&: 1

p, <«(2]1) p, <(112)/c(2]1)

HIZMZI; H2=M<] (218)
Sfo(x) fr(x)

Obs: 1) Quando as probabilidades a priori sdo desconhecidas, elas sdo freqlientemente
tomadas como iguais (0,5) e a razdo das fungdes densidade de probabilidade
(f.d.p’s) € comparada com a razdo de custos de reconhecimento errado.

2) Se arazdo de custo de reconhecimento errado € indeterminada, ela ¢ usualmente
tomada como 1 e a razdo das f.d.p’s € comparada com a razao de probabilidades
a priori.

3) Finalmente, quando ambas: razdes das probabilidades a priori e razdes de
custos sdo unitarios ou uma razao ¢ reciproca do outro, entdo as regides de
reconhecimento (classificagdo) oOtimo sdo determinadas comparando-se os
valores das f.d.p’s.

Assim, se x, ¢ uma nova observagdo e fi(x,)/f>(x,) =1 = fi(x,) = fo(x,),

assumimos que x, € /7.

2.4.2.2. Probabilidade total de erro de classificagao

Outro critério, além do ECM (Expected Cost of Misclassification), pode ser usado
para construir procedimentos 6timos. Assim, pode-se ignorar o custo de classificagdo
errada ¢ escolher R; e R, que minimizam a probabilidade total de erro de classificacao
denominado de TPM (Total Probability of Misclassification).

TPM = P(x €11, e é classificada errada) + P(x €Il e é classificada errada)

TPM =p, [f,(x)dx +p, [ f,(x)dx

RZ Rl
Matematicamente, isto ¢ equivalente a minimizar ECM quando os custos de

classificacdo errada sdo iguais. Assim, podemos alocar uma nova observagdo x, para a

populacdo com a maior probabilidade “a posteriori” P(I1| x,), onde
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P(I1, ocorreeobserva-sex,)

P(II,|x,)=
(11,|x,) P(observa-sex,)

_ P(observa-sex,|I1,)P(11,) _
P(observa-sex,|I1,)p(I1,)+ P(observa-sex,|I1,)p(Il,)

_ pifi(%) (219)
pJfI(E()) + pzfz(ﬁ())
e P(II,|x,)=1-P(II,|x,)=— P2/ A%) (220)

pifi(xg)+ Pofo(x,)

A regra de classificagdo ¢ dada por:

- classifica-se x,em /7; quando P(11;| x,) > P(IL| x,)

- classifica-se x,em /1 quando P(11;| x,) < P(IL| x, ).

2.4.3 Reconhecimento e Classificacdo para Duas Populagdes
2.4.3.1 Fungdo de classificagio de Anderson — populacdes gaussianas ¢ matrizes de

correlagdo iguais.

Para o caso de duas populagdes gaussianas multivariadas assume-se que f;(x) e
f>(x ) sdo suas respectivas fun¢des densidades multivariadas, onde a primeira com vetor

de média x e matriz de varidncia 2 e a segunda com u,.e 22, entdo supondo 2j= 2> =
2'e a regra de classificacdo ¢ feita com base no critério ECM.
Seja X =/X;, X,, ..., X, ] para populacdes /7, e I e
1 I \ .y .
fi(x) ———exp ——(g—,u_)z (z—,u_) parai=1,2 (221)
P 1L 2 —i —i
(27[)2 |Z|2
Suponha que os parametros 77; e /1> e 2, sdo conhecidos, tem-se as regides de

minimo ECM.
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1
eXp{—(z—gl)'E“ (z—gl)}
e S (2,,)/ e L2

fz(x) 1 [ 1 1yl j|
P — () 2 (x—py)
@n)|5): 2

o2l V2 b e f e 2 e )2 0D 2]

e e o e SN el PR B ] FE e

O procedimento de reconhecimento que minimiza ECM ¢ obtido ap6s logaritmar e
fazer algumas simplificagdes na expressdo acima e ¢ dado por:

- reconhecer x, como sendo de /7; se :

(RTR DRE I AN Dl PR ey Ki{%}(ﬁ—ﬂ (224)

ou como sendo de /D se:

(o, =0, )= 5y =S - )2, )<ln{[§(%ﬁ—ﬂ (225)

Em situagdes em que p i=1,2 sdo desconhecidas e 2 também, a regra deve ser
—_1

modificada. A regra do ECM minimo para duas populacdes normais (regra amostral) ¢

dada por:

Alocar x, em 17y s¢ (,-5.)'S, v, ~ (%, - .}, (5, +3 )>In{cg m[ﬂ

Alocar x, em I se (Zz —Zz)S;]’_‘o _é@] —Xz)'S: (Zz +Zz)< ln{C(l | 2)}{&}

c(211)

O primeiro termo da regra de classificacdo e reconhecimento, (Z =X, )’ S;I x,¢éa

fungdo linear obtida por Fisher que maximiza a variabilidade univariada entre as amostras

relativamente & variabilidade dentro das amostras. A expressdao inteira
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N N S ,
W=(z1—z275,,’z—3(11—zz)’Sp’(L+zz)=(z1—zz)’Sp’[z—E(ﬁﬁﬁz)] é

conhecida como Fungao de Classificagao de Anderson.

2.4.3.2. Classifica¢do quadratica — populagdes ndo necessariamente gaussianas e matrizes

de correlagdo diferentes.

No caso de duas populagdes com variancias diferentes (2; = 2>), tem-se segundo
JOHNSON & WICHERN (1992, p.492-493) a Classificacao Quadratica.

Sejam as matrizes de covariancia 2 para x € I7; e X, para x € I onde 222>,
as regras de reconhecimento de padrdes tornam-se mais complicadas.

Entdo para x~N,(u.2,), i=12 tem-se que pu #u eX #2,. A

probabilidade total de erro de classificagdo (TPM) e o custo esperado de erro de

fi(x)

X

}ou, equivalentemente,
202

classificacdo dependem da razdo das fungdes densidades [

szﬂ —inlf ()]~ nlf ()]

do logaritmo das razdes das densidades Zn[
2V =

Sejam as populacdes /7; e /1, descritas por densidades normais multivariadas

N, ( E},Z JeN,( H 2,2 ,) . Entdo a regra de reconhecimento que minimiza o ECM é

dada por:

1 (e "t e c(112) | p,
R N HE ) R Wb E S ) MR IKO—\UL_H (226)

2l 1 '
onde k——lnuZ D @ z) H, —H, z ﬁz)

._l, -1 N1 ' -1 _ oy - M £
11,025 oS =T ey (2 a2 <Z”Hc(2|1)](plﬂ e

Na pratica, a regra de reconhecimento estabelecida ¢ implementada substituindo-

se os parametros u , 1,2 e X, pelas suas estimativas X ,,X,,5,eS,, tal que:
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Alocamos x, em /7, se:
| S SR 112
et o(S1 ! _521)50 + (&IS1 ! —zz'szl)io —k> l{(i&%}(%ﬂ (228)
Alocamos x, em /7 se:

L (s =8 )+ S -5 5 )y —k < lan(lp)][&ﬂ (229)

7%

2.4.3.3. Método discriminante linear de Fischer — populagdes niao necessariamente

gaussianas e matrizes de covariancias iguais

Sejam p variaveis aleatdrias associadas a um vetor E(K /1T 2): U,, onde as

observacdes de valores de X diferem de uma populacao /7; para outra /5. Considerem-se
os valores da primeira classe como sendo a populagdo de X valores para I1; e para a
segunda classe com populacdo de X valores para /5. Entdo, descrevem-se fungdes
densidades de probabilidade f, (1) e f, (g) para as duas populagdes .

A idéia de Fisher, segundo JOHNSON & WICHERN (1992, p.471), era a

transformacao de observagdes multivariadas x para observagdes univariadas Y, e que uma
das fungdes Y derivadas das populacdes /7; € /1> sejam tdo separaveis quanto possivel.

Fisher sugeriu que os valores de ) sejam combinagdes lineares, pois estas sdo

fungoes de facil manuseio matematico.

Definindo #;, a média da combinag@o linear de x pertencente a /7; € (i, a ID,
Fisher selecionou as combinagdes lineares que maximizam a distancia (quadratica) entre
M, e M, relativa a variabilidade dos valores de Y.

Seja Y a combinacao linear de X dado por ¥ =/'X onde /'corresponde ao vetor

de coeficientes.

Tem-se que:
My, =E(Y/IT,)=E(¢' X/IT,)= ' E(X/1T,) (230)
My, =E(Y/IT,)=E(C' X/IT,)='E(X/1T,) 231)

96



fazendo:

E(X/IT,)=p,
e E(X/1T,)=p
tem-se
My =lp, (232)
ty =Ly, (233)
A matriz de covariancia considerada a mesma para as duas populacdes ¢ dada por:
ol =Var(t' X)={'Cov(X)L=0'3 ¢ (234)
onde
S=E-u Nx-u) iz12 (235)

A melhor combinacao linear ¢ obtida da razdo entre o quadrado da distancia entre

as médias e a variancia de Y assim:

(ﬂlY‘/v‘zY)Z:(g'ﬁl_E,’t_lz)z (H 'UX/_J 'u r'é )

oy DY DY E’ZE

(236)

onde o ¢ o vetor de diferenga dos valores médios, isto é:
o= (ﬁz N ﬁz)

Note que a matriz 69'= @1 - EZX/L - gz) contém os quadrados dos produtos

cruzados dos diferentes componentes entre as médias das populacdes /7, ¢ 7h.

Os coeficientes da combinagdo linear de Fisher /'= [f oyl pJ sdo aqueles que

L s (o)
maximizam a razao
DY
t=cx'8=cxu,-pu,) para c=0 (237)

Escolhendo ¢ =/ obtem-se:

Y=rX=(u —p )" X (238)
que ¢ conhecida como Fungdo Discriminante Linear de Fisher ¢ o maximo da razdo ¢

obtido por:
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MAX =2l =5y (239)

Sendo a matriz de covariancia uma matriz positiva definida, a prova da
maximiza¢do da razdo ¢ feita aplicando a Lemma da Maximizacdo, baseado na
desigualdade de Cauchy-Schwarz (JOHNSON & WICHERN, 1992, p.473).

A Fungdo Linear Discriminante converte as populagdes /7, ¢ /L, que sdo
multivariadas em populagdes univaridadas de maneira que as médias das populagdes

univariadas correspondentes sdo separadas tanto quanto possivel.
A equagdo Y = @1 —H, )Z’I X também pode ser empregada como um dispositivo
de classificacdo (classificador). Para alocar uma nova observacdo X,, tem-se

Y, = @1 — 4, )Z” X, como o valor da fun¢do discriminante e ainda:

m:%(/‘w +;U2Y):%(£';U1 +£':Uz)

ou

=l )5 ) a0

que ¢ o ponto médio entre as duas médias populacionais univariadas. Assim pode-se

mostrar que:
E(Y,/1)-m>0 e  E(Y,/I1,)-m<0 (241)
Desta maneira se X, for oriundo de /7;, a esperanga de Y, € maior ou igual ao
ponto médio. Caso X, for oriundo de /1, a esperanga de Y, ¢ menor que o ponto médio.
Entdo, a regra de classificacao ¢ dada por:
alocar X, em [, se Y, =@1—£2)’10 >m
ou
alocar X, em /L se Y, =@1—£2)'£0 <m

Sabendo-se que as quantidades populacionais sdo raramente conhecidas, a regra
acima ndo pode ser implementada a ndo ser que /e m possam ser estimados por

observagdes que ja tenham sido corretamente classificadas.
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Suponha que se tenha n, observacdes da varidvel aleatoria multivariada X, de
I1; e n, observagdes de /1. Os vetores de dados respectivos a /7; e /1, sdo:
11'2 lXJI’X]2""’X1n1J
12,: lel’X22""’X2n2J

Para estes dados, os vetores amostrais de médias e as matrizes amostrais de

covariancia sao dadas por:

X = qu
ny j=1
Ji n, ’
S, = ]Z(XU—X])(XI, x])
ny =1 j=1
_ J
X, Z_szj'
n, j=1
1 ny ’
S, = Z(xzj X szj _EZ)
I’l2 —Ij:]

Como foi assumido que as populagdes tém a mesma matriz de covariancia 2. , as
matrizes de covariancia S, e §, podem entdo ser combinadas para se obter uma Unica

estimativa ndo tendenciosa de 2., dada pela matriz de covariancia conjunta:

S = (n, = 1)S, +(”2 _I)Sz
‘ (n, +n,-2)

Substituindo as quantidades x , 4, e X por respectivamente, X,, X, € S, tem-
se que a Fun¢do Discriminante Linear Amostral de Fisher para duas populagdes ¢ dada
por:

y=lx=(-5,)8"x (242)

A estimativa do ponto médio entre duas médias amostrais univariadas,

Vi :Z'ZJ e ¥, :EZ2 ¢ dada por:
1 1

=5, -7.) =5 & -5 57, +5.) (24)

E aregra de classificacdo mostra que se deve:

- alocar x, em /7 se:
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Yo =(§1 _zz)lsglﬁo >m ou Yo -m=0
- alocar x, em 77 se:
Yy —m<0
2.4.3.4. Regressao logistica: modelo para variaveis dicotomicas.

2.4.3.4.1. Introdugado

A regressao logistica, consiste em relacionar, através de um modelo, uma variével
resposta Y, dicotdmica, com os fatores (X;, X,..., X,.;) que influenciam as ocorréncias de
determinado evento. Por exemplo, em um estudo para se quantificar a influéncia de certos
fatores na ocorréncia de doengas do figado (colestase), a varidvel resposta Y serd
dicotomica, isto €, presenca de cancer (Y=1) ou presenca de calculo (Y=0) e os fatores
serdo, por exemplo, x; = bilirrubina total, x, = fosfatase alcalina, etc. Os fatores sdo as
covariaveis do modelo e correspondem aos niveis quantitativos obtidos nos exames
bioquimicos, etc. (CHAVES NETO, 2004 p.61-64).

Quando a varidvel resposta ¢ dicotdmica (Y = / ou 0) o Modelo Linear Geral ndo
deve ser aplicado principalmente por duas razdes:

1. produziré valores fora do intervalo [0,1]

2. as variancias das observagdes nao serao constantes
2.4.3.4.2. Modelo logistico linear simples

Seja o modelo linear logistico simples (uma covaridvel) derivado da fungdo
matematica chamada de sigmoide

1
I+e™’

f(y)= yeR. (244)

que varia monotonicamente de 0 a 1 a medida que y cresce, sendo simétrica em torno de
y=1/2.
E claro que:

ey

Y E— (245)
I+e

1+e’
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e ainda a transformac¢do LOGIT f(y)= l”{%} - ln{%}

1 1 1 I1+e” -1
LOGIT =1 1- =1
J() n{]+ey /( I+e™ )} n[1+ey/ I+e™” }

:m[ I, e }:—ln(1+ey)—(—y)—(—ln(]+ey))

I+e” 1+e”

=—In(l+e” )+y+n(l+e” )=y (246)

Entdo, impondo um Modelo de regressao logistico linear para estimar P(Y=1) =
p(x) (tratando o caso linear simples, somente com uma variavel explicativa), tem-se o
modelo dado por:
LOGIT p(x) = u= Sy + [ix que € 0 n0sso y.

A aplicagdo desse modelo para x = 0 resulta:

Bo+B0 By ey

= da forma
+ePl [y e I+e’

e e

P(0)=P(Y=1|x=0)=- (247)

2.4.3.4.3. Modelo logistico linear multiplo

Quando o interesse esta em se estabelecer a relagdo entre a variavel resposta Y e as
diversas covariaveis (varidveis explicativas) X;, X>,...,.X,.; que podem representar fatores
de interesse, 0 modelo logistico linear multiplo tem a forma:

LOGITp(x) = o+ Bixi + Pox2+ och BoiXpr = 1
ou
u u 1
p(x)=p(x;,x,,..x,,)=e"/(1+e ):m (248)
onde u= o+ Pix; + Poxo + .ot Boixp = 5'@.
O método de estimacdo de s mais indicado, segundo MARQUES & LIMA

(2002, p.55) ¢ o estimador de maxima verossimilhanga através do método de Levenberg-
Marquart. Este método aplica-se nos extremos dos métodos de Newton e do gradiente,

isto ¢, utiliza gradiente quando se estd longe do minimo e distante da solu¢do caso

101



contrario usa o método de Newton. Combina os dois métodos através da alteracdo dos
elementos da diagonal principal da matriz hessiana. O processo € iterativo e sera
finalizado quando dois critérios de parada sdo satisfeitos. O primeiro € obtido analisando-
se as derivadas parciais da fun¢do de logverossimilhanca, sendo que a soma dos valores
observados deve ser igual a soma dos valores estimados. O segundo esta relacionado com
o fato de que uma nova solugdo ndao deve ser alterada no valor da funcdo de
logverossimilhanga.

Estimados os parametros a regra de classificagdo ¢ dada a seguir.

Seja duas populacdes /7, e I, a probabilidade de um individuo pertencer a 77; ¢

P(Y=0)=1-p(x) ea IL ¢ P(Y=1)= p(x). A alocagdo de um novo individuo podera ser
feita calculando y, =x, é e determinando a funcdo distribui¢do da logistica, obtem-se

probabilidade dada por
1
p(xy)=——— (249)
(I1+e™)

que corresponde um valor entre 0 e 1. Portanto a regra de alocagdo ¢ dada por:

- para p(x,)=<0,5 alocar o individuo em 77; (Y=0)

- para p(x,)> 0,5 alocar o individuo em 71 (Y=1)

2.4.4. Reconhecimento e Classifica¢do para Varias Populagoes.

2.4.4.1. Introdugao

Segundo CHAVES NETO (2003, p.43), a generalizacio de procedimentos
estatisticos de reconhecimento de padrdes classificagdo, na teoria, de 2 ou g > 2 grupos €
direta. Contudo, ndo se conhece muito sobre as propriedades das funcdes amostrais e em
particular, suas taxas de erro nao foram totalmente investigadas.

A robustez da funcdo de reconhecimento de padrdes linear para 2 grupos, por
exemplo, em matrizes de covariancias diferentes e distribuicdes ndo-normais pode ser
estudada através de experimentos gerados por meio de computador. Para mais que duas

populagdes esta abordagem nao leva a conclusdes gerais, porque as propriedades
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dependem de onde os grupos estdo localizados e existem muitas configuracdes para

serem estudadas convenientemente.

2.44.2 Método de maxima verossimilhanga para varias populagdes — populagdes

gaussianas e matrizes de covariancias diferentes

O desenvolvimento do método deriva da fun¢do penalidade, que avalia as
decisdes incorretas (MULLER, 1997, p.14).

Seja x um vetor de varidveis aleatorias pertencentes a uma classe /7 (no caso
cores); p(x/77,) a probabilidade condicional de x ocorrer nessa classe (ou populagio) e
p(]Y k) a probabilidade "a priori" da classe.

Entao, ﬂ(i/k)é a funcdo perda, fungdo penalidade que designa a perda de
alocagdo na classe /7 quando de fato A (i/k) pertence a 77, . Sendo, A (i/k)uma variavel
do tipo dicotdmica, temos:

0 ,i=k

/l(i/k)={1 ok ik=12-m

Determinando-se a média de A (i/k) e considerando todas as possibilidades de 77,

obtem-se a perda média condicional apresentada abaixo para o caso multivariado, onde

foi aplicado a esta variavel aleatoria discreta a defini¢dao de esperanga matematica.

L. (17)= 3,2 k)17, /)
ik

(250)

Esta fun¢do se refere a uma perda acumulada decorrente de valores observados de
x que venham de algumas das classes avaliadas, de maneira que se pode relacionar as
fungdes de perda avaliadas de todas as classes para a classe /7. Entdo, a regra de decisao
que minimiza a perda média condicional é chamada de "Classificador Otimo",
"Classificador Bayesiano" (MOIKE,1980) ou "Otimizacao de Bayes" (RICHARDS;1986)
autores citados em MULLER (1997, p.15) dada por:
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xell, se L(x,/7,)<L(x,77,) V¥V k=1,2,--,m
i=1,2,.,m (251)
k#i
Geralmente, p(/7, /x) ¢é dita probabilidade "a posteriori" e pode-se determina-la

em termos das fungdes distribuicio de probabilidade das classes p(x//7,), utilizando o

Teorema de Bayes como segue:

p(17,/x)=2 /17, )17, (252)

plx)

Aplicando o teorema acima na equagao da perda média condicional tem-se:

pl ki:l i/k). p(x/11,). p(11,) (253)
fazendo: 7
)= 34 G6). e/ 11, p(11,) (254)
fica-se com a expressdo:
L(7)=— 1 (1) (255)

Dado que p(g) ¢ comum para todas as classes, a decisdo pode ser tomada

somente com base em / (17 ; ) .
Para este caso pode-se definir a fun¢do de perda como A (z/ k) =/-0, com 6, =1

e 6, com i#k.Assim pode-se expressar:
)= plx/1T,)p Z -p(x/11,).p(11,) (256)
k=1

sabendo ser : p(x)= Z p(x/11,).p(171,), pelo teorema da probabilidade total e fazendo:

g(x)= Z .plx/17,).p(17,) tem-se que:

0.(17,)= p(x)-g(x)
Novamente, pode-se retirar a probabilidade p(g) comum para todas as classes nao

afetando na classificacdo, fica-se com a igualdade:

104



Ex(Hi):_gi(l)
Sabendo-se que ﬁx(Hi) procede da expressao LX(Hi)e que representa a perda
média condicional, assim o sinal negativo da expressdo acima nos indica que quanto

maior for g,(x) menor sera a perda, entio:
xell, se g(x)>g,(x) Vo j#i (257)
E conveniente, segundo MULLER (1997, p. 16), fazer 6, =&, que ¢ a fungdo

delta de Kroneker definida por:

5 1 para i=k
* o para i+k (258)

Nestas condi¢des a expressdo de g, (x) fica:

g(x)= pla/17,)p(11,) (259)

e a regra de decisdo é:
xell, se plx/11)p(11,)> plx/r7,)plrz,) v j=i (260)
Esta regra é mais aceitivel desde que p(x//7,) sejam conhecidos através do

treinamento dos dados.
Assumindo que as distribui¢des de probabilidade de cada classe sdo da forma

gaussiana multivariada, tem-se que:

£ [ et Yyle-u 520 @

Onde u, e 2., sdo respectivamente o vetor médio ¢ a matriz de covariancia dos

plx/17)= (22)

dados da classe /7, que geralmente sdo desconhecidos, entdo a partir de uma amostra de

tamanho n, da populacdo /7 pode-se obter as respectivas estimativas :

f=—Sx (262)

S, =226, — % )x, - %)) (263)

Ainda, sabendo ser o resultado —%ln(ZH ) comum para todos g,(x), tem-se a

expressao:
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g (x)=tnpl(11,) -2 nls |-~ (-5, (%)) (264)
Como p(H ,.) ¢ suposta desconhecida, assume-se que todas as classes tenham

igual probabilidade de ocorrer; pode-se entdo retirar esse fator, o que resultara em mais
um fator comum a ser eliminado (17), pois estes ndo afetam na decisdo para a

classificacdo. Assim a funcdo discriminante amostral de méxima verossimilhanga ¢ dada

por:

gi(ﬁ):_ln|Si|_()_C_Zi),S‘il()_c_)_C‘) (265)

1

E a regra de decisdo fica:

x e I se -S|-(x-%) 8 (x-%)>-bs|-(-%,) 5 (x-X)  (266)

i —J J

2.4.4.3 M¢étodo linear de Fisher para varias populagdes — populagdes nao necessariamente

gaussianas e matrizes de covariancias iguais

O método discriminante de Fisher para vérias populagdes ¢ uma extensdo do
mesmo método para duas populagdes. Portanto, esta regra pode ser estendida para varias
populacdes que niao necessariamente tenham a mesma distribuicdo de probabilidade,

entretanto necessita-se da suposicdo de que as matrizes das diversas populacdes sejam
iguais; isto €, X, =2,=...=2X =2,
Seja z o vetor médio combinado dos grupos e B, a soma dos produtos cruzados

"entre" os grupos populacionais, tais que:

1 g
> (267)
ga

B, = i@i _EX'Z' _E)’ (268)

onde se considera a combinagdo linear ¥ = /' X e obtem-se o valor esperado que se

=

segue:

E(Y)=0E(X/T)="{u,

—1

(269)

para a populagdo /7 e a variancia:

106



Var(Y)=1'Cov(X )0 = 0'Y¢ (270)
para todas as populagdes

Entdo, a média global para todas as populagdes ¢ dada por:

g 1 g _

Dby =—>lpu=l'" 71)
e a razao entre a soma dos quadrados das distancias de todas as populagdes para a média
global de Y e a variancia de Y ¢ dada por:

g N 2 g , — , g . __r
S-m) Slew-rat o(Sb-ale-al)

_ =l

- Y Y DY,

1

(272)

Essa razdo mede a variabilidade "entre" os grupos de valores relativos ¥ com a

variabilidade comum "dentro" dos grupos.

Analogamente para o caso de 2 populacdes, pode-se selecionar / para maximizar
a razdo acima. Para tanto é conveniente normalizar ¢ de tal maneira que ('2./ =1.

Seja A, 24,>2..24, >0,talque s< min(g —],p) autovalores nao nulos de
>"'B, € ¢,e,,...e, osautovetores correspondentes normalizados, tal que ¢'>e=1.

Entdo o vetor dos coeficientes / que maximiza a razao:

¢ So -k 5 |

Bl _ Ll
[ N

(273)

¢ dado por /, =¢,. A combinagdo linear /| X ¢ chamada de 1°.discriminante.O valor

/, =e, maximiza a razdo anterior, sujeito a covaridncia Cov(f’1 X0, X ):O e a

combinagdo linear /', X ¢ chamada de 2o.discriminante. Continuando, tem-se que

/, =e, maximiza a razio sujeita a Cov(¢, X,/ X)=0, para todo i<k. Aqui

1 1
Zé Z/ =2, é chamado de k-ésimo determinante e para todos os discriminante a

variancia ¢ igual a unidade.
A prova desse resultado ¢ dado pelo Teorema da Decomposi¢ao Espectral, onde

temos que 2. = P'AP onde P ¢ o vetor de autovalores e /A ¢é uma matriz diagonal com

elementos positivos, /1,- .
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Sabendo que :
Z_% = P'/l_% P
¢ uma matriz raiz quadrada simétrica e que sua inversa ¢ dada por:
> 2= pAip
satisfaz as propriedades,
D YED NENS
IDVED WLV WD
EIDYRED YREIS Y
Fazendo a= Z% / entdo:

da=03"Y" =050

a'zf% BO 27% a= glz% 27% BO 27% Z%ﬁ — £!30£
Conseqiientemente, o problema se reduz a maximizagao expressa em a:

a’z_% B, Z_% a

a'a

(274)

Pelo teorema de maximizagdo de formas quadraticas para pontos em uma unidade

esférica, tem-se 0 maximo da razdo em A, que é o maior autovalor de Z_% B, Z_% :
Este méximo ocorre quando a = e, ,0 autovetor normalizado associado com A , . Porque
se:

€ =a :Z%& = :Z%Ql

entao:

Varlt, X)= 0,50, = ¢/ S22y e = ¢, X2 5 5 e = ¢e =1

a’z_% B, Z_% a

Sabendo-se ser a perpendicular a e, e que maximiza a razdo -
a'a

Entdo quando a = e, este serd o autovetor normalizado correspondente para A4, . Assim:
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b= Z% 5}
Coll, X.0,X)= 1,30, =¢, X 5 e, = e, =0
desde que e, Le,.

Similarmente teremos Var(ﬁ'z) =0,2!0,=¢€,e,=1 e continuando neste mesmo

a'zf% B, 27% a

raciocinio temos que @ =e¢, maximiza a razdo - sendo
a'a
-y )
ale,e, e, ¢ L, =2 "%e, satisfaz:
_1 1 0 sei<k
Cov(t! X0 X)=0/ %0 =" LYY e =¢ e = _
- - -0 T - T 1 sei=k

X 1 1
Entdo, se 4 e e sdo respectivamente autovalores e autovetores de ZA B, Zé

,tem-se:
_1 _1
S B Y Pe=ie
- : -l
e multiplicando os dois termos por 2. /2 fica:
-1 -1 _1 _1
sHs g shem 15,
5 -1 Vg st
Entdo, > B, tem os mesmos autovalores que 2 7?B,> 72, mas os
_1
correspondentes autovetores sdo proporcionais a 2. %2 e =/, como se afirmou.

Assim, ('> /= g’Z_% ZZ_% e=¢ee=1 e as combinagdes lineares
0 X0 X, 0" X, correspondem a autovalores ndo nulos de Y.~ B,, formando uma
série de discriminantes com :
Var(t X)=1
Cov(t" X,0', X)=0 para i#k
Sabendo que u e 2. sdo geralmente desconhecidos, pode-se entdo treinar uma

série de observacdes corretamente classificadas. Supondo ser a série treinada uma

amostra aleatoria de tamanho n; da populagdo /7, onde i=12,..,g , tem-se o vetor de

média amostral ¢ dado por:
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e o vetor de média global ¢ definido abaixo, oriundo do vetor médio obtido de todas as

observacdes de uma série treinada.

A matriz B, que corresponde a matriz soma dos produtos cruzados "entre" os

grupos populacionais pode ser estimada por:

B, = (x - 5Nz, - x)

i=1

!

A estimativa de 2, se baseia na matriz de soma dos produtos cruzados "dentro"

dos grupos amostrais apresentada abaixo, onde S, € a matriz de covariancia de cada

grupo:
g g ’
w=>(n-1)S, = ZZ(XU —gi)(xij _L)
i=1 i=l j=1
Entdo a estimativa de >, chamada de matriz de covariancia conjunta ¢ dada por:
o w
Z = SL‘ p—
(nl +n,+..+n, —g)
| : R
Tendo em vista que o mesmo / que maximiza s também maximiza
Z’éoz 5 L ~ L 5
Tk entdo se pode apresentar a otimizacdo de /' na forma de autovetores, e, de
W™ B, porque se W'B,é=1¢ entdo
S'B,é = /i(n1 +n,+..+n, —g).é
Portanto o discriminante amostral de Fisher para varias populagdes pode ser
definido como:
0s

Seja A.,,A.,,+-,A.. >0 os autovalores nio nulos de W'B, e é,,é,,,¢é,
correspondentes autovetores.
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Entdo, o vetor de coeficientes ¢ que maximiza a razao

¢ dado por

l,=¢, e a combinagdo linear /| x =¢,x ¢é chamada de 1°. Discriminante Amostral;

!, =¢, produz o 2°.Discriminante Amostral /', x =¢,x, generalizando tem-se que

A

U x =¢é,x ¢é o k-ésimo Discriminante Amostral para k <s.

O resultado fornece subsidios para classificar novos valores a partir do calculo das
distancias euclidianas entre o valor da fungdo discriminante no ponto selecionado e os
valores das fungdes discriminantes dos valores médios dos grupos (populagdes), entdo a
populacdo escolhida ¢ a que tenha menor distancia. Para tanto, segue a regra:

Alocar x na populagao I se:

r

0, —yk,-)z =Z[@'_,» (zf—ick)]z SZ:[?’_/ (zc—iq)]z v izk (275)

J=1

onde: y,=L,x e Yy =L;X, comr<s

2.44.4 Mcétodo distancia minima — populacdes nao necessariamente gaussianas €

matrizes de covariancias iguais

O método de distancia minima classifica um individuo de uma classe em

particular com base na classe de média mais proxima.

Este método ¢ um caso particular do método de maxima verossimilhanga descrito
na se¢do 2.3.4.1, este considera as matrizes de covariancia de todas as classes como

diagonais e iguais e ainda as varidncias de cada componente como idénticas ou

relativamente proximas, assim tem-se que:
Y. =01 para o caso populacional
1
S, =51 para o caso amostral
onde: >, = matriz de covariancia populacional da classe i
S, = matriz de covariancia amostral da classe 1
o’ = variancia populacional

S? = variancia amostral
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I = matriz identidade

Dada a fungao discriminante de maxima verossimilhanga amostral tem-se:
&)= —hnls|-(x-5) 5 (x- %) 276)
onde Xx,= média amostral da classe i, pode-se substituir S; por s°I para todo i e
tem-se:
g/(x)=—nls*l|~(x~x,) s’ (x~%,) (277)
Sendo s°/ constante para todas as classes ¢ um fator que ndo discrimina, pode

assim ser eliminada da fungao gerando o que se chama de distancia quadratica que ¢ dada

pela expressao:

d(x% ) =(x-%,) (x-%,) (278)

Desta maneira a classificacdo pode ser feita com base na regra:

!

xell, se (x-%)(x-%)<@-%)(x-%,) Vi#]j
ou
xell, se  dxX)<dxxf  Vi#j (279)

Quando se deseja alocar um novo ponto, conclui-se que este deve ser classificado

na classe que possua a menor distancia quadratica euclidiana.

2.4.4.5 Método distancia Mahalanobis — populagdes ndo necessariamente gaussianas e

matrizes de covariancias iguais

Dada a expressao a’iQ(y:—éln|2i|—é({—ﬁi)rli"(g—ﬁi)+lnpi, i=12-,g,

assume-se variancias iguais para as varias populag¢des. Deve-se reconhecer x como /7 se

—%({— ,L_J[)Z[I(g— ﬁ,-)"" In p, tiver o maior valor para Vi. Se as probabilidades a priori

sao desconhecidas assume-se p; = 1/g. A expressao (g - ﬁi) z! (5 - ﬁi): D’ é conhecida
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como distancia de Mahalanobis do vetor x ao vetor x . Entdo para o caso real (amostral)

; . 1 . ,
x, sera reconhecido como de /7 se —ED,? (x,)+In p, for o maior Vi.

2.4.5. Avaliagdo de Desempenho de Classificacao

Segundo MULLER (1997, p.30), a classificacdo é constituida de duas etapas,
primeiramente se faz uma amostragem de dados para as vérias classes de interesse, entdo se
determina através de fungdes discriminantes os limites que as separam. Este processo ¢
conhecido na 4rea computacional como de treinamento e aprendizado, mas na realidade

trata-se do ajuste de um modelo.

A técnica mais comumente usada ¢ retirar uma parte da amostra para treinamento
e outra para testar o discriminante. Elabora-se uma tabela de contingéncia, denominada
de Tabela de Classificacdo e também chamada de matriz de erro de classificagdo ou
matriz de confusdo (CHAVES NETO, 2003 p. 40), porém a ideal é a de Lachenbruch.
Esta tabela ou matriz, verifica o relacionamento entre os dados de referéncia, previamente
conhecidos, com os dados obtidos pelo classificador, onde as linhas dessa matriz
representam os dados de referéncia e as colunas os mesmos dados treinados e
classificados pelo método escolhido.

Para que se possa entender melhor esta tabela, selecionou-se, como exemplo, uma
amostra composta de trés grupos distintos (1, 2 e 3) e aplicou-se o método de Fisher, cujo

resultado aparece na Tabela 6 que segue:

TABELA 6- TABELA DE CLASSIFICACAO USANDO O METODO DE FISHER

GRUPOS DE GRUPOS CLASSIFICADOS PELOS METODO
REFERENCIA 1 2 3 Total
1 15(28,85%) 0(0,00%) 0(0,00%) 15
2 5(9,62%) 20(38,46%) 0(0,00%) 25
3 0(0,00%) 0(0,00%) 12(23,08%) 12
TOTAL 15 20 12 52

Fonte: Resultados obtidos no programa SIAVAL 1.0

Na matriz de erro, obtida da Tabela 6, as colunas se referem ao numero de

amostras classificadas pelo método e as linhas indicam os dados nos grupos referéncia,
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com isto os valores apresentados na diagonal principal mostra a quantidade de dados
corretamente classificados.

Desta maneira a tabela ou a matriz permitem retirar varias conclusdes sobre a
performance, tais como o total de classificagdo correta para cada grupo, observado na
diagonal principal da tabela e fora desta pode-se obter os erros de exclusdo e inclusao
como mostra a primeira linha da tabela onde o grupo 1 nao foi classificada corretamente,
sendo considerada pelo classificador como grupo 2 em uma das amostras, caracterizando
um erro de exclusdo do grupo 1 e erro de inclusao no grupo 2.

Somando-se os elementos da diagonal principal, correspondente ao total de
classificacao correta, e dividindo pelo nimero total de amostras observados, ter-se-a um
valor do percentual de acerto do classificador. Que no caso do exemplo ¢ dado por:

. . 15+20+12
Percentual de Classificagdo Correta = TxlOO =90,38%

A taxa de erro obtida dessa forma chama-se Taxa Aparente de Erro (CHAVES
NETO, 2003 p. 40). Nao ¢ a mais indicada para se avaliar o desempenho do modelo, pois
utiliza os mesmos dados usados no ajuste para fazer a avaliagdo. Um modo mais seguro
de se medir a eficiéncia de qualquer método de reconhecimento e classificagdo é o
Procedimento de Reten¢do de Lachenbruch.

O Procedimento de Retencdao de Lachenbruch segundo JOHNSON & WICHERN
(1992 p. 498) retém uma observagdo das n disponiveis e utiliza todas as restantes na
obtencdo das equagdes do método proposto. Classifica-se essa observagdo num dos
grupos propostos e anota-se este resultado. Repete-se este procedimento até que todas as
observagdes forem retidas e a seguir coloca-se os resultados na tabela de classificagdo.

Para entender melhor o procedimento apresenta-se a seguir o algoritmo descrito
em MARQUES & LIMA (2002, p.56) para dois grupos de classificagcdo e extendida aqui
para varios grupos.

- Passo 1: Inicie com as observagdes do grupo 1, omita uma observagdo desse grupo e
construa as fungdes de classificacdo usando as (n;—1) restantes do grupo 1
acrescidas das n, observagdes dos p grupos que compdes a analise, .

- Passo 2: Classifique a observacao retida, usando as fung¢des construidas no passo 1.
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- Passo 3: Repita os passos 1 e 2 até que todas as observagdes de todos os grupos sejam
classificadas e construa a tabela de classificacao.

Como exemplo, utilizou-se os mesmos dados da Tabela 6 e fez-se a tabela de

classificacao pelo Procedimento de Retencdo de Lachenbruch apresentado na Tabela 7 a

seguir.

TABELA 7- TABELA DE CLASSIFICACAO USANDO O METODO DE FISHER E
PROCEDIMENTO DE RETENCAO DE LACHENBRUCH

GRUPOS DE GRUPOS CLASSIFICADOS PELOS METODO
REFERENCIA 1 2 3 Total
1 15(28,85%) 0(0,00%) 0(0,00%) 15
2 4(7,69%) 20(38,46%) 1(1,92%) 25
3 0(0,00%) 2(3,85%) 10(19,23%) 12
TOTAL 19 24 11 52

Fonte: Resultados obtidos no programa SIAVAL 1.0

O percentual de classificacdo correta encontrado foi de 86,54%, que segundo
CHAVES NETO (2003, p.41) é um percentual mais confiavel e realista, dado que quando

as observacoes foram classificadas elas ndo faziam parte do modelo ajustado.
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3 MATERIAIS E METODOS
3.1 INTRODUCAO

O programa computacional de avaliacdo proposto neste trabalho ¢ de facil execugado
e possibilita fazer a andlise de itens de instrumentos, ranqueamento dos individuos e
reconhecimento de novos destes individuos em padrdes pré-estabelecidos. Este programa
¢ um sistema integrado de metodologias estatisticas que sdo: Teoria de Resposta ao Item,
Analise Fatorial e Reconhecimento de Padroes e Classificagao.

Com o intuito de mostrar o potencial de aplicagdo do programa foi proposto, neste
trabalho, uma avaliagdo na area de educacdo (candidatos ao vestibular da Universidade X
e alunos do curso de Estatistica da Universidade Federal do Parana) e na area de
Engenharia de Producao (fornecedores de empresas).

A metodologia utilizada no programa, a coleta de dados e a construgao do programa

serdo detalhadas nas proximas se¢des deste capitulo.

3.2 METODOS ESTATISTICOS DE ANALISE

O programa foi concebido com intuito de facilitar o trabalho de pesquisadores na
parte de estatistica e por isso os métodos foram selecionados sdo os que apresentam

melhores resultados praticos e estdo relacionados a seguir

3.2.1. Teoria Classica dos Testes

A Teoria Classica dos Testes foi introduzida no programa para analise dos itens
do instrumento, descritas nos itens 2.1.3 e 2.1.4. Utilizou-se o coeficiente de correlacao
de Kunder-Richardson para verificar a confiabilidade do instrumento e as correlagdes
bisserial e bisserial por ponto que medem a capacidade de discriminagdo do item em
relacdo ao resultado do teste. Além disso, outras estatisticas descritivas foram incluidas

no programa como médias, desvio padrdes, quartis, etc.
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3.2.2. Teoria da Resposta ao Item

O programa foi feito para analisar somente varidveis dicotdOmicas ou com
possibilidade de serem dicotomizadas, por isso foram utilizados os Modelos Logisticos
de Dois e Trés Pardmetros Unidimensionais Dicotdmicos.

Selecionou-se para estimar os pardmetros dos itens o Método de Maxima
Verossimilhanca Marginal com algoritmo EM, e a 0 Método de Estimagdo Bayesiana da
Média a Posteriori ou Expected a Posteriori (EAP) para aferir as habilidades dos
respondentes. As habilidades sdo estimadas ap6s a retirada dos itens ruins, isto €, que nao
se ajustam ao modelo e destes foram calculados os escores verdadeiros dos respondentes,
conforme metodologia descrita no item 2.1.3.4.4, com os quais se procederd a
classificacao dos mesmos.

Apoés a estimagdo dos pardmetros pode-se obter no programa SIAVAL 1.0 os

graficos da Curva Caracteristica e a Fungdo de Informacao dos itens.

3.2.2 Analise Fatorial

A analise fatorial que ¢ usada neste programa principalmente no caso de
ranqueamento de dados ndo dicotdomicos. Portanto, utiliza a matriz de correlacdo de
Pearson e nao a tetracorica, como seria o caso dicotdomico.

Assim, no sistema de classificagdo, cada individuo (empresa) ¢ representado por

um conjunto de respostas dos itens analisados, vetor do tipo X; =[X, X, - X,]

com j =1, 2, ..., n,onde / ¢ o nimero de itens e n o nimero de individuos analisados.

As respostas aos itens do instrumento de cada individuo (empresa) sao
automaticamente armazenadas em um vetor X;, que posteriormente poderdo ser
sumarizadas na matriz de correlagdo (denotada por R) refletindo a estrutura do
relacionamento das componentes do vetor. Cada vetor (individuo ou empresa) serd um
ponto no sistema cartesiano com / eixos.

A metodologia utilizada identifica novas variaveis, chamadas de fatores, os quais,
se encontram em outro sistema de eixos ortogonais nas dire¢cdes de maior variabilidade

dos dados, como se pode observar na Figura 15 a seguir.
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FONTE: A AUTORA
FIGURA 15- ROTACAO DOS FATORES

Os pesos [, serdo obtidos dos autovetores da matriz de correlagdo e serdo

considerados os k < [ fatores que realmente tiverem importancia, medidos pelos

autovalores da matriz de correlagdo R ou seja aqueles com autovalores kl. > 1.

Cada vetor tem um escore em cada fator e que corresponde a sua posi¢ao no novo
sistema de eixos [f f ... fE].
172

O ranqueamento do vetor (individuo ou empresa) foi feito através do escore final
que corresponde a média dos escores fatoriais, ponderada pelos autovalores que ditam a

importancia dos fatores, obtido através da equacao que segue.
Ej=(/11f]+ /12f2+ ..... +/1kfk)/(/1] +/12+...+ ﬂk) (280)

Uma vez que um individuo (empresa) deve ser avaliado, ¢ atribuido a cada
individuo (empresa), um escore final para que todos os individuos (empresas) avaliados
sejam, entdo, classificados segundo uma escala de zero a cem que contenda todos os
escores, permitindo assim, uma completa avaliagdo sob os mais variados angulos de

analise.
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3.2.3 Reconhecimento de Padrdes e Classificagao

A alocacdo de um novo individuo em um dos g grupos pré-definidos ¢ conhecido
como classificacdo e fundamenta-se na atribui¢ao de classes para estes individuos através
do processo denominado de Reconhecimento de Padroes.

A Classificagdo se refere aos métodos de atribuicao de classes a determinados
conjuntos de dados através dos métodos estatisticos € o Reconhecimento de Padrdes se
refere a alocacdo de um conjunto de varidveis observaveis nas suas devidas classes
correspondentes, feitas neste trabalho através de regras definidas para um do método
citado a seguir.

O Me¢étodo Linear de Fisher foi deduzido com o proposito de separar varias
populagdes (classes) tanto quanto possivel, ndo sendo necessario assumir que as
populagdes sejam normais multivariadas; no entanto deve-se assumir que suas matrizes
de covariancia sejam iguais. A idéia principal deste método ¢ de transformar observagdes

multivariadas X'=/X, X,---X,] (I ¢ o nimero de itens) em combinagdes lineares

univariadas Yy ( k o nimero de classes), com intuito de reduzir a dimensao de um grande

numero de caracteristicas para relativamente poucas combinagdes lineares.

A A

Seja A.;,4.,,+-,A., >0 os autovalores ndo nulos de W'B, € ¢é,é,,-,é, os

correspondentes autovetores. Entdo, o vetor de coeficientes (' que maximiza a razio

l>
les>

'éo
g/

¢ dado por /,=¢, e a combinagdo linear /| x=¢x ¢é chamada de 1°

le>
le>

Discriminante Amostral; ¢, =¢, produz o 2°Discriminante Amostral /', x=¢,x,

generalizando tem-se que £, x = ¢, x ¢ o k-ésimo Discriminante Amostral para k <s.

A regra de alocar x na populacdo 7, ¢ na menor distancia euclidiana dada por:

i(ﬁj—yk,) =i[@'_,»(x—xk)] Si@’_;(X—x,)]2 V ik (281)

a 7 - o= ) ~
onde, ¥V = ﬁ j X, Vg = v X € 1 j Sao os autovetores correspondentes aos autovalores

~ . -1H -1 =z .
ndo-nulos da matriz W ~'B,, onde W' é a matriz da soma de produtos cruzados dentro
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A

dos grupos amostrais € B, ¢ a matriz soma dos produtos cruzados entre os grupos

amostrais

Geralmente, quando se trabalha com reconhecimento de padrdo considera-se
algumas suposicOes acerca das populacdes (grupos a serem discriminados).
Primeiramente, deve-se certificar se as populagdes seguem uma distribui¢ao gaussiana e,
a seguir, verificar se as variancias destas populagdes sdo iguais. Neste trabalho os dados
supostamente sdo provenientes de uma unica populagdo, entdo, as variancias entre os
grupos discriminados serdo consideradas iguais. O método ndo necessita que se trabalhe
com populagdes gaussianas, isto facilita ao usudrio, pois ndo necessita de nenhuma

intervengao, basta que ele aplique o método.

3.3 COLETA DE DADOS

A coleta dos dados para verificar a eficiéncia do programa sera apresentada nas

secOes que seguem, detalhadas a cada um dos campos de estudo utilizados nesta tese.

3.3.1 Avaliacao de Candidatos ao Vestibular e Evasiao de Alunos do curso de Estatistica
da UFPR.
3.3.1.1 Coleta de dados

A partir de dados de uma Universidade U foi selecionada para analise um teste da
matéria M, dado que tem um nimero grande de respondentes (20.550) e itens (60), sendo
que cada item possui 5 alternativas.

Para determinar a evasdo de alunos foram coletados dados de 163 ex-alunos
(sendo 155 para classificagdo e 8 de controle aleatoriamente escolhidos) do curso de
Estatistica da UFPR que iniciaram o curso através do vestibular nos anos de 1998, 1999 e
2000. O dados se referem as notas de trés disciplinas obtidas no primeiro semestre
cursado, escores no vestibular, dados so6cio econdmicos e outras questdes que se tinha

disponivel sobre os ex-alunos. As variaveis analisadas estdo descritas no Apéndice 8.
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3.3.1.2 Procedimentos de avaliagao

Para a analise dos itens do teste da matéria M, aplicada na Universidade U, foi
usado o Modelo Logistico de Trés Parametros Unidimensional, determinando os seus
parametros (discriminacao, dificuldade e acerto ao acaso), a fungdo de informagao dos
itens e a funcdo de informagdao do instrumento. O coeficiente de confiabilidade e as
correlacoes oriundas da Teoria Classica sao incluidos além das estatisticas descritivas dos
itens. O ranqueamento dos candidatos foi feito utilizando a estimativa das habilidades dos
mesmos apos a retirada dos itens considerados ruins.

Na analise de evasdo foi utilizada a técnica de Reconhecimento de Padrdes e
Classificagdo denominada Fun¢ao Discriminante Linear de Fisher para varias populagdes
(grupos). Os dados foram classificados em trés grupos: ndo terminaram o curso (evasao),

terminaram o curso com atraso € terminaram o curso no tempo certo.

3.3.2 Avaliagao de Fornecedores

3.3.2.1 Procedimentos de avaliagao.

O programa SIAVAL 1.0 desenvolvido neste trabalho possibilita o ranqueamento
das empresas fornecedoras, pois algumas empresas que avaliam seus fornecedores
costumam divulgar e premiar os melhores fornecedores e seria interessante que elas
conhecessem estas técnicas estatisticas, caso elas ndo a utilizem.

Além disso, pode-se verificar se um fornecedor recentemente incluido no quadro
corresponderia as expectativas da empresa a longo prazo, para tanto as técnicas de
Reconhecimento de Padrdes e Classificagao descritas neste trabalho foram aplicadas.

A avalia¢do de fornecedores ¢, hoje, uma atividade necesséria as empresas e se

tornara rotineira, com o tempo e a facilidade de técnicas.

3.4 ELABORACAO DO PROGRAMA

O programa SIAVAL 1.0 foi elaborado em ambiente Windows, linguagem

computacional Visual Basic e de forma completamente genérica, ou seja, de tal modo que
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um usudrio leigo possa analisar instrumentos, ranquear e alocar novos individuos
(empresas) com as varidveis de seu interesse. Assim, pesquisadores e profissionais de
todas as areas que necessitem fazer avaliagdo possam facilmente manusear os programas.

A entrada de dados tem um formato da planilha Excel o que possibilidade uma
copia dos dados diretamente de uma planilha Excel feita pelo usuario.

O fluxograma do programa, que a principio denomina-se SIAVAL 1.0 (Sistema
Integrado de Avaliagdo, versao 1.0), apresenta-se na Figura 16 a seguir.

Os relatorios de saida sdo apresentados em graficos e em planilhas Excel para
facilitar o relatério da analise feita pelo usuario (pesquisador), exemplificados nas

Figuras 17 e 18.
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ABRIR O PROGRAMA

ANALISE FATORIAL SCo ANALIS RECONHECIMENTO
RANQUEAMENTO ESCOLHER ANALISE DE PADROES
A\ 4 \ 4
ANALISAR
ENTRADA DOS DADOS INSTRUMENTO ENTRADA DOS DADOS
A\ 4
ENTRADA DOS DADOS
ESCOLHER ANALISE ESTATISTICA ESCORES
| CONFIABILIDADE I v
2 PARAM. | | 3 PARAM. |
RELATORIO SAIDA R ESTIMAR SIM
PARAMETROS DOS g HABILIDADES ?
ITENS
VER GRAFICO DOS SIM
ITENS? \AJ
RELATORIO
NAO DE SATDA

> CSAIR DO PROGRAMA> <

FIGURA 16- FLUXOGRAMA DO PROGRAMA SIAVAL 1.0

A Figura 17 mostra parte do relatdrio de saida da Analise Fatorial do programa.
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& Resposta3

Bk &

Fator 1
1| 0120464
2| 0335372
3| 0108815
4| 0,793863

variavel
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S Planihat v f

WOLTAR & PAGINA INICIAL
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0054077
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ANALISE FATORIAL
% 2]
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09694565 0964791 0,035209
0,001173| 0,901274] 0096726
0,093263| 0998057 0001943
0.453516| 01846792 0,153208
101161

92 77266

ESCORES
RANQUEAMENTO FATORIAIS

FIGURA 17- RELATORIO DE SAIDA DA ANALISE FATORIAL

Visualiza-se na Figura 18 um gréfico tipico de saida da analise de itens, a Curva

Caracteristica e a Func¢ao de Informacgao de um item.

~| Graficos

CURVA CARACTERISTICA E FUNGAO DE INFORMAGAO DO ITEM

EB)Ex

PROBAEILIDADE
DE 8CERTO
1

03

08

07

0g

05

04

03

02

01

ITEM: 2

0lg 7 6

3 2 1 o 1 2 3 4 5 B 7 8
HABILIDADES

a= [0,73057 b=

SAIR DD FROGRAMA |

[1.4675:

WOLTAR & PAGINA ANTERIOR | EXECUTAR GRAFICO SALVAR GRAFICO [=bmp)

o= [o123422

FIGURA 18- RELATORIO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO
DE INFORMACAO DO ITEM NA TEORIA DA RESPOSTA

AO ITEM

Todas as telas do programa SIAVAL 1.0 podem ser vistas no Apéndice 11.
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4- RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1- AVALIACAO DO INSTRUMENTRO DO TESTE DA MATERIA M DO
VESTIBULAR DA UNIVERSIDADE U E RANQUEAMENTO DOS ESCORES
VERDADEIROS DOS CANDIDATOS UTILIZANDO A TEORIA DA
RESPOSTA AO ITEM

4.1.1- Analise do Teste da Matéria M

Esse teste apresentou um indice de confiabilidade de 89,20%, calculado pelo
programa SIAVAL 1.0, que utiliza a correlagdo de Kunder-Richardson, dada pela
equacdo 282 a seguir, ja comentada na secdo 2.1.3 deste trabalho. Essa confiabilidade
pode ser considerada boa, porém o ideal segundo a literatura ¢ um valor acima de 90%
(CHAVES & TURIN, p.51). Este valor da confiabilidade indica que nos 60 itens que
compdem o teste existem poucos tracos significativos de ambigiiidade e de textos que
conduzam a interpretacdes diferentes, por partes dos candidatos, quanto a solu¢dao dos

itens (questdes), ou seja:

S pi(1-p,)

n ~
Pir = (1-— ) (282)
n—1 S

onde:

n = numero de itens do teste

pi=proporg¢ao dos respondentes que acertaram o item i

s’= variéncia dos escores do teste com base nos N escores dos respondentes.

Observa-se na Tabela 8, que descreve o nimero de acertos dos candidatos nos 60
itens propostos no teste, que o nimero médio de acertos resultou em 30,39 com um
desvio padrao de 8,75. O numero minimo de acertos foi 0 (zero) e o maximo de 57.
Apresenta-se, também nessa tabela os quartis, sendo que o primeiro quartil (24) expressa
o maximo alcangado por 25% dos candidatos que tiveram menor nimero de acertos. Ja
nimero maximo alcancado pela metade dos candidatos (50%) € o valor observado no 2°.
Quartil, que corresponde também a mediana, e de 30 acertos. O terceiro quartil resultou
no valor 37 acertos representa 0 maximo alcangado por 75% dos candidatos, isto significa

dizer que apenas 25% dos candidatos acertaram mais de 37 dos itens aplicados.
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TABELA 8- ESTATISTICAS DESCRITIVAS NUMERO DE ACERTO DOS CANDIDATOS

ESTATISTICA NUMERO DE ACERTOS
MEDIA ARITMETICA 30,39
DESVIO PADRAO 8,75
VALOR MINIMO 0
VALOR MAXIMO 57
1°. QUARTIL 24
2°. QUARTIL 30
3°. QUARTIL 37

FONTE: RESULTADO SIAVAL 1.0

A Figura 19 a seguir mostra o histograma do nimero de acertos dos respondentes.

HISTOGRAMA, DO NOMERD DE ACERTOS DOS RESPONDENTES

FRECIUEHRL 5

MUMERC DE ACERTOS

FONTE: RESULTADO SIAVAL 1.0
FIGURA 19- HISTOGRAMA DO NUMERO DE ACERTOS DOS CANDIDATOS

Observa-se no histograma do numero de acerto dos candidatos que a distribuicao
dos mesmos pode ser considerada aproximadamente normal e isto indica que o
instrumento utilizado no teste ¢ considerado bom, pois em geral espera-se que a variavel

do nimero de acertos siga a curva normal.
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4.1.2- Analise dos Itens do Teste da Matéria M

Através do programa SIAVAL 1.0 estimou-se os parametros de discriminagdo,
dificuldade e acerto aleatdrio dos 60 itens do teste da matéria M aplicada na Universidade
U. O método de estimacdo utilizado pelo programa ¢ o de Maxima Verossimilhanga
Marginal com algoritmo EM (Esperanga ¢ Maximiza¢ao) descrito na se¢do 2.1.3.4.2
deste trabalho. Esse método ajusta o Modelo Logistico de Trés Parametros
Unidimensional Dicotomico apresentado a seguir pela equacdo 283. Utilizou-se um
critério de convergéncia de 0,01 com restricdo de parada em 10 ciclos, apresentadas na

Tabela 9 a seguir.

1
PU,=1/0)=e,+(1 ¢)—ls ) (283)

onde:

P(U;=1|6) = probabilidade do respondente j acertar o item i dado que ele possui uma
habilidade 6;.

U;i= resposta dada pelo respondente j ao item i.

0; = habilidade ou traco latente do respondente j.

a; = parametro de discriminagdo do item i.

b; = parametro de dificuldade do item i.

¢; = parametro de acerto casual do item i.

D = fator de escala geralmente igual a 1,7 para que a fungao logistica fornega resultados

semelhantes ao da distribui¢do normal.
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TABELA 9- ANALISE DOS ITENS DO TESTE DA MATERIA M DO VESTIBULAR DA
UNIVERSIDADE U

DISCRIMI- | DIFICUL- | ACERTO CORRELACAO
ITEM | NACAO DADE | casuaL | CONVER-| PERCENTUAL BISSERIAL
. N . GENCIA | DEACERTOS | BISSERIAL | " '
1 1,2286 -0,1069 0,1870 0,0009 61,05 0,4393 0,3457
2 1,1872 -1,6010 0,2299 0,0071 76,02 0,4192 0,3053
3 1,5358 -0,7153 0,1880 0,0037 67,45 0,5256 0,4062
4 0,9458 2,6094 0,1764 0,0172 29,27 0,3531 0,2657
5 0,9120 3,6437 0,0440 0,0174 20,09 0,3088 0,2158
6 0,8254 2,2867 0,2310 0,0117 38,67 0,3015 0,2358
7 1,1550 0,0691 0,1902 0,0014 59,38 0,4094 0,3240
8 0,9276 -1,3386 0,3360 0,0262 75,53 0,3191 0,2359
9 0,9922 1,9018 0,2253 0,0005 40,45 0,3649 0,2872
10 1,4814 2,3644 0,2154 0,0043 35,82 0,5230 0,4040
11 1,2302 -2,1218 0,1636 0,0072 80,21 0,4315 0,3033
12 0,8219 -0,2200 0,1908 0,0025 62,29 0,2918 0,2292
13 0,4749 49791 0,0594 0,0105 10,21 0,1574 0,0913
14 0,5943 3,1761 0,1417 0,0328 30,48 0,2337 0,1765
15 1,1335 -0,3450 0,1852 0,0013 63,52 0,4035 0,3165
16 0,8149 3,1050 0,0599 0,0118 24,26 0,2635 0,1911
17 1,2821 3,7364 0,0430 0,0042 22,22 0,4605 0,3280
18 0,5340 3,2066 0,2726 0,0416 36,99 0,1611 0,1248
19 0,7396 1,7136 0,2102 0,0116 45,11 0,2688 0,2138
20 1,6177 -1,0255 0,2021 0,0039 70,39 0,5539 0,4219
21 1,7545 -0,9772 0,1941 0,0050 69,82 0,5873 0,4513
22 1,3890 -1,1935 0,1878 0,0083 71,91 0,4788 0,3646
23 1,5136 -2,9674 0,1829 0,0096 87,88 0,5670 0,3674
24 1,4582 -0,7928 0,2035 0,0055 68,31 0,5075 0,3901
25 1,3597 -1,3977 0,1832 0,0048 73,85 0,4723 0,3553
26 0,6612 2,2794 0,2031 0,0048 39,33 0,2392 0,1879
27 1,1874 -3,2474 0,1900 0,0228 86,55 0,4440 0,2897
28 1,2560 1,9739 0,2251 0,0067 39,46 0,4390 0,3446
29 0,8330 -3,2420 0,1658 0,0099 37,21 0,2932 0,2290
30 1,4567 -1,4620 0,1959 0,0038 74,92 0,4988 0,3733
31 1,8022 -0,6938 0,1416 0,0026 65,97 0,6104 0,4772
32 1,4029 -0,8494 0,2257 0,0098 69,06 0,4908 0,3746
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33 1,6737 -2,0020 0,1518 0,0073 79,22 0,5770 0,4098
34 1,4068 -0,5598 0,1868 0,0021 65,76 0,4887 0,3815
35 1,6889 -0,5465 0,1861 0,0021 65,39 0,5763 0,4488
36 0,1413 3,3797 0,0350 5,6791 18,51 -0,0090 -0,0061
37 0,4167 4,7241 0,0508 0,0206 12,76 0,1322 0,0793
38 0,8822 -4,7017 0,1929 0,0282 93,67 0,4288 0,2365
39 1,4506 -1,6100 0,1576 0,0071 74,77 0,5005 0,3738
40 0,7896 2,0443 0,3052 0,0111 41,92 0,2334 0,1839
41 1,5962 -0,0701 0,1943 0,0010 60,77 0,5415 0,4285
42 0,7435 3,0217 0,1872 0,0046 30,23 0,2780 0,2105
43 0,2515 -1,5133 0,2153 0,3438 64,92 0,0508 0,0398
44 1,3537 2,8778 0,2118 0,0041 30,60 0,4881 0,3683
45 0,9969 -0,8188 0,1888 0,0018 68,23 0,3522 0,2705
46 1,2654 0,2733 0,1926 0,0008 57,32 0,4469 0,3549
47 1,5721 -2,8195 0,1680 0,0097 86,25 0,5891 0,3807
48 0,0343 4,4643 0,0490 0,0535 18,36 0,1635 0,1108
49 1,7870 2,2875 0,2128 0,0023 36,85 0,6097 0,4729
50 0,7024 -0,0471 0,1794 0,0012 60,28 0,2457 0,1940
51 1,3711 1,3466 0,2245 0,0051 46,10 0,4747 0,3779
52 1,0106 1,9800 0,2378 0,0049 39,08 0,3716 0,2923
53 1,5110 4,1329 0,0356 0,0034 18,36 0,5569 0,3774
54 0,3018 4,6801 0,0970 0,0382 22,22 0,1142 0,0813
55 0,2895 1,4521 0,1848 0,0068 51,20 0,1106 0,0883
56 0,5317 3,9798 0,1578 0,0079 23,97 0,1412 0,1004
57 1,4515 2,6285 0,2146 0,0043 33,17 0,5131 0,3946
58 1,3373 -0,6675 0,1891 0,0016 66,73 0,4630 0,3600
59 0,5249 3,8475 0,1842 0,0237 25,73 0,1726 0,1255
60 0,0188 4,7582 0,0431 0,1070 13,27 -0,0484 -0,0302

FONTE: RESULTADO DA ANALISE FEITA NO SIAVAL 1.0

Apresenta-se, também nessa tabela o percentual de acertos observados em cada
item e as correlagdes bisserial e bisserial por ponto com intuito de auxiliar a analise dos
itens. Além disso, consta no Apéndice 9 os graficos da Curva Caracteristica e da Fung¢ao

de Informacao de cada item.
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O parametro indice de discriminagdo do item, em termos praticos, varia de 0 a 2.
Assim interpretou-se um baixo indice de discriminagdo um valor menor de 0,5.
Considerou-se no parametro de dificuldade, um intervalo pratico de -4 a +4 na sua
estimagdo. Portanto, quanto mais proximo de -4 mais facil o item e de +4 mais dificil e
conseqiientemente os valores em torno de zero representam um item de média
dificuldade. Como o parametro de acerto aleatorio depende do nimero de alternativas dos
itens, o valor ficou em torno de 0,20, dado que cada item possibilitou 5 alternativas de
resposta.

Observa-se que os itens 13, 36, 37, 43, 48, 54, 55 e 60 apresentaram
discriminagdo abaixo de 0,50, cujos valores sdo respectivamente 0,4749; 0,1413; 0,4167,
0,2515; 0,0343; 0,3018; 0,2895 ¢ 0,0188. Desses tém-se que os itens 36, 43 ¢ 60 nao se
ajustaram ao modelo,pois que ndo convergiram corretamente. Dado que o critério de
convergéncia foi de 0,01 os itens 36, 43 e 60 ndo apresentaram convergéncia e obtiveram
um valor de respectivamente de 5,6791; 0,3438 e¢ 0,1070. Na Teoria Cléssica dos Testes,
citada na se¢do 2.1.4, quando um item tem discriminacdo baixa possui correlacao
bisserial e bisserial por ponto também baixa, assim constata-se isso nos itens citados o
que d4 uma consisténcia a estimagdo dos parametros dos itens feita pelo programa
SIAVAL 1.0.

Examinando os graficos, expostos nas Figuras 20 a 27 correspondentes aos itens 13,
36, 37, 43, 48, 54, 55 e 60 percebe-se que nao sdo itens bons e afetam negativamente o

desempenho do instrumento.
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FIGURA 20- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 13

O item 13 além de apresentar o pardmetro de discriminagdo 0,4749 considerado neste
trabalho como baixo tem um indice de dificuldade 4,9791, conseqiientemente ¢ um item
dificil evidenciado pelo menor percentual de acertos dos itens de 10,21% e o acerto
casual foi baixo (0,0594). Olhando a Figura 20 percebe-se que a Funcdo de Informagao

do Item ndo apresenta o formato de uma distribui¢do normal.
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FIGURA 21- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 36
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A Figura 21, mostra claramente que o item 36 ndo se ajustou ao modelo, pois
apresenta a Curva Caracteristica do Item e a Funcdo de Informagdo do Item como retas,

assim deve-se desconsiderar os resultados obtidos no ajuste dos seus pardmetros.
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FIGURA 22- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 37

Apresentando parametro de discriminacdo igual a 0,4167, de dificuldade igual a
4,7241 e de acerto casual igual a 0,0508, nota-se na Figura 22 que o item 37 ¢ muito

dificil e apresenta pouca discriminagdo, portanto ndo ¢ considera um bom item.
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FIGURA 23- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 43
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Apesar do item 43 ser um item relativamente facil, dado que seu parametro de

discriminagdo ¢ igual a -1,5133, apresentou pouca discriminagdo (0,2515) com

probabilidade de acerto casual alta (0,2153). Na Figura 23, observa-se que a Fungao de

Informagdo do Item ndo apresenta o formato de uma distribui¢ao aproximadamente

normal, portando considera-se que o item pode prejudicar o julgamento dos candidatos.
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FIGURA 24- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 48

Os Graficos apresentados na Figura 24 referente ao item 48 ndo apresentam bom

comportamento e isso se verifica dado que esse item ¢ dificil (bys = 4,4643) com pouca

discriminagao (a4s = 0,0343) e possibilidade de acerto aleatdrio baixa (css = 0,0490).
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FIGURA 25- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE

INFORMACAO DO ITEM 54

O item 54, caracterizado pelos graficos da Figura 25, apresenta parametro de

discriminagdo igual a 0,3018, de dificuldade igual a 4,6801 e de acerto casual de 0,0970.

E um item dificil com discriminagdo baixa e possibilidade de acerto aleatorio baixa,

consequentemente ndo € um item considerado bom.
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FIGURA 26- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE

INFORMACAO DO ITEM 55
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Apesar do item 55 possuir um parametro de dificuldade razoavel (bss = 1,4521) ¢
um idem de pouca discriminagao (ass= 0,2895), de modo que a sua respectiva Funcao de
Informacao ndo se ajustou corretamente a uma distribuicdo gaussiana, portanto que esse

item afeta desfavoravelmente o instrumento.

PROEABILIDADE ITEM: B0
DE ACERTO
1

03
03
07
0§
05 /
04
03
0z

01

0 la -7 B & -4 -3 2 -1 1] 1 2 ] 4 5 E 7 2
HABILIDADES

FIGURA 27- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 60

A Figura 27 representa a Curva Caracteristica e Fun¢do de Informagdo do item 60.
Observa-se que ele ndo se ajustou ao modelo, dado que ndo apresentou convergéncia,
portanto deve ser retirado do instrumento para estimag¢dao do escores verdadeiros dos
candidatos.

A titulo de exemplificagdo, do que seria um item de desempenho médio e bom no

teste, apresenta-se a seguir as analises dos itens 57 e 35 acompanhadas seus dos graficos.
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FIGURA 28- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 57

O item 57 apresentou um parametro de discriminagao 1,4515, de dificuldade igual
a 2,62858 e acerto aleatorio igual a 0,2146. Apesar apresentar boa discriminagdo o item ¢
relativamente dificil e tém alto percentual de acerto aleatério, portanto o item possui

médio desempenho.
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FIGURA 29- GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE
INFORMACAO DO ITEM 35
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O parametro de discriminagdo do item 35 possui um valor alto de 1,6889, média
dificuldade (-0,5465) e acerto aleatorio de 0,1861. Observando os graficos da Figura 29,
pode-se observar que a Curva Caracteristica configura um curva logistica perfeita e a
Fungdo Caracteristica uma normal leptocurtica significando que as habilidades sdo bem
representadas pelo seu valor médio e o desvio padrdo € pequeno, portanto esse item ¢
considerado bom.

Para o calculo das habilidades dos respondentes foram retirados os itens 13, 36, 37,
43, 48, 54, 55 e 60. A partir deste calculo obtem-se os escores verdadeiros e foi feito o

ranqueamento dos candidatos descrito na se¢do 4.1.3 a seguir.

4.1.3- Ranqueamento dos Candidatos utilizando Escores Verdadeiros

Os escores verdadeiros (colocados numa escala de 0 a 100) foram calculados
utilizando os conceitos apresentados na se¢do 2.2.4, que consiste na soma dos itens certos
de cada candidato considerando a probabilidade de acerto dos itens utilizando as
habilidades obtidas pelo Método de Estimacdo Bayesiana da Média a Posteriori descrito
na se¢do 2.2.3.4.3.3. O ranqueamento feito pelo programa SIAVAL 1.0 e parte dele ¢
apresentado na Tabela 10 a seguir, dado que seria inviavel colocar a classificagdo de

todos os 20.550 candidatos.
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TABELA 10- RANQUEAMENTO DOS ESCORES VERDADEIROS

RANQUEAMENTO | CANDIDATO ESCORE VERDADEIRO
1 9730 85,67595
2 9923 85,60762
3 6665 85,44853
4 8393 84,22240
5 3773 83,56939
6 15646 83,06105
7 8821 82,94101
20543 18107 3,3166
20544 14347 3,1507
20545 15595 3,0599
20546 15158 2,9072
20547 13413 2,7333
20548 3729 0,9485
20549 9299 0,8884
20550 3089 0,0000

FONTE: RESULTADO DA ANALISE OBTIDA NO SIAVAL 1.0

O histograma dos escores verdadeiros feito no SIAVAL 1.0 pode ser visto na

Figura 29 que segue.
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FONTE: RESULTADOS DO SIAVAL 1.0

FIGURA 30- DESCRICAO DOS ESCORES VERDADEIROS
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Observa-se na Figura 30 que os dados encontram-se concentrados 4 esquerda o
que indica que o escore médio ¢ baixo. As estatisticas descritiva dos escores verdadeiros

sdo apresentados a seguir na Tabela 11.

TABELA 11- ESTATISTICAS DESCRITIVAS DOS ESCORES VERDADEIROS DOS

CANDIDATOS

ESTATISTICA ESCORES VERDADEIROS
MEDIA ARITMETICA 33,6204
DESVIO PADRAO 14,6820

VALOR MINIMO 0

VALOR MAXIMO 85,6759
1°. QUARTIL 22,4760
2°. QUARTIL 33,7776
3°. QUARTIL 43,1724

FONTE: RESULTADO SIAVAL 1.0

O valor maximo que poderia ser alcancado nos escores verdadeiros seria de 1,
obteve-se, porém que o valor maximo alcanc¢ado no teste foi de 85,6759 e minimo de 0. A
média dos escores verdadeiros foi de 33,6204 ¢ o desvio padrao de 14,6820. Quando aos
quartis tém-se 25% dos candidatos tiveram escores abaixo de 22,4760, 50% abaixo de

33,7776 e apenas 25% acima de 43,1724.

4.2- EVASAO DE ALUNOS DO CURSO DE ESTATISTICA DA UFPR

No processo educacional o fenomeno de evasdao ¢ extremamente preocupante, tanto
no ensino médio, quanto no ensino superior. Nas universidades brasileiras esse fendmeno
atinge um indice alto nos cursos da area de Ciéncias Exatas. Isto ocorre em IES publicas
e em IES privadas.

Segundo alguns pesquisadores do fenomeno evasdo, a perspectiva de alcancar a
formagdo superior se mantém presente na maioria dos evadidos (POLYDORO, 1995,
2000; AZZI, MERCURI e MORAN, 1996). Também, ¢ grande o interesse da institui¢ao

em manter o aluno no curso, pois a evasao representaria uma perda social, de recursos e
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de tempo de todos os envolvidos. A identificagdo de um aluno com chances de se evadir,
logo que ele ingressa no curso, permite que a institui¢do promova estratégias garantindo a
permanéncia do aluno.

Este trabalho demonstra que ¢é possivel detectar uma futura evasao a partir do término
do primeiro semestre do curso freqiientado. Para tanto, foi aplicado o Método Linear de
Fisher para Varias Populagdes, como apresentado na se¢do 2.3.3.3.

A amostra estudada consistiu de 163 ex-alunos ingressos nos anos de 1999, 2000 e
2001, destes usou-se 155 ex-alunos para classificagdo e 6 para teste, Eles estavam
agrupados da seguinte maneira: 92 nao terminaram o curso (3 usados para teste), 56
terminaram o curso com atraso ( 3 usados para teste) e 15 terminaram no prazo certo (2
usados para teste),

As variaveis estudadas foram coletadas nos arquivos cedidos pelo Nucleo de
Concurso da UFPR e nos diarios de classe das disciplinas de Estatistica Geral I, Céalculo
de Probabilidade I e Célculo com Geometria Analitica I, O conjunto das 45 varidveis
(Apéndice 8) analisadas entraram varidveis socio-econdmicas, formacao de grau médio,
escores no vestibular, notas e freqiiéncia nas disciplinas citadas,

O desempenho do classificador ¢ apresentado na tabela de classificacdo obtida do

método linear de Fisher apresentado na Tabela 12, a seguir.

TABELA 12- TABELA DE CLASSIFICACAO FEITA PELO METODO LINEAR DE FISHER

Grupos Classificados pelo Método
.. Abandonaram | Nio concluiram o Concluiram o
Grupos de Referéncia Total
ou Trancaram o | Curso no Tempo Curso no Tempo
Curso Certo Certo
Abandonaram ou
75(48,39%) 10(6,45%) 4(2,58%) 89
Trancaram o Curso
Nao concluiram o Curso
6(3,87%) 40(25,81%) 7(4,52%) 53
no Tempo Certo
Concluiram o Curso no
0(0,00%) 1(0,64%) 12(7,74%) 13
Tempo certo
Total 81 53 21 155

Percentual de Classificagao Correta: 81,94%
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A soma dos valores obtidos na diagonal da tabela indica o total de ex-alunos do
grupo de andlise que foram classificados corretamente, Dividindo este valor pelo total
(155) obteve-se um percentual de classificagdo correta 81,94% significando que as
equacdes apresentadas subseqiientes classificam o grupo de teste com esta probabilidade

de acerto,

Y, = -0,09202X, - 0,28175X, - 0,07758X; - 0,02018X, + 0,04222X; - 0,03868X, + 0,04829X; +
0,09409Xs + 0,21174Xy + 0,09102X,, + 0,03199X,, + 0,06741X;, + 0,04501X,; + 0,00802X,, -
0,03996X;s - 0,30428X,, + 0,20738X,; + 0,17139X,s - 0,16212X;y - 0,01622X,, - 0,37201X;, -
0,05958X,, + 0,15912X,; + 0,02403X,, + 0,04107X,5 + 0,05589X,6 - 0,09056X,; + 0,01441Xy5 -
0,12039X; - 0,04309X3, - 0,00371X5, - 0,00019X;3, - 0,00442X;5; + 0,00046X 34 - 0,00213X35 - 0,00063X 56
- 0,00219X3; - 0,00011X55 - 0,00187X39 + 0,00082Xy4 - 0,00283X4, + 0,00191X4, - 0,01378Xy; +
0,03926X,4 + 0,00369X 45

Y, = + 0,4194X,; + 0,32911X, - 0,12859X3 + 0,06805X4 + 0,10594Xs - 0,05845X, + 0,08985X; -
0,18337Xg + 0,12003X, + 0,04305X, + 0,25476X,; + 0,0654X, + 0,00266X;3 - 0,01012X, - 0,27692X 5
- 0,01517X;6 - 0,0928X;; + 0,11045X;5 - 0,04492X,9 + 0,0629X,, + 0,12851X,; - 0,22944X,, +
0,01865X,3 - 0,0248X,, + 0,10266X,s + 0,06032X,6 - 0,03355X,; - 0,18576Xys + 0,07316X5 +
0,01435X;, + 0,00068X5, - 0,00057X5, + 0,00041X5; - 0,00222X5, + 0,00055X;35 + 0,0011X56 +
0,00104X5; + 0,00043X;35 - 0,00168X59 + 0,00683X4 - 0,00162X4, - 0,00654X4, + 0,02439X,; -
0,00828X44 + 0,02536X5

A Tabela 13 a seguir mostra o resultado alcangado com os 8 ex-alunos utilizados
para teste, sendo que foi considerado grupo 1 os que evadiram(abandonaram ou
trancaram o curso), grupo 2 os que ndo se formaram no tempo certo e grupo 3 os que

concluiram o curso normalmente.
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TABELA 13- CLASSIFICACAO DO GRUPO DE TESTE

Ex-Aluno Grupo Método de
Fisher
1 1 2
2 1 1
3 1 1
4 2 3
5 2 2
6 2 2
7 3 3
8 3 2
% de Acerto - 62,5%

FONTE: Resultado da Analise feita no SIAVAL 1.0

Esta sistematica, de identificar alunos com alta probabilidade de evasao, pode ser
muito til a instituicdo, desde que se tenha uma politica de acompanhamento e orienta¢ao
desses alunos.

Para verificar a qualidade dos resultados encontrados no programa utilizou-se o
programa STATGRAPHICS para comparar o método de Fisher com o método
discriminante quadratico (com probabilidades a priori iguais e proporcionais ao grupo de
classificacdo) e com redes neurais (com probabilidades a priori iguais e proporcionais ao
grupo de classificagdo. A comparagdo dos resultados pode ser vista na Tabela 14 e no

Apéndice 10 tém-se os resultados obtido no programa STATGRAPHICS.
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TABELA 14- COMPARACAO ENTRE OS METODOS DE FISHER, DISCRIMINANTE
QUADRATICO E REDES NEURALIS.

Método
Discriminante
Redes | Redes Neurais
Discriminante Quadratico
Neurais | (Prob.a priori
Percentual | piscriminante | Quadratico (Prob.a priori
(Prob.a | proporcionais
de Fisher (Prob.a priori proporcionais
priori ao grupo de
iguais) ao grupo de
iguais) classificacio)
classificacio)
Acertos no
Grupo de 81,94% 81,94% 85,16% 54,19% 60,65%
Classificacao
Acertos no
Grupo de 62,50% 37,50% 37,50% 25,00% 50,00%
Teste

FONTE: RESULTADOS OBTIDOS NOS PROGRAMA SIAVAL 1.0 E STATGRAPHICS

Os resultados apresentados na Tabela 14 indicam que o método de Fisher
apresentou 81,94% acertos no grupo de classificagdo e 62,50% acertos no grupo de teste.
O método discriminante quadratico com probabilidade a priori proporcionais ao grupo de
classificacao apesar de apontar melhor desempenho no grupo classifica¢ao (85,16%) nao
apresentou resultado razoavel no grupo de teste (37,50%). Portanto, o método de Fisher

foi uma boa escolha.

4.3- ANALISE DE FORNECEDORES

A avaliagdo de fornecedores ¢ uma atividade que vem preocupando as empresas
industriais e de servigos, desde que foi intensificada a competi¢do pelos mercados
globalizados. De um modo geral, todas as empresas fazem avaliagdo dos seus
fornecedores, seja informalmente com base na experiéncia do comprador ou
formalmente e neste caso com base em um instrumento de avaliacdo cientificamente

elaborado.
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Essa atividade procura assegurar a empresa uma melhoria substancial no seu
processo de produgdo, principalmente uma melhor qualidade dos insumos além da
reducdo nos prazos de entrega. Um dos propositos desse trabalho € facilitar a andlise e
interpretagdo de dados coletados por empresas na avaliagdo de seus fornecedores. O
programa desenvolvido inclui técnicas de andlise multivariada, tais como, analise
fatorial (descritos na secdo 2.2) que ¢ usada no ranqueamento das empresas
fornecedoras, e também, faz o reconhecimento e classificacdo de novas empresas, que
venham a integrar a lista de fornecedores, utilizando o Método de Fisher para vérias
populagdes (grupos) apresentado na segdo 2.3.3.3.

Trabalhou-se com dados reais de 52 fornecedores de uma empresa de grande porte

que sera chamada de Empresa X. Esta empresa possui procedimentos de ranqueamento e
selecdo de fornecedores que foram construidos ao longo de muitos anos de experiéncia.
Os procedimentos feitos em um departamento da empresa abrangeram quatro
caracteristicas: suprimentos (1), qualidade (2), logistica (3) e tecnologia (4). O conjunto
de dados ¢ inserido num sistema e a analise € feita de forma subjetiva.

No reconhecimento de padrdes foram usadas as 52 empresas fornecedoras
pesquisadas para estimar as func¢des discriminantes. A empresa forneceu os dados
segundo seus critérios e apos ser feito o ranqueamento dividiram-se os fornecedores em
bom (parceiros), regular e ruim.

O programa desenvolvido, neste trabalho, estd em forma genérica, ou seja, de tal
modo que um usuario leigo possa fazer o ranqueamento e alocar novos fornecedores
utilizando os dados obtidos no instrumento proposto pela empresa. A entrada dos dados
pode ser feita por meio de uma planilha Excel.

No relatorio de saida do ranqueamento ¢ apresentada uma listagem ordenada dos
fornecedores analisados com a classificacdo e¢ o escore obtido. Adiante, tém-se os
detalhes numéricos. A classificagdo e alocacdo de novos fornecedores (empresas) foram
feitas na mesma pagina onde sdo anexados os dados de entrada (em reconhecimento de
padrdes). Além disso, as fungdes lineares de classificagdo sdo apresentadas numa janela
na mesma pagina e numa pagina a parte aparece a tabela de classificacao.

A Tabela 15, adiante, resume os resultados obtidos com a aplicagdo do programa

aos dados. Observa-se pelos valores das comunalidades que todas as variaveis do
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questionario sao importantes na analise. Trés fatores resumem 92,77% das informacdes
contidas na matriz de correlagdo. Porém apenas dois resumem 67,48% das informagdes e
poderia, também, ser utilizado esse nivel, isto é, utilizar os dois primeiros fatores. E
interessante observar que no primeiro fator (F1) as variaveis qualidade e tecnologia sdo as
predominantes, o que significa que essas varidveis sao as mais importantes no
desempenho dos fornecedores. O segundo fator (F2) ¢ dominado pela varidvel
suprimentos e o terceiro fator (F3) por logistica.

Uma empresa fornecedora qualquer pode ter a sua avaliacdo quantitativa nos trés
fatores ou, isoladamente, em cada um dos fatores. Assim, pode-se classificar uma
empresa de forma global nas trés dimensdes fatoriais ou em qualquer das trés dimensdes:

» o«

“tecnologia e qualidade”, “suprimento” e “logistica”. Essa informagao ¢ muito importante

para a empresa manter ou substituir um fornecedor.

TABELA 15- ANALISE FATORIAL - METODO DAS COMPONENTES PRINCIPAIS

Varidveis Pesos (Carregamentos) Estimados Comunalidades hiz Variancias Esp.
| F, F; ¥,

1. Suprimentos 0,120464 0,969454 0,102161 0,964790 0,035202
2. Qualidade 0,938372 -0,001173 | 0,143983 0,901274 0,098725
3. Logistica 0,108815 0,093268 0,988694 0,998057 0,001942
4. Tecnologia 0,798869 0,453515 0,054077 0,846792 0,153207
Autovalores (A;) 1,545085 1,154219 1,011610

Proporc¢ao Acum. 38,63% 67,48% 92,77%

Fonte: Resultado da Analise

Os valores das comunalidades mostram que todas as variaveis sdo importantes

na analise. Portanto, o instrumento de avaliacio de fornecedores, construido pela

Empresa X, merece confianca.

A classificacdo das 52 empresas fornecedoras analisadas foi baseada nos escores finais

colocados na escala de 0 a 100 e o resultado esta na Tabela 16, adiante.
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TABELA 16- CLASSIFICACAO DAS EMPRESAS FORNECEDORAS

Ranking | Fornecedor Escore Final Ranking Fornecedor Escore Final
! 16 93,783 27 4 80,118
2 > 93,462 28 37 79,285
3 12 92,736 29 43 77,635
4 25 92,647 30 35 76,981
> 17 92,064 3 13 74,891
6 >0 92,043 32 38 74,097
7 45 91,934 33 26 73,600
8 20 91,765 34 46 73,560
o 14 90,992 33 21 73,143
10 24 90,713 36 4 71,899
1 ! 90,293 37 49 69,394
12 27 89.977 38 47 69,196
13 39 89,915 39 19 68,597
14 33 89,509 40 4 67,474
15 52 89,497 4 31 66,940
16 10 88,810 42 6 66,664
17 32 88,704 43 30 60,395
18 2 87,982 a4 7 55,026
19 34 87,396 45 2 54,023
20 31 87,232 46 3 53,697
21 8 86,738 47 42 52,122
22 o 85,275 48 2 50,302
23 18 85,039 49 48 47,783
24 40 84,564 30 36 34,720
25 15 82,768 31 1 31,515
26 28 80,311 52 23 23,988

Fonte: Resultados da Analise.

O ajuste do modelo de reconhecimento de padrdes foi feito com base nas 52
empresas escolhidas classificadas em trés grupos: Bom, Regular e Ruim. As equagdes

obtidas do modelo linear de Fisher sdo apresentadas a seguir.

Y; =+0.06016 X;+0.05165 X,+0.07782 X;+0.11007 X,
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Y, =+0.07989 X;-0.01333 X,+0.0233 X;-0.11395 X,

Considerou-se um fornecedor do grupo 1 como bom quando seu escore ficou
acima de 85, grupo 2 como regular entre 85 e 70 e grupo 3 como ruim abaixo de 70. O
programa SIAVAL 1.0 forneceu a tabela de classificacdo (Tabela 17) que mostra os
acertos ¢ erros de classificagdo dos dados analisados. Esta classificagdo foi feita
utilizando o Procedimento de Retenc¢dao de Lachenbruch descrito na se¢ao 2.3.5. Deve-se
observar que os valores da diagonal sdo o das observagdes onde foi classificada

corretamente.

TABELA 17- TABELA DE CLASSIFICACAO USANDO O PROCEDIMENTO DE
RETENCAO DE LACHENBRUCH

Grupos Classificados pelo Método
Grupos de Referéncia Total
1- Bom 2- Regular 3- Regular
1- Bom 22(42,31%) 1(1,92%) 0(0,00%) 23
2- Regular 2(3,85%) 11(21,15%) 0(0,00%) 13
3- Regular 1(1,92%) 6(11,54%) 9(17,31%) 16
Total 25 18 9 52

FONTE: RESULTADO OBTIDO NO SIAVAL 1.0

Totalizando os dados observados na diagonal e dividindo pelo total de
observagdes obtem-se o percentual de acerto de classificagcdo que resultou um percentual
de 80,77%, significando que o classificador estatisticamente ¢ bom.

O programa pode ser uma ferramenta muito importante na analise e ranqueamento
de fornecedores, principalmente para as empresas que venham iniciar a andlise, pois
bastaria entrar com dados que a empresa julga importante no processo e automaticamente
obteria o ranqueamento dos fornecedores. Além disso, pode-se obter a classificacdo (por
exemplo: bom, regular e ruim) de um fornecedor que tenha recentemente sido incluido no
quadro de fornecedores da empresa. Outros fatores importantes a serem considerados sao:

o tempo para analise e a ndo existéncia de experiéncia do aplicador do método.
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5. CONCLUSAO E RECOMENDACOES

Algumas aplicagdes inéditas foram desenvolvidas. Construiu-se, neste trabalho,
um sistema integrado para o ranqueamento de fornecedores feito por Andlise Fatorial e
que pode facilitar muito as empresas que ja fazem ranqueamento. No caso de empresas
que desejam iniciar a avaliacao de fornecedores o programa poderia ajudar na escolha das
variaveis importantes de um instrumento feito pela empresa.

Outra aplicagdo importante € o procedimento de detectar alunos com possibilidade
de evasdo. Muitas instituigdes de ensino e 6rgdos governamentais buscam as causas de
evasao para poder enfrentd-las, porém no procedimento apresentado neste trabalho,
indicou-se um meio de detectar a evasdo antes que ela aconteca e assim seja possivel
trabalhar somente com os alunos que possuem esta possibilidade. O fator mais importante
do procedimento ¢ que a analise pode ser feita sem que o aluno perceba que estd sendo
avaliado neste item, pois a institui¢do pode obter as varidveis de interesse na sua entrada
na instituicdo, como por exemplo com os dados socio-econdmicos do vestibular e ainda
através de notas e freqiiéncias nas disciplinas do primeiro semestre.

Quando se escolheu a analise de itens de uma prova de vestibular pretendeu-se
incentivar instituicdes de ensino que analisassem os itens de suas provas € que o
ranqueamento dos candidatos pudessem ser feitos utilizando escores verdadeiros. Este
seria 0 meio mais justo de avaliar candidatos, pois itens ruins nao entrariam no escores
ficando somente os itens bem formulados.

Este trabalho forneceu como produto o programa SIAVAL 1.0 que ¢ uma
ferramenta muito util para a analise de desempenho, varias areas do conhecimento fazem
este tipo de andlise e ndo utilizam as estatisticas utilizadas no programa, principalmente
no Brasil.

Como o programa possui uma comunicagdo facilitada com o usuério, como, por
exemplo, entrada e saida de dados através de uma planilha Excel, espera-se que a
comunidade de pesquisadores e analistas de desempenho tenha maior acesso a estas
estatisticas e possa melhor analisar seus dados, visto que os programas encontrados no

mercado sdo de lingua estrangeira, caros e de dificil manuseio.
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No entanto, o programa desenvolvido atende as pesquisas de desempenho no que
se refere a Analise de Itens, visto que estd operando somente com itens que possuam
respostas dicotomicas ou possiveis de serem dicotomizadas. Portanto, para uma versao
2.0 poderia ser programada com o Modelo Nominal na Teoria da Resposta ao Item, de
modo que o programa se tornaria mais generalista.

Verificou-se também a necessidade de construir um programa de uso nacional que
contivesse todas os modelos da Teoria da Resposta ao Item com intuito de que a analise
de desempenho escolar pudesse ser feita por instituicdes de ensino, municipios, regides,
etc.

Entende-se, portanto, que os objetivos do trabalho foram alcangados, mostrando a

viabilidade e aplicacdes das metodologias apresentadas.
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APENDICE 1
DERIVADAS DO ML-3 EM RELACAO AO PARAMETRO DE DISCRIMINACAO

P:C+(1—C) 1 Iy
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APENDICE 2
DERIVADAS DO MODELO ML-3 EM RELACAO AOS PARAMETROS DE
DIFICULDADE E ACERTO CASUAL
1
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APENDICE 3

DERIVADA DA FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA EM RELACAO AOS
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APENDICE 4
PARAMETROS DA NORMAL MULTIVARIADA PARA COMBINACOES
LINEARES

Resultado:
Se X tem distribui¢do Np(u, X), as q combinagdes lineares
ap X, +..+a, X,

ayX; +..+a, X,

A X =

(axp) (px1)

ayX, +..ta X,
tém distribui¢do Ng(Ap, AZA’). Além disso, se d ¢ um vetor de constantes, entdo

X + d tem distribuicdo Np(u +d, X).

(px1)  (px1)
Prova:

Dadas as combinagdes lineares Z = AX tém

uz = E(X) = B(AX) = Apx

27 =Cov(X) =Cov(AX) = AZxA’.

Qualquer combinagdo linear b’(AX) ¢ uma combinagdo linear de X, da forma
a’X com a = A’b. Se X ¢ normalmente distribuido com Np(u, X), entdo qualquer
combinagdo linear das varidveis a’X = a;X; + aX; + ... + a,X, tem distribuicdo
N@’y, a’% a). Além disso, se a’X tem distribui¢do Np(a’w, a’> a) V a € IR", entdo X
tem distribuicdo N,(u, X). Desta forma, as conclusdes de 4 X estdo satisfeitas.

A segunda parte da prova pode ser obtida considerando a’(X+d) = a’X +(a’d),
onde a’X tem distribuicao N(a’u, a’¥ a). Sabe-se do caso univariado que a adi¢ao de uma
constante a’d a variavel a’X translada a média para a’y +a’ d =a’(u + d), sem alterar a

variancia. Ja que a ¢ arbitrario, X + d tem distribuicdo Np(u +d, X).
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APENDICE 5
PARAMETROS DA DISTRIBUICAO NORMAL MULTIVARIADA DA VARIAVEL
CONDICIONADA
Resultado:

X, 2 Z,
Seja X =| : | com distribuicdo Ny(u, X) na qual p= {ul}, X=] - - |, e
X, :

|Z 22| > (. Entao a distribuigdo condicional de X}, dado X; = x;, ¢ normal com
Média = p, +Z,25,(x, —1,) €

A e -1
Covariancia= X, —X,2,,%,

Assim, a covariancia independe do valor de x, da varidvel condicionada.

Prova:
: -1
1 I Z 122 22
(@xa) - ax(p-q)
Seja A = . v
(pxp)

0 :

(p-a)xq (p—a)x(p-q)

¢ normal conjuntamente com matriz de covaridncia AXA’ dada por

I _21222 211 212 I 0 211_2122;221 0

0 F T |z T, llemaEh o 0 L3,

Como X,-p, -2,23(X,-u,) e X,-u, tem covaridncia zero, sdo
independentes. ~ Além  disso, X, - —Z,25 (X, —u,) tem  distribuig¢do
N (0,2, -2,25%,). Dado X,=p,, p +Z,25(x,—-u,) ¢ uma constante. A
distribui¢do condicionada de X, —p, —2,25,(X, —1,) € a mesma da distribuigdo ndo
condicionada X, —pu, -2, (X, —,), pois X, —p, —Z,Z,(X, —u,) e X, —u, sio

independentes. J& que a  quantidade X, - =220 (X, —u,) tem
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distribuicdo N (0,%,, —~3,21%.,), ela é o vetor aleatorio X, —p, =%, (X, —,), NO
qual X, assume o valor particular x,. De forma equivalente, dado que X,=x,, X, tem

distribui¢do N (n, + 2,25 (X, — 1)), Z) — 2,203,
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APENDICE 6
RESULTADO USADO NO METODO DE REGRESSAO PARA DETERMINAR OS
ESCORES FATORIAIS
Resultado:
Supondo ndo singulares as matrizes e possiveis as operacdes, entao
I+L9'Ly' LY'L=1-1+L¥'L)!
Prova:
Partindo da igualdade entre matrizes identidades de mesma ordem
I=1
multiplicando membro a membro por L¥"'L, vem
LY'L=L¥'L
somando e subtraindo a identidade ao segundo membro
LY'L=1+L¥'L-1
LY'L=1+L¥'L)-1+L¥'L).ad+Lv'L)!
fatorando a expressao :
LY L=0+LY'L).[I-I+L¥'L)"]
pré-multiplicando membro a membro por (I + L’P'L)", tem-se
A+Lv'Ly' 'Ly =a+Lv'Ly . d+LY'L). [1-T+L°¥'L) "
como (I + LW 'L)". 1+ LW 'L) =1L, pode-se escrever
A+ v’y = 1-a+Lv'L)’!
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APENDICE 7
RESULTADO USADO NO METODO DE REGRESSAO PARA DETERMINAR OS
ESCORES FATORIAIS
Resultado:
Supondo ndo singulares as matrizes e possiveis as operacdes, entdo:
LL+¥)'=9'-¥'La+Lv'L)y'Ly!
Prova:
Partindo da igualdade entre matrizes identidades de mesma ordem [ =1
somando e subtraindo expressdes ao segundo membro, tem-se:
[=1+¥Y'LL-¥'LL+¥'L.A+¥'L)y 'L -¥'L.a+L¥'L) 'L
[=1+¥'LL’-¥'L[I- (+L¥Y'L)'IL’-¥'Lad+Lv'L)y'L
e substituindo 1 =¥ ', tem-se
[=¢Y'Y+¥'LL -¥'La+Lv'Ly'Ly'LL - L.+ Lw'Ly 'L
Fatorando
[=¥'(LL'+¥)- V'L [+ YLy 'YL + A+ L'P'L)'L’]
Fatorando novamente temos:
[=¥'(LL+¥)-¥'L. [0+ L’¥Y'L)y'L"¥'|(LL+ )
Apds multiplicar membro a membro por (LL’+ W), tem-se

(LL+¥)'=¢'-¥'La+Lv'L)y'Ly!
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APENDICE 8

VARIAVEIS UTILIZADAS NA ANALISE DE EVASAO DE ALUNOS DO CURSO

DE ESTATISTICA DA UFPR
1- GENERO: 1-Masculino; 2- Feminino
|1| Masculino

|2| Feminino

2- ESTADO CIVIL:
|1] Solteiro(a)

|2| Casado(a)

|3] Outro

3- SITUACAO DE MORADIA:

|1| Mora em casa dos pais, quitada ou financiada

|2| Mora em casa dos pais, alugada

|3| Mora em casa propria, quitada ou financiada

|4| Mora em casa alugada, paga por vocé

|S| Mora em republica, casa de estudante, pensao ou pensionato
|6| Mora em casa de parentes ou amigos

|7| Mora em casa alugada para vocé, paga por seus pais

4- NIVEL DE INSTRUCAO DO PALI:
|1| Sem escolaridade

|2| Ensino fundamental incompleto

|3] Ensino fundamental completo

|4| Ensino médio incompleto

|S| Ensino médio completo

|6] Superior incompleto

|7| Superior completo

|8| Nao sei informar
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5- NIVEL DE INSTRUCAO DA MAE:
|1| Sem escolaridade

|2| Ensino fundamental incompleto

|3] Ensino fundamental completo

|4| Ensino médio incompleto

|S| Ensino médio completo

|6| Superior incompleto

|7| Superior completo

|8] Nao sei informar

6- OCUPACAO DO PAL:

|1| Funciondrio publico do governo Federal, Estadual ou Municipal

|2| Empregado de empresa

|3] Socio ou proprietario de empresa

|4| Trabalho remunerado por conta propria, com auxilio de parentes e/ou de familiares

|5| Trabalho remunerado por conta propria, com empregados

|6] Artista (pintor, escultor, musico, cantor, ator etc.)

|7| Trabalha em entidade, organizacdo ou institui¢do ndo-governamental de cunho
filantropico, assistencial, religioso, de lazer ou outro

|8| Parlamentar ou cargo eleitoral, diplomata, militar

|9| Atleta profissional

|10| Trabalha em casa e/ou ndo tem atividade remunerada

|11| Nao trabalha

|12| Outros

7- OCUPACAO DA MAE:

|1| Funciondrio publico do governo Federal, Estadual ou Municipal

|2| Empregado de empresa

|3| Sécio ou proprietario de empresa

|4| Trabalho remunerado por conta propria, com auxilio de parentes e/ou de familiares

|5| Trabalho remunerado por conta propria, com empregados
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|6] Artista (pintor, escultor, musico, cantor, ator etc.)

|7| Trabalha em entidade, organizacdo ou institui¢do ndo-governamental de cunho
filantrépico, assistencial, religioso, de lazer ou outro

|8] Parlamentar ou cargo eleitoral, diplomata, militar

|9| Atleta profissional

|10| Trabalha em casa e/ou ndo tem atividade remunerada

|11]| Nao trabalha

|12| Outros

8- RENDA FAMILIAR:

1] Até RS 300,00

2 De R$ 301,00 a R$ 500,00

13| De R$ 501,00 a R$ 1.000,00
14| De R$ 1.001,00 a R$ 1.500,00
15/ De R$ 1.501,00 a R$ 2.000,00
16/ De R$ 2.001,00 a R$ 3.000,00
17| De R$ 3.001,00 a R$ 4.000,00
|8] De R$ 4.001,00 a R$ 5.000,00
|9] Acima de R$ 5.001,00

9- NUMERO DE PESSOAS QUE CONTRIBUEM RENDA FAMILAR:

|1| Uma |4| Quatro
|2| Duas |5| Cinco
3| Trés |6| Seis ou mais

10-NUMERO PESSOAS SUSTENTADAS RENDA FAMILIAR:

|1) Uma |4| Quatro
|2| Duas |5| Cinco
13| Trés |6] Seis ou mais
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11-IDADE COMECOU EXERCER ATIVIDADE REMUNERADA
|1| Antes dos 14 anos |4| Apos 18 anos

|2| Entre 14 e 16 anos |5| Nunca trabalhei

|3| Entre 16 e 18 anos

12-DURANTE O CURSO VOCE TERA OBRIGATORIAMENTE QUE TRABALHAR

|1| Sim, mas apenas nos ultimos anos

|2| Sim, desde o primeiro ano, em tempo parcial
|3| Sim, desde o primeiro ano, em tempo integral
|4| Nao sei

|5| Nao

13-ESTUDO DE 1°.GRAU:

|1| Todos em escola publica

|2| Todos em escola particular

|3| Maior parte em escola publica
|4| Maior parte em escola particular

|S| Em escolas comunitarias/CNEC ou outro

14- ANO DE CONCLUSAO DO 2°. GRAU:

15-ESTUDO 2°. GRAU:

|1| Integralmente em escola publica
|2| Integralmente em escola particular
|3| Maior parte em escola publica

|4| Maior parte em escola particular

|5| Em escolas comunitarias/CNEC ou outro

16- RELACAO ENTRE FORMACAO DE 2°. GRAU E ATIVIDADE ATUAL:

|1| Concluiu o curso de magistério

|2| Concluiu curso técnico (agricola, contabil, mecanico etc.)
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|3] Nao se enquadra nas alternativas anteriores

17- TURNO DO 2°. GRAU:
|1| Todo diurno |4| Maior parte noturno
|2| Todo noturno |5| Outro

|3| Maior parte diurno

18- CURSO PREPARATORIO PARA O VESTIBULAR:
|1| Fiz apenas o "terceirdo"

|2| Fiz apenas cursinho

3| Fiz "terceirdo" e cursinho

|4| Nao fiz nem "terceirdo" nem cursinho

19-MOTIVO DO CURSO PREPARATORIO:

|1| Para atualizar meus conhecimentos, porque parei de estudar ha muito tempo
|2| Para aprender "macetes"

|3| Para complementar os conhecimentos adquiridos no colégio

|4| Por outro motivo

|S| Nao fiz cursinho

20-NUMERO DE VEZES QUE PRESTOU VESTIBULAR:
|1] Uma vez

|2| Duas vezes

|3| Trés vezes

|4| Quatro vezes

|5| Cinco ou mais

|6/ Nenhuma

21-NUMERO DE VESTIBULARES QUE FEZ NO ANO DE INGRESSO:
|1 Um
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12| Dois
13| Trés
|4| Quatro

|5| Cinco ou mais

22-INICIOU OUTRO CURSO SUPERIOR:
|1| Sim, mas nao conclui |3] Sim, mas ja conclui

|2| Sim, estou cursando |4| Nao

23-MOTIVO DE TER PRESTADO VESTIBULAR NA UFPR:
|1| Por se tratar de universidade ptblica e gratuita

|2| Pela qualidade do ensino

|3| Pelo horéario do curso que pretendo fazer

|4| Pela localizagao

|5| Por ser a tnica na cidade que oferece o curso que desejo

|6] Outro motivo

24-MOTIVO DE ESCOLHA DO CURSO

|1| Mercado de trabalho e possibilidades salariais
|2| Possibilidade de contribuir para a sociedade
|3| Possibilidade de cursar algo de que gosta

|4| Por ter habilidades relacionadas ao curso

|S| Gosto pelas matérias do curso

|6] Baixa concorréncia pelas vagas

|7| Permite conciliar aula e trabalho

|8] Outro motivo

25-FATOR QUE TERA QUE ENFRENTAR DURANTE O CURSO
CONSIDERA IMPORTANTE:

|1| Habilidades especificas exigidas pelo curso

QUE
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|2| Relacionamentos

|3| Persisténcia e habitos de estudo

|4| Informacgdes da profissao

|5| Conciliar estudos com vida pessoal e familiar

|6/ Nao se enquadra nas alternativas anteriores

26- 0 QUE ESPERA EM 1°. LUGAR DE UM CURSO UNIVERSITARIO:

|1| Aquisi¢ao de cultura geral ampla

|2| Formagao profissional, voltada para o trabalho

|3] Formagao tedrica, voltada para a pesquisa

|4| Formagao académica para melhorar a atividade pratica que ja estou desempenhando

|5| Aquisi¢ao de conhecimentos que me permitam compreender melhor o mundo em que
vivemos

|6| Aquisi¢ao de conhecimentos que permitam melhorar meu nivel de instru¢ao

|7| Diploma de nivel superior

27- ATIVIDADE DE LAZER:
1] TV

|2| Religido
|3| Teatro

|4| Cinema

|5| Musica

|6] Danga

|7| Artesanato
|8| Leitura

|9] Esporte
|10| Outra
|11| Nenhuma

28- QUE MEIO QUE MAIS UTILIZA PARA SE MANTER INFORMADO:

|1| Jornal escrito
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12| TV

|3| Radio
|4| Revistas
|S| Outros
|6| Nenhum

29- NAO SE INSCREVEU PELA INTERNET...

|1| Por ndo ter acesso a ela

|2| Por ndo ter conhecimento do periodo de inscri¢@o
|3| Por outro motivo

|4| Me inscrevi pela Internet em outro lugar

|S| Me inscrevi pela Internet em casa

30- CLASSIFICACAO NO VESTIBULAR
31- ESCORE NO VESTIBULAR EM PORTUGUES
32-ESCORE NO VESTIBULAR EM MATEMATICA
33-ESCORE NO VESTIBULAR EM BIOLOGIA
34- ESCORE NO VESTIBULAR EM QUIMICA
35-ESCORE NO VESTIBULAR EM GEOGRAFIA
36- ESCORE NO VESTIBULAR EM FiSICA
37- ESCORE NO VESTIBULAR EM HISTORIA
38- ESCORE NO VESTIBULAR EM LINGUA ESTRANGEIRA MODERNA
39- ESCORE NO VESTIBULAR EM REDACAO
40- FREQUENCIA NA DISCIPLINA DE ESTATISTICA GERAL I:
DE 0 A 60 HORAS
41-NOTA NA DISCIPLINA DE ESTATISTICA GERAL I:
DE 0 A 100
42- FREQUENCIA NA DISCIPLINA DE CALCULO DE PROBILIDADE I:
DE 0 A 60 HORAS
43-NOTA NA DISCIPLINA DE CALCULO DE PROBABILIDADE I:
DE 0 A 100
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44- FREQUENCIA NA DISCIPLINA DE CALCULO COM GEOMETRIA:
ANALITICA I:
DE 0 A 60HORAS
45-NOTA NA DISCIPLINA DE CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA I:
DE 0 A 100
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APENDICE 9

GRAFICOS DA CURVA CARACTERISTICA E FUNCAO DE INFORMACAO DOS

ITENS 1 A 60
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=

g
HABILIDADES
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PROBABILIDADE ITEM: 55
DE ACERTO
1

04

08

0.7

06

0.5

0.4

0.3

0.2

01

g
HABILIDADES

PROBABILIDADE ITEM: 56
DE ACERTO
1

04

0.8

0.7

0.6

05

0.4

02

0.2

01

g
HABILIDADES
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PROBABILIDADE ITEM: 57
DE ACERTO
1

04

08

0.7

06

0.5

0.4

0.3

0.2

01

g
HABILIDADES

PROBABILIDADE ITEM: 58
DE ACERTO
1

04

0.8

0.7

0.6

05

0.4

02

0.2

01

g
HABILIDADES
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PROBABILIDADE ITEM: 53
DE ACERTO
1

04

08

0.7

06

0.5

0.4

0.3

0.2

01

0 lg -7 5 -5 -4 3 -2 -1 1] 1 2 3 4 ] g 7 g
HABILIDADES

PROBABILIDADE ITEM: 60
DE ACERTO
1

03
08
07
0§
05 /
04
03
02

01

0 lg -7 £ ] -4 5 -2 -1 1] 1 2 3 4 ] g 7 g
HABILIDADES
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APENDICE 10

TABELA DE CLASSIFICACAO FEITA PELO METODO DISCRIMINANTE QUADRATICO
USANDO PROBABILIDADE A PRIORI IGUAIS PARA OS GRUPOS DE CLASSIFICACAO

Grupos
Abandonaram Nao concluiram o Concluiram o
Grupos Total
ou Trancaram o | Curso no Tempo | Curso no Tempo
Curso Certo Certo
Abandonaram ou
78 9 2 89
Trancaram o Curso
Nio concluiram o Curso
8 37 8 53
no Tempo Certo
Concluiram o Curso no
0 1 12 13
Tempo certo
Total 86 47 22 155

Percentual de Classificagao Correta: 81,94%

TABELA DE CLASSIFICACAO FEITA PELO METODO DISCRIMINANTE QUADRATICO
USANDO PROBABILIDADE A4 PRIORI DIFERENTES, PROPORCIONAIS AOS GRUPOS DE

CLASSIFICACAO
Grupos
Abandonaram Nao concluiram o Concluiram o
Grupos Total
ou Trancaram o | Curso no Tempo Curso no Tempo
Curso Certo Certo
Abandonaram ou
81 8 0 89
Trancaram o Curso
Nio concluiram o Curso
9 41 3 53
no Tempo Certo
Concluiram o Curso no
0 3 10 13
Tempo certo
Total 90 52 13 155

Percentual de Classificagao Correta: 85,16%
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TABELA DE CLASSIFICACAO FEITA POR REDES NEURAIS USANDO PROBABILIDADE A
PRIORI IGUAIS PARA OS GRUPOS DE CLASSIFICACAO

Grupos
Abandonaram Nao concluiram o Concluiram o
Grupos Total
ou Trancaram o | Curso no Tempo Curso no Tempo
Curso Certo Certo
Abandonaram ou
53 26 10 89
Trancaram o Curso
Nio concluiram o Curso
13 27 13 53
no Tempo Certo
Concluiram o Curso no
1 8 4 13
Tempo certo
Total 67 61 27 155

Percentual de Classificagao Correta: 54,19%

TABELA DE CLASSIFICACAO FEITA POR REDES NEURAIS USANDO PROBABILIDADE A
PRIORI DIFERENTES, PROPORCIONAIS AOS GRUPOS DE CLASSIFICACAO

Grupos
Abandonaram Nio concluiram o Concluiram o
Grupos Total
ou Trancaram o | Cursono Tempo | Curso no Tempo
Curso Certo Certo
Abandonaram ou
84 5 0 89
Trancaram o Curso
Nao concluiram o Curso
43 10 0 53
no Tempo Certo
Concluiram o Curso no
6 7 0 13
Tempo certo
Total 133 22 0 155

Percentual de Classificagdo Correta: 60,65%
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TABELA DE COMPARACAO ENTRE OS METODOS NA CLASSIFICACAO DO GRUPO DE

TESTE
Método
Redes
Alunos do Discr. Discr. Redes .
Neurais Classificacao
Grupo de Quadratico(P Quadratico Neurais(Pr
Fisher (Prop. a Correta
Teste rop. a priori | (Prop. a priori | op. a priori L
priori
iguais) diferentes) iguais)
iguais)
1 2 1 1 2 1 1
2 1 1 1 1 1 1
3 1 2 2 1 1 1
4 3 1 1 1 1 2
5 2 1 1 1 1 2
6 2 2 2 3 2 2
7 3 1 1 2 1 3
8 2 2 2 2 1 3
Percentual de
62,50% 37,50% 37,50% 25,00% 50,00% -

Acertos
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APENDICE 11

1. TELA INICIAL

& homesiaval @

SISTEMA INTEGRADO DE AVALIAGAO

SIAVAL 1.0

SONIA ISOLDI MARTY GAMA MULLER
ANSELMO CHAYES NETO

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

SAIR DO PROGRAMA A EUN"NUAH ]

2. TELA DE ESCOLHA DE METODOS

| Form1 g@@

SISTEMA INTEGRADQ DE AVALIAGAO - SIAVAL 1.0

ANALISE DO INSTRUMENTO

ANALISE FATORIAL - RANQUEAMENTO

RECONHECIMENTO DE PADROES

WOLTAR PAGINA ANTERIOR
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3. TELA DE ENTRADA DE DADOS PARA ANALISE DO INSTRUMENTO

ENTRADA DE DADOS

ENTRE COM 0 NOMERQ DE ALTERMATMES [ 5

ENTRE 05 DADOS DO INSTRUMENTA COLOCANDO 05 RESPONDENTES NAS LINHAS E 05 ITENS NAS COLUNAS

Ho p @ 2 - & - pak=115]
“-“--I A
H
El

1P ) ) S ) N ) ) Q5 G Y

T NPenhat v/ < ] >

SAIR DO PROGRAMA WOLTAR & PAGINA ANTERIDR CONTINUAR

4. TELA DE OPCOES DE ANALISE DO INSTRUMENTO

s Formi EBX
ANALISE DO INSTRUMENTO

TEORIA DA CLASSICA DA MEDIDA:

ESTATISTICAS DO

INSTRUMENTO NUMERO DE ACERTOS DOS

ESTATISTICAS DESCRITIVA DO
RESPONDENTES

TEORIA DA RESPOSTA AO [TEM:

DOIS PARAMETROS TRES PARAMETROS

WOLTAR A PAGINA ANTERIDR
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5. TELA RESULTADOS DAS ESTATISTICAS DO INSTRUMENTO

Form1 E@@
ESTATISTICAS DO INSTRUMENTO
BlotBR| = 8-5U-5 1% BB
[ “~
INDICE DE CONFIABILIDADE 0,858163178
PERCENTUAL ACERTO CORRELACAO BISSERIAL CORRELACAO BISSERIAL POR PONTO
0E10510949 0439334601 0,34563481
0,760243309 041919145 0,305261105
0E74EM217 01525584552 0,406175137
029270073 0,353123009 0,2656555935
0, 200875312 0,308796972 0,215804264
0386715328 0,30150041 0,235753462
0593619951 0409401715 032402423
0.755320467 0,319083214 0,235863847
0404476356 (0,364942728 0287245512
0 356248175 0522356014 0,403980672
0802092457 0431529433 0,303266843
0522671045 0,281754752 01,229225669
0102002457 0157439113 0091255253
0304768556 0,233709171 0,176534831
0535182452 0403507054 031651625
0,242579075 0,263464034 0191093877
0222230443 (0.460505366 0327974647
0,369927007 0,161075085 0,124813803
0451143552 0,258760622 0,213773308
0703692944 0553931773 0421874523
0 596150652 0,587 276247 0,451339005
0,719124088 (0478768528 0‘364647606 i
SPlanihat v/ < 3l 4
0BS: Considera-se um bom nivel de confiabilidade quando o indice for maior que 0.90
SAIR DO PROGRAMA VOLTAR & PAGINA INICISL VOLTAR & PAGINA ANTERIOR

|
6. TELA DE RESULTADOS DAS ESTATISTICAS DESCRITIVAVAS DO

NUMERO DE ACERTOS DOS RESPONDENTES

ESCORES EE

ESTATISTICAS DO NUMERO DE ITENS CORRETOS DOS RESPONDENTES

HISTOGRAMA DO NUMERO DE ITENS CORRETOS DOS RESPOMDENTES

1000

Q00 -

800 -
700 4
=
% BOO
= 500 4
g
400 4
£

300 -

100 -

5 all ||I|||..
Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl Tl TT Tl T T
MUMERO DE [TENS CORRETOS

Qelsb@ls H-3-BE Y B

: P v
MEDIA= 130393431 MiNIMO= | 0. PRIMEIRO QUARTIL= 225
|DESVIO PADR;\O_ 8,7486131 MAXIMO= 57 MEDIANA= 30
| [ TERCEIRO QUARTIL= 39

v
“Planihat ¥ / < "7
SAIR DO PROGRAMA VOLTAR A PAGINA INICIAL YOLTAR & PAGINA ANTERIOR SALVAR GRAFICD

(=bmp]

207



7. TELA DE RESULTADO DA TRI PARA DOIS E TRES PARAMETROS

Respostal

v/'

PARAMETROS DOS ITENS

I Y ORAETRS (8

% =2

DISCRIMINACAO DIFICULDADE ACERTO CASUAL CONVERGENCIA

1,227463126| -0,106790341 0,186664388 0,000946403
1,188680887 | - 0234724507 0,007148623
15412125589 -0,715908408 0,190667 565 0003673375
0938726664 2620836258 0,172999412 0017179968
0811062558 359352779 0,04398001 0017412424
0,824010432| 2 305083275 0,234334633 0011739254
1,154658437 | 0,069945052 0,190518379 0,001358621
0328511739 -1,210773945 033109833 0026247263
0988793671 1911225319 0224011257 0,000513509
1479863763 23688519 021531108 0004276752
1231236935 -2,10743928 0,171964005 0,007199526
0822119176| -0.216749236 0,192125052 0002463073
0475415409 499931451 0,059110291 0,010530949
0593807399 3,134949207 0,137911052 0032776594
1131353736 -0,340387613 0,184837058 0,001296878

081477493 3,107367516 00600647 15 0011795995
1,282393416)  3,736E05167 0,043019019 0004212379
0529474676 3,149448633 0,267 110646 0041624784
0,738438487 | 1,719369888 0, 209861675 0,011565924
1524670148 -1,0114495614 02085465662 0003885627
17578711581 0971271515 0,204570802 0,004960087
1,381178012 -1,172894478 0201346278 0,008284688
1513678074 -2 96764183 0,1833586878 0,009607553
1461733341 -0,780088426 0,209884582 0005498827

£

54IR DO PROGRAMA

WOLTAR & PAGINA ANTERIOR

GRAFICOS DOS ITENS ‘

ESTIMAR ESCORES
YERDADEIRDS

EE

8. TELA DO GRAFICO DA CURVA CARACTERISTICA DO ITEM E DA
FUNCAO DE INFORMACAO DO ITEM

£

CURVA CARACTERISTICA E FUNGAO DE INFORMAGAO DO ITEM

PROBABILIDADE
DE ACERTO
1

03

0s

07

06

(ik3}

04

03

02

01

ITEM: 2

a= [0,73057 b= [1.4675

SAIR DO PROGRAMA

c= |0.123422

7 8
HABILIDADES

VOLTAR A PAGINA ANTERIOR ‘ g EXECUTAR GRAFICO SALYAR GRAFICO [.bmp]
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9. TELA DO RANQUEAMENTO FEITO POR ESCORES VERDADEIROS

= Respostal

9923
GG
730
8393
73

15645
3321
010

10343
8271

17867
7708

17513

17796

19913

11045

709

18850
9520

10772
3802
1355

11267
5295

14461

13197

18508

18653

NA0F

e
NPlanihal v/

SAIR DO PROGRAMA

= 8- -0

RESPOND ESCORE VERDADEIRO

%» =0

4455149
44 51596
44 43324
43 79565
43 45608
4319175
4312932
4304462
4294034
42 90462
427632
42 68624
A2B1797
4249073
4240113
4231579
4231291
42 30456
4230401
4225973
4221674
4221309
4219124
4204691
4203141
4195235
4179383
41 65104
A1 BI04

<

‘ WOLTAR A PAGINA INICIAL |

VOLTAR A PAGINA ANTERIDR |

EEX

RANKING DOS RESPONDENTES - ESCORES VERDADEIROS

1]

b
3

ESTATISTICA DAS HABILIDADES ‘

10. TELA DOS RESULTADOS DAS ESTATISTICAS DOS ESCORES

VERDADEIROS

= HABILIDADES

DESCRIGAO DOS ESCORES VERDADEIROS

1200

HISTOGRAMA DOS ESCORES YERDADEROS

1000

FREQUENCK:
A
z
2

400
1L alll ||I
Lo I|I|||||...

S

=l el Rl Rl |l kl

[yl & kel &l

Bl =zl g

ESCORES VERDADEIROS

==

ERmeDIA-

R DESVIO PADRAO=

L6
\Planihat ¥ f

SAIR DO PROGRAMA

Blw yB@ 2

3 | || 3
17,48259163 MINIMO= 0
7,63462925 MAXIMO= 44,55149

<

WOLTAR & PAGINA INICIAL

PRIMEIRO QUARTIL=
MEDIANA=

TERCEIRO QUARTIL=

WOLTAR A PAGINA ANTERIOR

&
24,19788551
1756432915
9,800528526
v
| Bz

SALVAR GRAFICO [*.bmp]
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11. TELA DE ENTRADA DE DADOS PARA ANALISE FATORIAL

| datasiaval3 g@@

ANALISE FATORIAL

ENTRE COM AS AMOSTRAS NAS LINHAS E A5 VARIAVEIS NAS COLUNAS
] 4 B (-5 ER
| 1} 700 923 90,1 50,0

750 992 B2,1 938

540 56,4 854 725

700 (2] 64,4 725

88,0 91,1 775 933

00 931 33 91,0/

438 818 760 750

700 93,1 a0 905

783 90,0 27 90,0

803 788 902 520

850 231 57,1 700

733 931 7.7 933

813 637 754 835

B0 918 837 913

890 65,4 [ 888

808 90,3 20,1 950

628 a1.2 85 930

] 818 774 913

700 725 68 90,0

858 920 903 910

700 90,7 420 90,0

=00 0.2 (=] 73

625 218 520 775

738 92,7 855 925

77E 96,8 857 913

“Planihal v/ <

SAIR DO PROGRAMA

~
b4
3
EXECUTAR

12. TELA DA TABELA DE RESULTADOS DA ANALISE FATORIAL

| Respostad

ANALISE FATORIAL
Glo smElEs-u-HEY EE

variavel Fator1 | Fater2 Fator3 comunaliivar. especificas
1 0120464 0102162 0969455 0964791 0035209
) 2 0938372 0143984 0001173 0201274 0096726
3 0,108815| 09868695 0093268 0998057 0001943
£ 4| 0798869 0054077 0453516 0846792 0,153208
" |autovalor 1545085 1,154218 101161
wvar. acum 3552713 B7 48261 9277286

Nhanihat ¥/ <

E\fDLTAF!AF'AEINA,PSJ\ITEFHDF! | RANOUEAMENTO

WOLTAR A PAGINA INICIAL

EEX

ESCORES
FATORIAIS
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13. TELA DO RANQUEAMENTO FEITO POR ANALISE FATORIAL

= Resposta3 E|@@

ANALISE FATORIAL
|8 -R-F W% @

16 9345166
5 9308323
12 32418
25 9230073
17 9183542
50 9177468
45 91 BRE12
20 9152108
14 9059973
249038295
1 699647
27 89 a4
39 8965012 [ [ [
33 8931323 =
52 8918533
10 8855845
32 8831567
2 87 56722
34 8714534
31 8657268
8 8650232
9 8509218
18 8497832
40 8440314
15 8258424
28 8024485

27 41 8005143 s
Planihal v < | B4

i ESCORES
OLTAR & PAGINA INICIAL YOLTAR A PAGINA ANTERIOR s

14. TELA DE ENTRADA DE DADOS PARA RECONHECIMENTO DE
PADROES E CLASSIFICACAO

datasiavald

RECONHECIMENTO DE PADROES E CLASSIFICAGAO

1. Cologue os dados de modo que cada respondente regresente

2. Cologue na coluna A o nimero correspondente ao grupo no gual o respondente petence (1.2.3.) e nas colunas sequintes o valor das
variaveis.

Dados para Andlise Dades para Reconhecimento

ca

(=% % B =8l -2 - % =@ 0 ¥ B = |8 -% - % | =
| A | - -

BEGRUFOS VAR 1 VARZ WAR3  VARA bRl A e )

700 w8 90 900

750 w2 621 938

880 %41 775 933

700 93 803 905

783 w0 727 900 -

803 78E 902 920

793 @1 677 933

760 918 887 913

88 w9 900 950

828 912 885 930 [

855 920 903 910

738 %27 855 925

776 %66 857 913

800 @7 832 600 )

75 @i 785 915

750 @0 97 955 3

 Planilhal - 4 > * Planihat A < | =

|~
~

EQUAGTES LINEARES: 0BS: 45 CLASSIFICACTIES PODEM SER VISTAS WA ULTIMA

COLUNA DESTA PLANILHA
1 2 Procedimenta de Retengo de Lachenbruch

SAIR DO PROGRAMA IVOLTAR & PAGINA INICIAL | EXECUTAR | TABELADE EDNTINGENC\A|
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15. TELA DE SAIDA DE DADOS PARA RECONHECIMENTO DE PADROES E
CLASSIFICACAO

RECONHECIMENTO DE PADROES E CLASSIFICAGAO

1. Cologue os dados de modo gue cada respondente represents

2. Cologue na coluna & o nimero correspondente ao grupo no qual o respondente pertence (1.2.3.) & nas colunas sequintes o valor das

viariwes
- Dados para &nélise 1~ Dados para Reconhecimento 1

Glo| YRR s 44T 9% H e Blo [ dB = | H-F-F 8% E
] S -
GRUROS VAR 1 WARZ  WARST  WARY

700 928 90,1 ]
750 992 621 938
G8,0 94,1 77A 933
700 93,1 80,3 905
03 200 LT 0.0
a0.3 768 40,2 820
8.3 93,1 7.7 933
B0 9148 6a.7 913
0.8 908 90,1 950
g28 M2 485 a30
8548 @20 903 a0
738 927 956 925
T E 96 5 a7 M3 =)
a0.0 937 832 0,0 = —
15 93,1 785 915
750 93,1 5= 955 v

Y Planibal -/ < e N o R < | =

% WAR 1 WAR 2 WAR 3 rupo
op 929 90,1 90,0 10

4G

EQUACTHES LINEARES:

¥1 = +0.05707 x1+0.05228 x2+0.07674 x3+0.1087¢
2 = +0.078b6 x1-0.01014 x2+0.02487 x3-0.12167 |
f s (0

OBS: 45 CLASSIFICACTES PODEM SER VISTAS NA (LTIMA
A COLUMA DESTA PLAMILHA

Procedimento de Retengao de Lachenbruch

< | &

S4IR DO PROGRAMA, ‘ YOLTAR & PAGINA INICIAL ‘ EXECUTAR I TABELA DE EDNTINEENEIA‘

16. TELA DE RESULTADO DA TABELA DE CLASSIFICACAO
= Form1 Q@@

TABELA DE CLASSIFICACAD LACHENBRUCH
Blw bR = [(8H-5-F % % 50
ﬁ (N E s
| |Grupo 1 2 3 Total
1 21 1 i )
2 3 1 i 14
4] 3 2 l [ 16
TABELA DE CLASSIFICAGAD e ot | 18 8
Percentual 7532308
Blo|ldbR| x |[8-3-F 8% B @
1 2 3| Total ¥
1 21 1 0 “Planihal v f < | @
; 2 3 ik i
) Ul = 12 CLASSIFICAGAQ LACHENBRUCH POR
Tatal 24 15 13 L AMOSTRA
i B = | 8-3-BF =
° |Percentual Classit B8 53846 = 4 B : z_l & o ?
- I 52 Enlj 5 1 1B
0] a [ 9 62 53 1 2
et </ @ I — ——
a0 72| %0/ 1 1
78 a0 52 1 1
a3 a7 93 1 1
[&] at E3) EQl 1 1
C\penbal” -/ e : S,
et W‘
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