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SINOPSE

Este trabalho apresenta um metodo para solucionar 0
problema geodesico direto, tendo como principal objetivo a de-
terminagao. do contra-azimute de uma geodesica, em funcao direta
das coordenadas do primeiro ponto e do comprimento da mesma.

Apresenta tambem um quadro de resultados das resolu-
‘¢0es de triangulos geodesicos atraves de formulas finitas e de-
senvolvimento em série.

Para facilitar ao leitor a compreensao destes desen-
volvimentos, apresentamos inicialmente os restudos sobre o0s pa-
rametros do elipsoide, seg¢les normais e comportamento da geode-

sica sobre a superficie de um elipsoide de revolugdo.



SYNOPSIS

This paper presents a method to solve the direct
geodetic probiem, the main purpose being the determination of
the reverse azimuth of a geodesic computed as a function of
the coordinates of the first point and the geodetic distance.

It also presents a table showing the results of the
computations of the geodetic triangles through closed formulas
and series development.

In order to make easy for the reader to understand
the mathematical derivations, it is presented at the beginning
of this thesis some coment about the ellipsoidal parameters,
normal sections, and the behaviour of the geodesic about the

surface of a revolution ellipsoid.
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CAPITULO I
1.0 INTRODUCAO

Em Geodésia Geometrica a solucao do problema geodésico
direto e inverso, de maneira geral, consiste em se fazer wuma a-
proximacdao esferica do elipsoide. As operacdes geodesicas de cam
po sao realizadas sobre a superficie topografica, e para definir
mos um ponto desta, necessitamos de tres coordenadas que sao: la
titude geodesica (¢), longitude geodesica (A) e altitude geometri
ca (H). Porem, os calculos s3o realizados com formulas derivadas
do elipsdoide de revolugao. Neste caso a projecao do ponto e defi
nido apenas pela latitude e longitude elipsoidica que s3ao iguais
as geodesicas. Por esta razao, trataremos no desenvolvimento des
te trabalho de coordenadas elipsoidicas. Neste propomos desenvol
ver formulas simples e praticas para solucionar o problema geode
sico direto. A solucao deste problema consiste em: determinar as
coordenadas elipsoidicas (é,A) de um segundo ponto e o contra-
-azimute (A21) da linha geodesica, sendo dados, as coordenadas
elipsoidicas do primeiro ponto, o azimute (AS) da segao normal di
reta e a distancia (S) entre os pontos. Existe vasta literatura
tratando do referido problema. Todavia as formulas resoclutivas
s3o desenvolvimentos em serie de diffcil? aplicacio e exigindo
um grande volume de calculo, nao obstante o advento dos computa-
dores que eliminam parcialmente o Ultimo argumento. O desenvolvi
mento do tema enfatiza principalmente o calclilo do contra-azimu-
te, observando que as formulas ja existentes apresentam para es-

te uma dependencia direta das coordenadas do segundo ponto. Este



02

fato nos levou a crer numa possivel formula, capaz de calcular o
contra-azimute sem depender diretamente das coordenadas do segun
do ponto.

Para facilitar a compreensdo dos desenvolvimentos que
serao realizados apresentaremos uma primeira parte que consisteem:
representar os parametros do elipsoide de revolucao; representar
as coordenadas elipsoidicas; linha geodesica e seu comportamento
no elipsoide de revolucdo e o desenvolvimento tedorico de algumas
formulas que solucionarao o problema em foco. Numa segunda parte
apresentaremos a solu¢ao numerica do problema e o programa codi-
ficado em linguagem de programacao FORTRAN IV, Alem disto, apre-
sentaremos um quadro comparativo dos resultados das resolugoes dos

triangulos geodésicos atraves de formulas finitas e em serie.-
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CAPITULO II

2.0 ELIPSODIDE DE REVOLUGCAO

0 principal objetivo da Geodesica Geometrica e a deter
minagdo das coordenadas geodesicas, tambem chamadas de elipsoidi
cas de um ponto. Para tal determinaciao, se faz necessario que se
eleja uma superficie que melhor represente a forma da Terra. As
medidas geodesicas sao efetuadas sobre a superficie fisica da
Terra, comumente conhecida por superficie topografica. Esta su-
perficie e bastante complexa, tornando impossivel estabelecer re
lagdes matematicas simples entre os elementos geodesicos, tais
como: coordenadas de dois pontos e distancia entre os mesmos, em
decorrencia do numero infinito de parametros envolvidos. Ha uma
superficie equipotencial chamada gedoide. Esta, por sua vez, e a
que mais se aproxima do nivel medio dos mares prolongado ao lon-
go dos continentes. Todavia, o gedide torna-se inconveniente pa-
ra o desenvolvimento dos calculo geodesicos, como acontece com a
superficie fisica, por ser definida por um numero infinito de pa
rametros. Se a Terra tivesse um achatamento (o=0) terjamos uma
superficie esferica representativa da Terra, bastante simples por
ser definida por um unico parametro, seu raio. Como isto n3ao a-
contece, outro modelo deve ser adotado de forma a facilitar a
conducao dos calculos geodesicos e que melhor se aproxime da for
ma verdadeira da Terra. MEWTON, atraves de suas especulagles ted
ricas, levando em consideracdo o campo gravifico, postulou a for
ma elipsoidal para a Terra. Desta forma chegamos a um modelo ca-

paz de representar a Terra, que e 0 elipsoide de revolugao. Este
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modelo apresenta as vantagens de nao estabelecer grandes dife-
rencas em relacao a forma real e por ser definido por dois para
metros: semi-eixo maior (a) e achatamento (a). Atualmente exis-
te outro elipsoide que representa a Terra, chamado de elipsoide
triaxial ou escaleno. No entanto, sua utilizacao nao e freglien-
te, por apresentar relacoes matematicas bastantes trabalhosas.
0 elipsoide triaxial & definido por quatro parametros, sendo
tréé eixos de tamanho desigual, e um angulo que orienta a dire-
cao do semi-eixo maior. 0O presente trabalho sera desenvolvidom

diante formulas derivadas do elipsoide de revolugao.

2.1 EQUAGAO DO ELIPSOIDE DE REVOLUGERO

As quadricas centricas s3ao definidas pela equagao,

2 2 2
a c b

Quando todos os sinais forem positivos, a (2.1.1) toma a forma

seguinte:
2 2 2
X y 5
t Iy Ly 5 2 (2.1.2)
a c b

a qual representa um elipsoide escaleno com centro na _origem
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sistema cartesiano considerado, fig. (2.1.1).

Fig.(2.1.1.)

A condig¢ao da equacao (2.1.2) & que os semi-eixos  do

elipsdoide triaxial cumpram a sequinte ordem de grandeza

b <c < a

0 elipsoide triaxial ou escaleno apresenta as sSeguintes caracte
risticas:

-~ » * 3
a) As conicas determinadas pelos planos coordenados Z=0, Y=0 ou

X=0 respectivamente sao elipses dadas pelas equagoes:

2 2
4+ & =
;?

2 2 2 2
. X Z .Y zZ_ -
1, —2-+—-2'—], --2-'*‘—-2'“],
a b c b

b) 0 elipsoide & simetrico em relagao a cada um dos planos co-

*
sao secoes planas de uma quadrica.
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ordenados.
c) A conica, intersecdo da quadrica com o plano Z=d e dada pela

equacao |6/,

X + = 1 (2.1.3)

a qual representa uma elipse. Esta tera parametros menores a me-
dida que d aumenta e anula-se para d=b nos polos. De forma analp
ga verificamos que as secOes paralelas aos planos coordenados
y=0 e x=0 tambem s3ao elipses. Fazendo a=c na (2.1.2), todas as
secoes paralelas ao equador serao circunferencias. Assim obtere-
mos o elipsoide de revolugdo ou biaxial. Para que este ultimo se
ja o modelo da Terra, temos que impor a condigcao a > b. Logo di-
zemos que o elipsoide de revolucdo achatado e a superficie gera-
da pela rotacao de umébe1ipse em torno de seu eixo menor, e a

(2.1.2) toma a forma,

X2+y2

2
.__2_. +£.2.= ] (2.1.4)
a b

2.2 PARAMETROS DO ELISPOIDE DE REVOLUGAD

Como o elipsoide de revolucan e o modelo sobre a qual

irio se desenvolver os estudos a seguir, e de conveniencia que
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se faca uma analise sobre seus parametros. As secoOes produzidas
por planos que contenham o eixo de rotacao sao elipses de semi-
-eixo maior (a) e semi-eixo menor (b). Tais afirmagoes decorrem
da (2.1.4). Assim qualquer relagao obtida para uma segao sera
valida para as demais, e por conseguinte valida para o elipsoi-

de de revolugdao. Consideremos a fig. (2.2.1).

pl
Fig.(2.2.1.)

A elipse meridiana do ponto P] (o,y,z) & obtida pela intersecgao

do plano coordenado x=0 cuja equagao se escreve,

= ] (2.2.1)

c‘hJN
~n
!

y2
Ly 4
a

0 elipsdoide de revolucdo fica definido por dois para-
metros: os semi-eixos a e b. Todavia, por tradicao o definimos a
traves dos parametros semi-eixo maior (a) e o achatamento (a).

A fig. (2.2.1) mostra uma elipse de centro (0) e semi

-distancia focal (f), da qual podemos definir os seguintes para
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metros:

a) semi-eixo maior (a) da elipse;

b) semi-eixo menor (b) da elipse;

c) achatamento (o) e a razao entre a diferenca dos semi-eixos em

modulo e 0 semi-eixo maior

@ =2-b g0 (2.2.2)
a
d) primeira excentricidade (e) @ a razao entre a semi-distancia

focal e o semi-eixo maior da elipse.

, 172
) (2.2.3)

Sendo as elipses meridianas iguais, terao a mesma ex-
centricidade, que sera a mesma do elipsoide de revolucao.
e) Segunda excentricidade (e') & a razio entre a semi-distancia

focal e o semi-eixo menor da elipse.

(2.2.4)

0s parametros a, b, a, e, e' sao os principais parame-
tros do elipsoide de revolugao. Dois sdo suficientes para defini
-1o, desde que, um seja de grandeza linear.

As re]égBes entre as excentricidades primeira (e) e se
gunda (e') sao:

Da (2.2.3) temos,

donde
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';'2' =1 =-e (2.2.5)

b
donde
2
a 2
=1+ e'
b2
1ogo
b? 1
— = — (2.2.6)
a 1 + e
Comparando a . (2.2.5) com a . (2.2.6) obteremos

as seguintes relagoes entre a primeira excentricidade e a segun

da excentricidade:

1-e =2 ——>
1 + e
2 1
e- =1 =~ -
1+ e'Z
e.Z 1/2
e = (——————?) (2.2.72)
1 + ¢!
92 1/2
e' = (;—4——?) (2.2.7b)
- e

As relagoes entre o achatamento e a primeira excentri

cidade e achatamento e a segunda excentricidade sao:
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da (2.2.2) temos
o =1 - % (2.2.8)

Da (2.2.5) temos

L L (2.2.9)

Substituindo na (2.2.8) o valor de % da (2.2.9) temos

as relagoes entre o achatamento e a primeira excentricidade

o =1 - (1-e2)l/2 (2.2.10a)
e = (20 - o2)1/? (2.2.10b)
Substituindo na . (2.2.8) o valor de g dada pela . (2.2.6)

obtemos as relag¢des entre o achatamento e a segunda excentrici-

dade

o =1 = (;————:—2) (2.2.]]3)

|2 _ 204- o

et = I, (2.2.11b)
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2.3 LATITUDES: ELIPSOIDICA, GEOCENTRICA E REDUZIDA, RELAGOES
ENTRE AS MESMAS

Consideremos um ponto P] sobre a superficie e]ipsﬁidi
ca, fig. (2.2.1). A normal ao elipsoide passante por P] forma
com sua projecao sobre o plano equatorial (Z=0) um angulo que
chamamos de latitude elipsoidica (¢), tambem conhecida por lati
tude geodesica. Se a projecao da normal ao plano equatorial for
um ponto, entao ¢ = g, logo, o ponto estara no polo. A latitude
geodesica e medida ao longo da elipse meridiana com uma variacao
de - % < ¢ £ %, e por _conven¢ao a consideramos positiva no he-
misferio norte e negativa no hemisfério sul., A latitude geocen-
trica (yp) do ponto P] e o angulo formado pelo raio vetor deste
ponto com sua projecao sobre o plano equatorial, fig. (2.2.1).
A latitude geocentrica apresenta a mesma variacdo e convecao da
latitude geodesica.

0 elipsoide de revolucao possui duas esferas princi
pais, uma com raio igual ao semi-eixo menor e a outra com raio
jgual ao semi-eixo maior, ambas concentricas, com centro no e-
lipsoide, fig. (2.3.1).

A superficie esferica de raio igual ao semi-eixo mabor
e tangente ao elipsoide ao longo da linha equatorial. Esta su-
perficie esferica e conhecida por "esfera de jacobi" ou "esfera
reduzida". A cada ponto P1 situado sobre o elipsoide de revolu
cao, fazemos corresponder um ponto Pi da esfera reduzida, atra-
ves do prolongamento da ordenada de P]. A fig. (2.3.1) mostra u

ma relacao existente entre as ordenadas dos pontos P] e Pi.

WP 1/2
ﬁv_; -2- -9 (2.3.1)
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Zz
b
P
Py
————— < — lPl (0,y.2)
N
| i
| 1
Q Q 0 H | |
" > Y
y > Q
\ .
Pl
Fig. (2.3.1.)

Latitude reduzida (n) e o angulo formado pelo raio ve
tor (Uﬁi) do ponto imagem sobre a esfera reduzida e sua proje-
cao sobre o plano equatorial. Apresenta a mesma variacao e con-
vencdo das latitudes geodesicas e geocentricas.

As latitudes obedecem as seguintes caracteristicas:
a) ¢ <u < ¢ para pontos nao situados nos polos e equador; no

caso em que ¢ = %, as diferencas entre elas sdo maximas.

b) y = u = ¢ para pontos situados nos polos e equador.

Na fig. (2.2.1) 0os segmentos FTE = Ne P1B = N'

sao chamados respectivamente de grande normal e pequena nor

mal. A relagao entre os segmentos em foco e |6/,

N = N (1 - e?) (2.3.2)
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Agora, com base nos conhecimentos anteriores, podemos
estabelecer as coordenadas de um.ponto da elipse meridiana em
fungao das latitudes e relacoOes entre as mesmas.

As coordenadas cartesianas retilineas do ponto P], fig

(2.2.1), em fungao da latitude geocentrica sao:

OF, cosy (2.3.3)

«
i

EF] seny (2.3.4)

N
1}

Na fig. (2.3.1) obtemos as coordenadas retilineas do

ponto P, em funcao da latitude reduzida (p)

a cosu (2.3.5)

<
"

b senu (2.3.6)

N
i)

Para obter as coordenadas de um ponto P], em funcao

da latitude geodésica, derivemos a (2.2.1)

% = - 2 (2.3.7)

sendo g% o coeficiente angular da tangente a curva no ponto PP

fig. (2.2.1) temos

donde
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7z = E_X?EQ_Q (2.3.8)

Introduzindo o valor de z na equacgao da elipse(2.2.1)

obtemos
2 4 2 2
Y, . by t9 ¢,
2 2 _4
a b~ a
2252 4 b2 g2 = ot
4
2 a
yo = (2.3.9)
a2 + bz tg2 o)
Introduzindo na (2.3.9) a expressao b =a2(1 - ez)
vem
y2 - a4
a2 + a2(1 - e2) tg2 ¢
- a4 - a2 cO0S ¢
a2+a (1-e )tgz ) 1-e”~ sen" ¢
donde
y = 2 cost (2.3.10)
(1 - ezsen2¢)
Para obter a ordenada z em funcao da latitude ¢, 1in-
troduzimos a . (2.3.10) na . (2.2.1), apos simplificacOes ob
temos

a(l - ez) sen ¢

;= 4 (2.3.11)

(1 - e2 sen2¢)
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Dividindo membro a membro a (2.3.11) pela equagao

(2.3.10) vem

2. - e?) tg ¢ (2.3.12)

Considerando a fig. (2.2.1) podemos escrever que,

tg p = = (2.3.13a)
Y
Comparando a . (2.3.12) com a . (2.3.13a) temos
tg v = (1 - e%) tg ¢ (2.3.13b)

a qual mostra a relagao existente entre a latitude geocentrica e
geodesica.
Dividindo membro a membro a . (2.3.6) pela equacao

(2.3.5) temos

z _ b
v =3 tg u (2.3.14a)
Introduzindo na (2.3.14a3) o valor de % dado pela
(2.3.1) vem:
1/2
Z-(- e?)  tg u (2.3.14b)
Comparando a (2.3,14b) com a . (2.3.13a) obte-

mos

tg v = (1 - e)V/2 g p (2.3.15 )
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a qual estabelece a relacdao entre a latitude geocentrica e re-
duzida.

Comparando a (2.3.13b) com a (2.3.15) temos a relacgdo
entre a latitude reduzida e a geodesica

) 1/2
) tgd (2.3.16)

tgp = (1 - e
2.4 SECUES NORMAIS PRINCIPAIS E SEUS RESPECTIVOS RAIOS DE CURVA-
TURA

Por um ponto P, sobre a superficie de um elipsoide de
revolucao, podemos conduzir infinitos planos que contenham a nor
ma a superficie. Qualquer plano que contenha a normal, e por con
sequinte, perpendicular ao plano tangente ao elipsdide neste pon
to, e chamado de plano normal. A curva resultante da intersecao
de um plano normal com a superficie elipsoidica e chamada de se-
cao normal. Em cada ponto existem duas secoes normais principais
que sao mutuamente perpendiculares e cujas curvaturas nesse pon-
to sao, uma maxima e outra minima.

Demonstra-se que o ponto P1 sobre a superficie de um
elipsoide de revolucao possui as segoes normais principais chama
das, secao normal meridiana e do primeiro vertical. A secao nor-
mal do primeiro vertical & gerada pelo plano @ perpendicular a
secao meridiana no ponto Pis fig. (2.4.1).

0 raio de curvatura da sec3ao meridiana e da secao do
primeiro vertical representamos por M e N respectivamente. A cur
vatura da secao meridiana, quando esta e expressa em fungao das
coordenadas retilineas, z=f(y), e obtida da formulas geral de

curvaturag
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Y
Fig. (2.4.1)
dzz
day’
K = 77 (2.4.1)
1+(9_":)2
dy

A equagao da elipse meridiana em coordenadas retilineas e dada

pela (2.2.1)

(2.4.2)

As derivadas de primeira e segunda ordem da (2.4.2)
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2
dz b
AL _71 (2.4.3a)
dy a“z
2 4
d z b
_""2' = = 2 3 (2e4o3b)
dy a z
Substituindo as derivadas na (2.4.1) temos
3
K = 3422 377 (2.4.4)
a 'z
Introduzindo na . (2.4.4) o valor de b2 tirado da

(2:3.71) - obtemos a equagao da curvatura da elipse meridiana

em funcdo das coordenadas ortogonais retilineass

2
a?(1 - %)
K = - Z
372
[22 + (1 - ez)yz]
23
2
2 2
- - a (1 -e) — (2.4.5)
22+ (1 - %) ¥
Introduzindo na . (2.4.5) os valores de z e vy dados
pela . (2.3.8) e . (2.3.10), obtemos a curvatura meridiana
em fung¢dao da latitude geodesica.
2 2,2
K = - a®(1 - e“)

3/2
[b4a2 c052¢ t92¢ + (1-e2)2 aZCOSZQ___]

a4(1-e25en2 $) 1-e sen2¢
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2
a(1-¢%)
2
[b4a2c052¢tq2¢+a4(1 2

-e
a4(1-e25en2¢

~— I
=)
(@]
Q
w
acd

3/2

4_2

b'a {sen2 a 2y

p+i7 (1-e%) cos?e)
b

a4(1—ezsen2¢)

3/2
(1 - ezsen2¢)
o

2 /2

3
(1 - e sep2¢)

K
a(1-ez)

(2.4.6)

0 sinal indica o sentido da curvatura. Em Geodesia todas as cur-
vaturas sao positivas, em decorrencia da convexidade ser voltada
para o interior da superchie.

0 raio da curvatura num ponto de uma curva e 0 inverso
de sua curvatura neste ponto. Portanto, o raio de curvatura da

secdo meridiana e:

M o= a(]-ez)

(1 - ezsen2¢)

177 (2.4.7)

Consideremos agora a curva resultante da intersecao do
plano paralelo ao xy, passante pelo ponto Py fig. (2.4.2), sendo
esta, obliqua a secdo do primeiro vertical. Ambas as segdes se

interceptam segundo a tangente ao elipsoide. Assim podemos enun-
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ciar o teorema de MEUSNIER referente as secbes obliquas: o raio
de curvatura da se¢do obliqua e igual ao raio de curvatura da se
¢dao normal multiplicada pelo co-seno do angulo formado pelas se-

coes. Este, & representado pela equagao,

r = N cosg¢

(2.4.8)

Fig. (24.2)

De acordo com os elementos ja definidos e a figura

(2.4.2) podemos escrever:

- - a COS(I)
r=y-= T/2 (2.4.9)

(1 = e sen’s)

logo

N = 2 77 (2.4.10)

(1 - e2 sen2¢)

Com base no que foi demonstrado podemos obter a orde-

nada de um ponto P1 em funcao da pequena normal (N').

z = N' sen¢ (2.4.11a)
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Substituindo na (2.4.17a) N' por seu valor dado pela (2.3.2) ob-

temos:

z = N(1 - %) sens (2.4.11b)
2.5 RAIO VETOR DE UM PONTO DO ELIPSOIDE DE REVOLUGKO

Podemos observar na fig. (2.2.1) que o raio vetor de
P], refere-se ao segmento UF]=R, distancia do centro do e]ipsBi
de a um ponto P.| sobre sua superficie. Este segmento apresenta
uma variacao de b 5}R < a.

0 raio vetor em funcao das coordenadas ortogonais re-
tilineas de um ponto Py e dado por:

1/2
R = (y2 + 22) (2.5.1)

Substituindo na (2.5.1):y e z por seus valores dados pe
las equacoes (2.4.8) e (2.4.11b) respectivamente, obtemos a ex-

pressao do raio vetor em funcao da latitude geodesica.

- 2 1/2
R = LNZCOSZ¢+N2(]_G2) sen2§]

1/2

= Nz{c052¢+(1-2e2+e4)sen2¢}}

~1/2
R = N {1+e25en2¢(ez-2)J (2.5.2)
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CAPTTULO III
3.0 SECUES NORMAIS RECIPROCAS

Sejam dois pontos P] e P2 sobre a superficie de um e-

(g2}

lipsoide de revoluc@ao. com latitudes 07 € 9gs tal que,|¢ﬂ<|¢2]
Tongitudes Xy e A, tambem diferentes, fig. (3.0.1). As normais a
superficie elipsoidica de cada ponto interceptam o eixo de rota
cao do elipsoide PP' em dois pontos diferentes ny e n,. Os seg-
mentos de reta definidos por P]n]=N] e P2n2=N2 556 as grandes

normais dos pontos P] e P2 respectivamente,

Fig. {(3.0.1)

Lembrando que N, e N, sao os raios de curvatura da se
¢ao normal do primeiro vertical do ponto P] e do ponto P2 respec
tivamente, calculados pela . (2.4.10). Observamos tambem na fi
gura (3.0.1) que quanto majior a latitude maier a grande normal.

A secao normal resultante da intersecao do plano que
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contem a normal em P1 e 0 ponto P2, com o elipsoide revolugdo,
e dita "secao normal direta" de P, para P,, indicada por uma se-
ta no sentido de Pz. A secao resultante da intersecao do plano
que contem a normal em P, e o ponto P,, com o elipsoide de revo-
lucao e dita "secao normal direta" de P2 para P], ou segao nor-
mal reciproca de P1 para PZ,,indicada por uma seta no sentido de

P Para identificarmos a secao normal direta de um ponto P1 pa

1°
ra Pz, tomamos como referencia o ponto que estiver mais ao sul,
e para este sentido, a sec3ao mais ao sul e a direta,fig. (3.0.1).
As duas segoes sao chamadas de "segO0es normais reciprocas". Os
planos que definem as segOes normais reciprocas nao coincidem qun
do as latitudes e longitudes sao diferentes entre si,fig.(3.0.1)
0s casos particulares, em que as normais se interceptam, ou seja
sao coplanares:

a) quando os dois pontos P1 e P2 possuem a mesma latitude, ou
seja, pertencem ao mesmo paralelo, fig. (3.0.2);

b) quando os dois pontos P] e P2 possuem a mesma longitude, ou

seja, pertencem ao mesmo meridiano, fig. (3.0.3).

Fig. (3.0.2)
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Fig. (3.0.3)

Desta forma, tanto no caso de latitudes como de longi
tudes iguais, as secOes normais reciprocas sao coincidentes.

Consideremos agora tres pontos PI’ P2 e P3 sobre a su
perficie de um elipsoide de revolugdo, fig.(3.0.4). Se fosse
possvel instalar um teodolito no vertice P,,fazendo o eixo ver
tical coincidir com a normal ao ponto P]. Quando apontado para
o vertice P2 o plano de visada coincidiria com o plano da secgao
normal direta de P] para P2. De P2 apontado para P] o planc de
visada do teodolito interceptaria a superficie do elipsoide ao
longo do plano da secao normal reciproca de P] para PZ' A mesma
analise poderia ser feita para os outros vertices. A conclusao
seria que o triangulo P1 P2 P3 nao ficaria determinado de ma-
neira unica, como podemos observar na fig. (3.0.4), em face da

duplicidade das secOes normais.
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P3

Fig.(3.0.4)

Para definirmos o triangulo elipsoidico P] P2 P3 de
maneira unica, temos que ligar os vertices P] P, Py atraves do
menor caminho. A curva que representa o menor caminho entre dois
vertices geodesicos P] e P, sobre o elipsoide de revolucio n3o
e a segao normal direta do P] nem a sec¢ao normal reciproca do
mesmo. ponto, e sim uma curva, em geral. reversa, situada entre

— . - . " T s it :
as sego0es normais reciprocas denominada de "geodesica", figu-

ra (3.0.5).

Fig.(3.0.5)
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‘3.1 ANGULO FORMADO POR DUAS SEGUES MORMAIS RECIPROCAS

Ja sabemos que dois pontos P, e P, sobre a superficie
de um elipsoide de revolugdo de coordenadas elipsoidicas diferen
tes definem duas se¢des normais reciprocas, fig. (3.0.5). Os an-

gulos formados pelas secGes normais reciprocas sao obtidos pela

.
o

equacao dada |1

e'252 2 S senAS sen2¢
6 = '—4;?—— (senZAS Co0S ¢ - 75 ) (3.1.1)

Como a diferengca entre os 3ngu1os 91 e 62 formados pe-
las duas secOes normais reciprocas em P] e P2 respectivamente,
fig. (3.1.1), € muito pequena, vamos considera-los iguais, visto
que, esta aproximacao nao comprometera a precisao dos resultados
na solugao do problema geodésico direto em qualquer situacdo. O
angulo (6) formado por duas segoes normais reciprocas pode atin-

gir a ordem dos centesicos de segundos nas triangulacdes e poli-

gonais geodesicas classicas.

Fig.(3.L1)

Tendo em vista esta aproximagao CRELPE podemos afirmar
que este angulo depende diretamente dos elementos geodesicos do

primeiro ponto (P]; latitude elipsoidica (¢1), azimute da secgao
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normal direta (AS) contado a partir do norte no sentido horario
e do comprimento (S) da linha geodesica.

Independente da distancia (S) o angulo 6 & maximo quan
do a latitude elipsoidica (¢) for igual a zero e o azimute da

secao normal direta (AS) for igual a %.

3.2 SEPARAGEO MAXIMA ENTRE 0S ARCOS DE DUAS SECUES NORMAIS RECT
PROCAS

Sejam dois pontos P] e P2 de latitudes (¢) e longitu-
des (\) diferentes sobre a superficie de um elipsoide de revolu
cao. A fig. (3.2.1) mostra a‘segio normal direta P]ng do ponto
P1 para P2; a secao normal reciproca PZdP] de P.I para P2. Agora
faremos algumas consideracoes simplificativas, tomando arcos
elipticos como arcos circulares, em face de lidarmos com grande
zas muito pequenas |6]. Os planos geradores das duas segdes nor
mais reciprocas se interceptam dentro do elipsoide de revolugao
formando assim o angulo plano a€§=v que mede o diedro formado pe
los planos e como aresta a corda FTVZ, comum as duas segdes nor
mais. 0 angulo plano V que mede o diedro e definido pela expres

sao |6]:
V.= 8 senAg (3.2.1)

onde AS e 0 azimute da se¢ao normal direta € B e dado pela equa
cao. |6],

e28c052¢cosAS_‘ e282c05¢sen¢

B = - (3.2.2)
N ZNZ
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Introduzindo na (3.2.1) o valor de B dado pela e-

quagao (3.2.2) temos

e25c052¢cosASsenAS- e282c05¢Sen¢senAS
Vo= - : '
N one

(3.2.3)

. - ’-\ : . »
Considerando na fig. (3.2.1) o arco dg=£ como estando
no ponto medio das duas secoes normais, podemos dizer que. o ar-
co (£) & a separagao maxima entre as duas se¢des normais recipro

cas e representemos por

£ = DV (3.2.4)
onde D & o raio que corresponde ao arco maximo (£) e dado pela
equacao

2
S
=§N ) (3‘2.5)

D
Estamos considerando o comprimento da se¢ao normal como sendo i-
gual ao comprimento da linha geodesica (S). Este assunto sera es

tudado no topico (4.3).

Fig.(3.2.1)
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Introduzindo na (3.2.4) os valores V dado pela e-
quagao (3.2.3) e D dado pela . (3.2.5), obtemos a equacao da
separagdo maxima entre as duas seg¢Oes normais reciprocas, em fun
¢ao da latitude do ponto considerado, azimute da sec¢c3o normal di

reta neste ponto e distancia entre os dois pontos.

e253c052¢cosASsenAS e254cos¢sen¢senl\S

L = > - —

8N 16N
e253c052¢sen2/\S e284senASsen2¢
161° 328°
logo

2.3 SsenA.sen2¢

L= & S? (c052¢sen2AS - 23 ) (3.2.6)
16N~ !

- o~ . - . 'IT
Nas condigoes mais desfavoraveis ¢=0 e AS:E’O valor da
separacao maxima (£) entre as duas se¢Ges normais reciprocas, pa
ra um comprimento de 40000m da geodesica, nao atinge um milime-

tro.
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CAPTTULO IV
4.0 LINHA GEODESICA NO ELIPSOIDE DE REVOLUGAO

A linha geodesica representa o menor caminho entre dois
pontos sobre uma superficie. No plano corresponde a um segmento
de reta, e na esfera a um arco de circunferencia maxima. No e-
1ipsoide de revolucdao a geodesica, em geral, e uma curva reversa
compreendida por duas secO0es normais reciprocas. Ha casos em que
a geodesica no elipsoide de revolucdo nao e uma curva reversa co
mo mostra a fig. (3.0.5), e sim uma curva plana. Ja sabemos que
as secoes normais n3o definem com unicidade os triangulos elipsoi
dicos, e sim sao definidos pela linha geodesica. Conceituamos a
geodesica como sendo uma linha jacente numa superficie, e tal que
em todos os seus pontos o plano osculador & normal a superficie,
ou, em todos os seus pontos a normal principal coincide com a

normal a superficie |6].

4.1 EQUACRO DIFERENCIAL DA LINHA GEODESICA SOBRE UMA SUPERFICIE
DE REVOLUGAO

Apresentemos a equacao da linha geodesica em fungao ds
coordenadas retilineas ortogonais. Podemos nos bésear tanto na
primeira como na segunda definigdo da linha geodesica dadas no
topico (4.0).

Aqui vamos nos referir a segunda defihiggo, a qual diz
que, a normal principal da curva coincide com a normal a superfi

cie, em todos os pontos da linha geodesica jacente numa superfi-
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cie.

A equagao de uma superficie e dada por:

F(x,y,z) =0 (4.1.1)

Representemos os angulos diretores da normal a superfi
cie no ponto P1(x,y,z) por a, B e Y.
Podemos escrever os co-senos diretores da normal a su-

perficie como segue:

oF of oF
cosa = %%, COSB = %%; cosy = %% (4.1.2)
onde
2 _ (8F\2  aF %2 5F;°
D™ = (z%) + (—y) + (57) (4.1.3)

Representemos os angulos diretores do raio de curvatu

ra da geodesica contida no plano osculador no ponto P] (x,ys52)

pora', B' e v'
O0s co-senos diretores do raio de curvatura da geodési

Ca Sao expressosS por::

cosa' = dzxp' cosg’ =I§E%p' cosy' = dzzp (4.1.4)
E;? ds E;?

onde p € o raio de curvatura da geodesica dado pelo teorema de
GUDERMAN e ds @ um arco elementar. Pela definigao da linha geo-
desica vemos que, a normal a superficie coircide com a  norma)
principal da curva, assim sendo, 0s co-senos diretores $3ao0 i~

guais,
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cosa = cosa'
cosB = cosp'
cosy = cosy'

Por conseguinte, @ valido comparar os segundos membros

da . (4.1.2) com os segundos membros da . (4.1.4) e obtemos
oF
X d%x 0
D N
oF 5
D ds
oF
..5__'_2- = —-——--d22 P
D dsz
donde
oF
axX D
2. P
d~x
ds2
oF
W - 1
5 - YP (4.1.5)
d
ds
3F
02 :
dzz
ds2
Igualando os primeiros membros das . (4.1.5) obtemos

a equacdo diferencial de segunda ordem da linha geodesica em fun

cao das coordenadas retilineas ortogonais.
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@
-
wlo)
M
%)
!

(4.1.6)

Jj{l;:’l
e

oo
(T2}
Q.
(7]
o,
[ %]

No entanto, os problemas da linha geodesica sobre uma
superficie de revolucao qualquer, sao resolvidos em fungao do

Teorema de CLAIRAUT [12]:
rsenhA = const (4.1.7)

assim, para a linha geodesica sobre uma superficie de revolugao
o produto do raio do paralelo pelo seno do azimute {A) da 1linha

geodesica no ponto considerado e constante.

4.2 COMPORTAMENTO DA LINHA GEODESICA SOBRE O ELIPSOIDE DE REVOLU

cKo

E de fundamental importancia na solucao do problema geo
desico direto e inverso o conhecimento do comportamento da linha
geodésica sobre a superficie de um elipsoide de revolugao. 0 es
tudo do comportamento sera todo baseado no teorema de CLAIRAUT,
representado pela (4.1.7).

Da figura (2.3.1) podemos escrever

a cosu (4.2.1)

r

Introduzindo na (4.1.7) o valor de r dado pela (4.2.1)

vem
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a cosu senA = const (4.2.2)

Podemos escrever para dois pontos quaisquer Pn e Pn+1

da linha geodésica, as seguintes relagoes

: A =
r, seni. r

senA
n A

(4.2.3a)

n+l +1

cosp, senAn = COSM senAn (4.2.3b)

n+1 +1

Considerando agora um ponto no equador, onde as lati-
tudes geodesica, geocentrica e reduzida sao nulas, podemos es-
crever a equacao que envolve o azimute equatorial da geodesica

(AQ) a partir da (4.2.2):
a senAQ = const (4.2.4)

Baseado na (4.2.4) podemos afirmar que o seno do azi-

mute equatorial da geodesica (AQ) e minimo
senAQ = min
Comparando a (4.1.7) com a (4.2.4) temos
r senA = a senAQ (4.2.5)
Introduzindo na (4.2.5) o valor de r dado pela (2.4.9)
obtemos a equagao do azimute equatorial (AQ) da linha geodesica

em func3ao da latitude geodésica (¢) de um ponto e do azimute

(A) da geodesica neste mesmo ponto. 0 azimute equatorial de uma
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geodesica e do mesmo quadrante do azimute em um ponto qualquer

da mesma, com latitude variando de zero ate ao paralelo limite.

senAQ = EEQE%ESEA (4.2.6a)

Introduzindo na (4.2.5) o valor de r dado pela
(4.2.1), obtemos a equagao do azimute equatorial da linha geode
sica, em funcao da latitude reduzida (u) de um ponto e do azimu

te (A) da linha neste mesmo ponto.
senAQ = COSU SenA (4.2.6b)

A linha geodésica sobre uma superficie de revolugdo, @
mo vimos anteriormente, corta a linha equatorial com um azimute
(AQ). Seguindo o percurso da linha geodesica: no sentido nordes
te a latitude reduzida (u) aumenta, assim como. o azimute (A)
como mostra a (4.2.2). Quando o azimute (A) atﬁnge o valor de .
% num ponto %wx a latitude reduzida sera maxima (Hmu)’ portanto

a (4.2.2) fica,

0s S
a C umax en

o =

= a cosy o= const (4.2.7)

Analisando ainda a (4.2.6h) seguindo o percurso da 1i-
nha geodesica quando parte de um ponto no equadbr concluimos qie:

nos sentidos nordeste e sudeste a latitude reduzida (“max) sera

T

) ) ] - _p . 3m
Moy = 7 Aq. Nos sentidos noroeste e sudoeste sera “max‘AQ Ak
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Os pontos da linha que possuem latitude reduzida maxima chamamos
de véertices da geodésica. De imediato podemos concluir tambem
que cada espira da geodesica possui dois vértices, um no hemisfe
rio norte e autro no hemisferio sul.

Ambos os vertices possuem latitudes iguais em valor
absoluto. Agora analisemos apenas o caso de uma linha geodesica
de azimute (0 < A < %) que parte de um ponto do equador e atinja

0 seu vertice num nto P d itud duzi axi
S vert ponto P_..  de latitude reduzida maxima (umax)

com um azimute %. 0 azimute (A) continua crescendo tomando o sen

tido sudeste em direcao ao hemisferio sul, cruzando novamente o
equador com um azimute (n-AQ), prosseguindo ate atingir o outro
vertice de latitude reduzida maxima (-“max) e azimute %}. Deste
ponto, a linha toma a direcao do hemisferio norte no sentido noro
L

'esté ate cruzar novamente o equador com outro azimute AQ. Assim,
iniéia novamente o mesmo procedimento. Isto ocorre em nﬁmero in-
definido sempre entre dois paralelos limites de latitude reduzi-
da ﬁmax € “Hpax® Sem que haja coincidencia com a espira anterior.

Mediante o que foi estudado ate aqui podemos concluir
que a linha geodésica sobre a superficie de um elipsoide de revo
lugao e representada por uma curva reversa aberta confinada ente
dois péra]e]os limites.

Mostremos agora a expressao da latitude geodesica méxi
ma (¢max) de uma linha geodesica em funcao do azimute equatorial,

Da (2.3.16) podemos escrever a equacao da latitude re-
duzida maxima em fungao da latitude geodesica maxima e desenvol-
vendo,

t9upax T (1 -e") t9nax
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S N
L9 M ax (1 - e7) tg tnax
] 2 L2
sech T 1T+ (1 e”) tg ﬁnax
21+ (1 - e?) tee (4.2.8)
cos“u max
max

Da (4.2.6b) podemos deduzir a expressao senA

Q T “%SHnax
e substituir na (4.2.8) o valor de cosp o obtemos

1

—— = 1+ (1 - e
sen AQ

2, .2
) 19

e fazendo algumas transformagoes vamos obter a equac¢do da lati-

tude geodesica maxima em fungao do azimute equatorial

2 ] 1
max  (1.e%) “sen®A

- 1) (4.2.9)
Q

4.3 DIFERENGA DE COMPRIMENTO ENTRE A LINHA GEODESICA E A SECAO
NORMAL

Ja sabemos que as segoeS normais nao formam com unici-

dade os triangulos elipsdoidicos e para solucionar o problema go

desico temos que conhecer a linha geodesica correspondente  as
secoes normais. Estas curvas, segoes normais e geodesica, sao
muito importantes para a solugao do problema geodesico direto e

inverso.
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A diferenca de comprimento da segao normal relativa a
dois pontos P] e P2 e o comprimento da correspondente linha geo
desica e calculada atraves de uma serie. Sendo suficiente ape-

nas o uso do primeiro termo desta serie |6]:

} 5964 cos4%sen22A + ... (4.3.1)

360N

onde § € 0o comprimento da segao normal e S o comprimento da 1i-
nha geodesica. Fazendo a aplicagao da (4.3.1) para os dados: 1la
titude do ponto P]¢= 100, o azimute da linha geodesica entre P]
A=T e comprimento da mesma de 40000m, encontramos uma di-

2 4
ferenca 6-S=7x10']2m. Para a mesma latitude e azimute, porem de

e P

comprimento igual a 500000m, encontramos uma diferenca

6-S=2x10'6m. Desta maneira podemos dizer que a diferenga entre
os comprimentos da secao normal e da linha geodesica e muito pe
quena. Por esta razao, confundimos o comprimento da se¢cao normal

com o comprimento da geodesica.

4.4 FENGULO FORMADO PELAS SEGUES NORMAIS RECIPROCAS E A LINHA
GEODESICA

Ja sabemos que duas secoes normais reciprocas sobre a
superficie de um elipsoide de revolucido formam entre si um angu
1o 6. Se fosse possivel instalar um teodolito sobre a superficie
do elipsoide, as medidas angulares se refeririam as seges normais.
Todavia, necessitamos transformar as medidas correspondentes as
segoes normais em medidas angulares correspondente a linha geo-
déesica. Por esta razao, trataremos neste topico da transforma-
¢ao do azimute da secdo normal direta no azimute da corresponden

te linha geodésica.



A fig. (4.4.1) mostra duas secoes normais reciprocas e

a correspondente linha geodesica (S).

Fig. (44.1)

A linha geodesica (S) divide o angulo ® de duas secoes
normais reciprocas na razao de 1:2. 0 angulo formado pela geode-

sica e a secao normal direta de P1 para P2 corresponde a um ter-
co do angulo formado pelas secOoes normais reciprocas (%)

1o formado pela geodesica e a secao normal reciproca de P] para

. 0 angu

P, e de dois tergo do angulo formado pelas secoes normais reci-
procas (gg), fig. (4.4.1).
0 angulo formado pelas secoes normais reciprocas e da-

do pela (3.3.1), logo:

1202 SsenA.sen2¢
6 _ e'"S 2 S
3 = 12b2 (sen2AS cos ¢ - 75 ) (4.4.1a)

Para se transformar o azimute da segao normal direta
(AS) no azimute cda correspondente geodesica (A12) subtraimos um

tergo do angulo formado pelas secoes normais reciprocas (%) do
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azimute da secao normal direta (AS).

(4.4.2)

Lembramos que neste trabalho o azimute e contado a

partir do norte no sentido horario com variacao 0 <« A g 2m.
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CAPITULO V
5.0 SOLUGAO DO PROBLEMA GEODESICO DIRETO

Os problemas geodesicos direto e inverso sao resolvi-
dos mediante uma representacao esferica do elipsoide. Todavia, &
latitudes, longitudes, distancias e angulos n3o podem ser toma-
dos simultaneamente conservados, fazendo-se necessario determi-
nar correcoes para calcular valores reais de alguns elementos ci
tados acima. Deste modo, com auxilio da trigonometria esferica
podemos facilmente obter a solucao do problema. Neste trabalho
procuramos desenvolver formulas simples e praticas para solucio
nar o problema geodesico direto, que consiste em se obter as co-
ordenadas elipsoidicas de um segundo ponto e o contra-azimute da

linha geodesica neste ponto.

5.1 EQUAGAO DO ANGULO AUXILIAR PARA O CALCULO DO CONTRA-AZIMUTE
DA LINHA GEODESICA

Para calcular o contra-azimute (A21) da linha geodesi-
ca definida por dois pontos P] e_P2 sobre a superficie de um e-
lipsoide de revolugao, fazemos a sua representacao esférica con-
servando as latitudes-e utilizando o azimute da secao normal di-
reta (AS)‘ Evitamos no calculo do contra-azimute a dependéncia<ﬁ
reta das coordenadas do segundo ponto. Para cada caso elegemos u
ma esfera, tangente ao elipsoide ao longo do paralelo do ponto
P], de raio iqgual a grande normal (N]);'(técnica usada por

PUISSANT).
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A fig. (5.1.1) ilustra o triangulo esferico de uma es-
fera de raio N, para o calculo do angulo w, dito auxiliar na ob-

tencdao do contra-azimute geodésico.

Fig.{(5.1.1)

A normal do ponto P] e do ponto Py definem a secao
normal direta de amplitude o sobre a esfera. Pela condicao ~de
tangencia da esfera ao elipsoide, ao longo do paralelo do ponto
P] conservamos a latitude elipsoidica ¢1;

Aplicando no triangulo esferico fig. (5.1.1), a formu-

la dos quatro elementos relativa a lados e a analogia dos senos

temos:

send, COSg sen¢, - seng cos¢, COSw (5.1.1)

i

seng, seng, cosc + cos¢] seng cosAS (5.1.2)

COSd, senAS

coSg, = T (5.1.3)
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Da (5.1.1) tiramos

COSC seng, = send,

CoOSw = SEnG €059, (5.1.4)

Substituindo na (5.1.4) os valores de seng, e COS¢, dados pelas
‘equacgoes (5.1.2) e (5.1.3) respectivamente e . fazendo simplifica
coes de natureza trigonométrica, obtemos a equacao do angulo au-

xiliar (w) para o calculo do contra-azimute da linha geodesica.

coso(sen¢] coso + cos¢1 senc cosAS) - sen%

COSyw = .
cosq>1 senAS
seno SeTe

coszo send, + coSO cos¢,Seno cosA.-send

cotgw = ] ] — 1
g seno cos¢1 senAS
1 coszq tg¢1 coso cosAS tg¢]

Tge ~ seno senfg * senfg T seno senhg

-tgd>.I senod + co0so cosAS
senAS

senAS

tow = 555 CosAg - tgh, seno (5.1.5)

Esta fornece o angulo auxiliar (w) em fungdao dos elemen






QUADRO DE IDENTIFICACAO DO QUADRANTE DO CONTRA-AZIMUTE (AZI)

se w for positivo (+) ou negativo (-) o AZ]

0 < A]2 <7 estara no terceiro ou quarto quadrante respec

tivamente.

se w for positivo (+) ou negativo (~) o A21

T < A]2 < 27 estara no primeiro ou segundo quadrante res-

pectivamente.

quadro (5.1.1)

Os quadrantes sao numerados no sentido horario.

Quando o azimute da linha geodesica for zero ou 0
contra-azimute sera m ou zero respectivamente. Fato este, que po
de ser verificado em fungao das equagdes (5.1.5) e (5.1.6). Sabe
mos que a linha geodésica no plano € um segmento de reta, neste
caso 0 contra-azimute difere do azimute de w. Quando operamos so
bre. uma superficie de revolugao o contra-azimute difere do azimu
te de wm mais um valor angulary,que chamamos de convergencia meri

diana:
T+ y=A, - A (6.1.9)
5.2 EQUAGAO DA LONGITUDE ELIPSOIDICA
0 calculo da longitude elipsoidica (A) se verifica me-
diante relacOes matematicas entre elementos elipsoidicos e esfe-

ricos. A representacao esferica do elipsoide se faz atraves de

uma esfera de raio N em fungao de ¢], conservando a latitude e-
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Tipsoidica ¢1> longitude elipsoidica e utilizando o angulo e.
A fig. (5.2.1) ilustra o triangulo esféerico para o cal

culo da diferenca de longitude (AX).

Fig. (5.2.1)

-

Na fig. (5.2.1) a amplitude esferica ver (5.1.6) o e
definida pelos pontos P] e P2 de latitudes elipsoidicas ¢] e ¢2
respectivamente.

Aplicando na fig. (5.2.1) a analogia dos senos temos:

seno sen|e]

senAl = cos¢]

(5.2.1)

que calcula a diferenca de longitude elipsoidica entre dois pon-
tos sobre a superficie esferica. 0 valor € € usado em modulo pa-
ra facilitar a obtencao da longitude do segundo ponto. Considere
mos a longitude negativa para oeste e positiva para leste do me-
ridiano de Greenwich. Desta forma, estabelecemos a expressao ge-
ral para calcular a longitude do segundo ponto,

Aps1 = A, £ DA (5.2.2)
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Valendo o sinal positivo quando o segundo ponto se achar a leste

do primeiro.
5.3 EQUACKO DA LATITUDE ELIPSOIDICA

Consideremos um elipsoide de revolugdo e sua esfera re
duzida gerada pela revolu¢ao da circunferencia de raio igual ao
semi-eixo maior (a) em torno do eixo de rotagao (Z) do elipsoide,
e baseados nos estudos ja realizados podemos escrever que 0S raios
dos paralelos (r) dos pontos da linha geodesica e seus correspon
dentes na esfera reduzida sao iguais. Desta forma podemos apre-

‘sentar a sequinte igualdade:
Ny cosg, = a cosu, (5.3.1)

onde N1 € o raio de curvatura da secao normal do primeiro verti-
cal de um ponto P] sobre o elipsoide de revolug3do de latitude
elipsoidica ¢] e latitude reduzida Hy correspondente ao mesmo pon
to P].

Demonstra-se que o azimute da linha geodesica dado pe-
la (4.4.2) em seus pontos sobre a superficie de um elipsoide de
revolucao e igual ao azimute da linha nos seus corresponden.
tes pontos-imagem sobre a esfera reduzida. De acordo com o expos
to, podemos formular relagOes entre elementos elipsoidicos e ele
‘mentos da esfera reduzida para o calculo da latitude elipsoidica
do segundo ponto PZ'

A fig. (5.3.1) ilustra um triangulo esferico correspon

dente a esfera reduzida.
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Fig. (5.3.1)

Os dofs pontos=-imagem Pi'e Pé sobre a esfera reduzida
definem a amplitude esferica 0ys que corresponde a distancia en-
tre os dois pontos P] e P2 sobre o elipsoide de revolugdo.

Aplicando na figura (5.3.1) a formula dos quatro ele-

mentos referente. a lados temos
senu, = senu, cOsgy + COSu, sena, cosA]2 (5.3.2)

A (2.3.16) estabelece a relagao entre as latitudes e-

lipsoidica (¢) e reduzida (u) de um ponto.

s 1/2
tou, = (1 - e7) tg¢, (5.3.3%)
2 1/2
senuy = (1 - e”) tg¢, cosu, (5.3.3b)
Introduzindo na (5.3.3b) o valor de cosu; tirado da
(5.3.1), temos
N.l o 1/2
senu, = — (1 - e") sen¢] (5.3.4)
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Introduzindo na (5.3.2) o valor de cosu, da (5.3.1) e o valor de
senu, dado pela (5.3.4), temos a equacao da latitude reduzida do

segundo ponto P2’

N 1/2

seni, = ?9 (]-e2) sen¢]coso]+cos¢]seno]cosA]z}

(5.3.5)

Ja sabemos que a (2.3.16) estabelece a relagao entre
as latitudes elipsoidica e reduzida. Podemos expressa-la na for-

ma ¢=Ff(M).

senu,
tgg, = > 172 (5.3.6)
(1-e )(1-sen'u2)J

Esta permite o calculo da latitude elipsoidica de  um
ponto em fungao da latitude reduzida do mesmo ponto, com auxilio
da (5.3.5). A latitude e considerada positiva para o hemisferio

norte e negativa para o hemisferio sul. com uma variacdao de 0 a

% em valor absoluto para ambos hemisferios. No calculo das coor-
denadas elipsoidicas de um segundo ponto 0 maior percalco e a ob
tencao da amplitude esferica que normalmente e realizada median-
te uma serie. que causa um grande volume de calculo. Neste tra-
balho, a amplitude esferica (01) para o calculo da latitude dd

segundo ponto e dada pela equacgao:

S
0, = 7 (5.3.7)
e
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onde S corresponde ao comprimento da geodesica e Re representa o

parametro linear da esfera, dado pela equagao:

- A1 (5.3.8)

sendo M] o raio de curvatura da secao meridiana e R] 0 raio ve-
tor, ambos relativos ao primeiro ponto e dados pelas equacoes

(2.4.7) e (2.5.2), respectivamente.

2
g - a(l - e”)
Hy = =l (5.3.9)
(1 - e~ sen ¢])
1/2
Ry = N][l + ezsen2¢](ez-2)] (5.3.10)

Lembramos que a cada ponto da geodesica sobre a super
ficie elipsoidica corresponde a um ponto-imagem da circunferen-
cia maxima da esfera reduzida, No entanto, o calculo da amplitu
de ésferica (o]) nao se verifica sobre esta superficie. pelo fa-
to de causar grande deformacgao linear a geodesica. Existe vasta
bibliografia que trata do referido problema. Todavia,o calculo da
amplitude esferica e desenvolvido em serie, como ja dissemos an-
tes, acarretando grande volume de calculo. No intuito de minimi
zar 0s calculos tentamos encontrar uma esfera, mediante testes,
que solucionsse o problema em foco de forma satisfatoria. Adotamos
a latitude obtida pelas formulas de SODANO como padrao, com a
qual comparamos a latitude obtida pelas formulas ora apresenta-
das. Varios casos foram testados variando latitude, distancia e
azimute, e para cada caso variamos a esfera, porem a que ofere-

ceu melhor resultado foi de raio R, dado pela (5.3.8)-
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5.4 SINTESE DAS FORMULAS PARA 0 CALCULO DO CONTRA-AZIMUTE DA LI-
NHA GEODESICA E COORDENADAS ELIPSOIDICAS DO SEGUNDO PONTO

1) Formulas usadas no calculo do contra-azimute da 1i-
nha geodesica (A21).
1.1 Excentricidade primeira
2 2.1/

-b)
a

- {2

e =

1.2 Excentricidade segunda

1/2
2 _ 42

v - (a
e = )

1.3 Angulo formado por duas secoes normais reciprocas
g

01262 5 SsenAg sen2¢,
o = —ZE?_ (sen2AS CoS "¢y - A )

1.4 Raio de curvatura da secgao normal do primeiro vertical

a

1/2
(1-ezsen2¢])

1.5 Amplitude esferica



1.6 Angulo auxiliar para o calculo do contra-azimute da linha

geodesica

senAS

co0Sgo cosAS - tg¢, seno

tdw =

1.7 Angulo ¢, relativo a geodesica

26
e—w+—3-

1.8 Expressao que calcula o contra-azimute da geodesica para o

caso da fig. (3.0.5)

Para os demais casos ver quadro (5.1.1), pag. (45).

2) Formulas usadas no calculo da longitude elipsoidi
ca do segundo ponto (AZ).

2.1 Amplitude esferica

S
o = o
Ny

2.2 Diferenga de longitude

senc senle]

senAX = cos¢]

52
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2.3 Expressdo geral da longitude elipsoidica do segundo ponto

3) Formulas usadas no calculo da latitude elipsoidica

do segundo ponto (¢2).

3.1 Raio de curvatura da secao normal meridiana

a(1-e2)

3/2
(1-e2 sen2¢])

3.2 Raio de curvatura da secao normal do primeiro vertical

a

172
(1-e2 sen2¢1)

3.3 Raio vetor de um ponto do elipsoide de revolugao
1/2
R1 = N][I + e2 sen2¢](e2-2)]

3.4 Parametro linear da esfera sobre a qual calculamos a ampli-

tude esferica correspondente ao comprimento da geodesica

3.5 Amplitude esferica

_ S
%1 T ®T
e



3.6 Azimute da linha geodesica

b=
1
>
'
wl®

12 7 7S
3.7 Latitude reduzida do segundo ponto

1/2

N -
senu, = 7}[{1—e2) send, coso]+cos¢1seno]cosA]2J

3.8 Latitude elipsoidica do segundo ponto

senu,

[(1-e2)(1-s_en2112):|1/72

tgp, =

54
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CAPITULO VI
6.0 SOLUGAO NUMERICA DO PROELEMA GEODESICO DIRETO

A solucao do problema geodesico direto consiste em se
determinar as coordenadas elipsoidicas do segundo ponto, assim
como o contra-azimute da linha geodesica. Para tal, se faz neces
sario o conhecimento das coordenadas do primeiro ponto como tam
bem o azimute da secao normal direta neste ponto e a distanciaen
tre os mesmos. As formulas que serao usadas encontram-se resumi-
das no topico (5.4). Facilita ao usuario a utilizacao de maqui-
nas de calcular simples para efetuar o transporte de coordenadas.
Apresentaremos a .seguir o programa em linguagem de programagao
FORTRAN IV, acompanhado de seu fluxograma, para solucionar o pro

blema geodesico direto em diversas situacoes e alguns exemplos.
6.1 PROGRAMA EM LINGUAGEM DE PROGRAMAGAO FORTRAN IV

0 programa que apresentaremos soluciona o problema geo
desico direto especificamente em poligonais geodésicas. Este
programa se caracteriza pelo seu funcionamento especificado a se
guir,

Para o primeiro ponto ou vertice sao dados: latitude
(¢]), longitude (A]), azimute da secao normal direta (AS) neste
ponto e-a distancia (S) do primeiro ao sequndo ponto. O programa
comanda a execucao do calculo do azimute da geodesica (A]Z) no

primeiro ponto, das coordenadas do segundo ponto (¢2,A2) e con-
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tra-azimute (A21) da geodesica. A partir do segundo ponto ou
vertice da poligonal s3do dados: o angulo interno formado pelos
dois lances (anterior e posterior) da poligonal contado no sen-
tido horario e a distancia do ponto considerado ao seguinte. As
sim se procede para n-pontos.

Instrugoes para utilizagao do programa.

1. Definir o elipsoide de revolucao que esta sendo usado, atra-
ves de seus parametros.

2. Entrar com os dados via cartao:

2.1 Definir o numero de vertices ou pontos da poligonal geodesi
ca, incluindo os extremos.

2.2 Latitude (¢]) e longitude (A]).

2.3 Angulo horizontal e distancia (S) em metros.

Entrar com os angulos em graus, minutos e segundos, cu
jos campos estao definidos no comando de especificacao de entra
da (ver listagem do programa, apendice A). 0 angulo horizontal
para o primeiro ponto corresponde ao azimute geodesico e a par-
tir do segundo ponto corresponde ao angulo interno.

Lembramos que a latitude sul e longitude oeste sao
consideradas negativas. O azimute e contado a partir do norte
no sentido horario.

A partir do segundo ponto entrar apenas com um cartao
com os dados correspondentes ao item (2.3).

3. Imprime os elementos geodesicos correspondentes:

a) ao primeiro ponto: latitude, longitude, azimute da geodesica
e distancia em metros;

b) ao segundo ponto: latitude, longitude e contra-azimute da

geodesica.



PONTO

PONTO

PONTO

PROBLEMA GEODESICO DIRETO

LATITUDE=
LONGITUDE=
AZ IMUTE=

DISTANCIA=

LATITUDE=
LONGITUDE=

CONTRA~AZ IMUTE=

LATITUDE=
LONGITUDE=
AZIMUTE=

DISTANCIA=

LATITUDE=
LONGITUDE=

CONTRA-AZ IMUTE=

LATITUDE=
LONGITUDE=
AZIMUTE=

DISTANCIA=

LATITUDE=
LONGITUDE=

CONTRA-AZ IMUTE=

-1 28
-48 30
10 25
30860.120
-1 12
-48 27
190 25
-1 12
-48 27
350 47
62640.,600
0 -38
-48 32
170 48
0 -38
~-48 32
31 28

185371.230

0 47
-47 40
211 28

30,5631
25.4320

10,3490

2.4291
24,9081

6.1337

24291
24,9081

56,4764

2902956
48,8248

1.6829

29.2956
48.8248

23.8914

17.9954
39,0897

27.9045
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PROBLEMA GEQODESICO DIRETQ

PONTO LATITUDE= =23 4 45,8959

LONGITUDE= -48 53 32.4464

1 AZIMUTE= 238 22 2649135
DISTANCIA= 56896.553

LATITUDE= =23 = 20 53,1461

2 LONGITUDE= =49 21  57.9514
CONTRA-AZIMUTE=  SB  33 39,1629
PONTO LATITUDE= =23 20 53,1461
LONGITUDE= -49 21  57.9514
2 AZIMUTE= 121 44  20.2030
DISTANCIA=  39742.395

LATITUDE= -23 32 11.4501
3 LONGITUDE= =49 2 6.4124

CONTRA-AZIMUTE= 301 36 26,1771

PONTO LATITUDE= =23 32 11.4501
LONGITUDE= =49 2 6.4124
3 AZTMUTE= 182 39 22.1429
DISTANCIA= 39598,950

LATITUDE= ~23 53 37.1867
4 LONGITUDE= =49 3 11.2820

CONTRA-AZIMUTE= 2 39 48,2315
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PROBLEMA GEODESICO DIRETO

PONTO LATITUDE= =45 12 45,8452

LONGITUDE= =48 20 10.3218

1 AZ ITMUTE= 90 0 0.0000

DISTANCIA= 100210.,250

LATITUDE= =45 12 20.2019

2 LONGITUDE= =-47 3 38.4775
CONTRA-AZIMUTE= 269 5 41.1761

PONTO LATITUDE= =45 12 20.2019
LONGITUDE= =47 3 38,4775
2 AZITMUTE= 109 16 11.6124

DISTANCIA= 205430.609

LATITUDE= =45 47 18.7870
3 LONGITUDE= -44 33 59.5235

CONTRA-AZ IMUTE= 287 29 271.1079

PONTQ LATITUDE= =~45 47  18.7870
LONGITUDE= =-44 33 59.5235
3 AZIMUTE= 37 56 5.3670

DISTANCIA= 300840.286

LATITUDE= -43 37  48.0181
4 LONGITUDE= -42 16  30.6946

CONTRA-AZIMUTE= 216 19 20,8295
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