EDSON ANDRETTA

ESTUDO DEMONSTRATIVO DA INFLUENCIA DA PERCEPCAO
DOS ESPACOS EUCLIDIANOS, LOBATSCHEWSKIANOS E
RIEMANNIANOS, NA EXECUCAO DA PERSPECTIVA:
NOVA PROPOSTA DE CURRICULO DE DESENHO

Dissertacdo apresentada como requisi-
to parcial para obtencdo do grau de
Mestre em Educacdo. Setor de Educa-
c¢do, Universidade Federal do Parana.

CURITIBA
1985



ESTUDO DEMONSTRATIVO DA INFLUENCIA DA PERCEPCAO DOS ESPAGOS
EUCLIDIANOS, LOBATSCHEWSKIANOS E RIEMANNIANOS, NA EXECUCAO DA
PERSPECTIVA: NOVA PROPOSTA DE CURRICULO DE DESENHO

por

EDSON ANDRETTA
Dissertacao aprovada como requisito parcial
para obtencao do grau de Mestre no Curso

de P&s-Graduagao em Educagao, pela Comissao

formada pelos professores:

ORIENTADOR:

Prof? zélia Milléo Paviao

CO-ORIENTADOR:

Prof. Haroldo C.A. da Costa

CURITIBA

1985

ii



AGRADECIMENTOS

Sao meus agradecimentos,

A bibliotecaria VIRGINIA DE CASTRO RODRIGUES

que revisou e enquadrou as referéncias bibliograficas.

O aluno monitor ROBERTO LUIZ NESTER
pelo valioso auxilio que me prestou na passagem a nan

kin de algumas figuras intercaladas no texto.

A Dra. ZELIA MILLEO PAVAO
e

O Dr. HAROLDO C.A. DA COSTA
gue acompanharam e orientaram com paciéncia, dedica-

cao, zelo e eficiéncia profissional o meu trabalho.

O Dr. ALVINO MOSER

pelo estimulo e acompanhamento no inicio do trabalho.

iii



ORIENTADORES

Profa. Dra. ZELIA MILLEO PAVAO
Livre. Docente e Doutor em Educagao
Doutor em Ciéncias

pela Universidade Federal do Parana

Prof. Dr. HAROLDO C.A. DA COSTA
Livre Docente e Doutor em Ciéncias

pela Universidade Federal do Parana



INTRODUGAOD . ¢t e vttt eeeeesanonnonsonscananaonnnnnns

A EXISTENCIA DOS ESPACOS EUCLIDIANOS.....eeeeeons
A EXISTENCIA DOS ESPACOS LOBATSCHEWSKIANOS.......

A EXISTENCIA DOS ESPACOS RIEMANNIANOS.....coeo.. .
O ESPACO EUCLIDIANO E SUA MANIFESTACAO PERCEPTIVA

O ESPACO LOBATSCHEWSKIANO E SUA MANIFESTACAO PER-
CEP IV A . t i it ettt ansosanonsnsacsscenossssasoncnass

O ESPACO RIEMANNIANO E SUA MANIFESTACAO PERCEPTI-

CAMPO DE VISAD . ¢ ettt s eeeneennenenncocoesneannennen

DISCUSSAO SOBRE A IMPORTANCIA DAS DIFERENTES MANI
FESTAGOES PERCEPTIVAS PARA O CURRICULO DE DESENHO

CONCLUSOE S . ¢ v vt vttt eseeennneennnsenscaeeeennnnnas
OBRAS CITADAS . ¢ttt vt v eeeasecnsensesnenacenenenns

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS . v vttt e vreeneeeennnnens

Pg.
vi

vii
01

07
13

24

29
37

43

48

54
68
70

72



RESUMO

Pretende-se, neste estudo, encontrar uma diretriz in-
dicada e gue apresente vantagens praticas a respeito de como
se desenvolvem as manifestagOes perceptivas no caso especifi

co da geometria euclidiana e da geometria nao-euclidiana.

Para estudar o papel que desempenham a percepgcao e a
construgao de um conceito de espago, foram escolhidas as geo

metrias de Euclides, Lobatschewski e de Riemann.

Essas geometrias, objeto comum no meio ambiente,resul
tam na transformagao de uma superficie plana em uma superfi
cie limite e em uma superficie esférica; por esse motivo a
percepgao da crianca em relagao as retas & uma forma gue apre

senta curvatura.

Torna-se, entao, de grande importancia a inclusao no
curriculo de Desenho do paralelismo existente entre as tres

concepcgoes.
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ABSTRACT

The purpose of this study was to seek for a practical
guideline concerning the development of perceptive manifesta-

tions related to Euclidean as well as non-Euclidean geometry.

In order to ihvestigate the role played by perception
as well as by the construction of a concept of space,Euclid's,

Lobatschewski's, and Riemann's geometries were selected.

These geometries, which are conspicuous in the environ-
ment, concern the transformations of a plane surface into a
hyperbolical one and into a spherical one. Thus, the child's
perception of a straight line is expressed in a curvilineal

mannexr.

Therefore,the inclusion of the study of the parallelism
among these geometries in the curriculum of drawing courses is

of great importance.
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1. INTRODUCAO

Uma das caracteristicas da percepgao visual do mundo
€ o espago ou a distancia entre o sujeito e o objeto. No en-
tanto isso & uma gualidade da visao gue nao se impoe imediata

. 1 . . ~
mente; por isso HALL™, denominou-a "dimensao oculta".

O que dimensiona essa visao sao os objetivos, seus ta
manhos, formas e cores. A distancia e percebida da dimensao do
mundo visual e ela se origina do movimento do organismo, que

se aperfeigcoa com a idade.

Apesar = das teorias da percepgao se tornarem mais e

mais numerosas, no fundo elas revelam até hoje os vestigios
de uma divergéncia entre HERING2 e HELMHOLT23 ou entre o pon-
to de vista nativista e empirista. O primeiro procura provar
que a percepcao que se tem do espago € perfeitamente explica
vel pelos estimulos e que a experiéncia humana nao contribue
nada para essa visao espacial. O segundo, por outro lado,é de
opiniao de que embora o olho humano seja perfeito em relagao

a enorme complexidade dos fendmenos observaveis nem por isso

pode-se desprezar a experieéncia passada.

O conceito de espago constitui elemento basico do pen
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samento, que se infiltra no espirito. Assim sendo, & impossi
vel afasta-lo das idéias fundamentais das estruturas cienti—
ficas e até mesmo dos mais elementares atos da vida cotidia-
na. A importancia desse conceito & de tal ordem que tanto a
evolugao da Ciéncia como a sua propria evolugao tém sido con

seqlientes e paralelas.

A primeira vista pode parecer que essa afirmativa ex
cede a verdade dos fatos. Todo aquele gque se dispuser a fa-
zer consideragoes sobre o espago ou sua evolugao, analise cri
teriosa e minudente, desde os ultra-realistas (Demécrito,PlE
tao, etc.) e os ultra subjetivistas (Kant), até os relativis
tas (Poincaré, Minkowski, Einstein), por certo se convencera

facilmente da segunda veracidade da afirmagao.

Ha milénios o conceito de espago vem suscitando polé
micas, em que a Filosofia, a Matematica, a Fisica, a Fisiolo
gia, a Psicologia, a Sociologia e outras Ciéncias expressam

suas opinioces.

Representando, hoje, um imenso papel na Ciéncia, as
geometrias constituem o objeto principal de um vasto ramo do
conhecimento. E todos sabem da luta sobre a negagao do 5@ pos
tulado de Euclides do qual resultou a criagao de novas geome
trias, sobressaindo, entre elas, a de Riemann e a de Lobats-

chewski.

Os subjetivistas inclusive Kant consideravam o espa-
¢o como forma préexistente, a priori, aos sentidos-e a inte-
ligéncia; a construgao a priori, seria segundo Dunan, depen

dente do concurso dos Orgaos; para Leibnitz e Hume, a repre
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sentagao subjetiva seria formada quer na presenga, quer sob

a influéncia das coisas exteriores .

Hegel concebia o espago como a exteriorizagao do abso
luto; uma concepgao abstrata de todas as relagoes de coexis-
téncia era vista por Spencer. O fisiologista Muller, segundo
Kant, achava que a espacialidade & intrinseca a mente, que or
ganiza suas impressoes de tal maneira construindo a idéia do

espago.

Ja para os relativistas moderados, o espaco € "um ser
de razao tendo o seu fundamento no mundo real" (Descartes) ;
"uma relacao de distancia a trés dimensoes entre os corpos

reais (teoria de Aristoteles renovada) !

O empirismo inglés entendia que o conhecimento do es-
paco provém da experiéncia pelo sentido, assim como qualquer
outro conhecimento, e teve em Lotz um dos primeiros expoentes
da linha empirica moderna. Ele, apesar disso, admitia, como
Kant, que a espacialidade & intrinseca a mente, mas tambéem
afirma que o espago, assim como & percebido e conhecido,é
mais do que espacialidade, & uma organizagéo, uma Sistematizé

cao que provém da experiéncia.

Entre as citagoes acima, a teoria de Kant merece des-
taque, pela influéncia que teve e ainda tem para o pensamento
de grande niimero de cientistas atuais: a forma "a priori",'pu

ra" e "necessaria" 3 sensibilidade sensorial mas dizer ante
rior a logica (a priori), nenhuma dependéncia mantém com  0s
elementos na realidade exterior (pura), sendo, ainda, indis -

pensavel (necessaria) & atividade sensorial.Esta forma "aprio
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ri", "pura", "necessaria", esta, no entanto, subordinada ao
senso geométrico euclidiano? A geometria euclidiana € intui-
tiva, apreendida pelos sentidos, ou constitui também catego-

ria absoluta a priori?

Muitas teorias divergem, aludindo, de preferéncia, a
atributos qualitativos (real, absoluto, relativo, infinito ;
continuo, homogéneo, isdtropo), mas, no que se refere a geome
tria métrica e projetiva, toaas trazem a ilusao de que propo-
sicoes da geometria euclidiana davam -a certeza do nosso CO-
nhecimento _geométrico do espago no universo fisico ; Esta ilu
sao que -de certa maneira encontra justificativa pdr nao terem
siao previstas certas transformagoes que iam ser operadas no
dominio da geometria, tornaria o pensamento matematico eucli-

diano um caso possivel somente nas regioces do universo muito

afastadas dos campos de gravitagao.

Nao previam que o conhecimento cientifico autorizaria

que se escrevesse depois, como o fez Pontes de Miranda: A Geo

/
metria por certo que se libertol. Nao, porém, das alusoces, e
sim tao s6 da alusdao ao que acreditavamos fosse a intuigao do
espago euclidiano. PORTELA4. A'geometria euclidiana coincidia,
no modo de ver dos racionalistas, com a do mundo real. Dai o
drama metafisico de que foram partes principais Descartes, Hu

me e Kant.

Poincaré, filiado ao grupo dos relativistas, funda -
menta suas idéias com argumentos que fazem o conceito de espa

¢o depender de um duplo aspecto psicoldgico:

a) Seria impossivel saber que os objetos haviam sofri
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do uma certa aeformagéo se os instrumentos de medida também
participassem dela. Isso aconteceria, mesmo com a deformaééo,
apresentando maior grau de complexidade se fosse retida por

lei especial, bastando que a deformagao dos instrumentos se

fizesse segundo a mesma lei.

b) Nao se conhece, num deslocamento, a posigao final
do nosso corpo humano senao por intermédio das séries de sen-
sagoes musculares que revelam os movimentos que se passaram de
uma certa posigao inicial & posigao final. Isto quer dizer que
sem as sensagOes musculares & impossivel se reconhecer, num
deslocamento, as posigOes anteriores as ocupadas no momento .
A. COSTA5 .

O problema se orienta num relativismo fisico, de ma-
neira mais ampla, com os trabalhos de Lobatschewsky elﬁemduh
gue buscam uma maior plenitude e clareza para as proposigoes
da Geometria. Gauss, Minkowski e Einstein, procuram desfazer
certas contradicoes da experimentagao e libertar os fendmenos
fisicos da~opresséo dos sistemas de eixos com um aspecto ex-
cessivamente topoldgico no sentido do conhecimento relacional,
reduzindo-o a uma simples questao de situar a posicao dos fe-

nomenos num sistema aberto de eixo arbitrario.

Efetivamente, Lobatschewski e Riemann, na impossibili
dade de fazer do postulado de Euclides uma demonstragao que sa
tisfizesse, com o rigor necessario a Geometria,construiram no
vos sistemas geométricos, em cujo desenvolvimento nao se en-

contra nenhuma contradigao.

"Gauss, com o seu estudo das superficies, propos uma
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generalizagao’dos sistemas de eixos galilianos, construindo
sistemas de coordenadaé curvilineas, na propria estrutura (as
chamadas coordenadas intrinsecas), em que o caso euclidiano se
torna particularmente possivel quando o raio de curvatura da
superficie & nulo, isto &, quando os eixos sao construidos nu
ma superficie plana". PORTELAY .

Mas foi com Riemann, que o assunto atingiu uma genera
lizacao tal que o sistema euclidiano ficou definitivamente re
duzido a um caso particular, sendo possivel criar-se uma geo-
metria geral constituida de todas as propriedades invariantes

em qualquer sistema.

Com as descobertas do "grupo de transformagoes" de Lo
rentz, Minkowski pdde construir o seu continuo fisico quadri-

dimensional.

Einstein quando comp0s a sua relatividade, em gque o
espago era minkowskiano dava solugao apenas aos casos do movi
mento retilineo uniforme, nao satisfazendo os outros em que o
sistema de eixos sofria as influéncias de um campo de gravita

cao.

Dai o esforgo de Einstein com sua "relatividade", em

gque O espago se tornou nao-euclidiano, ou seja, riemanniano.

Qualquer tentativa de solucionar o problema da estru-
tura do espaco perceptivo, cujos argumentos nao se fundamen-
tam na experiéncia, € ingénuo apriorismo em face da incontes-

tavel realidade cientifica.
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A psicologia das nossas percepgoes espaciais, em sua

génese, evolucao e contextura, cuja analise & objeto do pre -
sente estudo, &€ colocada em posigéo diversa, pois subordina o
assunto a dados cientificos e experimentais. Considera-se o
espago como fator cosmico, um campo fisico, funcao da propria

gravitagao, condicionado as medidas dos espagos absolutos.

A sensagao, a percepgao, O pensamento sao faces,momen
tos, de um mesmo fato; o pensamento tem o seu conteudo senso-

rial, como a sensagao tem o seu conteldo fisico.

Assim o fim que se propoe neste estudo, € demonstrar
que, o espago fisico que serve de estimulo as sensagoes, nao
pode ser euclidiano conforme manifestacoes perceptivas do es-

pago na Otica do ser humano.

Considerando-se que o espago visual e perceptivo nao

é euclidiano BEZEMBINDER6

; amparado na Fisica relativista e
nas geometrias nao-euclidianas, propoe-se, também, neste estu
do, formular as bases de elementos capazes de desenvolver no
homem, a partir do raciocinio intuitivo que percebe o espago
como nao-euclidiano, um paralelo ao senso euclidiano,a fim de

que se possa sentir para compreender a nova diregao relati -

vista da ciencia atual.

1.1 A EXISTENCIA DOS ESPACOS EUCLIDIANOS

Para atingir os objetivos propostos julgou-se impor-
tante apresentar, de forma sintética, nogbOes historicas basi-

cas sobre a existéncia dos espagos euclidianos, lobatschews -
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kianos e riemannianos.

A grande obra de Euclides, Os Elementos, subdividida

em 13 livros, constitui, sem davida, um dos mais notaveis com

péndios de Matematica.

Embora Os Elementos contenha grande numero de teore-

mas ja demonstrados por seus predecessores, coube a Euclides
o mérito de apresentar uma sistematizacao dos conhecimentos

geométricos com uma seguranca e clareza admiraveis.

Seu objetivo principal foi o de reunir, numa compila-
950, rigorosa e metodicamente ordenados os postulados e as de
monstragoes dos teoremas geométricos. Deve-se salientar, toda
via, que, a par dos teoremas ja demonstrados por seus prede-
cessores, Euclides inclui muitos outros, intercalando-os no

texto, no lugar adequado.

Entre as caracteristicas, cumpre ressaltar a clareza
da exposigao, o rigor das demonstragdes e o encadeamento 16gi

co dos teoremas. Os Elementos apresenta inicialmente as defi-

nigoes, os postulados e os axiomas a que ira recorrer constan

temente nas demonstragoes dos teoremas.

Trago caracteristico do procedimento de Euclides & o
de sempre formular as proposigoes geométricas de forma univer
sal e absoluta, incluindo as respectivas demonstrag¢oes. Tais
demonstracoes jamais se revestem de carater experimental ou
indutivo; sao infalivelmente dedutivas, buscando levar as con
clusdes ao rigor da necessidade ldgica. Dedugao supoe apoio

em premissas, embora a maioria das leis geométricas possam ter
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sua verdade comprovada a partir de premissas representadas por
outras leis ja anteriormente demonstradas. Assim, havera que
admitir, sem demonstragao, certo nimero de leis que serao to-
madas como premissas dos raciocinios posteriores e servirdo de
base para demonstragao da verdade de todas as demais leis geo

métricas.

Ao primeiro grupo de leis Euclides denomina poétula -

dos e ao segundo, teoremas, ou proposicoes.

Fundamentado em cinco postulados Euclides faz repou-

sar o sistema que oferece:

19- Uma linha reta pode ser tragcada de um para outro

ponto qualquer;

29- Qualquer segmento finito de reta pode ser prolon-

gado indefinidamente para constituir uma reta;

39- Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer,
pode-se tragcar um circulo de centro naquele ponto

e raio igual a distancia dada;

49- Todos os angulos retos sao iguais entre sij;

5¢- Por um ponto de um plano, situado fora de uma re-
ta desse plano, pode-se tracar uma sO paralela a

essa reta.

Em realidade, o quinto postulado, tal como estabeleceu

Euclides, tem o enunciado seguinte:
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Se uma reta cortar duas outras retas, de modo que a

soma dos dois angulos interiores, de um mesmo lado, seja me-
nor que dois angulos retos, as duas retas, gquando suficiente-
mente prolongadas, se cruzarao do lado da primeira reta em

gue se acham os angulos mencionados, (Figura 1).

F
A B
C D
6 fig.1
Sejam AB e CD as duas paralelas; FG a transversal; o
e B os déis angulos internos a esquerda de FG, e o' e B' os

dois angulos internos a direita: A soma o + B serd maior, me--

nor ou igual a dois angulos retos.

Admite=-se que,-se para um par-de-paralelas-se-verifi-
ca, por exemplo, o primeiro casc (a + B > 2 regoé);?outro:tag
to ocorrera para todos os demais pares. Entao, se as retas FB,
ED sao paralelas entre si, como sao paralelas as retas FA,GC,
de o + B8 > 2 reEos, deduz-ze que o' + B' > 2 retos. Tem-se:
a+ B+ a'+B'> 4 réfos; que & absurdo. Logo, ndo pode ser
a + B > 2 retos. Do mesmo modo se demonstra gue nao pode ser
a B <2 retos; por conseguinte, sera a+ B= 2 retos (PROCLO).

BONOLA7.
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Para construir seu sistema, recorre Euclides nao sO

aos postulados, mas, ainda, a cinco principios basicos por
ele denominados axiomas, ou nogoes comuns. Aparentemente, Eu-
clides distinguia postulados de axiomas por entender que os
primeiros tém especifica relagao com a geometria, enquanto os

ultimos apresentam um carater mais geral, sendo assim enuncia

dos: BOYER9

19 - Duas coisas iguais a uma terceira sao iguais en-

tre si;

2?9 - Se parcelas iguais forem adicionadas a quantida-

des iguais, os resultados serao iguais;

3?9 - Se parcelas iguais forem subtraidas de quantida-

des iguais, os resultados serao iguais;
49 - Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais;

59

O todo &€ maior do que a parte.

Procurou nao apenas demonstrar de maneira logicamente
definitiva os teoremas geométricos formulados, mas também pre

cisar os termos dos teoremas.
Algumas das definigOes que aparecem sao as seguintes:
-Um ponto é aquilo que nao tem partes.

-Um angulo plano & a inclinagao, em relagao uma com a
outra, de duas retas do plano que se cruzam entre si

e nao estao na mesma reta.
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—Quanéo uma reta € colocada sobre outra, de maneira
que os angulos adjacentes sejam iguais, cada um dos
angulos & chamado reto e a reta superposta & perpen-

dicular a primeira.

O imenso caminho percorrido desde Euclides até Hil-
bert, passando por Klein, evidencia a importancia . cada vez
maior da algebra no estudo da geometria. As excegbes resumem-
se nos teoremas gue envolvem as medidas de angulos, porque a
medida de um angulo € a nogao topoldgica, isto &, ligada ao
conceito de continuidade. Tendo presente essa excegao, a geo-
metria euclidiana (e o mesmo se pode dizer das geometrias nao-
euclidianas e da geometria projetiva) & uma simples linguagem
para interpretar as definigSés e os teoremas da chamada teo-
ria das formas quadraticas. Os pontos da geometria euclidiana
sao interpretados como vetores de um espago vetorial para
os quais se define uma forma quadratica, isto €, o produto es
calar de dois vetores. Ela estuda essencialmente as nogoes de
comprimento ou norma, de ortogonalidade e de isometria,nogoes
usadas para analisar as bases ortogonais, os grupos de seme-
lhanca e os angulos. O nimero de elementos de uma base da a

dimensao da geometria euclidiana.

Assim é que na geometria euclidiana plana a base sao
dois vetores, sendo cada ponto ou vetor caracterizado por duas
coordenadas. Ja a geometria euclidiana a trés dimensoes & ob-
tida considerando-se bases com trés vetores e cada ponto ou

vetor com trés coordenadas.

Essas sao as geometrias do plano e do espago d'Os Ele
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mentos de Euclides, no que elas tém de mais essencial no estu

do axiomatico.

A exposigao de Euclides n&o pode ser considerada como
algo acabado e perfeito, mas o espirito que norteava o enfo
que dado a matéria prevalece até hoje,depois dos notaveis tra
balhos de Hilbert. Euclides, entretanto, reconhecia gque seu

59 postulado poderia ser melhor explicitado.

1.2 A EXISTENCIA DOS ESPAGOS LOBATSCHEWSKIANOS

Lobatschewski foi considerado por Clifford como o "CQ
pérnico da Geometria", o homem que revolucionou o assunto pe-
la criagao de todo um ramo novo, a geometria de Lobatschewski,
mostrando com isso gue a geometria euclidiana nao era absolu-
"ta como se supunha ser. Num certo sentido, a descoberta da geo
metria nao-euclidiana desferiu um golpe devastador na filoso-
fia kantiana, comparavel ac efeito que teve sobre as concep -
¢Oes pitagbricas a descoberta de grandezas incomensuraveis .

BOYER8

Em suas investigagoes Lobatschewski comegou com a in-
tencao de demonstrar o axioma do paralelismo pronto, advertiu

que um deles conduz a resultados absolutamente inesperados..

Esse prop6sito consistia na utilizagao do método de
demonstracao por contradicao e baseava-se na consideragao se-
guinte: Se o axioma do paralelismo de Euclides € resultado de

outros axiomas d'Os Elementos e se, embora se admita gue atra
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vés de um ponto fora de uma reta, no plano determinado por es
ta, podem tracar-se pelo menos duas retas que nao cortam a re
ta dada, resultara que essa suposigao precoce, em seus resul-
tados mais imediatos e mais distantes, conduzira a uma contra
dicao. SMOGORZHEVSKI®

Aﬁalisando os novos resultados conseguidos por ele ,
paradoxais a partir do ponto de vista da geometria euclidianag,
Lobatschewski se convence de que eles formam um sistema 10gi-
co nao contraditdrio de teoremas capazes de constituir a base

de uma nova teoria cientifica.

Lobatschewski negou-se a aceitar a hipotese do angulo
reto, asseverando que ela n3ao era necessaria para uma geome-
tria consegfiente. Erigiu, entao, um novo conceito geométrico,
assentado na hipdtese do angulo agudo, segundo o gual, por um
ponto P, situado fora de uma reta dada BB', & possivel tracar

duas paralelas a reta BB'.

Seja (Figura 2) uma reta AB e um ponto P fora dela e
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no plano do pohto e da reta tracemos a perpendicular unica
possivel PA desde P a B'B. Consideremos a reta B'B indefinida

e ilimitada em seus dois sentido, a direita e a esquerda.

Suponhamos desde P diferentes retas definidas por P e
um ponto variavel M,, M,, Ms,..., que se vai afastando mais e
mais para a direita; a reta variavel PM,, PM,, PMg,..., gira
ao redor do ponto P no sentido da flecha f, isto &, no senti-
do anti-horario. Se o ponto variavel M, se afasta indefinida-
mente para a direita, admitamos gque a reta PMk tende para uma
posicao limite PU a qual PMk jamais podera alcancar, posigao
limite como toda. as retas variaveis PM; esta no plano defini
do por P e ﬁﬁBe que Lobatschewski denomina paralela por P a
B'B. O angulo APU nao tem por gue ser reto, mas uma fungao bem

determinada 7 (a) da distancia PA = a do ponto P a reta B'B.

Lobatschewski denomina a palavra angulo, angulo de pa
"ralelismo e indica que w(a) -~ 90° quando a = 0 e =n(a) -~ 0 se

a > o, MISOLlO‘

Claro esta & gque .se em vez de afastar o ponto‘bd para
- a direita se o fizer para a esquerda, a reta variavel, por ra
zao de simetria, tenderia a uma segunda posicao limite PU'
simétrica de PU com relacao a PA e de igual angulo de parale-
lismo. Esta segunda reta denomina-se também paralela por P a

BB'.

Como se ve, por P existem duas paralelas a B'B.Na geo
metria euclidiana, ambas as paralelas se confundem e sao - uma
s6 reta, a qual &, por sua vez, a perpendicular PQ por P aPA.

Isso quer dizer que, na geometria euclidiana, para todos os
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pontos P do plano se admite que o angulo de paralelismo & tal

que 7w (a) = 90°.

Na geometria lobatschewskiana,prolongando as retas PU
e PU' e PV e PV',respectivamente, vé-se que todas as retas in
definidas do plano tragado por P e co preendidas no angulo
UPU' e seu oposto pelo vértice VPV' encontram a reta BB' e to
"das as compreendidas no angulo U'PV nao encontram a reta B'B.
Estas duas paralelas tampouco encontram a B'B, pois existe en
)
tre elas e as do interior do angulo UPV' uma diferenca funda-
mental: ao diminuir infinitamente o angulo UPA por rotagao em
torno de P, a paralela passa a ser secante, e isto €& possivel
fazer-se com a reta PS do interior do angulo UPV' sem que adi

ta reta PQ deve de ser nao secante. MISOL10

. - Conclui-se que
nenhuma das "paralelas" de Lobatschewski intercepta a reta B'B
(a que ambas sao paralelas); além disso, B'B nao & intercepta
da por gualquer outra reta que passa por P e que fica na re-

gido limitada pelas duas "paralelas". A situagao se "materia-

liza" nas geodésicas da pseudo-esfera.

Assim fundamentou-se a geometria nao-euclidiana; seu
axioma de paralelismo se diferencia do euclidiano e coincide
com a suposicao citada anteriormente, no que sucede o axioma
do paralelismo de Lobatschewski. Apesar de se afirmar com se-

- . :
guranga que nenhum dos numerosos possiveis resultados do axio

ma do paralelismo de Lobatschewski conduz a uma contradigao.

Lobatschewski fixou a seguinte solugao: assinalou que
a nao contradicao da geometria descoberta por ele deve dedu-

zir-se da possibilidade de reduzir a solugao de gqualquer pro
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blema geométrico a calculos aritméticos e transformagdes ana-

- . . . . . - N . .
liticas, utilizando para isso as formulas da trigonometria hi

]

perbdlica deduzidas por ele mesmo. SMOGORZHEVSKI

As investigagoes da geometria de Lobatschewski, ou
da geometria hiperbdlica, sao muito vastas:abrangem sua parte
elementar, a trigonometria, a geometria analitica e a geome -

tria diferencial.

O descobrimento de Lobatschewski se qualifica por
seus contemporaneos, inclusive por seus discipulos, como um

desafio audaz as leis da logica e do sentido comum.

Com a mesma hostilidade também havia sido acolhida a
teoria heliocéntrica de Copérnico, que negava agquilo que pare
cia ser absolutamente evidente e afirmava aquilo que parecia

ser inconcebivel.

Eram requeridas consideracoes muito profundas para com
preender a validade de duas geometrias diferentes. Na conti -

nuacao expoe-se algumas das consideragOes mais compreensiveis

Nos manuais escolares de Geometria, na parte "Planime
tria", estuda-se o'plano independente do espago que o rodeia.
Em outras palavras, a planimetria &€ a geometria do plano eu-

clidiano.

Também estudou-se as geometrias de certas superficies
curvilineas; pode servir de exemplo a geometria esférica, com

amplo uso na Astronomia e em outros ramos da Geometria.
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Em toda ciéncia os conceitos basicos sao simples e im
portantes. Na geometria euclidiana semelhantes conceitos s3o

o ponto, a reta e o plano.

Essas denominagoes permanecem também nas  geometrias
nao-euclidianas, chamando-se reta a linha pela qual se mede a
distancia mais curta entre dois pontos e plano da superficie,
que tem a seguinte propriedade: se dois pontos da reta per-
tencem a esta superficie, resultard que os pontos restantes da

mesma reta também pertencem a superficie.

Por exemplo, na geometria esférica denominam-se plano
e reta, respectivamente, a esfera e as circunferéncias de cir
culos maiores; terminologia oportuna, ja que em qualquer geo-
metria a reta € a linha mais simples e o plano &, igualmente,
a superficie mais simples. Além disso, a primeira tem a pro-
priedade mais importante da reta euclidiana e a segunda,a pro

"priedade mais importante do plano euclidiano.

Apresenta-se, a_seguir, algumas singularidades da geo
metria esférica. Para maior evidéncia examinar-se-a como a
geometria da superficie do globo. Nao €& dificil . : compreender
‘que duas retas desta-geometria (por exemplo, dois meridianos)
sempre se cortam em dois pontos do globo diametralmente opos-
tos. Depois a soma de dois angulos do triangulo esférico é
maior que dois angulos retos. Por exemplo, no triangulo limi-
tado por um gquarto do Egquador e pelos arcos de dois meridia -

nos (Figura 3), os trés angulos sao retos.



19

POLO NORTE

fig. 3

Considerando-se que a superficie tem duas dimensoes,
admite-se denominar bidimensional a geometria que estuda as
figuras encontradas numa superficie determinada, e denomina-
se espago bidimensional a prdOpria superficie. Ha muito tempo
se conhecem duas variedades de geometria bidimensional: a eu-
clidiana (para o plano) e a esférica. O fato de existir _uma .
geometria bidimensional nao-euclidiana nao era de grande im-
portancia para os matematicos, pela simples razao de nao se
estudar a esfera no espago euclidiano tridimensional; isto

obrigava a esquecer as propriedades nao-euclidianas da esfera

como tal.

Como resultado das investigagoes, pdde-se esclarecer
que s6 sao concebiveis as superficies com propriedades nao-eu
clidianas, sem gue também o sejam os espagos nao -—euclidianos

tridimensionais.
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A introdugao do conceito das geometrias tridimensio
nais nao-euclidianas pode provocar dividas sem os esclareci -

mentos seguintes:

As vezes & cOmodo representar em forma geométrica os
resultados do estudo de uma classe de fendmenos. Por exemplo,
os dados concernentes ao incremento da profundidade do traba-
lho freglientemente se expoem em forma de griaficos e diagramas.
Isso demonstra que mediante imagens geométricas se pode ' des-
crever diversos processos e estados reais sem relagcao direta

com a geometria.

Por se considerar a forma grafica como uma linha do
plano euclidiano, € evidente que no exemplo exposto anterior-
mente se esta implementando imagens da geometria euclidiana
bidimensional. Em outros casos mais complicados & necessario
recorrer as geometrias euclidianas e nao-euclidianas tridimen
sionais e, inclusive, as polidimensionais. Disto nao se deve
deduzir que todas descrevem relagoes de extensao; essas Sao
teorias que, em suas formulagaes, utilizam termos geométricos
dos quais,falar-se-a em geral, atribuindo-lhes um contetdo nao
ligado as nogOes espaciais. Assim, por exemplo, ao agregar ao
tempo as trés dimensoes do espago real em qualidade de uma
quarta dimensao, introduz-se o conceito de espago quadridimen
sional no qual o intervalo determinado de tempo se considera

como um segmento de reta.

Na maioria dos casos semelhantes o enfoque cria somen
te a aparéncia de claridade, o que, facilita a analise do fe-

nomeno que se estuda por esse método.
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De tal modo, a construgao das geometrias nao-euclidia

nas justifica-se pela possibilidade de se utilizaf suas dedu-
¢oes para objetos que na realidade existem. A circunstancia des
sas dedugoes se enuncia com a conclusdao de que a Geometria
nao tem  importancia essencial: as formulas geométricas

se podem modificar facilmente, de tal maneira que correspon-

dam as propriedades dos objetos e fendmenos que se estudam.

Deve-se considerar especialmente as geometrias tridi-
mensionais. Estas podem ser tratadas independentemente de ou
tras aplicagoes que tenham, como hipdteses que pretendem des

crever as propriedades do espago real.

A guestao. a respeitc.de:que -essas -hipoteses estao prd
ximas -da--realidade-somente_pode_-ser-resolvida. mediante:- a -com...

provagao experimental.

O trecho seguinte € muito importante._para a exposigao .
posterior: No plano euclidiano pode-se construir (assim como
se faz para a esfera), nao por um sO procedimento o desenvol-

vimento .do plano de Lobatschewski.

A geometria de Lobatschewski obteve reconhecimento ge
ral nas circunstancias segquintes: O matematico italiano Bel-
trami (1868) descobriu que no espago euclidiano existe uma su
perficie com as mesmas propriedades do plano de Lébatschewski,

melhor dizendo, de certo trecho desse plano (se se consi

derar como retas nessa superficie das linhas menores) .

SMOGORZHEVSKIQ.

Tal descobrimento, que ha pouco tempo conduziu a cons
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trugéo de diterentes situagSes do plano de Lobatschewski, con
vencendo os sabios da logicidade das idéias do grande geome
tra servindq de impulso para o estudo profundo de suas obras e
inicio a numerosas investigacdes no ramo da geometria nao-eu-

clidiana.

O descobrimento das geometrias nao-euclidianas estabe
leceu ante a Fisica um problema complexo: esclarecer se o es
paéo fisico real € euclidiano, como antes pensavam; e Se nao
for, a que tipo de espagos nao-euclidianos pertence. Para a
solugao deste problema se requer uma comprovagao experimental
da validade dos axiomas, estando claro que com o aperfeicoa -
mento dos instrumentos de medidas aumenta a seguranga dos da
dos experimentais obtidos e aparece a ..possibilidade de se pe
netrar em detalhes gue antes escapavam da atengao dos investi

gadores.

Assim, pois, Lobatschewski retornou & geometria da in
>retacgao empirica dos axiomas como proposigoes que consta-
ew.. as propriedades geométricas fundamentais do espago e gque
foram concebidas por ele como resultado do experimento. Por-
tanto, & impossivel se considerar como resolvida a questao da
estrutura geométrica do espago fisico real.Apesar-de se obser
var que a teoria contemporanea da relatividade, baseada em
dados, considera que o espaco real nao €& euclidiano e que,afi
nal, por suas propriedades geométricas, € muito mais compléxo
que o espago de Lobatschewski,pode-se formular a seguinte per

gunta: Qual das duas geometrias correspondem a realidade ver-

dadeira, a de Euclides ou a de Lobatschewski?

Semelhante perguhta nos surge a respeito das geome -
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trias bidimensionais euclidianas e esféricas. E absolutamente
obvio gue ambas sao validas, pois cada uma delas tem seu cam-
po de aplicagao: nao podem ser usadas as fOrmulas dessas geo

metrias para as figuras da esfera.

O mesmo aplica-se as diversas geometrias tridimensio -
nais: cada uma delas, por suas especificidades, encontra em-
prego em assunto determinado, dentro de campos onde cabe sua
aplicagao; apesar de cada uma delas se negar a servir a si e

seus principios, lhes & atribuido um carater universal.

A gquestao referente a estrutura do espagco real perten-
ce a Fisica e nao pode ser resolvida com as forcas da geome
tria pura. Sua particularidade consiste, entre outras coisas,
em gue nenhuma Geometria reflete as relagOes de extensao com

absoluta exatidao.

De tal modo, a nogao a respeito da estrutura geométri
ca do espago real se deduz da convicgao cientificamente com-
provada de que uma geometria determinada descreve melhor que

outras as relacOes reais de extensao.

Os méritos cientificos do notavel pensador nao se esgo
tam com o acontecimento de que havia arrancado a imagem do
axioma do paralelismo; a importancia de suas investigagoes &

imensuravelmente mais ampla.

A atitude ousada de Lobatschewski, negando-se a acei-
tar um axioma, abriu insuspeitos caminhos para a Matematica.

O triunfo de Lobatschewski levou outros matematicos a cogita-
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rem da possibilidade de construir sistemas coerentes em -que

certos axiomas seriam abolidos.

Nao ha exagero quando se afirma que as geometrias nao—
euclidianas iriam provocar total mudanga na maneira de enca-
rar o raciocinio dedutivo, e n3ao apenas uma parcial inovacao
em ramos especificos da Matematica. Na base da suposigao — se
gundo a qual a Matematica & uma livre criagao do espirito hu
mano mas preocupado com as aplicagoes — esta, sem davida, o

€exito de Lobatschewski.

1.3 A EXISTENCIA DOS ESPACOS RIEMANNIANOS

Riemann imaginava uma visao global da Geometria como
um estudo de variedades de qualquer nimero de dimensoes em
qualquer tipo de espago. Suas geometrias eram nao-euclidianas,
num sentido, muito mais geral do que a de Lobatschewski, em
que a questdo & simplesmente a de quantas paralelas sao possi

veis por um ponto.

Riemann viu que a Geometria nem sequer deveria neces-
sariamente tratar de pontos ou retas ou do espago no sentido
ordinario, mas de colegdes de n-uplas que sao combinadas se-

gundo certas regras.

Entre as regras mais importantes, Riemann destacou a
que trata da distancia entre dois pontos que estao infinitesi

malmente proximos um do outro.
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Riemann, inclusive, desenvolveu a partir da métrica

gaussiana uma fOrmula para a curvatura de uma superficie em

seu espaco.A geometria plana se deduz da hipotese de Saccheri
sobre o angulo obtuso se for abandonada também a hipotese da
infinitude da reta. Um modelo para essa geometria se encontra
na interpretagao do plano como sendo a superficie de uma esfe

ra e de uma reta com um clrculo maximo sobre a esfera (Figura

4).

A figura 4 expressa: Em um triangulo ABC de lados AB,

— = C . _ o)
BC e BA se verifica-se e + €y + €5 + €4 = 3607 e d + dl + d2+

_ o
+ d3 = 360,

fig.4

De fato, cortando um triedro OABC por uma superficie
esférica, com centro em seu vértice, obtem-se um triangulo es
- . . = — —_x .
férico ABC cujos lados AB, BC, CA se medem pelas faces do trie

dro e cujos angulos A, B e C se medem pelos diedros do trie-

dro.

A soma A + B + C dos angulos de um triangulo esférico

& maior gque dois retos. A diferenca A + B + C - 180° se chama
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excesso esférico. Sua medida em radianos multiplicada por r2

da a area do triangulo esférico. O designaremos por e.

A soma a + b + ¢ de dois lados de um triangulo esféri

co (faces de um triedro) & menor que quatro retos. Chama-se
perimetro e se designa por 2 p. A diferenca 360° - (a+b+c)=
= 360° - 2 p se chama defeito esférico e & designada por d.

Os circulos maximos a que pertencem os lados dividem
a sua superficie esférica em oito triadngulos correspondentes a
outros tantos triedros,que os planos das faces do triedro OABC
dividem o espaco. Entre eles & util considerar, em ocasioes ,
o triangulo A'B'C' simétrico do ABC em relacao ao centro (que

corresponde ao triedro oposto pelo vértice e tem iguais ele-

1"

mentos;-embora em sentido oposto) e os triangulos Al = A'BC, ~
A2 = ABR'C, A3 = ABC', chamados triangulos adjacentes, defini-

dos por dois vértices bem como o simétrico do terceiro.

Assim,por exemplo, comparando ABC e A'BC se tem BC

comum, BA' = 180° - c; CA' = 180° - b; A = A'; A'BC =180° -

- B; A'CcB = 180° - C.

Essas relacoes permitem calcular facilmente os exces-
sos e os defeitos dos triangulos adjacentes. Assim, chamando-

se e¢. a0 excesso e dl ao defeito do triangulo Ay, se tem

1

I

eq (A+180° - B +180°-C) -180°=180°+a-B-C

= 360°- (a+180°-b+180-c)=b+c=2(p- a)

Q
|
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e analogamente a b, e A3

82=l8OO+B—A"‘C, 53=1800+C—-A-B

d2= atc-b=2(p-Db), d3=a+b—c=2(p—c)

verificando-se

3=360°, d+d. +d.+ d.=360°. puIGTTL.

+
€Te 1ttt as

+ e+ ¢

1 2

Nesse caso, a soma A + B + C dos angulos de um trian-
gulo esférico & maior que dois retos, ao passo que na geome
tria de Lobatschewski e Bolyai (correspondendo a hipotese do
angulo agudo) a soma dos angulos & menor que dois retos. Foi
a sugestao de Riemann do estudo geral de espacos métricos com
curvatura e nao o caso especial da geometria sobre a esfera
que, mais tarde, tornou possivel a teoria da relatividade. Ao
mostrar que a geometria nao-euclidiana com a soma dos angulos
maior de dois retos & realizada sobre a superficie de uma es-
fera, Riemann essencialmente provou a consistencia dos axio

mas dos quals a geometria deriva.

Plucker expandiu no trabalho Nova Geometria do Espaco

um principio pelo qual o espa¢o nao precisa ser pensado COmoO
uma totalidade de pontos; pode igualmente ser bem visualizado
como composto de retas. A cada figura que antes fora pensada
como um lugar ou totalidade de pontos, pode ser ela propria
pensada como um elemento de um espago,e a dimensionalidade do

espago correspondera ao numero de parametros gque determinam
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esse elemento.Segundo o conceito de Pllicker,as retas e esfe-
ras no espaco euclidiano tridimensional constituem um espago

a quatro dimensoes. BOYER®.
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2, DO ESPAGO EUCLIDIANO E SUA MANIFESTAGAO PERCEPTIVA

"Nada veremos se nao tivermos,em
nossos olhos, o meio de surpreen
der, de questionar e de dar for-
ma a um numero indefinido de con
figuragcoes de cor e de espago"
M. PONTY1Z2,

O pensamento do fildosofo M. Ponty € um alerta sobre a
percepcao visual quando diz gue nao tem mais que uma ligacgao
remota com as ciéncias e as artes visuais, com os objetos fei

tos para serem vistos, e sujeitos a agao da perspectiva.

Segundo FLOCON e TaTONT? a perspectiva &€ o obstaculo

inevitavel de todo ato que procura reduzir ao plano os aconte

cimentos e objetos do espago.

Por outro lado, sabe-se que a impressao luminosa que
proporciona a percepcao visual de um objeto decorre da excita
géo provocada sobre a zona sensivel da retina, sob a forma de
uma imagem real, produzida pelo sistema didptrico do olho do

espectador.

Se em um painel visualizar-se tragos, sombras e co-
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res de tal maneira que, observado frontalmente, com o olho do
espectador postado em um ponto e uma distancia determinados,
provoca impressao retiniana semelhante a daquele objeto guan-
do percebido no espago, tendo-se © gque na arte do desenho e

da pintura chama-se perspectiva.

Embora se verifique a circunstancia do encurvamento
da porgao impressionavel da retina sobre a qual se forma a ima
gem luminosa, nao &, por esse fato, desvirtuada a percepgao
da imagem em sua configuragao geométrica. Percebem-se os ele-

mentos retilineos e as faces planas do objeto observado sem al
teragoes morfologicas e sem aberragbes, tais como seriam nota
dos na imagem correspondente sobre uma tela fotografica plana

com uma boa imagem focalizada.

Verifica-se gue sobre uma superficie de conformagao
plana essa finalidade da impressao, gue a representagao pers-
pectiva deve proporcionar, € melhor assegurada. Tanto assim

gue o plano do guadro €& generalizado.

A direcao axial do fluxo luminoso que atravessa os
meios refringentes do 6rgao visual confunde-se com a do eixo
otico, ou-eixo principal do-cristalino, e & normal a porgao

da superficie-da retina sobre a qual a imagem se forma.

Devera, pois, o quadro, no tragcado perceptivo,dispor-
se em ordem a que o seu plano seja perpendicular ao eixo do
raio principal, assim chamado de eixo da piramide visual, de-
terminada pelo feixe de raios luminosos gue promanam do setor

do espaco a ser figurado em perspectiva e gue convergem no



31

olho do observador a ponto de vista. Entretanto uma Optica geo
métrica, formulada de maneira bastante geral por Euclides,per
mitiu o estabelecimento de uma relagao entre as guantidades
aparentes e imagem visual. De acordo com ela, o0s raios visuais
sao retas emitidas pelo olho e formam um cone ou uma piramide

cujo vértice é formado pelo 6rgac da vista.

Alberti (1493) sistematiza pela primeira vez, em uma
teoria coerente, as conquistas da ciéncia pictorica, em seu

Trattato della Pintura, obtendo de acordo com essa definigao,

que: o quadro & apenas um plano, levado perpendicularmente a
piramide ou visual do qual o vértice esta no olho do pintor
(observador) e a base nos objetos representados. FLOCON e TA
Tont 3, Supoe-se, portanto que o quadro & a interceptagao, pon

to por ponto, de uma realidade percebida ou tal como poderia

te-lo sido.

0 metodo qgue decorre dessas observagSes, a costruzio-

ne legittima, ou seja, segundo as leis de Euclides, parte de

nogoes de planta e elevagcao e constrdi duas projecOes parale-
las preliminares, a partir das quais & montada a figura. Nos
dois desenhos preparatbrios — o0s esguemas horizontal e verti
cal — o cone visual &€ representado por triangulos cujos veér-
tices comuns s3o ocupados pelo observador. Uma reta, represen
tando a secgao do quadro, corta perpendicularmente estes tridn
gulos e os pontos de interseccao dos lados destes com a re£a
— altura e largura do quadro — dao as coordenadas do dese-
nho perspectivo. Nesta construcao, bastante abstrata, o ponto
de fuga das obliquas paralelas nao & um dado do problema; e

mais uma conseqgliencia do método e um meio de controla-lo. (Fi-
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QUADRO

fig.5

Sendo o quadro definido como um plano cortando perpen
dicularmente o eixo do cone visual, o espectador deveria colo

car-se no ponto de vista, para ve-lo da maneira mais correta.

Leonardo da Vinci ja o havia dito expressamente: "Apenas uma
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pessoa de cadd vez pode estar no lugar ideal para ver o qua-
dro. FLOCON e TATONl3.

Realmente, a distancia do ponto de vista ao gquadro de
termina todas as relagoes dos objetos entre si e suas dimen-
soes reciprocas. Por exemplo: os diametros das colunas aumen-
tam lateralmente a medida que se afastam do ponto de fuga; as
esferas, em idénticas condigCes, tornam-se elipsdides; os dia
metros dos qﬁadrados, situados em direg¢oes obliquas, podem au
mentar indefinidamente. Sao consegliéencias logicas de uma cons
trucao que conserva O paralelismo das perpendiculares e das
horizontais paralelas ao quadro. Essas deformagOes nao pertur
bam o pensamento rigoroso dos geOmetras, més chocam o pintor

em sua referéncia a natureza que pretende imitar.

Leonardo da Vinci trata do problema das esferas em
perspectiva, em gque o angulo visual que indica ao ponto de
vista as grandezas aparentes diminui menos rapido que o aumen
to do grande eixo da elipse que representa a secgao coOnica in
terceptada pelo quadro. A partir dal, ele demonstra que s6 a
interceptagao do cone visual por uma esfera, da qual o ponto
de vista seja o centro, poderia explicar a diminﬁigéo aparen-
te das esferas. FLOCON e TATONlB.

As atividades perceptivas e principalmente as explora
goes utilizam, por exemplo, movimentos do olhar que estao com
prometidos com as imagens visuais. Mas deduz Piaget que, a me
dida que a imagem procura imitar a percepgao, os movimentos
evocadores reproduzirao (e, portanto, reencontrarao) és movi-
mentos exploratdrios da percepgac, exatamente ao nivel das ati

vidades sensOrio-motoras que a dirigem. FAGUNDESl4.
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Em perspectiva teorica, todo o espago & supostamente
ilimitado como em Geometria; ele ocupa em relagao ao ponto
de vista V no raio visual principal RV e no plano de projegao
ou guadro uma posicao (de frente ou de fuga) e uma situacao

particular (ver Figura 6).

fia.6

Do mesmo modo, toda reta do espago, que também & su-
postamente ilimitada, ocupa em relagao a esses mesmos elemen-
tos, tanto. em um plano determinado como na intersecgao de dois
planos ou perpendicular a um plano, uma posicao (de frente ou

de fuga) e uma situagao particular.

Em perspectiva, a posicao e a situacao no espago de
um plano ou de uma reta sao representadas sobre o plano de
projegcao: para a reta, pelas posi¢Ges de dois de seus pontos
imagem, pela sua intersecgao t e pelo ponto de fuga F da sua

imagem; para o plano, pelas posicoes de duas de suas retas
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imagem, pela sua interseccao TT' e pela linha de fuga uu' da
sua imagem. Na figura 6 um segmento ou grandeza real AB de uma
reta (de frente ou de fuga) tem por imagem, sobre o plano de

projecao, uma grandeza imagem AB (de frente ou de fuga) .

Existe, entre uma grandeza imagem AlB e uma grandeza

1
real AB que ela representa, uma relacao AlBl gue, segundo a

~ A4B
posicao (de frente ou de fuga) da grandeza real g St

,& defini
da' geometricamente pela Lei da Degradagao Linear, se a grande
za AB esta -de frente, ou, pela Lei da Deformagao Linear, se a
grandeza AB estad em posicao de fuga. OLMERlS.

Em perspectiva, a imagem de um so6lido sendo formada
por todos os pontos imagem representando.os .pontos aparentes
desse .s0lido,.faz com que-todo tragado da imagem perspectiva

repouse sobre o tragado de um ponto imagem Al gue representa

um ponto A do espacgo.

Este ponto da imagem A pode.ser determinado. por uma

das trés operacOes que seguem:

1e- Calculo das coordenadas imagem do ponto de ima-
gem Al sobre o plano de projecao: estas coordenadas imagem que
também podem ser obtidas através dos tracados graficos repre-
sentam as tres coordenadas perspectivas do ponto A do espacgo;
isto &, sua altura, distancia lateral e distancia em profundi

dade com relacao aos trés planos perpendiculares entre si.

29- Tracado, considerando o ponto imagem Al como in-
tersecgao com o plano de projecao, do raio visual tragado do

ponto de vista V ao ponto A do espaco.



3e- Tracgado,
perspectivas de duas
ponto de interseccao

tas € o ponto imagem

36
sobre o plano de projegao, das imagens
retas passando pelo-ponto A do espago; O

das imagens perspectivas destas duas re-

Al.
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3, 0 ESPACO LOBATSCHEWSKIANO E SUA MANIFESTA(;Z\O PERCEP-
TIVA

Na impossibilidade de se dar ao postulado de Euclides
uma demonstragéo que satisfizesse, com o rigor necessario, o
espirito da Geometria, impuseram-se novos conceitos de»paralg
las, sobre as quais se ergueram,sistemas geométricoé logicos,
mais aproximados dos dados reais da experiéncia no dominio do
infinitamente pequeno e do infinitamente grande, negando a
. existencia de retas no conceito euclidiano e construindo suas
figuras nao num plano, mas numa superficie de raio de curvatu

ra positivo ou negativo.

Duas classes de geometrias se distinguem pelas suas
aplicagoes ao estudo dos fendmenos do macrocosmo e do micro

cosmo. Sao elas:

a) a soma dos angulos internos de um triangulo & maior

gque dois retos;

b) a soma dos angulos internos de um triangulo é me

nor gue dois retos.
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Na superficie de curvatura negativa a soma dos angu-
los internos de um triangulo geodésico & menor gue dois angu
los retos. Este resultado caracteriza a geometria pseudo-esfe

rica. (Hipotese do angulo agudo - Lobatschewski).

Minding e Codazzi chegaram as formulas da trigonome-
tria da pseudo-esférica que satisfazem os elementos dos trian
gulos geodésicos das superficies de curvatura negativa, multi
plicando os lados por i = V-1 e mantendo fixos os angulos
dos triangulos esféricos. As formulas,assim encontradas, coin

cidem com as da geometria de Lobatschewski-Bolyai. BONOLA7.

Considerado no aspecto integral, o espago € lobats-

chewskiano ou riemanniano.

Os trabalhos de Gauss sobre as propriedades das super
ficies, procurando estuda-las pela sua propria estrutura in
trinseca, desprezando qualquer referéncia a sistemas de eixos
situados para fora de seus limites no espago, serviram de
apoio ao desenvolvimento na fisica destas concepcgoes novas,

unificando-as num corpo de doutrina que permitiu’ a Minkowski

construir sua teoria fisica do espaco.

O tempo nao € mais independente como se evidencia da
guarta equagcao do grupo de Lorentz, sendo criado o continuo
espaco-tempo em que este Ultimo entra sob o aspecto de imagi-
naria i= /-1,fazendo lembrar a observacido de MindingezCodazi:

"Se nas fOrmulas trigonométricas da esfera se mantem fixos os
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angulos e se multiplicam os lados i= ¥-1, obter-se-ao as rela
coes a que satisfazem os elementos dos triangulos geodésicos

. . 7
das superficies de curvatura constante negativa. BONOLA".

Gauss imaginou um sistema de curvas construido de ma-
neira gque com seu auxilio se pudesse determinar a posigao geo
métrica de um ponto qualquer da superficie, demonstrando ain-
da que o continuo tridimensional de Euclides, homogéneo e isd

tropo, sO & possivel em casos de regices limitadas do univer-

SO.

Veja-se como Gauss apresenta a concepcao de seu siste

ma de eixo:

Traca-se uma familia de curvas u e v, caracterizando-

se cada uma por um numero (Figura 7).

v=1

fig. 7

Entre as curvas de valor u = 1 e v = 2 imaginar-se-a
um nimero infinito de curvas correspondentes a todos os nime

ros reais compreendidos entre 1 e 2.
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Tem-se assim um sistema de curvas u e de curvas VvV in-
finitamente aproximadas e a cada ponto M da superficie corres
pondem valores bem determinados de v e de u — valores que

sao designados de coordenadas de Gauss.

Exemplificando, o ponto M representado na figura tem

por coordenadas de Gauss:

Em casos especiais e possivel escolher retas ortogo-
nais para as curvas u e v € s0 entao ter-se-a que os pontos
da superficie considerada constituem um continuo euclidiano.

PORTELAlG.

Vé-se gue Lobatschewski estendeu analiticamente ao es-

paco os resultados de sua propria hiperbdlica.

Primeiramente apresenta-se a demonstracao do seguinte
teorema: A soma dos angulos de gualguer triangulo é menor

gque dois retos (24d).

Seja o triangulo retanculo ABC na Figura 8.
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fig. 8

Seus lados a, b e ¢ se apresentam,respectivamente, em
forma de um segmento da perpendicular euclidiana da reta u e
de um arco de circunferéncia com centros em M e N. O angulo C
€ reto. O angulo A é igual ao angulo entre as tangentes das
circunferencias b e ¢ no ponto A, o mesmo acontecendo com O

angulo entre os raios NA e MA destas circunferéncias, de modo

que o angulo B = BNM.

Constroi-se um segmento BN, como diametro a circunfe-
rencia euclidiana g; esta tem s& um ponto comum B com a cir
cunferéncia c, pois o seu diametro € o raio da circunferéncia
c. Pelo ponto & gque se encontra fora do circulo limitado pela

circunferéncia g e, por conseguinte,

A = MAN < MBN.



Em virtude da igualdade MBN + B = d, teremos:
2\+}§<d;

por isso,

A+5+C<2d. c.q.d. SMOGORZHEVSKI®.

Considera-se,assim, um planc a e um par de pontos Al’
A2 em o se os pontos Al' A2’ deslocam-se, posicoes sucessi -
vas e infinitamente proximas do triangulo OAR,, a projecao
Ay, A, dos pontos ocupara posicoes do triangulo ORqA,, tambem
sucessiva e infinitamente proximas descrevendo na superficie
S o triangulo OAiAé. Diz-se que o triangulo OAj R,

¢ao conica ou central do tridngulo OA,A, na superficie limite

e a proje-

S.
Cabe, aqui a seguinte notagao:
AlAz = 4, OAl = rl, OA2 = rz,
\/. \_/‘
AOBR, =6, OB] =op,, OA)=rp,. (Figu-
ra 9).

fig.9
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4, 0 ESPACO RIEMANNIANO E SUA MANIFESTACAO PERCEPTIVA

Riemann foi quem primeiro previu a influéncia do con-
tetdo material do espaco sobre a gquadratica diferencial que
se constitui como caracteristica da natureza de varios tipos
possiveis de espago. No seu caso, os coeficientes sao fungoes
das variaveis, variando, por sua vez, continuamente, de ponto
a ponto; e de maneira alguma podem se tornar constantes, pois

assim recair-se-a no caso euclidiano.

Com essas descobertas, o "grupo de transformagoes de
Lorentz, Minkowski, pode construir o seu continuo fisico qua-
dridimensional. E Einstein, em sintese admiravel,compOs a sua

relatividade restrita, em que o espaco era minkowskiano.

Dai o segundo esforco genial de Einstein com sua "re-
latividade generalizada", em que o espaco se tornou nao-eucli

diano, mas precisamente, riemanniano.

Os proprios relativistas esforcam-se por distinguir,
nitidamente, os dados do tempo dos dados do espaco. E se eles
aparecem fundidos num s6 invariante, & por necessidade de uma
generalizagao maior, em face das dificuldades encontradas na

medida dos intervalos elementares do universo.
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Riemann genialmente generalizou as geometrias, tornan
do-as também ciéncias experimentais, que vieram adaptar-se me
lhor as realidades objetivas, e um horizonte novo, mais amplo,
foi descortinado para o conhecimento mais perfeito, por isso

mais proximo do real, dos fenOmenos da natureza em suas apli-

cagoes.

A Riemann coube a prioridade de encontrar um sistema
de geometria conciliadvel com a hipotese do angulo obtuso de
Saccheri, considerando discutivel, além do das paralelas, o}

postulado gue considera a reta infinita, substituindo esse con
ceito pelo de ilimitada. Ele da importancia capital & distin-

cao entre infinito e ilimitado.

O quadrilatero ABCD abaixo & chamado quadrilatero de
Saccheri se DA | 2B, CD | AB e DA = DB. Seja N o ponto médio

de DC e M o ponto médio de AB (Figura 10).

D N c
% T —9
|
|
|

- |
F } &
!
|
|
o p D
A M B

fig10

-

E ficil provar que MN | DC, MN | BB e D = C. Os angu-

1

los D e C sao chamados angulos de topo do quadrilatero de Sac

cheri. Trés hipboteses diferentes podem ser consideradas.

(A) os angulos do topo sad agudos;
(B) sao retos;

(C) sao obtusos.
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A hipéfese (A) leva a geometria hiperbdlica; a hipote
se (B) leva a euclidiana; a hipbtese (C) leva a geometria elip
tica (Riemann). No caso da hipotese (C) somente se os axiomas
da geometria absoluta forem modificados de maneira a permitir
que a reta seja finita, embora ilimitada, com relagoes circu-
lares de ordem em vez de relagoes lineares. ADLER17.

O gue Riemann considera indiscutivel & a imitabilida-
de do espaco, propriedade ajustavel indiferentemente as hipo-
teses da reta infinita e da reta finita. Partiu de uma regiao
do plano, a chamada regiao normal, considerando como postula-
dos as proposicoes elementares reveladas pelos sentides, rela
tivas a congruéncia da reta, admitindo que as propriedades da
regiao inicialmente considerada se possam estender em torno
de um ponto qualquer do plano, porém nunca ao plano inteiro .
Assim criou a geometria mais geral possivel, encontrando o sis
tema uma interpretacao firme na geometria das superficies de

curvatura constante.

E importante notar que essa harmonia s6 se verifica
gquando a analise esta subordinada a um conceito diferencial .
Ao contrario, se se procura um sentido integral, encarando a
superficie inteira para analisar a geometria numa™ superficie
de curvatura constante, as propriédades fundamentais da regiao

normal deixam de ser validas.

Dois planos foram por ele considerados completos para

sua geometria: o plano-esfera e o plano eliptico.

Os fundamentos de sua geometria espacial procuram dar

aos postulados uma significacao de. rigorosa certeza, indiscu-
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tivelmente condicionados & experiéncia e verificaveis apenas
em escalas limitadas. Tomando-se por base as coordenadas, re-
presentar-se-ao os pontos por Xy, X5 € X3, A gualgquer linha ,

pois, corresponderao trés equagoes paramétricas:
Xy = fl(t), X, = fz(t), Xy = f3(t),

procurando-se determinar uma funcao (s) do parametro (t), que
exéresse o0 comprimento de um arco de curva, sabendo-se gue ©
comprimento deste arco & igual a soma dos comprimentos em gue
o podemos supor dividido; verificar-se-a que essa determina-
cao sO sera completa quando for conhecida a distancia elemen-
tar (ds) de dois pontos infinitamente proximos tendo para co

ordenadas:

Xy dxl, Xy t dxz, X3 + dx3.

Riemann parte de hipdOteses que vém satisfazer de modo
mais simples, assumindo como expressao elementar do quadrado

b S 2 - -
da distancia (ds”) uma forma quadratica, sempre positiva, nas

diferentes variaveis, ou seja:

2 _
ds”™ = Zaijdxidxj,

na qual as a;4 sao fungoes de x;, %, e Xj.
Admitindo o principio de superposigao das figuras, de

monstra-se que as fungoes 3j5 devem ser de tal natureza que
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permitam, apOs mudanga do sistema de coordenadas, que (dsz)

tome a forma:

A constante K, semelhante a de Gauss, foi denominada

por Riemann de curvatura do espacgo.

Para os valores positivo, nulo e negativo desta cons-
tante, tem-se os espagos de curvatura positiva, nula e negati
va. BONOLA7.

O primeiro tipo de espag¢o, de curvatura positiva, ca-
racteriza-se pelo fato de em qualquer dos seus planos valer a
geometria esferica ou eliptica de Riemann.0 segundo tipo, de
curvatura nula, identifica-se com a geometria de Euclides. O
terceiro, de curvatura negativa, permite em qualguer dos seus
planos a existéncia do sistema pseudo-esférico de Lobatschewski-

Bolyai.

Vé—se, assim, que Riemann estendeu analiticamente ao
espago os resultados de sua geometria nas superficies. Se o
plano é uma regido limitada — a chamada regiao normal de su-
perficie curva — e se fora do plano, num pontb de vista inte
gral, inexiste a geometria euclidiana, num espago com idénti-
cas propriedades sb em regices limitadas, especialissimas, se

ra valida a construgao de Euclides.
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4,1 CAMPO DE VISAO

O campo visual tem peguena zona central em gque se fa-
zem as imagens da visao direta e, em torno dela, uma outra
zona que se vai gradativamente diluindo, perdendo nitidez, a
proporgéo gue se afasta do centro, e onde se formam as ima

gens da visao indireta.

O feixe de projecoes angulares, de perspectivas, que

o constitui, tem a forma de um cone e qualquer seccao ortogo-

nal desse cone & circular, assim como sua propria base & cons

tituida pela calota de uma esfera. Nem a secgao nem a calota,

€ necessario que se esclarega, sao perfeitamente circulares e

esféricas; sofrem ambas uma deformagao no sentido Sagital; o
' 4

angulo vertical & de 150°; PORTELA”. Onde esti, pois, a mani-

festacao deste campo?

Até a sua conformagao geral, esférica, ligeiramente
achatada, tendendo para eliptica, € riemanniana, embora sua
estrutura intrinseca nao ser homogeénea, nem isOtropa, nem con

tinua.

Observando as margens de uma estrada em gue viage num
veiculo de velocidade que ultrapasse a dos movimentos costu-
meiros, ver-se-a que sofrem uma encurvatura, parecendo gue se
vao abrindo a proporgaoc que o veiculo avanga e gue se vao fe-
chando para tras, dando a idéia de gue se encontram animadas

de movimento circular.

O encurvamento parecera tanto mais acentuado guanto

maior for a velocidade de gue se esteja animado e quanto
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mais distantes estiverem as margens observadas.

Diante desse exemplo, em que se praticou a observagao
de um objeto, em estado de movimento ou nao, em gque as percep
goes de sua imagem visual foram apreendidas encurvando-a ou
contraindo-a, onde estda a euclidianidade das manifestagoes

perceptivas visuais?

Se o campo visual nao & euclidiano, conseglientemente,

suas manifestagOes perceptivas também nao o sao.

Se se tracar uma reta horizontal bastante extensa que
possa cortar, de uma margem a outra, um campo de visao, e se
for mirado no centro, ver-se-a encurvar-se. E €& o que aconte
ce com a linha do horizonte, que se apresenta curva ao ser hu

mano.

Se, por outro lado, tragcar-se uma reta vertical, tam-
bém bastante extensa, e se procurar fazer uma visao direta em
um ponto do espaco, ver-se-& que ela sofre uma deformagao, ou

seja, um encurvamento tanto maior quanto mais afastado dela

estiver o ponto mirado.

Esses dois exemplos demonstram bem que, a proporgao
gue se vai afastando do campo de visao direta e a imagem se
‘ai fazendo mais para a margem do campo visual, sofre ela um
encurvamento. Assim, apenas no foco, ou zona mui restrita
(diferencial), as imagens se fazem euclidianas; apenas no

foco (regiao normal no sistema de Riemann) & possivel a ho-

mogeneidade e isotropia das imagens; a impossibilidade de eu-

clidianiza-las,porém, comega desde que se procure estender ao
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campo visual todo, as propriedades desse foco, porguanto as
imagens ja se nao fazem perceptivas eﬁclidianas, sofrendo um
encurvamento em virtude de nao ser homogénea nem isOtropa a zo

na do campo em gue se encontram.

Esses exemplos sao tidos comumente por ilusoes Opti -
cas, mas, nao passam de ilusoes da vista, pois, se alguma coi
sa no caso foi iludida, esta h& de ser a educagao gue se mOS-
trou insuficiente para fazer nascer esperancas as naturais ma

nifestagoes perceptivas.

A fim de se evitar os inconvenientes da perspectiva
euclidiana — deformagoes laterais, conservagao do paralelis-
mo das perpendiculares, campo de visao estreito, ponto de vis
ta obrigatdrio — propoe-se uma manifestacao perceptiva com o
campo visual completo, uma "tendéncia" mais completa a apreen
sao da localizagao reciproca dos objetos no espago. FLOCON e

TATON13.

Contudo, admitida uma "tendencia" perceptiva no espa-
¢o riemanniano, isto €, sobre uma superficie esférica,sera ne
cessario aceitar igualmente sua consegliéncia maig chocante em
relagao aos habitos visuais: a representacao de algumas re-
tas por curvas. Na figura 11 representa-se a perspectiva de

uma esfera na qual se representa um triangulo de Riemann.
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LH

‘Essa maneira de representacao, sera largamente compen
sada pela conguista de maior proporcionalidade né visao espa-
cial e por uma impressao mais profunda e ampla do espago,obje
tivo de toda perspectiva; sem falar na vantagem adicional re-
presentada pela independéncia do ponto de vista ganha pelo es

pectador.

Num primeiro estdgio, o observador medira ou avaliara
os angulos que pontos caracteristicos dos objetos formam en-

tre si e com o observador. Esses angulos, cujo vértice comum
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esta situado no ponto de vista do observador, sO poderao ser
montados de maneira rigorosa sobre uma superficie esférica,na

forma de arcos.

Em um segundo estdgio, um circulo de raio gualquer ser
vira de plano do guadro. O perimetro deste circulo representa,
portanto, o limite do campo visual, correspondendo a um angu-
lo de 180°. A linha do horizonte torna-se o diametro horizon-
tal do guadro, desde gue este seja suposto em posicao verti-
cal. Todo ponto do espago € localizado por duas medidas angu
lares a e B, referidas ao eixo vertical do guadro e a um eixo

perpendicular a ele. Estas medidas sao representadas no gqua -

dro por duas grandezas: um raio formando um angulo o com a
vertical, e um ponto sobre ele, situado a uma distancia do
centro equivalente ao comprimento de arco correspondente ao

angulo B. O raio total representa um quarto do circulc maxi-

mo. (Figura 12).

fig.12
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As retas em geral, arcos de circulo maximo sobre o he

misfério de projecao imaginario, tornam-se, no plano do gua

dro, ou seja, na construcao perspectiva, arcos de circulo ou
segmentos de arco de circulo, cuja corda & sempre o diametro
do plano do guadro, excecao feita as retas que se confundem

com um diametro. FLOCON e TATON13.

A perspectiva sobre uma superficie esférica possibili
ta a integracao de todos os elementos do campo visual no pla-

no do quadro.
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5, DISCUSSAO SOBRE A IMPORTANCIA DAS DIFERENTES MANIFES-
TACOES PERCEPTIVAS PARA 0 CURRICULO DE DESENHO

O presente estudo permite que se proponham novos ins-
trumentos para as manifestagoes perceptivas relativas aos es

pagos euclidianos e nao-euclidianos.

E necessario que se superemas~velhas—formulas; suge---
rindo outras novas, em consonancia com o desenvolvimento cien
tifico atual. Para esse fim existe exuberante material experi
mental e métodos qﬁe sao testados e aprovados pelos grandes

avancos que se tém empreendido no dominio do conhecimento.

E Obvio que nao se pretende destruir o acervo cienti-
fico gue a inteligéncia humana vem construindo através dos sé
culos.O gue se propoe num esforco de sintese & gque o pensémeg
to antigo seja reconhecido como caso particular das novas teo

rias.

O esforco de Riemann superou mas nao destruiu o esfor
co de Euclides: as geometrias novas, superando-a, nao des-

truiram a velha geometria.

Até hoje a Psicologia, e com ela a Pedagogia, aceitam
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a tese de que.o conceito de espago depende exclusivamente das
sensagaes visuais, tacteis e motoras, que, né entender, de B.
PORTELA4, sao simples concomitantes projetivos e métricos das
impressoes espaciais puras. Nao se quer dizer com isso,que se

ja relegado a segundo plano o valor das sensagoes nas per-

cepcoes do espago.

Importa lembrar gque as impressces métricas e projeti-
vas trazem deformagOes resultantes da experiéncia sobre for -
mas artificiais euclidianas, advindo dal processos de abstra-
cao tendentes a euclidianizar a forma das coisas e fatos natu

rais.

E todos conhecem, neste particular, o valor da edu-

Descritiva e pelo Desenho.

Percebe-se claramente que a crianca vai elaborando a
representacao mental das suas manifestagoes perceptivas da
realidade exterior por intermédio de uma série de processos
de analise e sintese, em fungao da experiéncia gque o curricu

lo lhe oferece.

E como o curriculo até hoje s0 tem oferecido modelos
euclidianos, parece claro gue a crianga nao podera,analisando
formas euclidianas, organizar sua sintese perceptiva das coi-
sas exteriores, senao dentro da estrutura da geometria eucli-

diana.

Em virtude da agao disciplinadora da Geometria Descri

tiva e do Desenho, substituindo os modelos nao-euclidianos por
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modelos artificiais euclidianos, a crianga, tendo diante desi
modelos deformados, acaba por deformar também sua percepgao
habituando-se a pensar por processos excessivamente abstratos

embora logicos.

Basta lembrar os objetivos do Desenho e da Geometria
Descritiva para compreender a extensao e profundidade do va-
lor destas disciplinas na educagao da percepcgao estruturando a
visao e a motricidade, criam um recurso perceptivo representa
tivo, para o julcamento das formas, das distancias, das dimen
soes e das persptc stivas. Note-se que todos esses fins se redu

zem, no fundo, a gquestoes de métrica e projetiva.

A descoberta de gue as propriedades do espago real nao
podem resultar de consideragOes a priori, € a principal conse
gliencia dos sistemas nao-euclidianos. As concepgoes modernas
da estrutura do universo fisico sao totalmente contrarias a

estrutura euclidiana do espago fisico.

O grau de aproximacao que atingem nas experiéncias |,

faz crer que a geometria euclidiana nao representa os fenoOme-

nos na-vizinhangca das massas gravitacionais, e que se torna
necessario, para isso, recorrer a nog¢ao de- espago curvo.
5

AMOROSO COSTA™.

Se a geometria euclidiana nao & intuitiva, o conheci-
mento dela, ou nela fundamentado, sera abstrato, nao so no sen
tido de que nao esvazia suficientemente os fendmenos de seus
conteldos relacionais, mas apenas nas relagoes simétricas e
principalmente no sentido de gue nao encontra apoio nas repre

sentacoes da realidade nos sentidos. E quanto mais se repete
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(o0 que se faz no ensino) na consciéncia a formula euclidiana,
tanto mais o espirito se habitua a afastar-se das condigoes
concretas fornecidas pela experiéncia, para pensar em termos
de "puras" relagoes que, no caso, sao deformadas. PORTELA4.
Euclides Roxo, em seu livro "Matematica na Educagao Secunda-
ria", diz: "As experiéncias executadas por Judd e Cowling so
bre o desenvolvimento "perceptual" mostram o contraste entre
o modo como o espirito procede no desenvolvimento nao cienti-
fiéo das idéias de forma e de arranjo espacial e os tipos de
analise caracteristicos da Geometria. Nesse contraste entre a
percepgao do espaco e as generalizacoes da Geometria, ve Judd
a razao por gque muitos alunos nao entendem a Geometria.

PORTELA4.

Da afirmativa de Judd, percebe-se que ele poe em rele™
vo o contraste entre a simplicidade da experiencia vulgar das
nocoes de forma e de espago e a complicada abstragao do siste
ma geométrico dominante, na andlise cientifica do espago, sem

se afastar, contudo, do sentido euclidiano.

Como, porém,se compreenderia esse contraste, se a geo
metria de Euclides fosse intuitiva,a que & dominada pelos sen

tidos?
Esta € uma questao muito profunda:

A crianga entra em contacto com o mundo exterior e ob
serva que todos os seus atos estao sujeitos as influéncias de
forcas que ela nao compreende, e gue tudo &€ atraido para a

Terra; experimenta, assim, as influéncias da gravitagéo, e ar
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ranja o equilibrio do seu corpo.

Na procura continua de adaptar-se, livrando-se de cer
tos acidentes, exercita as suas possibilidades sensoriais ’
principalmente visuais e motoras. Por meio dessas sensagBes R
organiza a sintese da manifestacao perceptiva do espago. E,
como € visto no espago riemanniano e sua manifestagcao percep-
tica, nao sendo euclidianas as referidas sensacoes percepti -
vas, as experiéncias comuns, concretas, do espago se distan-

ciam dos postulados e teoremas da geometria wvulgar.

Dai nao se entender por que ela se apresenta como ir-
real, em contraste com a experiéncia espontanea nao-euclidia-

na que possui.
Outros argumentos ainda podem ser considerados:

Alguns aviadores, depois de algumas horas de voo, vol
tando a novos exames, passam a responder, a certos testes de
orientacao, de maneira diferente da que haviam respondido num

primeiro exame, isto &, antes de voar.

SO se pode compreender issoO no caso em gue O espago
natural que experimentou, ao voar, distante de todos os mode-
los artificiais euclidianos, lhes permita novos conceitos per
ceptivos de distancia, de forma, de dimensao, de perspectiva,
em suma, um éenso mais amplo de um espaco livre daquele geémg
trismo rigido, fechado, cibico, das atividades que sao desen-

volvidas em terra.

Nao estarao nesse caso também a grande maioria das cha
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“madas ilusoes Opticas?Acredita-se que sim.Conforme VURP TLLOT'®

pode-se conceber dois tipos de efeitos possiveis sobre ilusao:
um aumento e uma diminuigcao. Todos os dois provém da mesma
fonte: a atividade perceptiva do sujeito. Essa atividade per-
ceptiva cresce com a idade. Sendo assim, VURPILLOT18 e de opi
niao que os fenOmenos evidenciados por ela ficarao mais inten

sos com a idade: atividade de comparacao, de analise e de re-

lacionamento.

Quanto mais o sujeito analisa a linha dos tracgos, me-
lhor ele percebe as relagoes existentes entre seus elementos;
isto explica por gue a ilusao tende a aumentar com a repeti

caoc. Argumenta vurpTLLOT®

gque se as duas consegliencias opos
tas da atividade perceptiva fossem da mesma forca em todas
as idades, elas se compensariam e nao se notaria nenhuma evo-

lugcao genética da ilusao.

A natureza da estrutura perspectiva, as curvas dentro
das quais se passam os fenOmenos fisicos, até os arranjos mo-
leculares dos estados da -matéria, tudo al esta demonstrado
gque as relacbOes do real com o sensOrio nao se fazem da manei-

‘ra euclidiana. PORTELA4.

E como se explica o fato desses espagos nao serem eu-

clidianos na realidade e passarem a sé-lo no pensamento?

A resposta mais razoavel & gue o ensino tradicional.
cria o habito da abstracao. O raciocinio se desenvolve,assim,
como caso particular, operando num campo de intuicoes nulas

onde, sO se torna possivel o paralelismo de Euclides.
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Em face de tudo gque se viu,podera o curriculo, no gque
tange as percepgoes do espaco, dar novos rumos ao Desenho
e a Geometria Descritiva? Acredita-se gue sim, bastando que
se procure criar novos valores mentais, nao permitindo que o
pensamento seja usurpado por formulas representativas artifi-

ciais — as impostas pela velha geometria.

Em sintese, se o espagco sensorial nao e euclidiano e
se se der a deformagao euclidiana por intermédio das sensa
goes visuais e motoras em virtude de suas caracteristicas mé-
tricas e projetivas adquiridas por processos educativos, per
gunta-se: E possivel modificar a estrutura mental do homem re

lativa as percepcoes espaciais, tornando-a nao-euclidiana?

A impossibilidade de tornar nao-euclidiana a estrutu-
ra mental do homem no que diz respeito as percepcoes espaciais

"permite afirmar que em condicoes especiais deve-se:

a) fundamentar uma Geometria métrica em face a hipote

ses nao-euclidianas;

b) fundamentar uma Geometria projetiva em face das

mesmas hipoOteses;

c) subordinar, as propriedades metricas e projetivas

acima citadas..

A fundamentagdo de uma geometria métrica nao-euclidia

na fica estabelecida pelos estudos de Riemann. Efetivamente,
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abandonado o postulado da reta infinita e aceito o da sua ili
mitabilidade, partindo de uma regiao limitada & chamada re-
. giao normal, demonstra-se a impossibilidade de se estender a

superficie inteira as propriedades da regiao estudada.

BONOLA7 se estende a uma fundamentacao de uma geome-
tria projetiva em face dos sistemas nao-euclidianos e da im-
possibilidade, neste caso, de subordinar as propriedades me

tricas das figuras as suas propriedades projetivas.

Sao dele as expressoes: "Se no espago & valida a geo
metria de Riemann, a fundamentacao da Geometria projetiva nao
oferece dificuldade alguma pelo fato de se encontrarem desde
logo verificadas as propriedades graficas que estao na base
da projetiva ordinaria depois da introducao dos 'entes' impro

prios".

Para subordinar as propriedades métricas as projeti-
vas, € preciso considerar as primeiras nao como propriedades
graficas das figuras em si, mas como relacoes graficas dessas
figuras com entidades metricas fundamentais, ficéndo,dessa ma

neira, satisfeitas as duas Ultimas condicoes.

Se se puder dar direcao métrica projetiva as geome-
trias nao-euclidianas, bastar&d que se lhe condicione as sensa
¢oes visuais para se ter se modificado a nossa estrutura men-
tal relativa as percepgoes do espago, harmonizando-a com o es

pago geoméetrico e o fisico.

Aqui ,neste processo de condicionamento, comeca a obra
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educativa. E como em fase preparatdria,no presente estudo pro
poe-se descrever elementos intuitivos-experimentais da geome-

tria nao-euclidiana, baseados:

a) em dados perceptivos imediatos dos fatos naturais,
procurando desde cedo, antes que se estruture o ha
bito do espago euclidiano, desenvolver na crianga

a compreensao do espag¢o ilimitado, mas finito;

b) na experiencia pela construcao de figuras (retas,
angulos, poligonos, circulos) no plano, nas super-—
ficies interior e exterior da esfera e em outras
superficies curvas, para destacar as mudangas de
propriedades da mesma figura quando construida em

superficies diferentes.

O enunciado gue as propriedades das figuras sofrem
quando sao construidas em superficie gue nao a plana pode cau
sar estranheza pois se esta acostumado a alguma coisa inteira
mente diversa: nao o &, porém, para a crianca, gue ainda nao
possui nenhum h&bito geométrico. O simples enunciado,por exem
plo, de gque a distancia mais curta entre dois pontos pode dei
xar de ser um segmento de reta, parece absurdo, uma vez que se

esta habituado a pensar no plano.

Se se tomar dois pontos afastados em uma superficie
curva, a linha que os une ha de forcocamente acompanhar a cur
vatura da superficie e, neste caso,é claro que a distancia en

tre eles nao poderid ser um segmento de reta e sim uma curva.



63

Os servicos prestados pelo teorema de Lobatschewski
sao valiosos, haja visto que na figura 8 da pag. 41, a dife-
renca entre dois angulos retos e a soma dos angulos de gual -
quer triangulo sao menores que dois angulos retos e proporcio

nais a superficie do triangulo.

Se na superficie limite se fizer variar a area do
triangulo, construindo-o menor ou maior, a simples abertura
dos angulos fara a crianca compreender, de imediato, a veraci

dade da proposigao.

E possivel fazé-lo também para a geometria de Riemann:

19- Por um ponto fora de uma geodésia nao se pode ti-
rar nenhuma paralela a referida geodésia. Realmente,se se tra
car na superficie de uma esfera um circulo maximo (geodésia),
por qualquer ponto da esfera que se trace uma outra geodésia
(circulo maximo), encontrar-se-ao ambas em dois pontos opos-

tos.

20— Todas as perpendiculares a uma geodésia se encon-
tram em um ponto egliidistante a todas elas; isso equivale di
zer que por um ponto fora de uma geodésia se pode tirar mais
de uma perpendicular a ela. Se se tragar um circulo maximo,le
vantando-se varias perpendiculares, verificar-se-& gue todas
elas se encontrarao em um ponto eqllidistante, que sera polo
de todos os circulos maximos de que fazem parte as perpendicu

lares.

39- A soma dos angulos de um triangulo gualquer &

maior que a soma de dois angulos retos. A diferenca chama-se
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excesso do triéngulo. E a area do triangulo & proporcional ao
seu excesso. Isso significa que quanto maior for o triangulo,
tanto maior sera também a diferenga entre a soma dos seus an-
gulos e a de dois retos. Realmente, se se construir um trian-
gulo qualgquer na superficie de uma esfera, os seus lados,abau
lados,abrirac mais os seus angulos, e gquanto maior for a area

do triangulo tanto maior sera essa abertura.

O teorema de Gauss gque sintetiza os casos de Lobats-
chewski e Riemann presta inestimaveis estudos, haja visto que
a diferenga, a igualdade e o excesso da soma dos angulos in
ternos de um triangulo sobre dois angulos retos dependem do
raio de curvatura da superficie.Construindo um triangulo qual
quer na superficie limite (raio de curvatura negativo),na pla
na (raio de curvatura nulo) e na superficie esférica (raio de
Cufvatura positivo), simples variagéo da soma e seus angulos

internos convencera logo a crianca da modalidade da superfi-

cie.

Do ponto de vista da didatica o acima exposto deve ter
carater estritamente empirico,néo apenas se convidéhdo os alu
nos a construgéo das figuras, mas também exercitando-os na me
dida das superficies, angulos, poligonos, etc., de tal manei-

ra e até que estes percebam que essas figuras geométricas so

frem processos perceptivos.

c) no estudo de certos graficos, resultantes das expe
riéncias da Fisica, com as relagoOes tipologicas

das variacoes de certos fatores;
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d) na aplicagao do sistema de eixos polares;

e) em nogOes elementares e bem esclarecidas da métri-

ca e projetiva nao-

euclidianas;

f) na nogao de geometria projetiva, esforcando-se por

empregar a métrica
mento da Geometria
tiva que melhor se
festas perceptivas

conceitos metricos

de Riemann; depois o desenvolvi
Projetiva e da Geometria Descri
ajuste as propriedades das mani
no campo visual, e fundir os

nos projetivos.

Em primeiro lugar, deve-se desenvolver na criancga a

nocao de "geometria parcial", que, no dizer de AMOROSO COSTA

& o conjunto das propriedades-

5

“geométricas que nac sofrem-alte:

ragoes quando se realizam as transformagGes pertencentes a um

grupo determinado.

O valor dos elementos

da geometria intuitivo-experi-

mental, que agqui se prop6e, fundamenta-se:

19 - no aspecto experimental:

Aos gue pensam serem as geometrias nao-euclidianas um

sonho irrealizavel, um dominio do conhecimento puramente dis-
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cursivo, sem rélacgoes provaveis com a realidade, responde-se
com o pensamento de AMOROSO COSTAS: "Pode parecer que a geome
tria euclidiana formada e desenvolvida em contacto com a expe
riencia externa seja a Unica adequada aos resultados das medi
das fisicas — e nesse caso as outras geometrias nao passariam
de puras abstracoes, destituidas de interesse pratico”. Nenhu
ma medida, por mais requintada que venha a ser a técnica empi
rica, permitira jamais concluir gue o espago & realmente eu
cliaiano, 0 que corresponderia a um valor infinito da constan
te K. Na verdade os triangulos da experiéncia se apresentam

ora como lobatschewskianos, ora como riemannianos, com dife

rengas e excessos sempre muito pequenos, mas diferentes de ze

ro.

29 - no caso da intuicao:

Nao é necessario negar-os argumentos expandidos pela
geometria de Euclides. Tudo que, no particular, se tem dito

da Geometria de Euclides & valido e,com maior soma de razoes,
para o presente estudo. "Nao se pode tudo demonstrar e nao se
pode tudo definir;e sera sempre preciso recorrer a intuicao."

Poincare. PORTELA4.

3?2 - nos assuntos geométricos para a questao do espa-

Co perceptivo:

O individuo cria pelo sensdrio as suas percepgoes do
espago e gquando procura representa-las geometricamente opera
dentro da Geometria. Os elementos geométricos sao o vocabula

rio para a linguagem espacial. De fato, basta lembrar os dois
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fins maximos da Geometria a perceptiva das formas, a percep-
tiva das grandezas espaciais,para poder defini-la como a Cien
cia do espago na composicao e analise das teorias das formas,

das grandezas e relagoes espaciais.

A geometria untuitivo-experimental tem por fim fazer
a crianca trabalhar com matéria geométrica mais real, desen
volvendo uma intuicao gue afaste o pensamento da crianga dos

rigidos canones do euclidianismo.

Do ponto de vista da epistemologia geométrica, Piaget
(1972) lembra que q‘opiniéo comum era a de ver inicialmente,a
intuicao espacial essencialmente como uma leitura perceptiva
do mundo exterior e a seguir uma leitura de imagens que a per

14

cepcao fornecia, ou poderia fornecer. FAGUNDES™ . "Ela & a in

teligéncia elementar do espago em nivel ainda nao formaliza

do", afirma Piaget. FAGUNDESl4.

A dinamica da Geometria leva a crianga a fazer uma in
terpretacao inteligente das figuras, cada vez com maior preci
sao, exercitando-a na linguagem para expressar as imagens gue

as figuras despertam.

Segundo alguns autores, ela deve ser iniciada muito
cedo, acs 7 ou 8 anos, fazendo apelo insistente as sugestoes
sensoriais e perceptivas, gue sao fatores essenciais para com
preender as demonstragoes que hdo de vir numa futura fase de

generalizacao.

E deve, dos 13 aos 17 anos, guando ja estiver bem or-
ganizado o senso da perspectiva, avangar pelo caminho da Geo

metria nao-eucliidiana.
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6, CONCLUSOES

O espago real das sensagoes é fungao da experiéncia
fisica porque a agao se manifesta sob a forma de atividade

sensorio-motora regulando as percepgoes.

Os sistemas sensoriais, como forma anatomica dos ca
nais semicirculares, hao de reproduzir a forma geométrica do

espago real das sensacgoes.

Os campos sensoriais e perceptivos nao sao euclidia -
nos porque nao hia homogeneidade e isotropia nesse espago;suas

propriedades -subordinam-se as das proposigoes geometricas nao-

euclidianas.

O espago perceptivo também nao €, na realidade, eucli
diano; as influéncias persistentes da educac¢ao,principalmente
com o Desenho e a Geometria Descritiva, & que o tém tornado

euclidianos.

E guanto mais se -repetem pelo -ensino as formulas eu-
clidianas, mais o espirito se afasta das condigSes concretas
fornecidas pela realidade, firmando-se o habito de pensar em

termos deformados.
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Se & possivel,pela Matematica, dar uma diregao métri
co-projetiva (subordinada as propriedades métrica as projeti-
vas) as geometrias nao-euclidianas, condicionam as percepgoes
visuais para se modificar a estrutura mental no aspecto das

percepgoes do espago, tornando-a nao-euclidiana.

Se as geometrias existem simultaneamente e devem ser
encaradas como geometrias dinamicas, isto &, sujeitas a trans
formagoes sucessivas, mediante leis angulares, por que nao as

- -
considerar no curriculo escolar?
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