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Resumo

Neste trabalho, analisamos a formulagdo da gravidade dentro do contexto de “Field-
Boost” e suas conseqiiéncias dindmicas. Obtemos as equagdes de Klein-Gordon e de Dirac,
modificadas pela agdo do campo gravitacional. Através das propriedades de transformagio
de spinores sob o grupo de Lorentz estendido deduzimos a equagdo de Dirac obtida
anteriormente por outros processos. Estudamos os referenciais super-luminais e sua
correspondéncia, através das transformagdes de “Field-Boost”, com referenciais sub-
luminais, como conseqiiéncia dessa analise chegamos a conclusdo de que taquions s@o
produzidos no interior de buracos negros. Finalmente obtemos algumas solugdes simples da

equagdo de Dirac.

Abstract

In this dissertation, we analyzed the gravity formulation in the context of “Field-
Boost” and its dynamical aftermath. We obtained the Klein-Gordon and Dirac modified
equations by the action of the gravitational field. From the properties of spinors
transformation of the Lorentz extended group we derived the Dirac equation obtained
previously by other processes. We studied the super-luminal frames and its correspondence,
through the “Field-Boost” transformations, with sub-luminal frames, as a consequence of
this analysis we found out that tachyons are produced inside the black holes. Finally, we

obtained some simple solutions of the Dirac equations.

III



Capitulo 1

Introducio

Em um experimento com um interferémetro de neutrons [1] mostrou-se que as leis
da mecanica quintica (MQ) também se aplicam a sistemas fisicos que est@o sob a agio da
interagdo gravitacional. A questdo que se coloca € a de saber como a gravidade afeta certos
sistemas quanticos. Ha varios experimentos em andamento com esse proposito que estdo
sendo financiados pela NASA [2]. Alguns desses experimentos se propdem a determinar o
papel desempenhado pela interagio gravitacional em condensados de Bose-Einstein de
gases atomicos e gases de Férmions degenerados.

Do exposto acima fica evidente a necessidade de descrever a mecénica quantica e
gravidade relativistica de uma maneira consistente para se ter uma interpretagdo adequada
dos resultados dos experimentos mencionados acima. Todavia a ndo existéncia de solugdes
de N-corpos na relatividade geral (RG) traz algumas dificuldades (veja detalhes no trabalho
de Yilmaz [3]). Embora em uma interpretagdo adicional, Einstein argumentou que a energia
gravitacional ndo € localizavel para evitar a obje¢do de Schroedinger [4]. Essa questdo tem
sua longa e dificil historia ainda ndo resolvida (veja detalhes na referéncia [5]). Essas sdo
algumas dificuldades encontradas quando se tenta obter uma teoria de campos para a

gravitagdo. Embora existam discussdes sobre a dualidade onda-particula no contexto da RG
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(vide, por exemplo, [6] ) a observagéo de Penrose [7] de que o principio de equivaléncia
(PE) leva a certas dificuldades conceituais quando se tenta unificar a MQ com a gravitagio.

Além das dificuldades mencionadas acima, é bem provavel que os resultados
insatisfatorios nas tentativas de conectar a RG com MQ sejam também uma conseqiiéncia
do fato de que a MQ esta bem fundamentada operacionalmente de acordo com a
relatividade especial (RE). Apesar das aspiragdes de encontrar um codigo de translaggo, tal
como existe na RE, conectando o universo visto por um observador K; ao universo visto
por qualquer outro observador K, este ndo existe na abordagem de espago-tempo curvo
para a gravidade [8].

Tendo em vista as dificuldades mencionadas acima e a necessidade de se tratar a
interagd@o gravitacional dentro do contexto da MQ estamos continuando o desenvolvimento
de um formalismo onde velocidades relativas e diferencas de potencial gravitacional entre
diferentes observadores desempenham papéis similares na unificagdo do espago-tempo
[9,24]. Com esse objetivo em mente, procuramos descrever o comportamento de spinores
sob a a¢do da gravidade. Nosso trabalho esta organizado da seguinte maneira descrita a
seguir.

No Capitulo 2 fazemos uma breve revisdo do formalismo de “Field-Boost” (FB)
onde obtemos a matriz FB a qual inclui o efeito gravitacional nas transformacgbes de
coordenadas de um ponto evento entre dois observadores distintos. Com essas
transformagdes verificamos a invaridncia do intervalo espago-temporal entre dois pontos
eventos e obtemos as transformagdes gerais para as componentes de velocidade de uma
dada particula. Considerando dois pontos eventos infinitesimalmente proximos obtemos um
diferencial de primeira ordem que é um invariante espago-temporal. Com esse invariante,

seguindo um procedimento similar ao usado no contexto da RE [10], obtemos a lagrangiana

2



Introdugdo

de uma particula sob a agdo da gravidade e com ela a energia total e 0 momentum da

particula. Com isso verificamos que a forma quadratica p“p, continua sendo um

invariante para uma diferenga de potencial constante entre observadores.

No Capitulo 3 obtemos as equagles relativisticas para particulas de spin-O e
particulas de spin-% sob a ag@o da gravidade. Nesses casos seguimos o procedimento usual
da teoria de campos onde a energia total da particula e o seu momentum sdo transformados
em operadores. Em seguida, passamos para o verdadeiro objetivo desse trabalho que € a de
obter a equagdo de Dirac a partir da conexdo entre o grupo SL(2,C) e o grupo de Lorentz
que inclui a interagdo gravitacional, o qual foi desenvolvido por Lucinda [9]. Para atingir o
nosso objetivo, primeiro analisamos as transformagées de spinores sob o grupo de Lorentz
estendido. A partir das propriedades dessas transformagdes seguimos procedimentos bem
similares ao que € usado no contexto da RE para obter a equagdo de Dirac [11]. A partir
dessa equag@o obtemos explicitamente o efeito da gravitagdo sobre os spinores no espago
dos momenta.

No Capitulo 4, estendemos o formalismo de FB de tal maneira a incluir particulas
que se movem com velocidade superior a da luz (taquions) em um espago-tempo
quadridimensional. Primeiro obtemos um conjunto de transformagdes estendidas de tal
maneira a relacionar as coordenadas de um ponto evento descritas por um referencial super-
luminal com as coordenadas do mesmo ponto evento descritas a partir de um referencial
sub-luminal usual. Em seguida, mostraremos que com esse conjunto de transformagGes as
coordenadas permanecem reais, € a invaridncia do intervalo espago-tempo ¢ preservada.
Em seguida escrevemos a energia total € 0 momentum para particulas que se movem com

velocidade superior a da luz.
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Nesta abordagem as particulas que estdo na parte interna do horizonte de eventos de
um buraco negro se comportam como taquions. Analisaremos a transig¢do bradion, particula
que se move com v < c, taquions que ocorre quando uma particula que se move
radialmente ao centro de gravitagdo e ultrapassa o horizonte de eventos.

No Capitulo 5 analisaremos as solugdes da equagdo de Dirac modificada,
verificamos que em particular na borda do buraco negro, a equagdo de Dirac nos fornece
naturalmente os spinores de Weyl, e finalmente obtemos os spinores modificados como

uma solugo no espago dos momenta.



Capitulo 2

A Abordagem de “Field-Boost” para a Gravitacio

2.1) O Formalismo de “Field Boost”.

Os efeitos relativisticos gravitacionais classicos, ou seja, 0 movimento do periélio
do planeta Mercuario em relagdo a um sistema de eixos com a origem centrada no Sol, a
deflexdo da luz pelo campo gravitacional do Sol e o “shift” gravitacional de freqiiéncia, ja
foram calculados através do formalismo de FB [24, 25, 26]. Todos estdo operacionalmente
e numericamente em concordancia com as experiéncias. Neste capitulo, 0 nosso objetivo ¢
o de apresentar um breve resumo da formulagio de FB que sera necessiria para o
desenvolvimento dos capitulos seguintes.

Faremos uma extens@o do grupo de Lorentz com o objetivo de incluir efeitos devido
a diferenga de potencial gravitacional entre dois referenciais inerciais. A formulagdo que
inclui efeitos gravitacionais no “Boost” de Lorentz foi chamada de “Field-Boost” [9], por

ser uma funcdo de ponto e de velocidade relativa entre dois observadores, neste contexto
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obtemos um conjunto de transformagdes como fungdes de ponto, que levam em conta além
da velocidade entre observadores, a diferenga de potencial gravitacional entre os mesmos.

As transformagdes relacionam as coordenadas de um ponto-evento no espago-tempo
(X°, X', X2, X°) observadas a partir do referencial inercial S, indicado na figura 2.1, com as
coordenadas do mesmo ponto-evento (¥°, ¥, ¥?, ¥?) observadas a partir do referencial
inercial 1.

Para ter uma formulagio bem simples vamos considerar uma fonte gravitacional
esfericamente simétrica com massa M e raio R. O baricentro desta fonte coincide com a
origem do sistema de referéncia §. O referencial inercial I estd a uma distdncia

\3' = (x2 +y?+ zz)% > R como esta indicado na figura 2.1.

p XX, XX
P, Y, YA 1P

p n

Is

Figura 2.1 — Conexdo entre os referenciais S e I.

Se o referencial I esta se movendo com uma velocidade relativa v em relagdo a §, a
conexdo entre as coordenadas (¥°, ', Y2, 1?), do ponto evento P observadas a partir de 1,
com as coordenadas (X°, X', X*, X*), do mesmo ponto evento observadas a partir de S é

dada por
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X° r°
)); :F([ii v?) 1}: 2.1)
X r

onde F(| d ,vz): F(a)= exp(il?-ﬁa) é a matriz de FB e k =é,k, +é,k, +é,k,, onde ki,

k» e k3 sdo os geradores do grupo de Lorentz [vide apéndice A] e a relag@o entre o angulo a
a velocidade relativa v e a diferenca de potencial gravitacional entre os referenciais

inerciais I e § é dada por

a=tanh (B> + 5% - p*5?) 22)

onde /3:% e’ =8+8; +6: =2GA%CZ com

2
57 = 2GMx 5=

3
cz(x2 +y? +22)A

2GMy*

2 _
2 2 23,63_
c(x2+y +z)A

2GMz*
L (23)

cz(x2 +y? +22)A

sendo d = lJ i . O vetor unitario 7 que indica a diregdo do FB € dado por

2 2 292 % 2 2 292 % 2 2 202 %
ﬁ:él[ﬂl +6I§2—ﬂ16} +éz[ﬂz+622—ﬂ26} +é{ﬂg+622 ﬂ&} 2.4)

onde £ =¢7 +¢2 +¢7 sendo
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§12 :ﬂlz +612 —ﬁ12527 {12 :ﬁaz +522 _ﬂ2252, 412 :ﬂaz +532 “ﬁzzé‘z (2.5)

Podemos escrever a matriz de FB, tal como ocorre com o “Boost” puro de Lorentz, em trés

componentes

F/(a,)=expika,, F,(a,)=expik,a, , F,(a;)=expik,a,, (2.6)

ao longo das diregdes 1, 2, 3 respectivamente.
Observe que no limite de diferenga de potencial gravitacional nula entre dois
referenciais, ou na auséncia de campo gravitacional, o vetor unitario 77 toma a forma do

vetor unitario que indica a dire¢do geral do “Boost” puro de Lorentz [12], ou seja,

s B s B B

n=é-—2+é,~%+¢é,—>. A partir da equagdo (2.1) obtemos uma extensdo das

B

transformagdes de Lorentz que incluem a diferenga de potencial gravitacional entre S e 1. A

partir da defini¢éo da equag@o (2.1), obtemos

0\ (0
X (e ors .78 %3 r
ol |gre 146 (74‘—%2 4,4:2(7:—%2 4143(75—%2 .
= 8, -1) & 6E-1)/  6.66e-1) @.7)
¥ G.75 (}l %2 1+ (}/ )/;2 (7 ?2 7
4153 5—1 4243 ‘f;l 4’32 ‘f"l
\X3 \4375 42 42 I+ /42)\}’3)
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1
onde y=(1~UZ2 }A e & :(1—5)_%. Da expressdo acima obtemos as equagdes de

transformagio no formalismo de FB ao longo de uma diregéo arbitraria definida pelo vetor

unitario dado na eq. (2.4):

X°=D,Y° +D,Y' +D,Y* +D,Y?;
X'=D,)Y°+D,Y' +D,Y* + D,V
X?=D,Y°+D,Y'+D,Y* +D,Y?,
X*=D,Y°+D,Y'+D,Y? +D,Y°.

(2.8)

Os elementos da matriz de FB D, (com u,v =0, 1, 2, 3) sdo dados por

Dy =y¢, Dy =D,y =676, Dy =D, =¢,7¢, Dy =Dy =05y,

146001 _p. -6606-1) _p 660 -1)

D, =1+ 42, D,, =D, %2, D, =D, Az, (2.9)
_14620¢-1) _p. =56,k -1) 14630 -1)

D, =1+ /42, D,, =D, 42, D, =1+ 42.

Ao longo de um eixo particular X', por exemplo, as transformacdes de FB se tornam

X° =Yy +Y'¢ys ; X'=Y°CpE+YYeE,
X?*=7? ;, X’=7° ,ondeX’=ct; e Y’ =ct,.

(2.10)
Ao contrario da abordagem geométrica da RG, onde o “principio da equivaléncia” é
o ponto de partida para a descri¢do da gravitagdo, no formalismo de FB além da velocidade

relativa entre dois referenciais inerciais, também levamos em conta a diferenga de potencial
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gravitacional entre eles na unificagdo do espago e do tempo. Fazemos isso, parametrizando

as transformacdes em termos dos argumentos das fungdes hiperbolicas, cosha=y& e

1
_ tanh ¢ =tanh P/, +26M/ , 20°GM/ )/2
senh @ = £y¢ com @ =tanh™ ¢ =tanh (Az + Acz " er>R, ondeR

é 0 raio de uma fonte de gravitagdo esfericamente simétrica de massa M.

Podemos verificar que as transformagdes dadas na eq. (2.8) preservam a invaridncia
do intervalo espago-tempo entre dois eventos. Considere dois pontos-eventos no espago-
tempo P, € P, Em relagdio a § as coordenadas desses pontos s3o
(X XL XLX] ) e (X 2. X, X2, X, ) respectivamente, em relagdo ao referencial I, as
coordenadas  espago-tempo  desses ~mesmos  pontos-eventos  sd0 dadas por
(Y N ,Y,‘,Yf,Yf) e (Y;,Y;,Yf,Y;), respectivamente.

Usando as transformacdes gerais de FB dadas pela equagéo (2.7) verificamos que o
quadrado do intervalo espago-tempo entre esses dois pontos-eventos relacionados

por (AS); = (AS);, ou seja,

(o -x0f -3 -xif = -rf -3 -m) e

3
i=1 i=1

¢ invariante sob as transformacdes de FB, tal como ocorre na RE [10, 12, 13].

10
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2.2) Transformacodes Gerais de Velocidades.

No contexto do formalismo de FB, as componentes (v},v’,v;)da velocidade & de
uma particula material observada a partir do sistema de referéncia I, sio relatadas as
componentes (v;,vsz,vg) da velocidade da mesma particula observada a partir do sistema

de referéncia § pelo conjunto de equagdes (vide apéndice A)

1 2 3.3
- Dmc-l-DuvI + D,v; + Dy,

Vg =
DOO+D01 +D /+D03 /

U D20c +D2101 +D2201 +D;3 (212)

D, + D, /+D /+D03 /

3 D300+DSIUI +D3201 +D33“1

Vg = .
Dy, +D,, Ic +D,, %+D03 %

onde os coeficientes D, sdo dados em (2.9). No caso particular para um FB ao longo do

eixo X', as transformacdes dadas por (2.12) se tornam

v? v;
1 I
dx' o' +c _ax’ / dx’ /
U;——— dt _ Ivgl . t = UI};? ’ U:: dt = 012’5 . (213)
S1+1/ Sl+1/ S1+1/
c c

Equagdes similares podemos obter para FB ao longo dos eixos X? e X°, respectivamente.

11
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No limite de diferenga de potencial gravitacional nula entre os referenciais .S e I, ou
seja £ — 1 recuperamos as transformagdes usuais da relatividade restrita, onde a interagéo

gravitacional € ignorada [13]

, ﬁ/ ﬁ/
1 v; +cf /4 Y

vp=o—tt o ple——f— pl=— L (2.149)

(i) ) )

Para o caso em que o referencial I esta em repouso em relagdo ao referencial S, existindo

apenas uma diferenga de potencial gravitacional entre ambos |¢| =2GM/d , obtemos um

conjunto de transformagdes onde as componentes das velocidades da particula (v},v7,0;])

e (v;,vs2 03 ) sdo relacionadas por

, 07 vy
1 _ by +¢d, 4 S

pl=T1 1 pio_ /5 _ pi-__ /5 _  (215)

(1+‘);5%j (1+”;5%) (1+”;5%) |

Em conclusdo, os conjuntos de equagdes (2.14) e (2.15) mostram que o movimento
relativo entre os referenciais inerciais § e I e a diferenga de potencial gravitacional entre
ambos desempenham papéis similares num tratamento unificado do espago-tempo que

inclui a interagdo gravitacional. No limite Newtoniano, ou seja, quando ¢ — o, nos
recuperamos as transformagdes vy =v] +¥ |, v =v] , L) =v], conhecidas como leis de

adi¢do de velocidades de Galileu [14].

12
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2.3) Dinimica de uma Particula sob a A¢do da Gravidade.

Quando consideramos dois pontos-eventos infinitesimalmente proximos, a equagio

(2.11) pode ser escrita sob a forma

(dS) =c*(dt, ) —i(av(")2 =c2(at,) —23“(41"')2 (2.16)

i=1 i=1
onde cdt, =dY, e cdt, =dX;.
Devido a invaridncia do intervalo espago-tempo, podemos considerar um ponto-
evento na origem do referencial I, neste caso temos
dy} =dy} =dy; =0 (2.17)
Substituindo a relagdo acima em (2.16) obtemos a expressdo

@Sy =c*(dt, Y - (@xt) - (@x2y - (@x:) =c*(ar,),

assim podemos escrever a equagéo (2.16) na forma

sy -ty - ST ey, e

13
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Levando em conta que v] =v} =v; =0 nas transformagdes para as componentes da

velocidade (2.12) obtemos

2 2 2
(@s) =c*(at,) :cz(dts)z(l _Dy +§2°2 + Do J (2.19)
00

Considerando as relagdes dadas em (2.9), temos

2 2 2
_ Dyy" + Dy + Dy,

1
D,’

S1-(C2+¢2+E2)=1-87 - B+ B8 =y 2E  (2.20)

Finalmente obtemos a expressdo do diferencial de 1* ordem que é um invariante sob as

transformagdes de FB,
2
@y =c*(a, ) (1 - %j (1 - ff—] =c*(dt,) (2.21)

- r, .
onde r, =2GM /c? . No limite de % — 0, recuperamos o invariante espago-tempo usual

da relatividade especial.
Como dS é o unico diferencial de primeira ordem que € um invariante, um
procedimento analogo ao usado no contexto da relatividade especial [10] nos da a agdo para

uma particula interagindo com um campo gravitacional esfericamente simétrico,

14
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b 2] t, 2
A=-myc|dS = Ldts = | {— myc? \/(1 - l:—zj(l - 2324 )}dts . (222)

T

onde a integra¢io acima ¢ feita ao longo da linha universo da particula entre dois eventos
particulares, que s3o os pontos universo da particula nas posi¢des inicial e final, nos
instantes definidos de tempo #; e #,. O coeficiente L de dfs é a lagrangiana da particula que

esta se movendo sob a a¢do do campo gravitacional

e 23
——mpe 1-— | [1-%| . (2.23)
4

Assim, com a lagrangiana indicada na equagdo (2.21) obtemos os momenta definidos por

p :a%v,. :

i) (2]
p =my|1-— 1-£| v (2.24)
c

ondei=1,2,3.

Com as equagdes (2.23) e (2.24), a transformagao de Legendre [14] nos leva a relagdo

0 :E:moc(l—-v—z] (118-) 225)
C

15
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onde E ¢ a energia total relativistica da particula que se move sob a agdo do campo

gravitacional.

Usand g0 & =(-r, /r)? =2GM/c” pod 5
sando a notagdo & =\l-7, /r com r, = ¢’ podemos escrever as equagdes

(2.24) e (2.25) numa notagao similar a usada no contexto da relatividade restrita [10],
i __ -1, .i E _ .0 -1 2 26
pl=myETvt, —=p=mcrs, (2.26)

tal como ocorre no contexto da relatividade restrita, a relagdo energia-momentum ¢ dada

por

2

. _ BYERY) _ v _
PP, =p°Py — B+ P=micy e —miy v ) =mictyE 2(1—0—2};”;&5 2

ou seja

2
E e mic’E? (2.27)

2
C

Da equagdo acima verificamos que a massa observada da particula depende do fator £,
isto €

U
=gt =2 (228)

16
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Em concluséo, o produto escalar p*p, € um invariante para cada superficie equipotencial.

O fator £7', tal qual ocorre com o tri-vetor velocidade relativa 0, entre dois referenciais
ele também € um invariante [15].

A primeira indicagio de que a interagdo gravitacional pode afetar os efeitos
quanticos é dada pelo efeito desta interagdo sobre o comprimento de onda de de Broglie de

uma particula sob a agdo do campo gravitacional.

= h (2.29)

h

p 2 r/
E —m2c?1-
\/42 moc(l ng

A=

onde a energia total E é conservada durante o movimento da particula sob a agdo do campo
gravitacional. O fator 0< (1 —7, /r)<1 para uma distdncia >R do centro de gravidade.
De acordo com (2.29) uma particula tem seu comprimento de onda maior do que aquele
que teria quando » —> 0, ou seja, quando a mesma se encontra no espago livre de interagdo
gravitacional. Em conclusdo, embora a energia £ permanega constante durante a queda da
particula em diregdo a fonte gravitacional, o seu comprimento de onda de de Broglie 4
aumenta a medida que r,/r diminui. Consequentemente as leis da teoria quantica
aplicadas para sistemas sob a a¢do da gravidade, como foi determinado por um experimento
usando um interferdmetro de neutrons [1], sdo modificadas pois os efeitos quanticos

parecem ser afetados pela agdo do campo gravitacional.
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Capitulo 3

Equacdes Relativisticas com Interacao Gravitacional.

3.1) Introduc¢io

No formalismo da RE, as relagdes entre as medidas feitas por diferentes referenciais
inerciais sdo dadas pelas transformagdes de Lorentz [13,15,16]. Neste contexto, a equagédo
de Dirac pode ser obtida a partir da correspondéncia entre o grupo SL(2,C) e o grupo de
Lorentz com uma matriz de “Boost” modificada a qual inclui diferengas de potencial
gravitacional entre observadores. Neste caso vamos considerar uma particula sob a agdo de

um campo gravitacional esfericamente simétrico produzido por uma massa M de raio R.
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Equacdes Relativisticas com Interagdo Gravitacional.

3.2) Particula de Spin-0 sob Acdo da Gravidade.

A partir da relagdo energia-momentum obtida no capitulo anterior (eq. 2.26)

E? 2
2 2p2
cz - =m,C g

podemos obter a equagdo relativistica de campo para particulas de spin-0, ou seja, a
equagio de Klein-Gordon modificada pela agio do campo gravitacional. Para isto, usamos
a prescrigdo usual da teoria quantica [17], transformando a energia total £ € 0 momentum p

em operadores

E—)ih% e p—>—ihV, (3.1)

Substituindo respectivamente essas relagdes na eq. (2.27), obtemos a equagdo de Klein-

Gordon modificada

{_ﬁ_@; hzvz}p(?,t):m§c2§‘2¢(7,t) (32)

c? ot

onde o fator £ = (1 —r, /r) é devido ao efeito da interagdo gravitacional sobre a massa da

particula. Podemos escrever a equagdo acima numa forma mais compacta usando o

. . 1 o2 .
operador D’ Alembertiano definido como [ = —7—;—2 —V?, ou seja,
c
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Equagdes Relativisticas com Interagdo Gravitacional.

0 ¢(5,1)= —2’55—2(1 —rr—g}zs(f, ) (3.3)

A equagdo (3.3) pode ser obtida substituindo a densidade de Lagrangiana

2.2
1mjc

1 ug) LMl pp 2
2=2 0,00 0)-3 70", (3.4)

nas equagdes de Euler-Lagrange, ou seja, a partir de

0r _or_

2, .6) % =0 (3.5)

obtemos
u my¢ __, ’
0“0+ . & $=0 (3.6)
onde
0L =90 e oL _ myc’ )
o0 ,¢ 09, h?

Com as transformagdes de FB dadas no capitulo anterior, obtemos uma defini¢do
generalizada de quadri-vetores, a qual engloba a defini¢do usual da relatividade especial

como um caso limite de diferenga de potencial gravitacional nula entre observadores. Nesta
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Equagées Relativisticas com Interagdo Gravitacional.

generalizagdo um quadri-vetor genérico X* se transforma do sistema de referéncia .S para

o sistema de referéncia I, como

X{=D,X7, 3.7

onde D,, sdo os elementos da matriz de “Field-Boost” dados pela equagio (2.9), que

satisfazem as propriedades

D,D,, =6, , ("), =D,. (3.8)

Com a defini¢do ampliada de quadri-vetores definimos, como ocorre no contexto da RE, o
produto interno entre dois quadri-vetores, e além disso também definimos os operadores
diferenciais e constatamos que os mesmos se transformam como quadrivetores sob as

transformagdes de FB [9], ou seja,

9, = 0 _| oY .6:D#V_6_:D#vav
ox* |oX* |or” or”
onde os D, sdo os elementos da matriz de FB. O operador diferencial de segunda ordem

0,0* também é um invariante sob as transformagdes de FB [9].
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Equacbes Relativisticas com Interacdo Gravitacional.

3.3) Particulas de Spin-% sob a Acdo da Gravidade.

Na sec@o anterior obtivemos a equagdo de campo para particulas de spin-0, vamos
agora utilizar a relagdo de energia-momentum eq. (2.26), para obter a equagdo que
descreve particulas de spin-¥: sujeitas 4 agdo de um campo gravitacional. Comegamos com

a relagdo energia-momentum dada na eq.(2.27)

{Eop —5.5}{’5” +6‘-ﬁ}:(moc)2{l—ri} (3.9)
Cc C r

onde £~ E”, p— p” e 6 =io, +jo, +ko,, sendo o0,,0, € ¢, as matizes de Pauli:

(o 1j [o —iJ (1 0)
0,= > O =) . > O3 = . (310)
1 0 i 0 0 -1

Com esse procedimento a eq. (3.9) toma a forma

(ﬁaﬁﬂh&ﬁj(ﬁﬁ-'h&ﬁ}¢:(mot:§")2¢, (3.11)

c ot ¢ Ot

onde ¢ é uma fungdo de onda com duas componentes.
De acordo com o procedimento padrio usado em mecanica quéntica relativistica

[11], podemos definir duas fungdes de onda de duas componentes, ¢ e ¢*
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b [ihc a -ma.ﬂ¢ (3.12)

(3.13)

as quais sdo equivalentes & de segunda ordem eq. (3.11). Tomando a soma e a diferenca das
equagdes (3.13) e denotando y, =¢" +¢* e y, =¢* —g", obtemos a equacio de Dirac

para particulas de spin-' sob a agdo de um campo gravitacional esfericamente simétrico.

%
r
iy'o, - 0f [1——g] w=0 (3.14)

I 0 . | 0 o
° = = 3.15
/4 [o _J . [_G, 0} (.15)
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Equagoes Relativisticas com Interacdo Gravitacional.

A fungdo de onda y tem quatro componentes, representadas por uma matriz coluna

v,
R L
W=VA]=[WR+WLJ: Vs (3.16)
Y5 v -y Vs
V,
Podemos obter a eq. (3.14) a partir da Lagrangiana
L=i(ackry "8,y —myc*E yiy (3.17)

onde ¥ ¢ o spinor adjunto. De fato, usando as equagdes de Euler-Lagrange, obtemos

oL oL
=0 , —=ihcy*0 y-m,c* ¢y, 3.18
0.7 o yioW—myc STy (3.18)

0 que nos da

Esta ¢ a equagdo de Dirac para uma particula sob a a¢io de um campo gravitacional

esfericamente simétrico, onde » > R e r,= ZGA% » - Observe que no limite de campo
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Equagoes Relativisticas com Interagdo Gravitacional.

. r i i .
gravitacional nulo, (% —>Oj obtemos a equagio de Dirac usual onde a interagdo

gravitacional é ignorada.

3.4) Transformacdes de Spinores sob a Acio da Gravidade.

Como vimos no Capitulo 2, os geradores de FB sdo os mesmos do grupo de
Lorentz, isto ocorre porque s6 alteramos o paridmetro que caracteriza o grupo. Em outras
palavras, além do pardmetro velocidade, introduzimos a diferenca de potencial
gravitacional, tendo agora dois limites distintos. Primeiro, no limite de diferenca de
potencial gravitacional nula entre dois observadores, obtemos as transformagdes usuais de
Lorentz. Segundo, no limite de movimento relativo nulo mas com diferenga de potencial
entre os observadores obtemos um conjunto de transformag¢des que tem forma similar as
transformagdes usuais com 2GM/rc* no lugar de v?/c? .

As transformagées de Lorentz mais gerais sdo compostas por trés “Boosts” B;, B>,

B; nas diregdes X', X* e X° e por rotagdes R;, R e R; em torno dos eixos X, X e X Os

geradores de rotagdo Ji, J; € J3 sdo dados por

1dR,
> 2:—

=0 i do

_1dR,
> i da

g =L’

3.19
i de (3.19)

¢:0 a=0

Onde 8, ¢ e a s@o os dngulos de Euler.
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Equacdes Relativisticas com Interagdo Gravitacional.

Uma rotag@o finita em torno de um eixo #, por um angulo @, ¢ dada por

R,(0)=e"", (3.20)

Ent&o numa situagio geral temos uma rotagfo finita, e um “Boost” na dire¢do do vetor
unitario 7 [11]

I‘johe iIZ.AH

F =" ™%
——
"Rotaqao" "Boost"

(3.21)

onde K =&k, +é,k, +é,k, sendo ki, k, e ks os geradores do grupo de Lorentz, definido

por

. _1[ a8, . _1[ 8, . _1[aB,
b oa, a:O, 2 da, a:O’ o oa, a:O.

3.5) Obtenc¢do da Equacio de Dirac.

Usaremos a argumentacio usada na referéncia [11], e a partir dela derivar a equagéo
de Dirac modificada pela agio do campo gravitacional. Entre os geradores, estabelecemos

as seguintes relagdes de comutagio.
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[K1>K2]:_i']3 > [JlaK1]:[J2aK2]:[J3>K3]:O
K, K\1=-iJ, ; ..K,]1=iK; ; [J;,K\]=iK, (3.22)
[KzaKs]:_ijl 5 [JZaK3]:iK1 5 [Jsz]:iJs

[J3:J1]:iJ2 ; [V, J5]1=1,

Uma das conseqiiéncias dessas relagdes, € que as mesmas ndo formam uma algebra fechada

sob comutagdo, e consequentemente nio temos um grupo. Podemos contornar este

problema definindo dois novos geradores A e B como
= 1 - = = 1 - =
A:—2—(J+1K) e B:E(J_IK) (3.23)

Assim, estes novos geradores nos ddo as seguintes relagdes de comutagdo

[4,,4,]1=i4,  [B.,B]=iB,
[4,,4]1=iA,  [B,,B]=iB,
[4,,4,1=i4,  [B,,B,]1=iB,
(4., B,]1=[4,,B.]1=[4,,B,]=0

z2 X

(3.24)

Os geradores A4, A, e A; formam um grupo SU(2) e os geradores By, B, ¢ B, geram também
outro grupo SU(2), e os dois grupos comutam entre si. Assim, o grupo de Lorentz ¢ em
esséncia, o produto SU(2)® SU(2). Vamos denotar os estados que se transformam de uma

maneira bem definida por dois momenta angulares (j4 , jg), 0 primeiro correspondendo aos
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geradores A4, 4 e A, e o segundo correspondendo aos geradores By, B, € B,. Assim, temos

as possibilidades:

(G,0)—>J=iK (B=0)

- . (3.25)
©,jz)>J=-iK (A=0)
Para o gerador K , temos duas possibilidades
K=t+i % (3.26)
Da eq. (3.21) assumindo j,; = Y2 , temos
M) _é
JV¥ =0,
19) [l,o) = U g0 1 72 (3.27)
2 K(A) — _~%

Definindo (0,&) como os parametros de uma rotagdo e uma transformagio pura de

Lorentz, vamos denotar por Z = O spinor do 12 tipo

2 »Rgf{)Bga)ZR (3.28)
ZR _y gV 0 ik i ZR

usando (3.27)
D e 7Ty (3.29)
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ou seja

2 CXP{I' % @ —i&)} Da=M2, (3.30)

Podemos ter a segunda possibilidade

¥ _s&
1 1 JV =0
29) (O,%}:J(/l):—iK(A)z 0 /f (3.31)
KV :i%

com isto, obtemos

IS eXP{i % @ +i&)}zL =N, (3.32)

onde denotamos por Z . 0 spinor do 2° tipo.

No grupo de Lorentz sem gravitagdo, definimos a operagio de paridade, como a
mudanga do sinal de velocidade (5 —>~5) [11], isto implica numa mudanga de sinal nos
geradores do grupo. Na formulagdo de FB, definimos a operagio de paridade, trocando o

sinal do vetor unitario (7 — —7), ou seja

ﬁ—)—ﬁ:—é,{

p+si-pistYt  (pi+ol-prstY”
2 € 2
_é[ﬂ§+5§— 6]/

3 4,2

(3.33)
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No limite quando a diferenga de potencial gravitacional entre os observadores tende a zero
6->0,¢->p

recuperamos o vetor unitario usual que indica a diregio do “Boost” de Lorentz

Entdo notamos que fazendo 72— -n ¢ equivalente a operagdo de paridade usual da
relatividade especial (5 — —&3), ou de forma equivalente K — —K , mas no contexto de FB

a mudanga do sinal do vetor unitario 7 ¢ equivalente 4 mudanca do sinal do gerador como

ocorre no contexto da relatividade especial podemos intercambiar os spinores, Z RO Z >

sob transformag@o de paridade [11].

)

No caso geral, sob transformagdes de FB, os spinores Z R eZ , se transformam como

%0~ 5, 6)- o] 15+ has.8)5,0)
5,6, ()= o) - 15+ e -5, 0

(3.35)
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onde consideramos o caso sem rotagdes, ou seja, @ =0 . Dentro do contexto da relatividade
especial, os spinores em repouso ZR (©0)e ZL(O) sdo transformados em spinores com
momentum p, ZR (»)e ZL(p) No do contexto de FB os spinores em repouso sdo

transformados em spinores com momentum 7 e sob uma diferenca de potencial
gravitacional. As fungdes f (}/,5) e g(;/,g) em (3.35) sdo necessarias devido ao fato do
vetor unitario 72 que define a diregdo do FB ndo ser paralelo a0 momentum p da particula

cujas componentes s3o,

pi=mo(1-”Zz)%(l—r«%j%vf,

onde i=1,23 e v’ =v'p,.
As fungGes g(}/,f) f (;/,«f) devem satisfazer a condi¢do de que no limite de campo

gravitacional nulo as equagdes dadas em (3.35) se transformam nas equagdes usuais.

Assim, no limite de campo gravitacional nulo devemos ter
§=>1= fr.e >1) =gl >1)=1 (3.36)

de tal forma que as relagdes dadas em (3.35) possam ser as mesmas que sdo obtidas no
contexto da relatividade especial. As fungdes que satisfazem essas propriedades sdo

definidas como
1. . 1. .
g(}',ff):eXp[—Ea-pw} e f(y,é)=exp[5ov-pw} (3.37)
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onde a):(a~0), e a é o angulo no espago-tempo relacionado com a velocidade e

diferenga de potencial gravitacional, sendo a relagdo entre «, # ¢ ¥ dada por
a=tanh (B> + 57 - B25?), (3.38)
sendo @ o angulo relacionado com a velocidade no “Boost” puro de Lorentz
6 =tanh'(B) (3.39)
Quandod — 0, temos a =8, ou seja, w = 0 e consequentemente,

f0.8)=gl.&)=1

Expandido as exponenciais dadas em (3.34), temos

g(y,«f)—cosh(‘g/ cosha ~5 > a cosh(e/)

(3.40)
+0. psenh(/ cosh enh(/ senh

f.&)= cosh(/ cosh +0.p nh(%)cosh(%)
-0 psenh(/ cosh{% ) senh(%)senh(%)

sob transformagGes de paridade temos

(3.41)
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f0.8)- g(r.¢)
g(.&)- 1(.£)

(3.42)

As relagdes entre spinores ZR (p) e ZL (p) e os Spinores ZR ©)e > L (0) ¢ dado por

(zk(ﬁq_{exp[%&-ﬁal 0 ](g(y,«f) 0 j[zk(o)} 6.9)

.0 o eplYe-pall 0 sGUZ,0

Sendo que as transformag@es inversas sdo dadas por

PN ) _ e P gl (.¢) 0 )IN (IA’)}
{Z L (O)J ) { (f o250 6, f)J (Z ) ) (3.44)

Podemos verificar de (3.40) e (3.41) que

g (.8)=10.8) e f7(.5)=28(.%) (3.45)

Levando em conta que ndo podemos distinguir spinores em repouso, escrevemos

>0 (2.0
[ZL (o)HzR(o)] 646

e a transformagdo inversa pode ser escrita sob a forma
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PN O) I KR A 9) I ()
(ZR(")J_L*"”“&:lv,a)zk(p)} o

Substituindo (3.47) em (3.43) e expandido as exponenciais, obtemos

/ 2 \
[cosh(%)+ :| o
[ZR@)J +6-f7senh(%)

2 T
ZL(I’) o {cosh 92)— I
92)

5 (p)] (3.48)

usando o fato de que

confty)- (1! j cosh(%):(ﬁ;f
wb)-(7) b)-(5

(3.49)

H

Expandindo os termos quadraticos, obtemos a seguinte expressio

2:P))_[r+6- o -1)* 0 2.7
(Zﬁ)}-{y PO y—é".ﬁ(]'z—l)%}(zk(ﬁ)] (3.50)

das equagdes (2.26) e (2.27), obtemos

34



Equagdes Relativisticas com Interagdo Gravitacional.

£ pePe P (3.51)

Substituindo (3.51) em (3.50)

—moc‘fhl po"’o—:‘ﬁ Zk(ﬁ) (Oj
-\ | = 3.52
[po _6-'1_.7 mocé:_l j(z L(p)} 0 ( )
Definindo o 4-spinor
w(p)= (g“(én (3.53)
e as matrizes de Dirac y* ,‘ onde

0 I . [0 -0
0= '= 3.54
4 (1 oj ©7 (a" o] (3.349)

com isto obtemos

%
{y"p# —moc(l—%] }w(p)=0 (3.55)

que € a equagdo (3.14) na representagdo no espago dos momenta.
Na auséncia de campo gravitacional (r, = 0) a equag@o (3.55) se torna a equagio de

Dirac usual. Podemos também supor um referencial onde os Spinores estejam em repouso,
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um em relagdo ao outro, ou seja, que sua velocidade relativa seja nula, supondo que haja
uma diferenga de potencial gravitacional entre eles, obtemos mais um caso particular da

equagdo (3.55) [Apéndice B]
b
P1+7'5, —[1—r—gj w(5)=0 (3.56)
r

onde 1//5 = e (_S. . Neste caso particular, ao invés do momentum usual p=myE"'0,
5 0

L

temos, & =¢é,8, +¢,0, +é,9,.
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Capitulo 4

Referenciais Super-Luminais.

4.1) Introducio.

A relatividade especial esta baseada na equivaléncia entre referenciais inerciais e no
fato experimental da velocidade da luz medida em qualquer referencial inercial ser
invariante, ou seja, independe da velocidade da fonte, e ndo na questdo da velocidade ter
um limite maximo [18,15]. O fato da velocidade da luz no vicuo (¢) ser maxima, ndo

significa que € possivel acelerar uma particula com massa a partir de uma dada velocidade

inicial [J|>0 até exatamente o valor c.
Dentro do contexto da relatividade especial, ha razdes para isso ndo ser possivel. No

- . ) 2 e
limite v — ¢, na razdo entre energia € momentum % =¢ 4 , 0 que esta implicito é que a

massa da particula desaparece se v —> ¢, realmente, sO para uma particula com massa é

possivel ter uma velocidade inicial |5| <c. Contudo, de acordo com o principio da inércia
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da energia de Einstein [19], a massa da particula aumenta com o acréscimo de energia
cinética. Além do mais ndo € possivel um referencial onde a massa da particula seja nula e
um outro referencial onde sua massa seja ndo nula. Isso ndo € possivel dentro da base de

representagdo do grupo de Lorentz, onde a classe correspondente a particulas com massa

P'p,=p°’py—p-Pp=mjc’*>0,p, >0, e a classe correspondente a particulas sem
massa p“p, =p°p,—P+P=0, p,>0. Se o produto interno p“p, ¢é o primeiro
invariante de Casimir [11] todo o estado obtido por transformag¢des de Lorentz a partir de

um estado inicial deve ter o mesmo valor de p“p,, .

Em conclus@o, € impossivel obter uma descri¢éo consistente da propagagio de um
foton como um caso limite do movimento de uma particula com massa, quando sua
velocidade v —c. A partir das transformagées de FB € possivel conectar as coordenadas
de um ponto-evento relativo a um referencial super-luminal (7), para as coordenadas do
mesmo ponto-evento relativo a um referencial sub-luminal (B). Neste contexto
consideramos uma fonte de gravitagdo de massa M e raio R esfericamente simétrica que

colapsou, para um raio R inferior ao seu raio gravitacional, ou seja, r, > R, onde

r, = 2GA7 , € o raio gravitacional da fonte. A essas condi¢Ges, chamamos essa fonte de
c

gravitagdo de buraco-negro (BN) e a superficie que satisfaz a condigéo 7 = r, chamamos de
“horizonte de eventos” ou borda do BN. Os taquions, particulas com v > ¢, por sua vez,
existem no interior do BN que coincide com a regido externa do cone de luz o qual satisfaz
as condigdes r, =7 € v = ¢, e por fim, particulas do tipo bradion “habitam™ a regido interna

do cone de luz, regido esta que esta situada fora do buraco negro.
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4.2) Taquions em 3+1 Dimensdes.

Considere uma fonte gravitacional esfericamente simétrica de massa M e raio R,

com r, > R. Nas transformagdes (2.8) cujos D, , sdo dados em (2.9), consideremos o caso

em que c<v € rg>r. Com isso obtemos as transformagdes de FB relativas a um ponto-
evento observado de um referencial super-luminal (7), situado em r < r, € com v >c, de
coordenadas (3°, ', %, °), para o mesmo ponto-evento observado em um referencial sub-
luminal (B) de coordenadas (x°, x’, ¥, x°) situado no centro de gravidade da fonte. Para este

caso temos,

x° :Tooy0 +T01y] +T02y2 +Tosy3;
x1:Tloy0+Tl1yl+Tny2+Tny3; 1)
x2:T20y0+T21y1+T22y2+T23y3; '

x? :Tsoyo +Tslyl +Tszy2 +T33y3;

onde os elementos 7, sdo

To=—7'¢E, Ty=T,=-¢,"v'§", Ty, =T =-¢,"y'¢S,

Iy=I% ==¢'r'¢ » Iy =1+———5"(_g, ;5'“1),
]’;2 :]"21 — 4’1'42'(_2},'5'—1) , ]113 :]131 — ;1'43'(_2y'§'—1), (42)
¢' ¢
T. =1+ C'i ('“ .z'g'—l) , T,=T, = ;2'4’3'(”"27'5'_1),

22 é, ;

1, —14£267¢)
é‘!
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onde
—clv, 8'=(/r, )5, y=pU-p2) ", £=50-87)",
¢'=BS0[8* + 57Br67 -2, ¢,'= poll)s? + 52/ pie? ~1)E, (43)
¢,=B,50/8 +52/p2s* -1)7,

0= 4¢, 74, ) = polefr, + ¢ v —1)7,

e as condi¢des

(0%2) 1, (/)d (/52 462—1}0,
o+ S o

satisfazem a condi¢do das coordenadas serem reais. No horizonte de eventos de um BN, ou

seja quando o limite (r/r )—)1 temos S r/r +c 1)/ ->1.

4.3) Transformacoes de Velocidades.

Com o conjunto de transformagdes dados em (4.1) podemos relatar as componentes

da velocidade # de uma particula material observada do sistema de referéncia 7' as
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componentes da velocidade & da mesma particula observada em B, de maneira analoga ao

que foi feito no apéndice A, ou seja

1_ Toc+ Tyu' +Tou’ + Tpu’
1 2 3 /7
u u u
Tog + 1o 0 + T + T 0
2 Dye+Tyu' +Tpu’ + T
1 2 3 /2
u u u
T00+]101 c+T02 44_7‘03 4

1 2 3
s Lye+Tyu +Thu +Tau

_TOO +T01uz+]:)2u%+7;)3 u%'

v

v 4.4)

v

Estas equagdes descrevem as leis de decomposig¢do de velocidades, no caso particular de

uma transformagio ao longo do eixo x!, obtemos,

1:dxlz u' +cc,'
dt, (1+u’§1'/c)’

2 _‘75‘72 _ uz/y'f'
v= dt, B (1+u1§1'/c)’ (43)

a0 wle
dt, (1+u’§’1'/c)’

equagdes similares podem ser obtidas para transformagdes super-luminais ao longo dos

eixos X’ e x°.
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4.4) A Invariiancia do Intervalo Espaco-Temporal.

Consideremos dois pontos eventos de coordenadas (x1° ,xll,xf,xf) e (x;’ ,x;,xi,xg)
observados no referencial B ¢ com coordenadas \y,,y,,y?’, yf) e (yl" I 2 yf) no

referencial 7. Podemos verificar usando as equagdes (4.1) e (4.2) que o intervalo espago-

tempo entre dois pontos eventos € um invariante, ou seja,

(ASY = (e —x3) ~ e~} ~ (2 22 (2 — 3
() Y (SR () (Ve L (V) o5

(4.6)

considerando os dois pontos eventos suficientemente proximos no espago-tempo podemos

escrever o diferencial de primeira ordem,

O T 0 T RO B

Devido a invariincia do intervalo espago-tempo, podemos considerar um ponto evento na

origem do referencial 7, temos dy' = dy* = dy’ = 0, neste caso podemos escrever,

@)y =(@°) =(a") {1— @) +la) + @) J (4.8)

a condigdo de que dy' = dy* = dy’ = 0 implica que #' = u* = u® = 0, entdo usando a equagio
(4.4) em (4.8) obtemos,
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Referenciais Super-Luminais

@Sy =(@°f =(a&) (1 Tt Ty 4Ty ;{’ +Ty J (4.9)

mas,

Bl (6 )08 =60, @0

assim rescrevemos (4.9) como,

@sy =@"°y = 0)2‘%(1_0%2)(1—%gj:(dx°)2(1~l)%2X1—r%j. (4.11)

O intervalo espago-tempo acima depende apenas do produto (7'5')_2 :(7/;)‘2 que €

invariante, temos entdo um intervalo espago-tempo real com as condigdes

8]+ Bl - pBlét >0,
8, + By - B;6% >0, (4.12)
8 + 5 - B;8* >0,

ou entdo as condigdes,
8l +pl-pls* <o,
8, +B; — B, <0, (4.13)
85 +B; - B;8* <0,

sdo satisfeitas.
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4.5) Transicoes entre Bradions e Taquions.

Dentro do contexto da formulagdo de FB existe uma relagéo fisica entre taquions e
bradions e um BN, ou seja, concluimos dentro dessa formulagio que a matéria no interior
do horizonte de eventos de um BN ¢é constituida por taquions. Realmente considerando o
intervalo espago-tempo entre duas posi¢bes sucessivas de uma particula material caindo
radialmente em diregdo ao centro de gravidade de um BN, neste caso temos um intervalo

tipo-tempo (dS*> 0),

@sy =(@*) =(a°) (1 - 0%2)(1 - ’% ) >0, (4.14)

na regifo externa ao horizonte de eventos. Uma particula se aproximando da superficie do

horizonte de eventos tem um intervalo tipo-luz ao atingir o0 mesmo, ou seja,
2 _[70) _ 02(_1)2 ) __r/_
@sy =) =@ -2/, (1 5/ |=0, (4.15)

neste caso temos, ¥ = r, € v = c. Ao atravessar o horizonte de eventos o intervalo

permanece tipo-tempo,

@sy =(@*) 4&:"){%}(1 —0%2 )(1— %g j >0, (4.16)
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com rfr, <l e c’[v? <1.

Podemos fazer uma descrigo a partir da energia total da particula, ou seja,

E=my’y&™ :mocz(l”')%z}%(l_r%j%s 4.17)

a medida que a particula se aproxima do centro de gravidade do BN a energia total dada

pela equagdo (4.17) é conservada, para a particula se aproximando radialmente do horizonte

de eventos temos,

= constante (4.18)

. 2 r N . ,
em virtude de Y 4 , = % =constante. Por esta razio a energia total da particula

permanece real e positiva no horizonte de eventos. No interior do BN, temos

E:mocz(’%j%(%)(l _c%J%(l-%gj% (4.19)

ou seja, a energia total permanece real e positiva.

Da relagdo energia-momentum para uma particula sob a agdo da gravidade dada

pela equagéo (2.26),

45



E* . . ., r/
pﬂp,u :'c_z_p’p:moc (1_ gr R

considerando o caso em que 7 =1, a equagdo (2.27) se torna

Referenciais Super-Luminais

(4.20)

que € a relagdo valida para lixons, de acordo com o limite dado pela equacdo (4.18), para a

energia total ser finita e real, a condi¢do 7 = r, requer que v =c. No interior do BN temos,

2 - - r
p”p”:EAZ—p.p:—mgcz( %j(l—%gj, 4.21)

onde [%Jd e p° :(l%)>o.

Em resumo, particulas materiais com v <c obedecem a relagio de energia-

momentum (2.27), estas particulas se localizam no interior do cone de luz (regido I, fig.

4.1) e fora do horizonte de eventos (r > r,), particulas sem massa descritas pela relagio

(4.20) localizam-se na regido II, regido esta que coincide com o Horizonte de Eventos

(r =rg), e por fim particulas na regido III, ou seja, fora do cone de luz, sdo governados pela

relagdo (4.21). Particulas na regido III coincidem com o interior do BN, as mesmas tém a

propriedade de v > c.
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Referenciais Super-Luminais

Figura4.1 — Espaco de Minkowski e sua regides, onde a superficie do cone de luz (1)
esta definida pelas condigbes U = ¢ e r, = r. A regido interna (I) satisfaz a condigio

U <cer >rgearegido externa (I) a condigdo U >cer,>r.

Entdo uma particula se aproximando da superficie definida em r = r; , tem sua
velocidade v — ¢ e sua massa de repouso definida por (2.28), tendendo a zero, e ao atingir

o horizonte de eventos , temos que v =c e mp = 0. No interior do BN, sua velocidade se

torna v > ¢ (r <r, ). Este mecanismo implica na condi¢do que um buraco-negro ndo emite

luz, pois qualquer particula expelida por ele, ao atravessar o horizonte de eventos se tornara
uma particula com massa.

De acordo com o diagrama (4.1), temos

P

2 2.2 _ 2 4[4 T 0
Regido I E° - p°c" =mgc (l %j>0 e p >0
( Parte interior j ir>r, Fora do buraco negro

do cone deLuz) |, .. (Bradions)
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Referenciais Super-Luminais

Regido I |E* - p’c®=0
(Superﬁcie doj r=r, Horizonte de eventos

conedeluz )|, -, (Laxons)

E? - pc? :—mgc“(r%)(l—% J<O
Regito III .

(Parte externa J r<r p’>0 interior do buraco negro

doconedeluz) | pr>E’ /> (Taquions)
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Capitulo 5

Solu¢des da Equacio de Dirac.

5.1) Introducio.

Vamos escrever a equagio (3.52) sob a forma,

b
_mo(l_%J ZR(ﬁ)‘F(PO +6:'p)ZL(ﬁ):O
(5.1

r %
G032, 6)-m1-2] 2, )-0
Dentro do contexto de teorias de campos [11], onde os efeitos da gravidade ndo sdo levados
em conta, quando my = 0, o par de equagdes dadas por (5.1) se desacopla em duas

equagoes,

(po +0G . ?)ZL (ﬁ)=0,
(po -G- p)ZR (ﬁ): 0,

(5.2)
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Solugdes da Equagdo de Dirac

estas sdo conhecidas como equacgdes de Weyl, e X, e X, sdo os spinores de Weyl [11].
Na equacdo (5.1) fazer m, —0, € uma operagdo sem um significado fisico, como foi

discutido na introdug@o do Capitulo 4, podemos complementar nossa argumentagdo com o

) 2 . .
fato que na relacio de energia-momentum £/, — p. p=m?c® é independente de v, para
q ¢ g 2 PepP=m, P p

obtermos a relagdo de energia-momentum valida para fotons, ou seja, l% = p, precisamos

considerar uma particula com energia cinética muito maior que sua energia de repouso £y =
my ¢*. Contudo, isto é apenas uma aproximagio, pois sempre ¢ possivel descrever o
movimento desta particula de um referencial onde sua energia de repouso é maior que a sua

energia cinética. Portanto esta aproximagdo n3o é compativel com a universalidade da
. - P4 . N
velocidade da luz. Na equagdo (5.1) o fator (1 —r, /r) 2 nos mostra que a interagdo

gravitacional no limite de 7 —r, , ou seja, na borda de um BN ha a possibilidade da

existéncia de spinores de Weyl.

5.2) Obtencio dos Spinores Modificados.

Vamos supor inicialmente que ¢ independente da posi¢do, ou seja,

estamos descrevendo um estado de momentum p =0 [20], neste caso

ay/:awzawzo
x &y oz

(5.3)
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Solugoes da Equagdo de Dirac

v,
Com isso a equagdo de Dirac iy *0 #t//—mcé"ll//:O, com y = V2 se torna,
Vs
Va
]
ih o, Oy r/ %
—y ———myc|1- ¥ =0, 54
- 4 o 0 ( s (5.4)

rescrevemos (5.4) como,

1 0)\(oy,/ot) myc? 1, %WA
(0 —J(awn/at}_’T(l /j (,,,BJ’ (5.5)

com y, = (%] ey, = (Z?’j , assim temos as solugdes
2 4

v, )=y, (0),

s (5.6)
Vs (t): eﬂ(moc ¢ /h)t‘//B (O)’
podemos escrever as equagdes (5.6) como,
1 0
( 2ap)| 0 (a1 1
l//(l) _e-x(moc £ /h)t 0 , ‘//(2) —e (moc 4 /h)t 0 ,
0 0 5.7)
0 0 '
(3) — +i(moc2§’l/h> 0 (4) — +'(m002§"1/h)t 0
4 1P 4 ol
0 1
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Solugdes da Equacdo de Dirac

Verificamos explicitamente o efeito do campo gravitacional sobre a massa das particulas,

concluimos que tanto as particulas descritas pelas fungdes y, e v, como suas respectivas
antiparticulas descritas por y, e ¥, respondem da mesma forma ao campo gravitacional.

Observe que no limite de campo gravitacional nulo, temos as solugdes usuais da equacdo de

Dirac [20].

5.3) Equacdo de Dirac no Espaco dos Momenta.

A equagdo de Dirac no espago dos momenta, eq. (3.55), tem a forma

Ip"py —mocf‘llt//(p):o (5.8)

) 0 o' . 0 1 0
levando em conta que 3’ = _ ,comi=1,23ey" = , obtemos
-o' 0 0 -1
iy oy 55| Te PO
Y'Pu=V Po—V-P=| °. (59
entdo usando as relagdes acima,

(E ‘,j Lo

E ot 5 (v,

b/#pp ﬁmoc‘f_l ]V/(P): ¢ E

p-o (~——-moc§"lj 788
C
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Solugdes da Equagdo de Dirac

=0 (5.10)
_Ij'//B

ou seja
c . -
= O
l//A E_m002§-1 (p )WB
’ (5.11)
= DeO
Vs E+m002§“(p 2
- - pz (,px _ipy
levando em conta que p.o = ) , podemos escrever
(Px +’Py) - P,
(1 v - ¢ (5.6 (1) c p.
Va 0)" "7 E+mcE? \0) E+m,’e7 \p, +ip, 5.12)
S ) P —E— R ) I
VaZl) VP T Eimete ) E+mc’ e\ -p.
Vs Uk Y E—myc?E 0) E-mc2E p.+ip, )
0 C - (O\ c D, _ll)y
= = [Xel =
v @ Ve ) e ( -p.
Normalizando
w*y/:?"l% [vide referéncia 20] (5.13)
Obtemos

N= \/(IEI tmyc’s % (5.14)
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Solugdes da Equagdo de Dirac

Assim escrevemos as equagdes 5.12 como

1
) [E+m0c2§" J% 0
2mc*ET P (E+mcE™)
(P, +ip,)(E+mc’S™)
0
u(z):(E+mOCZg—IJ% 1
2mycE (P, —ip,)(E+myc’E™)

-p, (E+mi*E™)

p. NE+mc*s™)

1
S0 _ E+myc?E™ % (P, +ip, YE+myc*E™) (5.15)
|\ 2mce 1 '

0

[ @e—ip YE+mcE™)
o [Exmge | - p iE e
2m,c’E 0
1

No limite de diferenca de potencial gravitacional nula ou na auséncia de campo
gravitacional, £~' — 1, e as relagdes acima tomam a forma usual [11,17].

Outro exemplo muito interessante da solu¢do da equagdo de Dirac modificada, é a

modifica¢@o dos autovalores de energia para o atomo de hidrogénio [25], ou seja,

E:pocz(l—%(}ﬂz)%[l‘ (za) _(za)4( 1 3 J+9(a6)}, 5.16)

\C R R’ \2j+1 8n
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Solugdes da Equagdo de Dirac

entdo um atomo na superficie do Sol emite uma freqiiéncia v, , e na superficie da Terra uma
freqiiéncia v, seria emitida, com v, # v,, para um mesmo decaimento. A diferenga entre

v, e v, é dada por [25],

GM
Av=v, —v,~v,| —2|, 5.17
1 2 2|:Rsc2i| ( )

onde Ms e Rs sdo a massa do Sol e o raio do Sol respectivamente.
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Capitulo 6

Conclusdes.

Dentro do contexto de FB, a diferenga de potencial gravitacional entre dois
observadores sdo descritas por ngulos na unificagdo do espago-tempo. A matriz de FB da
eq. (2.7) engloba efeitos gravitacionais no grupo de Lorentz e generaliza a relagio energia-
momentum dada pela equagdo (2.26), esta equagdo € uma conseqiiéncia dindmica obtida a
partir do grupo de Lorentz estendido. A partir da relagdo energia-momentum e usando os
procedimentos padrdo de teoria de campos obtemos a equagdo de Dirac para uma particula
sob a agdo da gravidade. Esta equagdo também é obtida a partir da correspondéncia entre o
grupo SL(2,C) e o grupo de Lorentz com um procedimento similar ao usado na RE [11]. As
equagdes (5.1) nos mostram como spinores sem massa podem ser produzidos no horizonte
de eventos de um BN. A existéncia de taquions no interior do horizonte de eventos de um
BN aparece como uma conseqii€ncia natural das relagdes dindmicas da formulagio de FB.

No contexto da RG [21] os buracos negros sdo considerados detectores ideais e
fontes de taquions [22]. O elemento de linha de Schwarzchild para r > r, € reinterpretado
no interior do horizonte de eventos por uma transformagdo da forma cf <> r para manter a

signatura da métrica, ou seja
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-1
ds’ :—(l—z—mjdt2 +(1—2—m) dr’ +ridr, 6.1)

r r

onde dr =d#” +sen’ @dp*. Com G = C =1 a mudanga mencionada temos,
-1
ds” = —(1— 2—;”~jdr2 +(1 —27’”) dt* +1%dr . (6.2)

Também dentro do contexto da RG é comum fazer a mudanga na solugdo de Schwarzchild,

r_g L—l
rg

proposta por Eddington e Finkelstein, ou seja, 7=¢+-%1In , para termos uma

c

continuidade analitica na solu¢io de Schwarzchild em r = re [16,23]. No contexto da
formulagdo de FB o intervalo espago-tempo € invariante em relagdo a uma transformacio
de um referencial sub-luminal (# > r, , v <) para um referencial super-luminal (r<rg,v
> ¢). No horizonte de eventos temos um intervalo tipo-luz (r = g, L. =), € nosso elemento
de linha ndo € singular em = r, como ocorre com a solu¢do de Schwarszchild. A transigdo
bradion/taquion ocorre quando uma particula atravessa o horizonte de eventos, sua energia

total ao longo do percurso permanece constante. Para um bradion, ou seja, uma particula

fora do horizonte de eventos temos que E > { p|c, quando a particula atinge o horizonte de

eventos (ela esta situada na regido II do cone de luz da figura 5.1) temos E :' plc,
finalmente no interior do BN temos E < | ﬁlc . Em concluséo, ha trés “fases” para a matéria,

e as transi¢des ocorrem na ordem, bradion — lixon — taquion para uma particula que se
move em dire¢do ao centro de gravidade de um BN. Naturalmente, para uma particula

saindo do BN, temos o processo inverso, ou seja, taquion — lixon —> bradion.
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Apéndice A

Obten¢ido da Matriz de “Field-Boost”.

A matriz de “Field-Boost” é definida pela exponencial

Fla)=e™" (A1)

onde, K =é,k, +é,k, + é,k, sdo os geradores do grupo dados por

{5
k,=- , (A2)

com j = 1, 2, 3. O vetor unitario 77 define o “Field-Boost” ao longo de uma diregdo

arbitraria, e é definido como

2 2 202 % 2 2 202 %
ﬁ:élliﬂl +51 z_ﬂla ii +é2{ﬂ2 +522_:B25 }
4 g
2 2 202 %
+é3{ﬂ3 +53 _ﬂ35 }
;2

(A3)

58



onde *=¢) +¢2 +¢7 sendo

gl :ﬂlz ""512 _ﬂ1252> gz :ﬂzz +622 _ﬂ2252,

(A4)
$s =P +6; -6’
Com as defini¢des dadas acima, vamos escrever o argumento da eq. (A.1)
I—c.-ﬁ:(Kl—{‘—+K2£+K3éj (A.5)
4 ¢ ¢
Levando em conta a defini¢do dos geradores de “boost”,
0100 0010
1 000 0 00O
k =—i , k=i A
0 00O 1 000
0 000 0 000
(A.6)
0 0 01
10 0 00
ky =—i .
0 00O
1 000

Substituindo (A.6) em (A.5) e identificando, a, = % , Oy = £ e a, :53—, temos

4

0 a a, a

- a 0 0 O
kea=| " =G (A7)

a, 0 0 O

a, 0 0 0
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verificamos a partir de (A.7) que,

al +al+al O 0 0
G? = 0 a  aa, aa (A8)
0 a,a, a a,a, '
0 a,a, aa, al
vemos também que,
2 2 2
+¢, +
af+a22+a32:—€‘——~€i—£:l (A9)
¢
agora fazendo G°,
0 a, a, a
2 2 2
a\e, +a, +ta 0O 0 O
G* = 1 PR 32) (A.10)
0:2(011 +a, +a3) 0 0 O
a,(a> +aZ+a?) 0 0 0
Se prosseguir calculando os potenciais pares e impares de G, verificamos que,
2 _ 4 _ 6 _ 8
G ' =G"=G"=G"=... (A11)

G=G’=G’=G" =...

entdo, escrevemos agora (A.1) como

60



2 3
F =¢e% :1+Ga+G29—+G3—a3T+...:

!
1 i 1 1 1 (A.12)
1+G(a+—a3+—a5+...)+62(—a2+—a“+...)
3! 51 2! 4!
Somando e subtraindo G* em (A. 12), temos
2 1 3 1 5 2 1 2 1 4
F=1-G"+Gla+=a’ +—=a’ +.. [+G}1+—a’ +—a* +__
3! 5! 2! 4
ou ainda
F=1-G” +Gsenha +G? cosha,, (A.13)
escrevendo as matrizes explicitamente em (A.13), temos
1000 (1 o0 0 0 0 @ a, a,
01 00| |0 o aa aa a 0 0 0
F= - ' R -senh(a)+
0010 0 a0, a, a,a, a, 0 0 O
000 1) \0 aya; aya, a? a; 0 0 0
3% 3“2 3 3 (A14)
1 0 0 0
0 a aa aa«a
+cosh(a)- ' o
0 aya, a, a,a,
0 a0, a,a, a’
ou ainda
cosha a, senha a, senh a, senh
Fo| senh @ 1+a,2(cosha—l) a,az(cosha—l) a,a3(cosha—l) (A.15)

a,senha  a,a,(cosha - 1) 1+ a(cosha - 1) a,a, (cosha — 1)
a;setha  a,a,(cosha-1) a,a,(cosha—1) 1+a?(cosha - 1)
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como cosh” @ —senh® @ =1, identificamos

cosha=y& e senha=(yE (A.16)

pois

yRE L2 :}’252(1—;2):}’252(1"ﬁ2 _ 52 _ﬂzé-z):
rek-p-8)-re6 - pre)- (A17)
y? - By’ :72(1—ﬂ2):}’2}’_2 ~1

tanha:senha:§ (A.18)
cosha

a:tanh"(\/ﬂz +8? —,B’é‘z)

com isso escrevemos (A.15) como

( 7§ 4’176 527": 4375
o 1450 (25 1) :1:2(75 1) :143(75 1)
F=l, e ggg; 1) 42(752 1) aag: 1)
L ¢4 (E-1) 4243(75 ) )

L 3 CZ ;2 42
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Obtencdo das Transformacdes de Velocidades.

No sistema de referéncia 7, temos

Oy =€,0; +é,0] +é,03, (A.19)
analogamente no sistema S,

Us =€,0g +6,0 +é,03. (A.20)

Das transformagdes

X =Py tBuY! £ Bp¥? £ Bu¥3,
X'=DY°+D,Y'+D,¥Y* +D,Y?,
X?=DyY° +D,Y' +D,Y*+D,Y>,
X*=DyY° +D,Y' +D,Y* +D,Y?,

(A.21)

Com D,, dados por

Dy =S, Dy =Dy, =¢yE, Dy, =D,, =¢,¢,
Dy, =Dy, 2437‘5, D, :1"'412(75 _%2 » Dy =D, 24142(76 _%2 >

_ . _6s0E-1) _1.$e-1) (A.22)
D,=D, = /42’ D, =1+ 42,

_n 2680 -) _1.50E-1)
D, =D,, = 42, D, =1+ 42.

diferenciamos (A.21) em relagdo a ¥° =ct,, com isso obtemos
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dr° =Dy, +D01 0 +D02 dr7° +D03 dar°
dx’ 1 2 3
dr’° :DIO +D11%+D12 go +D13 Z’YYO
X v . e (A.23)
ar° =D,, +D,, dr° +D,, dr° +D23 dr°
dx? dy? dy? dary?
F:Dao +D31;Y_0+D32 dr° +D33 dr°
J
onde dX° =cdt; e dY° =cdt, e v} :C;XT, comj =1, 2, 3, assim obtemos
S
0 UI1 012 ')13 0
dX" =| Dy +D,, —+ Dy, —+ D, — |dY
C C C
1 v; v; 07 | o
dX' =|D,y+D,,—+D,,—+D, - |dY
¢ ¢ ¢ (A.24)
2 [ U; UI2 013 0 .
dX* =\D, +D,,—+D,,—+D,,— |dY
L C C C
3 [ U; ')12 UI3 0
X" = D30+D3,?+D327+D33? dY

Agora com as relagGes (A.23), podemos efetuar a razdo,

v! v? vl
61X1 v; |:D10 +D]] % +D12 % +Dl3 ! Cc

0o 1 2 3
ax ¢ |:Doo +D01 U% +Doz U% +Dos U%}

2 2 3 3
.. vy dX vy dX
de forma similar podemos fazer, —= = $=
c

' C e ax'
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Apéndice B

Vamos verifcar agora como os Spinores sio afetados pelo campo gravitacional, ou
seja, considerando que os mesmos estejam em repouso num referencial e submetidos a uma

diferenca de potencial gravitacional. Neste caso temos

B0, y—>1, p—>0 (B.1)

O vetor unitario 7, dado por

' 4
ﬁ:é{ﬂf to _ﬂf‘szr +é{ﬂ; +4 _ﬁ;‘sz] 2

- -
1
s {ﬂf +51 —ﬁ§52r
3 ;2
se torna
1 1 1
LA CA LN CA L ®2)
1 52 52 62
ou seja
A6, (56 (B.3)
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Entdo os Spinores se transformam como

2 @) - 2a8) > explr5- 562, 0)
20> X,0) > expl-15. 562, 0)

(B.4)

onde ¢ € o dngulo no espago-tempo relacionado a diferencas de potencial gravitacional

¢ = tanh™' (5) (B.5)

De acordo com (C.4), temos

(B.6)
> L (A = {cosh(%j ~5.68 senh(%ﬂ > . (0)
invertendo as transformagdes acima
Z R (O) = [cosh(%) ~G.6 senh(%ﬂ Z R (3 ) -

Zb)-[sou{9]) - (97 )] .60

Levando em conta a ndo distingdo de Spinores em repouso, ou seja

2.:.0=22,0) (B.3)
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De (C.6), (C.7) e (C.8), obtemos

(B.9)
Desenvolvendo (C.9) obtemos
ZR(ﬁ):[cosh¢+6-é—:senh¢]ZL(5) (B.10)
ZL(E;): [cosh¢~&'-gsenh¢]zR(5) .
identificando
coshg=y& > & ®B.11)

senh @ =y — &5

Podemos escrever (C.10) na forma matricial

Lf:—;l- A %j%gﬂ:(gj e

onde usamos as relagdes o fato de que coshg =& e senh ¢ = &5 .

Com isto obtemos uma espécie de equagio de Dirac para particulas em repouso
submetidas a um campo gravitacional. Entdo podemos escrever (C.12) usando as matrizes

y*, ou seja
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(701 +y'5, ~ g‘")t//(g)
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(B.13)
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