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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o estudo das caracteristicas de certos sistemas nao-
lineares acoplados na rede e sua sincronizagdo. O sistema estudado consiste num
oscilador nao-linear sujeito a uma forga periédica impulsiva, que no nosso caso pode
ser aproximada por uma seqiiéncia de fungdes delta. A utilizagdo da técnica de ma-
peamento estroboscdpico e a consideragao do limite de rapida relaxagao permite-nos
obter um mapa unidimensional. Tomamos uma rede de tais mapas e estudamos
sua dindmica espago-temporal, bem como a sincronizacdo de mapas, através de
acoplamentos local e global, que apresentam regimes dinidmicos regulares e caéticos.
Propomos algumas novas formas de acoplamento: o acoplamento global do tipo ex-
ponencial e do tipo gaussiano. Nestes tiltimos acoplamentos a dindmica do sitio na
rede é determinada pela dindmica de todos os sitios, de tal forma que o valor da in-
tensidade do acoplamento decai numa forma exponencial ou numa forma gaussiana,
respectivamente, de acordo com a separagao entre os sitios.



Abstract

This work aims to study the characteristics of certain nonlinear systems coupled in
a lattice and their synchronization. The system to be studied, which present limit
cycles, consists of a nonlinear oscillator subjected a periodic impulsive force, that
in our case can to be aproximated by a sequence of delta functions. The use of the
technique of stroboscopic mapping and the consideration of the fast-relaxation limit
allows us to obtain a one-dimensional map. We take a lattice of such maps and
study its spatio-temporal dynamics, and the synchronization of maps too, locally
and globally, presenting regular and chaotic dynamical regimes. We propose some
new kinds of couplings, such as the global coupling of the exponential kind and of
the gaussian kind. In these latter couplings the dynamics of the site in the lattice
is determined all other sites, in such a way that coupling intensity decays in an
exponential or gaussian way, depending on the separation between the sites.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas dindmicos acoplados é importante ndo somente como modelo
para sistemas nao lineares com muitos graus de liberdade, mas também do ponto
de vista do processamento de informacGes biolégicas e possiveis aplicagoes em en-
genharia (Kaneko, 1989). Existem vdrios sistemas que podem ser acoplados, sendo
que escolhemos trabalhar com acoplamento de mapas em rede, que consistem em sis-
temas que apresentam o espago e o tempo discretos e a variavel de estado continua.
A vantagem de trabalharmos com mapas deve-se ao fato de se exigir menos recursos
computacionais do que os exigidos por sistemas como equagoes diferenciais parciais,
onde o tempo, o espago e a varidvel de estado sdo continuos.

Nos mapas acoplados em rede tanto o espago como o tempo sao
varidveis discretas e a evolugao temporal do sistema é determinada tanto pelo com-
portamento individual de cada sitio da rede, como também pelo tipo de acoplamento
entre eles. Deste modo, é possivel investigar a evolucao espaco-temporal do sistema,
que é caracterizada por uma grande variedade de aspectos, como dominios, kinks e
antikinks, defeitos e caos espago-temporal, entre outros.

O presente trabalho tem por objetivo estudar as caracteristicas da
dindmica de mapas prototipicos de Ding acoplados na rede utilizando algumas formas
de acoplamentos. O mapa prototipico de Ding é dado pela seguinte relagao:

sen (0, + 2703)
20+ cos(b, + 273)

(1.1)

0.+1 = arctan

onde —m < 6, < 7, a é a intensidade da forca externa e § a freqiiéncia. Para
analisar as caracteristicas dos mapas acoplados utilizamos o acoplamento local, onde
a dindmica de um sitio 7 é determinada pelos sitios i, i + 1 € 1 — 1, e o acoplamento
global. No acoplamento global podemos considerar que a dindmica do sitio ¢ é
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determinada pelo campo médio de todos os sitios da rede, mas também consideramos
dois novos tipos de acoplamentos globais onde o valor da intensidade do acoplamento
entre os sitios varia de uma forma exponencial ou gaussiana, os quais denominamos de
acoplamento global do tipo exponencial e global do tipo gaussiano, respectivamente.
Também temos como objetivo analisar a sincronizagdo de mapas prototipicos de
Ding com regimes periddicos e cadticos acoplados na rede. Para isto consideramos
as formas de acoplamentos ja mencionadas. .

O mapa (1.1) foi obtido por Ding em 1986 através de um mapea-
mento estroboscépico de um oscilador néo-linear que exibe ciclos limites sob certas
condi¢oes. O oscilador é perturbado por pulsos de curta duracdo que podem ser
aproximados por func¢oes delta de Dirac.

O estudo de mapas acoplados em rede é bastante recente na teoria
dos sistemas dindmicos, tendo sido iniciado em 1983 com os trabalhos de doutora-
mento de Kaneko (Kaneko, 1983) e Crutchfield (Crutchfield, 1983). Desde entdo, a
literatura sobre o assunto tem crescido de maneira continua, e atualmente representa
uma area prépria de interesse dentro da teoria de sistemas dinamicos.

A sincronizagao de mapas acoplados na rede tem sido estudada por
vérios autores em recentes anos (Kaneko, 1989) (Aranson, et. al., 1992). Mapas
acoplados na rede podem ser vistos como um estado intermedidrio entre o compor-
tamento dindmico em baixa dimensdo, visto em mapas, e 0 comportamento numa
dimensdo infinita, por exemplo, de fluidos. Além disso, o conhecimento da sin-
cronizacao de sistemas acoplados é importante para o estudo de uma variedade de
problemas fisicos, quimicos e biolGgicos. Sob algumas condigdes, todos os mapas
num conjunto sincronizarao espontaneamente comportando-se como um deles. Sobre
condicoes levemente diferentes, eles se dividirdo dentro de dois, trés, ou mais grupos
diferentes. E sob outras condigdes, os mapas irdo se comportar aproximadamente
de forma independente (Shinbrot, 1994). Sendo assim, estudaremos a sincronizagdo
dos mapas prototipicos de Ding acoplados em rede através dos acoplamento local e
do acoplamento global.

O trabalho foi entao segmentado da seguinte forma:

No capitulo 2 temos como objetivo introduzir alguns conceitos bésicos
relacionados a mapas, que sao sistemas onde a variavel de estado é continua e o tempo
¢ discreto, que serao abordados no decorrer deste trabalho.

No capitulo 3 analisamos as caracteristicas de mapas acoplados em
uma rede unidimensional, bem como as formas de acoplamentos. Usamos o mapa
logistico para exemplificar alguns conceitos sobre a dinidmica espaco-temporal desta
classe de sistemas dinamicos.
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No capitulo 4 apresentamos a determinacgdo analitica de mapeamentos
estroboscépicos osciladores pulsados e utilizamos este método de mapeamento para
a obtencdo do mapa prototipico de Ding, sendo que em seguida é realizada a sua
analise.

No capitulo 5 realizamos o acoplamento dos mapas prototipicos de
Ding em uma rede unidimensional e estudamos as caracteristicas observadas para
determinadas formas de acoplamentos.

No capitulo 6 é feito o estudo da sincronizagdo de mapas prototipicos

de Ding acoplados na rede, sendo que este estudo é realizado levando-se em conside-
ragao alguns tipos de acoplamentos.
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Capitulo 2

Conceitos Basicos

2.1 Pontos Fixos Para Mapas

Os mapas unidimensionais sdo escritos na seguinte forma geral:

Tnt1 = f(xn)7 (2‘1)

onde n = 0,1,2,... 3o os valores discretos do tempo, e f(z,) é uma fungdo que em
nosso caso € nao-linear. Dada uma condigdo inicial zy, os demais valores sdo obtidos
por iteragoes sucessivas do mapa (2.1).

Podemos definir um ponto fixo (z*) pela relagao:

ot = f(z"). (2.2)

Uma 6rbita de periodo m é um conjunto de pontos fixos zj, z7,...
z,,_, tais que

z" = f™(z"), (2.3)

onde f™ é a m-ésima iterada do mapa.

Como exemplo, consideraremos o mapa logistico
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(2.4)

Tns1 = TTn(1 — Zp),

onde 7 é o pardmetro de controle. A sua érbita de periodo 2 é constituida dos pontos

(2.5)

b

(fig. 2.1) (com r #0)
. _ (1+1/r) F [ —1/r)? — 4/r?]/?

T12 2
tais que:
"EI = f(.’l);), (2'6)
2 = £(a3)- (2.7)
1.0
:_?: 0.5 r © B
°% % 015 1.0
xrl

Figura 2.1: Mapa logistico com periodo 2.
Ainda trabalhando com o exemplo do mapa logistico (2.4) podemos

fazer o diagrama de Lamerey (fig. 2.2), o qual nos permite encontrar os pontos
fixos que estdo sobre a intersecdo da primeira bissetriz com a curva y = f(z), sendo

f(z) =rz(1 — z) para este exemplo.
15
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Figura 2.2: Diagrama de Lamerey para o mapa logistico com o pardmetro igual a

3,2.

apresentar 3 pontos fixos, € justificado pelo motivo de que zy é um ponto fixo de

O fato de termos uma érbita de periodo 2 e o diagrama de Lamerey
periodo 1 instavel. O ponto fixo estdvel atrai as iteragoes, enquanto que o instavel

repele as iteracoes.
A andlise da estabilidade local ou linear do ponto fixo é feita através

do estudo das iteracoes do mapa nas suas vizinhancas. Seja uma, iteracdo z, préxima
(2.8)

ao ponto fixo z*, tal que:
O = |z — 7|

Logo, de (2.1) e (2.8)
(2.9)

6n+1 = lxn+1 - 113*| = |f($n) - 33*' = lf(x* +6n) _z*"

Desenvolvendo f(z* + 6,) em série de Taylor, temos
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df (z*)

’5n+1 = f(IE )+ do*

5. (2.10)

Op — z*

- .M
dz*

_ Se 6,41 < &, as iteracdes estdo convergindo para o ponto fixo z*, logo
ele é estavel e podemos escrever

<1. (2.11)

, df (z*)
dz

Caso 6,4, > &, as iteragdes ndo estdo convergindo para o ponto fixo z*, portanto ele
é instavel e temos

‘df(“’*) > 1. (2.12)

dx*

Ainda podem ocorrer os casos para |f'(z*)| = 1 ou |f'(z*)| = 0, onde o ponto fixo
serd dito neutro ou superestdvel, respectivamente. A andlise da estabilidade para
6rbitas de pefodo m vem a ser uma generalizacdo deste procedimento (Schuster,
1984).

2.2 Mapa de Poincaré

Muitos problemas em ciéncia e engenharia envolvem tempo continuo, e podem ser
representados por um sistema dindmico auténomo definido por N equagdes diferen-
ciais ordindrias de 12 ordem acopladas. Tais sistemas sdo denominados fluzos:

d;—tlz 1((1)1,...,(171\[)
: (2.13)
d—Zél = fN(£E1,...,(L'N),

onde fi,...,fn sdo funcoes das varidveis z,,...,z 5 € cuja solugdo, dada uma condicao
inicial, é representada por uma trajetéria no espago de fase N-dimensional. No espaco
de fase cada coordenada estd associada a uma varidvel dindmica (Ditto, Pecora,
1993).
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Em tais casos, sistemas com tempo discreto sao ainda de interesse
e o sistema (2.13) pode ser reduzido a um mapa N-1 dimensional pela técnica da
superficie de sec¢ao de Poincaré. Esta técnica consiste em se registrar as intersecoes
de uma dada trajetdéria com uma certa superficie ¥, em um determinado sentido
pré-estabelecido (fig. 2.3) (Hénon, 1982) .

Figura 2.3: Mapa de Poincaré para um espaco de fase 3-dimensional.
Associamos a trajetéria de tempo continuo com uma trajetéria de
tempo discreto, Z;, Zs,.... Dado um Z,, podemos integrar as equagoes do sistema

do ponto até a préxima intersecdo Z,,;. Assim Z,,; é unicamente determinado por
Z,, e deve existir um mapa

Zny1 = f(Zy), (2.14)

de um ponto da trajetéria sobre a superficie de se¢do até o préximo (Shinbrot, et
al., 1993). No entanto, nem sempre é possivel conhecer a forma analitica da funcdo
f(Z), embora, possamos fazé-lo em nosso caso.

Uma 6rbita periédica do sistema de tempo continuo que resulta numa

orbita de periodo 1 fornece o seguinte mapa (fig. 2.4) :

Z* = f(2Z*). (2.15)
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Figura 2.4: Mapa de Poincaré para uma 6rbita de periodo 1.

J4 uma drbita de periodo 2 (fig. 2.5) é dada por:

Z; = 1(22),
Z = 1(23) (2.16)

No caso de sistemas nao-autonémos, (i.e., explicitamente dependente
do tempo t),

2 = f(Z,9),
9= 9(t,T), (217)

onde Z = (z1,Z2, ..., Zn) € g(t) pode ser uma funcdo periédica com periodo 7" ou uma
func¢do delta de Dirac T-periédica, é conveniente usar o mapeamento estroboscépico
(fig. 2.6), j4 que o tempo é uma varidvel estritamente crescente. Para fazermos
este mapeamento acrescentamos o tempo como uma varidvel no espaco de fase e
construimos seqiiéncias periddicas de secgoes de Poincaré no eixo de t, sendo o obje-
tivo final o de projetar todos os pontos de intersecao entre a trajetdria e as secgoes
de Poincaré, em um dado plano. Vamos empregar implicitamente esta técnica na
obtencao do mapeamento que sera estudado neste trabalho.
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Figura 2.5: Mapa de Poincaré para uma 6rbita de periodo 2.
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2.3 Diagramas de Bifurcacgoes

O diagrama de bifurcagbes mostra como os pontos fixos estaveis de um sistema
dindmico mudam com as variagées de um ou mais pardmetros do sistema (Romeiras,
et al., 1992). O termo bifurcagdo é extremamente genérico, sendo que podemos
considerar que uma bifurcacdo ocorre quando o ponto fixo altera sua estabilidade ou
instabilidade devido & variagdo de um parametro do sistema (Wiggins, 1990).

Usando o mapa logistico (2.4) como exemplo, construimos o diagrama
de bifurcagoes que é dado pela figura (2.7). Para construcdo do diagrama considera-
mos, a cada variacdo de 7, uma condig3o inicial z, igual a 0,5 e iniciamos as iteragoes,
sendo que marcamos no grafico apenas as 32 ultimas iteracoes e desprezamos 700
iteracoes ditas transientes.

Distinguimos, no diagrama de bifurcagdes do mapa logistico (fig. 2.7),
um regime de bifurcacoes para 2,9 < r < ro € uma regiao predominantemente
cadtica para 7o < 7 < 4, onde 7o, = 3,57 denota o ponto de acumulacao da cascata
de bifurcagbes. Para r > 4 temos que £ — oo, e ndo ha atrator limitado para o
sistema. Para r > 74, no regime caético, onde a trajetéria depende sensivelmente
das condigbes iniciais, vemos também janelas correspondendo a sub-regioes onde o
comportamento é peridédico. Estas janelas sdo caracterizadas por 6rbitas de periodo
impar e podem também sofrer bifurcacgoes.
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Figura 2.6: Mapa estroboscépico para um sistema bidimensional nao-auténomo onde
T = constante.
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Figura 2.7: Diagrama de bifurcagdes para o mapa logistico

Na regido de bifurcagdes ou periédica as bifurcagées estdo associadas a
um tipo de rota para o caos conhecida como rota de Feigenbaum, ou de duplicacao de
periodo. Nesta forma de bifurcacdo o ponto fixo que era estavel antes da bifurcacao
torna-se instdvel e surgem dois pontos fixos estdveis. Neste regime peridédico, ao
chamarmos de r, os valores do pardmetro do sistema para os quais o nimero de
pontos fixos muda de 2"~! para 2", podemos inferir a seguinte lei de escala:

Tn = Teo — cOnst.0~ ", (2.18)

para n > 1 e onde 0 é chamada primeira constante de Feigenbaum, que vale

6 = 4,6692016091 ... (2.19)

Outra lei de escala importante envolve as chamadas érbitas periédicas
ou ciclos superestaveis, sendo que os ciclos superestdveis para o mapa logistico contém
o ponto z* = 1/2. Vamos considerar como R, os valores do pardmetro de controle
para os quais um n-ciclo é superestével, isto é, contém o ponto z* = 1/2. Entao eles
satisfazem a relacao
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R, = Ry — const 67", (2.20)

para (n > 1) e onde Ry, = 7o = 3,5699456. .. é um ponto de acumulacio comum
a ambos os pontos. Ocorre que as distiancias d, de um ponto fixo estdvel em um
2"-ciclo superestdvel que estd mais préximo de z = 1/2 (fig. 2.8) tém uma razdo
constante

dn
dn+ 1

= —g, (2.21)

onde o é a segunda constante de Feigenbaum, dada por (Schuster, 1984)

o =2,5029078750... (2.22)

x A

172

Figura 2.8: Disténcias d, para os pontos fixos préximos de z = 1/2 para érbitas
superestaveis.
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2.4 Expoente de Lyapunov

No regime cadtico o sistema apresenta sensibilidade as condigoes iniciais, portanto
duas condigdes iniciais originalmente préximas divergem exponencialmente com o
tempo. O expoente de Lyapunov mede esta separacao exponencial (fig. 2.9).

€ N ge Mo

| | > |
Xo Xg+E€ f

N
Xg) f (x4t £)

Figura 2.9: Separacio exponencial de duas condigbes iniciais préximas, onde N é o
numero de iteragoes.

Da figura (2.9) obtemos:

2™ = | V(2o + ) — ¥ (a0)], (2.23)

que, no limite e — 0 e N — 0o, guia-nos para a expressio de A(z) :

N _ ¢N
M@o) = lim 15%i1n ! (“’°+‘2 RGO (2.24)
—00 €
1 dfY(xo)

Isto significa que e*(#0) ¢ o fator médio pelo qual a distancia entre os
pontos adjacentes préximos varia ap6s um nimero grande de iteragoes.

O expoente de Lyapunov também mede a média das informacoes
perdidas apds uma iteragdo. Para vermos isto, usamos em (2.25) a regra da cadeia

df*(z)
dz

dff (z)]

dz

= f'[f(@0)]f (z0) = £ (21)f (20), (2.26)

o

Zo
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onde z; = f(xp), logo o expoente de Lyapunov toma a seguinte forma

_ i L |4 (20)
AMzo) = I\;l_r’xgoﬁln’ - (2.27)
N-1
A@o) = lim —In LIO f (=) (2.28)
1 N-1 ,
Almo) = Jlim ¥ fV:: In|f (z;)|- (2.29)

Se A(zy) > 0 o sistema apresenta um regime cadtico, e para A(zy) < 0 o regime é
regular (fig. 2.10). Para a figura (2.10), construida para o mapa logistico, verificamos
que no regime de bifurcagdes para 1 < 7 < T (T é 0 ponto de acumulagio), o
expoente de Lyapunov é sempre negativo, com excegdes dos pontos de bifurcagoes
onde o expoente de Lyapunov é nulo. No intervalo r,, < r < 4 o expoente de
Lyapunov é predominantemente positivo, sendo interrompido por janelas com A < 0
onde temos regimes periédicos.

O expoente de Lyapunov pode ser generalizado para mapas em D
dimensoes, onde temos D expoentes para diferentes diregoes espaciais,

N-1
(eM,e*,...,e'P) = A}I_I’n (magnitude dos autovalores de [] J(Z.))"/Y  (2.30)
*° n=0

J(@) = (2;:) (2.31)

é a matriz Jacobiana do mapa D-dimensional Z,4; = f(Z,) (Schuster, 1984).
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Figura 2.10: Expoente de Lyapunov para o mapa logistico.
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Capitulo 3

Mapas Acoplados na Rede

3.1 Sistemas Dinamicos Espaco-Temporais

A caracterizacdo de sistemas dindmicos complexos é muito estudada em dinidmica
ndo-linear, sendo o caos em sistemas com poucos graus de liberdade o que guiou os
estudos nesta direcdo. Mas, a maioria dos sistemas dindmicos é governada por um
grande nimero de graus de liberdade, como é visto em fenémenos de turbuléncia,
observados em fluidos, 6tica, fisica do estado sélido, quimica, sistemas dindmicos
acoplados, etc. Para o estudo desses sistemas deve-se usar um modelo com tempo e
espaco (Kaneko, 1989).

Os sistemas dindmicos espago-temporais sdo classificados levando-se
em conta a discretizagdo do espago, tempo e/ou das varidveis locais de estado. Os
principais tipos sao:

a) Equacoes diferenciais parciais: apresentam continuidade no espaco,
no tempo e na variavel local de estado. No contexto de problemas fisicos onde nao
ocorrem discretizagdo, é normal o uso de equagoes diferenciais parciais. Surgiram
muitos trabalhos numéricos sobre o comportamento de caos espago-temporal em
equagoes diferenciais parciais ndo lineares (Gang e Kaifen, 1993).

b) Cadeias de osciladores acoplados na rede: sdo caracterizados pelo
espaco discreto, enquanto o tempo e a varidvel de estado local sdo continuos. Muitos
osciladores nao-lineares apresentam uma cascata de duplicagao de periodo. Uma
cadeia de osciladores fracamente acoplados exibe as caracteristicas universais encon-
tradas em redes nas quais ocorrem duplicagcbes de periodo. Neste caso, as redes
podem ser consideradas como uma se¢ido de Poincaré de cadeias de osciladores com
tempo continuo. Isto ja foi verificado numericamente para uma cadeia de osciladores
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de Réssler. O sistema de Rossler é dado pelas seguintes equagoes diferenciais

T=-y—z,
y =1z +ay, (3.1)
z=b+zz+cz,

onde a, b e c sdo os pardmetros do sistema. Considerando a = 0,2, b = 0,2 e
¢ = 5,7 o sistema de Rossler exibe comportamento cadtico (Froehling, et al, 1980)
(Umberger, et al, 1989).

¢) Autémato celular: é um sistema no qual o tempo, o espago e a
variavel local de estado sao discretos. Este sistema foi introduzido por von Neumann
e tem recebido bastante atengdo (Kaneko, 1986). Um dos mais famosos autématos
celulares bidimensionais é o inventado por J. H. Conway, que foi chamado Vida, onde
os estados possiveis s3o 0 ou 1 e as interagdes ocorrem entre a célula central e as oito
células vizinhas (Jackson, 1990).

d) Mapas acoplados na rede: apresentam discretizacdo no espago e
no tempo, enquanto a varidvel local de estado é continua. S3o mais complexas
em estrutura do que os automatos celulares, devido & capacidade de producdo de
informacao local. A existéncia de um espaco e tempo discreto, faz com que as redes
de sistemas dindmicos sejam mais simples do que as equagoes diferenciais parciais
que requerem uma quantidade muito grande de informagdes (uma funcdo continua)
para especificar o estado, e exige grandes recursos computacionais para simulacao
(Crutchfield e Kaneko, 1987). O nosso trabalho serd baseado em mapas acoplados
na rede.

3.2 Tipos de Acoplamentos

Seja uma rede unidimensional com N sitios rotulados pelo indice z, com: = 1,2,..., N.
Em cada sitio a varidvel de estado é escrita z¢, onde n denota o tempo discreto. Na
auséncia de acoplamento a evolugao temporal da variavel de estado para cada sitio
¢ dada pelo mapa

$i5+1 = f(z}), (32)
onde f(z) é uma func¢do ndo-linear.
H4 vérias formas de acoplamentos que podem ser escolhidas. O
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acoplamento pode ser local, no qual a dinimica de um sitio é determinada pelas
varidveis de estado dos sitios vizinhos, ou global, em que a dinidmica de um sitio é
determinada por todos os sitios. Inicialmente utilizaremos o acoplamento local, onde
a dindmica do sitio 7 é afetada pelos sitios vizinhos mais préximos : —1 e ¢+ 1 e por
ele mesmo.

Das diferentes maneiras que podemos realizar o acoplamento local,
mencionaremos alguns que podem ser obtidos através da relagao geral:

gh 1 = f(zh) + eog(zh) + erg(at') + erg(zi ) (3.3)

onde 7 denota a posi¢do na rede, n o tempo e f(z) é a fungdo ndo-linear que ca-
racteriza os mapas desacoplados. O acoplamento é controlado pelos parametros &,
ER € €1, € a dindmica do acoplamento é fornecida pela fun¢io g(z). Para o caso de
g(z) = z temos o chamado acoplamento linear e se g(z) = f(z), onde f(z) é uma
funcdo suave, o acoplamento é denominado de acoplamento futuro. No acoplamento
futuro os valores para cada sitio ndo se afastam muito de seus valores quando os
mapas estdo isolados (ndo-acoplados).

A simetria do acoplamento é determinada pelos valores €y, €g € €y,
os quais podem fornecer os sequintes casos:

a) Acoplamento aditivo: €y, eg = £p;

b) Acoplamento laplaciano: —&¢/2 = eg = €y;

c) Acoplamento total: g = —2/3, egp =1, = 1/3,;

d) Acoplamento unidirecional: —eq = €1, g = 0.

Os trés primeiros casos sao modelos para um sistema com difusdo
simétrica, enquanto que o ultimo corresponde ao acoplamento assimétrico, o qual

pode ser encontrado em modelos de fluxos abertos (open flow lattices) (Crutchfield
e Kaneko, 1987).

No acoplamento global a dindmica do sitio ¢ é determinada por todos
os sitios da rede. De acordo com a maneira com que os sitios da rede influenciam
o sitio ¢ temos algumas formas de acoplamento global. Das formas possiveis de
acoplamento global podemos citar:

a) Acoplamento global linear
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. . £ .
T = F@) + =7 2 o (3.4)
J=Lj#i

b) Acoplamento global futuro

N
i i € j

=1
c¢) Acoplamento global do tipo exponencial

gho=0-e)f(zl)+e > exp(—cli—j|)f(zl); (3.6)

J=Lig#i

d) Acoplamento global do tipo gaussiano

N
Tnp = (L= e)f(a) +e Y exp[-(i—j)*/Alf()); (3.7)

=l

onde ¢ é uma constante que controla o decaimento da exponencial e A é a largura
da gaussiana. Para o acoplamento global linear e o futuro ocorre que a dindmica
do sitio ¢ é determinada pelo campo médio de todos os sitios da rede. Ja para os
acoplamentos do tipo exponencial e gaussiano, os quais sdo propostos neste trabalho,
o valor da intensidade do acoplamento ¢ cai de uma forma exponencial e gaussiana,
respectivamente, quando nos afastamos do sitio 7. No caso do acoplamento global
linear e futuro, pelo contrario, todos os sitios contribuem da mesma forma, nao
importando sua posicao relativa na rede.

Devido as fronteiras da rede, no acoplamento local, utilizam-se con-
di¢oes de contorno, que podem ser: fixas, periddicas, etc. Como o mapa tem a
necessidade de um valor inicial para que os préximos valores sejam obtidos por
iteragbes, também uma rede de mapas acoplados necessita de valores iniciais, os
quais podem ser: funcdes periddicas, fungoes aleatérias, gaussianas, constantes, etc.
Neste trabalho empregamos um perfil senoidal de condig6es iniciais na forma geral:

zh = (i), (38)



onde ¢ é uma funcdo periddica.

3.3 Anadlise de Mapas Logisticos Acoplados em
Rede

Nesta seccao faremos uma anélise qualitativa da dindmica de mapas logisticos acopla-
dos em rede, para ilustrar as principais caracteristicas desta classe de sistemas
dindmicos espago-temporais.

Quando realizamos o acoplamento local de mapas é possivel verificar,
a cada iteracdo, que existem conjuntos de sitios, denominados de dominios, nos
quais os sitios que pertencem a um determinado conjunto estdo correlacionados es-
pacialmente. Os dominios sdo separados entre si por kinks e antikinks e podem ser
visualizados através dos graficos sitio versus varidvel de estado.

Os préximos diagramas serdo baseados no acoplamento do mapa
logistico (2.4). Para isto utilizaremos o acoplamento laplaciano futuro:

€

(£ + £ (39)

Thy = (L —&)f(zh) +

onde f(z) = rz(1 — z). As fronteiras da rede z! e ="V serdo consideradas fixas, e
adotaremos como condicédo inicial uma onda senoidal, onde NV é o tamanho da rede.

Para um acoplamento de intensidade € = 0,2 e um parametro de
controle 7 = 3,5, sendo realizadas 1032 iteragoes com 1000 iteracoes desprezadas,
podemos notar pela figura (3.1) a configuracdo dos dominios e dos kinks, com uma
condigdo inicial de z} = 0,5 + 0,4sen(27iN~!). Se alterarmos o valor da condigio
inicial para ) = 0,25 + 0, 2sen(27wiN~!); ocorrem alteracdes nos dominios (fig. 3.2).
Essas alteragOes indicam que o tamanho e a distribui¢do dos dominios dependem da
condicao inicial.

Podem ocorrer alteragoes na periodicidade dos sitios, caso haja mo-
dificagGes no tamanho da rede. Verificamos este fato adotando que as condigoes de
contorno ¢ = 1 e ¢ = N sejam fixadas no valor z* =1 — 71, que é o ponto fixo de
periodo 1 do mapa desacoplado, bem como, € = 0,2, r = 3,57 e a condigdo inicial
sendo z§ = z* + 0, 1sen(niN~1). Na figura (3.3), com o tamanho da rede N igual
a b, aparecem sitios com periodicidade 4. Caso aumentemos o tamanho da rede
para 9 surgem sitios com periodicidade 8 (fig. 3.4). O aumento do tamanho da rede
nao afeta somente a periodicidade dos sitios, mas também acarreta alteracoes na

31



oo I A )
LOC oY

Figura 3.1: 4 x z!, para uma condicdo inicial de z}, = 0,5 + 0,4sen(27iN"!). A
figura corresponde ao overlap de 32 iteracoes, a partir de 1000 iteragoes transientes
desprezadas.

1.0 ™

> 0.6 H .
.| 0CC 00000000,
°2 5 26 52 78 Toa 130

Figura 3.2: ¢ X z, para uma condi¢do inicial de = = 0,25 + 0, 2sen(2wiN"1).
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configuracdo dos dominios.

1.0 r , :
0.8 §

< 0.6 F .
04 | .
0.2 : . .

Figura 3.3: Sitio versus amplitude para uma rede com 5 mapas acoplados com
e=0,2.

Usando um acoplamento € = 0,2, N = 128, condicdo inicial =}, =
0,5 + 0, 4sen(27iN~1) e, principalmente, variando o pardmetro de controle 7, ocorre
uma diminui¢do na distdncia entre os kinks quando aumentamos a nao linearidade
do sistema. Nas figuras (3.5) e (3.6) vemos esta diminuicdo quando variamos o
parametro de ndo linearidade de 3,5 para 3,57, respectivamente. Estes valores de r
correspondem, no mapa desacoplado, ao regime de bifurcagdes préximo ao ponto de
acumulacdo, a partir do qual inicia-se o regime cadtico.

Quando aumentamos o valor do pardmetro de controle até um deter-
minado valor acima deste ponto de acumulagio r., para o mapa isolado, hd uma
transicdo para o regime caético em parte dos sitios da rede. No inicio do regime
cadtico a existéncia dos dominios é preservada, podendo existir alguns dominios que
apresentam regimes periédicos (fig. 3.7), e no decorrer do aumento da néo linearidade
a estrutura colapsa pela fusao dos dominios (fig. 3.8).

Além de outros fatores ja mencionados, a configuragdo dos dominios
depende do acoplamento. Esta dependéncia é mostrada através das figuras (3.9)
e (3.10), nas quais consideramos 7 = 3,57 e variamos o acoplamento. Ocorre a
diminui¢do do nimero de pontos fixos estdveis com o aumento do acoplamento e
alteracoes morfoldgicas nos dominios.
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Figura 3.4: Gréfico para uma rede com 9 mapas acoplados.

os [ A 2ol
LOC oo

Figura 3.5: Sitio versus amplitude para um parametro de controle igual a 3,5.
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Figura 3.6: Parametro de controle igual a 3,57.
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Figura 3.7: Acoplamento com um parametro de controle igual a 3,65.
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Figura 3.8: Acoplamento com um parametro de controle igual a 3,9.
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Figura 3.9: Sitio versus amplitude com € = 0, 1.
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Figura 3.10: Rede de mapas com um acoplamento igual a 0,25.

Assim como é possivel analisarmos a variagao dos pontos fixos com o
parametro do sistema pelo diagrama de bifurcagdes para um sistema isolado, também
é possivel fazermos esta mesma andlise através do chamado histograma de bifurcacoes
para os mapas acoplados na rede. Para construirmos este diagrama (fig. 3.11)
consideramos € = 0,2, N = 128 e a condicdo inicial j4 mencionada z§ = 0,5 +
0,4sen(2wiN~1). A freqiiéncia com que os valores possiveis de z¥, sdo visitados pela
6rbita de todos os sitios é indicada pela cor do pizel no histograma de bifurcacdes. A
alta probabilidade, em pizel preto, surge devido aos dominios, enquanto que a baixa
probabilidade, em pizel cinza, aparece em razao dos sitios localizados nas fronteiras
dos dominios. Vemos que, no regime periédico, para o mapa isolado, também o
histograma de bifurcagoes registra este comportamento para os valores mais visitados
pelos z,, nos diversos sitios. No regime caético hd porém uma uniformizagao nesta
distribuicdo, caracterizando a auséncia de periodicidade também no caso de mapas
acoplados.

Outra maneira para descrevermos as bifurcagoes é através de um dia-
grama sitio versus parametro de controle, sendo que este diagrama é construido em
um tempo fixo, logo ap6és um determinado nimero de iteragoes. Construimos o
diagrama (fig. 3.12) apés 100 iteracdes transientes, ou seja, exatamente na 1012
iteracao. Em escala de tons cinzentos encontram-se os valores das amplitudes que
estdo compreendidos no intervalo que vai de 0,0 a 1,0, sendo que a escala comeca
do piuzel preto para o menor valor da amplitude e segue para o pizel branco para o
maior valor da amplitude. Este diagrama indica a correlagao espacial da dindmica
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apresentada pelos dominios, no caso periédicos, e a falta desta correlagdo espacial
no caso caético. Observamos que a transigio entre estes regimes é suave, devido ao
acoplamento entre os sitios, que mistura o comportamento individual com o de seus
vizinhos. A falta de correlagdo espacial pode indicar um tipo de caos espago-temporal
observado na rede.

< 0.56 R , TRt

Figura 3.11: Histograma de bifurcagoes para o mapa logistico acoplado, onde € = 0, 2,
N =128 ez = 0,5+ 0,4sen(27iN—1).

3.4 Propagacao de Kinks e Antikinks

Para caracterizarmos a propagacao de kinks e antikinks surge a necessidade de poder-
mos defini-los de maneira mais precisa e para isto consideraremos algumas solugoes
particulares da chamada equagdo seno-Gordon (Bishop, 1990)

02 0?
—a?f - 6_tf = seng, (3.10)

onde ¢ é uma funcio de z e t.

Nés admitiremos como solugdo de (3.10)
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Figura 3.12: Sitio versus parametro de controle para € = 0,2 e com 100 iteracoes
transientes desprezadas.

¢ = 4tan" [ X (z)T(t)], (3.11)

sendo que a diferenciacao fornece

09 4 '
o = TE (XTI (312)

8¢ _ 4TX"  8(TX)’XT
0r2 1+ (XT)?2 [L+(XT)22’

(3.13)

onde X' = dX/dz. Obtemos uma equacio similar para 8%¢/8t2. Prosseguindo,
temos para £ = XT

sen[4 tan~'(¢)] = 2sen[2 tan" (¢)] cos[2 tan™" (£)] (3.14)
iy (60— €%) |
sen[4 tan™'(§)] = 4_(1—_|_§T)2' (3.15)
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Substituindo esta relagio em (3.10), e multiplicando por 1/4[1 + (XT)??, (3.10)
torna-se

TX'[1+(XT)] - 2(TX )XT -T"'X[1+ (XT)?| +2(T' X)?XT = XT[1 — (XT)?.

(3.16)

A solugao é da forma
(X')? =pX*+mX?+q, (3.17)
(T')? = —¢T* + (m — 1)T* - p, (3.18)

onde p, m e ¢ sao constantes.

Para o caso de p = ¢ = 0 as equagdes (3.17) e (3.18) tornam-se para

X' =+m'2X, (3.19)

T = +(m - 1)/2T. (3.20)

Se nés considerarmos ¢® = 1 — m™!, entdo

tan (—) = ei(z—“)(l—cz)“l/z, (3.21)

onde ¢ pode ser positivo ou negativo. Como uma funcio de ¢ = (z—ct)(1—c?)"/2, a
solugdo tan(¢/4) = et é chamada soliton (S), e é também chamada kink. A solugio
tan(¢/4) = e~ é chamada anti-soliton (A) ou antikink. Assim as possiveis solugdes
estdo ilustradas na figura (3.13).

Quando as fronteiras x = +o0o0 nido sdo zero, nés temos os solitons

topoldgicos. Por outro lado, alguns solitons tal que ¢ — 0 quando z — =00 sdo
solitons nao-topolégicos (Jackson, 1990).
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S A

Figura 3.13: £ x ¢ onde S corresponde ao kink e A ao antikink.

A dinamica de kinks e antikinks, que no nosso caso além de repre-
sentarem as paredes dos dominios sdo solitons topoldgicos, pode ser observada através
de diagramas sitio versus tempo em mapas acoplados na rede. Neste diagrama re-
presentamos a amplitude em tons cinzentos no intervalo que vai de 0,45 a 0,95, os
quais sao marcados a cada 128 passos no tempo. O acoplamento foi estabelecido em
0,1, comegando as iteragdes com uma onda senoidal para condicao inicial.

Na figura (3.14) as iteragdes indicam a propagacgdo de varios kinks e
antikinks, que com o decorrer do tempo aniquilam-se, resultando em poucos kinks.
Desta forma, cessa a propagacao desses kinks a partir de um determinado tempo e
o sistema atinge o estado estaciondrio. J4 na figura (3.15) os kinks ndo se aniquilam
e o sistema nao atinge o estado estaciondrio, pelo menos para o intervalo de tempo
que foi analisado.
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4032

Figura 3.14: Sitio versus tempo para o caso onde o sistema atinge o estado esta-
ciondrio para um parimetro de controle igual a 3,91.
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130

Figura 3.15: Propagacao de kinks para r = 3, 895.
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Capitulo 4

Oscilador Prototipico de Ding

4.1 Osciladores Pulsados

Osciladores nao-lineares forcados constituem um rico laboratério tedrico para estudos
de comportamentos periddicos e cadticos, sendo bastante estudados nos tltimos anos.
Sua importancia se d4 pelo fato de poderem ser utilizados como modelos em diversas
areas cientificas, tais como: eletronica, neurofisiologia, etc (Kapitaniak, 1991).

A forga externa pode ser considerada periddica, harménica ou im-
pulsiva. Quando a forca é harmoénica, as equacgoes diferenciais que descrevem o sis-
tema frequentemente tornam-se complexas demais para permitir solugoes analiticas,
fazendo com que sé seja possivel a sua andlise através de simulagdes numeéricas.
Ja para uma forga externa impulsiva, podemos efetuar investigagGes analiticas e
numéricas. Isto se deve ao fato de podermos considerar os pulsos aplicados no sis-
tema como fungoes delta de Dirac, observando que para usarmos esta aproximagcao,
o tempo de duracao do pulso deva ser muito curto em comparagdo com o periodo de
oscilagdo do sistema.

Osciladores nao-lineares apresentando efeitos de dissipacdo apresen-
tam, no espacgo de fase, atratores conhecidos como ciclos limites, que se constituem
basicamente em curvas fechadas, para as quais as trajetérias do sistema sio atraidas
ou repelidas, quando o intervalo de tempo é suficientemente grande. Nestes casos o
ciclo limite é dito estdvel ou instdvel, respectivamente (Hagedorn, 1984).

Em particular, se o oscilador apresenta um ciclo limite estavel quando
ndo estd sujeito a uma forga externa, ocorre que para uma forca de fraca intensi-
dade o ciclo limite domina, surgindo comportamentos quase-periédicos e periédicos,
nao apresentando caos. Aumentando o valor da amplitude da forga externa, o os-
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cilador passa através de uma regido de transicdo comecando a exibir comportamentos
cadticos. Para uma forca de intensidade muito alta, o sistema é dominado por esta
forca, provocando o desaparecimento do regime caético (Ding, 1987).

A dinamica de um oscilador ndo-linear forcado pode ser reduzido a um
mapa através de um mapeamento estroboscépico. Para um sistema cuja forga externa
seja um pulso, o mapeamento pode ser feito de forma analitica, o que mostraremos
na proxima sec¢do. Mencionaremos como exemplo o problema de um rotor rigido
amortecido e periodicamente pulsado no sentido do movimento. O rotor consiste
numa particula de massa m fixa a uma haste leve que é presa na outra extremidade,
sendo que é exercida sobre este corpo uma forca tangencial ao seu movimento. Entao,
a sua equacao de movimento é dada pela seguinte relagio:

5+ Tp = Kf(g) 3 8(t—nT) (4.1)

n=0

onde n ¢é inteiro, I' é a constante de amortecimento, T é o periodo entre dois pul-
sos, K é a intensidade do pulso e o0 momento de inércia é normalizado a unidade.
Substituindo z = ¢, y = ¢, z = t, temos o seguinte sistema de equagoes diferenciais

T=y (4.2)
j = —Ty + Kf(z) i 5(z — nT) (4.3)
i=1 (4.4)

que podem ser reduzidos ao mapa, a partir do método a ser descrito na préxima
seccao:

1—eTT
Tn+1 = T+~ [y + K f(2n)] (4.5)

Yn+1 = e_FT[yn + Kf(xn)] (4'6)

Considerando f(z,) = (r—1)z, —rz2, bem como aplicando os limites
' 5 0o e K = oo, tal que I'/K = 1, podemos obter o mapa logistico (2.4) através
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da relacdo (4.5) (Schuster, 1984).

4.2 Determinacao Analitica de Mapeamentos Es-
troboscopicos

Realizaremos a determinagdo analitica de mapeamentos estroboscépicos utilizando
o seguinte sistema (Caldas e Tasso, 1989):

% = M[Y]Y + ) cnd(t — mT)N[Y]Y, (4.7)

onde Y = (y;,y2) € M, N sdo matrizes quadradas 2 x 2. Considerando M[Y] =
M;i(y1,92), N[Y] = N;;(y1,y2) e =0 para y, (i.e., perturbagdo apenas ao longo da
direcdo y1), a equacdo (4.7) torna-se

Y1 = My (y1, y2)yr + Mia(y1, ¥2)¥2 + D em[ N1 (Y1, ¥2)y1 + Niz (1, ¥2)y2]6(t — mT),
" (4.8)

Yo = Moi(y1, Y2)y1 + Moo (Y1, Y2) Yo (4.9)

Analisando a figura (4.1) percebemos que podemos definir algumas
varidveis discretas (o procedimento é equivalente & técnica do mapeamento estro-
boscépico analisado na secgdo 2.2):

(Y1,2)n = 11—13 Y12(t =nT +¢), (4.10)
(Y1241 = limyi ot = (n +1)T + €], (4.11)
(y12)r = lg% Y12t = (n+1)T — €. (4.12)

Primeiramente integraremos a equagdo (4.8) no intervalo nT + ¢ <
t < (n+1)T — ¢, sendo que neste intervalo ¢,, = 0.
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Yon+1 T T
Y e ®
N R : ;
€ | € €
(n-1)T nT (n+1)T
Figura 4.1: Varidveis discretizadas.
(n+1)T-¢ ( (n+1)T-¢
/ N gt = / (My1y: + Mioyo)dt
nT+e dt nT+e
(n+1)T—¢
nl(n+1)t—el —y(nT +¢€) = /T+ (Myys + Migya)dt.

Aplicando o limite € — 0,temos

. _ ‘ (n+1)T—e
limy[(n + 1T ~ ] — lim g (nT +¢) = lim / o (M + M)

que com a utilizacdo das varidveis discretizadas ja definidas, toma a forma

. . (n+1)T ¢
(Yo = (y1)n + ll_{% /nT_*_e (My1y1 + Migy2)dt.

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

De maneira andloga, ja que c,, é nulo, podemos integrar a equagao

(4.9) obtendo
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. (n+1)T—e
(y;)n = (y2)n + hm/ (M21y1 —+ Mzgyz)dt. (417)
€20 JnT+e

Agora, considerando o salto da solucdo devido a func¢do delta, inte-
graremos a equacao (4.8) no intervalo (n+1)T —e < ¢t < (n+1)T +¢. Neste intervalo
ocorre que ¢, nao ¢ nulo.

Assim, temos

(n+1)T+e ( (n+1)T+e
‘/( ﬂdt = ‘/( M11y1 -+ Mlgyz)dt —+

n+1)T—e dt n+1)T—¢

(n+1)T+e
/( +1)T- > cm(Nuyi + Niaya)d(t — mT)dt  (4.18)

(n+1)T+e

wln+ DT +el —wln+ DT —el = [ (Muy: + Muga)ds +

(n+1)T+e
/ (Nuys + Nigya) 3 cm(t — mT)dt.  (4.19)
(n+1)T—¢ m

Utilizando a continuidade do integrando M;,y; + M2y, e definindo
Ay =Muly(t=(n+1)T -¢),y(t = (n+1)T — )yt = (n + 1)T —

e) + Mig[y:(t = (n + )T =€), 32(t = (n+ DT - &)]ua(t = (n+ )T —¢), (4.20)

temos

(n+1)T+e
yl[(n+1)T+e]-—yl[(n—i-l)T—e]=A1/ dt +
(n+1)T—¢
(n+1)T+e
/( wops (Nuws + Niat) Y- cn(t = mT)d (4.21)

nln+1)T+e]—yi[(n+1)T —e] =2eA; +

(n+1)T+e
/ (Nu1yr + Niaye) Z cm6(t — mT)dt (4.22)
(n+1)T—e¢ m
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Tomando o limite e — 0

(n+1)T+e

(¥1)n+1 = (¥1)n + lim T e (Nuy1 + Nigye) %: cmd(t — mT)dt. (4.23)

Na tltima equacao caimos numa integral que tem a forma

I= / " A ()6t 1), (4.24)

que com a aplicagdo do limite € — 0 apresenta a seguinte solucao

e—0 €

tim 7 =lim [ dtf()5(t —7) = f(r). (4.25)

O problema, surge quando ndo conhecemos a fungio f(7) e temos que
usar um aproximante. Nao entraremos em detalhes a respeito dos aproximantes
porque neste trabalho caimos no caso em que f(t) = 1, o que acarreta em f(7) =1
(Viana, 1991).

4.3 Mapa Prototipico de Ding

Agora vamos aplicar o0 método do mapeamento estroboscépico ao protétipo de um
oscilador nao-linear bidimensional, que apresenta um ciclo limite estdvel quando nao
estd sujeito a uma forga externa. Este protétipo, o qual foi proposto por Ding, é
descrito pelo sistema de equagées diferenciais em coordenadas polares

F = sr(l—r?), (4.26)

6=1, (4.27)

onde s é o coeficiente de amortecimento. O ciclo limite é um circulo de raio 7 = 1.
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Aplicando uma forga externa periédica na direcao do eixo z fazemos
com que o sistema seja representado pelas equagoes

& =sz(l—2°—y?) —y+2a)_ §(t— 2rnp), (4.28)

)=z + sy(l — z° — y?), (4.29)

onde B > 0, z = rcosf e y = rsenf. Sendo que s é o parametro de dissipagao e
os parametros « e 3 correspondem a amplitude da forga externa e a sua freqiiéncia,
respectivamente.

Para realizarmos o mapeamento temos que definir algumas varidveis
discretizadas (fig. 4.2):

Ty, = ll_r’r(l)x(%rnﬂ +e), (4.30)
Tnt1 = lim z[2r(n+ 1) + €], (4.31)
z, = lim z2m(n + 1)8 — €] (4.32)

De modo similar podemos obter a discretizacao das varidveis y, r e 6.

De inicio vamos trabalhar no intervalo 27rnf+e < t < 2r(n+1)3—¢,
como estamos utilizando pulso, ocorre que neste intervalo nao temos a atuacao da
forca externa. Logo, integrando (4.26):

2m(n+1)B—¢ dr 2w (n+1)B—¢
/ _ar / sdt (4.33)
2rnf+e 7’(1 - 7'2) 2mnf+e
r2 27 (n+1)B—¢
In = 4msf — 4se. (4.34)
1-r2|,
Tnf+e

Substituindo os limites e aplicando o limite € — 0 podemos usar as
variaveis discretizadas, resultando
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Figura 4.2: Varidveis discretizadas.

SRR

(ra)* (A —ra) _ _am (4.36)
r% —ra(ry)? ’

onde v = sf3, portanto

r
= = . 4.37
S A O e 4

Ainda considerando o mesmo intervalo integramos a equagdo (4.27)

2w (n+1)B—¢ 2n(n+1)f—¢
/ df = dt, (4.38)
2rnB+¢ 2rnfB+e

que apds a aplicacdo do limite € — 0, e com a utilizagido das varidveis discretizadas
obtemos

0% =6, + 2. (4.39)
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O préximo passo é o de considerarmos o intervalo t; = 27(n+1)8—¢ <
t < te = 2m(n +1)B + €, sendo que para este caso devemos levar em conta o pulso.
Assim, integraremos a equagdo (4.28)

——dt / [sz(1 — 2* — y?) —y + 20 Z §(t — 2mnB)]dt (4.40)

t1

lim z{2n(n + 1)8 + €] ~ lim af2m(n + )6 - ] = limfaa(t)(1 - 2*(8) -

t2
v2(t)) — y(t1)]2¢ + lim 2a/ > 6(t —2mnB)dt. (4.41)
t1 o
Através da defini¢cdo das varidveis discretizadas, e como = = 7 cos §, obtemos

Tny1 = T, cOs Oy + 2a. (4.42)

Agora integraremos a equagio (4.29)

ydt / [z + sy(1 — 2® — y?)]dt (4.43)

y2r(n+1)B+e] —y2n(n+1)8 — €] = [z + sy(t1) (1 — 2°(t1) — ¥*(t1))]2e  (4.44)

Yn+1 = Yo (4.45)

Por meio da relagdo y = rsenf a equagao anterior toma a forma

Ynt1 = Tpsenfy. (4.46)

Portanto, encontramos o mapa bidimensional utilizando as equagoes
(4.39), (4.42) e (4.46), sendo que para 7, ; obtemos:
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Tl = Tnt1 + Yot (4.47)

Tny1 = [(2 cos(0, + 278) + 2a)® + (rksen(f, + 27 8))?]z. (4.48)
E para 6,4,
_ Y1
tan 0n+1 = (449)
Tn41

rrsen(6, + 27 03)
r* cos(O, + 2708) + 2o

0,41 = arctan (4.50)

4.4 Analise do Mapa Prototipico de Ding

O mapa bidimensional fornecido pelas relagdes (4.48) e (4.50) tem sua unicidade
garantida pelo fato de que senfy,; e sen(f, + 273) apresentam o mesmo sinal.

Trabalharemos com o caso de rdpida relaxacao, ou seja, quando y —
o0 e o sistema volta para o seu ciclo limite antes da préxima aplicacdo do pulso (fig.
4.3). Neste caso a equagdo (4.37) torna-se

rr =1, (4.51)
o que faz com que tenhamos um mapa unidimensional
sen(6, + 2
fn+1 = arctan (6, + 275) (4.52)

cos(b, + 273) + 20

ao contrario do que tinhamos a principio, que era um mapa bidimensional. O mapa
(4.52) pertence & classe dos mapas do circulo, pois 0,41 = f(6,), com f: S' — S,
onde S! é o circulo de raio unitdrio —m < # < 7. No limite de rdpida relaxagio o
sistema volta para o seu ciclo limite antes da préxima aplicagdo do pulso.
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(rIl, D)

Figura 4.3: Oscilador proposto por Ding no qual é exercido uma forca externa F' na
direcao do eixo z. No limite de rdpida relaxacdo o sistema retorna ao ciclo limite
com 7 = 1 antes da aplicacdo da préxima, forca.

O mapa (4.52) apresenta dois pardmetros de controle, o e [, que
podem admitir os valores « > 0e 0 < 8 < 1. A construgdo do grafico do espago dos
parametros 3 X « (fig. 4.4) mostra uma estrutura complicada, que pode ser dividida
em trés regioes (fig. 4.5):

a) Regido de forca fraca: nesta regido o sistema apresenta regimes
periédicos e quase-periddicos, ndo havendo, portanto, a existéncia de comportamen-
‘tos caéticos. Os regimes quase-periédicos tém a caracteristica de possuirem o nimero
de.rotagdo (winding number ) igual a um nimero irracional, enquanto que para
érbitas periédicas o nimero de rotacao é igual a um nimero racional. Nesta regiao
encontramos as chamadas linguas de Arnold onde o nimero de rotagao é racional,
sendo que entre as linguas o nimero de rotagdo é irracional. O nimero de rotagao
W é definido para mapas do circulo como

= lim —Z‘(()ﬁ1 (4.53)

N—aoo N

O ntmero de rotagdo para as linguas de Arnold também pode ser
escrito como W = p/q (¢ # 0), onde p é a periodicidade e ¢ é o nimero de ciclos. O
gréafico do nimero de rotacao é usualmente chamado de escada do deménio, porque
ele é crescente com o numero infinito de passos, um para cada regime periddico
(Caldas, Baptista, Ullmann, 1995). Na figura (4.6) notamos alguns passos que estdo
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Figura 4.4: Localizagio de algumas 6rbitas periddicas (os nimeros dentro dos circulos
indicam a periodicidade) e regides cadticas para o mapa prototipico de Ding (Ding,

1986).

« regido unimodal

7,

regiao intermediaria

0.5

regido de forga fraca

ﬁ 1

Figura 4.5: As trés regides no espago de parametros (Ding, 1986).
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associados a regimes periédicos, ji no expoente de Lyapunov da figura (4.7) esses
regimes podem ser visualizados através dos vales.

Figura 4.6: Diagrama do nimero de rotagao para o = 0, 45.

b) Regido unimodal: recebe o nome de unimodal porque o mapa apre-
senta somente um valor extremo (fig. 4.8). Os mapas unimodais sdo definidos num
intervalo e tém um mdaximo dentro dele, dentre outras condigbes técnicas. Nesta
regiao, onde a amplitude da forga externa é alta, encontramos seqiiéncias de érbitas
periddicas que ndo dependem das condiges iniciais, e também encontramos regimes
cadticos em determinados locais do espago de pardmetros (Ding, 1987).

Podemos observar algumas 6rbitas periédicas e comportamentos caé-
ticos através dos diagramas de bifurcagbes dados pelas figuras (4.9) e (4.11). Na
figura (4.9) fixamos o pardmetro 3 em 0,65 e consideramos o intervalo 0,5 < a <
0,7, enquanto que na figura (4.11) fixamos o = 0,5 e variamos 8 no intervalo que
val de 0,55 a 0,75. Utilizando os mesmos valores dos parametros destes diagramas
construimos os respectivos graficos do expoente de Lyapunov (fig. 4.10 e fig. 4.12),
permitindo um diagndstico sobre as regides que apresentam regimes cadticos (A > 0)
e regulares (A < 0) (Ullmann, Caldas, 1992).

c) Regido intermedidria: é a regido de transicao entre a regido de forca

fraca e a unimodal, havendo somente a existéncia de comportamentos regulares. Na
realidade, o que ocorre € o surgimento de uma variedade de novas drbitas periddicas.

95



-0.2

-0.4

-0.86 | N

Figura 4.7: Expoente de Lyapunov para a = 0, 45.

1.0

-1.0 : :
-3.0 -1.0 1.0 3.0

Figura 4.8: Diagrama de Lamerey para o mapa prototipico de Ding considerando
a=0,7e¢e 8=0,4.
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Figura 4.9: Diagrama de bifurcagdes considerando 3 = 0, 65.

Figura 4.10: Expoente de Lyapunov com S igual a 0,65.
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Figura 4.11: Diagrama de bifurcagoes para o = 0, 57.

0.55 0.60 0.65 0.70 0.75

Figura 4.12: Expoente de Lyapunov fixando « em 0,57.
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Capitulo 5

Mapas Prototipicos de Ding Acoplados na
Rede

Neste capitulo acoplaremos os mapas prototipicos de Ding através do acoplamento
local, onde o sitio é influenciado pelos sitios 7 — 1, 7 e 4 + 1. Dos vérios casos de
acoplamentos, inicialmente nos restringiremos ao laplaciano futuro

Oy = (1= €)F(63) + S[F(O5) + F(6;7) (5.1)
e ao unidirecional
= (L—€)f(6) +ef(6;71), (5.2)
onde
sen(f + 270)

f(6) = arctan (5.3)

2a + cos(0 + 27 3)

A rede exige que se escolha condigoes iniciais e condi¢oes de con-
torno, as quais consideramos uma onda senoidal para condigoes iniciais e fixamos as
extremidades t =1 e i = N.

Para o mapa prototipico de Ding desacoplado, vimos no capitulo an-
terior que a unicidade é garantida pelo fato de que sen(f,.1) € sen(f, + 273) tém
o mesmo sinal. Mas quando o acoplamos ocorre que alguns sitios ndo obedecem a
condi¢do de unicidade. Para continuar garantindo a unicidade, apds o acoplamento,
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nao adianta trabalhar com outra forma de acoplamento devido ao motivo de conti-
nuar ocorrendo este problema para determinadas regides no espaco de parametros e
para determinados valores da intensidade do acoplamento €. Também nao resolve
somarmos 7 ao angulo 6 do sitio quando ele foge da unicidade porque isto altera
o sinal da funcdo seno e da cosseno, provocando alteracdo no resultado devido a
modificagdo da operagdo aritmética realizada entre a fungio cosseno e a parte 2a do
denominador da equagcio (4.50). Portanto, como nio estamos em principio preocupa-
dos com toda a regido do espago de parametros, resolvemos restringir o nosso estudo
a uma determinada faixa que ndo apresenta problema de unicidade, que é delimitada
no intervalo 0,545 < a < 0,61 para § = 0,315. Escolhemos esta regiao pelo fato
dos mapas apresentarem, quando estdo desacoplados, duplicagao de periodo inversa
atingindo o regime cadtico (fig. 5.1). Esta duplicacdo é chamada inversa porque
ocorre quando vamos diminuindo o valor do pardmetro de controle c.. A figura (5.2)
mostra o expoente de Lyapunov para este caso.

5 0.578 0.610

Figura 5.1: Diagrama de bifurcagdes para o mapa de Ding com 3 = 0, 315.

5.1 Configuracao dos Dominios

Para observarmos a configuragao dos dominios utilizaremos o acoplamento laplaciano
futuro, realizando 1032 iteragoes e desprezando 1000 iteragoes transientes e levando
em conta que as extremidades da rede ' e 6V estardo fixadas em 0,0.

Para o caso onde N = 128, ¢ = 0,1, a = 0,56, 8 = 0,315 e para
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Figura 5.2: Expoente de Lyapunov para o mapa de Ding com § = 0.315.

condigoes iniciais numa onda senoidal, podemos perceber alteracdes nos dominios,
com modificagdes nas condigées iniciais. Logo, a figura (5.3) construida com as
condigdes iniciais de 6) = sen(27iN~!) apresenta dominios menores e em maior
quantidade do que a figura (5.4) com 6 = 0, 5sen(27iN~!), onde também apare-
cem mudancas na posi¢ao e quantidade de kinks. Este fato também foi observado na
analise que fizemos do mapa logistico.

Agora variaremos o tamanho da rede com os mapas apresentando
6rbitas de periodo 8 quando estdo desacoplados, o que corresponde a o = 0, 554.
Quando efetuamos o acoplamento para ¢ = 0, 2 e condigdes iniciais 6}, = sen(27iN™!)
surgem sitios com periodicidade 2 para N = 4 (fig. 5.5). Em seguida aumentamos
o tamanho da rede para N = 8 e ocorre uma duplicacdo do periodo dos sitios de
2 para 4 (fig. 5.6), o que se repete para N = 16 com o aparecimento de sitios
com periodicidade 8 (fig. 5.7). J4 para N = 32 (fig. 5.8) aparecem dominios
que apresentam sitios com diferentes periodicidades, o que mostra a dependéncia do
numero de pontos fixos estaveis com a variagao do tamanho da rede.

Podemos variar a nao-linearidade do sistema através do parametro
de controle «, ja que (3 estd fixo em 0,315. Assim, aumentando a nao-linearidade
do sistema com a diminui¢ao do valor de v, mantendo N = 128 e € = 0, 2, notamos
por meio da figura (5.9) e da figura (5.10) que ocorre uma diminui¢do no tamanho
dos dominios € um aumento na quantidade de pontos fixos estdveis. Novamente,
podemos explicar este comportamento a partir da andlise do diagrama de bifurcagoes
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Figura 5.3: Sitio versus 6 para 6} = sen(2riN~!), o = 0,56, ¢ = 0,1 e N = 128. A
figura corresponde ao overlap de 32 iteragdes, a partir de 1000 iteragdes transientes
desprezadas.
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Figura 5.4: Gréfico considerando como condigao inicial 6 = 0,5sen(27iN"!). Os
demais parametros sao os mesmos da figura anterior.
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Figura 5.5: Acoplamento para N =4, =0,554e € =0,2.
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Figura 5.6: Sitio versus 6 para N = 8.
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Figura 5.7: 16 sitios acoplados em rede.

Figura 5.8: Gréfico para uma rede com N = 32.
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para o mapa isolado, onde vemos que, & medida em que a aumenta, temos orbitas
periddicas de peiodo cada vez mais baixo. Pelo contrario, quando atingimos a regiao
cadtica existem dominios que apresentam sitios com uma dindmica regular e outros
com uma dindmica caética & medida em que diminuimos ¢, também pela andlise de
mapa isolado. Ao continuarmos aumentando a nao-linearidade ocorre que todos os
sitios da rede passam a apresentar regimes cadticos, provocando a inexisténcia de
regioes com regimes periédicos e o surgimento de caos espago-temporal.

0.0 64.5 129.0

Figura 5.9: Rede de mapas considerando o parametro de controle o igual a 0,56,
N =128ec=0,2.

A configuragido dos dominios e dos kinks também apresenta dependén-
cia em relacdo ao valor do acoplamento £. Analisamos esta dependéncia para o caso
onde o = 0,56 e N = 128, sendo que utilizamos € = 0,05 para tragarmos a figura
(5.11) e e = 0,3 para a figura (5.12). Com o aumento do valor do acoplamento
verificamos que a distdncia entre os kinks e o tamanho dos dominios aumentam,
também ocorre a diminui¢do do numero de pontos fixos estdveis com o aumento de
e. Isso indica que o aumento da intensidade do acoplamento tende a uniformizar a
distribuicao espacial dos dominios.

A variacao do parametro de controle produz alteragoes no nimero de
atratores da rede, o que ocasiona mudancgas nos dominios e nos kinks . Isto pode ser
visualizado por meio do histograma de bifurcacées (fig. 5.13) e do diagrama i X «
(fig. 5.14), nos quais utilizamos N = 128 e ¢ = 0,2. Na figura (5.13) realizamos
1100 iteracoes com 1000 iteragoes desprezadas, sendo que em preto estd indicado a
alta probabilidade de obtermos 6, enquanto que a baixa probabilidade estd em cinza.
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Figura 5.10: Idem a figura anterior para « = 0, 5544.
1.5
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Figura 5.11: Valor do acoplamento ¢ igual a 0,05, e os demais consideramos o = 0, 56
e #=0,315.
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Figura 5.12: Gréafico construido utilizando € = 0, 3.

Os dominios contribuem para a alta probabilidade e os sitios que se encontram nas
fronteiras dos dominios fornecem a baixa probabilidade. A figura (5.14) foi construida
exatamente na 1012 iteracdo e ilustra como a estrutura sofre alteracdes através da
mesma, faixa dos pardmetros, sendo que estdo representados os valores de 6 em escala
cinza. A escala comega do branco para o menor valor de # e segue para o preto para
o maior valor de 6. As caracteristicas observadas lembram o caso do mapa logistico,
com a diferenca de que a cascata de bifurcagdes é inversa (com a diminui¢do de ).

5.2 Estruturas Zigzags

Uma grande classe de mapas acoplados em rede exibem estruturas zigzags, sendo que
estas estruturas sdo caracterizadas pela condigao

(2t — zi)(zi — 2i71) < 0. (5.4)

n

A estrutura é observada em uma grande faixa dos valores do parimetro quando é
utilizado o acoplamento linear, sendo que também é possivel observa-la em acopla-
mentos futuros para o caso onde a intensidade do acoplamento é fraca. Com o
acoplamento futuro a instabilidade zigzag é suprimida, especialmente com a intensi-
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Figura 5.13: Histograma de bifurcac¢ées para um valor do acoplamento igual a 0,2.
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0.560

T 0.555
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0.545
0.

Figura 5.14: Gréfico de 7 X & com os valores de 6 no intervalo 0,325 < # < 0,575 em
branco, 0,575 < § < 0,95 em escala cinza e 0,95 < 0 < 1,2 em preto.
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dade do acoplamento forte, ja que os sitios vizinhos sdo mantidos em fase pela sua
futura ou pré-iteracdo. As estruturas zigzags sdo importantes porque podem levar a
uma rota de quase periodicidade para o caos (Crutchfield e Kaneko, 1987).

Os mapas prototipicos de Ding acoplados em rede apresentam estru-
turas zi1gzags para determinados valores do pardmetro a e do acoplamento ¢, sendo
que estes valores dependem da forma do acoplamento. Podemos observar estas es-
truturas pela figura (5.15), onde consideramos N = 128, o = 0,5544, 3 = 0, 315,
e = 0,3, 6 = sen(27riN~!) e adotamos o acoplamento laplaciano linear que é dado
por:

O = (1= ) (63) + 165 + 657, (5.5)

onde 0] = 6N = 0,0. Neste caso aparecem kinks que separam os dominios que
exibem estruturas zigzags.

NN o

Figura 5.15: Estruturas zigzags considerando um acoplamento laplaciano linear.

Com o acoplamento laplaciano futuro verificamos o surgimento de
estruturas zigzags para baixos valores do acoplamento € e para o caso onde temos
uma nao-linearidade alta do sistema. Agora, além dos dominios que apresentam
estruturas z:gzags aparecem regioes com regimes caéticos, os quais denominaremos
de defeitos. Através da figura (5.16) podemos ver tais defeitos tomando a = 0, 5455
e e =0,075. A caoticidade dos defeitos pode ser comprovada por meio do expoente
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de Lyapunov, o qual foi calculado para os mesmos valores utilizados na construgao
da figura (5.16). Assim, nés podemos perceber que o diagrama do expoente de
Lyapunov (fig. 5.17), no qual temos sitio versus expoente de Lyapunov, apresenta
A > 0 exatamente nos mesmos dominios onde aparecem os defeitos.
(5.17) realizamos para cada sitio 1000 iteracdes e desprezamos as 300%° iteragdes. O
expoente de Lyapunov para o caso de mapas acoplados é calculado utilizando-se

M-

A= lim — Z

M—oo M

d(65+1)
dez

)

onde para o acoplamento laplaciano temos

d(0p41) _ ' i
—‘ﬁ - (1 - E)f (on)y

com

1+ 2acos(0 + 273)

O

1 + 4acos(f + 275) + 4a?’

e Pl

il

RS

‘Ill'l”ll

,n””]u 1

0.0 64.5

129.0

Figura 5.16: Estruturas zigzags apresentando defeitos.
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.0 64.5 128.0

Figura 5.17: Sitio versus expoente de Lyapunov onde A > 0 denota a posi¢do dos
defeitos.

Os defeitos podem propagar-se na rede, sendo que eles alteram sua
forma e movimentam-se no espago com o decorrer das iteragoes. Através do grafico
sitio versus iteracGes vemos esta propagacgdo com o crescimento do numero de i-
teracoes. Para construirmos a figura (5.18) utilizamos o acoplamento laplaciano
futuro, com o = 0,5455 e € = 0,075, onde somente os defeitos sdo marcados em
preto. Quando 6 se encontra no intervalo de 0,1 a 0,45 marcamos os defeitos. Isto
é possivel devido ao fato de que os defeitos sdo caracterizados por estouros (bursts)
e acentuamos de preto no grafico os casos onde eles ocorrem e atingem o intervalo.
Analisando a figura (5.18) percebemos nitidamente que os defeitos além de alterarem
a posi¢ao na rede sofrem mudangas no seu tamanho, e também ocorrem variagoes no
numero de defeitos que propagam-se na rede.

Devido as mudancas que os defeitos sofrem com o passar das iteragoes,
hé a necessidade de delimitarmos um intervalo de iteragdes para o cdlculo do expoente
de Lyapunov, porque pode acontecer que em um determinado intervalo os defeitos
sofrem alteragdes radicais, ou seja, alguns sitios mudem seus regimes de periédicos
para caéticos ou vice-versa.

Caso aumentemos a nao-linearidade do sistema ocorre um aumento
no tamanho dos defeitos na rede provocando o surgimento de caos espago-temporal
e a supressdo das estruturas zigzags. Isto pode ser visto através da figura (5.19) na
qual utilizamos os mesmos valores da figura (5.16) com excegdo do pardmetro ¢« que
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Figura 5.18: Alterages na forma e na posi¢do de defeitos com o decorrer das itera-

goes.

foi variado de tal forma que a ndo-linearidade do sistema foi aumentada acarretando
a supressao das estruturas zigzags com o aparecimento de caos espago-temporal.

5.3 Redes de Fluxo Aberto (Open Flow Lattices)

Agora veremos o caso onde a forma do acoplamento é assimétrica, o qual ocorre em
modelos de redes de fluxos abertos e a forma do acoplamento é dada pela relacdo
(5.9). Para uma classe de modelos de fluxos abertos o grau de acoplamento unidi-
recional é controlado pelo pardmetro de assimetria ¢ = 0, o que fornece a equagéao
(5.2), onde o acoplamento é unidirecional indo somente da esquerda para a direita.

h = F(83) + elef (61) + (1= @) f(657") = F(62)): (5.9)

Um fendmeno que ocorre em redes de fluxos abertos é a duplicacao
espacial de periodos. Isto é observado & medida que vamos nos deslocando espacial-
mente pela rede, da esquerda para a direita, com alguns sitios apresentando uma
determinada periodicidade. Apds alguns passos os sitios comegam a apresentar uma
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Figura 5.19: 7 x 6" mostrando a supressdo de estruturas zigzags para N = 128,
a=0,5443, 8 = 0,315, £ = 0,075 e 6} = sen(27riN~1).

periodicidade duplicada, e assim sucessivamente. A duplicagdo é finita, podendo
terminar na extremidade da rede ou mesmo em sitios anteriores da extremidade.

A figura (5.20) foi construida considerando o = 0,554 e € = 0, 3. Nela
notamos que a duplicacdo ocorre a partir de um determinado sitio, e que se encerra
com o término da rede. J4 a figura (5.21), para a = 0,545 e € = 0,5, apresenta
duplicagdo que vai culminar em uma regido que exibe sitios com periodicidades que
quebram a duplicagdo. Quando realizamos 1032 iteragoes e desprezamos 1000 ocor-
reu que a figura (5.21) apresentou a caracteristica de que os ultimos sitios da rede
tinham um comportamento caético, mas o cdlculo do expoente de Lyapunov (fig.
5.22) exibia comportamento regular para estes sitios (A < 0). Esta caracteristica foi
proveniente do nimero de iteragdes transientes desprezadas, sendo que ao efetuarmos
3032 iteragdes, desconsiderando 3000 iteragdes, conseguimos verificar com clareza a
dindmica regular dos sitios confirmada pelo expoente de Lyapunov. O fato é que
a figura (5.21) mostra que o acoplamento unidirecional para a direita fez com que,
a partir de um determinado ponto da rede, os sitios comegassem a apresentar uma
estrutura zigzag.
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Figura 5.20: Acoplamento unidirecional para a direita considerando o = 0,554,
€ = 0,3 e 1032 iteracgoes.
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Figura 5.21: Idem a figura anterior para a = 0,545, € = 0,5 e 3032 iteragdes.
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Figura 5.22: Expoente de Lyapunov para um acoplamento unidirecional com
a=0,545ee=0,5.
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Capitulo 6

Sincronizacao de Mapas Acoplados na
Rede

6.1 Sincronizacao Para Acoplamento Local

No acoplamento local a dindmica de um sitio é afetada pelos seus sitios vizinhos,
sendo que no nosso caso a dindmica do sitio 7 é influenciada pelos sitios 1 —1, %, 1+ 1
e admitiremos inicialmente para o estudo da sincronizacio o acoplamento laplaciano
futuro.

Devido & caracteristica do sitio, no acoplamento local, estar vincu-
lado somente aos seus sitios vizinhos, trabalharemos com poucos mapas acoplados,
sendo que usaremos o mapa prototipico de Ding no limite de rdpida relaxacao. Para
realizarmos as andlises sobre a sincronizacao faremos 499 iteragées com os mapas
desacoplados e exatamente na 5002 iteracio efetuaremos o acoplamento. As ex-
tremidades ficarao fixas em 0,0, enquanto que tomaremos como condicées iniciais
6 = 0,0.

Primeiramente analisaremos, através de graficos de sitio versus 6%,
0 que ocorre se acoplarmos 4 mapas prototipicos de Ding, ndo esquecendo que as
extremidades 6! e @V sdo fixas em 0,0. Assim, o que vai ser importante para o
nosso estudo é a dinamica dos sitios : = 2 e © = 3. Ao considerarmos os mapas
desacoplados, sendo um deles num regime caético com o? = 0,545 e o outro num
regime regular de periodicidade 8 com o® = 0,5544 (fig. 6.1), percebemos que
quando os acoplamos utilizando € = 0,2, os dois mapas passam a apresentar a
mesma periodicidade (fig. 6.2). Isto mostra que além de ter sido possivel sincronizar
os dois mapas, também foi possivel mudar a dindmica do mapa, de caética em regular,
apenas através do acoplamento.
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Figura 6.1: Gréfico de i x 6 onde a? = 0,545, o3 = 0,5544 e € = 0, 0.
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Figura 6.2: Idem & figura anterior exceto por € =0, 2.
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Da mesma forma, ao invés de acoplarmos um mapa com regime
cadtico a um regular, ao acoplarmos, com £ = 0,2, um mapa com periodicidade
2 a um mapa de periodicidade 8 notamos que os dois mapas continuam regulares, sé
que ambos passam a exibir um regime regular de periodo 4 (fig. 6.3).
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Figura 6.3: Acoplamento com € = 0, 2 de um mapa com periodo 2 com um de periodo
8, onde a = 0,58 e a = 0, 5544, respectivamente.

Um mapa cadtico também pode ser regularizado acoplando a ele um
outro mapa caético. A figura (6.4) que foi construida tomando o = o® = 0,545 e
€ = 0,26, mostra que nao apenas um mapa cadtico, mas os dois atingem o regime
regular com o acoplamento e apresentam a mesma periodicidade (no caso, periodo
4).

As mesmas andlises que foram realizadas anteriormente para N = 4
podem ser feitas para N = 5, s que neste caso sdo considerados o acoplamento de
3 mapas, pois as extremidades estdo fixas. A figura (6.5), na qual foi considerado
N =35,¢=0,2 a® =o' =0,545 e o = 0,58, permite-nos ver que os trés mapas
acoplados possuem uma dindmica regular com periodo 4. O que ocorreu é que os
dois mapas cadticos que ocupam os sitios 2 e 4 tornaram-se regulares por meio de
seus acoplamentos com o mapa de periodo 2 que ocupa o sitio 3. Se acoplarmos 3
mapas com regime cadtico temos que usar um elevado valor de acoplamento ¢ para
conseguir que tornem-se regulares atingindo a mesma periodicidade.

Como um mapa caético pode tornar-se regular utilizando o acopla-
mento com outro mapa, o que se deve conhecer é o valor do acoplamento para tornar
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Figura 6.4: Dois mapas cadticos que quando acoplados passam a exibir uma dindmica
regular, onde temos a = 0,545 e € = 0, 26.
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Figura 6.5: Gréfico de i x 6, considerando N = 5, o® = o* = 0,545, o® = 0,58 e
€=0,2.
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esta regularizagdo possivel. Para encontrarmos os valores de £ que regularizem o
mapa cadtico, bem como, sincronizando-o com o outro mapa acoplado, nés utilizare-
mos o diagrama de bifurcagdes € x #:. Acoplando um mapa caético a um mapa de
periodo 8 verificamos na figura (6.6), a qual foi construida para o sitio com o mapa
cadtico, que a partir de um determinado valor do acoplamento o regime cadtico torna-
se regular, sendo que neste grafico consideramos N = 4, o = 0,545 e o® = 0, 5544.
Notamos que a variagdo de € ndo permite apenas a regularizagdo do mapa cadtico,
mas também possibilita que se possa escolher a periodicidade. O expoente de Lya-
punov (fig. 6.7) calculado para os mesmos dados usados na figura (6.6) mostra que
o mapa cadtico altera seu regime para periédico com o aumento do acoplamento.
Também realizamos o acoplamento do mapa caético com um mapa de periodo 2 e o
mapa cadtico com um mapa de periodo 4, e verificamos que o acoplamento com o
mapa de periodo 2 faz com que seja possivel que o regime caético torne-se periédico
com um valor de € menor do que o valor obtido com os outros dois mapas de periodos
4 e 8.

1.5

Figura 6.6: Diagrama de bifurcacdes para o mapa caético utilizando o? = 0,545 e
o = 0, 5544.

Quando acoplamos dois mapas que apresentam regimes cadticos, onde
o = o® = 0,545, o diagrama de ¢ x ¢ (fig. 6.8) mostra que com o aumento do
valor do acoplamento € os dois mapas sincronizam numa dindmica periédica. Como
temos uma duplicagdo inversa de periodo nés podemos escolher a periodicidade com
que 0s mapas sincronizem apenas variando o valor de €.

O préximo passo é estudar o transiente que ocorre a partir do acopla-
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Figura 6.7: Expoente de Lyapunov mostrando os valores possiveis de € para que
o mapa cadtico com o? = 0,545 torne-se regular quando acoplado a um mapa de
periodo 8 com o? = 0, 5544.

Figura 6.8: Diagrama de bifurcacGes para 2 mapas caéticos acoplados com
o? = o® = 0, 545, este diagrama é somente para o mapa caético do sitio 2.
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mento de um mapa que apresenta uma dinidmica cadtica com um mapa de dindmica
periddica. Este transiente é definido como o nimero de iteragdes para que o mapa
com regime caético atinja o regime periédico. Nés realizamos 499 iteragdes com os
mapas desacoplados e exatamente na 5002 iteracdo quando é feito o acoplamento
ndés comegamos a contar o transiente. O grafico de n x 6% permite-nos observar o
transiente do sitio 2, que é ocupado pelo mapa com uma dinamica cadtica, sendo que
na figura (6.9) podemos ver o transiente de um mapa com regime caético acoplado a
um mapa com periodo 4. Nesta situa¢do tomamos o = 0, 545, o® = 0,56, e = 0,2 e
observamos um transiente de aproximadamente 70 iteragoes. Se alterarmos o valor
do acoplamento £, o niimero de iteracoes transientes varia. Isto é verificado quando
pegamos as mesmas condicdes da figura (6.9) e aumentamos €, o que produz mu-
dancas no transiente.

1.2 . : , ; . .

o 0.7

490 500 510 520 530 540 550 560

Figura 6.9: Transiente do mapa cadtico com o? = 0,545 acoplado a um mapa de
periodo 4 com o® = 0, 56, onde o acoplamento € é igual a 0,2. O transiente comega
a partir da 5002 iteracio.

Utilizando os mesmos valores da figura (6.9) e mudando apenas o
acoplamento de um mapa de periodo 4 com um mapa de periodo 2 (e = 0,58)
e depois um de periodo 8 (o = 0,5544), verificamos que o numero de iteracoes
para que o regime caético atinja o periédico é menor para o acoplamento com o
mapa de periodo 2. Assim, o transiente vai aumentando de acordo com o aumento
da periodicidade do mapa que é acoplado com o mapa que exibe comportamento
caotico.

A caracteristica de que o transiente apresenta uma dependéncia em
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relacdo ao acoplamento € pode ser vista por meio do grafico do nimero de iteracoes
transientes 7 X €. Construimos este grafico (fig. 6.10) acoplando um mapa com
regime cadtico a um mapa com um periodo igual a 2, sendo a2 = 0,545 e o3 = 0, 58,
respectivamente. Observamos que o transiente do regime caético para o periédico
é maior quando o valor do acoplamento estd préximo dos pontos de bifurcagoes
existentes nos diagramas de € x 6, enquanto que o transiente é menor para o0s
valores de € afastados dos pontos de bifurcagoes.

3000

2000

1000

0.15 0.20 0.25 0.30

Figura 6.10: Grafico mostrando o numero de iteragoes transientes para o mapa
cadtico com o = 0,545 acoplado a um mapa de periodo 2 com a = 0, 58.

6.2 Sincronizacao Para Acoplamento Global

Enquanto que no acoplamento local a dinAmica do sitio é determinada apenas pelos
sitios vizinhos, no acoplamento global a dindmica é determinada por todos os sitios da
rede. O acoplamento global do tipo campo médio é uma das possibilidades (Shinbrot,
1994). Acoplaremos os mapas prototipicos de Ding considerando duas formas de
acoplamento global linear:

N
. . I3 .
0:»+1 = f(6r) + Z o7, (6.1)
N -1 2055
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e o futuro:

N
O = (1= ) F(8) + < 3 £(63), (6.2)
7=1
sendo
_ sen(f + 273)
1(8) = arctan 20+ cos(0 + 27 B3)° (6.3)

O que se pode perceber pelos acoplamentos adotados é que a dindmica
do sitio 7 é afetada por uma média dos valores de § dos demais sitios, sendo que esta,
média pode ser aumentada ou diminuida por meio do valor do acoplamento &.

De inicio trabalharemos com o acoplamento (6.1) para uma rede onde
consideramos valores dos pardmetros « e [, tais que os mapas apresentem regimes
cadticos quando desacoplados. Temos como objetivo sincronizar todos os mapas
da rede em oérbitas estdveis através do acoplamento. Mas, surgem problemas de
unicidade, os quais ji foram mencionados no capitulo anterior. Este problema de
unicidade faz com que tenhamos que nos limitar 4 determinados valores de € para
realizar a sincronizacdo. Sendo assim a sincronizagdo é possivel, sé que restrita a
certos intervalos de pardmetros. A figura (6.11) mostra alguns valores de € que sdo
possiveis para realizarmos a sincronizag¢ao sem termos problemas de unicidade. Nesta
figura consideramos a = 0,54, 8 = 0,315, N = 100, 6} = 0,5 + 0, Lsen(ir/2) e reali-
zamos 1032 iteracoes com 1000 iteragoes desprezadas. Notamos que a sincronizagio
é alcancada, o que pode ser visto porque estdo marcados na figura os valores de 6
para todos os sitios da rede. Existe um transiente até que todos os mapas estejam
sincronizados e podemos ver claramente a existéncia do transiente nas figuras (6.12)
e (6.13). Na figura (6.12) consideramos o = 0,54, 8 = 0,315, N = 100, ¢ =
0,03 e observamos quando os mapas sincronizam, que a cada itera¢do alguns mapas
assumem um determinado 6 e o restante dos mapas outro valor de #, mas todos
apresentam a mesma periodicidade e com os mesmos valores para os pontos fixos
estdveis. J4 na figura (6.13), onde realizamos as mesmas consideragdes anteriores
exceto por €, que agora ¢ igual a 0,035, observamos que a cada iteragdo, apds a
sincronizacdo, todos os mapas ocupam o mesmo valor de # ao descreverem suas
orbitas periédicas.

Usando os mesmos dados das figuras (6.12) e (6.13) calculamos os
expoentes de Lyapunov que estdo representados nas figuras (6.14) e (6.15), respec-
tivamente. Os graficos de sitio versus expoente de Lyapunov mostram que todos os
mapas tornam-se regulares com o acoplamento.
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Figura 6.11: Grafico mostrando 3 valores possiveis para £ considerando a = 0, 54,
B = 0,315, N = 100 e para condicdes iniciais 3 = 0,5 + 0, 1sen(ir/2).

o 20 40 60 80 100

Figura 6.12: n x 6% paraa = 0,54, 8 =0,315e ¢ = 0,03.
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Figura 6.13: Idem a figura anterior para ¢ = 0, 035.

—0.2 H -
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Figura 6.14: Expoente de Lyapunov mostrando a periodicidade dos sitios com
a=20,54, 3=0,315e e =0,03.
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Figura 6.15: Sitio versus expoente de Lyapunov para o = 0,54, 8 = 0,315 e
e =0,035.

Agora trabalharemos com o acoplamento (6.2) também para uma rede
com 100 mapas e com os mapas apresentando um regime caético quando desacopla-
dos. Nesta forma de acoplamento a dinimica do sitio além de ser determinada por
todos os outros sitios também sofre a contribuicido dele préprio. O fato é que no
acoplamento (6.2) ndo surgem tantos problemas de unicidade como o acoplamento
(6.1). Os problemas existem, mas em menor quantidade, e isso possibilita que pos-
samos realizar a sincronizacio numa maior faixa dos valores de €. Podemos observar
alguns valores de €, que podem ser utilizados para sincronizar os mapas, que exibem
regime cadtico quando desacoplados, através do grafico de € x 6 (fig. 6.16). Na
figura (6.16) consideramos o = 0,545, 3 = 0,315 e 6} = 0,52 + 0, 1sen(ir/2), sendo
que estdo marcados os valores de # de todos os sitios.

Ao realizarmos o acoplamento dos mapas cadticos verificamos que
eles levam um determinado nimero de iteragoes até que todos estejam sincronizados.
Para verificarmos o transiente escolhemos o valor do acoplamento € igual a 0,189.
Pela figura (6.16) vemos que para este acoplamento os mapas apresentardo um regime
regular com periodicidade 2. A figura (6.17) mostra que realmente todos os mapas
da rede passam a apresentarem uma periodicidade 2 apds algumas iteracoes. Nds
dizemos que todos os mapas da rede apresentam a mesma periodicidade porque no
grifico de n x 6% sdo marcados os valores de f de todos os mapas. Para este caso
ocorre que a cada iteracdo, logo apds a sincronizacdo, alguns sitios apresentam um
determinado @ enquanto que os outros apresentam o outro valor de 6, os quais sdo os
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Figura 6.16: Acoplamento global utilizando a relagdo (6.2) para o = 0,545,
B = 0,315, N =100 e 6 = 0,52 + 0, 1sen(ir/2).

dois pontos fixos estdveis do regime periédico descrito pelos mapas. O expoente de
Lyapunov (fig. 6.18) é negativo para todos os sitios da rede, sendo que isto demonstra
a regularizagdo dos sitios por meio do acoplamento (6.2).

6.3 Sincronizacao Para Acoplamento Global do
Tipo Exponencial e do Tipo Gaussiano

O acoplamento global do tipo exponencial é dado pela seguinte relacao:

1 =1 —e)f(6;) +e D exp(—cli—j)f(6), (6-4)

J=1lig#i

onde c é a constante de decaimento da exponencial. No acoplamento global realizado
na sec¢do anterior a dindmica do sitio 7 é determinada através do campo médio dos
sitios da rede, jd no acoplamento (6.4) ndo trabalhamos mais com o campo médio,
e sim consideramos que a contribuicio dos sitios da rede sobre o sitio 7 decai numa
forma exponencial com o aumento da distancia entre o sitio 7 e o sitio j.
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Figura 6.17: Transiente para o caso de oo = 0,545, 8 = 0,315 e € = 0, 189.

Figura 6.18: Sitio versus expoente de Lyapunov com a = 0,545, 8 = 0,315 e
e =0,189.
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Através do acoplamento (6.4) é possivel sincronizar uma rede com
mapas exibindo regimes cadticos, e também regulares, com exce¢cao das extremi-
dades da rede que podem apresentar periodicidade diferente dos sitios sincronizados
e diferentes valores dos pontos fixos estdveis. Isto pode ser observado por meio da
figura (6.19), na qual utilizamos oo = 0,54, 3 = 0,315, N = 100, £ = 0,2, c=0,25 ¢
para condigGes iniciais 6} = 0, 1sen(im/2).

...............................................................................

L L L )
o 20 40 60 80 100

Figura 6.19: Sitio versus ¢, para o = 0,54, 8 = 0,315, N = 100, ¢ = 0,2 e ¢ = 0,25.

Nao ocorrem alteracgées na periodicidade dos mapas da rede e nem
tampouco nos valores de seus pontos fixos estaveis quando mudamos as condigdes
iniciais. Mas, ocorrem alteracoes na dindmica dos mapas acoplados na rede quando
variamos o valor do acoplamento € ou quando variamos o valor do decaimento ¢ da
exponencial. Este fato é observado através dos grificos de € x ! (fig. 6.20) e de
c x 6t (fig. 6.21), sendo que para os quais utilizamos o = 0,54, 8 = 0,315, N = 100
e tomamos somente o sitio 2 = 50 porque ndo é possivel colocar os valores de § de
todos os sitios da rede devido as suas extremidades. Na figura (6.20) fixamos c igual
a 0,25 e notamos que a variagdo do valor do acoplamento £ possibilita a alteragao da
periodicidade dos sitios sincronizados. Também podemos ver pela figura (6.21), onde
consideramos € = 0,2, alteragdes da periodicidade dos sitios sincronizados apenas
variando o valor do decaimento ¢ da exponencial.

O acoplamento global do tipo gaussiano futuro é dado pela relacao:

N
Ora = (1—€)f(6,) +¢ > exp[-(i—5)*/A)f(6)), (65)

J=Lij#i
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Figura 6.20: € x 6 considerando o = 0,54, 8 = 0,315, N = 100 e ¢ = 0,25 para o
sitio ¢ = 50.
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Figura 6.21: Acoplamento (6.4) para o caso onde o = 0,54, 8 = 0,315, N =100 e
e = 0, 2 sendo considerado o sitio 7 = 50.
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onde A fornece a largura da gaussiana. Neste acoplamento o valor do acoplamento
€ decai numa forma gaussiana com o aumento da distdncia entre o sitio 7 e o sitio j.

No acoplamento do tipo gaussiano podemos sincronizar uma rede de
mapas acoplados onde todos os mapas exibem regimes cadticos quando nao estio
acoplados (¢ = 0,0). Esta sincronizacdo ocorre de tal maneira que todos os mapas
passam a apresentar a mesma periodicidade e os mesmos valores dos pontos fixos
estdveis, com excecdo, como no acoplamento do tipo exponencial, dos sitios que
ocupam as fronteiras da rede. Podemos observar que todos os mapas acoplados, com
excecao dos mapas que estdo nas extremidades, sao sincronizados através da figura
(6.22), a qual foi construida considerando a = 0,54, 8 = 0,315, N = 0,315, =0, 2,

i = 0,1sen(ir/2) e A = 23. A sincronizagio ocorre para determinados valores:
de A, sendo que é possivel escolher determinadas dérbitas peridédicas, nas quais os
mapas prototipicos de Ding podem ser sincronizados, apenas variando a largura A
da gaussiana (fig. 6.23). A figura (6.23) mostra algumas érbitas periddicas nas quais
os mapas podem ser sincronizados, sendo que construimos a figura apenas para o
sitio ¢+ = 50 devido as fronteiras da rede e utilizamos o = 0, 54, 8 = 0,315, N = 100
ee=0,2.

o 20 40 60 80 100

Figura 6.22: Sitio versus ¢} para a = 0,54, 8 = 0,315, N =100, =0,2 e A = 23.
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Figura 6.23: Acoplamento (6.5) para o caso onde o = 0,54, § = 0,315, N =100 e
£ =0, 2 sendo considerado o sitio 7 = 50.

93



Capitulo 7

Conclusoes

Nos ultimos anos tem sido grande o interesse sobre os osciladores nao-lineares forga-
dos por uma forga periédica ou pulsos. Uma, variedade de sistemas fisicos podem ser
modelados por um conjunto de equagoes resultando em dindmicas, para uma ampla
classe de sistemas, que exibem comportamentos caéticos similares e de bifurcagoes.
Em particular, se o oscilador apresenta um ciclo limite estdvel ocorre que o espaco
de parametros exibe regides caéticas, periédicas e quase-periédicas. Para uma forca
externa de intensidade fraca o ciclo limite domina e ocorrem O6rbitas periddicas e
quase periddicas. Aumentando a amplitude da forga externa o oscilador passa através
de uma complicada regido de transicdo apresentando 6rbitas periédicas e regimes
cadticos. Para uma forca externa com amplitude elevada o oscilador é dominado
pela forca externa e o regime caético desaparece. O oscilador que escolhemos traba-
lhar apresenta um ciclo limite estdvel quando nio perturbado, bem como apresenta
as caracteristicas ja mencionadas quando sujeito a uma forga externa na forma de
pulsos. Como estes pulsos tém curta duragido no tempo podemos aproxima-los por
fungoes delta de Dirac. Esta aproximacgdo propicia que seja feito um mapeamento
discretizando a varidvel temporal para a obten¢do do mapa prototipico de Ding.

A caracterizagido de dindmicas complexas é um dos problemas mais
estudados na atualidade, sendo a existéncia de regimes cadticos em sistemas com
poucos graus de liberdade um grande incentivo nesta dire¢gdo. Mas é visto que certas
dindmicas complexas nio sdo observadas em sistemas com poucos graus de liberdade,
e para o estudo de tais sistemas pode-se usar modelos de sistemas acoplados. Traba-
lhamos com uma rede de mapas prototipicos de Ding acoplados, ou seja, construimos
uma rede unidimensional de osciladores nao-lineares pulsados.

O mapa prototipico de Ding quando nao estd acoplado nao apresenta
problemas de unicidade, mas quando acoplado numa rede pode apresentar proble-
mas de unicidade sob certas condigGes. Devido a estes problemas nos limitamos a
determinadas faixas no espago de parametros.
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No acoplamento local laplaciano a configuragdo dos dominios, bem
como a dos kinks, depende: das condigdes iniciais, do tamanho da rede, dos para-
metros « e 3 e do valor do acoplamento €. No acoplamento local unidirecional pode
ocorrer duplicacao espacial de periodo. E possivel observar a propagacao de defeitos
em estruturas zigzags usando o acoplamento laplaciano futuro para o caso onde a
intensidade do acoplamento é fraca.

Para uma rede com quatro mapas, onde é considerado que as extre-
midades sdo fixas, f = 0,0 e o acoplamento é local e laplaciano, ocorre que dois
mapas com regimes periddicos ao serem acoplados passam a apresentar a mesma
periodicidade para determinados valores do acoplamento €. Caso sejam acoplados
dois mapas inicialmente com regimes cadticos, além de apresentarem a mesma pe-
riodicidade, eles apresentam os mesmos pontos fixos estdveis para certos valores de
€. Existe uma dependéncia em € da duragdo do transiente que o regime caético leva
para atingir o regime periédico. Também é possivel fazer as mesmas observacoes
para uma rede com cinco mapas, sendo que as extremidades sao fixas.

Através dos acoplamentos global linear e global futuro, onde a dina-
mica do sitio ¢ é determinada pelo campo médio, é possivel sincronizar uma rede de
mapas cadticos, sendo que para determinados valores de € todos os mapas além de
apresentarem a mesma periodicidade apresentam os mesmos valores para os pontos
fixos estaveis. Pode-se escolher certas 6rbitas periddicas, nas quais a rede de mapas
cadticos pode ser sincronizada, apenas variando-se €.

No acoplamento global do tipo gaussiano futuro nao ocorre sincroniza-
cao dos sitios que estao nas extremidades da rede. Mas os sitios que estao afastados
das extremidades podem ser sincronizados, apresentado a mesma periodicidade e
os pontos fixos estdveis, variando-se o valor do acoplamento € ou a largura A da
gaussiana. Pode-se escolher certas drbitas periddicas, nas quais os sitios podem ser
sincronizados, variando-se € ou A. Para o acoplamento global do tipo exponencial
é possivel sincronizar todos os mapas com regimes cadticos, com excegdo dos sitios
das extremidades da rede, variando-se o valor do acoplamento € ou o decaimento da
exponencial ¢, permitindo-nos a escolha de certas érbitas periédicas.

Para trabalhos futuros devemos prosseguir a linha desta andlise para
o mapa do seno-circulo (que pode ser considerado o limite do mapa prototipico de
Ding para valores pequenos do parametro «):

Oni1 = f(On) = 0n + Q + ksen(6n), (7.1)

onde —7 < § < 7, sendo que €2 é um pardmetro constante e k é um coeficiente que
mede a ndo-linearidade do mapa, visto que k = 0 corresponde a um mapa trivial do

95



circulo. Esta opg¢ao surge do fato de que este mapa ndo apresenta limitagdes quanto
aos valores possiveis para seus parametros, ao contrario do que ocorre com o mapa
prototipico de Ding, que apresenta tais limitagbes quando sujeito a acoplamentos.
Isto nos permitard uma maior liberdade quanto a variagées paramétricas.

Pretende-se, utilizando o mapa (7.1), empregar o acoplamento unidi-
recional local e o global para caracterizagio espago-temporal, bem como, abordar o
controle de caos na rede, no espirito do trabalho de Shinbrot para acoplamento global
(Shinbrot, 1994). Pretende-se também trabalhar com o caso bidimensional, onde os
sitios sdo rotulados por (%,j), com :=1,2,...,.N e j=1,2,...,N numa rede quadrada
N x N. Neste caso apenas o acoplamento futuro entre os primeiros vizinhos serd
considerado:

i = (1= )f(09) + SL(679) + F(65) + F(@) + 16 (72)

Também, como um trabalho futuro, iremos nos concentrar na analise
espectral do mapa acoplado em redes uni e bidimensionais, para a identificacao de
padroes espaciais de complexidade, tendo como meta a caracterizagao de turbuléncia.
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